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Avant-propos

Ce document est 'aventure en kholles de Mathématiques avec Thomas Chen et les MP de la promotion
2023-2024 du lycée Louis Pasteur a Neuilly-sur-Seine. Chaque chapitre correspond a un programme de kholle,
prédéfini par Catherine Aymard, professeure de mathématiques en MP au lycée Louis Pasteur. Un chapitre
contient deux structures : des exercices de difficultés variées, normalement tous exempt d’erreurs, complétés
par des éléments de corrections. La locution « éléments de corrections » est cruciale. Je ne garantis pas avoir
la rédaction suffisante digne des concours pour tous les exercices. Ils sont 1a pour que vous soyez suffisamment
aiguillés pour conclure.

Rappelons que ces exercices ont été donnés en kholle : la présence d’un examinateur est trés souvent
nécessaire pour cadrer vos recherches, et vous guider via quelques indications. Il est donc normal que certains
exercices vous paraissent tres difficile. C’est en cela que sert une correction. Toutefois, pour juger la difficulté
d’un exercice, il faut s’y pencher un minimum. Selon le temps que vous avez, je préconise au moins 10 minutes
afin d’exploiter vos pistes.

Ces exercices sont inspirés de différentes sources : livres, extraits d’oraux, planche de TD et divers exercices
que j’ai pu croiser tout au long de mes études.

L’ouvrage a été entierement écrit par ma main, et directement sur le compilateur : ils ne sont donc pas
forcément exempt de coquilles. Si vous en voyez une, aussi petite soit elle, je vous serai gré de me le signaler
par mail :

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com

Bonne lecture! Thomas Chen.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse réelle

1.1 Autour de R

Exercice 1.
Existe-t-il une application continue f de R dans R qui envoie les rationnels sur les irrationnels et les
irrationnels sur les rationnels ?

Corrigé : soit f une telle application. Soit g : * € R — f(z) — x. Pour z irrationnel, g(z) = f(z) — = est
la somme d’un rationnel et d’un irrationnel donc est irrationnel. Pour x rationnel, g(x) est aussi irrationnel.
Ainsi, g(R) € R\Q. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, g étant continue, si g n’est pas constante, on
peut trouver a,b des réels tels que g([a,b]) soit un intervalle non réduit a un singleton. Tout intervalle non
réduit & un singleton contient un rationnel en vertu de la densité de Q dans R. Cela contredit g(R) C R\Q.
g est donc constante, disons ¢ € R\Q et f(z) = x4+ c. On a f(c) = 2¢c ¢ Q alors que ¢ ¢ Q : cela contredit
I'existence de f.

Exercice 2. Soit (u,)nen, une suite réelle vérifiant Vp,q € N, upiq < up + ug. Montrer que (up)nen
— u
converge dans R vers inf {n in € N} avec la convention inf(A) = —oo si A n’est pas une partie minorée
n
de R.

Corrigé : 1l s’agit du lemme de Fekete. On montre d’abord par récurrence que Vk € N* Vn € N, up, < kuy,.
Traitons deux cas. Supposons que 'inf existe. (c’est un réel en fait, que 1'on note 7). Soit £ > 0. Par définition
de l'infimum, je peux trouver un entier N tel que

Soit n > N. Alors il existe un unique k,r tel que n = kN +r, avec 0 < r < N — 1. Par sous-additivité, j’ai

Up _ KUuN + Uy k Ur _ UN Uy
< < T <47
n_kN+T_kN+ruN+n_N+n

En notant M := max{u; :0<i< N —1},ona

Soit N, un rang a partir duquel C'/n < e/2. Alors
Vn > max (N, Ny), Incite
n

En écrivant la définition de la limite, le résultat en découle.
u

Traitons le cas —oo. Soit A < 0. Il existe alors un entier N tel que a1 puisque la suite n’est pas
n
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minorée. Alors de méme, je peux trouver

n UN U g g M
n N n n

En prenant C'/m avec m suffisamment grand pour que ce réel soit inférieur a 1, le résultat va aussi en découler.
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Chapitre 2

Algebre générale

Exercice 3.
Soit G, un groupe non réduit a {0}.

1. On suppose que Vz € G, 2> = e. Montrer que G est abélien.

2. On veut montrer que si G est fini, G est isomorphe & (Z/ZZ)¢ pour un certain d. On propose
deux méthodes.

(a) Exhiber la forme des éléments de G. Conclure.
(b) Montrer qu’il existe une loi interne x de sorte que (Z/2Z,+, x) soit un corps. Conclure.

Corrigé :

1. Pour tout # € G,2?> = e donc x = 2~ '. Soit donc z,y € G. On a (zy)?> = e donc xyzy = e. En
multipliant & gauche par z—' et & droite par y~', on a yx = o 'y~! = zy en vertu de la premiére
remarque. G est donc abélien.

2. (a) Déja, en notant (zy,---,x,) les éléments de G, {z1, -+ ,x,} génére G. On peut donc considérer
Pensemble des parties génératrices de G et écrire celle de cardinal minimal (g1, - - - , g4). Tout élément

de G s’écrit par commutativité de G

d
G:{Hg;“:wggd,aiez}.
=1

Or tout élément de G est d’ordre 2 donc on peut se contenter de «; € {0, 1} pour tout 1 <i < d par
division euclidienne de «; par 2. Ainsi,

d
G= {Hgf‘i 3V1§i§d7ai€{0,1}}.
i=1
Soit donc

p: G — {0,1}¢
g = faa(g), - aalg)}

d
oug = H gl-a i9) en vertu de écriture de G précédente. @ est alors un isomorphisme (c’est clairement
=1

un morphisme de groupe et admet une application inverse). De fait, G ~ {0,1}? ~ (Z/2Z)".

(b) Du fait que G soit abélien, on adopte la convention additive pour G. 11 s’agit de la multiplication
standard de Z/nZ et pour cette multiplication, (Z/pZ,+, x) pour p premier est un corps. Il suffit
alors de montrer que G est un (Z/27)-espace vectoriel pour conclure. On prend la loi externe

Z]2ZxG — G
(m, ) = nx

5
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On vérifie sans peine les propriétés d’espace vectoriel. G est donc un (Z/27)-espace vectoriel mais est
de cardinal fini donc en particulier de dimension finie. Notons d cette dimension. Alors G =~ (Z/27)¢
en tant qu’espace vectoriel donc en particulier en tant que groupes.

Exercice 4.

1. Est-ce que les groupes (Z,+) et (Z2,+) sont isomorphes ?
2. Est-ce que les groupes (Q, +) et (Q% +) sont isomorphes ?
3. Pour quelles valeurs de p, g les groupes (ZP,+) et (Z4,+) sont isomorphes ?

Corrigé :

1. Non, ils ne sont pas isomorphes. Pour le deviner, Z est monogeéne tandis que Z? ne I’est pas. On va le
voir. Supposons par ’absurde que ces deux groupes sont isomorphes. Soit donc ¢ isomorphisme de Z
dans Z2. Puisque 1 génere Z, il est intéressant de fixer la valeur de ¢(1). Disons que (1) = (a,b). Alors
Vn € Z,p(n) = np(1) = n(a,b) = (na,nb). Ainsi, p(Z) = Z(a,b) donc on n’obtient qu'une droite de Z2.
(a) Sia=0b, (0,1) n’a pas d’antécédent par ¢.

(b) Sia#b,(1,1) n’a pas d’antécédent par .

© n’est donc pas surjective ce qui est absurde.

Exercice 5.
Déterminer tous les groupes de cardinal inférieur & 7 & isomorphisme pres.

Corrigé : Soit G un groupe, on lui met une loi additive.
1. De cardinal 1, il n’y a que {0} groupe ne contenant que le neutre.

2. De cardinal 2, soit 0 neutre de G et a Pautre élément. Alors a + a = a (absurde car alors a = €) ou
a+ a = e donc a est d’ordre 2. G est alors isomorphe & Z/27Z (on envoie a sur 2 et 0 sur 1).

3. De maniere générale, si p est premier et G de cardinal G, alors G ~ Z/pZ. En effet, soit x un élément
qui n’est pas le neutre de G. Son ordre divise p donc est p car ce n’est pas 1. Le sous-groupe engendré
par x est alors de cardinal p donc par cardinalité, G est engendré par x. Il suffit alors d’envoyer z sur
un générateur de Z/pZ et on construit ainsi un isomorphisme.

4. Il ne reste que 6 et 4. Commencons par 4. Soit x un élément de G qui n’est pas le neutre. Alors x
est d’ordre divisant 4 donc est 2 ou 4. Si c’est un élément d’ordre 4, par 'argument précédent, G est
isomorphe a Z/4Z. On peut donc supposer que tous les éléments de G sont d’ordre 2 et G est alors
isomorphe & Z/27 x Z]2Z.

5. Finissons par 6.
o Soit € G,x # e. Si w(x) = 6, alors G est cyclique donc isomorphe & Z/6Z.
e Supposons que G admet aucun élément d’ordre 6. On va montrer que G contient un élément d’ordre
2 et un élément d’ordre 3.
e Supposons déja qu’il n’existe pas d’élément d’ordre 3. Alors tout élément est d’ordre 1 ou 2 donc
G est abélien (exercice classique). On peut montrer que le cardinal de G est alors une puissance
de 2 ce qui n’est pas. G admet donc un élément d’ordre 3. Sinon, on peut aussi dire que si on
prend x,y deux éléments d’ordre 2 distincts, alors zy est différent de z et y, et {e,x,y,xy} est
un sous-groupe de GG. Par le théoréme de Lagrange fort, c’est absurde.
e Alors G contient e, z,z? avec x, un élément d’ordre 3. Supposons que tous les éléments sont
d’ordre 3. Soit donc y d’ordre 3. Alors G contient e, x, 22, vy, 4%, éléments distincts. En effet,
e siy? =z, alors y? = e = yx donc y = 2~ = 22, Absurde.
e Siy? =22, alors 2%y = e donc 23y = y = 2. Absurde.
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CHAPITRE 2. ALGEBRE GENERALE Chen Thomas

Il manque un élément, appelons z. Alors G contient z,2? et ces derniers sont distincts des
x,22,y,y% par les deux points précédents. Ce qu’on a fait ne dépendait pas de x et y, seule-
ment que ces deux éléments étaient d’ordre 3. Mais donc c’est absurde car G contiendrait 7
éléments : e, z, z2,y,y>, 2, 2°.
Finalement, G contient un élément d’ordre 3 et un élément d’ordre 2, notés respectivement x et y.
Ainsi, G contient e, z, 2%, y. G contient aussi zy, z%y. Reste & savoir s’ils sont différents des éléments
précédents. Si G était abélien, on a xy # e, (xy)? = 22y? = 22 # e, (xy)3 = 23y3 = y # e donc zy
est d’ordre 6. Donc G est isomorphe a Z/6Z. Or, I'application

w: Z/3LxZ/]2Z — G
(1,0) —
(0,1) =y

est clairement un isomorphisme. Donc si G est abélien, G est isomorphe a Z/6Z ~ 7 /37 x 7/2Z.
On va donc supposer G non abélien. On va essayer de montrer qu’il y a 2 éléments d’ordre 3 (les
3-cycles) et 3 éléments d’ordre 2 (les 2-cycles). Je te propose 2 méthodes :
e Sizy = x, alors y = e absurde. Si zy = 22, alors 23y = y = x?2? = x absurde. Si zy = y, alors
x = e, absurde. Bref, xy est distinct des autres, et de méme pour z%y. On peut en fait s’arréter
la. En effet, on considere 'application ¢ : G — &3 suivante :

r (123),22 = (132),y— (12),zy— (13),2%y+— (23)

qui est un isomorphisme.

« On va regarder yzy qui est dans G. Si yry = e, alors x = 5y~ 'y~! = e absurde. Si yzy = ¥, alors
yx = e absurde. Si yxy = xy, alors y = e, absurde. Si yxy = 2%y, alors y = x, absurde. Donc yzy
vaut soit x, soit z2.

e Siyxy = x, alors yr = xy. Puisque tous les éléments de G sont composés de = ou de y, alors
G est abélien.

e On a donc yzy = 22. Donc yx = 2%y donc z?yx?y = yra’y = yy = e donc 22y est d’ordre 2.
Pareillement, zyxy = x(2%y)y = 23y? = e donc xy est d’ordre 2. On peut donc faire le méme
isomorphisme.

1

Exercice 6.
Déterminer I'ordre maximal d’un élément de &,,.

Corrigé : la réponse est le max des ppem pris sur une partition additive (ne contenant pas 0) de n. En effet,
soit o € &,,. Alors en décomposant en cycles a support disjoints (méme ceux de support a 1 élément), il existe
c1,-++ , ¢ cycles de cardinal croissant tel que 0 = ¢1 o ¢cg 0 --- 0 ¢. La somme des tailles des cycles vaut une
partition additive de n. L’ordre de cet élément est alors ppcm(nq,--- ,ng) ot n; est le cardinal du support de
¢; pour tout . Puisqu’a une partition additive de n, on peut trouver une permutation Convenableﬂ on a donc
le résultat voulu.

Exercice 7.
Soit GG, un groupe cyclique de cardinal n € N. Soit d, un entier naturel divisant n. Montrer que GG possede
un et un unique sous-groupe d’ordre d. (Bonus : En déduire que

n=> o(d)

dln

ou p(d) vaut le nombre d’entier de [1, d] divisant d. C’est l'indicatrice d’Euler.)

\ J

Corrigé : Puisque G est isomorphe & Z/nZ, il suffit d’obtenir le résultat pour G = Z/nZ. Dans toute la
suite, on ne notera pas la barre au-dessus d’un élément de Z : tous les éléments vivent dans Z/nZ. Soit d|n.

1. dont la décomposition en cycle & supports disjoints contient des cycles de taille suivant la partition choisie
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CHAPITRE 2. ALGEBRE GENERALE Chen Thomas

Considérons Cy = {1,n/d,2xn/d,---,(d — 1)n/d}. Alors Cy est un groupe et est clairement de cardinal d.
Par ailleurs, tout élément d’ordre d est dans Cy. En effet, soit x tel que dx = 0. En effet, — on note X, un
représentant de x —, on a l'existence d’un k tel que dX = kn. Or, d|n donc X est de la forme kn/d. Mais tous
les éléments de la forme kn/d modulo n sont exactement les éléments de Cy. D’ou ce résultat intermédiaire.
Maintenant, soit H, un sous-groupe d’ordre d. Par Lagrange, tous les éléments de H vérifie dr = 0 donc
H C C,. Par cardinalité, on a 1’égalité.

Exercice 8.
Soit (4, +, x), un anneau commutatif.

1. Montrer que A est un corps si, et seulement si, ses idéaux sont les idéaux triviaux.

2. On se place dans le cas fini. Montrer que A est un corps si, et seulement si, A est intégre.

Corrigé :

1. Soit © # 0. Alors A := {za : a € A} est un idéal de A. Il n’est pas nul car il contient = donc par
hypothese, A = A. 1 € zA, c’est-a-dire qu’il existe un élément a € A tel que 1 = za. Alors x est
inversible. Ainsi, tout élément non nul est inversible donc A est un corps.

2. Le sens direct est clair (un corps est integre). Pour le sens réciproque, soit a 20 et f: x € A ax € A,
définie ainsi, est un morphisme de groupe (I’anneau A étant vu comme (A, +). ATTENTION : ce n’est
pas un morphisme d’anneaux! (exercice)). f est injective car A est integre, et surjectif par cardinalité
A étant fini. Donc f est bijective, donc 1 admet un antécédent par f, disons b. Alors f(b) = 1 donc
ab = 1. a est donc inversible. Ainsi, A est un corps.

Exercice 9. Soit p € P. Montrer que (Z/pZ)* est cyclique. En déduire ¢(p). On pourra utiliser le fait

que
n= Z w(d).

dn

De maniére générale, pour tout K corps, pour tout G sous-groupe fini de K>, G est cyclique. D’un
autre point de vue plus général, on peut aussi montrer que (Z/p*Z)* est aussi cyclique pour o € N sauf
p=2a>3.

J

Corrigé : On démontre le premier cas général. Soit n, cardinal de G. Supposons que G contienne un élément
d’ordre d. Notons-le z. Alors 2% = 1 et tous les éléments g de (x) vérifient ’équation X? — 1 = 0. Dans le
corps K, cette équation a au plus d solutions. Par cardinalité, G4 est exactement ’ensemble des solutions de
X% 1 dans G. G étant cyclique, il est isomorphe & Z/dZ donc possede ¢(d) générateurs. Ces générateurs sont
exactement les éléments d’ordre d de G puisque un élément d’ordre d est solution de X% — 1. Ainsi, si G admet
un élément d’ordre d, il en admet ¢(d). Si non, il n’en admet... aucun. De fait, il existe ¢4 € {0,1} pour tout

d|n tel que
n=">Y eqp(d)
din

en comptant les éléments de G selon leurs ordres possibles. Mais par le résultat admis, nécessairement, tous
les g4 sont égaux a 1 et en particulier, on a ¢(n) éléments d’ordre n : G est bien cyclique.

Exercice 10. Soit n € N*. On note P,, I’ensemble des racines n-eéme primitives de 'unité i.e. elles
générent U,. On note w = €2/ On appelle n-eme polyndme cyclotomique, le polynéme ®,, = H (X—

CEP,
£)-

1. Déterminer une CNS sur k pour que w” soit une racine n-éme primitive de I'unité.
2. Déterminer ®,, pour n € {1,2,3,4,5,6}.
3. Déterminer deg(®,,) pour tout n € N*.
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On peut aussi montrer que ®,, est irréductible dans Z[X| mais ’exercice devient beaucoup plus ardu.

4. Déterminer ®, pour p € P.
5. Montrer que X" — 1 = H(I)d‘
dn

(a) Déduire de cette question que

n= ng(d).

din

(b) Déduire de cette méme question que ®,, est a coefficients entiers.

Corrigé :

1.

Il faut et suffit que k soit premier avec n. Supposons que k et n soit premiers entre eux. Par le théoreme
de Bézout, il existe u, v tel que ku-+nv = 1. Donc ku = 1[n]. De fait, e?#u7/7 = 2im/n of 2ikur/n ¢ (k)
donc (w¥) contient un générateur de U, : w* est bien racine n-éme primitive de I'unité. Réciproquement,
supposons que w” soit racine n-éme primitive de 1'unité. Il existe alors un u € Z tel que w** = w. De

fait, w1 =1 donc ku — 1 = 0[n]. Par le théoréme de Bézout, k est premier avec n.

2. On trouve respectivement X — 1, X +1, X2+ X +1, X? 4+ 1, X4+ X3+ X2+ X +1,X?> - X + 1.

3. Le degré de ®,, correspond au cardinal de U, : c’est p(n).

4. Puisque pour p premier, P,, = U, \{1},

1 xr—1 k=
wely k=0

. Il suffit de montrer que {U} : d|n} forment une partition de U,. Il est clair que I'union est disjointe et

que les U} sont non vides. Il suffit de montrer le résultat par double inclusion. Soit w € U} pour d|n.
Alors w® = 1. De fait, d divisant n i.e. n = kd, w** = 1 donc z € U,,. Réciproquement, soit w € U,,. On
note d son ordre. Alors par Lagrange, d|n d’ou la réciproque. De fait, pour n =1, ona &1 = X — 1 et

pour n > 2,
xt—1= [[&-0=T] I X -0 =%

CeU, d|n CeU} din

(a) On prend les degrés et on a le résultat.
(b) Par I’étape 1, on en déduit que

meN X"-1=a, [[ @
d|n,d#n

Par récurrence forte, ®,, est le quotient dans Q[X] de X™ — 1 et H ®,; := B qui sont deux
d|n,d#n

polynémes de Z[X]. On peut montrer un résultat assez utile : on ne peut pas faire la division

euclidienne dans Z[X] a priori. On peut le faire si le coefficient dominant du polynéme par lequel on

divise est inversibleﬂ! Une preuve de ce résultat est écrite apres. Un corollaire est le lemme suivant.

Lemme : Soit A, B € Z[X] avec B unitaire. On suppose que B|A dans Q[X]. Alors c’est vrai
dans Z[X].

Démonstration. Soit @, le quotient dans Q[X]. Par unitarité de @, il existe C, R dans Z[X]
tels que A = BC + R avec deg(R) < deg(B). Donc (Q — C)B = R. Par degré, R = 0 donc
par intégrité, Q@ = C et Q € Z[X]. O

\. J

2. donc %1
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CHAPITRE 2. ALGEBRE GENERALE Chen Thomas

On applique donc le lemme pour A = X" —1 et B = H ®, pour obtenir ®,, € Z[X] (et unitaire
din
d#n
par unitarité de A et B.

Preuve de la division euclidienne dans Z[X].

Théoréme 2.1. Soit A, B € Z[X] et B unitaire. Alors il existe Q, R € Z[X] tel que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B) ou R = 0.

Démonstration. Si B est un polynéme constant, il n'y a rien & faire car B = 1 par unitarité. On suppose
donc que B est de degré au moins 1 que l'on note b. On procede par récurrence sur le degré de A. Soit
H, :VA€Z,X],3Q,R € Z|X],A = BQ + R A (deg(R) < deg(B) V R =0).
e Pourn=0,on prend Q =0et R=A.
o Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1,n € N*. Soit A € Z,[X] et a, coefficient dominant de
A . Alors A — B(a, X" est de degré au plus n — 1. En effet, deg(A) =n =n —b+b = deg(B) +
deg(an X" %) = deg(a, BX"?) et le coefficient dominant de A est a,, tandis que celui de a, BX"? est
an %1 (B est unitaire) donc le terme de degré n disparait. On applique ’hypothese de récurrence sur cette
différence. Il existe Q, R € Z[X] tel que deg(R) < deg(B) ou R = 0 vérifiant A — B(a,X"*) = QB+ R.
Ainsi, A = B(a, X"+ Q)+ R et (4, X" "+ Q) € Z[X]. On a donc écrit une division euclidienne de
A par B ce qui montre H,.
e Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout n € N.
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Chapitre 3

Espace vectoriel normé

Exercice 11.
Soit (E, || -||), un R-espace vectoriel muni d’une norme sur E. On dit qu’une suite (uy)neny € EY est une

suite de Cauchy lorsque
Ve > 0,3IN € N,Vp,q > N, |lup — uq|| <e.

1. Montrer que si F = R, une suite est de Cauchy si, et seulement si, elle converge.

2. On se place dans le cas général. On dit que E est complet lorsque pour toute suite (uy, )neny € EY,
si u est de Cauchy, alors u converge. Montrer que F est complet si, et seulement si, toute série
absolument convergente est convergente. Indication : on pourra trouver une extraction p de sorte
> Upng1) = Upm)ll s0it convergente.

Corrigé :
1. Soit u une suite réelle convergente. Notons ¢ sa limite. Soit € > 0. Soit N € N tel que Vn > N, |u, —¢| <
/2. Soit p,q > N. Alors |u, — ug| < |up — €| + |ug — €| < 2¢/2 = ¢ donc u est de Cauchy.

Réciproquement, montrons un lemme.

Lemme 3.1. Une suite de Cauchy de E est bornée.

Démonstration. Soit u de Cauchy. Soit € > 0. Il existe alors N € N tel que ¥p > N, ||u, — un|| < €. Soit

M = max||ul|. Alors :
[0,N]

Vn € [0, N], lupll < M ; Vn > N, [Jup| < e+ [un]]-
Ainsi, u est bornée par max(M, e + [|un||). O

Soit maintenant u une suite réelle de Cauchy. Alors u est bornée, disons par M. u est & valeurs dans
[—M, M] qui est un compact de K. Montrons alors que u n’a qu’une valeur d’adhérence (un résultat du
cours nous dit alors que u converge). Soit £, ¢’ deux valeurs d’adhérence de u. Soit ¢, 1) deux extractions

telles que () e U () e ?'. Soit € > 0. Il existe un rang N € N tel que :

(a) \v/paq > N7|up_uq| §57
(b) Vn > N, ’uap(n) —{| <¢,
(c) ¥n > N, |uymy — £ <e.
Puisque ¥(n) >n > N,p(n) >n > N, on a

0= U] = € = ) + Up(n) = Up(n) T Ugp(n) — L] < [y = €+ [ty = £ + [ty = uym)| < 3.

(cette inégalité, que j'appelle inégalité carrée, est une « méthode » a connaitre : pour aller & un point
A a un point D, mieux vaut faire la ligne droite que de passer par B puis par C.) Ainsi, pour tout
e>0),|¢ — | <3e donc £ =/ Ainsi, u admet une unique valeur d’adhérence donc converge.

11



CHAPITRE 3. ESPACE VECTORIEL NORME Chen Thomas

n
2. Supposons que FE est complet. Soit (u,), une suite de E et S, = Zuk On suppose que la série

k=0
n

(Sn)n converge absolument, ce qui veut dire que Z ||ug|| converge quand n — +oo ce qui signifie que

k=0
“+oo
Z llug]] — 0. Soit donc € > 0. Soit N € N tel que VYn > N
[t n——+00
400
Z lugll < e.
k=N+1

Soit p > ¢ > N. Alors
q—1 q—1
1S5 = Sll = | Y- usl) < 3 llusll < e.
k=p k=p

Alors (Sy,)n est de Cauchy donc converge.
Réciproquement, la stratégie repose sur le lemme plus général suivant que ’'on démontrera apres.

Lemme 3.2. Si u est de Cauchy sur E et a une valeur d’adhérence, elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit u une suite de Cauchy dans FE.
Soit € > 0. Il existe alors Ny € Nl] tel que Vp,q > N, ||up — uq|| < . Construisions une extraction ¢
par récurrence. Une premiére remarque que si on prend k € N, alors il existe un entier ¢(k) tel que

1 C
Vp,q > @(k), |lup — ugll < o ce qui implique que ¥p > @(k), [[up — )l < o

(a) Il existe ¢(0) € N tel que Vp > ¢(0), |lup — ugy)ll < 1.
1
(b) Il existe p(1) € N tel que Vp > ¢(1), [[up — upm)ll < 7 On peut alors supposer que p(1) > ¢(0).

1

(c) On construit ainsi par récurrence @ (k) > p(k — 1) tel que Vp > p(k), [[up — upm)ll < ok

1
Soit vy = Up(n41) = Up(n)- Alors [lvg || < on bar construction. De fait, la série Z vy, converge absolument

donc converge par hypothese. Par télescopage, cela revient a dire que (uy(n))n converge. u est une suite
de Cauchy admettant une valeur d’adhérence : elle converge.

Démonstration. Montrons le lemme. Soit v de Cauchy dans E. Soit € > 0. Soit N € N tel que Vp,q >
N, [lup — ug| < e. Soit ¢ une extraction telle que (uy(n))n converge, disons vers £. Il existe alors un rang
no tel que Vn > no, [uym) — 4| <e.

Soit m1 = max (N, ng). Alors Vn > ni,n > N,p(n) > n > N,n > 0. De fait,

Vi 2 ny, [Jun — L] < Jlun = wpm)ll + lupe) — €l < 26

Ainsi, u converge. O

Exercice 12.

Soit (E,| - |), un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme sur E. Soit F', un sous-
espace vectoriel de E et f : F' — F, une application k-lipschitzienne avec 0 < k < 1 (on dit que f
est contractante). On admet qu’une suite de Cauchy dans F est convergente. Montrer que f admet un
et unique point fixe. Indication : on pourra construire une suite (Tp)nen € EN telle que z9 € X et
Tnt1 = f(xn), puis montrer que (Ty)nen est de Cauchy.

Ce résultat reste-t-il vrai lorsque seule une des itérées de f est contractante ?

1. cet entier dépend de k
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Corrigé : L’unicité d’abord. Soit a, b deux point fixes de f. On a

la = bl = [[f(a) = F(O)I| < Klla — b]

donc ||ja — b||(1 — k) < 0 sachant que 1 — k > 0. On en déduit que ||ja — b|| < 0 donc vaut 0 par positivité de la
norme. Par séparation, a = b et on a 'unicité.

Passons a l'existence. Soit (uy), une suite de F' définie par ug € F,Vn € N,uy4+1 = f(uy). Une telle suite
est bien définie puisque f(F) C F. On a

Vn € N Jlung1 — unll = [[f (un) = f(un-1)|| < Ellun —un—1]]
car f est k-contractante. Alors par récurrence immédiate,
[tn41 = un|| < E"[lur — uol|-

On veut montrer que u est de Cauchy. Pour cela, soit € > 0 et considérons p, ¢ deux entiers naturels, p > gq.
Par télescopage,

1= kP9 ||uy — u|
p — ugll = || D tng1 — tn|| <D Nungr — unll <D K [Jur — uoll = [|ur — uol[k? o1 S o
n=q n=q n=q

Ainsi, pour g assez grand (donc p assez grand), on a ||u, —uq|| < €. u est donc de Cauchy donc converge, disons
vers £. Par continuité de f (lipschitzien implique continue), I’égalité f(u,) = u,41 passe & la limite en f(¢) = ¢
ce qui conclut I'existence.

Exercice 13. Soit A, une partie non vide de E munie d’une norme || - ||. Pour z € E, on note d(z, A) =
inf ||z —a.
acA

1. Montrer que d(z,A) =0 <=z € A.

2. Montrer que x — d(z, A) est une application continue.

3. On pose A. = {z € E : d(z,A) < €}. Montrer que A est ouverte. Que vaut ﬂ A7
e>0

Corrigé :

1. C’est la caractérisation séquentielle de 'infimum.

2. Onrappelle que Vz € E,d(z, A) < |z —2z|+d(z, A). De fait, |d(x, A)—d(z, A)| < ||lx—=z] : f: 2+ d(z, A)
est donc 1-lipschitzienne donc continue.

3. A. = f71(] — 00,€[) qui est ouverte car f est continue. L’intersection vaut {x € E : d(z, A) = 0} donc
A.

Exercice 14. On considere £ = R[X].
1. Exhiber deux normes non équivalentes sur E.
2. Soit D:Pe E— P eFetM:PecE—~ XPeE.

(a) Donner une norme sur F de sorte que D soit continue, et une autre de sorte que D ne le soit
pas.
(b) Méme question pour M.

3. Existe-t-il une norme de sorte que M et D soient continues ?

Corrigé :
[Pl

[Pllee nosroc +o00 donc les

n
1. On considere la norme infinie et la norme 1. Pour P, = ZX k. Alors
=0

normes ne sont pas équivalentes.
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2. (a) De maniére générale, pour toute suite de réels strictement positifs (u,)nen, pour un polynéme
n

n
P= Z arX*, Papplication définie par Ny, (P) = Z ug|ag| est une norme sur E. Considérons alors
k=0 k=0
la norme N pour u = (n!),en. Alors

n—1 n
N(DP) = 3 larnltk+ 1)1 < Y laglkl = N(P).
k=0 k=0

Donc D est continu pour N. Par contre, D n’est pas continu pour || - ||co-
(b) On a ||[M(P)||cc = ||P||cc- Par contre, pour la norme N précédente, on a N(X") =n!, N(M(X")) =
N(M(X™))
N(X™)

3. Supposons qu’'une telle norme existe, disons || - ||. Alors il existe k, h tel que

(n+1)! donc =mn+ 1 donc M n’est pas continu pour N.
VP e RIX], [M(P)[| < k[Pl [D(P)I| < Rl P

Alors
[nX™|| < [IM(nX"| < k[nX""!| < E|D(X"(| < kh|| X"

Ainsi, on en déduit que n < kh, ce qui est absurde.

Remarque 1 : pour des raisons de spectre (voir Réduction), on peut montrer que le spectre d’un
endomorphisme continue est borné par la norme triple de u. De fait, le spectre de M o D est borné.
Toutefois, (M o D)(X™) = nX"™ donc N C Sp(M o D).

Remarque 2 : avec ’exercice @ on a automatiquement cette question.

Exercice 15. Soit E, un espace vectoriel normé, u, v deux endomorphismes continus de £. On suppose
que uov —vou=ald.

1. Montrer que ¥n € N*, u" ov —vou"™ = anu™ 1.

2. Montrer que u et v commutent (c’est-a-dire a = 0).
3. Et si E est de dimension finie ?
4

. Déduire de cet exercice qu'il n’existe pas de norme sur K[X] rendant les endomorphismes D et
M continus (c.f. Pexercice [14)).

Corrigé :
1. C’est une récurrence.
2. Soit n € N*. Alors

nlal||w || = llu™ o v = v 0wl < 2l o]l < 2w ||l o).

Il y a deux cas.
e Soit u" ! % 0 pour tout n > 1 donc |a|n est majorée : a = 0.
« Soit il existe un rang p tel que u?~! = 0 donc a est nilpotente. Si p = 1, alors u est nulle, donc u et v
commutent. Si p > 2, supposons a # 0. Alors par 1, on en déduit que u?~2 = 0. Par une récurrence
descendante finie, © = 0 contredisant le fait que a # 0. Donc a = 0.

3. Si E est de dimension finie, on a, en prenant la trace, 0 = adim(E) donc a = 0.
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Chapitre 4

Topologie

Exercice 16. Soit A, B, deux parties d’un espace vectoriel normé quelconque.
1. Comparer AN B et AN B.
2. Comparer AU B et AU B.

3. On suppose que A est ouverte. Comparer A N B et AN B. Que se passe-t-il quand A n’est pas
ouverte ? Indication : on utilisera et démontrera que x € A si, et seulement si, pour tout V
voisinage de x, V. N A # ().

Corrigé : On utilise le fait que si A est inclus dans un fermé, son adhérence aussi.

1.OnaANBCACA ANB C B C B. Ainsi, AN B C AN B. Le membre de droite étant fermé, on a
donc AN B C AN B. L’inclusion réciproque est fausse : on peut considérer Q et R\Q.

2. Comme A C AUBC AUBet BC AUBC AUB,onaAC AUBet B C AUB. Ainsi, AUB C AUB.
Par ailleurs, AC Aet BC B,ona AUB C AU B. Le membre de droite étant un fermé, on a I’autre
inclusion, d’ou 1’égalité.

3. Soit x € AN B. Soit V, un voisinage de z. Alors V N A est un voisinage de z car A est ouverte. Puisque
x € B,ona

VN(ANB)=(VNANB#I.

La réciproque est fausse : on peut considérer Q et R\Q.

_ . [}
Preuve du petit lemme : Soit x € A. Alors x ¢ a9 = (AC). Ainsi, A® n’est pas un voisinage de .
A€ ne contenant aucun voisinage de z, tout voisinage de x intersecte donc A. Réciproquement, si tout
voisinage de z intersecte A, alors A n’est pas un voisinage de z ce qui est donc équivalent par précédent
axe A

Exercice 17. Soit F, un espace vectoriel normé. Soit ¢ € E* non nul et H = ker(y), hyperplan de E.
Montrer que H est fermé ou dense dans FE.

Corrigé : En dimension finie, un sous-espace vectoriel est bien fermé. On rappelle la preuve. Soit x, une suite
convergente de F' sev de E. Alors x est bornée dans F'. Il existe donc R tel que {xy, : n € N} C B¢(0, R). Donc
B¢(0,R) N F est une boule fermée de E donc compact par dimension finie de F. Il existe donc une sous-suite
convergente dans F. Par unicité, la limite de x est dans F'. Sinon, H est le noyau d’une application linéaire,
continue par dimension finie. Donc H est fermé.

En dimension infinie, si ¢ est continue, alors H est fermé. Supposons donc que ¢ n’est pas continue. Alors ¢
n’est pas lipschitzienne : Vn € N, Ja,, € E, |p(an)| > nllan].

p(z)

. Ainsi définie,
p(an)

Soit € E. Pour tout n € N, posons y, = & + A\pa,. Alors ¢(y,) = 0 pour A\, = —
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Yn € H pour tout n. Or

(e Nanll ()]
= [ )|\¢(an)!§ e A

Donc H est bien dense dans FE.
Il existe une alternative plus élémentaire mais je tiens a présenter cette méthode.

Exercice 18. Soit n € N*. Montrer que GL,(C) est connexe par arcs. Montrer que ce n’est pas le cas
pour GL,(R).

Corrigé : Pour GL,,(C), on pose A, B € GL,(C). On pose f: z € C+ det(zA+ (1 —2)B) € C. Alors f est
un polynéme en z de degré au plus n. Par d’Alembert-Gauss, f admet au plus n racine(s) complexe(s). Notons
alors V.= {z € C: f(z) # 0}. V contient 0 et 1 et est connexe par arcs. On peut donc trouver ¢ : [0,1] — V
continue vérifiant g(0) = 0,¢(1) = 1. Considérons alors h : t € [0,1] — g(t)A+ (1 — g(t))B € GL,(C). Alors h
est continue, h(0) = B, h(1) = A. CQFD.

Par contre, GL,(R) n’est pas connexe. En effet, par continuité de det : GL,(C) — R*, R* n’étant pas
convexe, on a le résultat. Pour obtenir les deux composantes connexes, on pense au pivot de Gauss. Soit M,
une matrice inversible. Par le théoreme de pivot de Gauss, il existe des transvections/dilatations (Tj, j, x.)1<k<p
(c’est la matrice associée & L;, — L;, + A\,Lj,) de sorte que

p
M= (H Tz‘mk,xk> diag(1,1,--- ,1,det(M)).
k=1 -5

P
On consideére alors v : t € [0,1] — (H Timk’t)\k) D. Alors 7y est clairement continue en tant que produit
k=1

d’applications continues, et v(0) = D,~(1) = M. Par ailleurs, Vt € [0, 1],det(v(¢)) = det(D) = det(M). De
fait, on a un chemin continue entre toute matrice et la matrice avec que des 1 et son déterminant a la fin. Donc
toute matrice de déterminant positif sont reliés, toute matrice de déterminant négatif sont reliés. La question
maintenant est : sont-ils reliés dans leurs espaces respectifs ?

Exercice 19. Soit F, un espace vectoriel normé. Soit K, un compact non vide de E. Soit f : K — K
vérifiant Vo # y € K, || f(z) — f(y)|| < ||z — y||. Montrer que f admet un unique point fixe. Montrer que
ce dernier est obtenu par limite d’une suite vérifiant ug € X,Vn € N u, 1 = f(up).

Corrigé : Soit g : x € K — ||f(z) — z|| € RT. g est clairement continue sur K donc par le théoréme des
bornes atteintes, g admet un minimum sur K compact. Notons-le a. Alors si f(a) # «), on a g(f(a)) =
|f(f(a)) = f(a)|| < ||f(a) — | = g(a), ce qui est absurde. Donc « est bien point fixe. Pour 'unicité, si «, 8
sont deux points fixes, on a || — S| = || f(«) — f(B)]| < ||a — B]|- Cela signifie que o = 3.

Considérons maintenant la suite définie pour tout n € N par d,, = ||, — o (« est point fixe de f). Alors
d est une suite décroissante, minorée par 0, donc converge, disons vers . Par compacité de K, x admet une
valeur d’adhérence, disons £. Par passage a la limite, on en déduit ¢ = || — a|. En appliquant la méme chose
a dpt1 = ||xnt1 — af|| = || f(zn) — f(a)]| et par continuité de f, on a £ = || f(§) — f(«)]]. Donc £ = «. Ainsi,
admet une unique valeur d’adhérence qui est « : elle est donc convergente, et ce, vers a.

On présente dans ce qui suit trois résultats intéressants, pas si facile, assez utiles, de topologie.

Exercice 20. Soit F un espace vectoriel normé et (z,,), € EY une suite convergente de limite £. Montrer
que {z, : n € N} U {{} est compact.

Corrigé : Notons K = {z,, : n € N} U {f}. Soit (yn)nen une suite dans K. Si (y,), prend la valeur de £
une infinité de fois, il est aisé de construire une extraction ¢ telle que ¥n € N, 3,y = £ donc (yn), admet une
valeur d’adhérence.
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On suppose donc que ce n’est pas le cas. Notons X = {x,, : n € N}. Alors on peut construire une extraction
¢ de sorte que (Y, (n))n soit & valeurs dans X.
o Pour chaque k € N, il existe ny € N tel que y,x) = @n,,. Notons ng = (k).
o Alors on a Vk € N,y k) = Ty()-
e o Si est bornée, alors (Z/g;(k))k prend un nombre fini de valeurs : elle admet donc une sous-suite
convergente donc (yy, ), aussi.
e Si ) n’est pas bornée, alors il existe une extraction o tel que 1 o o soit une extraction. On a alors

Yo(o(k) = Tp(o(k)) , — L

k——+o0

donc (yn)n, admet une sous-suite convergente.

Exercice 21. Soit F, F' deux espaces vectoriels normés et f : F — F une application continue bijective.
Montrer que si E est compact, alors f~!: F — FE est continue.

Corrigé :
On va montrer que f~! : F — E est continue par caractérisation séquentielle. Soit donc (y,), € FN une
suite convergente dans F', disons vers £. On veut montrer que
-1 -1
— 0).
7 (yn) o =
Par hypothése, on sait alors que F' = f(F) est compact. On va donc montrer que (f~*(y,)) admet une

unique valeur d’adhérence qui est f~1(¢) ce qui conclut quant & la convergence vers cette unique valeur.
Soit ¢ une extraction telle que (f _1(y¢(n)))n converge, disons vers a. Alors par continuité de f, on a

C e Yo 57, T(@)

donc par unicité de la limite, ¢ = f(a) donc a = f~1(¥).
Ainsi, f~1(¢) est 'unique valeur d’adhérence ce qui conclut quant & la continuité de f~*.

Exercice 22. Soit F, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit F', un fermé non vide de E.
Montrer que d(z, F') := inlfw ||z — y|| est atteinte. Méme question mais E est supposé de dimension infinie
ye

et F', un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Corrigé : on rappelle qu'un espace de dimension finie est fermé (rappelé en 11 faut savoir le démontrer!).
Soit a € F,d = ||z — a||. Soit K = FNBy(x,d) ={y € F : ||z —y|| < d}. K est inclus dans un fermé, et K est
fermé borné. Ainsi, K est compact (dans K) car F est de dimension finie . L’application y — ||y—z|| est continue
sur K donc atteint son minimum en ¢ € K par le théoreme des bornes atteintes. Ainsi, Vy € K, [|[z—y|| < ||lx—¢]|
donc ||z — || < d. Par ailleurs, Vy € F\K, ||z —y| > d > |z — ¢||. Ainsi, d(z, F) > ||z — ¢|| mais puisque ¢ € F,
on a égalité.

Exercice 23 (Théoréeme de compacité de Riesz). Soit E, un espace vectoriel normé. Montrer que sa
spheére unité fermée est compacte si, et seulement si, E est de dimension finie. Indication : On pourra
utiliser l’exercice précédent et regarder un vecteur unitaire u vérifiant d(u, F) = 1 pour F, un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E, et construire une suite d’élément de Bf(0,1) sans valeur d’adhérence.

Corrigé : Si E est de dimension finie, c’est clair. Si E est de dimension infinie, pour F' de dimension finie de
Ty

E, on sait par [22|qu'il existe y € F, vérifiant d(z, F') = ||z — y|| pour tout x € E\F. Posons donc u = ﬁ
r—y

Alors u est unitaire, donc d(u, F') < ||u|| = 1. Par ailleurs,

1
Vz € F,|u—z| = m”x = (y+ [z —yll2)].
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De plus, ||z —(y + ||z — y||)z || < d(z, F) = ||z —y||. Donc ||u—z| > 1, et ce, pour tout z € F. Donc d(u, F') =1
€F

au final.

Considérons maintenant une suite u & valeurs dans By(0, 1) vérifiant Vn,p € N2, n # p = |lu, — u,| > 1.
Cela signifie que u n’a pas de valeur d’adhérence, contredisant la compacité de la boule fermée de F.

On consideére ugp, un élément unitaire quelconque. Supposons ug, - - + , u,—1 construit. L’espace Vect(ug, - -+ , tup—1)
étant de dimension finie, le début de la preuve assure un élément wu, vérifiant d(u,,F,) = 1. Alors Vk €
[0,n — 1], ||un, — ug|| > 1. D’olt la construction de u,. On construit ainsi une suite u satisfaisante.

Les deux exercices qui suivent peuvent utiliser les exercices [20] et

Exercice 24. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés et f : £ — F' injective. Montrer que f est
continue si, et seulement si, 'image de tout compact de F par f est un compact de F.

Corrigé : Par le cours, si f est continue, alors I'image d’'un compact de E par f est un compact de F.
Réciproquement, soit (2,,), € EY une suite convergente dans E, disons vers £. On veut montrer que

lim f(z,) = f(0).

n——+0o00

Soit K = {x,, : n € N} U{¢} qui est un compact de E par l'exercice |20} Alors K’ = f(K) est compact. Soit
g = fik- g est alors bijective de K dans K’ et on note alors ¢~ : K/ — K.

K étant compact, g~ ! est continue : en effet, soit A un fermé de K compact donc A est compact. Montrons
que I'image réciproque de A par ¢! est fermé. Si c’est le cas, c’est vrai pour tout fermé donc g~—! est continue.
Pour montrer ce fait, il suffit de remarquer que (g~)"'(A) = g(A) qui est compact car g(A) = f(A) qui est
compact.

g~ ! étant continue et K’ étant compact, par I'exercice (g71)~! est continue donc g est continue. En
particulier, f(z,) = g(x,) T g(£) = f(¥) donc

fl@n) — f(0)

n—-+00
donc f est continue.
L’injectivité est cruciale! Si on prend f = lp++, alors l'image de tout compact de F est soit {0}, {1} ou
{0,1} qui est compact.

Exercice 25. 1. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés et f : E — F continue. On suppose que
I'image réciproque de tout compact de F' par f est un compact de E. Montrer que f est fermée
i.e. 'image de tout fermé de F par f est un fermé de F.

2. Soit F}, ’ensemble des polynémes de R,,[X] unitaires et scindés sur R. Montrer que F), est un
fermé de R, [X].

Corrigé :
1. Soit A un fermé de E. Soit (y,), € AN une suite convergente dans f(A), disons vers £. Soit (z,,), € AY
tel que Vn € Ny, = f(zy). On veut montrer que y € f(A).
K :={y, : n € N} U {/¢} est un compact de F par 'exercice Ainsi, par hypothese, f~!(K) est
compact donc puisque (), € f~!(K), par compacité, il existe une extraction ¢ telle que (Tp(n))n
converge, disons vers £. Alors de 1’égalité

WA Totw) = €

on tire par continuité de f

n—-+o0o

lim f(xcp(n) = f(é.)
———
=Y (n)
Par unicité de la limite, £ = f(£) et £ € A donc £ € f(A).
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2. 1l s’agit de montrer que
f: R"™ — R, [X]

n
A dn) = [T =)
k=1
est une application fermée car F,, = f(R™). f est clairement continue car polynémiale. Ainsi, montrons
que l'image réciproque de tout compact de R,,[X] est un compact de R™.
Soit K un compact de R, [X].
e R” est de dimension finie.
e Par continuité de f, f~!(K) est fermé.
o Comme K est compact, K est bornée pour la norme infinie (n’importe quelle norme puisqu’on est
en dimension finie). Soit donc M une borne de sorte que VP € K, ||P|loc < M.

Soit A := (A1, -+, An) € FH(K). Soit P = f(\1,---,A\s) que I'on note

n
Zaka
k=0
avec an = 1 et ag, -+ ,ap—1 n réels. On va montrer que ||A|lc < 1+ M. Pour cela, soit i € [1,n].
o Soit |[A\;| <1 et on ne fait rien.
o Soit |Aj| > 1 et alors
n—1
> apAi + A" =0
k=0
donc
n—1 n—1
al™ =D @t < Pl D INil™
k=0 k=0
Ainsi,
L pF
Ail < [1Plloo 2 < 1P oo-

On a bien |Aj| <14 ||Plloc <14 M et ce pour tout . Ainsi, ||A||cc <1+ M.
Ainsi, f71(K) est un fermé borné en dimension finie : c’est un compact.

Exercice 26. Soit F', un sous-espace vectoriel de E. On suppose que dim(E) =n > 2 et dim(F') < n—2.
Montrer que E\F est connexe par arcs.

Corrigé : Soit E = F & (. Soient 7w, mg, projecteurs adaptés a cette décomposition. Remarquons que
x € E\F < mg(z) # 0. On sait que dim(G) > 2. Alors G\{0} est connexe par arcs. En effet, soit x,y €
G\{0}. Soit x = ||z|juy avec ||ugy|| = 1. Alors v :t € t € [1/||z|,1] — tuy € G connecte x a la sphére unité.
De méme, pour y. Puisque la sphére unité est connexe par arcs, x ety sont continiment reliés. Donc G\{0}
est connexe par arcs. Soit x,y € (E\F)2. Alors 7g(z),7c(y) sont tous deux non nuls. Soit 7, un chemin
continu reliant wg(z) & mg(y) & valeurs dans G\{0} (possible car G\{0} est connexe par arcs). Posons alors
P(t) 1t €]0,1] — (1 —t)mp(z) + trp(y) + v(t). Alors ¥Vt € [0, 1], 7 (¢(t)) = (t) donc 9 est & valeurs dans
E\F'. v est continue, 1(0) = =, (1) = y. Donc E\F' est connexe par arcs.

L’exercice suivant est culturel. On trouvera des similarités dans Mines MP 2015 Maths 2.

Exercice 27 (Borel-Lebesgue). La notion de compacité présentée dans le cadre de CPGE est vu sous
le prisme de Bolzano-Weierstrafl, a savoir : toute suite de K admet une valeur d’adhérence. Il existe
un autre point de vue, via le prisme de Borel-Lebesgue. De tout recouvrement d’ouverts, on peut en
extraire un sous-recouvrement fini. Dans le cadre des espaces vectoriels normés, les deux notions sont
équivalentes (mais aussi dans le cadre des espaces métriques).

Soit E, un espace vectoriel normé. Soit K, une partie de E. Montrer que les deux assertions sont
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équivalentes.
1. Pour toute suite a valeurs dans K, il existe une sous-suite convergente.
2. Soit (O;)er, une famille d’ouverts de E telle que
K C U O;.
i€l

(On dit que la famille (O;)ier est un recouvrement de K). Alors il existe n € N et, quitte &
renuméroter, Oy, - -- O, tels que recouvre K.

4.1 Topologie des espaces matriciels

Exercice 28.
Soit n € N*,r € [0;n — 1]. On considéere A = {M € M,,(K) : rg(M) < r}. Montrer que A est fermé.
Que dire de B = {M € My, (K) :rg(M) <r}?

Corrigé : Soit (M,)p, une suite de matrice de A. On suppose que cette suite converge, disons vers M €
M, (K). On va utiliser le fait qu'une matrice est de rang r si, et seulement si, 7 est la plus grande taille des
sous-matrices carrées inversibles extraites de A. Par exemple, on aura le résultat en montrant que toute sous-
matrice de taille (r + 1) x (r + 1) n’est pas inversible. Soit donc (r + 1) x (r + 1) indices de [1,7]?. On note

Ap, lextraite selon ces indices de A, pour p € N. On fait de méme pour A et A. Puisque A, ? A, et que
p—+00

M, (C) est de dimension finie, on a la convergence coefficient par coefficient. De fait, Ap —+> A. Par ailleurs,
p——+00

det(A,) = 0 puisque A, est de rang r et ce, pour tout p € N. Par continuité du déterminant, det(A) = 0. Donc
A n’admet pas de sous-matrice de taille (r 4 1) x (r+ 1) inversible. Son rang est donc au plus r. Pour B, cela ne

1/p 0 . Les

0 0 (Ap)p sont tous de rang 1. A, tend vers 0 quand

tient pas. Considérons I’exemple simple A, =

p — 400 qui est de rang 0 # 1.

Exercice 29.
Montrer que GL,(K) est dense dans M,,(K).

Corrigé : Soit M, une matrice de M,,(K). Considérons lapplication ¢ € R — det(M + tI,). Alors cette
application a au plus n zéros. Il existe donc un entier pg pour lequel Vp € N>, det(M + 1/pl,,) # 0. De fait,
(M +1/pIy,)p>p, est une suite de GL,,(K) tendant bien vers M.

Exercice 30.
Soit n € N>o. Montrer que A € M, (K) — xa € K,[X] est une application continue. (& faire quand la
notion sera vue : est-ce le cas pour A € M,,(K) — pa € K,,[X], avec p4, polynéme minimal de A).

n

Corrigé : L’application A +— det(X 1, — A) = Z (o) H(an — A); o) est polynomiale en les coefficient
O'EGn =1

de A donc continue. Ce n’est pas le cas de A — p 4. En effet, on considere la matrice ayant un 1/p en position

(1,1) et 0 ailleurs (dans une matrice n x n). Alors son polyndéme minimal est X (X — 1/p) qui tend vers X?2.
Pourtant, le polynéme minimal de la limite de cette matrice est le polynéme minimal de 0 qui est X. X2 # X
donc A — p4 n’est pas continue.
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Exercice 31.
Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans M,,(C).

Corrigé : 1l suffit d’utiliser le lemme suivant :

Y(ay, - ar) € C*, 3ng € N,¥n > no, Vi # j,a; + — # a; + .
n n

; .
Démonstration. Considérons a;, a; quelconque, 7 # j. Si a; = aj, alors Vn € N*,a; + — # aj + 1 Si a; # aj,
n n
puisque R est séparé, il existe € > 0 tel que B(a;,¢) N B(aj,e) = 0. Puisqu’il existe ng € N vérifiant Vn >
; ;
no,i/n <eAj/n <e, alors Vn > ng+1,a;, + — # a; + L 1Le ng dépend de i, j. Puisqu’il y a un nombre fini
n n

de 7,4, il y a un nombre fini de ng candidats : on prend le plus grand. O

Maintenant, considérons A € M, (C). Alors il existe P € GL,(C) vérifiant A = PTP~! avec T, une
matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(Aq,---,A,). Pour tout p € Np>,,, on note T, = T +
diag(1/p,2/p,--- ,n/p). Alors T} est diagonalisable car son polynéme caractéristique est scindé a racines simples
par le lemme. Donc A, = PTpP*1 est diagonalisable, et ce, pour tout p > ng. Puisque M — PMP~! est

continue et que 7, — T, on en déduit que 4, — A. Donc A est bien limite de matrices diagonalisables.
p—+00 p—>+00

Exercice 32.
Montrer que l'intérieur des matrices diagonalisables de M,,(K) est 1’ensemble des matrices ayant n
valeurs propres distinctes. (Indication : on montrera que, pour (Ap), une suite tendant vers A et A €

Sp(4), d(\,Sp(4,)) — 0.

\ J

Soit A € My(K) et (Ap)pen une suite de matrices de M,,(K) tendant vers A. Soit A\ € Sp(A). Par
continuité du déterminant (en fait du polynéme caractéristique, c.f. 'exercice 7.3), x4, () X A(A) = 0.
p——+o0

Soit maintenant p € N. Notons A, --- , A,, valeurs propres complexes de A. Alors

ITx— M

Ixa,(N)| =

—ﬁu Al = (d(r, Sp(A))".

L’inégalité passe a la limite quand p — 400 et on a montré 'indication.

On raisonne par double inclusion. Considérons maintenant A € M,,(K) possédant n valeurs propres dis-
tinctes. Soit (Ap)pen, une suite de matrices de M,,(K) tendant vers A. On veut donc montrer que pour p assez
grand, A, est diagonalisable. Puisque les A; sont deux a deux distincts, par séparabilité de K = R ou C, il
existe € > 0 tel que

Vi # j, B(\i,e) N B()\j,E) = (.
Par I'indication, d(Ag, Sp(4;)) _>—+> 0 donc il existe un rang py € N tel que Vp > pi, B(A, €) N Sp(A4,) # 0.
p oo

Posons P = max(p). Soit » > P. Il existe alors une valeur propre de A, dans chaque boule. Les boules
étant deux a deux disjointes, c’est aussi le cas pour les valeurs propres donc A, est diagonalisable.

Pour l'inclusion réciproque, considérons donc une matrice A diagonalisable. On suppose que ses valeurs
propres ne sont pas deux a deux disjointes. De fait, on va montrer que A ¢ Int(A). A étant diagonalisable, il
existe A\, A3, \a, -+, Ap et P € GL,(K) tel que A = Pdiag(\, A3, Ay, -+, An) P~L. Posons alors D, = D+1/pE12

=:D
et A, = PDpP_l. D, n’est pas diagonalisable. En effet, I'induit de D, par (e1,ez) n’est pas diagonalisable
donc D, ne I'est pas. Donc A, n’est pas diagonalisable, et ce, pour tout p € N*. Donc A est limite de suite non
diagonalisable : A ¢ Int(A).
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Exercice 33.

Montrer que 'adhérence des matrices diagonalisables de M,,(R) est ’ensemble des matrices trigonali-
sables de M, (R). Indication : on rappelle le résultat d’un exercice trés classique : deux matrices réelles
semblables dans C sont semblables dans R.

Corrigé : on procéde par double inclusion. On note D, ’ensemble des matrices diagonalisables, T' pour
trigonalisable. On veut montrer que D = T. Pour l'inclusion D C T, il suffit de montrer que T est fermé,
puisqu’il contient D. Faisons-le par caractérisation séquentielle. Soit (Ap),, une suite d’éléments de 7' conver-
gente, disons vers A. Pour cela, on plonge les matrices dans M,,(C) et on trigonalise. Il suffit de montrer que
les valeurs propres complexes de A sont en fait réelle. A sera ensuite trigonalisable. Comme dans 1’exercice
précédent, YA € Spc(A), x4,(A) pjoo XA(A) = 0. Encore une fois, on peut donc écrire, en notant Ay, ---, A,

les valeurs propres de A, (qui sont réelles),

¥p € N, [xa,(N)| = [T IA =il = [T RO = X + i3] = [T SO = 3(V)™
=1 =1

i=1

L’inégalité passe a la limite quand p — 400 et &(A\) = 0. D’ou le résultat.

Maintenant, on souhaite montrer que 7' C D. On fait comme dans|31} Soit A € T'. Alors il existe P € GL,(R)
vérifiant A = PTP~! avec T, une matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(\1,---,\,). Pour
tout p € Np>p,, on note T, = T + diag(1/p,2/p,--- ,n/p). Alors T, est diagonalisable car son polynéme
caractéristique est scindé a racines simples par le lemme. Donc A, = PTpP_1 est diagonalisable, et ce, pour
tout p > ng. Puisque M — PM P~ est continue et que T, — T, on en déduit que A, — A. Donc A est

p——+00 p—+00

bien limite de matrices diagonalisables.
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Polynomes

1
Exercice 34. Soit £ = R[X] munie de || - [|oo. Soit u € L(E) vérifiant Yk € N,u(X¥) = k——i—le'
Montrer que u est continue, inversible, mais d’inverse non continue.

n n
Corrigé : soit P, un polyndéme, disons de degré n. Alors P s’écrit Z apX"*. Ainsi, u(P) = Z U xk
k=0 k=0 k41
Ainsi,
ay lag|
vk € [0,n], < < |IP||so-

D’ou ||u(P)|| < ||P||. u est donc continue car 1-lipschitzienne.
Par ailleurs, u envoie une base de K[X] sur une famille échelonnée en degré, qui contient tous les degrés : c’est
donc une base donc u est bijective. Maintenant, pour tout k € N, v~ (X*) = (k+1)X* donc |Ju= (X"?)||/|| X*||

n’est pas bornée. u~! n’est pas continue.

[ Exercice 35. Soit P € R[X]. Montrer que P > 0 <= JA, B € R[X], P = A% + B2

Corrigé : implication réciproque est immédiate. Soit P € R[X]. Alors il existe une constante C' € R, des
réels x1,--- ,xp, b1, -+ ,bs,c1,- -+ ,cs et des entiers Ay, -+, Ap, i1, - -+, s tel que

P(X)=CJ[(xX =z [](X? +b,X +¢j)M,
i=1 j=1

avec X2 + b; X + ¢; irréductible dans R[X] pour j € [1, s].

P étant de signe constant, X2 + b; X + c; étant strictement positif par hypothese, nécessairement, [(X — z;)N
est de signe constant. On a envie de dire que tous les A; sont pairs. Supposons que 1'un est impair, disons Ag.
Alors au voisinage de xp, P va changer de signe. En contraposant, on a bien que tous les \; sont pairs.
Enfin, P > 0, donc nécessairement C' > 0. Ainsi,

T 2 S
P(X)=VC" (H(X - xi))‘i/2> TT(X2+b,X +¢j)m.

i=1 Jj=1

*

Il suffit donc de montrer que x est la somme de deux carrés pour conclure. Soit zj, une racine complexe de
X2+ b; X + c;. Alors

[T+ X4 = [](X—2)(X=5) = [[(X-2)(X = ) = [[(X=2) [T X = %) = [](X = %) T[(X ~ =)
J=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 ~ J=1
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Donc
S

JTX?+b;X + )" = KK = R(K)* + S(K)*.
j=1

Il est clair que la partie réelle d'un polynéme complexe est dans R[X], donc pour
A=VC][(X —2)M*R(K) , B=VC][(X —2)M?I(K),
i=1 =1

on a le résultat voulu.

Exercice 36. A un polynéme A, on note R(A), ’ensemble de ses racines. Soit P, @), deux polynémes
complexes non constants tel que R(P) = R(Q) et R(P — 1) = R(Q — 1). Montrer que P = Q.

Corrigé : Avant toute chose, comme tout polynéme de C[X] est scindé (théoréeme de d’Alembert-Gauss).
Ainsi, deg(P) > Card(R(P)). Notons p, q, les degrés de P et @) respectivement. Par hypothese, ces degrés ne
sont pas nuls. Par symétrie, on peut supposer que p > q. Notons D = P — ). Le degré de D est alors majoré
par p.

Puisque R(P) = R(Q), D s’annule sur les racines de R(P). De méme, D s’annule sur R(P —1). Comme on
ne peut étre racine de P et de P — 1, ces ensembles sont disjoints. Ainsi, R(D) contient plus que Card(R(P))+
Card(P — 1) racines.

On utilise la formule suivante

Card(R(P)) = deg(P) — deg(P A P')

qui est vrai des que P est scindé (ce qui est le cas puisque P € C[X],deg(P) > 1).
Ainsi,

Card(R(P — 1)) = deg(P — 1) —deg((P — 1) A (P — 1)) = deg(P) — deg((P — 1) A P").

Enfin, puisque PAP—-1=1, (PAP)A[(P—-1)AP'] =1donc (PAP') et (P—1)A P’ sont deux facteurs
premiers entre eux divisant P’ : Ainsi, (P A P') x [(P — 1) A P'] | P’ par le lemme d’Euclide et en prenant les
degrés,

deg((P —1) A P") 4+ deg(PAP') <p-—1.

Ainsi, deg(D) > Card(R(D)) > Card(R(P))+Card(R(P—1)) = 2deg(P)—deg((P—1)AP’)+deg(PAP") =
2p —p+1=p+1>p. Cela contredit deg(D) < p.

Exercice 37. Déterminer ’ensemble des polyndémes P tel que P stabilise Q. Déterminer I’ensemble des
polynémes qui cette fois-ci vérifient P(Q) = Q (plus difficile : on fera un peu d’arithmétique dans Z et
dans K[X]).

Corrigé : clairement, on a envie de dire que c’est équivalent & P € Q[X]. La réciproque est immédiate.
Concernant I'implication, soit P tel que P(Q) C Q. Je note n, son degré. Soit ag,- - ,a, n rationnels, et
bo,- -+ , by tel que Vi, P(a;) = b;. Alors b; € Q.

J’interpole via Lagrange. J’ai donc :

P(X):zn:bk ﬁ X—a

— T ap — CLj ’
k=0 j=1,j#k ,

€Q[X]

Q[X] étant un anneau, il est stable par somme et multiplication interne : j’ai P € Q[X].
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Pour le deuxieme point, il est clair que les polynémes de degré 1 conviennent. Prenons un polynéme P de
degré n > 2 et montrons qu’ils ne conviennent pas (les polyndémes constants ne conviennent clairement pas).
Quitte a multiplier par un entier non nul, on peut supposer que P € Z[X]. Soit donc

n
P=> aX'
i=0
avec ag, -+ ,a, € Z""t. Soit p/q € Q fraction irréductible. Alors

n
¢"P(p/q) =D ap'q""" € L.
=0

Soit m € P. Si P(p/q) = 1/m, alors m divise ¢" donc divise ¢ par le lemme d’Euclide. Ainsi, m"|¢" mais n > 2.
Donc m|q"™/m et m divise tous les termes de la somme sauf le cas i = n donnant a,p". p et ¢ étant premier
entre eux, m étant premier, m ne peut diviser p”. Par le lemme de Gauss, m divise a,,. Il suffit maintenant de
choisir m comme étant un nombre premier ne divisant pas a,. Cela est possible car il existe un nombre premier
supérieur & a, en valeur absolue. En le notant mg, 1/mg n’a pas d’antécédent par P. Donc P(Q) # Q.

Bilan : seuls les polynémes de degré 1 conviennent.
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Chapitre 6

Algebre linéaire

Exercice 38. Soit F, un espace vectoriel et F, G, deux sous-espaces vectoriels de F. Montrer que si
F et G admettent un supplémentaire commun dans £, alors il existe un isomorphisme entre F' et G.
Réciproque ?

Corrigé : Soit H tel que F@& H = E et G® H = E. Soit p, un projecteur sur G parallelement & H. Je note
¢ = pg linduit de p sur G. Alors ¢ est un isomorphisme de F vers G.
Soit x € F'. Alors p(z) € G. De plus, ¢ est clairement linéaire car c¢’est un induit. Donc ¢ € L(F,G).
Reste & montrer le coté bijection. Soit x € F tel que ¢(z) = 0. J'écris x = g+ h avec g € G,h € H. Alors
o(x) =p(z) =plg+h)=p(g) +p(h) =9g+0=g. Donc g =0 et x = h donc z € H et donc x € FFN H = {0}.
Donc z = 0.
Ensuite, soit y € G. Alors il existe (a,b) € F x H tel que y = a+b. Donc ¢(a) = p(a) = p(a)+p(b) = p(a+b) =
p(y) =v.
Ainsi, ¢ est bijective.
La réciproque est vraie en dimension finie. En dimension infinie, soit ¢ : P € R[X] — X P(X) € XR[X]. Alors
¢ est clairement bijective et linéaire. Pour autant, le seul supplémentaire de R[X] dans R[X] est {0}, qui n’est
pas supplémentaire de XR[X]. En dimension finie, on procéde par récurrence sur p.
Initialisation : pour p = n — 1, puisque F UG # E (on utilise le fait qu'une union est un ev. lorsque I'un est
inclus dans 'autre). Il existe alors a € E tel que a ¢ F,a ¢ G. Alors Vect(a) est un supplémentaire commun
par Grassmann. (le caractere direct est clair).
Supposons acquis le résultat au rang p + 1. Je prends un a comme précédemment. Soit F; = F @ Vect(a) et
G1 = G @ Vect(a). Alors par hypothese de récurrence, il existe H tel que F1 & H = E,G; ® H = E. Ainsi, F
et Vect(a) @ H sont en somme directe (c’est facile & montrer), et de méme avec G. D’ou I’hérédité, et donc la
récurrence.

Exercice 39. Soit E, dim(F ) = n et Fy,---,F, des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si

Zdlm ) > n(k — 1), alors ﬂF # {0}.

=1

Corrigé : soit f I'application définie par

f: Fix---xF, — EFI

(w1, k) = (P2 — 21,0, T — ).
k
Alors f(x1,--+,x) = 0 si, et seulement si (1, ,x%) = (z,--+ ,x) pour = € ﬂ F;. Le théoréme du rang nous
i=1

donne donc

k
dim(Fy x -+ x F},) =Y dim(F;) = rg(f) + dim (ﬂ E) .

i=1
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k
Puisque rg(f) < dim(E*') = n(k — 1), on a bien dim (ﬂ E) > 0.
i=1

Exercice 40. Soit E,F de dimension strictement positive, f,g € L(E,F). Montrer que rg(g) <
rg(f) <= 3h € GL(F),k € L(E),hog= fok.

Corrigé : I'implication réciproque est facile. Soit h € GL(F) et k € L(E) tel que hog = f o k. Alors
g = h7fk donc Im(g) C h=*(Im(f)). h étant inversible, rg(g) < dim(Im(f)) = rg(f). D’ott le résultat.
Maintenant, regardons le sens direct. Soit p = rg(f),q = rg(g). On suppose g < p. Soit (epy1,- -+ ,€p), une
base de ker(f). Je la complete en une base de E, (e1,---,ep). Soit (€441, ,€n), une base de ker(g). Je la
complete en une base de E, (€1, - ,&p). La famille (g(e1),--- , g(eq)) est une base de Im(g), que je complete
en une base de F' via gg11,- -+ , gm-. Pareillement, je construis une base de F' (f(e1), -, feep), fp+1,- -+, fmn)-
Soit k définie par k(e1) = ey, -+ ,k(eq) = eq,k(eg41 = -+ = k(en) = 0.
Soit h, 'automorphisme qui transforme la base des g en la base des f.
Le résultat en découle.
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Chapitre 7

Réduction des endomorphismes

Exercice 41.
Soit A, une matrice de M,,(C). Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, ¥n € N, tr(A") = 0.
(On pourra redémontrer pourquoi une matrice A est semblable & une matrice triangulaire stricte).

Corrigé : 1l existe plusieurs preuves qui montrent qu’une matrice nilpotente est semblable & une matrice
triangulaire stricte. Par exemple, notons x4 le polynéme caractéristique de A. Soit A € C tel que xa(\) = 0.
Alors A est valeur propre donc en notant k I'indice de nilpotence de A, on a 0 = A*X = XX ot X € &£,(A)
donc A =0et x4 = X". A est donc trigonalisable et sa diagonale n’est composé que de 0 donc elle est semblable
a une matrice triangulaire stricte.

Ainsi, les traces tombent d’elles-méme.

Réciproquement, soit A une matrice triangulaire telles que Vk € [1,n], tr(AF) = 0. A est trigonalisable par
d’Alembert-Gauss : soit A1, - , A les valeurs propres non nulles de A de multiplicités respectives my, - , m,.
A est alors semblable & une matrice triangulaire de diagonale (0,--- ,0, A1, ; A1, , Ap, -+, Ap). Soit k € N
— a priori, il se peut qu'il n’y ait pas de 0 —. Alors A* est semblable & une matrice triangulaire de diagonale
(0,---,0, M5 - Ak oo XNF ... X\E). Par hypothese, on a donc

T T
Tr(A) = Zmi)\i =0; - ; Tr(4F) = Zml)\f ;
i=1 =1
Cela se traduit en le systéme suivant :
Aimi + Aemo + + Army = 0
Mmy 4+ Ame + + Mm, = 0
L + + =
Afmi + Apmae + + Am, = 0
et matriciellement en
)\1 )\2 s )\r miq
22 2|
. =0
AT Ay, AT my

Tous les \;, 1 <7 < r sont non nuls donc

Mo A oo A, 1 Ay - 1
YT A2l M A A r .
o S =1IN] . _ =V [Iyv= TT Qa=2) [N #o0.
: : : i=1 : . : . : i=1 1<p<q<r i=1
AL e AT PVEEED VbR A1
Ainsi, on a (mg,---,m,) = 0 ce qui n’est pas. Ainsi, si ce n'est 0, A n’a pas de valeur propre. Donc A est

semblable & une matrice triangulaire stricte : A est nilpotente.
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Exercice 42.

Résoudre 1’équation matricielle M? + M = G 1) .

Corrigé : On note A, le second membre. Si X est solution, X et A commutent. Donc X va laisser stable
les sous-espaces propres de A. Etudions la diagonalisibilité de A. Plus généralement, je vais montrer que la
matrice de n x n avec que des 1 est diagonalisables. En effet, c’est une matrice de rang 1 donc son noyau
est de dimension n — 1. Le noyau est le sous-espace propre associée a la valeur propre 0. Ici, 0 est donc de
multiplicité n — 1. Par ailleurs, cette matrice est stochastique en ligne (et en colonne). De fait, la somme des
valeurs sur une ligne constitue une valeur propre associée au vecteur propre composée que de 1. Ainsi, cette
matrice a n et 0 comme valeurs propres de multiplicités respectives au moins 1 et exactement n — 1 : elle est
donc diagonalisable.

Bref, A est diagonalisable. On a &y(A) = Vect ((_11>> et &2(A) = Vect (G)) En notant P = (_11 1),

(£3)-(5 )66 )

Par la remarque du début, si X est solution, P~' X P est diagonale, disons de coefficient o et 3. On a donc

2
P! (O(‘) 502> pP+p! (g‘ g) P=P'AP

ce qui est donc équivalent a demander

(0 %)+ (5 8)-(0%)

On doit donc résoudre o + a = 0, 3% + 8 = 2. Les solutions sont les matrices Pdiag(c, 3)P~! donc j'en ai 4 :
0 1) 1(-3 -1} 1(1 1) (-1 -1
0 1)’2\-1 =3)’2\1 1)’\-1 -1/
Exercice 43.

Soit A, B € M,,(K). Montrer que xap = xpa. On pourra commencer par A inversible, puis A de rang
r<n.

Corrigé :
1. On écrit

xap = det(XI,—AB) = det(A(XA™'=B)) = det(A) det(X A~ —B) = det(X A~'—B) det(A) = det(X I,,—BA)

2. Si A est de rang r, A est équivalente a J,.. Etudions donc le cas A = J,.. Si A = J,., alors en décomposant
par blocs B = (Bl Bz), on a

Bs By
N Bl BQ o Bl 0
AB o ( 0 0n—r> ’ BA N <B3 On—?‘)
donc x4B = XB; X0,_, = XBA-

3. Maintenant, écrivons A = PJ,.Q avec P, inversible.

XAB = XPJ.QB T XJrQBP ? XQBPJ, T XBPJ,Q = XBA-
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Exercice 44 (Lemme d’Hadamard, théoréeme de Gerschgorin).
Soit A € M,,(R). On appelle i-éme disque de Gerschgorin de A l’ensemble D; = D(a;;, R;) avec R; =
Z la;j|. Montrer le théoréeme de Gerschgorin : toute valeur propre est dans un disque de Gerschgorin.
i#j
En déduire le lemme d’Hadamard :
Vi € [[1,71]], |aij| > Z |a¢j| — Ae GLn(R).
i#]

(on dit que A est a diagonale strictement dominante).

. J

Corrigé : Soit A, une valeur propre de A. Soit (z1,--- ,x,), vecteur propre associée. Alors AX — AX = 0.
Considérons 4, I'indice de [1,n] pour que |z;| soit maximal. Alors

(AX = AX); =0.

De fait,
n

Z Qi Tl — Al‘k =0.

k=1
De fait,

(am Z ATy -
k=1,k#1i

Ainsi,

|aii — Al =

n
> a
k=1,k+i

<3 Jag] 122
Il *

ki

\ i

§1

Donc A € D(a;;, R;). On souhaite montrer le lemme d’Hadamard. Raisonnons par contraposée. Supposons que
A ne soit pas inversible. Alors 0 est valeur propre de A. De fait, par le théoréme de Gerschgorin, il existe un
indice i € [1,n] tel que |a;;| < Z la;j|. Ainsi, A n’est pas & diagonale dominante.

J#i

Exercice 45.
Soit u € L(FE) avec E de dimension finie et rg(u) = 1. CNS pour que u soit diagonalisable.

Corrigé : Supposons que f soit diagonalisable. Puisque dimker(f) = n — 1, dans une base B de diagonali-
sation,

Matg(f) = (On—l On—l,l Ol,n—l )\) .

Si A =0, alors f = 0. Absurde car rg(f) = 1. Donc A # 0 et donc tr(f) # 0. On va montrer que cette condition
nécessaire est en fait suffisante.

Supposons maintenant que tr(f) # 0. Puisque dimker(f) =n—1, on a X" !|y; de degré n. Il existe donc
a tel que Yy = X" H(X — a). Or, la trace est la somme des valeurs propres donc o = tr(f) # 0. Ainsi, o est
valeur propre de multiplicité 1, 0 I’est de multiplicité n — 1 : f est diagonalisable.

Exercice 46.

n—1

Soit F' = Z arX® € Cpq[X] et ®: P € Cpq[X] = FP%(X™ — 1) € C,,_1[X]. Ecrire la matrice de ®
k=0

dans la base canonique. Calculer ses vecteurs propres et valeurs propres. Est-elle diagonalisable ?

Corrigé : Soit A, u € C, P,Q € C,,_1[X]. Soit (Qp, Rp), (RQq, Rq) couple de la division euclidienne tels que
PF =Qp(X"—1)+Rp, QF = Qq(X" —1) + Rq.
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Alors
(AP +pQ)F = (AQp + pQq) (X" — 1) + AR, + pRq
ce qui signifie que ¢(AP + pQ) = Ap(P) + pd(Q) car deg(ARp + pRg) < n puis par unicité de la division
euclidienne. ¢ est bien linéaire.
Maintenant, soit £ € [0,n — 1]. Alors

n—1
FX( _ Z aka-‘rK
k=0

n—~_{—1 n—1
= Y aXM Y axM
k=0 k=n—/{

de degré >n—1<n

Pour k > n— £, X*+t = X7 X"kt Ainsi, X+ = (X" - D)X XFHn ot k4l —n e [0,n] (n < k+£ <
2n). D’ou

n n—1
( Z akaJrf) %(Xn _ 1) _ Z akaJr@fn.
k

=n—{ k=n—¢
Ainsi,
n——~—1 n—1 n—1 —1
(b(XZ) _ Z ap X*H 4 Z ap X*Hn — Z ap_ o X* + Z an+k7€Xk~
k=0 k=n—¢ k=¢ k=0
D’ou
ago Gn—1
ai ap
0 1
X = . | .o(X)=]| . |
ap—1 Ap—2
ce qui donne
ao anfl e e al

Maty x ... xn-1(¢) =

an—1
An1 -+ -+ a1 ao
C’est une matrice circulante. On veut ses valeurs propres. Soit A € Sp(¢). Soit P tel que ¢(P) = AP. Soit
Q € C[X]tel que FP = (X"—-1)Q+¢(P). Alors (F—\)P = (X"—1)Q. Soit w € U,. Alors (F(w)—A)P(w) = 0.
Si F(w) # A pour tout w dans U, alors P = 0 (par degré, P est de degré n — 1 < n = Card(U,)).
Ainsi, Sp(¢) C {F(w) : w € U,}. Montrons l'inclusion réciproque. Soit w € U,. Alors X — w divise
F(X)—F(w) et X™ — 1. Soit donc @ € C,,_1[X], R € C,,_1[X] tel que

FIX)—Fw)=QX)(X—w), X"-1=RX)(X —w).
Alors
(F(X) = F(w))R(X) = (X" = 1)Q(X)

donc
F(X)R(X)=(X"-1)Q(X) + F(w)R(X).

Puisque deg(R) = n — 1 < n, par unicité de la division euclidienne, ®(R) = F(w)(R) donc F(w) € Sp(¢).
Ainsi, Sp(®) = {F(w) : w € Uy} et R est un vecteur propre pour les F'(w) de ¢. Notons wy, -+ ,wp, les

racines n-eme de 'unité et Ry, -, R,, vecteurs propres respectifs. Soit Ai, -+, A, tel que
n
> AR =0
i=1
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Alors

n
D AiRi(wj) = AjRj(w;) =0
i=1
n_
X —
forment une base par cardinalité : ¢ est diagonalisable car posséde une base de vecteurs propres.

pour tout j € [1,n]. On rappelle que R; =

1
- ce qui donne \; = 0. Ainsi, les (R;); sont libres donc

Exercice 47. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE). u est dit semi-simple lorsque
pour tout F' sous-espace vectoriel de E stable par u, il existe un supplémentaire de F' dans E stable par
u. On suppose que K = C. Montrer que u est semi-simple si, et seulement si, u est diagonalisable.

Corrigé : Soit u diagonalisable. Soit B une base de vecteur propre de E pour u. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E stable par u. Notons (ey, - ,ep) une base de F'. On compléte cette base en une base de E avec
les éléments de B. Soit (ep41,- -+ ,ey) les vecteurs ajoutés. Alors G = Vect(ept1,- -+ ,e,) vérifie E = F & G et
G est stable par u en tant que somme d’espaces stables par w.

Réciproquement, soit v semi-simple. Raisonnons par récurrence sur la dimension de E. Si E est de dimension
1, le résultat est clair. Supposons le résultat acquis au rang n — 1. Soit E de dimension n. Soit A une valeur
propre de u (possible car x,, est scindé vu qu’on est dans C) et = un vecteur propre associé. Soit F' = Cz et G
un supplémentaire de F' (est de dimension n — 1) stable par u (possible car u est semi-simple et F' est stable
par u). ug U'induit de u sur G est alors bien défini et est semi-simple : en effet, soit A un sous-espace vectoriel
de G stable par u. A est stable par u donc par semi-simplicité de u, il existe B supplémentaire de A dans E
et stable par u. Considérons alors H = BN G. Alors H est supplémentaire de A dans G et est stable par ug :
u¢ est semi-simple.

Finalement, ug est semi-simple donc par hypothese de récurrence, ug est diagonalisable : il existe une base
de G constituée de vecteurs propres pour u. Alors cette base concaténée avec {z} est alors une base de E
constituée de vecteurs propres pour u : u est diagonalisable.

{ 3
Exercice 48.
On souhaite démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1 (Décomposition de Dunford (ou Jordan-Dunford)). Soit f € L(E). On suppose que Xf
est scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? vérifiant :

1. d est diagonalisable.

2. n est nilpotent.

3. f=d+n.

4. dn =nd.

De plus, n et d sont des polynomes en f.

1. Décomposer E en sous-espaces caractéristiques. On les note (IV;)1<i<q pour les valeurs propres
(Ai)1<i<d-
2. On note p;, projecteur sur IV; parallelement a la somme directe des autres. Montrer que

d

i=1
Indication : on pourra trouver un candidat pour ’expression de p; dans un premier temps.

3. Conclure.

d
1. Le lemme des noyaux nous donne F = @Ni ou N; = ker(f — \Id)™, et m;, multiplicité de \; dans
i=1
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Xf-
2. Fixons i € [1,d]. Soit M; = X — A;. Alors M;™ divise xy, et on note @, le quotient. Les @; sont
premiers entre eux dans leur ensemble donc par Bézout, il existe des polynomes U; tel que

Z UiQi = 1.
=1
Ainsi,
Z Ui(f = Id. (7.1)

Posons alors p; = U;(f) o Q;(f) pour 1 S i < r. Montrons que
a) Y pi=1d b) V1 <i < r,p; € K[/] c) Vi # j,pip; =0

d) V1 <i <7 p? =p;. e) V1 <i<rIm(p;) =N;. f) V1 <i<rker(p;) = @N

J#i
a) C’est en fait I'égalité

b) Soit 1 <14 < r. Par construction de p;, ¢’est un polynéme en f.

c) Soit 1 <i# j < r. Alors en remarquant que x ¢|Q;Q;, puisque U;(f), Qi(f), U;(f), Q;(f) sont des
polynoémes en f, ils commutent et

pip; = U(NQi(NU;(F)Q;(f) = Qi(N)Q;(NHUi(f)U;(f) = 0

par le théoreme de Caylay-Hamilton.

d) Soit 1 <i < 7. Alors p? = p; (Id — ij) = Pi — 2_j£i PiDj = Di-
J#i
e) Soit 1 <4 < r. Montrons le résultat par double inclusion.

2 Soit z € E,y = pi(x). Alors (f — i)™ (y) = (f — )™ Ui(f)Q:i(f)(x) = Us(f)xs(f)(x) = 0.
Donc y € N;.

Soit € Ni. Alors par[12.2) z = 3" Uy (f) 0 @5(/)(#) = Ui(f) o Qi(f)() car pour tout j £ 1,
(X — Xi)™|Q; ce qui donne Vj # 1, Ni_C ker(Q;(f))-

f) Soit 1 < i < d. Montrons le résultat par double inclusion.
: Soit x € ker(p;). Alors toujours par |12.2) 2 = ij x) + pi(x @N

J#i :‘0 J#i
: Soit = € @Nj. Alors pi(z) = Ui(f) o Qi(f)(x). Mais pour tout j # i, N; C ker(Q;(f))
i
puisque (X — X;)™i|Q; pour tout j # i.
3. Preuve de lexistence. On pose d = Z)\ipi. Alors d est par construction diagonalisable et est un

polyndéme en f. Posons n = f—d. Alors n est un polynéme en f donc commutent avec d. Par construction,
f = d+ n. 1l suffit donc de montrer que n est nilpotente. Pour cela, on écrit

d d
n:f_d:prz ZAZPZ_Zf_)\iId)pi
=1 =1

Puisque p;p; = 0, une récurrence immédiate montre que

d
Vk € Nynk =7 (f — Nld)ep;
=1
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Pour k& = max(my,---,mg), on en déduit donc que n* = 0 donc n est nilpotente.

Unicité. Considérons d, n, les endomorphismes montrés précédemment. Soit d’, n/, d’autres endomor-
phismes vérifiant les propriétés 1,2, 3,4 du théoreme. Alors f = d’' + n’ et d,n sont des polynémes en
f. Comme n’ commute avec d’, n’ commute avec d +n’ = f donc n’ commute avec tout polynéme
en f : de fait, n commute avec n/, et de méme, d commute avec d’. Ainsi, n — n’ est nilpotente par la
formule du binéme et d’ — d est diagonalisable car d,d’ sont codiagonalisables (c’est classique). Puisque
u=d+n=d +n',onadoncd —d=mn-—n'donc d — d est diagonalisable et nilpotente : elle est nulle.
Ainsi, d=d' et n=n'.

Exercice 49. 1. Soit f € £(C™). Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, f2 l'est et
ker(f) = ker(f?).
2. Que se passe-t-il si on se place dans R™ ?

3. Application : a quelle condition une matrice antidiagonale est diagonalisable ? On traitera le cas
complexe puis le cas réel.

Corrigé :

1. Supposons que f est diagonalisable. Notons M, sa matrice dans la base canonique. Alors il existe
(P,D) € GL,(C) x Dy,(C) tel que M = PDP~!. De fait, M? = PD?M~! donc M? est diagonalisable.
De plus, ker(M) C ker(M?). 1l suffit de conclure par dimension. Pour cela, remarquons que rg(M) =
rg(D) = rg(D?) = rg(M?). Donc par dimension, ker(M) = ker(M?).

Supposons maintenant la réciproque. Alors

d
E =ker(f*) @ @& (f?)
=2
d
= ker(f) @ P ker(f* — A;ld)
=2
d
= ker(f) ® @ker(fQ — p21d)
=2

d
— ker(f) @ @@ ker(f — mld)(f + 1))
i=2
d
= ker(f) @ @(ker(f — wild) @ ker(f + w;1d)).
i=2
En effet, ker(f) = ker(f?), il existe y; tel que u7 = \; car c’est un complexe, que (X — p1;) et (X + p;)
sont premiers entre eux car u; # 0 (les valeurs propres de 2 a d sont non nulles car on a sorti le noyau)
et donc par le lemme des noyaux, on a la derniere ligne. Donc on a décomposé E comme somme directe
de sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.

2. Le méme résultat tient sur R des lors qu’il existe une racine carré d’'un réel. Il est donc suffisant de
demander que Sp(f?) C RT. Il est aussi nécessaire car si f et f2 sont diagonalisable, les valeurs propres
de f2 sont celles de f au carré!

3. Notons A, la matrice antidiagonale de coefficient (aq,--- ,ay). Traitons d’abord le cas complexe. Soit
(€1, ,en), base canonique de C". Alors Ae; = a;e, ;11 donc A% = a;a,_i11e;. Donc A? est diago-
nalisable car possede une base de vecteur propre. Pour que A soit diagonalisable, il faut et suffit que
ker(A) = ker(A?) (*). (Conseil : calculer A%, Puisque ker(A) est engendré par les e; tels que a; = 0
et que ker(A?) est engendré par les e; tels que a;a,_;+1 = 0. Ainsi, ker(A4) = ker(A42) est équivalent &
demander a;a,—;+1 = 0 = a; = 0. Cela est donc équivalent a a; = 0 <= a,_;11 = 0.

Dans le cas réel, on prend aussi une base canonique et il faut ajouter au niveau de (*) la condition
a;an—;+1 SOit positifs ou nuls. Ainsi, il suffit donc d’ajouter la condition « a; et a,—;4+1 de méme signe ».
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Exercice 50.
Soit k, un corps de caractéristique nulle. (penser & R essentiellement). Soit n € N*. On souhaite montrer
que M € M, (K) est nilpotente si, et seulement si, Vp € N* tr(MP) = 0.

1. Montrer le sens direct.
2. Soit M € M, (K). On suppose que Vp € N* tr(MP) = 0. On suppose par 'absurde que M n’est
pas nilpotente.

(a) Quelle est la forme du polynéme minimal de M par rapport au polynéme minimal attendu ?
(b) On a donc écrit myy = X¥Q(X). En notant F = ker(M*),G = ker(Q(M)), donner une
décomposition de K™ en sous-espaces stables par M.

(¢) On note u, endomorphisme de M canoniquement associé. En considérant I'induit de u sur G,
montrer qu'il existe en entier i € [1,deg(Q)] tel que tr(ui;,) = 0. Conclure.

Corrigé :

1. Puisque M est nilpotente, on peut noter p, son indice de nilpotence. Alors MP = 0 donc M admet un
polynome annulateur scindé : M est donc trigonalisable d’unique valeur propre 0 : M est donc semblable
a une matrice triangulaire supérieure stricte, et cet ensemble est stable par multiplication. Ainsi, la trace
étant invariante par similitude, les traces de M et ses itérés sont nulles.

2. (a) s est de la forme X*Q(X) avec X A Q = 1. On aimerait que @ soit égal & 1 pour avoir 7y de la
forme X? ce qui donne le caractére nilpotent voulu. On suppose donc que G est non réduit & 0.

(b) Par le lemme des noyaux, X et () étant premier entre eux (donc X* et @ aussi), on a donc E =
ker(mpr(M)) = ker(M*) @ ker(Q(M)) = F @ G. I et G sont stables par M car M et M* Q(M)
commutent.

(c) Puisque G est stable par u, I'induit ug est bien défini. Par ailleurs, Vo € G, Q(ug)(z) = Q(u)(xz) =0
donc Q(ug) = 0. En écrivant @ de la forme

-1
X'+ a4 X
1=0

(Q est unitaire car X* et my le sont), on a donc

/-1
M + Z aiMi = 0.
i=0
En prenant la trace, on a
-1
tr(M*) + Zaitr(Mi) + aptr(Idg) = 0.
=ap dim(G)

On sait que ag # 0 et dim(G) # 0 (on a supposé que G n’est pas réduit a 0) donc le produit est non
nul. On en déduit qu’une trace de M* est non nulle.

(d) Disons pour ig. Alors tr(u)) = tr(u') —i—tr(u’é’). Donc tr(u®) # 0 : ABSURDE!
#0
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Chapitre 8

Séries numeériques

Exercice 51 (Cauchy).

Soit u, une suite numérique. On suppose que (|un\1/ ")nen admet une limite finie ¢ € RT™*. Montrer que
e Si0< /<1, lasérie > u, est absolument convergente.
e Si¢>1, la série > u, diverge grossiérement.
e Si ¢ =1, tout peut se passer.

Corrigé :

-1
1. Dans ce cas, a partir d'un certain rang N, Vn > N, v/u, > ¢ — — > 1 donc u ne tend pas vers 0 : la

série diverge grossierement.

2. Dans ce cas, a partir d’un certain rang N, Vn > N, ¥/u, < {— — < 1 donc en passant a la puissance
n, on a u inférieur & le terme général d’une série géométrique de raison dans | — 1, 1[. Par comparaison,

la série converge absolument.
1
3. Oui, tout peut se passer. Par exemple, pour u, = — pour tout n € N*, le critére de Cauchy (root test
n
en anglais) donne £ = 1 et la série diverge. Pour u, = — pour tout n € N*, £ =1 et la série converge.
n

Remarque : on a plus fort. Voir lexercice[64] du chapitre série entiéres.
L’exercice suivant fait appel & un peu de vocabulaire. On considére v € RY. On appelle primitive discréte

n
de (un)nen, la suite (Uy,)pen définie par U, = Z Up. Si besoin, on adopte la convention V_; = 0. On appelle
k=0
dérivée discrete de (un)nen, la suite (ul,)nen définie par Vn € N,u), = up41 — up. (Les conventions changent
d’une personne a 'autre au niveau des bords mais l’esprit est le méme.)

q )

Exercice 52 (Regle d’Abel).
Soit u, v, deux suites numériques.

1. En faisant appel a la notion de primitive et dérivée discrete, montrer que

n n—1
Z URVE = Up Vi + Z(uk — up+1) Vi
k=0 k=0

On appelle cette relation "transformation d’Abel" ou "intégration par parties discrete".

2. Application 1. Pourquoi dit-on que ’on a une généralisation du critere spécial des séries alternées ?
sin(n)
-

3. Application 2. Etudier la convergence de >
4. Application 3. Montrer le critere d’Abel :
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Théoréeme 8.1. Soit u,v, deux suites numériques. On suppose que
(a) (Vi) est bornée.
(b) S ul, est une série absolument convergente.
(¢) u converge vers 0.

Alors la série Y unv, converge.

(En pratique, comme a lapplication 2, on n’a pas besoin de se souvenir des hypotheses. Elles
sont écrites pour assurer la convergence...) Remarque : on peut remplacer U’hypothése b par la
monotonie de u. On parle alors de critére de Dirichlet.

Corrigé :
1. Soit de telles suites. Soit n € N. On a

n—1 n—1

> upvr = up(Vi—Vie1) = > wiVi— > ugVier = > weVi— Y g1 Ve—uoVor = un Va— Y (Upy1—ur) Vi
k=0 k=0

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

1
2. On applique le résultat & u, = — et v, = (—1)™.
n
1
3. On réalise une transformation d’Abel. Si pour les intégrales on integre sin pour dériver 7 pour les séries,

on fait de méme. On sait d’ailleurs calculer une somme de sinus en passant par la partie imaginaire de
I’exponentielle et en reconnaissant une série géométrique.

4. On réalise une transformation d’Abel. Alors uV +—> 0 et
o0

n n
D Vil < Voo Y Juj| < 00
k=0 k=0

donc la série converge absolument donc converge.

Exercice 53 (Séries de Bertrand).

1
Nature de Z

————— avec a, 0 € R.
ne In®(n) P

Corrigé : Si a > 1,3y €]1, af. Alors par croissances comparées,

n’—e

i =
Donc :
1
Up € O (m> .
Donc :

> up converge.
1
Si @ < 1, nuy, tend vers 'infini. Donc — € o(uy,). Ainsi
n

Z uy, diverge.

Pour a = 1, cela dépend de S3.
Si B est négative, il est clair que u,, > —. Donc la série diverge.
n

Si 3 est strictement positive, je vais pouvoir faire une comparaison série-intégrale.
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/k+1 dt 1 /k dt

< < :

koo tlnf(t) T kWnf(k) T Jre-1 tInP(2)
n

Z/kﬂtln Zkln Z/k 1tln

ntl o dt = 1 noodt
T
3 thf(t) S klnP(k) T 2 tlP(2)
Si 8 =1, une primitive des intégrandes considérées est Inoln. Donc > u,, diverge.
Si 8 # 1, une primitive des intégrandes considérées est

In'—# (t)
1-8
Donc l'intégrale diverge ssi 1 — 8 > 0. Donc si 8 > 1, la série converge. Sinon elle diverge.
Bilan :
e «a > 1, la série converge
e a < 1, la série diverge
e =1
e > 1, la série converge
e (<1, la série diverge.

Pour £ > 3 :

D’ou :

i.e.

Exercice 54.
Déterminer un développement asymptotique de H,, jusqu’a o(1/n) (au moins).

Corrigé : Montrons déja le résultat suivant :

+00 1 1 1
Proposition 8.2. Va > 1, k%lka n—too a — 1na-l

Démonstration. On procéde par comparaison série intégrale. Par décroissance de t € [1, 400 1/t on a

k+1 k
Vk>2,/ dt<1</ de
- k ta—ka— k—lta

Fixons n, N € N, N > n. Par télescopage,
Nge o X N dt
[y w<l @
nt1 19 k=n+1 ke n o 1

ce qui donne, car o # 1

(ot N+1

—a+1

Ainsi,

-1 1 ol 1 -1 1 1
Yn<NeN — — .
nsAE ’a—l((N+1) (n+1)2— 1) kz k:o‘_oz—l<NC“1 na1>
n+1

Par Riemann, le terme du milieu converge quand N — +o0. L’inégalité passe donc a la limite quand N — +oo
en

1 1 *Z"O 1 1 1
oz—l(n—l—l)al_knﬂka_ a—1no-l’
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Par théoréeme d’encadrement,

JFZO:O : : :
— o~ —.
Mool k& a—1n®

Passons au développement asymptotique de H,,.

1. Pour tout k > 2, par comparaison série-intégrale
k+1 J¢ koqt
[Ty
k t k-1t

Vne N 1+In(n+1)—-2<H, <1+In(n)

=

Ainsi, en sommant,

et par encadrement, H, ~ In(n).
n——+00

2. Posons u, = H,, — In(n) pour n € N*. Alors

Vn € N* upt1 — up = Hyp1 — Hy — In(n+ 1) + In(n)
1 1
= —1In (1—|—)
n—+1 n

1 1 1 1
= a1 n T Onoreo (m) = Onrtoo (nz) :

Ainsi, puisque par Riemann la série E 3 converge, par positivité du terme général, par comparaison,
n>1

on a la convergence de Z Up+1 — Uy ce qui entraine la convergence de u. Il existe donc v € R tel que
H, —In(n) =7+ onst00(1).

3. Posons v, = H,, —In(n) — v pour n € N*. Alors

*
Vn € N*, 01 — vp = Upg1 — up

1 1 1 1
Tnrl o am PO G

1 1 1 1 1 1
=—|(l-=+4+o|— ——+t 55 Tohsto | 3
n n n n 2n n

—1 1
=5 1+ T0nstc0 5 -
n

Par le théoréeme de sommation des équivalents (puisque <2> est de signe constant), on a
n>1

n2
= 1 ~1
—Up o~ g Vkt1 — Vg~ E —am N e
n—-+oo £ n—oo 2k 2(n—1)
o 1
Ainsi, v, ~ —.
n—+oo 2n

1. constante d’Euler-Mascheroni, environ 0,577
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1
4. Posons w, = H,, —In(n) — vy — 3, bour n € N*. Alors

Vn € N* ! 1 (1+1> ! + !
— — — In — — R
TES Ui T =T n) 2(n+1)  2n

e (L)) (A e (L)) 4
2n n n? n? n  2n?2  3nd n3 2n
1 1 1
~ 23 33 O <n3)

1 1
_6?+0 nd )’

1
Par le théoréeme de sommation des équivalents (puisque <3) est de signe constant), on a
"/ n>1

= 1 1
—Ww ~ We4+1 — Wk ~ —— Y 5.
" n—-+o0o Igz n—-+00 IgL 6k3 12(” — 1)2
1

Ainsi, w ~ ——
P htoo 1912

1 1
5. On continue. Posons z,, = H,, — In(n) — v — — + —— pour n € N*. Alors Vn € N*,
2n  12n?2

1 1 1 1 1
= (122 = _
Ikl T In = . ( + n) 2(n+1) tot 12(n+1)2  12n2

1 (1 1 n 1 1 > <1 1 n 1 1 ) n 1 1 + 1 (1 1 n 1 1 )2 + (
= — _ —_—— — — _—— — —_— = — _— —_— —_ — _— = — 0]
2n n n? nd n  2n?  3n3  4nt 2n  12n2 = 12n2 n n?2 nd

L (T ) L) ()
Con3 2nt 3n3 0 4nt 1202 0 1204 n n? n? n

11 (2+3)+0<1>
C6n3 4nt  12n2 n  n? n4

. . 1 .
Par le théoréme de sommation des relations de comparaisons, puisque <4 est de signe constant,
n n>1

1
- ~ E T — T, =0 E -
n. 1 n+1 n n——+o0 ( n4

k>n+1 k>n+1

1

. 1 .
donc par comparaison, x,, = o 3 ) Ainsi,

Exercice 55.

On se donne ug € [0,7/2] et Vn € N, u,41 = sin(u,,). Etudier le comportement asymptotique de u.

Corrigé : On va généraliser cette étude au théoreme suivant.
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Théoréme 8.3. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 vérifiant f(z) = x — aaPt! 4 pa?P+l 4+
0p—0(x?PT1) avec a € RY, B € R*,p € N*. Alors il existe n > 0 tel que f([0,n]) C [0,7m] et en posant

2
m;)(x—ﬁ#O, on a

1 \P y 1 \'/?In(n) In(n)
=) 5 (oma) w e )

Démonstration. 1. Puisque f(z) vérifie ce développement limité, je peux trouver g, h continues au voisinage
de 0 (car f lest) telles que dans ce voisinage
o flx) =zg(2),
o - f(x) = aaPh(x),
P9 bl

ug €]0,m] et upt1 = f(uy) pour tout n € N, si v :=

Ainsi, il existe n > 0 tel que
Yz €]0,n],g9(z) > 0,h(z) > 0.
Ainsi,
Ve €0,m), £(z) > 0,2 — f(z) > 0.
Ainsi, n > x > f(z) ce qui donne f(]0,7]) C]O,n).
2. Soit ug €)0,7n] C]0,n]. Alors (uy,), est bien définie par le point précédent. Par ailleurs,

Vn € Nyu, — f(uy) >0

i.e. (un)n est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge dans [0, 7] par le théoréme de la limite
monotone. De fait, soit £ € R telle que uy, —+> ¢. Alors I'égalité vraie pour tout n € N up41 = f(uy)
n——+0oo

passe a la limite en £ = f(¢). Or, pour tout ¢ €]0,n|, { # f(¢). Donc £ =0 et u, — 0.

n—-+o0o

3. Faisons I’analogie avec les équations différentielles.

( 3

L’idée « analogie » est la suivante :

-~ gl
Upt1 — Up ~ aub ™.
—_————

/

KU
/

. u
Donc v ~ auPt ce qui donne ——
u

TR En intégrant, on a

1 /
() ~ constante.
uP

< . .
On s’attend donc a ce que —5— — — soit a peu pres constante.
Up41 Un

Regardons donc la quantité

p p

pour n € N* et p € N*. Cette quantité est bien définie car ug €]0,n] et cet intervalle est stable par f
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donc Vn € N, u,, > 0. On a, puisque u,, —> 0
n—-+00

u, = un? = (f(un))™? —u,?

= (ty — aul ™ + BuPT o, o (uPTY)) TP — P
_ —p
=u,” {(1 —aub + Buip + onﬁﬂo(uip)) — 1}

(=p)(=p—1)

—u? (1= (-p) (—au + pui?) + P

2
(~ + 502)" = 1t o))

_ —(p+1
=u,” (pozufl -p (B + U )a2> uip + On%+00(uip)>

2
+1
=pa+p (2a2 - ﬁ) ub + 0p—stoo(ub).
—_—————
=7

On en déduit

-r _ ,-Pp 3
un+1 Up, n—+00 bcx.

Par le théoréeme de Cesaro (ou sommation des équivalents car o # 0), on a

n

D _ P
>ty U e oo TP
k=1

Par télescopage, on en déduit :

—-bp
u ~ npo
ntl n—-+00 p

etonau, ~ Uyt puisque f(z)/r —> 1. On a donc
n—-+00 z—0

1 \/r
1 \PxVr 4

u, ¥ —u,? — pa = pyub + op—yoo(ub) WY <npa> =

Avec ceci,

an

donc par le théoreme de sommation des équivalents, puisque a > 0 pour tout n € N*, on a
an

n
- - ol
Z ukfl - ukp —pan Wl o In(n).
k=1

~ u;p
n——+oo

Ainsi,
u,? = pan + L In(n) + 0,5 oo (In(n))

= pan <1 + pzﬂln?(zn) + Op— 400 <1n?(ln)>) .

Ainsi, en passant a exposant —1/p, on a

o o ()1

() B e (4]

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 43 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur




CHAPITRE 8. SERIES NUMERIQUES Chen Thomas

Finalement,

1\ 0 1 \ "7 In(n) In(n)
Up = | —— 9 9 + On—+oc0 ﬁ .
pno peat \ pno n n T

O]
3 0
Evidemment, cela s’applique pour f = sin. En effet, sin(z) = x — 5 + 120 + 0z0(z%). On a donc
1 1 31 1 1
A TR A YR T e M
3 3V3In(n) <ln(n)>
Up =1\ — — —— 0 .
" n 10 nyn T\ nyn
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Chapitre 9

Suites et séries de fonctions

Exercice 56.
Enoncer le théoreme de la double limite. Exhiber un exemple de suite de fonctions vérifiant dans un
premier temps

1. ngrﬁ)o %1_% fn(x) # %1_1)1}1 ngr—il:loo fn(x) avec un a réel

2. puis lim lim f,(x)# lim lim f,(z).

—+00 £—+00 T—+00 n—-+00

Corrigé : voir le cours. Pour retenir, on peut réaliser le schéma suivant :

unif.

ulw) == (@)

n — 400

zPHa T =a

Les fleches noires sont les hypotheses. Les rouges sont les conclusions.

Premier contre-exemple : cas a fini. On considere la suite de fonctions f,, : z € [0,1] — 2™ € [0, 1] pour
n € N. Alors elle ne converge pas uniformément (la limite n’est pas continue bien que chaque f, l'est et converge
simplement vers l'indicatrice de 1, qui tend vers 0 en 17. Par ailleurs, la limite quand  — 1 de f,(x) est 1
donc ¢, tend vers 1 en +oo et 1 # 0.

Deuxi¢éme contre-exemple : cas a = +00. On consideére la suite de fonctions f, : x € RT — arctan(xz/n) €
[0,7/2[ pour n € N*. Alors elle ne converge pas uniformément (Si pour tout € > 0, il existe un entier ng tel
que pour tout n > ng, sup | arctan(x/n)| soit majoré par €. Sauf que pour un tel ng, || fnllc vaut /2 puisque
la limite en +oo de arctan(xz/ng) est 7/2. On conclut par contraposée). Clairement, le théoréme de la double
limite ne tient pas puisque arctan(z/n) tend vers 0 quand n — 400, vers /2 quand x — +o0.

Exercice 57.
On considére la suite de fonctions (f,,), définie pour tout n € N par

fn: Rt — R
2nx

* 1+ n2x2

Etudier la convergence simple, uniforme. Commenter.
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Corrigé : Clairement, (f,), converge simplement vers la fonction nulle (c’est clair pour > 0, c’est bon
pour z = 0) qui est évidemment continue tout comme les (fy,),. Pourtant, la convergence n’est pas uniforme.
En effet, f,(1/n) = 1 pour tout n donc || f, — 0|/« ne peut pas tendre vers 0.

é A

Exercice 58. Soit (ay,)nen une suite positive décroissante. Pour tout n € N, on note

fa: [0,1] — R
x = apx™(l—x)

1. Montrer que Z fn converge simplement sur [0, 1], disons vers f.

n>0
Montrer que f converge normalement sur [0, 7] pour tout r €]0, 1[.
Etablir une CNS en fonction de (an)n pour la convergence normale de f.

Etablir une CNS en fonction de (a,), pour la convergence uniforme de f.

o> 89S

Trouver une suite (ay,), telle que f converge uniformément mais pas normalement.

Corrigé :

1. Soit z € [0,1]. Si x = 1, fu(z) = 0 pour tout n € N. Sinon, (ay) est décroissante positive donc elle est
bornée. Ainsi,

anz" (1 — ) = Opyyoo(z™)

et x € [0, 1] entraine la convergence de Z z". Par comparaison, Z fn(x) converge. Ainsi, Z fn converge
simplement.

2. Soir r €]0,1[. Soit n € N. On a
Vo € [0,r], | fn(z)| = anz"(1 —x) < apr”

donc || fnllco = On—s+0o(r™) donc par comparaison, on a la convergence normale de f sur tout segment

de [0, 1].
3. Calculons ||f,]lcc pour n € N. Soit n € N*. On a f/(z) = a,2" '(n — (n + 1)x). Ainsi, f, croit sur
0, o puis décroit jusqu’a 1. Par positivité de f,, on en déduit que || f,|lcc = fn ), Or,
n+1 n+1

n+1 n+1) n n+1"
N—— N~

3 e 1
n—-+oo ~

1
n—-+oon,

. Gnp . . Qn
Ainsi, ||fulle ~ — donc f converge normalement si, et seulement si, E — converge.
n—-+oo ne n

4. Estimons R, (z) pour tous = € [0,1] et n > 1. Par décroissance de (a)n, on en déduit que

+00 too
0 < Ry(z) = Z arz®(1 — z) < ans1 Z (1 —2) = ansy (a;"“ - 0) < apii.
k=n+1 k=n+1

Ainsi, 0 < [|Ry]|oo < @pt1 done si a, — 0, alors || Ryl — 0.
n—+oo n—+oo

Supposons maintenant que (a, ), ne tend pas vers 0. En vertu du théoréme de la limite monotone,
(an)n converge, disons vers ¢ vérifiant ¢ = inf {a, : n € N*} > 0. ¢ # 0 par hypothese et donc ¢ > 0.
—_———

C[O,ao}
Ainsi,
+o0o +oo
Vo € [0,1],Vn € N*, R, (z) = Z apzt(1—x) >0 Z (1 — x) = 2"+t
k=n+1 k=n+1
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Puisque || Ry |00 > Ry (z) pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N*, on a

Yz € [0,1],Vn € N*, || Ry |loo > £z,
L’inégalité passe donc au sup a droite en
Vn € N [|Ry[loo > £ > 0.

Ainsi, || Ry || ne tend pas vers 0 quand n — 4o00. Ainsi, f converge uniformément si, et seulement si,
a, — O.
n—-+o0o

5. Par le critére de Bertrand, a, = pour tout n € N convient.

In(n + 2)
e T
Exercice 59. Soit n > 2,z > 0 et f,(x) = .
In(n)

1. Montrer que Z fn converge simplement sur RT, disons vers f.

2. Montrer que f ne converge pas normalement sur Rt mais sur [a, +o0o[ pour tout a > 0.
3. Montrer que f converge uniformément sur R*.
4.

Etablir un équivalent de f(z) quand z — +oo.

Corrigé :
:L,e*nl’
1. D’abord la convergence simple. Soit x € RT. Alors pour tout n > 2, u,(z) = OF Six =0,u,(z)=0.
n(n
Sinon,
ane—nx

ln(n) njoo 0

par croissances comparées. Ainsi,
2
Up(T) = On—s4o0(1/n%)
donc Zun(:p) converge. Ainsi, la série Z u, converge simplement.
2. La convergence n’est pas normale sur tout R*. En effet, calculons ||uy,||oc pour tout n € N>o. Pour cela,

étudions la fonction f, : x — xe™™* pour tout n > 2. On a :

Vo >0, fl(x) =e ™ —nre ™ = e (1 — nx).

1 1 1
Ainsi, f,, est extrémale en —, croissante puis décroissante. Ainsi, ||un|lco = —— || fulloo = —— fn(1/n) =
n In(n) In(n)
1 -1
In( )6— pour tout n > 2. Ainsi, par le critére de Bertrand (hors-programme je rappelle), on a la di-
n(n) n
-1
vergence de Z o) donc la divergence de Z It || oo -
n>2 n>2

Par contre, la convergence est normale sur tout intervalle [a,+oo[,a > 0. En effet, soit a > 0 et
1
x > a. Alors il existe N assez grand tel que Vn > N, — < a ce qui signifie qu'a partir de ce N (ce N

vaut donc |1/a] + 1), on a f, qui décroit sur [a, +o00[ ce qui signifie que
Vn 2 N, || falleo = fn(a) = ae™"".

Ainsi,
1

Z |tn|loo = Z mae_m.

k>N k>N

Cette série converge bien évidemment ce qui entraine la convergence normale de E Uy SUr [a, +oo[ pour
tout a > 0.
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3. Soit n > 1. Soit « > 0. Le reste R, (z) s’écrit alors

4‘2020 re— kT _ '1‘20:0 re k@ B - ‘io (e—x)k B xe*(nJrl)x
Pt In(k) — Pt In(n+1) In(n+1) et (I—e®)In(n+1)
Ainsi,
—(n+1)z —nx
e x e x
V. 0, R < = ) 9.1
z>0,] n($)|_ln(n—|—1)1—e—x In(n+1)e* —1 (9-1)
Or, f:zr zx 7 tend vers 0 en +oo donc il existe A telle que f est bornée sur [A, +00]. Par ailleurs,
e J—

f est bornée sur [0, A] par le théoréme des bornes atteintes (f est prolongeable par continuité en 0) : f
est donc bornée sur [0, +o00[, disons par M. On a donc

<1

——
2 x e "M M
< < .
In(n+1)e*—1 " In(n+1) ~ In(n+1)

—nx

Ainsi,

M
RTZ oo S
IRl In(n+1)

ce qui conclut quant a la convergence uniforme de E Uy

4. On a
—2z 400

ze ze~
fl@) = In(2) +nZ::3 In(n)
—_———

Ra(x)

nT

1.6721

In(2)
évidemment). Pour cela, on va essayer d’avoir une estimation de Ra(x). J’ai choisi de prendre la plus
précise, a savoir celle que j’ai notée ((12.2). On a

On veut alors montrer que Ra(z) = 0100 < ) (on peut enlever le In(2) dans le petit o bien

—2x —2x
e T xe 1
Vz >0, |R < = = —2z),
. | Ba(2)] < In(3)e* — 1 In(3) e —1 Oa—-too(we™™)
——
P

Ceci montre donc que Ry () = 0z 1o0(xe %) ce qui montre que
—2x
xe _
f(.ZU) = w —+ Ox*H»OO(I'e 2$).
Ainsi,
—2x
xe
f(x)

Exercice 60 (Autour de ().

Question de cours : Rappeler I'expression de ( et sa régularité. Exprimer ses dérivées.
Etudier le comportement en +oc.

Etablir un développement asymptotique de ¢ en 17 & 'ordre 2.

= 89 B =

On souhaite démontrer avec cette question précédente que la somme des inverses des nombres
premiers diverge.
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(a) On souhaite montrer 'identité suivante :

+o0
Vs>1,n§::1n H

pG’P -bp

I
- =5
o pa o

ou l'on dénote P = {p1, - ,pk, - - } rangés dans l'ordre croissant.

i. Etablir ’existence du produit infini.

ii. On fixe un N € N*. Montrer qu’il existe un entier mg et un entier My tel que Vm >
mo, VM > My,

Vs> 1 — <
z:: e kl;Il ikZ::O (py)*

Indication : on pourra réécrire le produit du milieu en une seule somme.
iii. Conclure.

(b) Conclure.

Corrigé :
+oo
1. c.f. Cours. On rappelle que ((s) := Z — est de classe C* sur |1, +o0[ et que
n
n=1
+00 k
In"(n)
Vk € N,Vs > 1,¢M(s) = > (-1)F -
n=1

2. C’est une comparaison série-intégrale. On a

wtlge 1 modt
Vs>1,Vn€N22,/ 7§75/ &

n S nS

Ainsi, en sommant avec Chasles,

+°°dt 1
1 = < <1
Vs > / 1_((5)_ +s—1

On déduit deux choses : puisque ¢ > 1, par encadrement, ¢ tend vers 1 en +o0o. Aussi, au voisinage de

17, I'inégalité ci-dessus donne donc ¢ ~ .
s—»1t s —1

3. On a déja obtenu le premier ordre. Pour avoir le deuxiéme, il faut étre plus subtil dans la comparaison
série-intégrale. Pour cela, on regarde

1 R | n+1dt = n+l ¢
e i S T
_,_/

n=1 n=1"" n

=:un(s)

On va vouloir intervertir limite et série. Pour cela, une convergence normale n’est pas de refus. On a

% 1,2],V N* 0 o1 " —dt <2 " —d 14
*0<u, < = t < t
s€[1,2],¥n € N*,0 < uy,(s) < 57T v /n ts+1 / € ((R).

On a bien convergence normale de la série donc par interversion limite-série,

¢(s) =

1
lim Z up(l) = lim H, —In(n+1)=r.

s—1 s~>1+ nHJroo n—+o0

Donc

((s) = 5 7+ s (1),
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4.(a) 1i. Pour qu'un produit infini existe, il suffit de regarder avec un In. En effet, soit s > 1.

L 1

Vn € N, In (H _S> :—Zln(l—p;s)
k11~ Pi k=1

—S8

Puisque In(1 — p,®) ~ p,° < n~%, par encadrement, la série avec les In converge donc le produit

converge.
ii. Considérons les entiers compris entre 1 et N et regardons p,,,, le plus grand nombre premier
apparaissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N. De méme, regardons My, la
plus grande valuation apparaissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N. En

considérant un m > mqg et M > My, tout nombre compris entre 1 et N divise leV[ pé\/f pé\/l pn]\f
par construction. Mieux, chaque entier entre 1 et N s’écrit donc p{'p5? - - - pm avec aq, -+ ,

dans [0, M]. Ainsi,

A
3 — < > - <((s). (9.2)
n=1

a1l _ao a
0<on s (P1P2 - Pii")

Il faut maintenant remarquer que

> LTIy
(P} P52 - pim)s k=1 a,=0 (Py*)®

0<au, ,am<M Py P2

iii. En faisant tendre M puis m vers +oo dans (en remplacant avec l'identité ci-dessus) valide
pour tout m > mg, M > M, on a donc

N 1 oo too 4
2 < 1L 2 Gy =<0
En remarquant la série géométrique
X1 1
akz:o (Py*)*® T -
on a
N
2 S_Hl_ =5 < ()

En faisant tendre N vers +o00, on a le résultat voulu.

+o0
1
(b) Supposons que la série E — diverge. Alors par I’équivalent In (11> ~ 1/pr, montre que le
Pk
k=1

P
00 *
produit H — converge. Notons ¢, cette limite. Alors Vs > 1,
k=1 Pr

+o0 1

=111, _S_H

Pk

Donc ¢ est majorée sur |1, +oc[ ce qui est absurde puisqu’elle diverge en 17.

Exercice 61 (Théoreme de Weierstrafl via des probabilités).
On souhaite démontrer le théoreme de Weierstral. Pour cela, soit f : [0,1] — R continue sur [0,1] et
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considérons les polynomes (P, ),cn de Bernstein associés a f, c’est-a-dire

VneN, P (X) =) (Z) XF(1 = X)"F f(k/n).
k=0
On fixe p € [0,1] et n € N. Soit X, une variable aléatoire suivant B(n, p).
1. Montrer que P,(p) = E[f(X/n)].
2. Calculer f(E(X/n)).
3. Conclure a l’'aide de Bienaymé-Tchebychev et Heine.
4

. En déduire le cas ou f est continue sur [a, b].

Corrigé :

1. Par la formule de transfert,

E[f(X/n)] =Y P(X =k)f(k/n) =) <k>pk(1 — )" " f(k/n) = Pa(p).

k=0 k=0

2. Par linéarité de I’espérance, .
E[X/n] = ﬁE[X] =np/n = p.

Donc f(E[X/n]) = f(p)-

3. Puisqu’elle est continue sur [0,1], elle est uniformément continue par Heine. Soit donc ¢ > 0 fixé.
Donnons-nous un 7 tel que Yo,y € [0,1], |z —y| < n = |f(z) — f(y)|] < e. On souhaite regarder la
quantité

|Pu(p) — f(P)| = [E[f(X/n) — f(p)]] < E|f(X/n) = f(p)].

Ainsi, lorsque 1'événement | X/n — p| < n est réalisé, on obtient une majoration convenable. On écrit
alors

|f(X/n) = ()] = [(f(X/n) = f(@) N ix/n—pl<n + Lix/mn—p|>n)|
< |f(X/n) = fFO) 1) x/m—pj<n + [F(X/0) = FOI 11 x/n—p|>n-
<e L2 flloo

Par croissance et linéarité de I'espérance,

Elf(X/n) = f(p)| < eP(1X/n —pl <n) +2||fllocP(IX/n = p| = n).
<1

Par Bienaymé-Tchebychev,

Var(X/n)  p(1—p) 1
P(|X/n — p| > < = < .
(| /n p| = 77) > 772 772n = 4772”

Donc pour n assez grand,
E[f(X/n) = f(p)] < 2e.
Au bout du compte,
[Pa(p) — f(p)] < 2¢

a partir d’un certain rang indépendant de p. Donc P, unify f.
n——+0oo
4. Soit f continue sur [a,b] et g : x € [0,1] — f(a+ (b — a)z). Soit (Py)n, suite de polynémes approchant

uniformément g. Alors la suite de polynoémes (@), définie par Vn € N, @Q,, = P, <baa> approche

uniformément f.
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Exercice 62 (Autour du théoréeme de Weierstraf).

1
1. Soit f, une fonction continue sur [0, 1] vérifiant Vn € N,/ t" f(t)dt = 0. Que dire de f 7
0

2. Montrer que toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme de polynémes de la forme

P,(X?).

3. Considérons f, une fonction continue et (a1, - - , a,) n réels distincts de [0, 1]. Montrer qu'’il existe
une suite de polynoémes approximant f uniformément tel que chaque polynéme coincident avec
fenles (ay, - ,ap).

Corrigé :

1. f va étre nulle. On remarque déja que par linéarité de l'intégrale, pour tout P € R[X], (P,, f) = 0.
Soit (P,)n, une suite de polynémes tendant uniformément vers f sur [0,1] (d’apres le théoréme de
Weierstraf}). Alors par le théoréme d’interversion limite-intégrale, on a

1 1
0= / Pnf — / f2~
0 n—+oo Jo

Donc f? est identiquement nulle donc f aussi.

2. L’astuce est de "rendre pair" f. Posons donc g : x € [-1,1] = f(2)1z>0 + f(2)1z<0. Alors g est paire
et est continue. Par le théoreme de Weierstra8, il existe une suite de polynémes (P, ), qui convergent

uniformément sur [—1,1]. On remarque que (P,(—X)), est une suite de polyndémes convergeant uni-
Pn(X> +Pn(_X)

formément vers z — g(—z) = g(x). Ainsi, Q,, = pour n € N constitue une suite de

polynoémes convergeant uniformément vers g sur [—1, 1] donc a fortiori sur [0, 1] donc vers f. On conclut
en remarquant que @, est un polynéme en X?2.

3. D’apres le théoreme de Weierstraf}, il existe une suite de polynoémes (P,), convergeant uniformément
vers f sur [0, 1]. Considérons la base d’interpolation de Lagrange

n
X —aj
L 1<i<n.

On pose alors pour k € N

Qr(X) = P(X) + > _(f(ai) — Pelai)) Li(X).

i=1

Alors V1 < i < n,Qk(a;) = f(a;). De plus,

1f = Qullse < M1 = Prllos + D [ f(as) = Prlaa)lll Lillse < IIf = Prlls <1 + HLz‘Hoo> —— 0

i=1 i=1 ko0

On a le résultat voulu.

Exercice 63 (Théoreme de Fejér).

On souhaite généraliser le théoréme de Weierstraf$ en le suivant : toute fonction continue et 2m-périodique
est limite uniforme de polynomes trigonométriques. Le théoréme de Fejér donne une réponse. L’exercice
propose une preuve orienté vers ce corollaire. On laissera le cas général au lecteur. On parle dans la
suite, sans le dire, de la théorie des séries de Fourier. Nous ne rentrons pas dans les détails, c’est un
prétexte pour faire des séries de fonctions. Soit f € CY(R,C). On suppose que f est 27-périodique. Pour

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 52 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS Chen Thomas

tout k € Z, on note e, : ¢ € R — €** € C. Pour tout n € N on définit pour n € N

1 2T ] i
%/0 F)e™dt, Sp = > cr(f)ex, Cn : Zsk

k=—n

cn(f) =

Ce sont respectivement le n—eme coefficient de Fourier de f, la somme partielle de la série de Fourier
de f, la moyenne de Cesaro de la série de Fourier. On note aussi

n

~ 1 no_
8y = Z er, Cn ::n_{_lkz::oSk.

k=—n

T
1. Calculer / C,, pour tout n € N.
—T

2. Soit a €]0, 7[. Montrer que (C,,) converge uniformément vers 0 sur [—m, 7]\[—a, o.

3. On pourra admettre cette question dans un premier temps. Montrer qu'une fonction continue sur
R et périodique est uniformément continue sur R.

4. Montrer que (Cy), tend uniformément vers f.
Indication : on pourra montrer que Y € R,Vn € N,C,(z) = o / f@)Cp(x — t)dt =
0
1

- /:rf(a: —)C(t)dt.

Corrigé :
1

1. Il est aisé de montrer que Vk € N, or J7 . er = 0k. Ainsi,
T

Vn € N, —/ S, (t)dt =1
s

et 1 .
N, — O (H)dt = 1.
— ,ZW/_WC()

2. D’abord, S,. Pour tout z € R\27Z, on a

2n : 1
_ . : 1 1 .
Vn € N, Sn — o~ nT Z(ezx)k _ Slns(;’lz;;)x _ Sin(g)g(&(rﬂr%)x).
k=0 2 2
Or Vn € N,
n 1 n i(n T
Z sin(n + 3)z _ Z 1 %(ei(l”%)“) 1 S (e’ge ( TH) 1)
= sin(3) = sin(3) sin(5) e —1
1 int1, sin( ) sin(%Hz) 2
= —~Im | e 2 ~ = -
sin(§) sin(%) sin(%)
De fait,

On en déduit donc que

1

Va €]0,7[,¥n € N,V € [~ 7]\[~a, ], |Cn(2)] < (n+ 1) sin?(a/2)

Donc la série de fonctions converge uniformément.
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3. Disons T' > 0, la période. Fixons € > 0. Par le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur
le segment [—T,27] : il existe donc nn > 0,Vz,y € [-T,27),|x —y| < n = |f(z) — f(y)] < e. On
peut supposer n < T (si n > T, la propriété est vraie pour T en particulier). Soit donc z,y tel que
|z—y| < n. x est alors compris entre kT et (k+1)7T pour un certain k. Alors 2’ = x—kT € [0,T]. Puisque
|t —y| <n<T,onay :=y—kT € [-T,2T). Puisque |2’ —¢/| = |z —y| < net que ',y € [-T,2T],
on a |f(a’) — f(y/)] < e. Mais f(z') = f(x), f(y/) = f(y) done |f(x) — F(y)] <.

4. Déja, on remarque que

Wz € R,¥n € N, S, ;ﬂf:(/ £(0) ’ktdt> 27T/ F(OS(x — t)dt

k=0

Ainsi, on en déduit

Ve e R,Vn e N,C,(z) = f() w(x —t)dt.

or J-
Par le changement de variable u = x — ¢t et la 27T—per10d1c1te de l'intégrande, on a
1
vz € RV eN,Cole) = o [ f() (@ — 1)d / Flz —t)Co(t)dt
s

Soit € > 0. Par la question précédente, il existe n > 0 tel que Va,y € R |z —y| < n = |f(x)— f(y)| < e.
On peut supposer que 7 < 7. Une fonction continue périodique étant bornée, notons M un majorant
de |f|. Alors Vz € R,¥n € N

£@) = Cal)l = |57 [ (e = 1)~ F@)Calt)c

1 ~ 1 o
< 2MCntdt+—/ eCp(t)dt
_%/MM (Ot +5- [ =Cult)
2M ~
< —/ o (B)dt + .
21 Ja<t|<r

La convergence uniforme de (C),),, assure que U'intégrale est bornée par € & partir d'un certain rang. On
a la convergence uniforme voulue.
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Chapitre 10

Séries entieres

Exercice 64 (Cauchy-Hadamard).
Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z anz". Montrer que
n>0

— = lim sup|ag|*.
R n—-+o0o k>n

Corrigé : on va d’abord montrer les deux résultats suivants.
On a un théoréme un tout petit peu plus général que Cauchy, voir Pexercice [51]
Théoréme 1. Soit (uy)neny € (RT*)N. En considérant la série Z Up, en notant £ = lim sup {/u,, (lim sup u,, :=
n>0 n—-+00 n—-+o0o

lim supuy) :
n—-+4oo k>n

1. si £ > 1, la série diverge grossiérement.
2. si £ < 1, la série converge absolument.
3. si £ =1, on ne peut rien dire.

-1
Démonstration. 1. Dans ce cas, a partir d’un certain rang N, Z Yug > £ — — > 1 donc u ne peut

k>N
pas tendre vers 0 (raisonner par I'absurde) : la série diverge grossiérement.

1-/
2. Dans ce cas, a partir d’un certain rang NV, Z Yu, <0 — 5 < 1 et puisque le sup est un majorant,
k>N

VE > N, ¥ui < Z Y, <0 — 17_6 < 1 et on est ramené & comme avant.
k>N
3. Les mémes exemples fonctionnent. (la notion de limite et limite supérieure coincident quand la suite
converge. En fait, la limite supérieure est caractérisée comme étant la plus grande valeur d’adhérence
dans R).
O

Et bien avec ce dernier théoréeme, le critére de Cauchy-Riemann tombe automatiquement : on regarde la

série > apz™ et le critere de Cauchy donne, en notant ¢ = limsup a,z, le rayon de convergence est donc
n——+00

1/R = limsup {/ay,.

n—-+o00

donné par

Exercice 65 (Calcul de rayon de convergence). Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres
E anz" avec (ap)nen définie par
n>0

95
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1

®) rmt2) b) H, ¢) nl=V" d) 1p(n) ¢) mVA
Corrigé :
n
1. On trouve 1 par d’Alembert. Pour la calculer, on fait un DSE. Ensuite, on ruse en disant que 12 =
n
1 mn+2
22n+2

2. On trouve 1 par d’Alembert. Pour la calculer, on remarque que c’est le produit de Cauchy > z™ avec
> 2" /n dont on connait les développements en séries entieres.

3. C’est un terme qui est un o(n) donc R > 1. Pour x = 1, (ay,), n’est pas bornée, le rayon est au plus 1.
Pour la calculer, on regarde > na™, ses termes pairs et impairs. On remarque que le rayon de convergence
de la série des termes pairs est 1, de méme que pour les termes impairs et

= 2n 2 = 2\n—1 22
nz:%(Zn)x =2z nz::ln(x T = =2
par dérivation. Par ailleurs,
1 o o — = ; 2n+1
n(l+z)—In(l —x) 2;2n+1x .

4. C’est bornée par 1 donc R > 1. Pour x = 1, (ay,), n’est pas bornée, le rayon est au plus 1.

,n.\/n—i—l

5. On remarque que ~ /v donc par d’Alembert, le rayon vaut 1.

Exercice 66. Soit f(z) = Z anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit r €]0, R].
n>0

1. Etablir la convergence normale sur [0,27] de 6 — Z an™e ™ R0 pour tout k € N.
n>0

2. En déduire une formule intégrale de Cauchy :

27 . .
Vk € N, 2rrFay, = f(re®)e=*94p.
0

3. On suppose que R = +o00 et que f est bornée sur C. Montrer que f est constante. C’est presque
le théoreme de Liouville!

Remarques. Un théoreme dii & Cauchy dit la chose suivante : sous certaines hypotheses,

z
Vzo € D(a, r),/ &dz = 2im f(20).
Cla,r) 2 — 20
On a établi un cas particulier ici, et bien siir, le fait que f soit somme d’une série entiere entraine les «
hypotheses ».

Le théoréeme de Liouville dit la chose suivante : si f est dérivable au sens complexe (holomorphe) sur tout
C et bornée, alors f est constante. Une application directe est le théoreme de d’Alembert-Gauss. Si P est un
polynoéme de degré au moins 1 qui ne s’annule pas, 1/P est holomorphe et est bornée en I'infini donc est bornée
tout court. Donc 1/P est constant, donc P aussi. Absurde!
Corrigé :
1. Soit k € N. On a
Vn € N,V € [0, 2], |apre’ " 0| = |a,r"| € £}(N).

Donc la série converge normalement sur tout [0, 27| pour tout k € N.
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2. Soit k € N et 6 € [0, 27]. Alors
f(,rezﬂ)e—ike _ Z anrnei(n—k)Q‘
n>0
On vient d’établir la convergence normale de cette série. Par le théoréeme d’interversion série-intégrale
sous convergence normale, on a

2w . . 2
/ f(re®ye 99 = Z anr"/ 040 = omayrt.
0 >0 0
2705,

3. Soit M tel que |f| < M. Alors

1 2

M
m Mdezi.

vk € N Jax] = 2wk Jo rk

o
f(re’e)e_’k9d0’ <
0

Lorsque r tend vers I'infini, on a donc a; = 0 pour tout k£ > 1. Donc f = ay.

Exercice 67 (Nombre de dérangement).
Soit n € N*. Soit D,, le nombre de dérangement dans [1,n] (c’est-a-dire des éléments de &,, sans points
fixes).

1. Calculer Z (Z) Dy.

k=0
ZTL
2. On considére la série génératrice exponentielle de (D), (a savoir Z Dn—') et on note D sa
n!

n>0
somme. Montrer que son rayon de convergence R est supérieur ou égal & 1. En déduire D(z) pour
z € D(0,1).
3. Calculer D,, pour tout n € N.
Corrigé :

1. On compte les permutations de &,, comme suit :
e On fixe le nombre de points fixes d’une permutation. Disons k.

n
e On choisit les points fixes. [l y a ) choix.

o On dérange les éléments restants (il ne doit pas y avoir de points fixes). Il y a, par définition, D,,_j
choix.
e On obtient alors de maniere unique une permutation.

Ainsi,
n n " n " n
o=t =3 (1) o= 3 (" )= 3 ()2

k=0 k=0 k=0

D
2. Clairement, 0 < —f < 1 pour tout k > 0. Ainsi, D définit une série entiere de rayon R > 1 par le lemme

d’Abel. Remarquons qu’en divisant par n!, on a

"D 1
L=y T~ = g

k=0 ptg=n

On reconnait un produit de Cauchy. En fait, pour tout |z| < 1,

IR o Bl (ol ) EED o

ol ol _
>0 " >0 Y >0 \ptg=n P T n>0 l—=
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donc V|z| < 1, D(z)e* = . On en déduit

1-=2
e*Z
V|iz| < 1,D(z2) = .
ol < 1,D() = £
3. Eh bien, calculons D(z) pour |z| < 1. On a
—z “+00 n —+00 +oo n
-1
€ — Z ( ) P Z Py
—z n!
n=0 /=0 n=0 p=0
Par unicité du développement en série entiere,
k
Dk (=1)P
p=0
C - ) (=1)"
On reconnait a droite une série alternée. Notons Ry = Z - Alors
n>k+1
D 1
VE>0,2F == _ R,
k! e
Ainsi,
K1
*+*—Dk+ +k"Rk
Par le crité écial des séries alternées, |Ry| < ! k>1,d |k!Ry| < ! <1A
ar le critere spécial des séries alternées our onc —— < —. Ainsi,
P V= e P NS v =2

1 1
3 + k!Ry, est compris entre 0 et 1 donc la partie entiere de Dy + 3 + k'R est Dy, (car Dy est entier)
pour tout k > 1. De fait,

1

Exercice 68 (Un calcul).

—+00 (_1)71 n 1
Calcul E E .0 bi i justifier I’exist .
alculer P <n n 1 ] o0 T 1) n commencera D1Een sur par justiner l'existence

Corrigé : On commence par étudier la convergence de la série.
1 i 1
n+12k+ 1

Posons, pour tout n € N, u,, = On veut appliquer le critere spécial des séries alternées.

Décroissance de (uy).

1 n+1
u”+1:n+2§)2k3+1
1 i 1
n+2 02k:+1 2n+3
1 ( 1 )
n+2 T3
Donc
= s (4 D+ = D)) = g (5 )
Untl =i = o\ I Ty T ) = T o\ 3T )
1 1
Or (up)n est la moyenne de n + 1 termes supérieursé2n+1,d’of1 un22n—|—122n+3'

Ainsi, upy1 — up <0 et (uy), est décroissante.
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Limite de (uy,).

n 1 2n+1
Du, = < — ~In(2 1) ~1
(n+1u ];)2k+l_kz::1k n(2n + 1) ~ In(n)

In(n
Ainsi u, = O (()> et en particulier, lim w, =0.
n n—-+oo
Comme de plus (up)n est une suite décroissante, d’apres le criteére spécial des séries alternées, Z(—l)”un

n>1
converge.

On s’intéresse maintenant au calcul de la somme.

+oo
On pose g(z) = Z(—l)"unx” et on note R son rayon de convergence. On veut calculer g(1).

n=0
D’apres étape précédente, g(1) converge et donc R > 1. On peut montrer avec le critére de d’Alembert que
R = 1. Cela nous assure que g est continue sur | — 1, 1[ au pire, mais on aimerait que g soit continue en 1.

Montrons donc que g est continue sur [0, 1]. Soit x € [0, 1] :
— La suite (u,x™), est a termes positifs;
— La suite (u,z™), est décroissante (c’est un produit de deux suites positives décroissantes) ;
— La suite (u,x"),, converge vers 0.
D’apres le critere spécial des séries alternées :
— Z(—l)”unx” converge ;

n>1
— Le reste Ry (x) vérifie : Vz € [0,1], |Ry(z)] < |upa™| < up.
Donc R,, — 0 et la série converge uniformément.

n—-+o0o

Par théoreme de continuité des séries de fonctions, g est continue sur [0, 1].

On souhaite trouver une autre formule pour

g(z) = Jio (nnlLl i <2kl+ 1(_:6)”)) ‘

n=0 k=0

Cette derniere expression suggere de calculer le produit de Cauchy de deux séries bien choisies :

= n = (_:L.)n = . (_1)k n—k n
(Eer) (E57h) -Z (Sartrv):

n=0 n=0 n=0 \k=0 1
+o00 n
—1)"
-5 (Lh)
n=0 \k=0 T

+o00
= Z(n + Dup(—2)".
n=0

Mais on connait une expression pour chacune de ces deux séries. Soit x € [0, 1[.

D’une part,
+oo 1
> (o) =
n=0 x

d’autre part,

too Ly too 20 +oo )2+l arctan(/x
>t Yyt = Sy Y )
n=>0

—oam+1 = 2n 2n+ 1)y Vo
On obtient donc

= n o arctan(y/z)
nz;;(—l) (n+ Dupz™ = N
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Comme la série converge normalement sur | — 1, 1] et donc sur [0, z] pour = € [0, 1], on peut intégrer terme
a terme :

+00
¢ arctan (/)
va € [0,1], 1)t = [ ARV gy
0:11 nz::o( ) 0o Vi(1+1)

le terme de gauche valant zg(x). Par continuité de g en 1, on a alors

Larctan(v/%) i@t

g(1) =
@) o V(1 —I—t)
arctan(u
= / 2udu en posant t = u?, dt = 2udu
(1+ u2
/ 2 arctan’ (u) arctan(u)du
[ (arctan(u }
B 2
16°
[ Exercice 69 (Un calcul 2). D.S.E. de f := arcsin?. ]
Corrigé : déja, sur | — 1,1[, arcsin? est développable en série entiére en tant que produit de fonctions
développables en série entiere arcsin et elle-méme — pour voir que arcsin est développable en série entiere, on
+00
dérive et on reconnait une fonction développable en série entiere que 'on integre Soit donc Z apx" une
n=0
série entiére définie sur | — 1, 1] coincidant avec f. On a

2 arcsin(x)

Vz €] —1,1], f'(z) = Vg

donc
Vo €] = 1,1[, (1 - 2®) f?(z) = 4 (2).
On redérive :
Vo €] = 1, 1], =2z f?(x) + 2f'(x) f" (z)(1 — 2®) = 4 ()
ce qui donne finalement

Vo €] —1,1[,(1 — 22) f"(z) — zf' (z) = 2.

Place aux séries entieres. Soit x €] — 1, 1].

+00 +00
f(x) = Z n(n —1a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1)api02"
n=2 n=0
et
+oo +o0
"(z) =z Z na,z™ ' = Z na,x"
n=1 n=1
Ainsi,
+oo +oo
(1—2*)f"(z) —xf (z) = Z(n +2)(n+ 1)ap422™ — Z n(n — 1)a,x Z NnayT
n=0 n=2

1. toute cette phrase, c’est sur | — 1, 1].
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En arrangeant les degrés,

+00 +oo
2ay + 6aszr — a1z + Z (n+2)(n+ 1Dant2 —n(n — 1a, + nay) 2" = Z ((n + 1)(n+ 2)ant2 — nQan) a".
n=2 n=0

Cette quantité vaut 2 donc :

n2

2&2:2, VnGN*,an+2:m

Q.

Puisque f(0) = 0, f/(0) =0, on a ap = a; = 0. Par récurrence immédiate, les termes impairs sont nuls. Pour
les termes pairs, une récurrence immédiate montre

2272((n — 1))

Vn € N* =
nEN, 020 n(2n —1)!

Exercice 70. Soit (¢, )nen une suite de réels vérifiant

n—1
co=1, VneN* ¢, = Z ClCr—1—Fk-
k=0
+oo
On consideére f(z) = Z cpx™ pour x réel de rayon de convergence R > 0.
n=0

1. Montrer que Vz €] — R, R[, f(z) = 1 + 2 f?(z).
2. Donner une expression de f (on remarquera qu’il suffit d’imposer une condition sur R pour avoir
une expression simple).
1—+1—4x
2z
4. En déduire une expression close de (¢,)nen-

3. Montrer que x +— est développable en série entiére sur | — 1/4,1/4].

5. On cherche a donner du contexte sur I'apparition des (¢ )nen. Soit n € N*.

(a) On se place dans le carré [0,n — 1]?. Une particule se trouve en position (0,0) et ne peut
se déplacer que vers la droite ou vers le haut de sa position (tout en restant dans le carré).
Combien existe-t-il de chemin la menant vers (n — 1,n — 1) sachant qu’elle ne peut se trouver
en position (,7) avec j > 17

(b) On dit qu'un mot est bien parenthésé lorsqu’il est soit vide, soit pour toute parenthese fermée,
il existe une parenthese ouverte placée avant qui enferme un mot bien parenthésé. Par exemple,
« (()) » est bien parenthésé, « ())( » ne l'est pas. Combien existe-t-il de mot bien parenthésé
de taille 2n 7

(c) On considére un cercle et 2n points de ce cercle. A chaque point, on le relie & un unique
autre point. On dit que la configuration des cordes est admissible lorsque aucune corde ne
s’intersecte entre elles. Combien de configurations admissibles existe-t-il 7

Corrigé :

1. Soit « €] — R, R]. Alors par produit de Cauchy,

“+oo “+oo +oo
f(x) = Zcpxp Zcq:cq :Z Z cpcq | "
=0 4=0 n=0 \p+a=n
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Ainsi,

1+ zf%(x —l—I—xZ(Z cpcq>x

n=0 \p+qg=n

n=0 \p+g=n

—1—1—%( Z cpcq) "t
:1—1—%0( > cpcq)x”

n=1 \p+qg=n—1

= coz’ + Z cnx™
n=1
= f(z).
2. Soit z €]0, R[. Alors

1 1 1\ 1 1
2 _ 2 _
2f2(a) = f(2) + 1=0 4= Pa) = L f@)+ =0 (f@) =5 ) ~s+ -
—_——
— 1471‘42.L
1 1+ \/
Ainsi, des lors que 1 — 4z > 0 a savoir z < pona flx) = . Si le signe devant la racine est

+, alors en 0, f tend vers I'infini ce qui n’est pas : ¢’est donc un - On a le méme résultat sur | — R, 0.

Ainsi, pour R < 1/4, on a
1—+1—-4zx

vz €] — R, R[\{0}, f(z) = 2z

3. On rappelle le D.S.E. de v/1 — z. Pour z €] — 1,1[, on a

ZIE-D-G-m-1)

mzz

n!
n 1 1
k:

Or 1 1 1 2n—3
1 12k 1 i 1 11 o
[1(5-%) =11 (5 ) =gt Ilek-D =g Ik
k=0 k=0 k=0 k=1,k impair

Pour conclure, on écrit
=(2n)!
2n—1 2n
2n—3 2n—1 H . K H . b |
H L — 1 H L — 1 k=1,k impair k=1,k pair 1 (271)
= = - = .
k=1,k impair 2n—1 k=1,k impair 2n—1 Hk:l 2k 2n —1 2"n!
On a donc
"1:[1 <1 k) (=DMt (2n)! (1) (2n)!
L1\ 2 o2n 2p—127n)  4npl(2n—1)°
Finalement,
1203 — k) (1= (2n)! 1
n! n!?2 47(2n — 1)
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ce qui donne

Ainsi,

! +°°<2n+2> L an

2x = n+1/2n+1

_Jio 2n+2\ 1 o
N n+1)4n+27 "
n=0

4. Pour z €] —1/4,1/4][, on a donc

— Jiocnx” - vV ”1_4$ ZOO <2n - 2) 1 n.

T
oy n—+1 n+ 2

Par unicité du D.S.E., on a

Vn €N, ¢, = 2n+2 1 _(@Cm)iEn+1)2(n+1) 1 o @2n)! (2n) 1
o \ntl)dant2 aP+1)2 0 2@2n+1) nPr+l) n+1

5.(a) Pour n =0, il y a 1 seul chemin. Pour n € N*, pour construire un tel chemin, il suffit de construire
un chemin qui va de (0,0) a (k, k) (il y a par hypothese ¢;, chemins possibles) puis de (k, k) & (n,n)
(c’est-a-dire autant de chemin que pour aller de (0,0) a (n — k,n — k) & savoir ¢,_r_1 choix) et ce,
pour chaque k dans [0,n — 1]. On a donc

n—1
Cn = Z CkCn—1—k-
k=0

(b) Pour n =0, il y a un seul mot qui est le mot vide, bien parenthésé. Pour n € N*, pour construire un
mot bien parenthésé de taille 2n, je note 0, - - - ,2n—1 les positions des parentheéses. Je note alors N la
position de la parenthese fermée qui ferme la parenthése ouverte en position 0. k est nécessairement
impair, je le note 2k 4+ 1. Alors il suffit de construire un mot bien parenthésé entre les indices 0 et
N — 1 (donc un mot de taille 2k + 1 — 1 = 2k donc ¢, choix) puis un mot bien parenthésé entre les
indices N +1 et 2n — 1 (donc un mot de taille 2n —1— N —1+1 =2(n—k —1) donc ¢,,—1_j, choix).
Choisir N revient & choisir £ dans [0,n — 1] donc

n—1
Cn = Z CkCn—1—k-
k=0

(c) C’est la méme preuve que le cas précédent, les arétes étant davantage géométrique.
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Chapitre 11

Espace euclidien

Exercice 71.

Soit (E, (-,-)), un espace euclidien et (e1,--- ,ep), une famille de vecteurs de E de norme 1 telle que
P

Vz € E,||z|? = Z(m, ex)?. Montrer que (eq,--- ,e,) forme une base orthonormée de E.
k=1

Corrigé : Soit ¢ € [1,p]. Alors pour x = e;, on a

p
1= (e er)” = (eien)’ + el
k=1

ki
Donc Z(ei, ex)? est nulle, donc e; est orthogonal & tous les ey, k # i. Ainsi, les (eq, - - - ,ep) forment bien une
ki
famille orthogonale. Unitaire, elle est donc orthonormée.
Elle est donc libre. Reste a montrer le caractere générateur. Pour cela, posons F' = Vect(ey,--- ,ep). On veut

montrer que F+ = {0}. Soit € F. Alors = est orthogonal & tous les e donc la formule donne ||z[|?> = 0.
Donc F+ = {0}. Ainsi, (F+) = F = {0} = E. (On a bien que le biorthogonal donne I'espace initial car F
est euclidien).

Exercice 72 (Distance).
1

Calculer inf (te' — (at + b))2dt.
(a,b)€R? Jo

Corrigé : On se place dans E = Vect(f : t — te!,g : t +— t,h : t = 1), muni du produit scalaire usuel sur les
fonctions continues sur [0, 1]. On note F' = Vect(t — ¢,t — 1) ~ R;[X]. On a alors que

/Ol(tet — (at +b))%dt = ||f — (ag + bh)||?

donc
1

inf te! — (at +b))%dt = inf — (ag + bh)||* = d(f,R:[X])2.
e ), (te" — (at + b)) o 1f = (ag + bh)||” = d(f, Ry [X])
Méthode : (pour calculer d(z, F) avec x € E et F sev de E)

1. Trouver une famille libre de F'.

2. L’orthonormaliser. On note cette famille (eq,--- ,ep).
P
3. Utiliser d(z, F) = | [|@]|2 = ) _(z, ex)?
k=1
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Ici, j’ai comme famille libre g, h (qui correspondent a 1 et X). Il faut 'orthonormaliser pour le produit scalaire
choisi. Clairement, h est de norme 1 pour la norme induite par le produit scalaire. Notons alors e; = h. En

1 1
réalisant Gram-Schmidt, on obtient fo = g— (g, e1)e; i.e. fo 1t —t —/ tdt =t — 3 Il ne reste qu’a normaliser
0

1 1 1 1 1 1 1
2 2
fi=| —t+-=c—-+-=_—.
/() 2 /0 4 3 2 4 12

Donc €y — \/ﬁfg = \/§(2g — 61).

Il reste a appliquer la formule de la distance. Déja la norme de f au carré.

R R
- 0 - 0 c.f.;(?? 4

Ensuite, les produits scalaires au carré :

/Olfxlz{tet};—/oletdtzl

/01 F(H)(V3(2t —1))dt = 2\/5/01 t2e't — V3 =2V3 <[t2et]; - [2tet]; + /01 Qetdt> — V3 =13(2e - 5).

f2. On regarde

Donc
1 62 -1
inf (te! — (at 4 b))2dt =
(a,b)€R? Jo

1
—1-3(2e—5)?2= — (805 — 240¢ + 47¢6%).

(Confirmé par WolframAlpha®).

r

Exercice 73 (Polynémes orthogonaux).
Soit a < b, deux réels, I = [a,b]. Soit w : I — R, une fonction continue et strictement positive sur I.

1. Montrer que C(I,R) muni de I’application
(): C°(I,R)xC°(I,R) —» R
b
(f.9) = / fgw
a

est un espace préhilbertien réel.

2. Montrer qu’il existe, dans R[X], une base orthogonale pour ce produit scalaire de polynémes
(Pn)nen telle que Vn € N, deg(P,,) =n et cd(P,) = 1. Y a-t-il unicité?

3. Montrer que les (P,)nen sont scindés a racines simples, et que ces racines sont dans |a, b|.

Remarque : il y a encore tant a dire a propos des polynomes orthogonaux...

Corrigé :

1. Le fait que c’est bien un produit scalaire est la méme preuve que pour le produit scalaire intégral usuel,
et les arguments fonctionnent car w est continue et strictement positive.

2. On réalise une sorte de Gram-Schmidt. Toutefois, nous devons procéder par récurrence étant donné que
la suite des polyndmes est une suite infinie. On considere la famille libre (1, X,---,X",---) de R[X].
On fera ici 'abus de notation entre un polynéme P(X) et la fonction polynomiale associée x — P(z).
On fait Gram-Schmidt sur la famille puis on multiplie par I'inverse du coefficient dominant pour avoir
des polyndémes unitaires. Remarquons que 1’on obtient une famille échelonnée en degré. On dispose de
l'unicité. En effet, soit (P)n, (@Qn)n, deux bases de R[X]. Soit n € N.

1Py — Qull*> = (Pn — Qun, Pn) — (Pn — Qn, Qu).
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Or, P, — Q, est de degré n — 1 car c’est la différence de deux polyndémes unitaires de degré n. De fait,
P, est orthogonal a P, — @, (il suffit de décomposer P,, — @Q,, dans la base (Fy,--- , P,_1) par exemple).
Ainsi, puisque le raisonnement marche pour @), les deux produits scalaires sont nuls. De fait,

Hpn - Qnuz =0.
Ainsi, P, = Q. Cela étant vrai pour tout n, on obtient 'unicité voulue.
d
3. Fixons n. Soit x1, - - - , 24, les racines dans |a, b[ de multiplicités impaires de P,, . Notons @ = H(X — ;).
i=1

S’il n’existe pas de racines, on note ) = 1. Alors P,Q est positif. (preuve : voir (*)). Si d = n, alors
P, = Q et P, est scindé a racines simples, a racines dans ]a,b[. D’ou le résultat. Supposons d < n — 1
donc @ € R,,—1[X]. Clairement, @ divise P,. Notons T, le quotient. On a alors

P.Q =TQ%

On en déduit donc que P,QT > 0. Or, T n’a, par définition, aucune racine impaire, car sinon, elle serait
dans @. Donc ) ne change pas de signe sur ]a, b[. Donc P,Q est positif. De I’égalité

<Pn7Q> =0,

on en tire P,Qw = 0 sur [a, b] car (P,, Q) = 0 est une intégrale nulle d’une fonction continue positive. w
étant strictement positive, j’ai donc P,Q = 0 sur [a, b]. [a, b] étant infini, P,Q = 0 dans K[X]. Absurde
car K[X] est integre.

Exercice 74 (Obtusangle).
Soit (E, (-, -), un espace préhilbertien réel. On dit que (o, - - ,z;) est obtusangle si V(i, j) € [0,p]?,i #

Jj = (x;,x;) < 0. Montrer que (zo,--- ,xp) obtusangle implique (x1,--- ,xp) libre.
P
Corrigé : Supposons-la liée. Soit A1, -+, \,, des réels non tous nuls tels que Z Aix; = 0. Alors
i=1
Ai (x4, w0) =0
<0

Ainsi, en considérant
I={ie[l,p]: \i >0} et J={j€[1,p]: A <0},

ces deux ensembles sont non vides. On a de plus
Z iy = — Z Ajrj =:x.
iel jeJ

Alors

2] = (z,2) = — <Z Aixi,ZAﬂj> =— > A {wi,ay) <0
(4,3

X X N——
iel jeJ )elxJ 20 >0

car I x J est non vide. Absurde.

é N
Exercice 75.
Soit E, un espace euclidien et p, un projecteur sur F. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. p est un projecteur orthogonal.
2. Vz € E, |p()| < [l
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3. ker(p) et Im(p) sont orthogonaux.

Corrigé : Procédons par équivalence successives.

1 = 2 Supposons p orthogonal. Soit x € E. Alors ||z||? = ||z — p(z)||? + ||p(z)||>. De fait, ||z|?> > |p(z)]|?
et en passant a la racine, on a le résultat.

2 = 3 Soit (z,y) € ker(p) x Im(p). Soit A € R. Alors p(Az +y) = p(y) = y. De fait

ez + )12 = lyl? < Az +ylI*> = lyll? + N2||z]|> + 2\ (z, y).

De fait, la fonction polynomiale A — A\2||z|? + 2\(z,y) est positive, donc de discriminant négatif. Son
discriminant est négatif si, et seulement si (x,y)? < 0 ce qui signifie que (x,y) = 0. Ainsi, ker(p) et
Im(p) sont orthogonaux.

3 =1 C’est la définition puisque p est un projecteur.

Exercice 76. Une symétrie par rapport a un hyperplan est appelée réflexion par rapport a cet espace.
Soit n € N*. On munit R™ de la norme euclidienne || - ||. Le théoréme de Cartan-Dieudonné assure que
O(R™) est engendré par n réflexions. Nous ne contenterons ici que de montrer que O(R"™) est engendré
par des réflexions.
1. Soit X,Y € R™ avec || X|| = ||Y]|| et X # Y. Soit H = (X —Y)* et s une symétrie par rapport &
H. Montrer que s(X) =Y.

2. Soit u € O(R™). Soit F un sous-espace stable par M. Montrer que F- aussi.

3. Conclure.

Corrigé :

1. On remarque que X +Y et X —Y sont orthogonaux. En posant X = %(X +Y)+ %(X —Y),ona
s(X)=Y.

2. Une isométrie est inversible donc dim(u(F)) = dim(F). Ainsi, par dimension, u(F) = F. Soit X € F*.
Alors Vy € F,(u(X),u(Y)) = (X,Y) = 0. Donc VY € F,u(X) L u(Y) donc u(X) L u(F) = F donc
u(X) € Ft.

3. Montrons par récurrence sur p < n que

siu € O(R") et dim(ker(u — Id)) = p, alors u s’écrit comme un produit de réflexions.

Si p = n, alors u = Id qui est un produit de 0 réflexion. Supposons H,,,--- , Hp41 pour p € [1,n — 1]
vraie. Soit u € O(R™). Soit F' = ker(u — Id) de dimension p. On souhaite alors montrer qu’il existe une
réflexion s telle que ker(s ou — Id) soit de dimension strictement supérieur a p.

Soit X € Ft. Alors X ¢ F donc u(X) # X mais on a toujours ||u(X)|| = || X||. Appliquons
donc la question 1. Soit s réflexion par rapport a (X — u(X))* vérifiant s(u(X)) = X. Alors on a
X € ker(sou —1Id).

En montrant que F' C ker(su—1I), on aura le résultat : il suffit donc de montrer que pour tout Z € F,
5(Z) = Z. Par 2, X —u(X) € F*. De fait, Z € (X —u(X))* et s(Z) = Z. Ainsi, F C ker(s ou — Id)
mais X est orthogonal a F' donc F @ Vect(X) C ker(sou—1d) qui est de dimension au moins p+ 1 mais
majoré par n. Par récurrence forte, comme s o u est une isométrie (O(R™) est stable par composition),
s ou est un produit de réflexions donc en multipliant & gauche par s~' = s qui est une réflexion, on
obtient que u est aussi un produit de réflexion.

Par le principe de récurrence, pour tout u € O(R"), comme dim(ker(u — Id)) € [0,n], u s’écrit
comme un produit de réflexions.

Exercice 77. Soit u € L(FE). u est dit normal lorsque uu* = u*u. Les endomorphismes autoadjoints
et les isométries sont normaux. On sait réduire les réduire mais on peut faire plus général : ’exercice
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propose de réduire des normaux. Soit donc E un espace euclidien[’] de dimension finie n.

1. Soit u € L(F) et F sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que FL est stable par w.
Montrer qu’alors, si v est normal, up est normal.

2. Soit u € L£(FE) normal. Montrer que £y est stable par u*.

3. Cas de la dimension 2. On suppose que n = 2 dans cette question. Soit u € L(F) normal.
Montrer que soit u est diagonalisable, soit u est une similitude, c’est-a-dire, s’écrit dans une base
orthonormale,

a —b
M := Mat =
atg(u) (b a )
avec b # 0.

4. Montrer le théoréme suivant : pour tout u € £L(E) normal, il existe une base B orthonormale de

FE telle que

A1
0
M o
atg(u) =
0
ou Ay, -+, A, sont des réels et sq,--- , s, sont des similitudes.
a. on rappelle donc que c’est un R-espace vectoriel

Corrigé :
1. Si F est {0} ou F, il n’y a rien a faire. Soit donc F' un sous-espace vectoriel non trivial de E. Alors

i
E = F @ F*. Soit B base de F. En considérant une base Bp. de F- et en les concaténant, on obtient

une base B de E. Alors
M = Matg(u) = (61 g)

avec A € Mgim(r) (R). Mais M est alors normal donc par produit par blocs,
AT 0 A B ATA *
Tar _
= (G &) (0 8) = (" mratone)

r (A B\ (AT o0\ (AAT+BBT &
MM_(OC BT T )~ * cot )

Ainsi, on a ATA = AAT + BBT. En prenant la trace, puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr(BBT) donc

B = 0[] Ainsi,
A0

donc u(F+) c F+ : F+ est stable par u. De plus, ATA = AAT donc A est normal et puisque A vaut
Matg, (ur) (par stabilité de F' par u, up est normal. CTC = CCT et puisqu’on a finalement montré
que F* est stable par u, on a C = Matg , (up1) donc up. est normal.

2. Comme u et ©* commutent, £, est stable par v*. Par la question précédente, £ )J\- est stable par u** = w.

3. Soit E de dimension 2. Soit u € L(E) normal.

1. on rappelle que (A, B) — tr(ABT) désigne le produit scalaire canonique de M, (R)
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e Si u admet une valeur propre réelle, soit x un vecteur propre que l'on prend unitaire, quitte a
diviser par sa norme. Alors z+ est une droite, disons engendré par un vecteur unitaire y. Ry est
stable par u en vertu du lemme donc v admet deux droites stables distinctes qui sont Rx et Ry :
u est diagonalisable et (x,y) forme une base orthonormée de E donc u est diagonalisable en base
orthonormeée.

“\b d
M est normale donc MTM = M MY et on obtient en identifiant les coefficients a? + b2 = a2 + ¢2

et ab+ cd = ac+ bd. Si b = 0, u admet des valeurs propres ce qui est exclu. Si b = CEI, Xu =
X2 —(a+d)X+ad—b? de discriminant (a+d)%—4(ad—b?) = (a—d)?+4b> > 0 donc v admet des valeurs

o Sinon, u n’a pas de valeur propre réelle et soit B une base orthonormée et M = Matg(u) = “ C) .

. s . . —b
propres ce qui est exclu. Donc b = —c et nécessairement a = d. Ainsi, M = Matp(u) = (Z a )
avec b # 0.

4. On fait une récurrence sur la dimension de FE.
e Si E est de dimension 1, il n’y a rien a faire.
e La dimension 2 est traitée avant.
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 pour n > 3 et montrons le résultat au rang n. Soit
donc E de dimension n et u € L(E).

e Si u admet une valeur propre réelle A, soit e; un vecteur propre unitaire associé a cette valeur
propre pour u. Alors (Rep)® est un espace euclidien de dimension n — 1 et puisque u est normal
et stabilise (Rey), il stabilise (Rey)* et U(ge, )L est normal en vertu du lemme : on applique alors
I’hypothése de récurrence au rang n — 1 : on obtient alors une base orthonormale de (Re;)* notée
B ou Matg, (u) a la forme voulue : alors la concaténation B entre {e;} et B; fournit une base
orthonormée de E telle que Matp(u) a la forme voulue.

e Si u n’admet pas de valeur propre réelle, considérons p, son polynéme minimal. y, n’admet pas
de racines réelles — car sinon u admettrait une valeur propre réelle — donc on peut considérer
X2 4+ aX +b =: P un facteur irréductible de u, et N = ker(P(u)). Alors N # {0} donc
considérons x € N et montrons que P = Vect(x,u(x)) est un plan stable par u. Déja, = et u(x)
forment une famille libre puisque z n’est pas vecteur propre pour u. u?(x) = —au(z) — bx donc
P est bien stable par u. up est normal donc il existe (e1, e3) une base orthonormée de P telle que

a —b
Mat(q,eg)(”?’) = (b a )

up1 est aussi normal d’apres le lemme donc par hypothese de récurrence, il existe une base
orthonormée By telle que Matg, (up) a la forme voulue. On conclut en concaténant les bases.
Par principe de récurrence, on a le résultat voulu.

Exercice 78. Soit M une matrice dans M, (R) et C1,--- ,C,, ses colonnes. Montrer que
| det(M)] < [|Cull-- - [[Cnll,

ou ||-|| désigne la norme euclidienne standard de R™ (on identifie M,, ; & R™). On pourra traiter le cas M
inversible ou non, et si M est inversible, essayer d’écrire M = QR avec @) orthogonale et R triangulaire
supérieure & diagonale strictement positive. Quel est le cas d’égalité ? (Ce résultat est connu sous le nom
d’inégalité d’Hadamard).

Appl/igation : soit M € M, (R) telle que 3c € RY*,V(4,5) € [1,n]?,|[M]; ;]| < c. Montrer que | det(M)| <
c"n'=.

\ J

2. Il est important de souligner qu’on ne veut pas utiliser le théoréme spectral. En effet, un corollaire important de ce théoreme
est justement le théoréeme spectral.

3. en notant p, = PQ, on a 0 = P(u)Q(u) avec Q(u) # 0 (par minimalité du polynéme minimal) donc P(u) ne peut étre
injectif
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Corrigé : Si les vecteurs colonnes sont liés, le déterminant est nul et le résultat est clair. Sinon, les Cy,--- ,C,
forment donc une base. On note Uy, --- ,U,, les vecteurs obtenus par Gram-Schmidt sur C,--- , C,.

On rappelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On considére E un espace préhilbertien

réel.
Entrée : on considére une famille libre (eq,--- ,ey).
Sortie : on obtient une famille orthonormale (gq,--- ,g,) vérifiant V1 < i < n,Vect(ey, -+ ,€e;) =

VeCt(gl') e 791)

Considérons donc une famille libre (e, - ,e,) dans E. On montre par récurrence finie sur k € [1,n]
I’existence d’une telle famille. |
e Pour k =1, on dispose de e; qui est non nul. Ainsi, en considérant g; = Wel, on a Vect(e) =
el

Vect(g1) et [|g1]| = 1.
o Faisons le cas k = 2 pour la forme. Pour k = 2, on réalise deux étapes.

1. On considere fo € Vect(eq,ez) de sorte que fy soit orthogonal & g;.
2. On normalise f> et on le note go.

Pour la premiére étape, I'idée est de considérer fo = ea — (e2,91)g1. Alors fo € Vect(ez,g1) =

Vect(ez,e1) et (f2,91) = (e2,91) — (e2,91)(g91,91) = 0 car (g1,01) = |lg1]|* = 1. On retire la
composante selon g du vecteur es.
Pour la seconde étape, il suffit de vérifier que fo # 0. C’est le cas car la famille (eg, g1) est libre

1
puisque (e2,e1) 'est. Ainsi, on peut considérer go = mf 2.

1l est primordial de savoir faire un dessin.

0 0
.....
. K
......
--------

FiGURE 11.1 — Procédé de Gram-Schmidt sur deux vecteurs
On considere le vecteur ¢; et le vecteur es qui forment une famille libre. On normalise le vecteur
que l'on note g;. Ensuite, on retire la composante de ey selon g1 pour obtenir le vecteur [ que
I’on normalise pour obtenir le vecteur gs.
La famille (g1,92) est donc bien orthonormée et vérifie Vect(e;) = Vect(gi1), Vect(er,ea) =

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 71 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 11. ESPACE EUCLIDIEN Chen Thomas

Vect(g1,92)-
o Soit k € [1,n — 1] et supposons construit g1, -- , g de sorte que (g1, -, gx) soit orthogonale et

Vi € [1, k], Vect(eq,--- ,e;) = Vect(g1, -+ , ).

k
Soit fr11 = exy1 — Y (€kt1,9i)gi- Alors
i=1
k
Vj € Hlvk]]7 (fk+17gj) = (ek—‘rlagj) - Z(ek—i-hgi) (g“g]) = (ek—‘rlagj) - (€k+17gj) = 0.
i=1 e
=5;
k
De plus, Z(ekﬂ,gi)gi € Vect(g1, - ,gx) = Vect(er, - ,er) donc fry1 € Vect(eq, -+ ,exi1).
i=1
Par liberté des (eq,- - ,eg+1), comme le coefficient devant e est non nul et que la somme n’est
pas dans Vect(exy1), alors fry1 # 0.
On peut donc considérer gy = m fr+1 et gr+1 est de norme 1 et orthogonaux aux autres
k+1
(9i)1<i<k, aussi dans Vect(eq,- -, egq1) donc Vect(gi,- -+, gx+1) = Vect(er, -+, ext1) -
e Par le principe de récurrence, on a construit une telle famille.
1
Remarquons que 'on a (g, ex) = m > 0.
k

Soit P matrice de passage de (Uy,---,U,) vers (C1,--- ,Cy). Alors C; s’exprime en fonction de Uy, -+ ,U;
car Vect(Cy,--- ,C;) = VectUy, - - - ,U; donc P est triangulaire supérieure. En notant M, la matrice de passage
de la base canonique a (C1,---,Cp), on a M = (Uy|---|Uy)P. Puisque les (Uy,---,U,) forment une famille
orthonormale, det(Uy, --- ,U,) = 1. De fait,

| det(M)] = [det(P)] =

n
H Piji| -
i=1

Or |pii| = [(Cy, U;)| étant donné que (Cy, U;) donne exactement la composante devant U; dans la décomposition
n

de C; dans la base Uy, - -+ ,U, (on rappelle que Vx € E,z = Z<CL‘, ei)e; avec (e;) une base orthonormée de E).
i=1
Enfin, par Cauchy-Schwarz,

(Ci, U] < ICilIPIUI = 1Csl1%,

car les (Uy,---,U,) sont de norme 1. Ainsi, on a bien le résultat voulu. Le cas d’égalité correspond au cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz, ce qui signifie que U; = AC; avec A > 0. Autrement dit, il faut et suffit que les
C; sont deux & deux orthogonaux pour obtenir I'égalité.

Remarquons qu’on vient de démontrer la décomposition QR : en notant @ = (Uy|---|U,) et R = P, on
a décomposé une matrice inversible M en QR avec () orthogonale et R triangulaire supérieure a diagonale
strictement positive (les coefficients diagonaux de P sont égaux a (C;, U;) qui sont strictement positifs en vertu
de la remarque a la fin du point sur Gram-Schmidt).

Application : il suffit de remarquer que |C;| < V2 +c2+ -+ 2 = cy/n. Ainsi, |det(M)| < (y/ne)® =
2,

Exercice 79. Soit (z1,--- ,xy,) des vecteurs de (F, (-,-)) espace préhilbertien réel.
1. On note G(z1,---,xn) = ((@i,2j))1<ij<n, matrice de Gram de (x1,---,zy). Montrer que
G(z1, - ,zn) € SH(R) et que rg(G(z1, -+ ,2p)) = rg(z1, -+ ,2,). On suppose dans la suite
que (z1,--- ,xy,) est libre et on note F' = Vect(xy,--- ,zp).
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2. Soit x € E. Montrer que
_det(G(x, w1, ,75))

2
@z, F)" = —FetGlar, o))

3. En déduire les résultats suivants :

(a) det(G(z1, -+, za)) < [T llill
i=1

n
(b) Si on se donne z1,---,z, des vecteurs de R", on a |det(z1, - ,zy,)| < H |zi|l2 ot || - |2
i=1

désigne la norme euclidienne standard de R".

(c) Les cas d’égalités dans les deux cas sont lorsque (z;)i<i<pn est orthogonale ou contient un
vecteur nul.

Corrigé :
1. Une matrice de Gram est clairement symétrique réelle. Pour tout Aq,---, A, on a

2
>0

Z )\i-fz'

=1

> {wna)hid =

1<i,j<n

donc elle est positive. Considérons u, 'application qui & € F' associe ((z,2;))1<i<n, une application
clairement linéaire. Elle est injective puisqu’un vecteur orthogonal & tous les z; est dans F N F+ = {0}
donc est nul. Ainsi, le rang est invariant par composition par u ce qui donne le résultat voulu.

2. Soit x =y+h e F@FLlﬂde sorte que d := d(x, F) = ||h||. On a (z,2) = d? + (y,y) et (x,z;) = (y, x;)

pour tout 1 < i < n. Ainsi, la premiere colonne de G(z,x1, -+ ,x,) est
152 (y,9)
0 <y7 .’E1>
. + .
0 (Y, zn)
et la premiére ligne est (||h]|® + (y, ), (y,z1), -, (y,2,)). Ainsi, en utilisant la linéarité par rapport a

la premiere colonne, on a

I1h]I? *

det(G(z,x1, -+ ,xn)) = 0 Gla1, - zp) +G(y,z1,- - ,xp).

Ce deuxieme déterminant est nul et le premier vaut, par développement par rapport a la premiere
colonne

det(G(x, 21, ,2n)) = ||h]|* det(G(z1, - ,2n))-
3. On fait tout en méme temps. Si la famille est liée — par exemple en contenant 0 —, il n’a rien a faire.
n
Montrons par récurrence Hy, : pour tout (x1,--- ,x,) famille libre de E, det(G(x1, -+ ,zp)) < H |2 ||
i=1

avec égalité si, et seulement si, la famille est orthogonale.
e Pour n =1, c’est clair.

4. On rappelle que F et F* sont en somme directe orthogonale dans E préhilbertien réel si F' est de dimension finie. En fait,
il suffit que F soit fermé (donc F' de dimension infinie ne dérange pas) mais encore mieux, la complétude suffit.
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o Supposons le résultat acquis au rang n. Soit (x1,- - ,Zy,41) une famille libre et on note F' le sous-
espace vectoriel engendré par (x1,--- ,x,). Par la proposition précédente,
det(G (w1, wpp1) = det(G(z1, -+ an))|Tns1 — 7r(@n41) |2

n

< [ lzillPlznsr — 7 (2ng) P
=1
n+1

< IT llaal®
i=1

puisque ||z11 — TF(@ns1)|1? = |znaill® = |7r(@ns1)]]? < |70t Iy a égalité dans la premiere

inégalité si, et seulement si (z1,---,zy,) est orthogonale. Il y a égalité dans la deuxieéme si, et
seulement si, ||7p(2n41)]|> = 0 ce qui signifie que z,,41 € F-. On a donc montré H,, ;.
Par principe de récurrence, on a le premier point. En notant M la matrice de vecteurs colonnes les (z;);
ona G(x1, - ,xn) = MTM et det(M7T) = det(M) ce qui conclut.

I

Exercice 80. Soit F un espace euclidien et u autoadjoint positif (resp. défini positif). Montrer qu’il
existe un unique endomorphisme autoadjoint positif (resp. défini positif) v tel que u = v2. Montrer de
plus que v € Ku].

Corrigé : Soit B = (e1,---,e,) une base orthonormée de vecteurs propres pour u et Aj,---, A\, des réels
positifs valeurs propres associées respectivement aux eg, - - ,e,. On définit v(e;) = v/ A;e; pour tout 1 < i < n.
Alors v convient clairement.

Réciproquement, soit w autoadjoint vérifiant w? = w. Alors w commute avec u donc laisse stable les

espaces propres de u. Regardons w sur &£, (u). Alors Wg, (u) est un endomorphisme autoadjoint positif dont
le carré vaut Ald. Si cet induit admet une valeur propre, au carré, elle vaut \; donc cette valeur propre
vaut nécessairement /\; puisque par positivité de I'induit, les valeurs propres sont positives. Puisque I'induit
conserve la diagonalisabilité, on en déduit que wg, () vaut VAId. Ainsi, pour tout 1 < i < n,w(e;) = v(e;)
donc w = v car ils coincident sur une base.

Ensuite, on construit P, un polynéme vérifiant P(\;) = v/A; pour tout 1 < i < n par Lagrange. On a alors
P(u) = v car ils coincident sur une base.

g )

Exercice 81. 1. Soit M € My,(R). Montrer que si M est injective, alors M TM est inversible.

2. Soit A € GL,(R). En utilisant ’exercice montrer qu’il existe un unique couple (O, S) €
On(R) x S+ (R) tel que A =0S.

3. On ne suppose plus inversible. Montrer que 'on peut faire de méme mais S sera symétrique
positive seulement. A-t-on unicité ?

4. Application 1. Soit E un espace vectoriel normé et u € L£(FE). On note p := sup{|A| : A € Sp(u)}
le rayon spectral de u. Montrer que si A € GL,(R), alors [|A|[, = y/p(ATA) ou |||, désigne la

norme subordonnée a la norme || - [|o.
5. Application 2. Soit G un compact de GL,(R) tel que O, (R) C G. Montrer que G = O, (R).
Corrigé :

1. Soit = € ker(MTM). Alors MT Mz = 0 donc Mz € ker(M?T) mais Mz € Im(M). Puisque Im(M) L
ker(M™), on a Mz = 0 donc x = 0 par injectivité de M. Ainsi, M7 M est injective. C’est une matrice
carrée : elle est inversible.

2. Supposons I'existence d'un tel couple. Alors ATA = STOTOS = STS = S2. Donc S est racine carrée
de AT A qui est inversible. Elle est clairement symétrique positive donc AT A est symétrique définie
positive. Par I’exercice précédent, S est la racine carré de AT A. Elle est donc inversible et O = AS™1.
Conclusion : pour A inversible, on note S, la racine carré de ATA et O = AS~!. Alors A = OS
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clairement. S est symétrique définie positive et OTO = (AS~1H)TAS™! = S—1TATAS! = I, donc O
est bien orthogonale.

3. On raisonne par densité des matrices inversibles dans M, (R). Soit (A4,)pen, une suite de matrices
inversibles convergeant vers A. Pour tout p € N, on écrit A, = O,S, comme précédent. Puisque O, (R)
est compact, de la suite (Op),en, il existe une extraction ¢ tel que O,y converge, disons vers O € O, (R).

En considérant la suite S,y = O;(lp)A elle converge vers une matrice S qui conserve la symétrie et

e(p)>
le caractere positif par continuité du produit scalaire (du produit matriciel ici). Donc on obtient A = OS
comme souhaité. On perd 'unicité car avec A = 0, pour toute isométrie O € O,(R), 0 = O x 0 car
0 € SHR).

4. Soit (0, S) € O, (R) xS (R) tel que A = OS. Alors comme O est une isométrie, VX € M, 1(R), [|OSX]|2 =
15X {|2 donc [|Aflly = [I[S]ll,-

Maintenant, comme S est diagonalisable en base orthonormée (théoreme spectral) a spectre dans

R, il existe i € [1,n] tel que \; = p(S). Soit X € M, 1(R) tel que SX = N\ X avec X de norme

1 (puisque S est diagonalisable en base orthonormée). Ainsi, [|A[l, = [|SX]2 = N[| X2 = /A? =

Vp(S2) = \/p(AT A) puisque ATA = STOTOS = S2.
5. Soit G un tel groupe et g € G. On veut montrer que g € O, (R). Soit (0, 5)inO,(R) x ST+ (R tel que

g = os. Comme cette décomposition est unique, on veut montrer que s = I,,. Pour cela, regardons ses
valeurs propres. La question précédente assure que p(s) = A; avec \; > 0 pour un certain i. On peut

raisonner de méme et avoir que p(s~1) = x ou \; est la plus petite valeur propre. Or G est compact
J

donc borné : on en déduit que la suite (sk )kez est aussi bornée dans G' donc par équivalence des normes,
(Isll*y)kez est bornée. Ainsi, comme Vk > 1,||s[|*, = A¥ 5 [|s]| ™", = A;*, on en déduit que A; < 1 et
Aj > 1 pour avoir le caractere borné. Ainsi, on a 1 < A; < \; <1 donc la plus petite valeur propre égale
la plus grande : le spectre est réduit a {1} donc s = I,,.

Exercice 82. Soit 4, B € S;F(R).

1. On suppose que A € ST (R). En utilisant 'exercice montrer que AB est diagonalisable et
Sp(AB) C Rt.

2. Que dire du cas général ?

Corrigé :
1. A est symétrique définie positive. Il existe donc S racine carrée de A dans S;F*(R). On a alors AB =

S?B = SSBSS~!. Donc AB est semblable & SBS qui est diagonalisable car symétrique réelle. Donc
AB est diagonalisable.

2. On écrit encore A = S? mais avec S seulement symétrique positive. Alors SBS est encore symétrique
positive (petit exercice). Notons 7 son rang et X7, --- , X,., vecteurs propres associées aux valeurs propres
AL, -+, Ay strictement positive de SBS. On a donc SBSXy, = A\ Xy, donc AB(SX}) = \pSX.

Comme Vect (X7, -, Xj)Nker(SBS) = {0}, ona Vect(Xq, -, Xg)Nker(S) = {0}. Ainsi, (SX1,---,5X,)
est libre : c’est le théoreme du rang! La restriction de S & un supplémentaire de ker(S) est injective!
On a donc une famille libre de r vecteurs propres de valeurs propres strictement positives.

Concluons. Pour avoir AB diagonalisable de spectre positif, il faudrait que dim(AB) = n —r. On
sait déja que ker(A) = ker(S) par construction. Donc ker(AB) = ker(SB) et rg(AB) = rg(SB). On va
maintenant montrer que ker(SBS) = ker(BS) ce qui va conclure. Pour cela, soit 7" racine carrée de S, T'
étant symétrique positive. Soit X € ker(SBS). Alors 0 = XTSBSX = XTSTTSX = XTSTTTTSX =
|7SX||? donc TSX = 0 et BSX = 0 donc X € ker(BS). L’autre inclusion est claire donc on a
finalement rg(AB) = rg(SBS).
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Chapitre 12

Intégrales généralisées

Exercice 83. 1. Soit z € C\R. Soit p € N* et f, : t € R — € C. Montrer que f, est

(t—z)P
intégrable, si, et seulement si p > 2 et dans ce cas, d’intégrale nulle. Montrer aussi que
. o dt
lim

z—=+oo J_pt— 2

= imsgn (3 (2)).

P
2. Soit P, (@ deux polynomes réels tels que deg(Q) > deg(P) + 2. On note F = o On suppose que

@ ne possede aucune racine réelle. On note (21, - - , zx) les pdles de F' de multiplicités respectives
(p1,- -+ ,pr)- On note aussi F' fonction rationnelle associée.

(a) Rappeler la décomposition en éléments simples de F'.

(b) Soit j € [1,k]. On note Res.,(F) le coefficient devant

dans la décomposition en
— z
éléments simples de F'. Montrer que

+o0 k
F(t)dt =im Z sgn(Im(z;))Res,; (F).

— 00 =l

C’est le théoreme des résidus pour une classe de fractions rationnelles.
(c) Montrer que pour tout pole simple z; de F', on a
P(z))
Q'(z))

Res,(F) =

“+oo

3. Calculer / mdt. Ce calcul apparait dans le calcul d’une primitive de v/tan.
—0o0

Corrigé :

1
1. Déja, fp est continue sur R. De plus, au voisinage de +oo et de —oo, f(t) est équivalente a m quand
|t| = +00. On en déduit donc que f, est intégrable si, et seulement si p > 2.
Concernant le calcul, soit p > 2. Remarquons que ¢t € R — (t — 2) 7P € C a pour primitive

1 1
teR— eC.
1—p(t—2)pt
Ainsi,
too dt 1 1 b
/ = lim =0
oo (t—=2)P  a——ocob—too [1 —p(t— Z)pfl a
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Soit maintenant x € R. Alors

Vt el —x, ], f1(t) = tiz = tt__zz|2
t—7Z
~ (t—R(2))2 + Im(2)
=i (2)
2(t — R(2)) R(z) —

Ainsi, comme Im(z) # 0,

1 2t R(2) - / d
00 =5 [ s e 80 [ wmrrser
=[n((E=R()*+Im))]Z, =[rstay arctan(550) ]

Ainsi, le premier crochet étant nul par parité de la fonction dans le crochet, en faisant tendre x vers

1
+00, le deuxiéme crochet devient z%(z)m <7T - (—W)> = isgn(%(z))ﬁ
3

2 2
2. (a) Le cours de Mathématiques Supérieures assure l'existence d’une famille de complexes (agr)(g,r)en
vérifiant
k mj s
_ _ %p
=35
j=1p=1 J

(b) Comme @ n’a pas de racine réelle, la fonction F est continue sur R. De plus, deg(Q) > deg(P) + 2
donc au voisinage de 00, F'(t) € 0jy—100(1/ t?) donc par comparaison, F est intégrable. Ainsi,

“+o00 x
/ F)dt = lim [ F(t)de

— 00 r——+00 J_,
k. m;
= lim
Jm Z )BT
T j=1p= 1 ]
k my
= lim / dt + /
T——+00 Z —x —x leZQ t— Z]
somme de k fonctions en = =somme de fonctions intégrables
admettant une limite en +o00

k mj

— lim [ %L dt+ZZam m [ —

x—>+oo — z 1 =400 J_, (t - Zj)p

=i(sgn(z;))maj,1 =0
k
=i Z sgn(Im(z;))Res.; (F).
j=1

(c) C’est du cours de Mathématiques Supérieures. Soit j € [1,k]. Comme z; est pole simple de F,
z; est racine simple de @ donc il existe R € C[X] tel que @ = (X — z;)R avec R(z;) # 0. Alors
Q' =R+ (X — z;)R' donc Q'(zj) = R(z;). Maintenant,

rPX) _ PX)

(X — 2))F(X) = (X — z) X _z)R(X)  R(X)

/(32

2)

Bl = sgn(S(2)).

1. On rappelle que sgn(z) vaut 1 si z > 0, —1 si x < 0 et on choisit ici, 0 si z = 0. Ici, J(z) # 0 donc

@
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et
k .
(X —5)F(X) = (X —2) D 3 (X =) g

P(z) _ P(z))
R(z) Q')
3. Rappelons que pour tout z € C,

donc =0+ aj1 = Res,, (F).

1428 =0 2t = (") = te™™/* c Uy <= Tk € [0,3],t = e™/4*.

Ainsi, les pdles de ) sont simples et complexes donc on est dans le cadre de la question précédente donc
I'intégrale converge. Maintenant, calculons les résidus. Notons z, = €™/4i* pour k € [0, 3]. En écrivant

P
@:FavecpzletQ:1+X4,onaQ’:4X3donc

_ Plz) _ 1 I P
Res,, (F) = Q' (z1) - 4ei”/3><3(’i3)k T4 (—i)k’
On a donc
Res(z9)(F) = 36_3”/4 ; Res(z1)(F) = %e‘gi”/"‘i ; Res(z2)(F) = —26_3”/4 ; Res(z3)(F) = —ie_?’”/‘li.
On a aussi
sgn(3(20)) = sgn(V(z1)) =1 ; sgn(S(z2)) = sgn(S(z3)) = —1.
Ainsi,

+
/ oo Ldt = iﬂl(e*?’i”/‘l + Z-e—3z'7r/4 + 6—3i7r/4 + 673”/4)
o0

- e—3i7r/4 (1+Z)
1
— (1+i
\/§(+)
1
= (144)?
Qﬁw
=2i

™

7

Exercice 84. Donner un équivalent quand ¢ — +oo de

I(t) = /01 cos(z) exp(it cosh(x))dz.

Corrigé : Lorsque t — 400, la quantité ¢ cosh(x) est trés grande donc exp(it cosh(z)) oscille tres vite. Le
lemme classique de Riemann-Lebesgue nous mets sur la voie sur le fait que l'intégrale va étre petite lorsque
t — 400. Pour autant, lorsque x est proche de 0, cosh(z) varie peu (sa dérivée est nulle) donc l'effet oscillant
(permettant la convergence vers 0) se trouve atténué. Ainsi, c’est au voisinage de 0 que I'intégrande a sa partie

la plus prépondérante.
2

Etudions donc l'intégrande en 0. Par Taylor-Young, on a cosh(z) = 1 + % + 0z—50(2?). Ainsi, on a
2
x
h(z) -1 ~ —.
cosh(z) =1 ~ 5

Il est de bon goiit de poser le changement de variable y = /2(cosh(z) — 1) = 2sinh(z/2) (et on s’affranchit
tout de suite du 2 devant sinh) qui est bien C! bijectif de [0,1] dans [0,sinh(1/2) =: a]. Alors cosh(z) =
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h(xz/2
2sinh?(z/2) + 1, cosh(z/2) = /14 sinh?(z/2), dy = coséx/)dm et par le théoréme de changement de

variable,

I(t) = /a cos(2argsinh(y)) e2ity226itdy.
0

V1+y?
=:h(y)

h a été créé pour peu contribuer donc on a bon espoir que

it [ 2ity?
I(t) ~ 2e e~ dy.
0

t—+o00

Avant d’estimer ’écart, assurons-nous déja a quel ordre nous devons faire nos contrdles. Par le changement
de variable z = 2ty2, on voit immédiatement que

/ ' e2ity’ dy = b e idx
0 22t Jo  Vx

+o00 ei:c
0oV

. L 1 . .
le faire). Ainsi, si on trouve des contrdles de l'ordre de n par exemple, on est sur la bonne voie. Considérons

et

dz converge (en 0, c’est trivial. En 400, c’est une intégration par parties : assurez-vous de savoir

maintenant H(t) égal & I(t) sans le facteur 2¢’ et regardons

H(t) - /0 2t gy = /0 (h(y) — 1)eX ™ dy.

Pour controler ce genre d’intégrale, une intégration par parties est une bonne idée pour mettre en exergue
les oscillations. On aimerait intégrer I’exponentielle mais le 2 est génant. Par contre, avec un y devant, cela

change la donne.
a . a . ah
a) - [ ay = [“hiy) - necay = [MHO1
0 0

) —1 yeQitdey

0 Yy
D

h

et h est clairement de classe C! sur R en la prolongeant convenablenablement en 0. Par intégration par
parties, on obtient donc

a

a . 1 r—~ . 1 a .
H(t) - / 2t ay = — [h()e ]’ - / B ()€ dy = O(1/1).
0 R , 0

I-[<allh[le

44t 0

bornée en ¢
(I7]|se < o0 par le théoréme des bornes atteintes). Ainsi,
a 2 5
H(t) = / 2 dy + O(1/t)
0

ce qui donne I'équivalent de H espéré et

Kez't
I ~
(t) t——+oo \/ﬂ

—+o0 e’LaJ .
avec K = / dz (Remarque : K vaut \/me'™/4).
0 VT

Exercice 85. Montrer que pour tout n € N*, on a

L klz

] T dt ! X
Ll(l‘) ;:/2 mzzm+0wﬁ+w (M)

k=0
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Corrigé : On réalise des intégrations par parties jusqu’a obtenir
Li(z) = S k! [1 +n!/ L
E+1 1
= |In ) ) 2 In"*

On cherche un équivalent du dernier terme. Pour cela, « on dérive ce qui lentement vite et on intégre ce qui
bouge vite ». Ici, on dérive le In et intégre 1. On obtient alors par intégration par parties

/f I A
T A B e )

2

1 g

1
Mais ) € 0Ool 77 et par divergence de l'intégrale, par le théoreme d’intégration des relations de compa-
n n

raisons, on a le résultat souhaité.

Exercice 86. Soit a € R et g : [a, +oo[— R de classe C!. On suppose que g ne s’annule pas en l'infini

et que
/ K
g /g ‘oo T

pour p # 0, 4 # —1. On suppose que p > —1. Montrer que

+00 x
/ g diverge et / g ~ :vg(:z:)
@ @ z—+oo [ + 1
: : too zg(z) . . .
(Si u < —1, 1l y a convergence et / g ~ — et le résultat se montre de la méme maniére).
T T—+o00 [+

Corrigé : Le théoreme d’intégration des relations de comparaisons entraine

z g (¢t z 1
/ AOFVNN u/ “dt.
a g(t) T—~400 a t

Ainsi, Inog o wlIn. Par définition, en fixant ¢ > 0 telle que u — e > —1, il existe A > a tel que Vax >
o

+oo
A,In(g(z)) > (u — €)In(x) ce qui donne g(z) > x*~¢. Ainsi, / g diverge vers +oo. Par intégration par
parties, on trouve ¢

| (a(t) + 1 ()t = 2g(w) ~ aglo).

Or, g(t) +tg'(¢) et g(t)(1+ p). Par le théoréeme d’intégration des relations de comparaisons, sachant qu’on

est dans le cas divergent, on a bien
x

vg(@) ~ (u+1) [ g

a

+oo
Exercice 87. Soit F': z € Rt — / f(x,t)dt avec f: (z,t) € R x R+ sinc(t)e**. Montrer que
0

sinc n’est pas intégrable.

F' est bien définie

F admet une limite en +o0
F est de classe C! sur R*

F(0) = g

oo =

Corrigé :
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1. Soit n € N.
n Sin(t)’ = /(’Hl)ﬂ sin(t)' g /(k+1)7r , nlo
dt = d¢ > T sin(t)|dt = — = 5 400
/0 t k=0 k7 t N kz:;) (k + 1)77 km | ( )| kzz%) (k‘ + 1)7r n—+oo

2. Pour tout z € RY, f(z,-) est continue sur R*. Par ailleurs, au voisinage de +o0, lorsque x # 0, on
a t%sinc(t)e ! t—+> 0 donc par comparaison, f(z,-) est intégrable au voisinage de +oo ce qui assure
—+00

Pexistence de F' sur |0, +ool. Il reste la convergence de f(0,-) en 400 pour conclure. Pour cela,

— 0+cos(1)
A—+oo

A
Or l'intégrale résiduelle converge absolument donc / sinc(t)dt admet une limite finie quand A — +o0.
1

3. sinc est bornée par 1 donc par inégalité triangulaire,

+o00 1
|F(2)| g/ isine(t)|[e=!|dt < = —» 0.
0

€r r—+oo

4. On souhaite utiliser le théoreme de Leibniz. Pour cela, on a
(a) Soit x € RT™. t — f(t,z) est intégrable sur R* (continue sur R et intégrable en +00).
(b) Vt e RY x> f(t,x) € C}(R. Vt € RT Vo € RT*

%(t, r) = —tsinc(t)e "

(¢) Domination :

Vt € RT,Va € R Vx €]a, +o0],

af . —at 1+
8z’ < tsinc(t)e " € L (R™)

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, F est de classe C! sur ]a, +oo[ pour tout a > 0
donc sur 0, +oo] et

+oo
Vz € RY F'(z) = —/ sin(t)e”*'dt.
0

5. On a par la ligne précédente,

1+ 22
Ainsi, il existe C' réel tel que Vo > 0, F(x) = —arctan(z) + C. Puisque F(z) " 0, 'égalité passe a
T—>+00
la limite et C' = g Ainsi, si la limite de x — 0 de F'(z) existe, alors, (x) lim+ F(z) = g et c’est ce
z—0

x
qu’on voulait. Pour cela, on va utiliser le théoréme de convergence dominée. Soit G : x € RT / sinc
0

la, primitive de sinc s’annulant en 0. G est bornée en tant que fonction continue sur R™ ayant une limite
finie en 0 et en +o00. Alors pour tout A > 0, pour tout x € R™*,

A A A
/ sinc(t)e *'dt = [G(t)e_xt} +/ re "G(t)dt.
0 0 0
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On fixe z € R™. G étant bornée, la convergence du crochet et de l'intégrale est du méme acabit que
I’équation et on a finalement

“+o00
Vo >0, F(z) = 0+ / ze "G (1)dt.
0

L’application v = zt est C! bijectif de RT dans lui-méme. Le théoréme de changement de variable nous
assure alors

+oo u
V>0, F(zr) = / e "G () du.
0 x
(a) Soit 2 > 0. u— e “G (%) est continue par morceaux sur R,

(b) Soit u € RT. e "G (Z) — e “F(0).

x—0
x

Par le théoréeme de convergence dominée, on a donc bien

(c) Domination : Vu € R*,Vz € Rt*, < e |G|l € LYRY).

F) — [ e F(0)du = F(0).

z—01 Jo

Ainsi, dans (%), on a F'(0) = g ce qui signifie que

/+°° sin(t) P
A .

t 2
2 1 o—a?(t*+1)
Exercice 88. On souhaite montrer que / e /2dz = \/2r. En considérant F(z) = / ﬁdt et
R 0

x
f(z) = / e_tht, retrouver la valeur de l'intégrale de Gauss.

0

5 e—(t2+1):c2

Corrigé : Déja, il est clair que z — e~*" est intégrable sur R. Soit f : (x,t) € [0, +00[x][0,1] — R €

R. Pour tout x € R, t — f(x,t) est continue par morceaux. De plus,

g(x,t) = —2ge " (HD),

Vt € [0,1], 2+ f(x,t) € CHRT) , Yz >0,Vt € [0,1], o

Or, pour tout ¢ € [0, 1], Vax > 0, —2ze~ @ (P+1) < _9pe—a?, Or,Vr >0,z < ¢®* donc la dérivée partielle en x
de f est dominée par 2. Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

1 1 “
e Dt = 26~ / etV ap = 97" / e du = —2f'(a) f(2).
0 0

u=xt

Vo >0,F'(z) = —23:/
0

En intégrant, on a donc
¥z >0, F(z) = F(0) = = f*(x) + f*(0)

ce qui donne Vz > 0, F(z) = % — f2(z). Par ailleurs,

dt
1+ 12 2=+

+o0 2 ™ ﬁ
—w? g, = T VT
[ ea \/; .
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car f est positive. En réalisant le changement de variable u = 2/1/2, on a donc

/+OO e "2y = vin
0

2

et par parité, on a

/ e~ 24y = V2.
R

Exercice 89. 1. Donner le domaine de définition de I'. On le note D.

2. Montrer que T est de classe C*°. On explicitera la valeur de T'®) pour k € N.

3. Montrer que I'(1) = 1. On dira que I" vérifie la propriété (1).

4. Montrer que Vo > 0,'(z + 1) = z['(z). Dans la suite, on dira que I" vérifie la propriété (2). En
déduire la valeur de I'(n + 1).

5. Montrer que InT" est convexe. Dans la suite, on dira que I' vérifie la propriété (3).

6. Soit f, une fonction strictement positive sur D vérifiant les propriétés (1), (2), (3). On pose
g=1Inf.
(a) Montrer que z — g(x) — InT'(z) est 1-périodique.
(b) Montrer que ¥n € N, g(n) = InT'(n).
(¢c) Montrer que f =T.

Corrigé : Dans toute la suite, on notera h(t,z) = t*~le~t.

1 1
1. Au voisinage de 0, h(t, z) o v Or I’étude des intégrale de Riemann nous indique que ¢ +— e est
%
intégrable en 0 dés lors que x > 0. Par ailleurs, t?h(z, t) o 0. On en déduit que h(x,t) = 04100 (1/t%)
—+00

et t — t2 est intégrable au voisinage de +oo : par comparaison, h(x,-) est intégrable au voisinage de

+o0o. Ainsi, comme h(-,x) est continue sur R, on en déduit que I' est bien définie des lors que x > 0.
7

O"h
2. o Vt>0,z— h(t,z) € C®°(R") :Vt > 0,Vz >0, W(t, z) = In"(t)t* et
x
13
e Pour tout x > 0, pour tout n € N, ¢t — W(t’ x) est continue par morceaux sur R**.
x

o Domination : Soit (a,b) tels que 0 < a <1 < b < 4o00. Alors :
Vn € N,Vz € [a,b],Vt > 0,|In"()|t*te™" < |In"(t)[e™" x (1271 +1°71) == g, (¢).

Il suffit de montrer que g, est intégrable ce qui est le cas car elle est continue, et par croissances
comparées, elle est intégrable en 0 et +oo.

Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, j’ai :

+oo a'rZh —+00
[ eC® Ve > 0,1 (z) = / —(t,z)dt = / In"(t)t* e~ tdt.
o Ox" 0

+o0
3. T(1) :/ e tdt = 1.
0

4. Soit 0 < a < b deux réels. Alors :
b b
/ tPetdt = [—t"e 1)) + a:/ o= te~tdt.
a a

Le crochet tend vers 0 quand a — 0,b — +o00. Or, pour z > 0, I'intégrale de droite converge vers zI'(x).

L’égalité passe donc la limite en :
Iz +1) =al'(z).

Une simple récurrence nous dit donc que :

I'(n+1)=n!
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5. Par la question 2, nous savons que pour x > 0 :
+o0 +o0 o o
()| < / ()] e tdt — / ()¢5 e~ H/2¢ %5 e 1/2dLt,
0 0
J’utilise donc Cauchy-Schwarz :

T (z)] < \//0+00 (] ln(t)|t95216t/2)2dt\//0+oo (t%e*t/2)2dt

Je développe le carré, et j’ai au final :

T (z)] < \//O+OO ha2(1t)tr1etdt\//0+o<> tr—le—tdt = I"(x)[(x).

D’ou :
I(a)0(2) — (M'(x))* > 0

Par ailleurs,
T — P/2

o >0

In(T)"

Donc InT" est convexe.
6. (a)
Ve > 0,In(I'(x + 1)) = In(z) + In(I'(x)) ; Vo > 0,In(f(z+ 1)) = In(z) + In(f(x))
Dot :
Vo > 0,(In(T) — g)(x + 1) = (In(T') — g)(=).
C’est la 1-périodicité.
(b) Comme (In(I') — g)(1) = 0, par une récurrence immédiate, j’ai :

Vn € N, g(n) = In(I'(n)).

(¢) Alors pour tout > 0, on a g(z + 1) = g(x) + In(x) (x). Il suffit de montrer que In oI’ = g sur |0, 1].
Fixons n € N*. Par convexité de g et par le lemme des pentes croissantes, surn < n+1<n+1+x <
n+ 2 avec x €]0,1[, on a

gn+1+2x)—gn+1)

gn+1)—g(n) < <g(n+2)—gn+1).

Par (%), on a
gn+14+2z)—gn+1)
x

In(n) < <In(n+1)

ce qui donne
1
zln(n) <gn+1+4+2z)—In(n!) <zln(n+1) =zln(n) +zln <1 + n> .

n
Par ailleurs, en itérant (%) par récurrence, on a g(n+1+x) = g(x)+1In (H(x + z)) . On obtient
i=0
donc

1
0<g(n+14+z)—In(nn*)<zln (1—|—n>

ce qui donne

T

! 1
0<g(e)—tn| """ §x1n<1+> o
. n n—-+4oo
Il(m—i—z)
1=0
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Ainsi, g est uniquement déterminé par

. nln
glz)= lim In| .
H(w +1)
i=0
Par continuité de exp, on a donc
) nin®
flz) = B —

H(az+z)

i=0
donc on a bien unicité de f vérifiant (a), (b) et (¢) donc comme I' satisfait ces propriétés, f =T et
on a de surcroit

. nln
o) =t
H (x4 1)
i=0
constituant la formule d’Euler.
Exercice 90. 1. Montrer le théoréme suivant :

Théoréme 12.1. Soit f une fonction C! sur R telle que f' € LY(]1,+oc[). Alors
“+oo

/ f(t)dt et Z f(n) ont la méme nature.

1

n>0

+00o n

Remarque : on pourra remplacer / f(t)dt converge par ( / f (t)dt) converge, plus simple a
1 1

montrer et suffisant pour la suite. !

2. Etudier la nature des séries suivantes :

2 Y sin(\/ﬁ)' b)Y COS(IH(TL))‘

n>1 n n>1

. 1/2
eZTL
3. Soit a > 0. Montrer que la série E

n>1

— converge si, et seulement si a > 1/2 (Le sens direct

est dur).

La suite est culturelle. Avec une formule du type Euler-Maclaurin, on peut démontrer le théoréme
suivant

Théoréme 12.2. Soit p € N>o. Soit f € CP([0,+o0]) telle que f et ses dérivées jusqu’a
p—1 tendent vers 0 & Uinfini et que f® soit intégrable sur R*. Alors Z f(n) converge si,

et seulement st, 0+°° f(t)dt converge.

inB
ezn
Corollaire 12.3. Soit a > 0,8 €]0,1[. La série Z — converge si, et seulement si
- n
n>1
a+p>1
Corrigé :
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x
1. Soit F': z €]0, +o0[— / f(t)dt. Alors F € C?(]0, +o0]) et par le théoréme de Taylor avec reste intégral,
0

pour tout n > 0,
n+1
<ﬂn+D—Fﬁw:FWﬂ+/ (n+1—t)F"(t)dt

n
ce qui s’écrit

n+1 n+1
/ f)dt = f(n) = i (n+1—t)f'(t)dt.

n

Ainsi,
n+1 n+1 n+1
[swat— )< [ e i-gifwlae< [T 7w
n n —— n
<1
Ainsi,

n+1
/n ()t — £(n)

n>0

n
converge absolument donc elle converge. Ainsi, Z f(n) converge si, et seulement si la suite ( / f (t)dt)
1

converge. On va alors montrer que c’est équivalent a la convergence de 1+°° f(t)de.
<= (C’est évident. Si F'(z) converge en +oo quand x — +00, alors la suite (F(n)), converge.
= Soit z réel. Alors

/f@&:/ f@&+/lWMt

1 1 lz]
Ed

Or, l'intégrale / f(t)dt converge lorsque x — 400 ce qui entraine que Z f(n) converge donc
1

f(n) tend vers 0 quand n — 4o0. f’ étant intégrable, nécessairement, f(t) converge quand ¢t — +0o

T +o0
vers 0 donc / f(t)dt converge Ainsi, / f(t)dt converge.
Ed 1

2. (a) On regarde f : x € [1,+oo[— sin(y/z)/z. Elle est dérivable sur RT* de dérivée

% cos(y/x)x — sin(y/x)
Vz >0, f'(x) = 2V 5 = 2—;(\/5008(\/5) — 2sin(v/x)).

xT

Au voisinage de +00, cette fonction est intégrable car v/x cos(v/x) —2sin(y/z) € O(y/x) donc f'(z) €
O(z~?/?). La continuité sur [1, +oo[ assure donc l'intégrabilité de f’. Ainsi,

S ) ( [ sin(v/2) dx)

=i n T

ont la méme nature. Soit n > 0. Un changement de variable indique que

/lnwdx:2/lnzs’iz(m<+oo.

X

(c’est classique. Faites une IPP). La série converge.

1
(b) On regarde g : x € [1, +oo[— COS(;(:C)). Elle est dérivable sur R*T* de dérivée
—sin(l — 1
vz >0, ¢(z) = sin(In(z)) — cos(In(x))

22

2. c’est un petit exercice. Il suffit de passer aux ¢ pour conclure rapidement. Pour = assez grand, I'intégrale est plus petite que
elx—|z]) <e.
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intégrable au voisinage de +o0o, continue sur [1,+o00]. Elle est donc intégrable sur [1, +oo[. Ainsi, la

7 cos(In(z)) da

série converge si, et seulement si ( / ) converge. On réalise le changement de variable
1 n

x
u = In(x) ce qui donne du = —dzx. Ainsi,
x
n 1 In(n)
/ de = / cos(z)dx.
1 x 0
Ainsi, la série diverge.
ith
3. On changera = 1/2 juste apres. Notons f : t €]0, +oo[— —. Alors f est clairement de classe C! sur
RT* et st i »
5Zt 1 zt ezt 5 1
Vt>0,|f()|—| a ~ il _t1+a—5+ta+1'

Puisque [ est strictement positif, f’ est intégrable sur |1, +oo[ dés que 1+« — 3 > 1 c’est-a-dire a > (.
inf
mn

- converge si, et seulement si,

Ainsi, le théoreme s’applique. La série Z
n>1

n ith
()
1 1@ N

converge. Or, par le changement de variable v = ¢? puis par intégration par parties, on a, en notant

y=a+p-1
n ith nB u
/ e dt:/ e 1 b
1t 1 uo‘/ﬁﬁu1 1/8
ﬁ/ u(a+/3 1)/[3d
_ 1 ([rem]” +/ v e
N ﬁ 7 uY 1 u7+1
donc

8
n eit? 1 1e]” nf vt
dt = — -— - d 12.2
/1 to ﬁ(lim Lo Tw (22

donc converge dés que y > 0. Ainsi, on impose o > f et a+ § > 1.
1 1 1
Ainsi, lorsque 8 = 2 la série converge lorsque o > 3 Sia< 2 f/ n’est plus intégrable donc il faut

étre plus fin. Ici, f étant C?, on pourrait écrire un Taylor avec reste intégral un cran plus loin :

n+1 "(n n+l|(n _+)2
WeN:A f@&—ﬂM—fé)SA (+;t)fﬁMt
<1

et ici, par Leibniz
_ iVt 1
1!
f1(@t) = Qo T Ototeo (ta+1>

donc f” est intégrable. Ainsi, en raisonnant comme avant,

[ at gy - L8]
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,L'ei\/ﬁ
iV
n1+a

la convergence de Z f'(n). Ainsi, Z

donc le résultat dans le cas « a > 1/2 s’applique ici pour assurer

converge. Or, f'(n) =

Inatl/2 _ o

/n+1 f(t)dt — f(n)| converge donc Zf(n) et /+OO f(t)dt ont
n 1

—+o00
la méme nature. Vu I’équation (|12.2f), on a la divergence de / f(t)dt donc la série diverge dans le
1

cas a < 1/2.

Exercice 91. Donner un équivalent quand t — +oo de

1 dx
1) = /0 (1+z+ 22)t

Corrigé : Le théoreme de convergence dominée donne immédiatement que I(¢) tend vers 0 quand ¢t — +oo.

Pour trouver un équivalent, la recette est la suivante : déterminer la ou I'intégrande est la plus « importante
» car c’est cette quantité qui régit l'intégrale. I’intégrande, ici, apporte sa contribution la plus importante en
0 (puisqu’elle est maximale en 0). On va donc réaliser un développement limité de 'intégrande en 0. On a

W =exp(—tln(l +z + x2)) = exp(—t(z + 0z—0(7))) = exp(—tx + 0p—0())

1
donc on a envie de dire que I(t) est pas si loin de / exp(—tz)dx. Par un changement de variable,
0

1 1 [t 1
— = — —u ~ —
/0 exp(—tz)dx t/o e “du e T

+oo
puisque / e “du = 1.
0

Ainsi, on aura gagné si on arrive & montrer que

1
1(t) oo /0 exp(—tz)dz.
Pour cela, contrdlons la différence. On a

‘I(t) - /01 exp(—tz)dx| < /01 lexp(—tIn(1 + z + %)) — exp(—tz)|dz

1
= / exp(—tz)| exp(—tIn(1 + z + 22) + tz]) — 1|dz
0

1t o, u  u? U
u:—m;/oe eXp<_tlln<1+t+t2>_t]>_l

Une banale étude de fonction montre que = +— In(1 + 2 + 22) —  montre que cette quantité est positive sur

du.

2
[0,1] donc exp (—t [ln (1 + % + ;g) — ?1) — 1 est négative. On peut donc enlever les valeurs absolues en

mettant un signe — ce qui donne :

1 1 st U w2
‘I(t)—/ exp(—tr)dr Sf/e*“ L—exp|—tln {1+~ +— | +u]]|du
0 tJo t 2
1 [+ —u U u2
= g/0 e (1 — exp (—tln (1 + 7 + t2> +u>> ]l[O,t](u) du.

=:¢(u)
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On applique maintenant le théoreme de convergence dominée puisque ¢ est dominée par e~ ", intégrable

sur [0, +oo[. Puisque ¢ tend vers 0 en 400, on en déduit que, apres application du théoréme de convergence
dominée,
1
= Ot—+o0 <t> .

1

t—stoo t

‘I(t) - /01 exp(—tz)dx

Ainsi,

I(t)
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Chapitre 13

Combinatoire et dénombrement

Dans les exercices, on pourra utiliser librement la formule d’inversion de Pascal :

" In “ . (n
Vu,v € RY, <Vn eN,v, = Z <k>uk> = (Vn e N,u, = Z(—l)” k<k>vk> .

k=0 k=0

Exercice 92.
On dit que z € C est un nombre algébrique sur Q lorsqu’il existe un polynéme P a coefficient dans Q
tel que P(x) = 0. Sinon, il est dit transcendant. Montrer I’existence de réels transcendants.

Corrigé : 11 suffit de montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. En notant A cet
ensemble, on a (C\A)NR) = R\ A # () car sinon, R serait dénombrable ce qui n’est pas. On conclut en écrivant :

A:U U {r € C: P(x) =0}.

neN PeQ,[X]

Cet ensemble est dénombrable car ’ensemble des racines d’un polynéme de degré fixé est fini, I’ensemble Q est
dénombrable donc Q,,[X] ~ Q™! I'est aussi et N est dénombrable donc A l'est.

q )

Exercice 93. Soit n,p deux entiers naturels et on note E,, := [1,n]. Dénombrer :
1. les applications de E), dans E,.
2. les applications injectives de E), dans Ej,.

3. les applications surjectives de I, dans F,,. On pourra exprimer le cardinal obtenu en 1 en fonction
du cardinal des applications surjectives de E, dans Ej pour k variant de 0 a n. On pourra ensuite
utiliser la formule d’inversion de Pascal.

Corrigé :
1. C’est du cours. C’est nP.

2. C’est aussi du cours. Si p > n, il n’existe pas d’applications injectives de FE, dans E,. En effet, par le
principe des tiroirs, il existe un élément de [1,7n] tel qui admet deux antécédent par Iapplication en
question. Soit donc p < n. Pour déterminer une application injective,

(a) on fixe la valeur de f(1) : il y a n choix.

(b) On fixe la valeur de f(2) : il y a n — 1 choix.

(c) On itere le procédé.

Si, au cours de la construction, le nombre de choix tombe a zéro, cela signifie que p > n ce qui est exclu :

n!
ona —— applications injectives de E, dans F,.

(n—p)
91
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3. Avant toute chose, si p < n, il n’existe pas d’applications surjectives de E, dans E,. En effet, par le
principe des tiroirs, vu que chaque élément de F, admet un antécédent, il existerait un élément de E,
qui aurait deux images : cela est exclu par la définition d’une application.
Soit donc p > n. Pour construire une application f de E, dans F,,,

(a) on fixe un k € [0,n] et

(b) on fixe k valeurs parmi n de E,, qui vont admettre des antécédents par f et les autres n’en auront
pas.

(c) On construit alors une application surjective de E, dans Ej qui coincide avec f sur E,.

Ce procédé permet de construire de maniére unique une application : on a donc
" (n
nP =" |S(pk)
k=0 k

ou S(p, k) désigne le nombre d’applications surjectives de E, dans Ej. Il suffit d’appliquer la formule
d’inversion de Pascal pour obtenir

S(p,n) = Zn: (Z) (—1)" kP

k=0

Exercice 94. Soit n,p deux entiers naturels et on note E,, := [1,n]. Dénombrer :
1. les applications strictement croissantes de £, dans FEj,.

2. les applications croissantes de £, dans E,.

Corrigé :
1. Puisqu’une application strictement croissante est injective, il n’en existera pas des lors que p > n.

Construire une application strictement croissante de E, dans F,,, on peut par exemple construire une
I

application injective — ce qui fait ' choix — puis sélectionner la seule qui est strictement croissante

(n —p)!

(& savoir trier dans l'ordre croissant les images) ce qui revient a diviser par p!. Ainsi, on a ( choix.
p

2. On peut construire intelligemment une bijection entre les applications croissantes et strictement crois-
santes a condition de changer les ensembles de départs et d’arrivées.
On note C(p,n) les applications croissantes de E, dans E,, et C*(p,n), celles qui sont strictement
croissantes
Soit f une application croissante. Considérons ’application

Pf Ep - En+p—1
ko fk)+k—1"

Alors ¢ est strictement croissante par croissance de f. De plus, l'application f € C(p,n) — ¢y €
C*t(p,n+p— 1) est bijective. Ainsi,

Clp.m)| = [C* (pym)| = ("*;j‘ 1).

Exercice 95. Soit n € N*. Les deux questions sont indépendantes.
1. Déterminer le nombre de p-cycles dans &,, lorsque p € [1,n].

2. Exprimer le cardinal de &,, en fonction du nombre de dérangement dans &y pour k variant de
0 a n. En déduire une expression du nombre de dérangement sous forme d’une somme. On peut
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p . " n! 1
montrer que le nombre de dérangement est la partie enticre de — + 3
e

Corrigé :

1. On considére p > 2. Pour obtenir un p-cycle, on choisit n — p éléments de [1,n] a fixer. Il nous reste p
élément. Pour le premier élément, il doit s’envoyer sur I'un des p — 1 restants. Pour le deuxieme, sur les
p — 2 restants, etc. Le dernier doit obligatoirement s’envoyer sur le premier élément! Il n’y a donc pas
de choix pour le dernier. Ainsi, il y a (p — 1)! choix pour le p-cycles. Finalement, le nombre de p-cycles

est
(Z) (p— 1)L,

2. Pour construire une permutation, on fixe n — k valeurs qui sont fixé par cette permutation puis on
regarde le nombre de permutations a k éléments sans point fixe. Par définition, on a

n! = zn: (nik>Dk.

k=0

Exercice 96. Pour tout ensemble F de cardinal n, on définit B,, le nombre de classes d’équivalences
de E. Exprimer B,, en fonction de B} pour k variant de 0 a n — 1.

Corrigé : Pour construire une classe d’équivalence,
1. on choisit un élément de FE au hasard.

2. On regarde combien d’éléments constitue sa classe d’équivalence. C’est k pour k allant de 1 a n. On
regarde les éléments qui sont en relation d’équivalence avec lui, il y a (Z:i) choix possibles pour construire
cette classe d’équivalence.

3. On construit une classe d’équivalence avec les éléments restants, a savoir n — k éléments.

Ainsi, on a

" fn—1
B, = B,
> (100
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Chapitre 14

Probabilités

Dans tout le chapitre, sauf mention du contraire, on se place dans un espace probabilisé (€2, .4, P) ou toutes
les variables aléatoires sont bien définis.

r

Exercice 97 (Borel-Cantelli).
Soit (Ap)nen, une suite d’événements. On définit

“+o00 400
limsup A4,, = ﬂ U Ag .
n—+00 n=0k=n
——
—=:B,

1. (a) Soit w € Q. Montrer que w réalise limsup A,, si, et seulement si, {n € N: w € A,} est de
n—-+o0o

cardinal infini (dit en frangais, A,, est réalisé une infinité de fois).
(b) Lemme de Borel-Cantelli. On suppose que Z P(A,,) converge. Montrer que P(limsup A,,) = 0.

n——+o0o
2. Loi du zéro-un de Borel. On suppose que les (A, )nen sont des événements indépendants. Montrer
que P(limsup A,,) vaut 0 ou 1 selon que la série ZIP’(An) converge ou diverge.

n—-+o0o

Corrigé :
1. Par définition, on a w réalise limsup A, <= Vn € N,3k > n,w € A;.

2. 1l est aisé de montrer que (B,,),, est décroissante pour l'inclusion. Par continuité décroissante, on a donc

P(limsup 4,,) = lim P(B,).

n—+00 n—+00

Or, par o-sous-additivité,

P(Bn) =P | |JAr| <D P4, — 0.

_>
k>n k>n norheo

3. Si la série converge, on a déja le résultat et pas besoin d’indépendance. Prenons donc la série divergente.
L’astuce est d’utiliser I'inégalité de convexité e > 1 4+ x pour tout x € R. Déja,

+o0 +oo
NB, =0\ |J 4, = [ O\ 4.

k=n k=n

95
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Fixons alors N > n. On a

P(Q\By) 0\

[ D=

(AN
o=
N
N
ES)
~__—

N

= k:Hn(l — P(Ag))
N

< H exp(—P(Ag))

il
3

Il
o)
e}
o]

( Z P(A) ) — 0.
N—4o00
Donc pour tout n € N,P(Q\B,,) = 0. Par o-sous-additivité, on a donc

P(|J Q\B,) = 0.

neN

En passant au complémentaire, on a le résultat.

Exercice 98 (Produit eulérien de ¢). On note P l’ensemble des nombres premiers. Soit s > 1 et X une
variable aléatoire a valeurs dans N* dont la loi est

Vn e N* P(X =n) =

1. Est-ce une loi d’une variable aléatoire ?
2. Soit n € N*. On note A,, 'événement "n divise X". Montrer que (Ay),cp est une famille d’évé-
nements indépendants. En déduire
5-I0-5)
— = 1—-—.
¢(s) }Jp p?

3. Calculer la probabilité qu’aucun carré outre 1 ne divise X.

Corrigé :
—S

n
1. Pour tout n € N*, on a >0 et

¢(s)

> i
n>1 C s
par définition.
2. Remarquons que A,, = |_| {X =nyj} est un événement et
VS

—S :—8

. gt
= 2 P =ni) =) "

JeN* j=1

Soit (p;)ier, une liste de nombres premiers distincts. Par le lemme de Gauss, on a
m Apz B A/41_[161pZ
i€l

Ainsi,

P(Nan) =reapg = (In) =T = Tea

iel i€l icl el
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Les (Ap)pep sont donc indépendants et leurs complémentaires dans €2 le sont aussi. Notons (pp)nen la
n

suite croissante des nombres premiers. On note E,, = ﬂ Tm vérifiant F,+1 C E, pour tout n € N. On
i=1
a donc, en notant, £ = ﬂ E,
neN
lim P(E,)=P(FE).

n—-+o0o

Or E = {1} puisque ne pas étre divisible par un nombre premier revient & étre inférieur strictement a
2 en valeur absolue. On est dans N* donc il ne reste que 1. Ainsi, il suffit de calculer P(E,,) puisque

P(E) = C(ls) On a

Ma»=fh1—ﬂ&ﬁ=fi@—1>

i=1 i=1 P
ou la deuxieme égalité provient de I'indépendance des (A,)pep. Ainsi, le produit de droite admet une
limite quand n — 400 et cette limite vaut P(E).
3. Si on note FE, cet événement, on montre facilement que

E= ()4,

peEP

Comme dans la question précédente, on a le résultat qui est

1
¢(2s)

Exercice 99 (Inégalité de Cantelli). Soit X, une variable aléatoire réelle. Soit o > 0.

1. Soit A > 0. Montrer que
E[(X —E[X] + A)?] = Var(X) + A%

2. Montrer que VA > 0,
Var(X) + A2

P(X —E[X] 2 ) <~

3. En déduire que
2Var(X)

P(IX ~EIX]| 2 0) < e

et comparer avec Bienaymé-Tchebychev.

Corrigé : On note m = E[X],0? = Var(X).
1.

E[(X —m+\)?] = E[(X — m)?] + 2ME[X] —m) + \? = ¢% + \.
2. 0na

P(X—m>a)=P(X —m+A>a+A) <P(X—m+N)2> (a+A2) < B(X —m+ %] _ o2+ N

(a+N)? (a+A)?
0'2 + )\2 0'2
3. Soit p : A +— m On dérive ¢ et on montrer que ¢'(\) = 0 si, et seulement si, A = —. Mais alors,
Q@ Q
2
o(0?/a) = a2 d’ou le résultat. En remplacant X —m par —(X — m, le raisonnement ci-dessus en
044«
change pas. On a donc
2
o
PX-mza)< s
et
o2
P(—X >a) < ——.
(X +m>a)< il

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 97 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 14. PROBABILITES Chen Thomas

Ainsi,
P X —m|<a)=P(X-m>a)+P(-X+m>a) < ——
m «Q m >« m 2« 3 .
— p— pu— — 2

(Je laisse la comparaison avec Bienaymé-Tchebychev pour vous).

Exercice 100 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soit A €]0,1[, X variable aléatoire réelle strictement po-
sitive. Montrer que
(1 - ))2E[X]? < P(X > AE[X])E[X?].

Corrigé : Soit @ > 0. Alors E[X]| = E[X1x<oX] + E[X1x>,X] < a+ E[X1x>,X]. I suffit maintenant de
prendre a = AE[X]. J’ai donc
E[X] - ABLX] < B[T s yei X,

Finalement,

(E[(1 = NX])? < (E[Lxor X))
E[]lg(ZAE[X]]E[XQ] par Cauchy-Schwarz
P(X > AE[X])E[X?].

IN

Exercice 101 (Inégalité de Bernstein). Soit .S, variable aléatoire tel que S,, < B(n,p),z > 0,q =1—p.

1. Soit A > 0. Montrer que
E |:€)‘(Sn—np):|

P(S,, —np > nz) < pow

2. Montrer que E [e’\(sn_"f’)] = (peAq 4 qe—/\p)n.
3. Montrer que Vt € R, e! < e’ 4+ t. En déduire que

P(S, —np > nz) < FE=0E)

4. Conclure que

—'I‘Lﬂ')2
&—p‘Zm)<2e .

Corrigé :
1. On a
{Sn —np > nx} = {A(S, —np) <niz} = {e)‘(s"_"p) > e”’\”"} .

Par Markov, puisque e*(5»=7P) > (),

B [oA(su -]

P(S, —np > nx) < pow

2. Par le théoréeme de transfert,

—MNn - n n— —n n - n
E[re] = 3 <k> (€*p)fg" ™ = TP (p+q)" = (pe! 4 ge )™
k=0

3. On pose f :t — et” 4+t — e!. On étudie ses variations. On a un minimum en 0 et f(0) = 0. f est
décroissante puis croissante donc f est positive. On applique I'inégalité précédente a Ag et —Ap. On a

E {eA(Sn—np] < (p(e’\2q2 + ) + q(e’\2p2 _ Ap)) < ((p+q)€A2)n < RO

Puis, ,
P(S, —np > nx) < "N A7),
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4. On minimise a droite. On trouve A = /2. On a donc P(S,, — np > nz) < ez /4,

5. On montre de méme que P(S, — np < —nz) < e /4. Dot

P (‘5: —p’ > x) =P(S, —np >nx)+P(S, —np < —nz) < 9ena?/4,

Exercice 102. Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé.
1. Soit x € [-1,1],t € R. Montrer que

1—=x 1+x
tw =5 t
€ S5 € +72 e

2. Soit X une variable aléatoire discrete ayant une espérance. On la suppose centrée bornée par 1.
Montrer que e!X admet une espérance et que

E [etx] < et2/2'

3. Soit X1, ---, X, des variables aléatoires réelles discretes centrées indépendantes. On suppose que
n

pour tout i € [1,n],|X;| est bornée par un réel a;. En notant S, = ZXi’ montrer que
i=1

2 &
vVt e R,E {etS"} < exp <2 Za?) .
i=1
4. En déduire I'inégalité de Hoeffding :

62
Ve > 0,P(|S,] >¢) <2 — .
e > 0,P(|Sy| > €) < exp< Ty

Remarque. Si on ne suppose plus les variables centrées, le résultat tient a condition d’estimer P(|.S, —

E[S,]| > ¢).

Corrigé :

1. exp est convexe donc par l'inégalité de convexité, on a

1- 1 1-— 1
Wz € [—1,1], V¢ € R, exp(tz) = exp ( AE ;%) < 1 T exp(—t) + 10 L exp(t)
. l—-2 14z , .
puisque — + 5 = 1 et que ces deux termes que I'on somme sont dans [0, 1], z étant lui dans
[_17 1]

2. Soit t € R. On a tX < |t||X]| < |t| donc par croissance de exp, on a 0 < exp(tX) < exp(]t|). Ainsi,
exp(tX) est positive bornée donc elle admet une espérance. Par ailleurs, X est bornée par 1 donc par
la question précédente, on a

1-X 1+X

exp(tX) < 5 exp(—t) + 5

exp(t).

Par croissance puis linéarité de I’espérance, puisque X est centrée (donc E[X] = 0), on a
1 - E[X] 1+ E[X]

Elexp(tX)] < -

1
exp(—t) + exp(t) = i(exp(—t) + exp(t)) = cosh(t).
Or, on a 'inégalité classique

Vt € R, cosh(t) < exp(t?/2).
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Pour cela, on va utiliser les séries entieres. On a

“+o0o 1 9 I 1 2
. _ - n
Vt € R, cosh(t) = z_: el exp(t”/2) = Z_: n!Qnt :
n=0 n=0
Or,
2n
Vn € N, 2" < H k
k=n+1
donc
1 < 1
(2n)! — nl2n

donc par positivité de t*” pour tout t € R et n € N, on a
cosh(t) < exp(t?/2).

Finalement, on a bien Elexp(tX)] < exp(t?/2).

3. Assurons-nous de l'existence des objets. Soit ¢ € R. S, est bornée comme somme finie de variables
aléatoires bornées donc exp(tS,) l'est aussi et admet donc une espérance. Par indépendance des (X;);,
on a alors I'indépendance des (exp(tX;)); ce qui donne

n
Elexp(tSn)] [H exp(tX; ] = HE[exp(tXi)].
=1 =1
On veut utiliser la question précédente. Pour obtenir X; bornée par 1, il suffit de diviser par a; donc on
a
Vt € R,V1 < i < n,E[exp(tX;/a;)] < exp(t?/2).
Ainsi,

Vt € R,V1 <i<n,0<E[exp(tX;)] < exp(a?t?/2).

Ainsi, par produit, on a

Elexp(tSy)] Hexp a?t?/2) —exp( Za)

=1

4. Fixons maintenant ¢ > 0 et £ > 0. Par positivité de exp(tS,), par Markov, on a

exp(te)

P(Sy > €) < P(exp(tSn) > exp(te)) < ElexpltSa)] < exp (t; i% - tf) :
j=1

n 2
t
Cela étant vrai pour tout ¢, il faut trouver un ¢ « optimal ». Posons a = E c? et f:t>0— Ea—ts € R.

i=1
f est polyndmiale : elle atteint un unique minimum en £/a et f vaut —e?/2a. Ainsi,

2
S o) < _ 2 _ s _
P(S, > ¢) < exp(—e“/2a) = exp (22?:1 c?)

Remarque culturelle : Les notions de convergence de variables aléatoires sont hors-programme mais
on en voit sans le dire. La loi faible des grands nombres montre qu’une suite tend vers une autre variable
aléatoire mais insistons sur le « tend ». Il en existe essentiellement 4. Soit (€2, 7,P), un espace probabilisé.
Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires. Soit X une variable aléatoire. La suite de variables aléatoires

(Xn)nEN
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~ p.s.
converge presque stirement vers X, ce que 'on note X,, — X lorsque
n—+o00

P{weQ: lim X,(w)=X(w)}) =1.

n—-+0o00

D
converge dans LP pour p > 1, ce que 'on note X, L—+> X lorsque
n—-+0o0

E(|X, - X[?) — 0.

n—-+o0o

e P
e converge en probabilité, ce que ’on note X —+> X, lorsque
n—-+0oo

Ve >0, lim P(|X, — X]|>¢)=0.
n—-+0o

. c . . .
e converge en loi vers X ce que l'on note X;, —» X lorsque pour toute fonction continue bornée

f:R—R,ona A
E[f(Xn)] — E[f(X)].

n—-+00

Par exemple, la loi faible des grands nombres indique que S,, converge en probabilité vers E[X].

Exercice 103 (Marche aléatoire sur Z).

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé et (X,,),en+ une suite de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes suivant la loi de Rademarcher de parameétre p € [0, 1] (c’est une loi de support {—1,1} et
n

P(X =1)=p;P(X =—-1) =1—p). On note S,, = ZXk pour n > 1 et Sy = 0.
k=1
1. Montrer que P(3n >1: 5, =0) =1 = P(Vk € N,3n > k, S,, = 0) = 1. Interpréter.

2. Onnote T' = inf{n > 1: S, = 0} avec la convention inf(()) = +oo, u, = P(S, =0) et f, =P(T =

n) pour n € N. Montrer que u,, = Z frtun—g. En déduire que Vs € [0,1[,U(s) — 1 = U(s)F(s)
k=1

+o0
avec U, F' séries génératrices des suites u et f respectivement (donc U(s) = Z Ups™).
n=0

3. En déduire ’équivalence des trois assertions suivantes (i.o. = infinitely often = infiniment sou-
vent) :

a) ZIF’(Sn = 0) diverge.
b) P(3n>1:5,=0)=1.
c) P(S, =01i0.)=1.

4. Montrer qu’il existe une seule valeur de p pour que la série diverge et que dans les autres cas, la
série diverge. Indication : on pourra regarder Say,.

Corrigé :

1. Montrons I'implication directe, la réciproque étant triviale. Notons R l'instant de la derniére visite en
0 (on pose Sy = 0). On note R = sup{n > 0 : S,, = 0} et on souhaite montrer que P(R = +00) = 1
Puisque R est a valeurs dans NU {400}, il suffit de montrer que P(R = k) = 0 pour tout k£ € N. Fixons
k € N. Par définition,

P(R=k)=P((Sx =0)N(Vn >k, S, — Sk #0)).

L’événement (Sr = 0) est un événement qui ne dépend que des valeurs de Xi,--- , Xi. L’événement

(ﬂ {S,, — Sk # O}) ne dépend que des valeurs de (X,),>k. Par le lemme des coalitions, ils sont

n>k
indépendants.
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On a donc
P(R=Fk)=P (S, =0)N(Vn >k, S, — Sk #0)) =P(Sk, = 0)P(Vn > k, S, — Si #0).

Or, on a I'égalité (S, — Sk)nsk = (Sn—k)n>k = (Sn)n>1 en loi (il suffit d’écrire les événements avec une
intersection multi-indicée). Ainsi,

P(vn >k, Sy — Sk #0) =P(Yn > 1,5, #0) =1-P@En > 1,5, =0)=1—1=0.

De fait,
P(R: k‘) :P(Sk = O)P(Vn > k,Sn — Sy 7é 0) :]P)(Sk = 0) x 0=0.
Ainsi,
P(RENU{+oc}) =1=Y P(R=k)+P(R=+00) =0+ P(R = +00).
keN
Ainsi, P(R = 4+00) = 1. C’est ce qu’on voulait.
2. On remarque que (S, = 0) = |_| (Sp, =0NT = k), que pour tout k € [1,n], si T = k, alors S, = 0

k=1
et que pour tout k € [1,n], les événements (S, — S, = 0) et (T = k) = 0 sont indépendantes puisque

Sp — Sk est une fonction de Xyi1,---,X, et T = k une fonction de X, -+, X par le lemme des
coalitions (alors que S, = 0 et T' = k ne sont pas indépendants, d’ou I’astuce machiavélique de retirer
Sk (qui vaut 0 puisque T' = k), et enfin, que S,, — Sy et S, — k pour n > k ont méme loi. Ainsi,

n

up =Y (P(S,=0NT =k)= zn: P(S, — Sy = O)P(T = k) = zn: frtln—p-
k=1 k=1 k=1

Ainsi,
U(s)—1= Z Ups" = Z Z frtn_ks™ = Z Z frun—ks™ =U(s)F(s)
n>1 n>1k=1 n>0 k=0
par produit de Cauchy.

3. On adonc U(s)(1—F(s)) =1 pour 0 < s < 1. En faisant tendre s vers 1~ ona U(1)(1 - F(1)) =1 (ily
a convergence dans R puisque U et F' sont croissantes (théoréme de la limite monotone)). Par définition,
on a, toujours dans R,

(ioP(Sn = 0)) (1-P@En>1:8,=0) =1
n=0

Passons maintenant a la preuve de 1’équivalence.

Pour (1) implique (2), la divergence de la série entraine, vu que le produit vaut 1, que le deuxiéme
terme est nul 7.e. P(3n >1: 5, =0) =1 ce qui est (2).

Pour (2) implique (3), on I’a montré question 1.

Pour (3) implique (1), montrons que —(1) implique —(3). —(1) est la série converge. Par Borel-
Cantelli, on sait alors que P(S,, = 0i. 0.) = 0 (petit jeu d’écriture) ce qui implique que —(1).

4. Déja,
n
Vk € [[—n,n]],[F’(Sn = k) = <a>pa(1 _p)ﬁ

n+k
2

avec « le nombre de +1 et 8 le nombre de —1 dans les valeurs prises par X1, -+, X,,. Ainsi, a =
—k
et B = nT De fait,

B(Shn = 0) = (27?) (1 =gy ~ U2

Pour p # 1/2, la série converge, pour p = 1/2, la série diverge par comparaison.
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Exercice 104. Soit S = (s;;)1<ij<n Une matrice symétrique réelle. Montrer que S est positive si, et
seulement si, il existe un espace probabilisé et une famille (X7, -+, X,,) de variables aléatoires réelles
bornées telles que s;; = Cov(X;, X;) appelée matrice de covariance.

Corrigé : Soit une famille (X7, - -, X,,) de variables aléatoires réelles bornées et on note s;; = Cov(Xj;, X;).
Soit Y un vecteur de coordonnées (y1,- - ,yp). Alors
YTSY = Z yiyjsij = Z yiijOV(Xi,Xj).
1<i,j<n 1<i,j<n

Or, par développement d’une forme bilinéaire,

n n
COV Zini,Zijj = Z yiijov(Xi,Xj)

1<i,j<n

et on reconnait & gauche Var (3°;; v;X;) que l'on sait positive.

Réciproquement, soit S positive et Aq,- -, A, ses valeurs propres (positives donc). Un théoréme du cours
assure l’existence d’un espace probabilisé (€2, F,P) et des variables aléatoires indépendantes Y7, --- , Y, sur cet
espace de lois fixées, et ici, on les prend de sorte que V1 < i < n,P(Y; = V) =P(Y; = =) =1/2si \; >0
et Y; = 0 sinon. On a alors Y; centrée de variance \; pour tout 1 < i < n et le couple (Y;,Y;) est décorrélée
pour i # j. Soit P une matrice quelconque et posons

X1 Y;
Xo _pr Yo
Xn Y,

de sorte que pour tout 1 < i < n,X; = ZPkiYk avec P = [pjjli<ij<n. La bornitude des X; est alors
k=1
automatique et par linéarité de ’espérance, les X; sont centrées. Pour i # j, on a

Cov(Xi, X;) = Y. pwimy Cov(Yi,Y)) = pridiprj = PTDP
1<k,l<n T k=1
=011 Var(Yy) =01 \x

qui est une matrice symétrique.
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Chapitre 15

Equations différentielles ordinaires

15.1 Exercices de calculs

Exercice 105.
Déterminer les solutions développables en série entiere de (E) : zy” + 2y’ + 2y = 0.

+o00
Corrigé : Soit f = Z anx™ série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit |z| < R. Alors
n=0
+oo
=z Z n(n — Da,z" 2 = Zn(n—i— Daps12",
n=1
“+o0o “+o00
f(z) = Z napz” ! = Z(n + Dapy12",
n=1 n=0
+00
aff(l‘) = Z Gp—1T
n=1
Supposons que f soit solution de E. Alors
vf"(x) +2f'(x) + 2 f(x) =

ce qui donne

al—i—z (n+1Dapt1 +2(n+ Dapt1 + ap—1)z" =0

—Qn—1

m. Par récurrence immédiate, agp1 = 0 pour tout p € N

ce qui donne a; =0 et Vn > 1l,ap41 =

et encore par récurrence immédiate,

(—1)"ao
Vn > 1,a9, = ——.
“+oo
Réciproquement, f = Z anpx" avec a, vérifiant les conditions juste avant est développable en série entiere
n=0
sur R (en utilisant la régle de d’Alembert pour les séries numériques par exemple) et satisfait I’équation
sin(t)

différentielle par le calcul du début. D’ailleurs, f = ag prolongée par continuité par 1 en 0.

[ Exercice 106. Résoudre I’équation différentielle (E) : y” +y = tan(t) ; t €] — 7/2,7/2[=: I. ]

Corrigé : c’est une équation d’ordre 2 linéaire a coefficients constants avec second membre non constant. Les
solutions de 'équation homogene sont {t € R — Acos(t) + usin(t) € R : A\, u € R}. Pour trouver une solution
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particuliére, faisons une variation de la constante. Etant donné que (cos,sin) forme un systéme fondamental
de solutions, soit A, u, deux fonctions dérivables sur R et y(t) = A(¢) cos(t) + u(t) sin(¢) pour t € I. Alors pour
que y soit solution, il suffit que

{ N (t) cos(t) + 4/ (t) sin(t) = 0
N (t)(—sin(t)) + p/(t) cos(t) = tan(t)

Je recommande [utilisation des formules de Cramer. Je vous propose un petit rappel. On souhaite ré-
soudre le systeme

axr +by=c

dr+ey=f

Alors pour obtenir x, on divise par le déterminant de la matrice le déterminant de la matrice formé des
colonnes du systéme ou I'on a remplacé la colonne de x par le second membre :

c b a c
i e d f
T = sy = .
a b a b
d e d e

De maniere générale, si 'on a un systeme d’équation AX = B avec A = (a;5);; inversible et X = (z;);,

alors xp = det(By) ou By est la matrice A ou la k-éme colonne a été remplacée par B.

1
det(A)

Ici, on a donc le déterminant du systéme qui vaut cos® +sin? = 1. Ainsi,

0 sin(t)
tan(t) cos(t)

sin?
- cos((tt)) ()=

cos(t) 0
—sin(t) tan(t)

N(t) = = sin(t).

On peut choisir p(t) = — cos(t). Pour obtenir A'(¢), on intégreﬂ:

. 2 3 2 3 .
T, T —sin®(t) /Sm(‘”) u /Sm(f’f) 1 ) 1 <1n(1 + sm(m)))
= _— = = 1 _— = —_— 1 _— .
/ A / cos(t) d u=sin(t) u? — 1du 1—u? du = sin(z) 2 In(1 — sin(x))

In(1+ sin(x)))
In(1 —sin(z)) /"
On vient d’obtenir une solution particuliére :

cos(t) In(1 + sin(x))
2 In (ln(l - sin(aj))) '

1
On choisit alors A = sin(z) — B In (

y(t) =

L’ensemble des solutions de (E) est alors

{t € R~ Acos(t) + psin(t) — cos(t) | (ln(l + sin(z))

5 1n(1—sin(a:))> ER:A’“GR}'

2e*

Exercice 107. Résoudre 1’équation différentielle (F) : y” — 2y +y = CESER
z

Corrigé : c’est une équation d’ordre 2 linéaire a coefficients constants avec second membre non constant.
Les solutions de 1’équation homogene sont {t € R + et + ute! € R : A\, u € R}. Pour trouver une solution

sin®(¢) = cos(t) — %ﬁ?(ﬂ

cos(t)

cos(t) cos(t)

N 2(1 +sin(t))  2(1 —sin(t))

1. on peut aussi écrire = cos(t)
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particuliére, faisons une variation de la constante. Etant donné que (exp, t — te') forme un systéme fondamental
de solutions, soit A, u, deux fonctions dérivables sur R et y(t) = \(t)e! + u(t)tet. Alors pour que y soit solution,
il suffit que

N(t)el + p/(t)tet =0

2¢!
N(t)et +p/(t) (1 +t)et =
(06! + 0 (@)1 +1)e! = s
Le déterminant du systéme est (1 +t)e?’ — te? = 2. Ainsi,
0 te! el 0
—2t 2
N(t)=e2t| 2¢! = Jt)=e? 2! | =
= (1+1t)e 1)3 7 ! 1)
e (I+t)e (t+1) e ESIE (t+1)
Une primitive de ¢ +— (—2t)(t + 1)~ est 2+ 1 Une primitive de ¢ — (¢ + 1)~ est -1
imitiv — —_— v —_—.
P (t+1)2 P 2(t+ 1)2
2tet + € tet et
t— - =
(t+1)2  (t+1)2 t+1
est solution particuliere. Les solutions de (E) sont donc
t
{teR»—>/\et+utet+til eR:\ucR).
¥=z+z
Exercice 108. Résoudre le systéme différentiel suivant : (S): ¢ ¢ = -y —2 .
Z=2y+z
T 1 0 1
Corrigé : on écrit le systéme sous la forme X’ = AX avec X = |y |. On pose alors A = |0 -1 -1
z 0 2 1
Alors x4 = (X — 1)(X —)(X + 7). On calcule alors les espaces propres a ’aide d’un systéme. On obtient
1 144 1—1
E1(A) =Vect | |0 , Ei(A)=Vect | | 1—14 , E_i(A) =Vect | | 1+
0 2 2

Le cours assure que les solutions complexes du systeme sont les

1 141 1—1
teR=Xe [0 +pe® |1—i| +ve ™ [14+i|:X\pveC
0 2 2
Pour obtenir les solutions réelles, on extrait partie réelle et partie imaginaire d’un vecteur propre associé a
1 141
la valeur propre i de APl On constate en fait qu’en notant Vi, le vecteur | 0|, et Vj, le vecteur |1 —1i |,
0 2
eV, R(eVa), I(eV3) forment une base de solution. Ainsi, les solutions du systéme sont les
1 cos(t) — sin(t) sin(t) + cos(t)
teR— ae' | 0| + 3| cos(t) +sin(t) | +v |sin(t) —cos(t) | : o, 3,7y €R
0 —2 cos(t) —2sin(t)

15.2 Exercices standards

2. Eh oui, lorsque AX = AX avec A complexe, alors AX = X X car A est réelle! On savait déja que si A € C\R était valeur
propre complexe de A réelle, A aussi mais cela fonctionne aussi avec les vecteurs propres.
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Exercice 109. On note (E) :zy”" +y' +2y=0; z € R.
1. Déterminer les solutions de (F) développables en série entiére.
2. Montrer qu’il en existe une unique qui vaut 1 en 0. On la note f.
3. Soit g une autre solution sur |0, [ avec @ > 0. On suppose que (f,g) est libre. Montrer que g

n’est pas bornée.

/2
4. On note J(z) := / cos(z sin(t))dt. Montrer que J est solution de (E).
0

5. Montrer que J est développable en série entiére et donner son expression.

Corrigé :

1. Soit f = Z anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit = €] — R, R|.

n>0
—+oo +o0
= Z apn(n — 1)zt = Z antin(n+ 1)z", f'(z Z ant1(n+ 1)z zf(x Z ap—12"
n=2 n=1 n=0
Analyse : f est solution de (F) si, et seulement si

400
Z (anyin(n+1)+apt1(n+1) +ap—1) 2" + a1z’ =0
n=1

ce qui revient a demander par unicité des coefficients d’une série entiere
Vn € N* apy1(n + 1)2 + ap_1=0,a1 = 0.

Par récurrence, on a donc immédiatement

o B —aon, B B (_1)n+1a0
Vn € Nyaopi1 =05 agnq2 = m == 22(n+1) (n 4 1)12°
On a donc n
f@) =3 e,
= 4n(n!)

Synthese : soit f série entiére définit ci-avant. Montrons que son rayon de convergence est strictement po-
(=1)”

sitif. Pour cela, le lemme d’Abel nous dit que R = +o00. En effet, en notant b, = { 4P (p!)?2
0 sin=2p+1

sin=2p

la suite (b, R™)nen est bornée pour tout R > 0. II suffit d’écrire

p
(=1) R — 0.

Vp € N,n = 2p, IPDE el

Par les calculs antérieurs a l'analyse, f est solution de (E) : c’est ce qu’il fallait démontrer.
2. On a un degré de liberté sur ag. En fixant ag = 1, on a le résultat.

3. Soit g telle que (f,g) soit libre et g solution de (F). Soit W wronskien de f,g, c’est-a-dire, W =

ff, 5, = fg' — f'g. Alors W est dérivable de dérivée W' = f'g' + fg" — f"g — f'g’ donc aW' =
f(=¢ —xg)— (=f —xf)g=—fg + f'g = —W. Ainsi, (zW)’ est constant sur ]0, a[ donc il existe une
constante réelle A tel que Vz €]0, af, W (z) = A. A est non nulle : sinon, W est nulle ce qui contredit

la liberté de (f,g). g étant bornée, je la prolonge en 0. Ainsi,

A=zf(2)g(z) —xf'(x)g(x) — 2f(2)g ().

z—0t
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z—0

o 1
Puisque f(z) —0>+ 1, on a donc ¢'(z) A /:L‘ Soit zg €]0, a]. Puisque / Zdt diverge, par théoréme
T— 0

d’intégration d’équivalents, on a

g(zo) — g(z) ~ A(ln(zo) — In(z)).

x—0

Cela contredit le caracteére bornée de ¢g. Ainsi, par ’absurde, on a g non bornée.

4. Soit J:z € R — /ﬁ/2 cos(zsin(t))dt. Soit f : (z,t) € R x [0, 7] — cos(zsin(t)) € R.
o Vt € [0,7],z — f(z,t) € C}(R) ; Vt € [0,7],Vz € R,%(t,x) = —sin(¢) sin(z sin(t)), ;é(t x) =

— sin? cos(x sin(t)).
o Pour tout x réel, ces derniéres applications sont mesurables sur [0, 7].
o Domination : chacune de ces applications sont continues sur le segment [0, 7] donc dominée sur [0, 7].
Par le théoréme de dérivation C? sous le signe intégral, J est de classe C? et

T(x) = — /0 " sin(t) sin(asin(t))dt , J"(z) = — /0 " sin? cos(a sin(t))dt.
Ainsi,
2(J"(z) + J(2)) = /0 " (1 = sin(1)) cos(a sin(t))dt = /0 " cos(t)( cos(t)) cos(x sin(t))dt.

On réalise une intégration par parties, on est en présence de deux fonctions C! : on integre t
(x cos(t)) cos(zsin(t)) dont une primitive est ¢ — sin(zsin(t)) et on dérive cos. On obtient alors

z(J"(z) + J(z)) = [sin(z sin(t)) cos(t)]g + /07r sin(t) sin(x sin(t))dt = —J'(z).
=0

On a donc J solution de (E).
5. De plus, J est bornée sur R. Par précédent, J = Af avec A € R. Or, J(0) =7 = Af(0) = XA donc J = 7 f.

Exercice 110.
Soit A > 0.
1. Résoudre (E) : xy' + \y = RT*.
ésoudre (F) : xy + My T+ S
2. Résoudre (E) sur RT.
1
3. Déterminer les solutions de xy' + \y = 1o développables en série entiére au voisinage de 0.
x
4. Calculer
5 .
= 237(1 + 3n)
Corrigé :

1. C’est une équation d’ordre 1. Les solutions homogenes sont de la forme Cz=* pour C un réel. Par

variation de la constante, on cherche une fonction dérivable z — C(z) tel que y : x — C(z)z™ soit
1-X
x
solution. On en déduit que zC'(x)z=* = ce qui donne C'(z) = x> est positive sur
ution. On en déduit que zC’(x) T ced () T2 T2 p)\1
R** et est intégrable au voisinage de 0 11 existe alors A réel tel que Vo > 0,C(z) = A+ / g

3. c’est équivalent 2>~ et A —1 > —1 donc par Riemann, on a le résultat
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2. Soit y solution. Alors y coincide avec une solution sur R donc est de la forme

avec A un réel. y étant continue en 0, puisque z~* —6 400, lintégrale étant nul quand x — 0, A est
—

nécessairement nul. Ainsi, Vx > 0,

(0= [ " [ L
Xr) =2 = Uu.
y o 1+1¢ u=1/z Jo 1+ 2u

Appliquons le théoréme de convergence dominée. Soit f : (z,u) € RTx]0, 1] —

A—1

+ zu
e (C’est une fonction continue en u pour tout x.

o Yu € [0,1], f(u,x) — u L
xr—r
 Domination : Yu €]0,1],Vz > 0, |f(z,u) < u*~! € L'(]0, 1]).
Par le théoreme de convergence dominée,

1 1
/\_1 = — =
y(x) = ; u du = 3 :y(0).

1 -1

Ainsi, y: 2 € RT — T tdt € R est continue sur RT. II reste & montrer le caractere C!. Pour cela,
0 x

on applique le théoreme de dérivation sous le signe intégral.
e Vu€]0,1], f(-,u) € CY{RT,R) ; Vu €]0,1],Vx € RT,

8f( ) u
oz’ (14 zu)?
« Vz e R", f(z,-) € C,(10,1],R) N L'(]0,1]
e Domination : Vu €]0,1],Vz > 0
0
8—£(u,x) <w* e L1(]o, 1]).
Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, y est bien C!.
+o00
3. Soit f(z) = Z anx"™ série entiere de rayon de convergence R > 0. On a, pour || < R
n=0
+00
zf'(x) + A f(x) = Z(n + Nayx".
n=0
Ainsi, f est solution de (F) si, et seulement si, (—1)" = (n 4+ A)a, pour tout n € N. Puisque ntl) _
np,

n4+ A

_— —
n+14+ X\ not+oo
développable en série entiére au voisinage de 0. C’est

1, R = 1. Ainsi, une telle série enticre existe : il n’existe qu'une seule solution de E

Vo €] - L1, f(z) =)

+oo (_1)71 1 t)\fl
vz €]0,1 n_ dt.
vy Sy /0 L
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1 1
On prend alors A = 3 et r = 3 On a

DL gs GO /1 Iy
8 T n(143n)  Jo 144/8

Il reste & calculer cette intégrale. On le fait en posant u = t!/3 ce qui donne

1 75—2/3 1 U_2 1 1
S - 3u2d :3/ .
/0 1+1t/8 /0 s+us T )y s a3

Une décomposition en éléments simples donne aisément :

1 1 —2u+2 1

B+ud  122+0) 24 —2u+4d)  Au—12+3)

L’intégration se déroule tranquillement et on obtient

R ! V3
3 ———— =3x8 du =In(3) + —.
7;)23"(1—1-371) 8 X/o S+ud " n(3) + 3"
Ainsi, la somme a calculer vaut

S (- In(3) VB
Z:21’m(1+3n)* 5 T 9™

n=0

Exercice 111 (Lemme des zéros isolés). Soit (E) : y” +a(t)y’ +b(t)y = 0,t € I avec I un intervalle non
trivial de R et a, b continues sur I. Soit y une solution non nulle de (E). Soit ¢ty un zéro de y. Montrer
qu’il existe n > 0 tel que sur [ty — 7, %o + 7], y ne s’annule qu’en ty. En déduire que y n’admet qu'un
nombre fini de zéros sur tout segment de R (c’est le lemme des zéros isolés).

Corrigé : Soit to tel que y(t9) = 0. Si y/(t9) = 0, alors par Cauchy-Lipschitz linéaire, on a y = 0 ce qui
n’est pas. Donc y/(tp) # 0. Par continuité de v/, il existe o > 0 tel que Vt € [tg — «, to + ],y (¢) # 0. Par la
contraposée du théoréme de Rolle, Va € [tg — a, to + o], y(a) = y(to) = 0 = a = tp.

Supposons par I'absurde qu’il en existe une infinité dans [a, b]. Soit u, une suite de tels zéros. u est & valeurs
dans [a, b] compact : le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure donc qu’il existe ¢ extraction telle que (ug(y))n
converge, disons vers ¢. Par continuité de y, y(¢) = 0 et par précédent, ¢ est isolé. Soit un 17 comme précédent.
Alors il existe N € N tel que Vn > N, |ugm) — £ < g Comme g,y est un zéro dans [( —n, £ + 7], il vaut £.

Ainsi, (ug(n))n stationne a £ ce qui est absurde.

Exercice 112 (Théoreme d’entrelacement de Sturm). Soit g;, g2 deux fonctions continues sur R vérifiant
q1 > g2 Soit y"(t) + qi(t)y(t) = 0,t € R (E;) pour i € {1,2}.

1. Soit y; et yo solutions de (E7) et (E2). Soit «, 8 deux zéros de yy consécutifs. Montrer que y;
s’annule sur |a, 8[. On pourra calculer la monotonie du wronskien W (yi,y2). C’est le théoréeme
d’entrelacement de Sturm.

2. On considere I'équation (E) : y”(t)+ely(t) = 0,t € RT. Soit y une solution de (E). Montrer qu’il
existe une suite strictement croissante (¢, )nen qui constitue les zéros de y.On pourra montrer que

y s’annule sur un intervalle de la forme [a, o + wexp(a/2)] grace a une équation auxiliaire bien
choisie.

3. Montrer que Vn € N, re~tn+1/2 < tptl —tn < me /2. En déduire un équivalent de (tn)n-

J
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L. Soit f = W(y1,y2). Alors f = y1y5 — y2y; donc
=915 + vy — yoyr — eyl = y1(—qy2) — ya(—q1y1) = y1yv2(@a — @2)-

Comme ¢1 > qo2, f’ est du signe de y1y2. Comme ys est continue sur Jo, 8] et ne 8’y annule pas, elle
est de signe constant, disons positif.

Supposons par 'absurde que y; ne s’annule pas. Alors y; est de signe constant par continuité, disons
positif. Alors f’ est aussi positive donc f croit. On obtient alors

fla) < f(B)
ce qui donne
y1(a)ys(@) < y1(B)ys(B) 5 ().
Concluons grace a 'argument suivant. Soit 5 > t > «. Alors

y2(t) —ya(@) _ 1a(t)
t—« t—«

> 0.

L’inégalité passe a la limite en y5(a) > 0. De méme, y5(3) < 0. Ces inégalités sont strictes car par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, ya # 0 donne —(ya(a) = 0 A yh(a) = 0 ce qui donne y5(«) # 0 et on a la
méme chose pour .

Ainsi, par positivité de y1, y1(a)ys(e) > 0 et y1(8)y5(8) < 0 ce qui contredit (x).

2. On applique le lemme des zéros isolés (exercice . On en déduit que sur chaque compact [k, k+1],k €
N, il existe un nombre fini de zéros sur [k, k + 1]. Comme R™ s’écrit comme 1'union dénombrable des
[k, k + 1],k € Z (caractére archimédien de R), cet ensemble de zéros est au plus,dénombrable. On peut
donc construire (t,)ner une suite de tels zéros et les ranger dans l'ordre croissant. Le caractere isolé
rend cette suite strictement croissante. Montrons que I est infini. On en déduira que I est équipotent a
N.

Pour cela, appliquons la question précédente. Soit o > 0. Considérons g1 = exp et g2 = exp(«)
(fonction constante). Les solutions de (E2) sont de la forme

ya(t) = Asin(exp(a/2)(t - ¢)) ; A,p € R.

Posons donc A =1 et ¢ = . Alors yo(t) = sin(exp(a/2)(t — «) donne une solution de (F2) qui possede
a comme zéro. Le prochain zéro de yy est, grace a la fonction sinus, o + 7exp(—a/2). Le théoréme
d’entrelacement de Sturm s’applique sur I = [o, o + mexp(—a/2)] et comme ¢ > ¢o sur I, y s’annule
sur [a, a + mexp(—a/2)]. Ceci étant vrai pour tout a > 0, y posseéde bien une infinité de solutions.

3. Soit n € N. Considérons l'intervalle [t,,t,+1] = I. Soit g2 = exp(tn+1). Alors g2 > ¢1 donc par le
théoréme d’entrelacement de Sturm, toute solution de (E2) admet un zéro dans [t,,t,+1]. Les solutions
de (E3) sont de la forme t — Asin(exp(t,+1/2)(t — ¢)) donc avec A =1 et ¢ = t,, les zéros de cette
fonction sont les t,, + kmexp(—t,+1/2) =: ug. Ils sont rangés dans 'ordre croissant selon k et comme
uo ¢ I et uy > t, nécessairement, u; € I ce qui donne t,, + wexp(—t,41/2) € [tn, tnt1]-

Cela donne donc mexp(—tn+1/2) < tpy1 — tn.

Pour l'autre morceau, on applique la question précédente avec o = t,, ce qui donne que y s’annule
entre t,, et t, +mexp(—t,/2) et le prochain zéro de y apres t,, est t,41 donc ty41 € [tn, tn +mexp(—ty/2)
ce qui donne t, 41 — t, < wexp(—ty,/2).

Concluons. Comme (t,), converge vers 400, exp(—t,/2) =7 0. Par encadrement, ¢, — t,
n—-+0oo
tend vers 0. Il est bien connu que exp(f) ~ exp(g) si, et seulement si f — g — 0 ce qui donne
que mexp(—t,/2) ~ mexp(—tn+1/2). Par encadrement, t,41 — t, ~ mexp(—tn/2).
n—-—+0oo

n—+400
Obtenons maintenant un équivalent de (exp(t,/2) =: vy)pn. Alors 21n(vy,) = ¢, donc

T
2In(vpt1) — 2In(vy) = tht1 — tn ~notoo .
n
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On écrit aussi

n(vns1) — In(vn) = In (“"“) ~ Ul

Un n—+o00  Up

. (% cle el ;. 7 Tows
puisque — — letIn(x) ~ x— 1. Par transitivité de I’équivalent, on en déduit que
Uy n—+o0 rz—1
_> 4
v -0 —.
ntl " stoo 2

Par le théoréeme de Cesaro, v, ~ ™, Ainsi, 2In(v,) = 2In(7/2)+21In(n) = t, donct, ~ 2In(n).

n—+oo 2 n——+o0o
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Chapitre 16

Calcul différentiel

Voici mes notations en calcul différentiel.

* 9 = O.f = 01f : dérivée partielle par rapport a la premiére variable, par rapport a la premiere
z

coordonnée.

e D, f(a) : dérivée directionnelle selon v de f en a. On a alors D, f(a) = 01 f(a).

e df, : différentielle de f en a. df, est une application linéaire.

o Vf(a): gradient de f en a. On a f(a+ h) = f(a) + (Vfa, h) + o(||h||) (on rappelle que 'on définit le
gradient pour une fonction vectorielle & valeur réelle).

e Jacf, : jacobienne de f en a.

0% f

Oxdy’

e Pour les dérivées secondes, je préfere 8§y f pour dire

o Hessf(a) : hessienne de f en a.

16.1 Les 6 exercices a savoir faire si on veut abandonner le calcul diffé-
rentiel

2
(22 + y2)3/4
continue sur R?. Etudier l'existence de dérivées partielles.

Exercice 113. Soit f : (z,y) € R?\{0} — € R. Montrer que f se prolonge en une fonction

Corrigé : Si f est continue, alors la valeur en 0 doit étre la limite de fy : y — f(0,y) quand y — 0 & savoir

Ainsi, pour montrer la continuité de f en 0, on regarde alors

2

T :L‘2+y2
(22 + 427/ =@+ ) =l gl — 0.

T (a2 (2.y)=0

Vz,y € R, |f(z,y)| =

Ainsi, f est continue. Pourtant, f n’admet pas de dérivée partielle en la premiere variable en (0,0). En effet,

i, O)t £(0) _ 752/(1;2)3/4 _ 1/\/72 t_>_0>+ +00.

La continuité n’induit pas ’existence de dérivées partielles.

2

'y .

Exercice 114. Soit f : (z,y) € R? i {24 4 42 s (z,9) # (0,0) . Montrer qu’elle admet des dérivées
0 sinon

selon tout vecteur en (0,0) mais qu’elle n’y est pas continue.
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Corrigé : soit v = (,y) un vecteur de R2. 1l va nous servir de direction. On souhaite alors montrer que

f(0+tv) — £(0)
t

gy it €ER" — eR

admet une limite quand ¢t — 0. On a

fv) B2ty 1 2Py
ottt yit at+y?

Siy =0, alors g,(t) = 0 donc g, admet une limite quand ¢ — 0. Si y # 0, alors g,(¢) v 22 /y € R. Ainsi, pour
—

tout v, g, admet une limite en 0 : f admet des dérivées directionnelles selon tout vecteur en (0, 0).

11
f n’est pas continue en (0,0). En effet, par exploitation séquentielle de la continuité, puisque f (, 2) =
n'n

# 0= f(0), f n’est pas continue.

N N~

22 — 42 '
Exercice 115. Soit f : (z,y) € R? { Y 2 + 2 si (z,y) # (0,0) . Est-elle continue sur R??
0 sinon
Différentiable sur R?? (Pour plus tard, montrer que cette fonction constitue un contre-exemple au
lemme de Schwarz.)

Corrigé : D’abord, la continuité. Soit x,y deux réels. Alors

2 2

B P
’f(‘,ray)’_ xy$2+y2

Pour un point méthode, pour montrer la différentiabilité, il est beaucoup plus simple de montrer le caractere
C'! En effet, étre C', c’est étre différentiable de différentielle continue. C’est équivalent & demander existence
et continuité des dérivées partielles d’apres le cours, ce qui est nettement plus aisé a montrer.

(Bien sfir, il existe des fonctions différentiables mais pas C'.)

Calculons les dérivées partielles. Soit z,y € R. Alors

of (z.5) B2y — ) (2 + ¢*) — 22%y(2® +¢%) 2y —y® + 4a®y’
—\XT = =
oz Y (@2 + 2)2 (22 + 42)2

Or, |z] < Va2 +y? et |y| < /a? + y? (il faut en abuser) donc

of of 24|yl + [yl° + 4][*|y]®
—_ _ L < < 2 2
g B Y) —5.(0,0) < @2 1 72 <6y/2%+y

0 0
car —f(0,0) = 0. x et y joue des roles antisymétrique donc on a le méme résultat pour —f Ainsi, f est de

Ox oy

classe C! sur R donc différentiable sur R.

Exercice 116. Déterminer les extrema locaux puis globaux de f : (z,y) € R? — 22% + 62y — 3y* + 1.
Etudier les extrema globaux de f|(,1j2-

Corrigé : Déja, f est de classe C? donc on peut utiliser tous les théorémes du programme pour conclure.

Soit (z,y) € R2. On calcule gi(m,y) et g‘;(x,y) On trouve

of 62 of — 6 —
ax(x,y)—6x + 6y et ay(x,y)—()‘:v 6y
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donc
_ 627 + 6y =0 r=y
Vf(w,y)—o‘:’{(ax—ﬁyzo {6902—1—690:0 '

Ainsi, si (z,y) est un point critique, alors (x,y) = (0,0) ou (—1,—1). On calcule ensuite les hessiennes en (0, 0)
et en (—1,—1) afin de voir si f(0,0) et f(—1,—1) sont des extrema de f. Pour (z,y) € R?, on trouve que

0% f o*f 0% f
=6, —2 =127 et =2 —- 6.
8xay(x,y) 6, 5.2y z et 052 (,y) = —6
Alors
Y(z.y) € B2, Hess(f) () = (1?” _66> -
o 0 6 -12 6
Ainsi, A := Hess(f)(0,0) = 6 —6 et B := Hess(f)(—1,—-1) = ( 6 —6)° Comme det(A) < 0, alors

f n’admet pas d’extremum local en (0,0). En revanche, on a det(B) > 0 et tr(B) < 0 donc f admet un

maximum local en (—1,—1). Ce maximum ne peut pas étre un maximum global : en effet, pour tout = € R,

f(x,0) = 223 +1 —+> 400 donc la fonction ne saurait étre majorée. Par conséquent, f n’admet pas de
T—>+00

maximum global.
Sur le compact [0,1]?, f étant continue, f y est bornée et atteint ses bornes en vertu du théoréme des
bornes atteintes. Soit donc

I =[0,1] x {0} ; Iy =[0,1] x {1} 5 I3 ={0} x [0,1] ; Iy = {1} x [0,1].

Alors

V(z,y) € I1, f(z,y) = 22° + 2.

fir, présente un maximum en (1,1) qui vaut 4 et un minimum en (0, 0) qui vaut 2.

V(Zﬁ,y) € IZ:f(:Uay) = 2.%‘3 + 62 —1=: g(x)

Alors Va € [0,1], ¢/(x) = 62 + 6 > 0 donc g est croissante. f|;, présente un maximum en (1,1) qui vaut
7 et un minimum en (0, 1) qui vaut —1.

V(z,y) € I3, f(z,y) = —3y* + 2.

fi1, présente un maximum en (0,0) qui vaut 2 et un minimum en (0, 1) qui vaut —1.

V(z,y) € Iz, f(z,y) = —3y® + 6y + 4 =: h(y).

h est une parabole tournée vers le bas qui a son maximum en — = 1. Ainsi, fj;, présente un

2 x (—3)
maximum en (1,1) qui vaut 7 et un minimum en (1,0) qui vaut 4.

Ainsi, f|jp,1)2 est maximale en (1,1) et minimale en (0,1).

Exercice 117. Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? = z* + y* — 2(z — y)%.
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Corrigé : f est C? donc on pourra appliquer tous les théorémes du programme. Soit (x,7) € R?. On calcule

of

——(z,y) et —f(:v,y) et on trouve

Ox oy
8f 3 af 3
—_Z =4 — —_— =4 — .
5 (O Y) = 42" —z+y) et 8y(w,y) (v*—y+x)
Ainsi,
Y (r.y) = 0 = 3 —z+y=0 — 3 +y3 =0 r=—y
Y= v —y+x=0 2 —r+y=0 23 —2x =0

De fait, si (z,y) est un point critique, alors (x,y) € {(0,0), (V2,—v2), (—V2, \@)} On calcule ensuite les

hessiennes en (0,0) et en (£v/2,F+v/2) afin de voir si f(0,0) et f(£v/2,Fv2) sont des extrema de f. Pour
(z,y) € R?, on trouve que

0% f 0% f

0% f

ay?

(x,y) = 122" — 4, —5(x,y) =12y° — 4.

Ainsi,
1222 — 4 4
2 _
V(x,y) € R*, Hessf(z,y) = ( 4 1942 — 4>

4 —4 4 20
Comme det(A) = 0, alors on ne peut pas encore conclure. Pour conclure, on remarque que pour t € R,
f(z,2) = 22 et f(x,0) = 22(z? — 2) ~ —22% donc dans tout voisinage de (0,0), il existe des points ou f
T—

On note alors A := Hess(f)(0,0) = <_4 1 ) et B := Hess(f)(v/2,—V2) = (20 4) = Hess(f)(—v2,V2).

prend des valeurs strictement positives et des valeurs strictement négatives. On en déduit que f n’admet pas
d’extremum local en (0,0) : ¢’est un point col.

Ensuite, on a det(B) > 0 et tr(B) > 0 donc f admet un maximum local en (v/2, —v/2) et en (—v/2,1/2).
Montrons que f admet un minimum global. On sait que pour tout (a,b) € R? on a 2|ab] < a? + b%. On en
déduit que pour tout (x,y) € R?, on a

(. —y)® <2(2” +y°) et (2° +y°)* < 2(2" +¢*).

On en déduit que pour tout (z,y) € R?,

[z, )1
r,y) > ———— —4||(zx, — +00.
f(z.y) 9 [(z, y) @)l

Par conséquent, il existe R > 0 tel que pour tout (z,y) € R?, ||(z,y)|| > R = f(x,y) > 1. Sur 'extérieur

de la boule de centre 0 de rayon R > 0, on calcule minore aisément l'infimum : " H;ﬁ R > 1. Etudions sur
x,y)||>

la boule. On a " ir;ﬁq{ < f(0,0) = 0 donc l'infimum sur R? est atteint dans la boule fermée de centre 0 de
x’y —

rayon R qui est atteint — c¢’est un compact et f est continue —. Puisque les seuls minima de R? sont atteint en
(£v/2, Fv/2), ce sont des minima globaux.

Exercice 118. Déterminer les extrema de f : (z,y,2) € R = 22 +y? + 22 sur A = {(2,9,2) € R3 :
o+t + 24 =1},

Corrigé : On consideére g : (2,7y,2) € R3 — 2% + 3% + 2% — 1, qui est une fonction de classe C! sur 'ouvert
R3, au méme titre que f. L’ensemble & = g~ ({0}) est un fermé de R? et il est inclus dans le compact [—1,1]3,
donc est également compact. Par suite, fi¢ admet des extrema. Soit m = (z,y,2) € £ un point ot fi¢ admet
un extremum. Puisque Vg(m) = 4m est non nul (car 0 ¢ &), le théoreme d’optimisation sous contrainte donne
la colinéarité de V f(m) et Vg(m), donc il existe A € R tel que
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2(z,y,2) = 4X\(2®,°, 2°).

ce qui est équivalent & demander

2(1—202) =0
y(1—2\y*) =0
2(1-2X2%) =0

Etudions les points m de € qui vérifient cette condition.

e Siz, y et z sont tous les trois non nuls, alors (¥) donne z? = y? = 2% donc 3z* = 1 car (z,y,2) € €.

1 1
Cela donne les points m = (i ==+ ) et f(m) = /3.
BEiEts (m)

o Supposons deux des trois coordonnées non nulles et la troisieme nulle. Vu la symétrie en (z,y, z) du
probléme, on peut supposer z = 0. Comme plus haut, cela implique 22* = 1 donc cela donne les points

1 1
m=|(t—,£——,0] et f(m) = V2.
(g5 gs0) et Sm = v2
o Si deux des trois coordonnées sont nulles, alors m = (£1,0,0), (0,£1,0) ou (0,0,41) et dans ce cas
Fm) = 1.

On en conclut que la valeur du maximum de fj¢ est V3 et qu'il est atteint exactement aux points m =

1 1 1
<:|:4, :l:%, :t%). La valeur du minimum est 1 et elle est atteinte exactement aux points m = (+1,0,0),

(0,£1,0) ou (0,0,+£1).

Il reste & déterminer si f admet /2 comme extremum local en <:t a une symétrie

1 1
—,+——,0 | ou non
v+ 50) (

des coefficients pres). Déja, pour € > 0 au voisinage de 0, on a

/(s (G )

et
1 1 1 1 2 1 1
-— —&—-=,0] = —,—7=,0] —¢ —i—s)ﬁ (,,0).
f(é/i <‘/§>f(4242) (éﬁ f(\‘*/i% )
1 1
Ainsi, f n’admet /2 comme extremum local en (:|:42, :|:4—2, O) et les cas symétrique se traite de maniere
similaire.

16.2 Exercices

1
Exercice 119. Soit A € S§,,(R) et B € M,, 1(R). Soit f : X € M, 1(R) — 5(AX,X> + (B, X). Montrer

que f est continue puis différentiable et calculer la différentielle en tout point.

Corrigé : Soit X € M, 1(R), H € M,,1(R). Alors

F(X 4+ H) = S(AX + AH, X + H) + (B, X + H)
= (Ax, X) (AX, H) + (AH, X) + (AH, H)) + (B, X) + (B, H)
= f(X)+ 3 ((AX,H> +(AH, X))+ (B,H) + (AH,H)
Par Cauchy-Schwarz, (AH, H) < ||A|||[H||||H]| (d’ailleurs, cela assure la continuité du produit scalaire) et

(AH,X) = (H,ATX) = (H, AX) par symétrie de A. Ainsi, dfx(H) = (AX + B,H) et Vfx = AX + B.
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Exercice 120.

1. Soit @1 : (r,0) € R** x [0,27[— (rcos(f),rsin(f)) € R2. Existence puis calcul de la matrice
jacobienne et de son déterminant de o1 en (r,0) pour tout (r,0) € R x [0, 27][.

2. Soit g : (r,0,¢) € R x [0,27[x[0, w[— (rcos(#) sin(p), rsin(f) sin(p), 7 cos(¢)). Méme ques-

tion.
Corrigé :
1. On note 1(r,0) = (u(r,0),v(r,0)). u et v sont de classe C* donc ¢7 'est. On a
p1(r,0) = (u(r,0),v(r,0)) @
ou (r,0)
_|ar\" 9 _ [cos(f) —rsin(6)
Jac(p1) o) gv(r 0) g r. ) (sin(@) rcos(f) |-

or"’ 89

Son déterminant est r. On retrouve alors dzdy = |r|drdf.

2. On me dit que j’ai inversé 6 et ... Les calculs sont tout de méme exactement identiqgue. On note
wa(r, 0, 0) = (u(r,0, ), v(r,0,p),w(r,8,¢)). u,v,w sont de classe C*° donc ¢y 'est. On a

ou ou ou
g; gg gf cos(0)sin(p) —rsin(f)sin(p) rcos(f) cos(p)
Jac(p2) o) = | 52 27 = | sin(f) sin(p) rcos(f)sin(yp) rsin(f)cos(yp)
v or 00 9o i
ow dw w cos(p) 0 —rsin(p)
or 00 8@

Pour obtenir le déterminant, on développe par rapport a la derniére ligne :

—rsin(f) sin(p) rcos(6) cos(p)
rcos(f)sin(p)  rsin(f) cos(p)

cos(f) sin(p) —rsin(f)sin(p)

—rsin(p) sin(f) sin(p)  rcos(8)sin(yp)

det(Jac(p2)(r0.p) = cos(9)

On a

—rsin(0) sin(p) 7 cos(f) cos(p)
rcos(f) sin(p)  rsin(6) cos(p)

= —r? (sinQ(H) sin(ip) cos(y) + cos®(0) sin(¢p) cos(cp)) = —r2sin(p) cos(p),

cos(0) sin(p) —rsin(f) sin(y)

sin(8) sin(p)  r cos(0) sin(e) =7 (cosQ(G) sin?(y) + sin?() sinQ(go)) = —rsin?(yp).

Ainsi,
det(Jac(p2)(r0,0)) = —r? sin(p)(1 — sin2(<p)) —r? sin2(<p) sin(p) = —r? sin(ep).
On a alors dedydz = |r? sin(p)|drdfde.

Exercice 121. On munit R™ de sa norme euclidienne || - ||. Montrer que f : x € R" e_l/||"3“2]lz¢0(a:)
est de classe C'.

Corrigé : C’est une fonction de classe C! sur R™\{0}. Déja, regardons la continuité en 0. f tend vers 0
quand ||z]] = 0 = f(0) ce qui assure la continuité. Soyons naif et calculons les dérivées partiellesﬂ On a

f(x) = f(z1,- ,2n) = exp <_Z7];:L11‘T:?>

Soit ¢ € [1,n]. Alors

2$i 1
il (@) = = P (‘ S x)

1. cette fonction est en réalité de classe C*°.
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2 2
H $||z 7} f(z )‘ =z |z ”H f(zx) —6 0 par croissance comparées et on peut donc prolonger par 0 en 0. Les dérivées
T—

partielles sont donc de classe C° donc f est C!.

Exercice 122. Soit ¢, : M € M,(R) — M? € M,,(R). Montrer que ¢, est différentiable et calculer sa
différentielle pour tout p € N.

Corrigé : On munit M,,(R) d’une norme || - || d’algébreEl On écrit

P
op(M+H)=(M~+H) =M+ M HMP™" +n(M,H)
i=1
oun(M, H) est une somme de produit de matrices M et H contenant au moins deux fois H dans le produit. Par
sous-multiplicativité de la norme || - ||, |n(M, H)| < ||H||?|C(M, H)|| ou C(M, H) est bornée par un produit
de ||[M]| et de ||H]|. On a donc

p
p(M + H) =M +> M“THMP™" + o(H)
=1

p
et Z M“YHMP™? est linéaire en H. Ainsi,
i=1

p
d(ep)m(H) = M*“=YHMP,
=1

Exercice 123. Soit Inv : M € GL,(R) — M~! € GL,(R).
1. Montrer que Inv est de classe C*°.
2. On souhaite calculer la différentielle de 'inverse.

(a) Premiere méthode. Déterminer les dérivées partielles de Inv en I,,, puis en déduire la différen-
tielle de Inv en I, et le cas général.

(b) Deuxieme méthode. On munit M,,(R) d’une norme d’algebre |[||-|||. Soit H telle que ||H|| <
1. Montrer que Z H* converge. En déduire que I, + H est inversible puis déterminer la
k>0

différentielle de Inv en I,, puis le cas général.
(c) Troisitme méthode. Etudier la différentielle de lapplication M +— M x Inv(M).

Corrigé :

1. Déja, Inv a pour ensemble de départ un ouvertElPour une matrice M quelconque, on a A[Com(A)]T =

det(A)L,. Alors A~! = [Com(A)]T et A~1 est alors une fraction rationnelle en les coefficients de

~ det(A)
A (det(A) est polynémial en les coefficients de A, Com(A) aussi car les mineurs le sont) donc Inv est
Cc™.
2. (a) On note (£j;);; base canonique et on note une matrice M par ses coefficients (m;;). Alors
3Inv . 1 -1
e (In)(M) = lim - (U + tEy) ! = 1) -
Sii=j,
Olnv ) 171
0y )

2. il en existe. Par exemple, la norme d’opérateur associée & M pour la norme euclidienne standard de R™, ou encore la norme
euclidienne de M, (R).
3. GL,(R) = det ™' (R*¥)
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Sii#j,
vVt e R, (I, + tEij)_l = I, —tE;

Oln
car E}; = 0. Ainsi, %(In)(M ) = —E;;. Ainsi, vu que Inv est C!, 'expression de la différentielle
my;q
en fonction des dérivées partielles est

VH € M, (R),dInv;, (H) = Z hijW(In) —
ij

Repartons dans le cas général. Soit M € GL,(R) et H € M,,(R). Pour H suffisamment petit, M + H
est inversible (car GL,(R) est inversible) donc
(M+H)™ =+ M H)" "M
=Inv(l, + M *HYM ™' = (Inv(I,) + dInv;, (M ~H) + o(H))M "
=Inv(M) — M YHM™ + o(H)

quand H — 0. Attention & * : les matrices ne commutent a priori pas! On a (AB)™! = B~1A~!!
On en déduit que

VM € GL,(R),VH € M,(R),dInvy(H) = —-M*HM™'.
(b) Une norme d’algebre est sous-multiplicative. Ainsi,

= k = k 1
EO‘HH Il< 2 W =2 T

La série E HF* converge alors absolument donc converge. Ainsi, on peut considérer

k>0
+oo +00
(I.—H)Y H"=>"(H" - H"") =1,.
k=0 k=0
Ainsi,
+oo
I+ H)Y (-H)" =1,
k=0
et
+0o0o
(In+H)' =3 (=H)" = I, — H + o(H)
k=0
quand H tend vers 0. On retrouve alors les résultats de la méthode précédente et on continue de
meéme :

VH € My, (R), dInv;, (H) = —H.

Repartons dans le cas général. Soit M € GL,(R) et H € M,,(R). Pour H suffisamment petit, M + H
est inversible (car GL,(R) est inversible) donc

(M+H)™ =L, + M H)"'M™
=Inv(l, + M *H)M!
= (Inv(I,,) + dInv;, (M ~'H) 4 o(H))M~*
=TInv(M) - M"HM™" + o(H)

quand H — 0. Attention & * : les matrices ne commutent a priori pas! On a (AB)™! = B~1A~!!
On en déduit que

VM € GL,(R),YH € M, (R),dInvy (H) = -M*HM ™.
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(c) ¢ : M € GL,(R) — MInv(M) € GL,(R) est constante égale a I,, donc de différentielle nulle. En
fait, en notant 1 : (4, B) € My, (R) x M, (R) — AB est différentiable et ici, p(M) = (M, Inv(M)).
Par la regle de la chaineﬁ7 on a

0=doy(H) =1d(H)Inv(M) + Mdlnvy (H)

ce qui donne
~M'HM™ = dInvy (H).

Exercice 124. Montrer que le déterminant det : M € M, (R) — det(M) € R est de classe C* et
calculer sa différentielle.

Corrigé : on utilise ici la densité de GL,,(R) dans Mn(R)

n

On calcule la différentielle de det en I,. Soit H € M, (R). On a alors det(I,, + tH) = H(l +t\;), ol pour

=1
tout i € [1,n], \; € Spc(H), donc

det(I, +tH) = (1 4+ thi) =1+t > Ai +oro(t)
=1 1=1
=tr(H)
donc ddety, (H) = tr(H).
On calcule la différentielle de det en PP € GL(R). Pour tout H € M,(R), on a

det(P + H) = det (P (I, + P‘1H>) = det(P) det(I, + P~ 'H)

= det(P) (1+ Te(P~'H) + o(H))

= det(P) + det(P)Tr(P~ 1H) +o(H)
= det(P) + Tr(det(P)P™ H) + o(H))
= det(P) + Tr([Com(P)|" H) + o(H)

quand H — 0 car P[Com(P)]T = det(P)I,. Ainsi, ddetp(H) = tr((Com(P))T H).
On calcule la différentielle de det en M € M, (R). Soit une suite de matrices M, inversibles tel que
M, — M. Alors

p—>+oo

ddetas, (H) = tr((Com(M,))" H).

Par continuité de la comatrice, par continuité de la différentielle du déterminant, on a donc

ddetys(H) = tr((Com(M))TH).

[ Exercice 125. Déterminer les triangles d’aire maximale dans un cercle de centre 0 de rayon 1. ]

Corrigé : Tout d’abord, une premiere esquisse. Soit C' cercle de centre 0 de rayon 1. Soit f : (A, B,C) €
C3 — Aapc € R ot I'on note Aypc aire du triangle ABC'. Alors

det (ﬁ, ﬁ)

Aapc = 5

4. plus simplement, la différentielle d’une application bilinéaire

5. Ce n’est pas dur. Soit M € M, (R). Alors det(M +z1,,) est polyndmiale en  donc n’a qu’un nombre fini de racines. Soit alors
Zo, la racine de module la plus petite. On considére alors la suite (1/p)p>p, tel que |1/po| < |zo|. On construit ainsi (M + %In)pzpo
suite de matrices inversibles qui tend vers M en +oo.
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ou A, B, C sont rangés dans le sens direct. On cherche a maximiser f. Déja, en notant Ry rotation d’angle 6,

Ro(A)Ry(B) = Ry (E) .

Ainsi, pour tout 4, B,C € C3, on a

det (Ro(A)Ry(B), Re(A)Ry(C))
2

det (/ﬁ, /ﬁ)

2

F(Ro(A), Ry(B), Ro(C)) = — det(Ry) — }(A,B,C)
car une matrice de rotation est de déterminant 1. Par ailleurs, f(A, B,C) = f(A,C, B). Ainsi, le probléme
est invariant par rotation et par orientation. On peut donc poser A = (1,0), B = (cos(f),sin(f)) et C =

(cos(#'),sin(0")) avec 0 < < 6§ < 27. Avec ces notations,

cos(f) —1 cos(f') —1
sin(0) sin(#")

—2sin%(6/2) —2sin%(6'/2) ‘

2cos(0/2)sin(0/2) 2cos(8'/2)sin(0'/2)

—sin(6/2) — sin(@’/2)’
cos(6/2)  cos(6'/2)

(0N (0N 00"\ ,
= 2sin (2> sin (2) sm< 5 > =:9(0,0").

Soit D le domaine qu’on cherche & optimiser D = {(0,60") : 0 < 0 < 0’ < 27}. Par définition,

= 2sin(0/2) sin(6' /2)

OD= ({6 =0}u{d =27} U{6=06"})ND.

(o]

Ainsi, g est nulle sur 9D et est strictement positive sur D. Par compacité de D et continuité de g, le maximum
de g existe et est atteint en un point critique. On calcule donc les dérivées partielles :

1€ g0 =2 (5) (e (5) o (57) =0 () 0 (557)
V(G,G)ED,ae(e,Q)—Zsm 5 ) (geos(5)sin|—; 5sin | 5 ) cos{ —;

/ /
= sin (Z) sin (92 — 0) .

o Jg 0 0
/ o9 N — Uy vy
v(6,0') € D, 89’(9’0) 8111(2)8111(2 9).

De méme, j’ai

Sur 'intérieur de D, les sin d’angle moitié ne s’annule jamais donc (6,6’) est point critique si, et seulement si

s

Sll’l<2—(9>:0 {3k€Z,29/_9:2k7T
/

sin<§—0/>:0 dK € 72,20 — 9" = 2K~

e Z,20 — 0 =2kn
K € 7,30 = (4K + 2k)r

dk € 7,60 — 4AKm — 2K7 = 2km
T\ IKez,0= L;%w
4
Tk e€Z,0 = (K + k)
<~ e
SK € 2,0 = 5 (2K + k)
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o]
On conserve les solutions dans D a savoir K =0 et k= 1. On a alors

47 2
f=—. 6 6=""
3 3
donc
A =g (25, 1) - 28
ABC = ¢ 373 - 4

Remarque : si on veut un cercle de rayon quelconque noté R, alors Uaire est multiplié par R%. L’exercice
original était pour une ellipse. Toute ellipse se raméne a un cercle par une transformation trés simple. En
effet, l’équation cartésienne d’une ellipse est

RO

ot a,b > 0 désigne respectivement le demi-grand aze et demi-petit aze. On considére alors ¢ : (x,y) € R?
(ax,by) € R2. Alors o(C) = E. En effet, pour z,y € R, notons (u,v) = ¢(x,y). On a alors

2 2
1:x2+y2=<u) +<U) .
a b

Ainsi, (u,v) € €. Par ailleurs, ¢ est clairement C* et bijective : sa réciproque aussi est clairement C' (on parle
de C-difféomorphisme). Comme det(p) = ab > 0, on obtient que abAspc = Agapcy ot p(ABC) désigne le
triangle transformé par ¢ (il suffit de dessiner le triangle p(A)p(B)e(C)).

Exercice 126. Soit f : (z,y) € R? — (222 + 3y?) exp(—|/(z, y)||?). Déterminer les extrema de f.
Indication : on pourra écrire f(z,y) = g(z? + 32, 9?).

Corrigé : On pose g : (u,v) € R? = (2u + v)e ™ € R. L’application ¢ : (z,y) — (22 + y?,3?) est surjective
de R? dans E = {(u,v) € R? : 0 < v < u}. En effet, pour tout (u,v) € E, ¥(v/u — v,/v) = (u,v) et pour tout
(z,y) € R*,0 <y <a®+y%

o
Ainsi, on peut étudier les extrema de g sur E pour obtenir ceux de f. g est C' sur E qui est ouverte mais

V(u,v) € Eof,agg(u,v) =e “#0

donc h n’a pas de point critique. Ainsi, les extrema de g sont sur la premiere bissectrice ou « ’axe des réels ».
Les extrema de h existent sur F car E est compact et g est continue.
o Sur la premicre bissectrice, Vu € RT, g(u,u) = 3ue™™. C’est une fonction réelle de la variable réelle. Il
est aisé de montrer quil admet un maximum en v = 1 et ce maximum vaut 3e~'[] admet un minimum
en 0 et ce minimum vaut 0.
e Sur « l'axe des réels », on a Yu € Rt g(u,0) = 2ue . Le maximum est atteint en (1,0) et vaut 2e~!,
le minimum est atteint en (0, 0).
Par ailleurs,
Y(u,v) € E, g(u,v) = ve ™™ + 2ue™™ < ve ¥ + 2ue " < 3¢~ L.

Ainsi, g atteint son maximum global en (1,1). Enfin,
V(u,v) € B, g(u,v) >0

donc g atteint son minimum global en (0, 0).
Ainsi, f atteint son minimum en (z,y) lorsque 22 + y? = 0,y = 0 ce qui signifie que (z,y) = (0,0). f
atteint son maximum en (z,y) lorsque 22 + 4% = 1,y? = 1 ce qui signifie que (z,y) = (0,1) ou (z,y) = (0, —1).

6. onaze ® <e ! pour x > 0 et cela servira plus tard
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Exercice 127 (Expression du laplacien en polaire). Soit f € C?(R?\0,R) et g : (1,0) € RT™* x R

f(rcos(8),rsin(f)) € R. Calculer Af(rcos(6),rsin(f)) en fonction des dérivées partielles de g (on rap-
pelle que pour une fonction de R? dans F, Af = 92 f + ajyf). Indication : on pourra le faire pour
O1f(rcos(8),rsin(0) dans un premier temps.

Corrigé : On calcule les dérivées partielles de g d’abord. Soit (r,6) € R** x R. En notant o = r cos(),y =

rsin(6),
O1g(r,0) = cos(0)01f (, y) + sin(0)0af (x, y)
et
O2g9(r,0) = —rsin(0)01 f (x, y) + rcos(0)0af (x, y).
Ainsi,

Ovg(r,0) _ cos(#) sin(0) o f(z,y)
Oag(r, 0) —rsin(f) rcos(@)) \Oaf (x,y) )"

On inverse la matrice carrée pour obtenir

alf(xa y) = COS(H)alg(Tv 9) -

et

et

et

et

O2g(r,0) =: @(r,0) , Oaf(x,y) = sin(0)O1g(r, 0) + COST@GQQ(T? 0) =:(r,0).

sin(6)

Pour plus de lisibilité, on a défini ¢, .
Prenons du recul sur ce qu’on vient de montrer. Si on a F(z,y) = G(r,0), on vient de montrer que

01 F (2, ) = cos(0)0,G(r, 0) — SinT(e) 0,G(r,0)
O F(z,y) = sin(0)d,G (r, 0) + COST(G) G (r, 0).

On applique alors le résultat pour F' = d1f ou F' = 0o f ce qui donne

02, 1(a.9) = cos®)ne(r.0) — D 1. 0)
2,1 (x0) = sin(@)r0(r.0) + Doy 0),
Alors[1] . '
Duo(r.0) = cos(0)02,g(r.0) + "D g, 0) — 2. 6)
Dop(r.0) = —sin(0)hg(r. ) + cos(0)%0(r.0) — g (r.0) - T ap 0. 0),
De plus,
r0(r.0) = sin(0)02,9(r.6) — “Dang(r.0) + @Dt g0
Do) (r,0) = cos(0)D1g(r,0) + sin(0)d2g(r, 0) — Sm:g)aw(r, 0) + COST(G) Dzgg(r,0).

On obtient alors

7. on utilise dés qu’on le voit le théoréme de Schwarz, nos fonctions étant de classe C?
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sin(6)

aﬂ%xf(xa y) - COS(H)alw(Ta 0) - 78290(r?9>
= cos?(0)92,9(r.) + 22O 5,5 ) - OO g2
. 2 . . <2
N 81n£0) (. 0) — cos () Sm(e)a,,zgg(r, o) + cos(022s1n(9a2g(r7(9> N smﬂ(é’) R)g(r,0)

cos(6)

aiyf(xv y) = Sin(9)61¢(ra 0) + Tanvb(r? 6)
= sin?(0)02,9(r.0) - 200 5, gy 4 SO g2 )
n COSi(a) 81Q(T7 9) + C()S(H):in@azegor.’ 0) — WBQQ(T, 9) 4 (105:2(0) 89299(r, 9)

Heureusement pour nous, les termes se ressemblent et on peut sommer facilement terme & terme :

1 1
8%3&]0(3;7 y) + 8§yf(x7 y) = 837«9(7"7 6) + ;81.9(7.’ 9) + ,726399(7“7 0)

Exercice 128.
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien et u € S(F). On appelle quotient de Rayleigh associée a u 1’application

R(u,-): E\{0} — R
{u(z), )

X — <$’ .le)

que l'on note f dans cet exercice. On note | - || norme euclidienne associée.
1. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

2. Montrer que f est différentiable sur E\{0} et calculer sa différentielle en tout point de E\{0}.

3. En déduire une preuve du théoreme spectral.

Corrigé :

1. Cette question est classique. Nous présentons ici deux preuves. Une premiere plutot algébrique, celle
qu’on attend en général, une plutdt topologique qui doit étre utilisée pour cet exercice. En effet, la
preuve algébrique utilise le théoréme spectral mais c’est ce qu’on cherche a démontrer a la question 3!

Méthode 1 : Par le théoréme spectral, il existe Ay < --- < A, valeurs propres de u et e1,--- , ey,
vecteurs propres associées aux valeurs propres respectivement telle que (eq,--- ,e,) forment une base
orthogonale. Soit z € E,x # 0 et py,- - , by, des réels tels que

n
T = Z Uie-
k=1

Alors
(u(z),z) = <Z piulei), Y uj€j> =22 mipihi e e) = > i
i=1 j=1 i=1j=1 T i=1
=5,
Ainsi,

n n n
DD PP ITLED Y YT
=1 =1 =1

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 127 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 16. CALCUL DIFFERENTIEL Chen Thomas

n
Puisque Z p? = (z,z), on a finalement
i=1

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = A1 et f(e,) = M.
Méthode 2 : Par bilinéarité du produit scalaire, on a

vz € B\{0}, f(z) = <u (HiH> HiH>

Ainsi, en notant S = {x € E : ||z|| = 1}, puisque Vx € E\{0}, ﬁ €S,ona
x
inf  f(x)=1inf f(y), sup f(z)=-supf(y
semboy () = inf f(y) eop () sup ()
S est bornée et S = || -||71({1}) donc est fermé car || - || est continue — par exemple, par la deuxiéme

inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne — et {1} est un fermé : S était donc I'image réciproque
d’un fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.

u est continue car linéaire en dimension finie.  — (u(x),x) est continue puisque par Cauchy-
Schwarz, [(u(z),z)| < [u(@)||||lz|| < [|u||||z]|?>. Enfin, 2 ~ ||z||? est continue donc par quotient bien
définie d’applications continues sur E\{0}, f est continue sur cet ensemble. En particulier, f est continue
sur S.

Par le théoreme des bornes atteintes, fg est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc a,b € S tel
que

inf  f(x) = inf f(y) = f(a), sup f(x)=supf(y)= f(b).

2€E\{0} yes z€E\{0} yes
Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.

2. On rappelle que le calcul différentiel dans un autre espace que R™ ameéne a des délicatesses. Dans R™, on
dispose d’une base canonique ot la plupart des calculs sont faits dans cette base. Ici, E est de dimension
finie donc on pourrait plonger dans R™ mais cela serait maladroit. Contentons-nous de la définition de
la différentielle, a savoir un développement limité.

Soit € E\{0}. Par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire, en notant B(x) = (u(z), x)
Vh e E,B(x+h) = (u(z+h),z+h) = (u(@) +ulh), v +h) = (u(z), ©) + (u(h), ) + (u(z), h) + (u(h), h).

u étant symétrique, (u(x), h) = (u(h), x) pour tout x, h € E. De plus, par Cauchy-Schwarz, [(u(h),h)| <
lu() 11PN < lullB]? = onso(IR])[} Finalement,

Vh € E,B(xz+ h) = B(z) + 2(u(z), h) + op—o(||R]))-

De plus,
Vh e B, |z +hl* = [J2|* +2(z, h) + ono([|Al])-

Ainsi, par quotient,

1 1 1 1 2(z, h)
vheE, _ = (1 2+ ool
lz+ Rl el 14 Zeh 4o, a2l 2 ”

e ]

Ainsi, par produit,

Wh € B, f(a+h) = lell2 <<u(x),1‘> +2(u(), h)

_ 2z, b
[l

(u(a),z) + onsol(I11) ) = F(o)+au()-+onol11])

8. On n’a pas besoin d’étre si précis. u étant continue et u(0) = 0, la premiére estimée donnait déja le o(|h|) souhaité.
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avec

aalh) = 12 (@) 1) — o g @) = (O

Ainsi, f est différentiable en = pour tout z € E\{0} et

dfa(h) = <2(“(x) — /(@) h> ot Vf(z) = 20@) — [(@)z)

(el ’ e

3. Montrons donc le théoreme spectral par récurrence sur la dimension de E.
e Sin =1, c’est clair.
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1. La question 1 nous a donné a € S tel que

gl\f:{o}f(:c) = f(a). Puisque {0} est un fermé, E\{O} est un ouvert donc tout extremum de f
zEe

dans E\{0} est point critique de f car f y est différentiable. Ainsi, V f(a) = 0 donc u(a) — f(a)a =0
et u(a) = f(a)a : a est non nul donc a est vecteur propre pour u pour la valeur propre f(a).
o Si&f(q)(u) = E, alors u = f(a)ldg donc u est diagonalisable en base orthonormée.

o Sicen’est pas le cas, comme &y, (u) est stable par u et u est symétrique, I’orthogonal (5 (a) (u))
il
est stable par u* = u. Ainsi, on peut définir u 'induit par u sur (8 (a) (u)) . Par hypothese de
1L L
récurrence, comme dim ((Ef(a) (u)) ) € [1,n — 1], on dispose d’une base de (Ef(a) (u)) de

diagonalisation orthonormée pour u.
En concaténant une base de Ef(,)(u) et la base précédente, on obtient une base de diagonalisation
orthonormée de u. Le théoréme spectral est démontré pour la dimension n.
Par principe de récurrence, le théoreme spectral est démontré.

Exercice 129. Soit f : R” — R de classe C'. On suppose qu'il existe o € RT* tel que
@
o,y €R", f(y) = f(@) = (V(2),y — 2) + S lly — .

1. Montrer que f est coercive (i.e. f(z) — +00).
llz]|—+o0
2. En déduire que f admet un minimum que ’on va noter a.
3. Montrer que ce minimum est unique. En déduire que pour tout x € R, Vf(z) =0 <= z = a.

4. Soit x € R™\{a}. On note ¢, : t € R+— f(z +tV f(z)) € R. Montrer que ¢, admet un et unique
minimum noté t,, ;.

5. On construit la suite récurrente zo € R",Vn € N,xp41 = xp + tyz,dn o0t dy = Vf(z,) et

Osiz=a . p
tne = { 0 si . On souhaite montrer que (z,,), converge vers le zéro de V f.
’ sinon

a) Montrer que s’il existe ng € N telle que z,, = a, alors (x,), stationne. On suppose dans la
0
suite que ce n’est jamais le cas.

Corrigé :
1. Soit x € R™. Alors o
f@) = F0) + (VF(0),2) + S [ll* —

[|[| =00

Ainsi, f est coercive.
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2. En particulier, il existe A > 0 tel que V||z|| > A, f(z) > f(0). Sur le compact Bf(0,A), f est continue
donc admet un minimum noté a. Ainsi, f(0) > a et Vz € R", f(z) > a.

3. Soit b un minimum de f. Alors
!
f(b) = fla) = 0= (Vf(a),b—a)+ 5 lb— Ik

mais a est point critique donc 0 > ||b—al|? : b = a. On en déduit que si V f(z) = 0, alors par coercivité,
fla) — f(z) >0+ %Ha — z||? donc f(z) < f(a). Par minimalité de f en a, f(z) = f(a) et par unicité
du minimiseur, x = a.

4. Supposons que Vf(xz) # 0. ¢ est coercive par composition de limite. Par continuité, elle admet un
minimum. Il manque I'unicité. Ce minimum est point critique, disons ty. On a donc ¢'(tg) = 0. Or,

Vt € R, ¢/ (t) = dforiv @) (V (@) = (Vf(x +tV]), Vf(2)).

En t = ¢y, on a donc
(Vf(z+tVf), Vi) =

(c’est important, on va 'utiliser & (x)). On a alors

p(t) = fla +tV[f(2)) 2 flz + 1V f(2) + (Vi@ +6Vf), [t~ t)V) + 5 (= 1) |V £ (@)

donc p(t) > ¢(tg) pour tout t # tg. On a bien unicité du minimum.
5. (a) Supposons que x,, = a. Alors V f(x,,) = 0 donc zpy+1 = Zpn, + 0 x 0 et la suite stationne & partir
du rang nyg.
(b) Soit n € N. On a xp41 = xp, + tn g, Vf(zy) donc

f(xn—i-l) = f(xn + tn,acnvf(xn)) = Pz, (tn,wn) < Lz, (tn,:vn) = f(xn + va(xn)) = f(xn)

(¢c) Comme f est coercive, il existe A > 0 tel que V| x| > A, f(z) > f(zo). Par la question précé-
dente, Vn € N, f(z,,) < f(zo) donc par contraposée, Vn € N, ||z,| < A. Ainsi, la suite (x,), vit
dans By(0, A) qui est compacte (fermée bornée en dimension finie). Elle admet donc une sous-suite
convergente, notée (T, (,))n et on note x la limite.

(d) On écrit, pour tout n € N,

f(xn—f—l) - f(xn) = <Vf(xn+1)7tn,wnvf(xn)> "‘%H'fn—i-l - anQ > 0.
=0 par (x)

Comme (f(xy))n est décroissante minorée (par le minimum de f qu'est a), elle converge donc par

encadrement, ||z,+1 — 7,]|> — 0. On en déduit que
n—+00

0= (VF(@pmy+1, VI (@) 2 (VF(@), V@) = V@)

—+o00

puisque {-,-) est continue de R® x R dans R, Vf est continue sur R” par le caractere C! de f sur

R"™ et que
Lo(m)+1 = Lo(n)+1 ~ Lo(n) TLpn) 777 -
— 0
n——+oo

(e) Ainsi, Vf(z) = 0 donc x = a. Ainsi, (x,,), admet une unique valeur d’adhérence qu’est a : comme
elle est a valeurs dans un compact, elle converge.
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