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Préliminaires
1. On rappelle que || - || est continue car elle est 1-lipschitzienne : cela vient de I'inégalité triangulaire
Va,y € C* [zl = [lyll| < [lz =yl

On en déduit deux choses.
o {zeC":|z]| =1} =" ({1}) est image réciproque du fermé {1} par une application continue.
Etant borné et que C" est de dimension finie, ¢’est donc un compact de C".
o w:x€C"— ||Az|| € R est continue par composition.

Ainsi, par le théoréme des bornes atteintes, ¢ est bornée et atteint ses bornes donc

sup || Az||
llel=1
existe et est finie : ‘ | A]|| est bien définie ‘ Soit zp € C™ tel que ||zg|| =1 et [|A|| = || Azo|-
Ensuite, on a
1
Vo € C"\{0}, [|Az|| = ||z ‘A%‘ < [lz]l sup [ Ayl|
ikl lyl=1
donc 1Az
x
sup < [lIAll-

Par ailleurs,

A A
Azl Jl4g]

ANl = [ Azol| = <
lzoll ~ 220 Il
donc par double inégalité,
Ax
Al = sup 1421
s Edl

Le sup est un max puisque cette valeur est atteinte pour x = xy d’ou

A
Al = max 14211
o e

2. Soit (A1,---,A\p) € C" et D = diag(A1, -+, Ay). Alors
Vi € [[1,71]], [Dl’]z = )\z[xh

donc
n

1D ]|* =D NPTl < g [l
i=1
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avec |\j,| = max |A;|. Ainsi,
1<i<n
D < [Aml-
Avec z = e;,, le ig-éme vecteur de la base canonique de C", on a
Dz = |Aig |[|]
donc || D|| > |Ai,|- Par double inégalité, on a donc

D|| = Ail.
DI = e A

3. Soit x € C"\{0}. Alors
[A(Bz)|| < [I[A[ll - | B[l < (Il - [ B - [l

donc
|ABz||

(el

vz € C"\{0}, < (1Al N BII-

L’inégalité passe au supremum a gauche en

LIAB] < 1Al - 131}

4. Soit U une matrice unitaire. Alors pour tout z € C", ||Uz|| = ||z|| donc

En particulier,
[U=]| _

donc
ol =1}

Ensuite, on sait que la norme subordonnée est atteinte : soit donc xg, x1, r9 de norme 1 tels que
AUl = [[AUzo]| ; [IUA[l = U Azal] 5 [IAl = || Azz]-
Alors comme ||zo|| = ||[Uzo|| = 1, on a
[AUzo| < [[Alll = [| Az2]]
Comme U est unitaire puis que ||z2|| =1,
[Azy|| = [|UAzs|| < [[UA| = [[UAz:1 || = || Az ]].

Comme U est unitaire, U* = U~ est aussi unitaire (car (U*)* = U) donc en notant yop = U 'z, on a
lyoll = 1 donc
[Az1 || = [|AUyoll < [|AU].

On a donc
AU = |AUzo|| < [|All = |Az2|= [[U Azo|| < [[UA| = [[UAz1[| = [|[Az1[|= AUy | < [|AU]]

donc

AT = 1Al = llT Al |
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5. Soit A € o(A) et X un vecteur propre de A pour la valeur propre A, que 'on peut prendre unitaire. Alors
p(A)X =p(A)X.

On en déduit que
WX = [lp(A)X]|

donc
_ p(A)X|
Ip(A)| = X < |lp(A)]-

Ceci tient pour tout A € o(A) donc
1Pllocay < llpCA-

Ensuite, comme p(A) = p(PDP~') = Pp(D)P*,
i)l = || Po)P=| < 1|2 (o)
=cond(P)

et par la question 2,

(D)l = max{[p(N)] : A € o(A)} = [[pllo(a)-

Ainsi,

12llo(ay < llp(A)I < cond(P)|[plloa) |

A. Principe du maximum pour les polynoémes

6. La matrice U s’écrit
U=(Ci|Calex]--[en)
ou C = ze1 + se, ; Co = seq — Zey,.
o Pour tout i € [2,n — 1], |le;|| = 1. Par ailleurs, ||C1||* = |2|* + |s]|* = ||C2|/*. Comme s* = 1 — |2|%,
|C1]|* = 1 donc les colonnes de U sont normés.
e Ona
(C1]|Cy) =25—sz=25—s2=0

donc (C1,C2) est une base orthonormée de Vect(Cy,C2) = Vect(ey,e,). Comme Vect(ey,e,) et
Vect(eg, -+, e,—1) sont orthogonales, les colonnes de U sont orthogonales.

 Ainsi, ‘ U est unitaire.‘

7. Montrons par récurrence sur k € [1,n — 1] que
Uke, € 2Fe; + Vect(en, -+ ,en—k+1)-

o Pour k=1, 0n aUe; = ze; + se, donc Ue; € zej + Vect(ey,).
o Supposons le résultat acquis au rang k € [1,n — 2]. Alors
Urtle;, =U(U"e)
donc UFtle; ¢ U(zkel + Vect(ep, - - ,en_k+1))

donc UFtle, € 2Ftle + 2Fse, + Vect( Uey, ,- -+ ,Uep—k+1)
S~~~ N—_——
=€n—1 =€n_k
donc  UFtle; € M le; + Vect(en, -, en ).

On a donc le résultat au rang k + 1.
e On conclut donc par le principe de récurrence le résultat.
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n—1
On en déduit qu’en notant p(X) = Z ap X*,
k=0

n—1

p(U)ey € Z ay, (zkel + Vect(ep, - - - ,en,kﬂ))
k=0

donc

n—1
p(U)er € (Z akzk> e1 + Vect(ep, - - ,e2).
k=0

Enfin, comme e} X = [X];, on a

n—1
eip(U)er = Y apz" = p(2) |
k=0

8. La question précédente donne
Ip(2)| < lerp(U)ed]
et par Cauchy-Schwarz,
leip(U)es| < [lp(U)erllllex]] < llp@)l

car |le1]| = 1. Ensuite, comme U est unitaire, il existe une matrice diagonale D = diag(A1, -, A,) et V.
une matrice unitaire tels que U = VDV ™! donc par la question 5,
llp(O) < cond(V') max [p(A)].
Aea(U)
Comme V est unitaire, V! = V* aussi, cond(V) =1 par la question 4. Comme les \; sont de module 1,

on en déduit que o(U) C 0D donc

<
e [p(V)] < max [p(A)]

et on a bien au final

[1p(2)] < llp@)I < lIpllon

9. Dans cette question, j’utilise le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz dans le cas complexe.
Supposons par l'absurde que |p(z)| > ||p|lsp- Par la question précédente, on a

()| = [l

donc en regardant I'inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée a la question 8, on est dans son cas d’égalité :

p(2)| = leip(U)er| = [lp(U)er|[lea]]-
Il existe donc A € C tel que p(U)e; = Aey.
10. Comme 0S C S, on a ||p|las < |Ipls-

Pour Pautre sens, soit zyp € S tel que ||p|ls = |p(z0)| : c’est possible puisque par composition, || - || o p est
continue sur le compact S, donc admet un maximum. Il y a deux cas.

e Sizyp €09, cest fini.
o Sizp ¢ 05, alors par définition, il existe 6 > 0 tel que D(zp,d) C S. Considérons alors f: z € D
p(0z + z9) € C. Alors f est polynomiale donc par la question 9,

izl <L [f(2)] < [If]lop-

Or
1l = max (6 + 20)] < max [p(2)| = p(z0) = £(0),

On en déduit que V|z| < 1, f(2) < f(0) donc en particulier, f(0) < f(0) ce qui est absurde.
Ainsi, zp € 95 donc
Iplls = llpllas |
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B. Inégalité de Von Neumann

11.

12.

13.

Si A est unitaire, alors il existe U une matrice untaire et D une matrice diagonale (dont les coefficients
diagonaux sont de module 1) telle que A =U DUL. Par la question 5, on a donc

(A < cond(U)[[pllo(a)-

On a déja vu que dans le cas unitaire, cond(U) = 1 et comme o(A) C D, on a

1Pllo(a) < lIpllo

donc

eI < lIpls |

On note S4 =1 — A*A. Alors
Vz e C", (SuX | X) = 2"z — 2*A*AX = ||z||* — ||Az||®> > 0

car [|A]| <1 et par la question 1. En prenant X un vecteur propre, on en déduit ainsi que les valeurs
propres de S4 sont positives.

Par ailleurs, S4 est hermitienne puisque S% = I* — A*A =S, (I* = I) donc S4 est diagonalisable.

Il existe donc P unitaire et D = diag(A1, -, \y) avec (A, -+, \,) € (RT)" tels que S4 = PDP~L.
Soit donc Dy = Pdiag(v/A1,---,vAn) P7L Alors D42 = PA2P™1 = PDP™1 = S, et

=:A

Dy* = (PAP™Y* = (P71)*A*P* = (P*)'AP*.

Comme P* =P~ ! ona
Ds*=PAP ' =Dy

donc D4 est bien hermitienne.

On a construit D4 hermitienne de valeurs propres positives vérifiant D42 = I — A*A.

Pour D4~ il suffit de vérifier que A* est aussi une contraction pour conclure de méme (car (A*)* = A).
Pour cela, montrons que || A]| = [|A*|]. Ona A =0 <= A* = 0 donc le cas A = 0 est traité. Sinon, on a

Vo € C", | A"z = (A"z | A*z) = (AA™x | z) < ||z]||| AA ]|

A*
par Cauchy-Schwarz. Or, ||AA*z| < ||A]|l||Az| donc pour x tel que [|A*|| = w (possible par la
T
question 1), on a ||A*z|| # 0
[ A ]| < (Al

A*
On en déduit que [|4*]] = | ” ‘f“
X

IA[I] < | A"l donc on a bien [[|A™[|| = [[Al-

Ainsi, A* est aussi une contraction donc on peut appliquer ce que 'on vient de montrer pour obtenir une
matrice D4+ ayant les conditions souhaitées.

< |IA]ll- On applique cette inégalité pour A* a la place de A pour avoir

Pour la question suivante, on va noter Sy = QdQ ™! avec @ unitaire et d = diag(ly, -+ ,4n) et & =
diag(v/€1,- -+ ,\/ly) de sorte que D« = Q5Q .

Soit 1, , sk les valeurs propres deux a deux distinctes de A*A. Ce sont des réels puisque A*A est
hermitienne. Comme les valeurs propres de A*A sont positives (cela découle de Vx € C", (A*Ax | z) =
(Az | Az) = ||Az|> > 0), on peut considérer leurs racines carrées.

De méme, on note vy, - ,v, les valeurs propres deux a deux distinctes de AA*™ qui sont aussi chacune
différente de p; pour tout z[ﬁ

1. En réalité, AA" et A" A ont le méme spectre.
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Soit ¢ un polynoéme interpolateur de Lagrange vérfiant
vie [LkL ) = Vi ;i€ [Lpld) = Vi
Alors en reprenant les notations de la question précédente, on a
D)= A qld) =
et donc
Da = PGD)P~' = G(PDP) = §(I — A*A) ; Da- = Qi(d)Q"" = GQAQ™") = G(I — AA").
Posons ¢ = (1 — X). Alors
G(A"A) = G(I — A*A) = Dy 5 q(AA*) = G(I — AA") = Dy,

On a trouvé ¢ € C[X] tel que

[g(A"4) = D4 ; q(AA") = Da-|

14. Soit k € N. Alors
~—— —
=(A* A)k
donc
Vk € N, A*(AA*)F = (A*A)k A~

n
En notant ¢(X) = Z ar X", on a donc
k=0

A*q(AAY) = f: apA*(AAMF = znj ap(A*A)kA* = (f) ak(A*A)k> A* = g(AA")A”.
k=0 k=0

Par la question précédente, on a donc

[A*D e = DyA".

De méme, on a

Vk € N, A(A*A)F = (AA*)* A

donc de méme,
Aq(A*A) = ¢(AA") A

ce qui donne

|ADy = Dy-A|

* A* <_DA)*
Vs ((DA*)* A >

e (ATAH (DAY DA ATDye — (D) A°
(DA*)*A — ADy4 (DA*)*DA* + AA*

15. On a par calcul par blocs

donc

Ona A*A+(Dp)*Dy = A*A+4(D4)? = I puisque D4 est hermitienne. De méme, (D +)*D g« +AA* = 1.
Ensuite,
A*Dy» — (Da)*A* = A"Dyg- — D4A* =0 (Q14)

et de méme, (Dy+)*A— AD4 =0 donc U*U = 1. ‘La matrice U est unitaire.‘
16.
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17. Si[| Al = 0, alors A =0 et [[p(A)[| = [p(0)] = [[Pllp(0,0)- Sinon, on peut poser B = -—-—A. Alors || B[ = 1

IHAIH

donc B est une contraction. On pose g4 = p([| 4[| X). On a alors
llaa(BIIIl < llgallo-

Or ga(B) = p(A)
lgallp = lIpllpo,jap)

donc

(A< Pl ap |

C. Hausdorffien et rayon numérique
18. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre unitaire de A pour la valeur propre A. On a alors
(AX | X) = (X | X) = A1 X[I* = X

donc A € H(A) et
o(A) C H(A)|

19. Notons D = diag(A1, -, An).
o Soit p € H(D). Soit donc x € C" tel que ||z]| =1et A = (DX | X). Alors

A= i > D] Xi[X]; = Z Ai[ X%

Comme Z 2 =1, et que c’est une somme de réels positifs, on a bien

AE {Z ;N
=1

n
Z@i:1§ Otz'ERJ'_}.

i=1

n
e Réciproquement, soit A € {Z QN
i=1

Zai =1; oy € R+}. Soit X défini par [X]; = /oy Alors
i=1

(DX | X) = Z)\az

donc X € H(D).
Par double inclusion,

= {Z az’>\i
i=1

20. Que A soit unitaire ou hermitienne, il existe D € D,(C) et P € GL,(C) unitaire telles que A = PDP~!.
Ainsi,

n
Zaizl; ai€R+}.

=1

Vo € 0D, (Azx | 2) = (PDP 'z | z) = (D(P'z) | P7'a).
Comme z € D — P~ 'z € dD, par unitarité de P, est bijective, on en déduit que
{(Az | z) |z € OD} = {(D(P7'z) | P712) | 2 € 9D} = {(Dz | z) | = € OD}.

En notant donc Aq,---, A, les coefficients diagonaux de D, donc les valeurs propres de A, on a par la
question précédente

=1

n
Zaizl; aieR"'}.

=1
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21. Notons A = (0 1). Soit X = <x1> € OD. Alors si 21 =0, on a zo = 1 = 1€ et sinon, 21 = ae’? donc

0 O T2
en notant zo = be'?, on a
; a
X = el(p <bei0>
——

=Y

avec § = 1) — . On a donc
(AX | X) = (Ae¥Y | €Y = e ™ (AY | Y) = abe®.

Ainsi,

AX | x) =l < ]

(a—b)2>0 2 2
donc H(A) C D(0,1/2).
Réciproquement, soit re?? € I(0,1/2) avec r € R*,0 € R. On souhaite trouver (a,b) € [0,1])? tel que
a? +b% =1 et ab = r. Un tel couple vérifie donc b = V1 — a2 et a*(1 — a?) = r2. Comme r? € [0,1/4],
1 — 472 €[0,1] donc V1 — 472 € [0, 1].

s 11— 42
—_— —

012(1_(12)27,2é s q? =

e

a =

2 2

1—+1—4r2 141 —4r?
— " et b=+v1—-a2= ~tvi-er 5 4

puisque a > 0. Prenons a = . Alors

donc ab =r et a® + b*> = 1.

Maintenant, le calcul précédent donne avec X = (a)

(AX | X)=ab=r

()

22. L’application ¢ : (z,y) € C" — (Az,y) € C est bilinéaire : comme C" est de dimension finie, ¢ est
continue. On en déduit que ¢ : x € C" — p(z,x) € C est continue sur C".

donc r € H(A). On a bien

Montrons ensuite que 9D est un compact de C" : comme ce dernier est un espace de dimension finie, il
suffit de montrer que dD est un fermé borné. C’est un fermé en tant qu’'image réciproque du fermé {1}
par || - || qui est continue (car 1-lipschstzienne en vertu de l'inégalité triangulaire). Il est clairement borné
donc c’est bien un compact.

Comme H(A) = ¢(0D),
23. Soit z € H(A). Soit x € C" tel que (Az | x) = z et ||z|| = 1. Alors par Cauchy-Schwarz,

H(A) est un compact ‘ donc en particulier fermé et borné dans C.

2] = [(Az | z)| < [|Az]| < [ A]l.
L’inégalité passe au sup en

zZEH

sup |z[ < [|[A][.
(4)
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Comme H(A) est compacte et |- | est continue, le théoréme des bornes atteintes assure que ce supremum
est un maximum. On a donc

max |z| < [[|A].
z€H(A)

Maintenant, comme max \:c] =r(A),ona
x€H(A)

Vo € C* (Ax | z) < r(A)|z|?
Ainsi,
4 Az | 9) < [(Aw+y) [z +y)] + (Al =) |2 = 9)| + [(Alz +iy) | 2 + )| + [(A@ = iy) | = — iy)]
(4) (e + gl + |z = gl + [l + iyl + |z — iy]]?)
(

r(A) (2 (212 + 9l2) + 2 (2112 + l1y11?))
ar(A)(l]* + y?).

<r

)
)

A
Si A =0, le résultat est évident car r(A) = [|A[| = 0. Sinon, soit = un vecteur tel que ||A|| = HH :T’H #0
T
1
. Quitte a diviser par sa norme, prenons x untaire. Soit y = Az Azx. Alors x et y sont unitaires donc
x
1
[(Az [ y)] = Taz] (Az | Az)| = [|Az[| < 2r(A)
donc
1
Sl < r(4)|
Finalement,

1
A= r(4) < JlAll

24. Déja, r est bien définie de M,,(C) dans R™ par la question précédente.
1
o Si A est telle que 7(A) = 0, alors §|||AH| < 0 donc [|A]| =0 ie. A=0.

e Soit \eCet Ae M,(C). SiA=0,o0nar(AA)=r(0)=0=Ar(A). Sinon, on a

r(AA) = max |z|.
TEH(AA)

Or H(AA) = {(Mz | z) : x € OD} = ANH(A) donc

A A)l.
r(AA) = Ve |z| = A Ayl = A o ly| = |r(A)]

o Enfin, pour tout A, B € M,,(C), pour tout x € 9D, on a

[((A+ B)z | z)| = [(Az | x) + (Bx | z)|
< [(Az | z)[ + [(Bz | z)|
< A B
max |(Az | z)| + max [(Bz | z)]
r(A) +r(B).
L’inégalité passe au supremum a gauche en

r(A+ B) <r(A)+r(B).

‘Ainsi, r est bien une norme ‘
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25. On a

L6666

Ainsi, AB est diagonale donc hermitienne : ses valeurs propres sont 0 et 1 donc par la question 19, c’est
I’enveloppe convexe de {0,1} a savoir [0,1]. On a donc r(AB) = 1. Par ailleurs, r(A) € D(0,1/2) par la
question 21 et il nous faut calculer r(A*). Montorns que 7(A) = r(A¥).

o Soit z tel que r(A) = |z|. Alors z s'écrit (Ax,x) i.e. (x, A*x) = (A*T | T). Ainsi,
2 < [(A7[7)] = (47, )]
avec y = Z de norme 1. En particulier, |(A*y,y)| < r(A*) donc
r(A) < r(A").

o Comme (A")* = A, on ar(A*) <r(A).
On a bien 7(A) = r(A"). Ici, r(B) vaut donc % donc

r(AB) =1et r(A)r(B) = i ce qui contredit r(AB) < r(A)r(B) |

26. (a) Pour cette question, on travaillera dans C(X). Notons P = X* — 1. Alors la fraction rationnelle
X*kP(1/X) vérifie

xXkp(1/X) = x* (;k — 1) =1-x*

et
k

"P1/X) = XFI[(X ! —wi) ﬁl—wk
(=1

/=1

Ainsi, on a I’égalité des fractions rationnelles

1-XF=T[(1 - wi'X)
/=1

et comme ce sont des polyndémes, | c’est une égalité de polyndémes ‘

Ensuite, on dérive P : on obtient

k k
eXk ZHX wi,")

En écrivant la fraction rationnelle X*~1P'(1/X), on a

n k
XIS T ) ZX“H L = ST - et X)

Jj=1/=1 J=1 ! j=1/=1
] f#ﬂ L#]

et comme ce sont des polyndémes, c’est une ‘égalité de polynoémes ‘ En divisant par k, on obtient

ZH L—w'X

j 1/=1
]
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(b) Par la question précédente, on a

donc
(I =AMz [ 2) = ||o))* — (A" | 2) =1 — (AP | @),

Par ailleurs,

M
donc
1 n k ;
x = %ZH(I—wk A)x
j=1¢=1
%
et
k 1 k k
(I—-A")z[z) = EZ((I—A )z | 25)
j=1
1 k
= E Z < H(I — wkZA)$ l‘j>
=1 \¢=1
1 k ) k
= EZ <(Iwk]A) H (I —w,A)z l‘j>
j=1 0=1,04£j
1< ‘
= L3 - Ay | )
j=1
1< .
=z D llasl* = (wi? Az | @),
j=1
On a bien

1k
1— (AFz | z) = %Z 2|1 — (wi? Az | ;) |

(c) Soit j € [1,k] et 6 € R. Alors
R((wil e Az | ;) < 2™/ % (Ax; | 2;)| = [(Axj | ;).

donc en appliquant la question précédente, on a

R(1 — e (AFz | 2)) = |z;]1? — R((wi e Az | x;))

<
Il
-

| =
M=

lj1? = (Azj | ) >

k
Z lz511* — r(A)llz51* > 0.

>0

?r\»i

<
Il
-

vV
| =
.M?r

On a donc bien

Vo € R,R(1 — e (Akz | z) > 0.

Choisissons 6 = —arg((A*z | z)). Alors
0<1-REe(A%|2) =1-R((A" | 2) |) =1 - (A" | 2)|.
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Ainsi,
Vo e C, |z =1, (A% | 2)| < 1.

L’inégalité passe au maximum en

r(AF) <1|
1
(d) Soit k> 1. Si A =0, c’est clair. Sinon, r(A) # 0 par la question 24 et on considére B = @A. On
a, par la question 24, que
1
B) = A)=1
r(B) = —r(d)

donc par la question précédente,

et donc

D. Conjecture de Crouzeix

27. Considérons le polynome p = X. Alors p(A) = A et

28.

29.

oAl = sup  [JA(z1 22)|=  sup  [aof =1
(z1,22)€D(0,1) (z1,22)€D(0,1)

et par la question 21, H(A) = ID(0,1/2) donc

1

HPHH(A) = zenr)%g)f/m |z| = 9

donc

(A = 2[1pll(a) |

Par la question 23, on a

llp(AI < 2r(p(A)).
Pour p = X*, on a r(p(A)) = r(A¥) < r(A)* par la question 26. Par croissance de z — z¥ sur RT,

k
k k
r(A)" = <Zg?(§)2|> = (é%’%‘z ) = |Ipll2a)

et donc

(A < 2llpllagay |

,
Soit p(X) = Z e XF et o € R tel que ¢ = |cg|e? ) pour tout k € [0,7]. On a
k=0

(A = ’HZ e A"
k=0

A
k=0

par inégalité triangulaire.

Par la question 28, on a Vk € [0, r],

AF|| < 201 X*|fpy(a. Ainsi,

(A< 2D w1 X laga) = 2D lerlr(A)* (1)
k=0 k=0
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par la question précédente.
Montrons que la somme de droite vaut ||p||y;(a)-

V¢ € H(A), Ip(¢)] < Z lexl[¢lF < Z |c|r(A

k=0
donc l'inégalité passe au maximum en
T
max < crlr(A)F
o [p(0)] < 3 ferlr(

T
Enfin, p(z Z cke r(A)F = e Z ek |r(A)* ce qui donne

*|Ck\€“"

2) = lerlr(A4)*
k=0

En particulier,
r

max [p(¢)| > Z |Ck’7“(A)k

(eH(4) k=0
et donc par double inégalité, on a

T

max Ip( )= lerlr(A)*.

CeEH(A =0

Dans ([T} on a donc

(A < 2[pllaa)

1
30. (a) Soit A € M,(C).Si A=0,iln’y arien a faire. Sinon, considérons B := ——A et ¢(X) = p(r(4)X).

r(4)
Ainsi, ¢(B) = p(r(A)B) = p(A).
On a aussi 7(B) = 1 donc par le résultat de Okubo-Ando, il existe X € GL,,(C) telle que cond(X) < 2
et C':= X ' BX soit une contraction.

Par I'inégalité de von Neumann (partie B), on a

gl < llgln-

Par ailleurs, C = X 'BX donc
lla(B)|I < cond(X)|[q(C)]| < 2|q|p-

Or, comme a la question 17, on a [|q||p = [|p|lp(0,r(4)) donc

(A < 2llpllpeo,ra)) |

(b) Soit a € C,p > 0 et D(a, p) un disque contenant H(A) et C = C(a, p) son bord.

1
On veut appliquer la question précédente. Soit donc B = —(A — al,). Soit € C" avec ||z = 1. On
p

a

1 a
(Br|a) = (Aw|z)

donc comme p > 0
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Comme #H(A) C D(a,p), on en déduit que H(B) C D(0,1). Ainsi, r(B) = max(|H(B)|) < 1. En
particulier,
D(0,r(B)) c D(0,1).

Comme & la question précédente, considérons un autre polynéme : on pose ¢(X) = p(a + pX). On

a alors
q(B) = pla + pB) = p(4)
et
=maXx [p(a + pxr)| = max x)| = a.p)
lalls = max lp(a + po)] = max Ip(@)| = [Pl

On peut donc conclure : grace a la question précédente appliquée & B, on a

la(B)I| < 2llgllpors))

(A = lla(B)]l < 2llqlipo,)) < 2llallp = 2llplle |

KKk

FIN DU SUJET

$okok
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