Chen Thomas

Le but de la comparaison série-intégrale est d’estimer

Zf(k:) ou /If.

Pour cela, on a besoin de quelques hypothéses. 99% du temps, c’est une hypothése de monotonie.
e On prend f: I — R, disons décroissante.
e On se place dans I = R par exemple.
e Pour pouvoir écrire l'intégrale de f, disons que f est continue sur [.
Soit k e Nett e [k, k+ 1]|I| Alors par décroissance de f, on a

f(k) = f(t) = f(k+1).
On integre.
k+1 k+1 k+1
/k PRt = (k+1— k) f(k) > /k F(t)dt > / Fk+1)dt = (k+1— k) f(k+ 1),

k

On a donc

k+1
fk) > /k F(t)dt > f(k+1). (1)

n+1
C’est une bonne étape et en sommant, on peut, par Chasles, avoir une estimation de / f(t)dt. Malheureu-
1

sement, la plupart des cas, on veut estimer la somme et cette inégalité ne convient pas.
Idée : on écrit I'inégalité |1| au rang k — 1EL Cela donne

k

flk—1) > / f(t)dt > f(k). (2)

k-1

En combinant les inégalités |1] et on a

k-1

k k+1
F()dt > fk) > /k f(t)a.

Tout ceci se voit sur un dessin : faisons-le a travers un exemple.

1. Attention! Il faut que cet intervalle soit dans I'! Par exemple, si I = [1,+o0o[, on prend k € N*.

2. Attention! Il faut que Uintervalle [k — 1, k] soit dans I comme avant ! Par exemple, si I = [1,+oc[, on prend k € N,k > 2.

3. qui sont vraies dés que k > 1 pour|ljet k > 2 pour [2| dans ’exemple I = [1, 400 donc on va prendre k > 2 pour satisfaire
les deux conditions
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Exemple 1. Etablissons un équivalent de H,, :

B
Il
—

Il
[~]=
T =

k-1 k k+1

ko1 ko1 1
Alors les hachures oranges représentent / Zdt et les alvéoles rouges représentent / %dt =7
k—1 k—1
k+1 k+1 1 1
Les briques vertes représentent / gdt et les hachures noires représentent / Edt =7 Ainsi,
k k

Aire verte < Aire noire = Aire rouge <

k+1 1 k
/ —dt < 1 < / 1dt.
k t k k—1t
[

ie.

pas intégrable en 0).

On somme. S » . -
1 Cap il 1 1 n1
Z/ -dt = / ESZESZ/ -dt = /fdt
2 k t Chasles /9o 2 2 k—1t Chasles J1 t
"1 "1
Pour rajouter le premier terme de la somme, il faut que je rajoute % =1. <Z = 1+ Z k) . Je rajoute
k=1 k=2

donc 1 a gauche et a droite :

Pour conclure, il faut calculer les intégrales : j’ai
n
l1+In(n+1)—In(2) <)

Le terme de droite et le terme de gauche sont clairement équivalent & In(n) (le refaire s’il faut!) donc la
somme au milieu est équivalente & In(n) par encadrement.
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n
1
Exemple 2. On souhaite trouver un équivalent de kZ::z kT(k’)

Par comparaison série-intégrale, on a[7] :
/k+1 dt 1 /’f dt
< <
g tin(t) = kln(k) = Jrk—1 tin(t)
pour k > 3.

On somme de k = 3 a n. J’ai donc par Chasles

el " 1 |
——dt < < ——dt.
/3 tin(t)  — ’; kln(k) — /2 tIn(t)

Il manque le terme k& = 2 pour répondre a la question donc je le rajoute comme avant a la main :

1 Jr/n+1 1 dt<zn: 1 < 1 +/” 1 &
2In(2)  J3  tln(t) T ~kln(k) — 2In(2) Jo tln(t)

k=2

Il faut maintenant que je calcule I'intégrale. On reconnait du u'/u avec u = In(t) i.e. th}(t) = (In(In(?))’.
J’ai donc

1
21n(2)

n 1 1
+ In(In(n + 1)) — In(In(3)) < < + In(In(n)) — In(In(2)).
(n(n 1) =00 < 3 3 < 5y + () = In(n(2)

Un équivalent de la somme est alors In(In(n)).

a. En pratique, il faut refaire les calculs
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Exemple 3. On souhaite trouver un équivalent de In(n!). On pourrait utiliser Stirling et composer a
gauche par In mais il faut toujours faire attention aux compositions a gauche par une fonction! Seule la
mise a la puissance est acceptée sans preuve (et encore).

Bref, In(n!) Z In(k) car In(1) = 0. On va donc faire une comparaison série-intégrale.

Usuellement, on a des fonctions décroissantes. La, on est croissant, donc ¢a ressemble un peu plus a ¢a :

f(t)/= In(t)

h 15 2 25 3 35 4 45

Adaptons les notations. Pour tout i > 2,

‘ i+1
[ @< < [ moa

L’inégalité est vraie a partir de ¢ > 2 donc je vais sommer a partir de 2. J’ai donc

Z/@l dt<Zln )+ In(1 <Z/

(J’ai rajouté le petit In(1) qui vaut 0). J’ai donc par Chasles pour les intégrales, par somme de logarithme
pour le terme central,

n n+1
/ In(t)dt < In(1x 2 x 3 x --- x n) = In(n!) < / In(¢)dt.
1 2

Je calcule les intégrales : j’ai

n n+1
/ (5t = sl () = i 4= - / In(f)dt = (n+ Dln(n+1) — (n+ 1) — 21n(2) + 2.
1 2
Je divise tout par nln(n). J’ai & gauche

nln(n)—n—i—l_1 1 N 1 .
nln(n) B In(n)  nln(n) no+oo

J’al a droite

m+1)In(n+1)—(n+1)—2In(2)+2 (nln(rn+1) In(r+1) n+1 2In(2)—-2

nln(n) ~ nln(n) nln(n)  nln(n)  nln(n)
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La comparaison série-intégrale possede trois grands résultats théoriques.

1. Elle permet de démontrer le critere de Riemann.
“+00

1
2. Elle permet d’obtenir un équivalent de Z — quand o > 1.
k=n+1

3. Elle permet d’établir le critére de Bertrand.[]

1
Théoréme 1. Soit o € R. Alors Z — converge si, et seulement si o> 1.
n
n>1

Démonstration. Cours.

Théoréme 2. Soit o > 1. Alors

SR
o M oo (a — 1)no—1°

Démonstration. On procede par comparaison série intégrale. Par décroissance de ¢ € [1, +oo[— 1/t%, on a

k+1 k
vk > 2,/ dt < L < / g.
k to ka E—1 to

Fixons n, N € N, N > n. Par télescopage,

ce qui donne, car o # 1

Ainsi,

1 1 ol 1 N —1 1 1

<N - < D L s - :

vn < GN’a—1<(N—|—1) (n+1)a—1>—k_ ka—a—l(Na—l na—1>
=n+1

Par Riemann, le terme du milieu converge quand N — +o00. L’inégalité passe donc a la limite quand N — +oo

en

1 1 R | 11
1 1)e—1 < Z ko < 1 pe—1"
a—1(Mn+1) Pt a—1n
Par théoréeme d’encadrement,
i" 1 11
Lo ~ _ a—1"
b1 k a—1n
]
4. Ce critére est hors-programme. Il faut s’entrainer a le refaire au cas par cas.
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1
Théoréme 3 (Bertrand). Soit o, € R. Alors Z converge si, et seulement si, @ > 1 ou
s n” In®(n)
a=1etp>1.
Démonstration. On pose u, = Tﬁ() Si a > 1, il existe v €]1, o[ (faire un dessin). Alors par croissances
n®In”(n
comparées,
n’=¢
nu, = 5 — 0
n (n) n—-+o0o
Donc :
1
Up € O H .
Donc :

E Uy, converge.

1
Si a < 1, nuy, tend vers Uinfini. Donc — € o(uy,). Ainsi
n

Z uy, diverge.

Pour a =1, cela dépend de .
Si B est négative, il est clair que u,, > —. Donc la série diverge.
n

Si (B est strictement positive, je vais pouvoir faire une comparaison série-intégrale.

Pour k£ > 3 :
/k+1 dt 1 /k dt
< < .
ko tlnf(t) T kWnf(k) T Jre-1 tInP(2)

n

Z/k—Htln Zkhﬂ <Z/ 1t1n

ntl o dt - 1 noodt
I O ey
s thf(t) ~ S klnP(k) T )2 tlP(2)
Si 8 =1, une primitive des intégrandes considérées est Inoln. Donc > u, diverge.
Si 8 # 1, une primitive des intégrandes considérées est

D’ou :

ie.

In'=A(¢)
1-8

Donc l'intégrale diverge ssi 1 — 8 > 0. Donc si 5 > 1, la série converge. Sinon elle diverge.

Bilan :
e «a > 1, la série converge
e « < 1, la série diverge
e =1
e 3> 1, la série converge
e 3 <1, la série diverge.
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