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Espace de Calogero-Moser (1)

M ={XY € gl,(C),V € Matx,(C), W € Mat,,x1(C)}
Action de GLy,, g (X,Y,V,W) = (¢Xg *,9Yg 1, Vgt gW)

Espace de Calogero-Moser Cy, := {[X,Y] - WV =1d,}// GL, [Wilson,"98]

Caractérisation sur un ouvert dense :
X =diag(qi,...,qn), V=(»1,...,1)
dou W = Y, =

Hamiltonien de Calogero-Moser
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Espace de Calogero-Moser (2)

T ) T Yy Algebre des chemins CQ; :
0 carquois Q1 ¢< 0
vitw
\L

A
v _
et double @

Rep ((CQl, (1,n)) ={X,Y €gl,,V € Matixp,, W € Mat,x1} = M

~> L'espace de Calogero-Moser C,, est une variété carquois obtenue par
réduction a partir de I'espace des représentations d'un carquois

La structure de Poisson peut se comprendre sur Q!
C'est aussi le cas pour I'application de moment [X,Y] — WV (voir partie 3)
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Espace de Calogero-Moser avec spin (1)

[Wilson,~’98 ;Bielawski-Pidstrygach,'10; Tacchella,’15; Chalykh—SiIantyev,’l?]

d>2. M = Rep (CQq, (1,n))

@ (g s por
¢ espace paramétré par :
V1,...,0q \l:wl,...,wd X,YEg[n
% Vi, € Matyxn, Wa € Maty,x1
cn,d::{[xy 3 WaVa = Aold, }//GLn (Ao #0)
1<a<d

Espace de Calogero-Moser avec d spins/degrés de liberté [Gibbons-Hermsen,'84]

sur un ouvert dense : Y est la matrice de Lax du systeme CM a spin

Crochet de Poisson non-nul seulement entre une fleche et son double
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Espace de Calogero-Moser avec spin (2)

On peut calculer sur C,, 4 les crochets de Poisson de tr YF et ¢! 5= YZVVQ.
l’z}k‘/
Q {trY* tr Y}, =0 = {tr Yk,tlaﬂ}P
@ {tiﬁ’ tg)/E}P = 557#&6“ - 6aet:§l

Proposition

L'algébre commutative générée par les éléments (tr Y* t£ ), 1 < a < d,
est Poisson commutative de dimension nd.

On a intégrabilité au sens de Liouville des tr Y*.
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Espaces de CM et carquois cycliques (1)

Les carquois cycliques donnent des systemes CM [Chalykh-Silantyev,'17]
extension arbitraire dans [F.-Gorbe,'21 / 2101.05520]

0 s
Ty | 'Yma S See)E- " Ts
m—IinN T T 8+1
Tm—2 Ts+1

ds fleches vs o : 00 — s
ds fleches ws,o 1 s — 00 /

On s'intéresse a Rep ((CQd, (Ln,... ,n))
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Espaces de CM et carquois cycliques (2)

M = Rep (CQd, (L,n,... ,n)) paramétré par
Xs € g[na Y; € g[n, Vs,ae € Matlxru Ws,a € Matnxl )
s=0,....,m—1, (s,a)avecl <a<ds

Action de g = (gs) € [ [, GLy, :

g- (Xs,Y:ea Ws,aa V:e,a) = (ngsg;:pgerl}/sgs_lagsWs,aa Vs,ags_l) s

Espace de Calogero-Moser Cp, g : ([T, GLy)-orbites de  [(A.) € C™ générique]

XY =Y 1 X1 — Z Ws,oavs,a =X :[dnS , Vs
1<a<ds

Sur ouvert dense : tr(Y}™) sont une généralisation du systeme CM

- (V) = St O
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Espaces de CM et carquois cycliques (3)

En adaptant [Chalykh-Silantyev,'17], on peut “visualiser”" les éléments qui
permettent d'obtenir I'intégrabilité (Liouville) de ces généralisations du
systeme CM :

. km . km km
Ye VUs,ale Ws,a Us,ale

Proposition ([F-Gérbe,21] )

e Chaque fonction tr Y™ est superintégrable (de maniére maximale)
e superintégrabilité de tr(Y? + w?X?) avec terme harmonique (m = 1,2)
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Jusqu’a présent : cas additif ~~ variétés carquois

Autre possibilité : cas multiplicatif ~~ variétés carquois multiplicatives
[Crawley—Boevey-Shaw,’06 ;Van den Bergh,’08 ;Yamakawa, 08|
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Espace de Ruijsenaars-Schneider (1)

T Ny Algebre des chemins CQ1 ~ localisation Ay
|
_ %V ajout d'inverses pour 1 + zy, 1 + yz,1 +vw, 1 + wov
@1
vilw
N eg (1+ay)~t e Ax,

I+zy)Q+ay) t=1=0+zy) (1 +zy)

Rep (CQ1,(1,n)) = {X,Y € gl,,V € Matix,, W € Matyx1} = M
U
Rep (A1, (1,n)) = {det(Id, +XY) #0, 1+ VW # 0} =: M°

Méme action de GL,,(C) sur M° C M
Cette fois, I'action préserve

@ un crochet de quasi-Poisson sur M°;

@ une application de moment a valeur dans GL,,(C).
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Espace de Ruijsenaars-Schneider (2)

Rep ((CQl, (1,n)) ={X,Y €gl,,V € Matixn, W € Mat,x1} = M
Rep (A1, (1,n)) = {det(Id, +XY) #0, 1+ VW # 0} = M

Espace de Ruijsenaars-Schneider : [Chalykh-F.,'17 /1704.05814] (aussi [Oblomkov,'04])

Cng1 = {(Id, +XY)(Id, +Y X) "} (Id, +WV)~! = q1d,,} )/ GL,, (¢F # 1)

Caractérisation sur un ouvert dense :

X:diag(xl,...,wn), V=(,...,1)

. 1y Th—q;
dotu (Y +X7%); = 337, qxj 05 [Tz xkk,xjj

Hamiltonien de Ruijsenaars-Schneider (z; = %, 0; = ePi)

tr(Y 4+ X1 Z anij

— X
1<G<n kg R T
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Espace de Ruijsenaars-Schneider avec spin (1)

Cas d > 2 avec spin [Chalykh-F.,'20 / 1811.08727]
A, localisation de CQy

— T /\\y
Q@ Cge M® = Rep (Aa, (1,n))

V1,0 [ 1w, wg paramétré par : X, Y € gl,
= Va G Matlen, WOL G Matnxl
—)
Crga = {(1dy +XV) (1, +Y X) ™" T (1 +WaVa) ™" = g1y }// GL,
1<a<d

Espace de Ruijsenaars-Schneider avec d spins/degrés de liberté
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Espace de Ruijsenaars-Schneider avec spin (2)

-
Crgd = {(Idn FXY) (1, +YX) T [ (de +WaVa) ™! = qld, }// GL.,
1<a<d

Fixons Z:=Y + X1

Proposition ([Chalykh-F.,'20])

Sur un ouvert de C,, 4 4, il existe des coordonnées locales telles que

e les équations du mouvement associées a I'Hamiltonien tr(Z) reproduisent
les équations du systéme RS trig. avec spin de [Krichever-Zabrodin, 95] ;

e la matrice Z est la matrice de Lax de ce systéme;

e le crochet de Poisson écrit en terme des coordonnées locales permet de
prouver une conjecture de [Arutyunov-Frolov,’98].
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Espace de Ruijsenaars-Schneider avec spin (3)

On dénote t! ; =V, Z'Wps, Z =Y + X

P

Qk {trZF tr 24}, =0 = {ter,tlaB}P
: wg
@ {t’ciﬁ,tl%}P = compliqué !

Proposition ([Chalykh-F.,20])

L 'algébre commutative générée par les éléments (tr Z*, t];ﬁ), 1<a,B<d,
est une algébre de Poisson de dimension 2nd — n,
dont le centre a dimension n et contient les (tr Z*).

On a intégrabilité dégénérée/non-commutative des tr Z*.



Motivation Systemes intégrables et carquois Structure de Poisson et carquois Carquois colorés

Espaces de RS et carquois cycliques

Ts+1

—1
Zs = Ys + Ts
m—z\\ Ze = Zm—1---2120 952
\

Proposition

Pour le vecteur dimension (1,n,...,n) et des paramétres (qs) génériques,
on a l'intégrabilité (dégénérée/de Liouville) des tr Z¥, k =1,...,n.

voir [Chalykh-F.,’17 ;F.,"19] et [F.,PhD thesis| (ETHEsES. WHITEROSE. AC.UK /24498 /) pour le cas général
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Géométrie de Poisson non-commutative (1)

Algebre A - ------------ > Algebre comm. C[Rep(A,n)]
sur C espace ~» Rep(A,n) (ci-dessous)
AN = Af(p—A) - » Algebre comm. C[Rep(A*,n)]
neA xeC espace ~» {(pi5) = A1dn}
espace vect. A*/[AN, AN -------+ Algebre comm. C[Rep(A*,n)]Stn

espace ~» Rep(A4*,n)// GLy,

C[Rep(A, n)] générée par symboles a;;, Va € A, 1 <i,j < n.
Regles : 1;; = d;5, (a+ b)ij = a;; + bij, (ab)ij = Zk aikb;.

C[Rep(A,n)]St» générée par tr(a), a € A
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Géométrie de Poisson non-commutative (2)

Algebre A - - ----------- » Algébre comm. C[Rep(4,n)]
crochet de Poisson double {—, —} crochet de Poisson {—, —},
applic. de moment NC p applic. de moment (u;;)
espace vect. A*/[A* AN -------+ Algebre comm. C[Rep(A*,n)]Stn
crochet de Lie mo {—, -} crochet de Poisson {—, -},

Un crochet double est une application C-bilinéaire {—, =} : A x A — A®? t.q.

O {a,b} = —7112) {b,a} (antisymétrie)
Q {a,bc}=01){a,c}+{a, b} (1®¢) (dérivation extérieure)
O {ad,b}=(1®a){d, b} + {a,b} (d®1) (dérivation intérieure)

Le crochet double est Poisson si “Jacobi double” [Van den Bergh,'08]

Crochet de Poisson induit : {aij, bui}p = {a,b};j {a, b} [Van den Bergh,'08]
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Quel rapport avec le reste de I'exposé ?

[Van den Bergh,'08] : crochet de Poisson double sur A = CQ, V carquois Q

Exemple
A=Clz,y) . I
= CQ, T " oY Ca

Les données {z,2} =0 = {y,y}, {z,y} =101 p, =2y —yx
sont définies sur CQ, (a partir de ();) et encodent le crochet de Poisson des
variétés carquois associées.

Exemple initial...
z _y IG Attachons C" 3 0, C 3 o0
= I @ = espace de Calogero-Moser [Wilson,’98]

K. 1 n
Q1 el Q u& (tr(Yk) = tr(yij)k)k:l commutent
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Géométrie de quasi-Poisson non-commutative

Algebre A - - - ---------- - > Algebre comm. C[Rep(4,n)]
crochet de quasi-Poisson double {—, —} crochet de quasi-Poisson {—, —},
applic. de moment NC & € A% applic. de moment (®;;) (dans GL,,)
espace vect. AY/[A9, A] - -------- » Algebre comm. C[Rep(A9,n)]GLn
crochet de Lie mo {—, —} crochet de Poisson {—, —},

A?=A/(® — q) pour g € C*

[Van den Bergh,'08] : crochet de quasi-Poisson double sur A = CQ(HM*)EGQ
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Carquois colorés (1)

Les carquois colorés sont introduits par Boalch [Boalch,'15]
Motivation : variétés de caractéres sauvages ~~ “graphe supernova”

Définition
Un carquois T est coloré s'il existe une fonction couleur ¢ : T — C telle que

— Y. :=c !(c) est un graphe k-parti complet
— l'orientation des fleches de Y. “respecte” les parties

Exemple 1
Graphe complet (3,2,1)

(monochromatique)

Exemple 2 : carquois arbitraire @), sans boucle

prendre la couleur ¢ = idg (~ ficouleurs = ffleches)
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Carquois colorés (2)

Soit YT un carquois coloré. )
L'algebre de Boalch B(Y) est une algébre obtenue par localisation de CT

Remarque: 3y : s — s pour chaque sommet s

Si les fleches de T ont des couleurs distinctes 2-3-2, B(T) = CY (144

*)aET

Définition ([Boalch,'15])

Fixons un ordre sur les couleurs a chaque sommet s € I.
L’algebre de fission (avec param. q € (C*)T) est F4(Y) := B(Y)/R,,
ol Ry est I'idéal généré par les |I] éléments

s — gses € esB(Ves, sel.
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Conjecture (1)

Théoreme ([Boalch,'15])

Formons la variété des représentations Rep (F(T), (ns)), ot chaque e est
représenté par la matrice identité sur C"s, s € I.

La partie lisse M (Y, q, (ns)) C Rep (FU(Y), (ns))// [1; GLn,(C) est une
variété symplectique obtenue par réduction quasi-Hamiltonienne.

~> variété carquois multiplicative généralisée

Conjecture ([F.-Fernandez,'21 / 2103.10117])

L’algebre de Boalch B(Y') est équipée d'un crochet de quasi-Poisson double
tel que I'élément ) __;~, est son application de moment (non-comm.).

~ La variété Rep (F%(T), (ns))// [1, GLn, (C) admet une structure de Poisson obtenue
par réduction quasi-Hamiltonienne a partir de Rep (B(Y), (ns)).
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Conjecture (2)

Conjecture ([F.-Fernandez,21])

L’algébre de Boalch B(Y) est équipée d’un crochet de quasi-Poisson double tel que
I'élément 3 ;s est son application de moment (non-comm.).

o |l suffit de prouver le cas d'un carquois monochromatique : ¢ : T — {x}
@ Vrai pour 1 — 2 (conséquence de [Van den Bergh,'08])

@ Vrai pour A [F.-Fernandez,'21]

Les carquois suivant sont monochromatiques et cycliques :

Peuvent-ils étre utilisés pour trouver de nouveaux systemes RS ?
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Merci pour votre attention!

Maxime Fairon
Maxime.Fairon@glasgow.ac.uk
https://www.maths.gla.ac.uk/~mfairon/
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