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Feuille d’exercices no 8 : Convergence en loi et fonction caractéristique

Exercice 1. [Convergences en loi usuelles]
1. Soit Nn ∼ Bin(n, pn). Montrer que, si n→∞ avec npn → λ > 0 :

Nn =⇒ Poi(λ).

2. Soit Np ∼ Geom(p). Montrer que, lorsque p→ 0 :

pNp =⇒ Exp(1).

Exercice 2. Soit E1, . . . , En des variables aléatoires i.i.d. selon la loi Exp(1),Mn leur maximum
et Ln leur minimum.

1. Calculer la limite en loi de Mn − log(n) quand n→∞.
2. Calculer la loi de nLn.
3. Calculer la loi du vecteur (E(1), E(2), . . . , E(n)) avec E(1), . . . , E(n) le réarrangement crois-

sant de E1, . . . , En
1.

Exercice 3. Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires i.i.d, et Ln leur minimum. On suppose
P(X1 > 0) et X1 à densité, de densité f avec f(0) 6= 0 et f continue à droite en 0.

1. Calculer la limite en loi de nLn quand n→∞

Exercice 4. [TCL et Stirling] Soit X1, X2, . . . de loi Poi(1), la loi de Poisson de paramètre 1,
et Sn = X1 + . . . Xn.

1. Montrer que Sn ∼ Poi(n).
2. Montrer à l’aide de Stirling que, si k = (kn) est une suite telle que (k − n)/

√
n→ x ∈ R,

alors √
2πn P(Sn = k)→ e−x

2/2.

Exercice 5. [Convergence en probabilité et convexité]

Soit X1, X2, . . . des v.a. positives. On suppose qu’il existe 0 < α < β tels que E[Xα
n ] → 1 et

E[Xβ
n ]→ 1.

1. Soit ε > 0, et γ > 1. Montrer qu’il existe δ = δ(ε) > 0 tel que pour tout x ≥ 0,

xγ ≥ 1 + γ(x− 1) + δ1|x−1|>ε.

2. En déduire : E[Xβ
n ] ≥ 1 + β

α
(E[Xα

n ]− 1) + δP(|Xα
n − 1| > ε)

3. Conclure que Xn
(P)−→ 1.

Exercice 6. [Glivenko-Cantelli et théorème de Dini]

Soit X1, X2, . . . des v.a. réelles i.i.d. de fonctions de répartition F , que l’on suppose continue.
On pose Fn(t) =

∑n
i=1 1Xi6t/n la fonction de répartition empirique 2

1. en particulier, E(1) = Ln et E(n) = Mn

2. à la différence de F , c’est une fonction aléatoire
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1. Montrer que, pour tout t, Fn(t) converge p.s. vers F (t).
2. On fixem > 2 un entier puis on pose pour k ∈ {0, 1, . . . ,m}, tk = inf{t ∈ R, F (t) = k/m}.

(a) Soit 0 ≤ k < m. Pour tk ≤ t ≤ tk+1, montrer que :

|Fn(t)− F (t)| ≤
∣∣Fn(tk)− F (tk)∣∣+ ∣∣Fn(tk+1)− F (tk+1)

∣∣+ 1

m

(b) Conclure que supt∈R |Fn(t)− F (t)| → 0 p.s.

Exercice 7. [Lemme de Slutsky] Soit (X1, Y1), (X2, Y2), . . . des couples de variables aléatoires

i.i.d. On suppose Xn
(loi)−→ X et Yn

(P)−→ c constante.
1. Soit ε > 0. Montrer que, pour n entier et v réel, |eiYnv − eicv| 6 |v|ε+ 21{|Yn−c|>ε}.

2. En déduire 3 que pour tous réels u et v, la fonction caractéristique bivariée satisfait

E[ei(uXn+vYn)]→ E[eiuX ]eicv.

3. Établir le lemme de Slutzky : (Xn, Yn)
(loi)−→ (X, c).

Exercice 8. [Une identité trigonométrique]
1. Montrer l’identité :

sin(t)

t
=
∏
m>0

cos

(
t

2m

)
.

2. Interpréter cette identité comme une convergence en loi - on pourra voir chaque membre
comme une fonction caractéristique.

Exercice 9. [Fonction caractéristique et atomes]

Soit ϕ la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X, de loi µ, ϕ(t) =
∫
eitxµ(dx)

pour tout réel t.
1. Montrer que, pour tout réel a :

1

2T

∫ T

−T
ϕ(t)e−itadt = µ({a})

2. Montrer que Re(ϕ) et |ϕ|2 sont encore des fonctions caractéristiques.
3. Montrer que

1

2T

∫ T

−T
|ϕ(t)|2dt =

∑
x

µ({x})2

3. On pourra écrire ei(uXn+vYn) − ei(uX+vc) = (eiuXn − eiuX)eivc + (eivYn − eivc)eiuXn
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