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Chapitre 1

Introduction au sujet

1.1 Introduction

+o00 N
A priori, Z ay, est bien définie (n < +00), mais les sommes du type Z ag : lim Z ay ne sont définies
N—%Hm
k=1 k=1
+00
que si la limite existe. Cela fonctionne bien lorsque Z lakx| < 400 car la convergence absolue entraine la
k=1

convergence simple (dans un espace de Banach).

Exemple 1.1.
e Voici un exemple de série absolument convergente

+001 2

T
LET

Ici, on peut faire la somme dans « ’ordre que I’on veut », au sens ou la valeur de la somme est
stable sous toute permutation :

+oo +o0
Vo € 6(N), > aoim) =D an
n=1 n=1

On peut alors choisir n’importe quel procédé de sommation. On peut également écrire que pour
toute partition de N* notée (A4;);cs, alors

e Pour autant, toutes les séries convergentes ne sont pas absolument convergentes. Elles sont dites
semi-convergentes.

(T =

i€l \kEA;

1
7

k+1

+oo
Z = In(2).

Ici, on ne peut pas faire de permutatlon quelconque des indices : le théoréme de réarrangement
de Riemann nous éclaire sur ce point : il affirme que pour tout réel, il existe une permutation
(_1)a(k)+1
o sur N telle que Z A
i o(k)
la premiére ou deuxiéme espece). En revanche, pour les permutations dites bornées, cela n’influe
pas sur la valeur de la limite :

converge vers la valeur que l'on veut, ou diverge (au sens de

+oo 0
Vo € 6(N), 3M >0,k € N,|o(k) — k| < M) = > agm)y = an.

n=1



Regardons maintenant cette égalité nécessitant un léger effort mental.

N +o00
doak =) arligeny-
k=1 k=1

Alors étudier la série des (ay)gen+ revient a regarder la limite du membre de droite lorsque N — +oo. Mais
peut-on vraiment le faire ? Le plus important obstacle est la discontinuité trop rude de I'indicatrice.
Typiquement, on souhaiterait transformer ’indicatrice

0.5

en une fonction plus lisse, en pensant par exemple a

0.5

On va donc utiliser une fonction de lissage n € C*°(R) avec 7(0) = 1, et tendant vers 0 en 'infini. Grace a cette
400

k

fonction, la série Z agn (N) est tout le temps bien définie. Pour des cas pratiques, la fonction 1 : ¢ — e~¢
k=1

est une fonction de lissage, qui est bien de classe C*° sur R méme si on regarde ses propriétés dans RT.

On introduit alors I'espace de Schwartz :

Définition 1.1 (Espace de Schwartz).
On appelle espace de Schwartz, ’ensemble

S(RY) = {77 € C®(R*Y) : Vn,m e N,supt"|n™(t)| < +oo} :
>0

Dans la suite, on prend 7 : t — et € S(R™). Traitons un exemple d’utilisation.

Exemple 1.2 (Série de Grandi).



En posant x := e_l/N,

+oo k +oo 400 +oo T
Z(—l)k_lﬁ (N> _ Z(_l)k—le—k/N _ Z(—l)k_lfﬁk — Z(_:L,)k _
k=0

k=1 k=1 1 14z

Alors |
X

li Sy =1l = —.

Notoo N T ohim T4z 2

Dans la suite, on appellera régularisation le processus consistant a « lisser » l'indicatrice. Le résultat
précédent ne dépend pas de n (cf. théoreme [3.1]).

Exemple 1.3. Apreés régularisation, 1 —2+3—4+--- donne x — 222+ 323+ ... = (1fx)27 qui converge
vers 1/4 lorsque x — 17.
Mais le sujet de notre T.E.R. reste un probleme, méme apres régularisation. On a :

14243+ — 2422433+ =—— — — too.

régularisation (1 — .73)2 z—1-

Le résultat précédent ne dépend pas de n (cf. théoreme (3.2)).

1.2 Une premiere esquisse
Comme on ne peut calculer cette somme infinie, on va y soustraire une quantité qui est aussi infinie! On

appellera normalisation ce procédé, qui consiste & 6ter une intégrale (car ressemblant beaucoup & une série).
On a donc envie de considérer :

+oo
0

+o0 +o0 +oo k 400 t
k — k:f/ tdt — k <> 7/ t <> dt.
k;l renormalisation kgl kzl K N 0 " N

régularisation

En prenant n: ¢ — e_t, on obtient que
“+o0
k oo t 1
kn( — —/ tn|—=)dt — ——.
kz::l n(N) 0 n(N) N—+oo 12

Théoréme 1.1. On a donc

= k +oo t 1
Zk:exp <) —/ t exp <) dt — ——.
1 N 0 N N—+co 12

Démonstration 1.1.
On va donc montrer que :

n n 1
lim Z ke k/N _ / te /N dt — ——;
n—+o00 1 0 N—+oo 12




En effet, soit z = e~1/N. Alors :

N = = ' - 1)’ z(nz™t! — (n + 1)z" + 1)
e kN = e ) @)=z "—"] (z)=
e s L S L -1

Or, na"™! — (n 4+ 1)2™ + 1 tend vers 0 quand n tend vers I'infini par croissances comparées. Donc

n
ke ?N — T
’;1 € n—+oo (x — 1)2

Passons au calcul de I'intégrale :

+oo +oo “+o0o
/ te”/Nat = / N? / ue " du = N’T(2) = N2
0 u=t/N Jo 0

Or, z = e /N, donc N = —1/1In(z), donc N? = . Ainsi,

In?(x)

+oo 00
Z ke k/N _ /+ te t/Nat = i - 21 .
= 0 (x—1)2 1In*(z)

On souhaite connaitre la limite quand N tend vers l'infini, donc quand x tend vers 1 (le changement de
variable était = e~'/N). On réalise un changement de variable affine :

I x 1 L mee 1
im - = lim - .
a1 (z—1)2 In?(z) <=0 22 In®(z+1)
Or :
1 B 1 ! 1 1 1
2 - 2 2 2~ 2 2 2 = 2 2 9.2
In“(z +1) (z-Z+5 +06%) " (1-3+F+0?) T 1T 12, (a2
4 3 z—0
1122/12
_ 2 2 119\2 oy _ Ltz — 45 44
= E(l—k(az 1124/12) 4 (x — 112°/12) +xgo(x = g —|—xg0(1)
= il i o
T 212 TS0
Bilan :
z+1 SN SO N S B S
2 In?(z+1) 22 z 22 =z 12 250
On a donc :
! x 1 1
im =
a—1 (z —1)2 lnz(x) 12
donc
Zke_k/N—/ te Ndt —y ——.
el 0 N—+co 12

Cela termine la démonstration.




Chapitre 2

Premiers théoremes, premiers résultats

2.1 Sommation des séries divergentes

Encore une fois, il faut montrer que ce résultat ne dépend pas du choix de 7. Pour cela, on a besoin d’une
formule fondamentale : la formule d’Euler-MacLaurin.

2.1.1 Polynémes de Bernoulli

Définition 2.1 (Polynémes de Bernoulli). Les polyndémes de Bernoulli sont définis par la fonction
génératrice
te®t _ X By(x) i

t_ |
e 1 =

Propriété 2.1 (Premiéres valeurs).

. B()(l') 1

L] Bl (.’L’)

R =

DO | =

1
. Bz(x)za:Q—x—i-g

[ Démonstration 2.1. Immédiat en utilisant la définition. ]

Propriété 2.2 (Dérivée).

On a {Bo(a;) =1
Vn € N, B,11'(z) = (n+ 1) By (z)

[ Démonstration 2.2. Immédiat en utilisant la définition. ]

1
Propriété 2.3. On a Vn € N*, / B, (xz)dz = 0. Autrement dit, chaque polynéme de Bernoulli est de
0

moyenne nulle.

[ Démonstration 2.3. La périodicité de la partie fractionnaire conclut immédiatement. ]




Sur le graphe ci-apres, on voit bien que 'intégrale sur le segment [0, 1] est nul grace a ’axe de symétrie
x=1/2.

3

Remarque 2.1. Les trois conditions :
1
1. Vn > 1,/ B, (z)dz =0
0
2. Vn > 1,B](z) = nBp_1(z)
3. B()((E) =1

permettent de déterminer uniquement les polyndémes de Bernoulli, donc les nombres de Bernoulli
(Br)n>1, qui sont définis comme étant les termes constants des polynémes de Bernoulli.

~

Définition 2.2 (B,). R
On définit les polynémes de Bernoulli « normalisés » par Vn > 1, B,(x) = B,({z}), ou {-} désigne la
partie fractionnaire.

Il est alors assez clair que les (En)nZI sont 1-périodiques. Le graphe ci-apres l'illustre bien.

Co

FIGURE 2.1 — Le 1, 2¢, et le 3¢ polynomes de FIGURE 2.2 — Les premiers polynomes périodiques
Bernoulli de Bernoulli

2.1.2 Formule d’Euler-MacLaurin
La formule d’Euler-MacLaurin s’énonce alors comme suit.

Théoréme 2.4 (Formule d’Euler-MacLaurin).
Vf e C>®(R),Vd > 1,Vm,n € Nym <n,

n—1 D i B —1)¢ n
k;f(k) —/m £0) dt:g::lk_;f (15D ) — D)) - ( d!) /m

Démonstration 2.4.
Traitons le cas ot m = 0,n = 1 pour voir ce qui se passe.

/Olle(x)da:: Kaz—%)f(:c)}:—/ol <x—%> f(z)dz

Il
|
—~
&h
—~
s
_|_
P
o
S~—
S~—
|
%
2,
VRS
8
|
[\
N———
s
|
S—
o
8




Alors, pour tout k, on a

[ = [emrm3) ),

k+1 k+1 k+1
[ (1w 3) rerae = LEEEIE R ) ey
—_————

2 k
Bi(z)
Donc : ) .
W= k+1 1 = 1 no__ ,
S i@dr =gt + X 5w+ 51w - [ B @)
Ensuite, par intégration par parties,
~ k+1 ~
k+1 B@)f @) ds = lB2§$)f/(x)‘| _/k+1 BQQ(LL‘)f,/(x) ™
k k k
~ ~ k B
= Bk + DS ~ B~ [ 2D iy aa
k
= ~ k+1 Bo(x
=SB E) -BOF®) - [ AL @)
R k+1 R
= JBOGE) -7 - [ D)

Donc en sommant, on obtient :

n=l g1

Bu(o)f'(2) de = BaO)(F () — £(m)) [ A () .
k=m"k m

On a ainsi obtenu la formule d’Euler-MacLaurin a 'ordre 2. Il suffit d’itérer les intégrations par parties
jusqu’a atteindre l'ordre d. Cela termine la démonstration.

O

On arrive alors a notre théoreme intéressant.

Théoréme 2.5.

Soit n une fonction de Schwartz. On pose fy : x — xn (%) Alors

+o00 1

+oo
kglfN(k)—/o fy(t)dt — 12

N—+o0

Démonstration 2.5.
On va montrer que la limite ne dépend pas du 7 choisi. La formule d’Euler-MacLaurin a I’ordre 3 donne :




5w~ [ iv)de = G0N0+ ) + (0P () = 14(0)

B (stm - g0 + (-1 [ B 0y a0

- (%) i(?@n’ &)%) -5 (%) (&)

®) (z)dx

n
Morceau rouge : Pour n assez grand, n’n (N) est bornée car n est une fonction de Schwartz, donc
n
nn (N) tend vers 0 quand n — +o00.

n
Morceau violet : 7 est toujours une fonction de l'espace de Schwartz donc n’n/ (—) est bornée, d’ou

N

n
N
Morceau bleu : Si 'on montre que le terme bleu tend vers 0, c’est gagné. Pour cela, on écrit :

[B2%@e — L[ ae(x (0 ((F)"7) e
- e G () et (7)) o

n/N tN " 3 1
s Bt (@) + ') Na

0
nn (%> tend vers 0 quand n — +oo. Il ne reste donc que — <_> - 1.

n/N _
= 6LN /O NBg(tN) (tn" (¢) + 30" (t)) dt.

Puisque les By () sont bornés, B3(tN) = O (1) et on a donc

t——+o0

[ 0w a0 < Bl [ o)+ s 0l (21)

En effet, puisque 7 est une fonction de Schwartz, [t2(tn" (t) + 31" (t))| < |30 (t)| + |t21" (t)| < oo, on en

déduit que "' (t) + 30" (t) = 0 ( 2 . On a donc que le membre de droite converge lorsque n tend

vers l'infini. On peut donc écrlre

oo Bs(x) (3) _MS T _ (1>
/0 S @de == [ e +aat= 0 (5)-

Ainsi, en faisant d’abord n — 400, puis N — -+o00, on a bien que le morceau bleu tend vers 0. CQFD.
Bilan : on a bien :

+‘>°k k +oo AW 1
kgn(w)—/l ()t =2, 0= 15 +0+0 =35




Remarque 2.2. Il existe en fait deux conventions pour définir les nombres de Bernoulli : I'une donne
1 1
Bf = += et l'autre donne B; = ——, et on passe d’'une convention & l'autre grace a B, = (—1)"B,,.

Ces conventions n’alterent alors que le terme By, car il ne change pas les termes pairs, et tous les termes
impairs (excepté n = 1) sont nuls. Ici, avec notre définition des polynémes et des nombres de Bernoulli,

on choisit de prendre B; = st Avec 'autre convention, la formule ne changerait que tres peu : la
n—1 n

premiére somme Z f(k) deviendrait Z f(k).
k=m k=m+1

2.2 Sommation des séries alternées

Pour la sommation des séries alternées, il existe une formule analogue a la formule d’Euler-MacLaurin,
appelée formule d’Euler-Boole, mais faisant intervenir d’autres polynomes : les polynémes d’Euler.

2.2.1 Polynémes d’Euler

Définition 2.3 (Polynémes d’Euler).
Les polynémes d’Euler sont définis par la fonction génératrice :

2¢ett Jio E,(x)

= "
et +1 o n!
Propriété 2.6 (Premiéres valeurs).
° E()(JL’) =1
1
o Ei(x)=1z— 5
e Ey(z)=2%-x
E (33)—333—§:E2-i-1
A 2 4
[ Démonstration 2.6. Immédiat en utilisant la définition. ]
Propriété 2.7 (Dérivée).
E =}
On a 0(@) ,
Vne N, Epii'(x) = (n+ 1)Ey(x)
[ Démonstration 2.7. Immédiat en utilisant la définition. ]

~

Définition 2.4 (E,).
On définit les polynémes d’Euler « normalisés » par

¥n > 1, (V3 € [0,1], Eo(z) = En(s) et Vo € R, Bo(w + 1) = —Ep(2)) -

10



Propriété 2.8. Les E,, sont 2-périodiques.

Démonstration 2.8. En effet, pour tout n € N et tout « € R,

~

En(z+2) = —Ey(z+1) = —(—En(z)) = Ey(2)

Propriété 2.9. Les E,, sont de moyenne nulle.

Démonstration 2.9.

O
Sur le graphe [2.4] ci-apres, on voit facilement la propriété d’intégrale nulle.
Eg(z) = 2°—3a°+52° Az
Es(T z— Ssz +l
Z(x) = 2N A
@)
z)|= T3 % 13 12~5
FIGURE 2.3 — Quelques polynomes d'Euler FIGU.R,E 2.4 — Les polynomes périodiques d’Euler
associés
2.2.2 Formule d’Euler-Boole
Voici la version de la formule d’Euler-MacLaurin adaptée a la sommation des séries alternées :
Théoréme 2.10 (Formule d’Euler-Boole).
VfeCX(R),Vd > 1,Vm,n € N,Vz € [0,1],
n—1 d d) E
Er_1(x) _ _ n f ) Ey_q(x —t)
9 )R (R = N BE1®B) v ) 1y £—1) _/ dt
DM k) = 3 Ry (0D = (e Dem) = ==

11



[ Démonstration 2.10. Similaire & Euler-Maclaurin. ]

2.3 Justification des formules d’Euler-MacLaurin et d’Euler-Boole

Au-dela des quelques récurrences qui font que les formules précédentes sont valables, il faut bien évidemment
aussi justifier la convergence de ces intégrales.

Proposition 2.11.

iy
Si f est une fonction continue périodique de période T' > 0 de moyenne nulle, i.e. / f(t)dt = 0, alors
0

t
g:te— / f(x)dz est aussi périodique, de méme période T et il existe une (unique) constante o € R

telle que g + o est de moyenne nulle.

Démonstration 2.11.
Soit t € R. On a

g(t+T):/t+Tf(a:)d:c:/OTf(:c)der/:Tf(x)dx=o+/0tf(a;+:r)dx:/Otf(x)dx:g(t)

0

G(0) - G(T)

Ensuite, si F' est une primitive de f et G est une primitive de F', alors, en posant C' = T

, on

a que F' + C est une primitive de f de moyenne nulle : en effet,

/T(F+C)(:c) dz = /TF(;C) dz + w x T = G(T) — G(0) + G(0) — G(T) = 0
0 0

Il y a bien siir unicité d’une telle primitive car si F} et F5 sont deux telles primitives, alors il existe une

T T

constante o € R telle que Fy = F} + « et donc / Fi(z)dz = / Fy(z)dz + o d’ou 0 = 0+ a7, ce
0 0

qui implique que o = 0 et donc F} = Fo.

O

Lemme 2.12. Une fonction continue périodique f de moyenne nulle est uniformément bornée.

Démonstration 2.12. Elle est majorée par sup | f|.
[0,7]

Remarque 2.3.

L’hypotheése de moyenne nulle est tres importante : c’est elle qui fait que les primitives de cette fonction
sont aussi périodiques et sans cette condition, non seulement les primitives ne seraient plus périodiques,
mais des la deuxieme étape d’intégration, elles ne seraient tout simplement plus bornées!

J

Ici, les fonctions périodiques qui vont nous intéresser sont en fait les polynémes de Bernoulli et d’Euler
que nous trouvons dans les deux formules d’Euler. Mais cela ne suffit pas encore pour justifier la convergence
des intégrales que nous rencontrons. Pour autant, dans les exemples qui nous intéressent, les fonctions f des
formules que nous utilisons vont étre de la forme f = fyn, ot i est une fonction de lissage; ainsi, elles ne
nous poseront pas de probléme quant a la convergence des intégrales, comme nous l'avons vu. En outre, fn
est une fonction polynomiale, donc, de par la nature de la fonction 7, cela ne change rien non plus pour la

12



convergence des intégrales. Enfin, on multiplie encore ces fonctions par les polynémes de Bernoulli ou d’Euler
qui sont, comme leur nom l'indique, des fonctions polynomiales et ne posent pas de probléme non plus.

2.4 Linéarité, stabilité, régularité

Mentionnons a présent quelques notions un peu plus générales concernant ce qu’on appelle les méthodes
de sommation de suites (réelles).

Définition 2.5 (Méthode de sommation).

Une méthode de sommation (réelle) est une fonction M : H C RN — R définie sur un sous-espace
vectoriel H de ’ensemble des suites réelles, et qui contient le sous-espace vectoriel C des suites dont la
série converge. Elle attribue a toute suite (uy,)nen une valeur qui correspond a une valeur possible de la
somme infinie de ses termes.

Exemple 2.1.

Par exemple, on parle de méthode de sommation :
n

x de Cesaro (up)peny — lim — Z Sk, out (Sg)r>1 est la suite des sommes partielles.
n—+oo n -

k=0
+o00
x d’Abel (up)nen — Z an exp(—nx), ol x est un réel quelconque.
n=0

Définition 2.6 (Linéarité).

On dit qu'une méthode de sommation M est linéaire lorsque son ensemble de départ admet une struc-
ture d’espace vectoriel (réel ou complexe), et qu’elle définit une application linéaire de cet espace dans
I’ensemble d’arrivée.

Exemple 2.2.
Si M est une méthode de sommation linéaire qui attribue la valeur x a la somme infinie 1+42+3+4+54- - -
alors elle doit nécessairement attribuer la valeur 2z & la somme 2+ 4+ 6 + 8 + 10 + - - - . Autrement dit,

si M(u = (2")pen) = z, alors M (2u) = 2z.

Définition 2.7 (Stabilité).
On rappelle la notation « shift » s : (ap)nen — (@n+1)nen. On dit alors qu'une méthode de sommation

k
est stable lorsque # est stable par s, et ainsi Vk € N,Vu € RN, M (s*(u)) = M (u) — ZUZ
=0

[ Remarque 2.4. En particulier, ajouter 0 a une somme ne doit pas changer sa valeur.

Exemple 2.3.

Si M est une méthode de sommation stable qui attribue la valeur x & la somme infinie 1+24+34+4-+5+- - -,
alors elle doit nécessairement attribuer la méme valeur x a la somme infinie 04+1+2+3+4+--- et la
valeur z + 1 a la somme infinie 1 +14+2+3+4+---.

Définition 2.8 (Régularité).
On dit qu'une méthode de sommation M est réguliére lorsque, dés que la suite de sommes partielles
(Sn)nen de la suite u converge vers une limite S, l'identité M(u) = S est vérifiée. Autrement dit,

13



lorsqu’une série est déja convergente et a donc une vraie valeur S, alors toute méthode de sommation
réguliére va attribuer la valeur S a cette somme.

Remarque 2.5.

C’est pour cette raison que l'on souhaite que le sous-espace vectoriel de définition de M contienne le
sous-espace vectoriel des suites dont la série converge déja au sens classique, afin que la méthode de
sommation parvienne a sommer le plus de suites possible.

Exemple 2.4.
“+00

On sait que la série S = Z 27" converge vers la valeur 2 donc toute méthode de sommation M réguliere
n=0

est telle que M ((27")pen) = 2.

Théoréme 2.13. Toute méthode de sommation M linéaire, stable et réguliére donne

M((2")nen)) = —1.

Démonstration 2.13.
On a

S=142444+8416+ .- €90 0141 8116+32+---
S 25 =0+ 2+4+8+ 16+
linéatité oo g = 1 4 0+0+0+0+---
régularicé o

et donc S = —1.

Théoréme 2.14.
1l n’existe pas de méthode de sommation linéaire, stable et réguliére qui attribue une valeur a

14+24+3+4+5+....

Démonstration 2.14.
Supposons par I'absurde qu’il existe une telle méthode M qui attribue la valeur S a la somme infinie
1+2+34+4+5+---. Alors, en utilisant les trois propriétés de régularité, stabilité et linéarité, on obtient

S —25FS=1+243 454 -
+0-2-4-6-8—---
+O0+0+14+2+3+--
=1404+0+0+0+-

et on aurait donc 0 = 1.

14




La comparaison de deux méthodes distinctes de sommation peut se faire a travers les notions suivantes :

Définition 2.9 (Compatibilité (ou consistance)).
Deux méthodes de sommation A et B sont dites compatibles (ou consistantes) lorsqu’elles assignent

la méme valeur & chaque série qu’elles somment toutes deux.

Définition 2.10.
Entre deux méthodes compatibles, si 'une parvient a sommer toutes les séries que 'autre parvient a

sommer, elle est dite plus forte.

15



Chapitre 3

Ramanujan’s tricks

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les « Ramanujan’s tricks ».

3.1 Indépendance de n dans deux sommes alternées

Le but de cette section est de montrer que :

Théoréme 3.1.

+o0

k 1
+ _1\k+1 v -
e S®Y, LD () 2y
et
Théoreme 3.2.
Vi€ SRY), S (—1)+ky <k> _, 1
’k:l N ) N—+4oco 4’
Démonstration 3.1.
On fixe n € S(RT) et on écrit :
n—1 2—1 k k
k E,(0) L d /a d :
_1\k W _ k _1yn—1 9% @ 1 9 e
X (y) = 5% (( it () )+ (D' () (1))
nd2 . By (1)
~ )i dx2n<N> H=—
~1 1 ,(n 1,/1
S OREOIE CROREO)
(-1 () + 0t () + 5 (o () + GO (5
”1,,(t) Ei(-t)
+/1 v \§) " &
_ n—1 E__L_nfllﬁ 1/n/N 1" i
— (i) Lo g (B e [ @) Bi(—ai) do.
n~>—+>ooo eN—»O-',-oo(lﬂv) €N~>O+oo(1)
D’ou : N
X k 1
J— k E— —_—
Z( 1)n<N) No+oo 2

16




Donc

Démonstration 3.2.
On fixe n € S(R™). On va devoir calculer les dérivées de fy : x — zn (N) Alors

=30 (3) 0 (3)

&@)Zf%ﬂ(N.+- <;>+0
J’\’r/(x)=%n”’< ) <x>+0+0
et on écrit :
n—1 3—-1 " =
23 (1) () - > E’;C(!O) (Cor P+ Co5Pw) - [P o2 e

Par les mémes arguments que pour la convergence établie dans la démonstration 2.5 ligne on a bien
qu’en faisant tendre n — 400 puis N — +o00,

E%@&ﬁk<k> _ 1
el il N /) No+oo 4'

donc

S (£) = L
1 " N /) No+oo 4.

3.2 Ramanujan tricks

Ramanujan se permet de réaliser trois opérations : en notant

A=T—1+41—-141—1+---,
B=1-2+43-4+45-6+---,
C=14+2+3+4+5+6+---,
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il écrit que

1— A=A, (3.1)
1+B+A=-B, (3.2)
4C =C - B. (3.3)

Il s’agit d’étudier ces « tricks ». Dans toute la suite, on note alors

+oo i1 k
A= NLITOO 2 (=D <N) ’

lfi-:oi k+1 k
B= 1 -1 kn| —
N—1>I—I&-lookzl( ) " <N> ’

+o00o t
o= i () [ ()

3.2.1 L’équation 1 - A=A

Théoréme 3.3 (L’équation 1 — A = A).
Avec les notations précédentes, on a 1 — A=A (cf. .

Démonstration 3.3.
Ce que Ramanujan a en téte, c’est

A =  —141-1+41-1---
1 —A =1 —1+1-141-1---=A4,

comme si —A était A en enlevant le premier terme. A-t-on le droit d’enlever le premier terme ? Dans les
considérations ci-avant, on cherche a regarder

+00

k—1
Z(_l)k—Hn (T) )
k=1
On reprend les mémes calculs qu’en On a:

S () - EE (o ((5)" 0 cr ()0

k=1
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D’ou :

—+oo
k—1 1
—Dep (1= —_Z
g‘ M( N )N—H—oo 2

Donc

que l'on peut récrire :

+oo N s 1
-1 =) — =

Z( ) g (N ) N—+oo 2

et finalement récrire :

> i (£) =1 S (£,

k=0 k=1

— A — 1-A
N—+o0 N—+oo

Doul— A=A, i.e. est vérifiée. Donc A = %

3.2.2 L’équation 1+ B+ A=-B

Théoréme 3.4 (L’équation 1+ B+ A = —B).
Avec les notations précédentes, 1 + B+ A= —B (cf. .

Démonstration 3.4.
On cherche a calculer A + B donc a écrire

:é(—l)k“n (%) + g(—l)k“kﬁ (%)

Ces deux sommes étant convergentes, et ce pour tout 7, on peut 1) choisir le méme 7, 2) librement les
manipuler. On peut donc écrire

400 k
A+ B = -1 k+1 -1 k—i—lk ).
+B=3 (1 + () ()

Donc
= k+1 L k
A+ B = E —1 +1 <—) .

En décalant les indices, on se retrouve avec
+o0
k—1
A+B=Y (-1)fk (—)
k;( )0~

Donc
+oo

kE—1
1+A+B=— —1)kt1g <—>
kzz:l() (v
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Il s’agit donc de montrer que
—i_zo:o(_l)k-‘rlk (k_l) _B_l
2 "N )T T w

Pour le démontrer, on va donc utiliser la formule d’Euler-Boole... On écrit (en introduisant localement
k-1
un nouveau fy(z) = an <T>) :

n—1 _ 3—1 n Lo (—
22(_1)kk77 (%) _ Z E]Z:('O) ((_1)n—1f1(\§€)(n) + (_1)1 ](\;9)(1)> _/1 f}(\?)(t)%dt

—_————
oAy =3
1 %1 " " n
+ﬁ (xn™(z) 4+ 3n"(x))E2(—zN — 1) dx.
1

Par les mémes arguments que pour la convergence établie dans la démonstration [2.5] ligne [2.1] on a bien
qu’en faisant tendre n — 400 puis N — +oo,

+oo
k—1 1
e (L 1
> (=1) k”( N >NT+>OO 1

k=1
donc N
x k-1 1
-1 k—i—lk <_> -
kgl( ) " N N—+oo 4

1
Donc, en fait, on a bien que 1 + A+ B = —B, i.e. ’équation est vérifiée et B = 1

3.2.3 L’équation 4C'=C — B

Pour la suite, énongons un théoreme.

Théoréme 3.5 (Invariance par dilatation).

—+o00
k +oo ak 1
Va e R, Sk “-)—/ ¢ (—)dt .
@< ,; ”(N 0 NN )Y NSt 12

Démonstration 3.5. En regardant la formule d’Euler-Maclaurin, le fait que N soit un entier n’influe
a
en rien sur le résultat. N tend vers 0 quand N — 400 donc c’est terminé.
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Théoréme 3.6 (L’équation 4C = C — B).
Avec les notations précédentes, 4C = C — B (cf. .

Démonstration 3.6.
Notons

+oo
2 +oo
T T —/ t(—)dt.
v kZ::ln<N) (5

On sait d’ores et déja que (C)y converge, disons vers C. J’ai alors

ACNs;, = 2Z2kn<N/2> 2/+002tn<Nt/2>dt

22%77 (2k> —2/+002t77 (i’;) dt

2§2k,7( ol

Ainsi,
t = 2%k +oo
Cn —ACypy = an( ) / <N>dt—2k§12k:n<ﬁ>+/o u77<
2k
- S n () v () e (2
2k
= S (B50) o (%)
= k—1
- Z( ) k”(ﬁ)N—:)ooB'
k=1
Donc

C —4C = B i.e. C — B = 4C,

1
donc 'équation est vérifiée. Donc B = —3C, i.e. C' = 13
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