
Pop(formech maasfert) : Soil X VAR discrib or a demini, U : /R-R

une function
.
Alon G(X) est ingrable spi

1E(4(u)lB(X
=) Co
,
: X est discit

& 14(all ExCalda ( + 0
,
si X est a demiti.

IR

et dans ce las
,
on a :

& y(x) BIX =)
,
si X est discrim

E [y(x1) = (nex
&P(/Exfld , si X cl a demitt

Die: Soil X VAR discrch
. Alon G(XI est encon une VAR discrih .

Verifions d'abord l'enonce sur elintigrabiati



y(R . P(y() = y) = P(x) yky3/) .

=
E ↑(X = x) =

[ P(X = x)

xt4"((y)) x = ((x) =y

= [H(X = n(((y(x) =y)utSx
-

ensemble des atomes on X .

On applique Fubini positif .

& (y) P(q(X) = y) = [(y)[P(X = x) ((y() =y)
yesy nESX

yESy ,
+=(a)

-Zes P(X=a) My(=y)
↑binico

=E 14(lPXl



= (4(a)(P(X =x

Conclusion : Y(X/mngrable en [14(a)(((X = x) <+ +

·
-

x7Sx

Dans ce cas
,

on pet appliquer le theorie de Frbini (version signee alle foist pour

obhnir par le in calcul sans les valeurs absolves que:

[yP(((X) =y) =Eyes ↑ (X =x)1=y)
yez

↳ def Frbini gran+=P(a B(X=a) 1,4(=y)ETP(X1] a la
convergenc -

absollen

=P(X = x) -

expression plus simple poor ETG(X)] que celle dounce

por la definition

· Voir dans le poly la preve pour le cos a densiti



Application de la formule de hansfert

#p Cliniants de l'espirance) : 41
,
42 : IR-R deux lonctions er X VAR

discrive or a densit and ye et 40 positives

/or bie
&1 el Yeg Ye(X/et 42(X/ evient intigrables

Alon : E[He(X) + Yc(x1) : ETYe(X) : EIPz(X1)
-> (delicat sane with formule) .

#im : facile anc la formale de hansfart :

Cas on X VAR discule : EIMe + 411(x1)= (2 +4. ((u) x(X= x)
- -

= Ye(x)((X = x)0

Yi(x) (P(X=x)
= ETO- (X)) + E[Y, (X)] .



#. Moments et quantitis asnociees ETXR)
_Exh

IX

I
Dif : Soil b-NP el X one VAR ldisrik or a deniti/

.

San Exa ne-

I Si X
*

est intigrable , on appellemomentdondre b la quanni EX
-I ⑳in

La suite des moments (EIX)/new permet de dicrire certaine aspecte de la loi

mais allution
,
elle ne carachine
ustoujoure

la biaX-ELes drex premiere momente sont les plus importante

Ame : Soil Re EN . Si X admet un moment d'ordre &
,
alon X admer

b

on moment d'ordre R. E[/X19+ o

& E[IX1 *)<+x
Dem:E

14 maxse
,

w



conc /** 11 lat on | x(2 1 + 1X12

dom ETIX14) 1E[1 + /X19) = 1 + ETIXP]
-

conc X admer un moment d'ordre R. & siX admet

+x un moment

1. C premier moment : Desperance. d'ordne l

C'est le moment le plus important . L'esperance d'une VAR represente na moyeum

pondere ; on det que la VARX intigrable estente si ETX) = 0

;

onoppelle X
.
ETX) la VAR centree spociee a X

-

en effect
, par linearit de desperance, E[X . E[X3)

= E[X) - ETEX)
-

= EIX) - EIX) = 0

2. le second moment e la variance .



L second moment est EIX : it est roujours dihni car XX0 maie it put are infini .
-

Def : Soil X variable alaton de carre intigrable .
On appelle variance de X et on not

L Var X ea quantih Var(X) := EIX"] - EXT < + 0

-

C+X Cr

-lear second moment fini

lame : Soil X VAR de came intigrable => premier moment finil↳

L VarMEO ? -

Lem : on diveloppe (X - ETX])" =
X"
_

2E[X]X + EIX)
"

dons ET(X - EIX/] =
EIX'

-
ETCETX)X) + ETEIXT)
-
& -

= ETX1) - 2 E[X)2
, ETX)

= [[X") - EIX)"

Interpretation de la variance. elle mesureclement des valeurs de X autour de son

I esperanc



Si X a una dimension
,
Var(X) a alte dimension auxne : une quantiti de meme

dimension que X est llecart hype ↓ dinni partar
B. 1 -

Def: Soil X VAR de came intigable(non constante) ·
On appelle variable
-

-
alator tduire associa X la VAR

↓ ! I EsET)-o

Ya porThe

-

Mo
↑ Var(X

justificationa suirre

Prop : Soir X VAR de care intigrable . · [var(ax) = &Var(x)-

I 1 .

Si ab E ,
Var(aX + b) = atVar(Xl,



er en particulier Var(X+ b) = Var(X) B(X = u) = 1
.

- -I 2 7 uER
,
Xw &

n (car X =ne)
Di
.

can inligable . A a presque surement

= ave proba 1.

est encore de cami intigrableThe (aX+b) = aX
*
+ CabX+

E[aX + b)
= aE[X) + b

↑

#T (aX + b - E[aX +b) (2) = [F(EX11
Al=

Var(X+ bl =EL(X-E[X)(9) za"Var(X) .=

2. On ne fail que la reciproque qui est le sens facile.

On suppor qu'il existe uER la XSa (loice Dirac encul : cela signific que

X = x p+ down X: x p .
e

.
doi EIX

&
)
= n &

En particulier Var(X1 = EIX -
EIX)

=
12

.k = 0 .
E

Pour hhir
,

une jolie proprieti qui lie espetanceer variance.



p: Soil X VAR de came intigrable. Alon
at ET(X-alt)

I Var(X) = min ET(X-a)"]
,

GER u
et le minimum est alhint en un unique point a = EIX].

(la constante qui approche le mieux la variable alaton au sens des "reque quadratique.
-

est despirance de X/

Pem : (Xal" =
X" - 2ax + a

El(X-al") = EX) - 2a E[X) + a2

IXEIXY-> Var(X)
.

30 avie = 0 gsi EIX3 = a

donc EIIX-al") > Var(X) avec egaliti spi a = ETX). 1242

Contain :
Sair X & PP(XET01)) = 1 . ·



Alon Var(X)11/4 arc egaliti spi
Zu Unifo, 11 Yu Ber (1/2)

[[z7 = 12 ETY) = 1/
* Ber (12/
, 1 FTEZ = 5 I ETY = 12

Var(y) = 1/ -(2)"
Pem : Var(X) = E[(X-()

Var(z) = 5 - ()"
c = 44.

In car XEto1] -a
avec egaliti dans la premier intgalite Ex
et egaliti de la seconde inigalitie (X-A/) = 42 car IX . 1) = 12 (1

P .

cr Xt(0
, 1) E

Donc si X viritie les deux egalitie X ( (0, 1) ps = X- Ber(p)

e E[X]
= 1/2

p
&



#I Function generative du moments .

&

Dif: Sat X VAR
. On appelle function giniatrice du momente de la VAR

X la function t =R + (x(t) = Ete
*)E(0

,
+0)

-

bujous- caree

DP: Supposons qu'il exist to 70 la Qx(t) (to , Et -). to
,
toI

APourbut as
a va,

&x admet des derives a hout ordre sur J-ro
,
to [et FREN,

&((() = E[X
*] ·

I
Q(t) = I ETXnyt ↳that

R3, 0



#. Function generation des moments.

Yx : R -> 30, +00 est la function generative des momente an la VARX

t + [Te = 1
+ EX) + + EIX)E+ (tY
-

38

P: Sis existe to>01t- E, tot , 4x/t (to alon

X + f) - to tot
,

Yx() :[
230

et le rayon de cry
de la serie du membre de croite est > to. Dane ce cas,

& admet des dirivees a Et oron sur 3. to
,
to [ et NEW

,
+f)- V

, tot

diriveenime(): EIXO
-

de UX
En particulier,

Y"
"

(1 : EIXY) Cor lenomfuncion generica↑
no moment de X -



Exemple : O X ~ Ne/0,1) to ;

normale/gausiencesentedwitaCalculone en function generative des moments.

tE
.

ETe
+X] Sethxkldn = emei

ex formule d

mylan)xe =
/"-dy = 1 car or reconnair la deminigatepienne

On vest maintenant calculer les moments ou moyen du thi president :

on retrouve directment

Yx(t) =
e- expression factoriea

⑮
moments (wir TD4/

e7_ on utilise le -EX) er EIX(M)=
thm a cet endr h -



Eemme : Si la function giriatrice des moments Ox de la VAR X verifie

& (t) = 1 + @t + O + 0(tY
,
alon

S

CDL an wisinage de 81

X est de carre intigrable en ETX) = a el EIX = b .

~

Exemple 2 : utiliser le lemme pricident pour calculer EIX) et var(X) longue

X-Pola) . [Px/t) : DL en 0 a Perdre 2) .

tER . UxHl = Ele) : [ etheb La
↳ 30

=
eblet- 1)

Mais et. =tolt) don
letter

vin

-1.+ D
=
1 + 3t + (11) + 0(t)

Il

EX


