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Exercice 1. [Calculs de distance pour une chaine de Markov]|

Soit a € R avec 0 < a < 1, et soit une chaine de Markov (X;);>o sur lespace d’état Q2 =
{0,1,...,n — 1} de matrice de transition P telle que :

. 1 o
P(i,j) = al{j—it1 mod ny + (1 _a)ﬁ i, €8

1. Montrer que la chaine de Markov (X});>o posséde une unique loi stationnaire 7 et la calculer.
La chaine est-elle réversible 7

2. Montrer par une récurrence que, pour tout (i,7) € 0?2, pour tout t € N

o 1
Pt(%]) = atl{j:H—t mod n} T (1 - at)ﬁ-

Reconnaitre la mesure de probabilité limite lim;_,, P'(i,-), et retrouver le résultat de la
question 1.

3. Montrer que, pour tout 7 € €2, pour tout ¢ € N, la distance en variation totale satisfait :
1 L 1 '
5Z|P (i.h) = m(k) = (1-~)a
k
4. Montrer que, pour tout 7, j € §2 tel que 7 # j, pour tout t € N
1 , .
S S IP LK) — PR = af
k

5. Montrer que, pour tout ¢ € €2, pour tout t € N

(P'(i, ) —m(§))* _ 2t
> , =(n—1)a
g m(7)

Correction. La mesure stationnaire dans la premiére question est la mesure uniforme (on pouvait
regarder un peu plus loin dans ’énoncé pour le deviner sans faire de calcul). Puisque la chaine est
wrréductible, la mesure stationnaire est unique et il suffit donc de vérifier que la mesure uniforme
fonctionne, ce qui est évident :
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PYG) = S w ()Pl ) = Y W(i)(l—a)%—l—w(z’—l mod n)a = 1;%%:%:7(]’)
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La chaine en revanche n’est pas réversible, puisque pour tout 1,

m()P(i,i+ 1) # (i + 1) P(i + 1,1)

1



(avec 'addition modulo n). La formule sur P' se montre par récurrence : elle vaut pour t = 0 et

t =1 et st on la suppose vraie en t, on voit que

. . . 1
Pt+1<27j) = E Pt(Za k>P(k7j> = E <at1{k:i+t mod n} + (1 - Cﬁ)ﬁ) (&1{j:k+1 mod n} + (1 - Cl)
k

k

)

1
= 0" i1 modny - (1=a)(1—a)+a(l—a)+(1—a)d)

= a1 mod ny + 5(1 —a'™h)

La mesure de probabilité limite est la mesure uniforme, et ¢’est donc, par le théoréme fondamental
de conergence, l'unique mesure stationnaire. Ceci redémontre le résultat de la premiére question.

On peut commencer par noter que si 7 et v sont deux mesures de probabilité :

Zw(x) —v(z)=0

e

Z m(x) —v(z) = Z v(z) —m(z)

e (z)>v(z) zeQv(z)>m(z)

implique

et partant :

53 In(e) — vl = w(x) — v(a).

z€Q zeQim(z)>v(x)

(Cette remarque n’est en rien obligatoire cependant). On obtient :

—_

n—

1 . . . . 1 1
3 P g) =7 = > Pt(%])—ﬂ(])Zat+(1—at)5—5 (1—5)at
J=0 3,Pt(8.5)>m(5)
car seul l'entier j =i+t vérifie la condition. De méme,
1= 1 1
§Z|Pt(zvk)_Pt(j7k)|: Z Pt(imj)_Pt(ng):at—'—(l_at)__(l_at)
k=0 k,Pt(i,k)>Pt(j,k) " "

en retenant @ nouveau le seul entier k =i +t. Enfin, pour le dernier calcul,

Pt(i, ) — 7(5))? a' Ljivt modny + (1 —a')1/n—1/n)?
Z((J) (J)):Z< { }( )1/ /n)

T 0) j n

_ Z a'2t(1{j:i+t mod n} — 1/”)2
- 1/n
= na2t (1{j:i—|—t mod n} 1/”)2
J
=na*[(n — 1)1/n* + (1 — 1/n)?
=na®(1—-1/n) = (n—1)a*

t

— =q



Exercice 2. [Critére de Kolmogorov].

Soit P matrice de transition irréductible sur €2, et 7 son unique mesure de probabilité stationnaire.

On note R la propriété : "Pour tout t > 2, pour tout x1,xs,...,z; € € tels que x1 = x,,,
H P xumz-‘rl H P -Tz—&-l;mz
1<i<t—1 1<i<t—1

1. Supposons P réversible par rapport a w. Montrer que R est satisfaite.
Réciproquement, on suppose R satisfaite, et on souhaite montrer que P est réversible par rapport
a .

2. Montrer que, pourt > 1, et x,y € Q :
P'(z,y)P(y,x) = P(x,y)P'(y, )

3. Dans le cas ou P est apériodique, en déduire que P est réversible par rapport a 7.

4. On revient maintenant au cas ou P est seulement supposée irréductible. En s’aidant de la

Ziss Plawy)
n

conclusion de l'exercice 11 du TDI, trouver la limite de quand n — oo, puis

conclure.

Correction. P étant réversible par rapport a w, on vérifie tout d’abord par récurrence sur [’entier
n que, quelque soit Ty, Ts, ..., Ty,

H szax’b-‘rl —Txn H sz—‘rl,xz

1§z§n 1 1<i<n—1

cette récurrence facile ne pose pas de difficulté. Pour obtenir la propriété R il suffit ensuite de
choisir ©1 = x,, puis d’observer que w(x1) # 0 (puisque la chaine est irréductible), ce qui permet
de simplifier par 7(z1).

Pour la réciproque, on procede comme suit. En sommant la relation de la propriété R sur xs, x4, ..., Ty 1
(de sorte que seuls x1 = x,, et x5 sont fizés) on obtient par définition du produit matriciel que

P(CCl,iCQ)Pn(iCQ,ZUl) = Pn<£€1,f€2>P($2,ZC1).

Si P est de plus apériodique (et puisqu’elle est par hypotheése irréductible), P"(x,y) — w(y) et
donc en passant a la limite en n dans la relation précédente, on obtient que

P(zy,x9)m(21) = 7(x9) P(22, 21),

soit la définition de la réversibilité. Dans le cas général ot la chaine n’est pas nécessairement
apériodique, lexercice 11 du TD1 assure que la somme de Césaro ) . .. P™(x,y)/n converge
vers (I'unique, P reste irréductible) mesure stationnaire w(y). Il suffit alors de passer a la limite
dans la relation

Zlﬁmﬁn Pm<£L'2,IL’1> — Zlimﬁn Pm(xl’xQ)

P
(xlaxQ) n n

(ZL’Q, 5(71).

Cette formulation (appelée critére de Kolmogorov) présente l'avantage (tout théorique) de pou-
voir vérifier la réversibilité sans connaitre la mesure stationnaire 7 ; en revanche, cette condition
implique les cycles de toute taille n . ..



Exercice 3. [Décomposition de premiére entrée]
Soit P matrice stochastique sur 2, et (X});>o la chaine de Markov sur © de matrice de matrice de
transition P.
1. Soit y € Q, n € N. Posons 7'35") =min{s : s > n, X, = y} le premier temps de passage en y
aprés linstant n. Ob ™) est un t d’arrét
prés l'instant n. Observer que 7, est un temps d’arrét.

2. Montrer que, pour tout t > n,

= ) P(r{" =) P (y,y), w,y€EQ

n<s<t

3. En déduire : .
ZPt(:c,a:) > Z P'(z, ).
t=0 t=n

4. Par un raisonnement probabiliste similaire (c’est-a-dire en introduisant un temps d’arrét

bien choisi), montrer que :
Z P'(z,x) > Z P'(y,x
=0 =0

Commentaire : on pourra considérer la réécriture purement matricielle, ¢’est-a-dire sans introduire
la chaine de Markov associée, des preuves des deux inégalités obtenues en 3 et 4, afin de saisir
I'intérét du formalisme probabiliste.

Correction. Notons Tgszt) = min{s > t, Xy = y} le premier temps d’atteinte de y aprés Uinstant
t. Il s’agit encore d’un temps d’arrét :
(72 < 6} = (Z)S sz:s<t
g UidXe =y} sis>t

Pourt > n, on a, en notant que :

{(Xi=y}={Xi =yn <" <t}—U{Xt_y, 7" = s}

ot la derniére réunion est disjointe :

Pl(z,y) =P.(X, =)

= Z ]P’QC(T(") = )P, (Xi—s = y) de la propriété de Markov

=) PV = 5)P T (y,y)



Ceci permet d’écrire en appliquan cette identité en x =y, et en sommant det=n an-+m :

Y Plaa)= ) Pu(r =P (z,2)

n<t<m+4n n<s<t<m+n

= > BR(W=s) ) P7()
n<s<m+4n s<t<m+n

= Z P, (7" = s) Z P"(xz,x) posantr =1t — s
n<s<m+n 0<r<m+n-—s

< Z P, (7 = s) Z P'(z,x) carm+n—s<m
n<s<m+n 0<r<m

= Z P (z,2)Py(n < 7™ < n+m)
0<r<m

< ) Pl(x,x)
0<r<m



