Intégrale de FRESNEL

Thomas CHEN

L’intégrale de FRESNEL est moins étudiée mais ’étude reste tres intéressante. Elle fait aussi travailler
I'intégration complexe.
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Exercice 1. Pour z € R™, on pose :

+oo ,it—xt
f(x) = /0 c T

1. Justifier I'existence de f(x).

2. Montrer que f est de classe C! sur R™*. Trouver une équation linéaire homogéne d’ordre 1
satisfaite par f sur RT*.

3. Déterminer la limite de v/zf(x) quand x tend vers +oo.
4. Calculer f.

5. Montrer que f est continue en 0.

+oo
6. Déterminer / e du.
0

Corrigé :
1. Pour = > 0, j’ai :
ite—xt

Vit

e

1
e—xt S Ot%O <>

— t
== 1
€ Ot—+o0 ITQ

Par ailleurs,

eitefmt
t— est continue sur |0, +o00].
Vit
En effet
’ ele=®t  cos(t)e @ cos(t)e !
vVt > 0,Vx > 0, =

Vi Vi U

On voit clairement que la partie réelle et la partie imaginaire sont continues & z fixé en tant que fonction
de la variable t. D’ou la continuité de la fonction a valeurs complexes. Donc f est bien définie pour z > 0.

Etudions le cas z = 0. ‘
/a e’Lt d
—dt
0o Vit

est bien définie pour o > 0. Par ailleurs :

Aﬁdt lt\f] 2 t3/2

On obtient facilement la convergence du membre de droite lorsque o — 4o00. Donc l'intégrande est
intégrable au voisinage de +oo. Elle est aussi intégrable au voisinage de 0 car elle appartient a un
O(1/+/t). Par continuité de cette fonction, f(0) est bien définie.
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2. On note dans toute la suite
e(i—x)t

So(tvx) = \/%

Alors
vt € RY x s o(t,z) € CL.

Je peux donc calculer les dérivées partielles :

0 1 . A
i(t,l‘) - 76“ X _te—l't = \/Ze(z_x)t'

Ox Vi

De plus, Va > 0,t — o(z,t) € L}(R™) Domination. J'ai

Ya > 0,Y(t,xz) € R™ x [a, +o0], g—i(t,x) < Vte % = g(t)

Alors : g(t) € Oy0(1) et g(t) € 04— 400(1/t?). Comme g est continue, elle devient intégrable sur R** et
par le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, j’ai donc que f € C! sur [a, +00], et ce, pour
tout a > 0. Donc f € C* sur [0, +oof et

+o00 .
Vo e RY, f/(x) = 7/ Viel=2tg,
0

Puis, par une intégration par parties, j’ai donc :

(e}

/a _\/i (i—x)tdt _ |:1\/% (i—:c)t:| . 1 /a 6(i—x)tdt
€ € Tl gV Tl My

I’égalité passe a la limite quand € — 0, — +00 en

1

f(x) =0+ mf(x)

3. Je pose u = xt. Alors /u = vzV't et du = zdt. Jai donc :

\/» 400 eiu/xefu 1 +00 eiu/xefu
Ve > 0,vVzf(x) = 7—du:/ ———du.
f@) VTR il Y
Domination :
eiu/xe—u e U
Vo > 0,Vu > 0, < —— e LY(R™).
u Vu

Par le théoréeme de convergence dominée, j’ai donc que

vf(z) > /0+Oo e\_ﬁjdu =T (;) .

4. Par la question 2, je peux résoudre I’équation différentielle vérifiée par f, ce qui me donne

dC € C,Vx > 0, f(z) = Cexp (/012(1'1—75)(%)'

Calculons cette intégrale. J’ai

f=— Y i ——at
/0 i—t (/0 =Rl A )

1
=—3 In(1 4 %) — i arctan(x).

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 2 Ne pas diffuser sans ’accord du concepteur



Chen Thomas

Ainsi,

exp(—% arctan(z))

Ve >0, f(z)=C

Déterminons la constante C. J’ai :

Jz

Vaf(z) = Cm

Donc :
Immeédiatement, en en déduit que

. Ce que nous souhaitons, c’est

@) = |

Vit

exp(—% arctan(x) R Ce /4 =T

L+ 22t

()

Il faut donc justifier I'interversion. Alors pour tout z > 0, ¢t — et=2)t / V/t est intégrable sur RY. Ainsi,

fO)=C=T (;) e/t = /0+oo f/i;dt.

f est continue en 0, et on a

. Par le changement de variable ¢ = u?, j’ai donc

+oo |
o [ (1)
0 2
1 +ooeft
r(= / € _at
(2) 0o Vit

+o0 +oo
/ cos(u?)du = / sin(u?)du
0 0

T

Par culture générale,

En particulier :

e 4.

+o0 5
:2/ e "du = /7.
0

V2m

4
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