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Thomas CHEN

Partie I — Un exemple de chaine de Markov
1. On a X;(Q) C {1,2}. Puisque (Xo = 1) U (Xp = 2) = Q, par la formule des probabilités totales,
Vke{1,2},P(X1 =k) =P(X; =k | Xo = )P(Xg = 1)+ P(X; = k | Xo = 2)P(X( = 2).

Pour £k =1, on a donc

11 11 3
FE=D=55"15"%
et pour £k =2, on a
11 31 5
P(X;=2)=--+ o2 =2,
=2=53"1273
Remarque. Comme X;1(Q) C {1,2}, nécessairement P(X; = 1) + P(X; = 2) = 1 donc P(X; = 2) =
Ainsi,
3 )
Xl(Q) = {1,2} N P(Xl = 1) = g N P(Xl = 2) = é

2. Soit n € N. Puisque (X,, = 1) U (X,, = 2) = Q, par la formule des probabilités totales,
VE e {1,2},P(Xp41=k) =P(Xpt1 =k | Xp, =1)P(X,, = 1)+ P(Xp11 =k | X;, =2)P(X,, = 2)

donc on a 1 1
() o R W
donc 1 1
f i1 = % % -
2 4
N——

—AT

On a bien

Vn € N, pini1 = pnA.|

3. Puisque A° = I», on a py = poAY. Ensuite, si on a n € N tel que p, = A", on a

fint1 = pnA = p1gA" A = pg A"

On en déduit, par principe de récurrence, que Vn € N, p,, = poA”.
Pour obtenir us, on calcule A®. On a, avec la calculatrice

LR T
A3 s
1024 1024

donc

683 1365
= g A° = ( ) ~ (0.33 0.67).
Hs = Ho 2048 2048 ( )
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4. On a

donc

Ainsi, par la formule des probabilités composéesﬂ on a

P(T=k)=P(Xy = Z)kﬁlP (Xi =2
i=1 Jj=0

Or, la connaissance de X; ne dépend que de la connaissance de X;_1 pour tout ¢ € N* donc

k—1 1/3 k—1 1 1/3 k—1
IP’(T:k):[P(X0:2)><HIP’(X,-zQ]Xi_l:Q)x]P’(Xk:l|Xk_1:2):<> 4:8<> .
=1

(1))

) est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1.

5. On remarque que

donc 1 est valeur propre de A, et G

Remarque. Lorsqu’on dispose d’une matrice matrice dont la somme des coefficients de chaque ligne est
constante, disons ¢ € R, alors ¢ est automatiquement une valeur propre et un vecteur propre associée est
le vecteur colonne composée que de 1. Par exemple, la matrice n X n composée que de 1 n’a que deux
valeurs propres : 0 de multiplicité n — 1E| donc il manque une derniére racine qu’est n. On peut aussi
trouver n par la trace.

5 1
Ensuite, on a tr(A) = 1= 14+ X ou A est la deuxieme valeur propre complexe de A. On a donc \ = 1

donc
1

ey (x-1).

x4 est donc scindé a racines simples donc A est diagonalisable. Cherchons un vecteur propre de A pour
1 1(1 2
A-gl2=3 (1 2)

(4-52) <—21> =

1. que 'on rappelle ici : en se donnant Aj,--- , Ar des événements,

1
la valeur propre T On a

donc

[P(Akﬂ~“ﬂA1):IP(A1)P(A2‘Al)XP(A3|A1QA2)X~“><]P(A1C|A1ﬁ~~~ﬂAk_1)

ce qui s’écrit

=2

P <ﬂ Ai> =P(A) P (Al-

j=1

2. son rang est 1 donc par le théoréme du rang, la dimension du noyau est n — 1
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1 0\,
AZQ(O 1/4>Q1'

6. Soit A\, u € R, M, N € Ms(R). Alors en notant ¢ : M — QMQ " et 1 : M +— puogM, on a

PAM + uN) = QAM + uN)Q™ = AQMQ ™" + pQNQ™" = Ap(M) + pp(N)

et
WM + puN) = pig(AM + uN) = AaoM + pioN = Mp(M) + ptp(N).

¢ et 1) sont donc dans L(M3(R)) et comme M3 (R) est de dimension finie, ¢ et 1) sont continues.
7.0naA’=IL=0QQ '=QD°Q et sionaunncN tel que A" = QD"Q!, alors

An+1 — A"A = QDnQ—lQDQ—l — QDn+1Q_1.

Par le principe de récurrence,
n n—1 1 0 —1
Vne N A" =QD"Q™ =Q 0 4-n Q.

Par continuité de ¢,

o n ny _ nY) _ LOVY_ (L 0) o
plim A=l o(D") = <nETOOD>_‘p<<0 0>>_Q<0 0>Q

Or, pour tout n € N, u,, = upA"™ donc par continuité de 1, on a

. . n . 1 0\
lim pm = lim (A ):¢<nETOOA ) = 1ol (0 0)Q 1

n—-+o0o

Calculons cette limite.

donc
1 0 _ 1/1 2 1 2 1/(1 2
Q(o o)Q l:3<1 —1) (0 0>:3<1 2)
donc
1 0\ . 1 2
NOQ(O O)Q <3 3)~
On a donc

(12
Mnn—)—l—oo § §

Partie II — Spectre d’une matrice stochastique

8. Soit X le vecteur colonne ne contenant que des 1. On a

Vi€ [1,p], = > Al [X]; = 1 x [X];.

Jj=1 1

Ainsi, AX = X donc |1 € Sp(A) |
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9. Soit X € Mp1(R) et i € [1,p]. Alors

[AX]i| = | ) _[Ali[X];) < Z[A]m‘ w < ||X||ooZ[A]z‘,j-
i=1 = X =

Ainsi, pour tout i € [1,p], |[AX]i] < || X||co donc I'inégalité passe au supremum en

(14X e < [ X ]

10. Soit A € Sp(A). Soit X tel que AX =AX, X #0. On a

[AX oo = [[AXloo = [AI[1X |00 5 X [oo-

Or || X||co > 0 donc | |A] <1}

11. Soit g € C"\{0} tel que Axy = Azg. Soit © = ———x0, possible car ||zp||oc # 0. Alors ||z]jcc = 1 et

[ zolo0
Ex(A) étant un espace vectoriel, x € Ex(A) donc ‘A:L’ = Az avec ||z]|o =1 ‘

12. Ona (A— Al,)z =0 donc

p p
Vi € [[1,])]], [(A — )\Ip)m]i = Z(am — Aék,z‘)xk = Z Ak i Tk + (am‘ — )\)xi =0.
k=1 k=1,k#i
Ainsi, si |z;| =1,
A —aii| = A = aiillzi] = [(A = aii)zi]
p
= Z Ak i Tk
k=1,k#i
P
< > ap |l
k=1,ki SIvaHoozl
P
< Z O —0 5
k=1
=1
=1—ai

)

donc on a bien

|)\ — aiﬂ;] § 1-— am‘ .

Remarque. Le lecteur curieux pourra consulter le théoréme d’inversibilité d’Hadamard et les disques de
Gerschgorin comme |fait ici.

13. Par la question 11 et 12, pour tout A € Sp(A), il existe i € [1, 3] tel que A € B(a;;, 1 — a;;). Ainsi

11 15 1 2
A M reB(==\uB|(=2 — 2
VA €Sp(4),\ e <2,2>U (6,6)u (3,3)

(B(z,r) désigne la boule de centre z dans C de rayon 7 : c’est la représentation de C dans R?.) On fait
le dessin suivant :
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15
A est donc dans B <6’ 6) qui est bien incluse dans B(0,1) puisqu’'on a |A| < 1 par la question 10.

14. Si A = 0 est valeur propre, alors
’0 — (ai,i — 1)| = ‘1 — ai,i‘ S 1-— am‘ — ai,p

i.e. |z| <x—aavec a > 0et x=1—a;;. Ceciest absurde. Ainsi, 0 ¢ Sp(B’) donc B’ est inversible.

15. Par la question 8, 1 € Sp(A) donc dim(ker(A — I,)) > 1. Par ailleurs, B’ est inversible et étant une
matrice extraite de B de taille (p —1) x (p—1), on arg(B) > p—1 i.e. dim(ker(B)) < 1 par le théoréme
du rang. Ainsi,

| dim(ker(B)) = 1|

Partie 111 — Itérées d’'une matrice stochastique

16. En notant (e1, ez) base canonique de R?, on a donc s(e1) = ez et s(ez) = e; donc

0 1
Mat(eheg)(s) = (1 0> .

17. S est stochastique et S% = I, par produit matriciel (ou alors §2 = Id). Ainsi, pour tout n € N, S — I, et
S§2n+1 — G On en déduit que (S™),, ne converge pas : par exemple, parce que [52"]1,1 =1let [SQ"H]M = 0.
Ainsi, ([S"]1,1)n ne converge pas.

‘Ainsi, la Proposition 2 est fausse sans I’hypothese de stricte positivité. ‘

18. 11 existe une multitude de preuve. En voici une. Comme N est nilpotente d’indice k, N*¥ = 0 et N*~1 #£9
donc pi, = X*. Or, deg(uy) < p donc k < p donc ‘ NP = NENP=F = ‘

19. On a
n\ n! _1k_1( )= kkl( z) nk
A TR S AR A
— 1
n—+oo
— 1
n—-+oo
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Ainsi,

kyn—k
N\ \n_k n®\

par croissances comparées et |A| < 1.

20. Soit n > p. Comme I}, et N commutent, par la formule du binéme, on a

n p—1
AL +N)" =3 (Z) ArENE = 37 (Z) AENE o,

k=0 k=0 norteo

— 0
n——+oo

21. Soit P € GL,(C) tel que A= PDP~! avec
D = diag(1, \Ip, + N1, , Ady, + N,).

Alors A" = PD"P~! pour tout n € N. En notant ¢ : M + PMP™! (qui est continue car linéaire), on a

lim A" = lim ¢(D") = <p< lim D”).

n——+00 n—+00 n—+00
Or
nll)r_ir_loo D" = diag l’nEI-ir-loo(MIpl + Ny, ,ngrfoo()\ﬁpr + N,)" | = diag(1,0,---,0).
:Om =0p,

Ainsi, ‘ (A™),, converge ‘

Partie IV — Probabilité invariante par une matrice stochastique

22. Soit (uy), une suite de vecteurs stochastiques qui converge, disons vers fio. Alors

>0
p 2
Vn € Nv [Mn]z =1.
—t ——

n—-+oo

)

par passage a la limite des inégalités larges. Ainsi,

P

Z[NOO]Z’ =1

i=1

loo €st donc stochastique. On en déduit, par caractérisation séquentielle, que

‘l’ensemble des vecteurs stochastiques est un fermé de R" ‘

23. De « Vn € N, 41 = pn A », on tire « Vn € N, pi,, = pgA™ ». Par la question 21, (A"),, converge donc par
continuité de M +— puoM, (pn)n converge; notons fio sa limite. Alors

Pntl — oo i HnA — piocA.

n—-+oo n—-+4+oo

Donc I'égalité pp+1 = punA passe a la limite en

e =]
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24. On veut calculer

p p p p
Z[#A]z = ij (Al = Z m; Z[A]J,Z = ij =1
i=1 i=1j=1 j=1 =1 j=1

———

Ainsi, | uA est stochastique ‘

25. g est stochastique, et si p, est stochastique pour un certain n, alors u, A I'est aussi par la question 24
donc pin41 Pest : par principe de récurrence, (i), est une suite de vecteurs stochastiques. Maintenant,
I’ensemble des vecteurs stochastiques étant fermé par la question 22, lirf ln est stochastique, c’est-a-

n——+0oo

dire, poo est stochastique. Or fioo = foo A donc pio est une probabilité invariante.
26. Comme g est stochastique (donc en particulier non nul), il suffit de montrer que p = pA est équivalent
aul € &(AT) : cela vient de
p=pA <= pt = ATYT —= u7 e £,(4AT)

ce qui conclut.
27. On a
dim(ker(A —1p)) =1

donc par le théoreme du rang, rg(A—1I,) = p—1. Or, le rang est invariant par transposée donc rg(AT—Ip) =
p — 1. Par le théoreme du rang,

dim(ker(A” — I,)) = 1|,

28. Soit i une probabilité invariante de A. Par la question 26, 7 et oo’ sont dans ker(AT — 1)) qui est de
dimension 1 : ainsi, il existe o € R tel que i7 = apioo’ . Ainsi,

p

p
L= [ali=a) [pe)i =

i=1 i=1
donc oo =1 et . On a donc 'unicité souhaitée.

Partie V — Informatique : calcul effectif de la probabilité invariante d’une
matrice stochastique strictement positive

29. o len(A) renvoie la longueur de la liste A : la liste A contient 4 éléments donc len(A) renvoie 4.
e A[1] renvoie le deuxieéme élément de la liste A : on a donc A[1] renvoie [4,5,6].
e A[2] [1] renvoie le deuxieme élément de la liste A[2] qui est la troisieme liste de A : on a donc
A[2] [1] renvoie 8.

30. On écrit la fonction suivante :

def difference(x,y)

p=len(x)
res=[] # on cree la liste qui contiendra le resultat
for i in range(p)
res.append(x[i]-y[i]) # on rajoute dans res la difference

return res

31. On écrit la fonction suivante :
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def norme(x)
p=len(x)
res=abs (x[0])
for i in range(p)
if res<abs(x[i])
res=abs(x[i])

# res sera le maximum de la liste tout au long du parcours de x

# si on tombe sur un nombre plus grand
# on change res en ce nombre

return res

32. On écrit la fonction suivante :

def itere(x,A)

p=len(x)
res=[] # on cree la liste qui contiendra le resultat
for i in range(p)

prod=0

for j in range(p) # on calcule une coordonnée du produit matriciel

prod+=x[j1*A[j] [i]
res.append(prod)
return res

# on rajoute le resultat du calcul dans la liste

33. On écrit la fonction suivante :

def probalnvariante(A,eps)
p=len(x)
mu_i = [1/p for i in range(p)]
mu_iter = itere(mu_i,A)

N=norme (difference(mu_i,mu_iter))
while N>eps # tant que 1 ecart entre 2 termes >eps

mu_i,mu_iter = mu_iter,itere(mu_iter,A) # on continue d iterer
N=norme(difference(mu_i,mu_iter))

return mu_iter

# on calcule mu O et mu_1

$okok

FIN DU SUJET
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