Corrigé : Mines MP 2014 Maths 1

Thomas CHEN

1 Préliminaire sur la représentation de ze* dans C
1. On a
ze* = w <= Re" exp(Re'?) = re'®
= Re" exp(Rcos(0)) exp(iRsin(0)) = re'®
<= Rexp(Rcos(0)) exp(i(6 + Rsin(6))) = re™®
—_—

>0

Rexp(Rcos(f)) = r
<:>{ 9p+ Rsin(d) = « mod [27]

On en déduit que

N { Rexp(Rcos(f)) = r

Rsin(f) = a—0 mod [27]
2. On a
lim @0 = 400
0—0+ Sin(e) -
donc

= 4-00.

. a—0 cos(6
elg(l)l+ sin(6) - ((a =9 sin((ﬁ))>

De méme, comme « > 27, on a, avec cos(m) = 1,
lim a0
0—7— sin(6)

cos(f) = —oo.

Ainsi, par composition de limites, vu que lim ze® =0,
T——00

) 1 a—@_ex o cos(#) _
01—137?* cos(0) cos(9) sin() P <( %) sin(0)> 0

On a donc

lim ¢(0) =400 ; lim ¢(f) =0|
O—m—

0—0+t

Comme ¢ est continue sur |0, 7| par théorémes généraux, par le théoréme des valeurs intermédiaires,
I’équation

p(0) =r
admet une solution dans |0, w[ pour tout r > 0.

3. Soit w € C. Si w = 0, alors g(0) = w. Sinon, il existe 7 > 0 et a € [2r, 47| tel que w = re'.

Par la question A.2, il existe 6 €]0, 7| tel que ¢(f) = r. Alors en posant R = O,é _(9)
sin

et 2= Re, on a

a—0
sin(0)

{Rexp(Rcos(H)) = @) =r

donc par la question A.1, on a ze* = w i.e. g(z) = w. Ainsi, ‘g est surjective |.
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2 Représentation Ae? d’un bloc de Jordan

4. Comme N est nilpotente d’indice n, N"~' # 0, et N* = 0,. Ainsi, ker(N""!) # M, ;(C). Prenons

X € My, 1(C)\ ker(N™1). Montrons donc que (X, NX,---, N""1X) est une famille libre de M,, 1(C).
n—1

Soit Ag, -+, An—1 € C tels que Z MN'X = 0. Soit I = {i € [0,n—1] : \; # 0}. Supposons par I’absurde
i=0

que I # (). Comme I est une partie de N, étant non vide, elle admet donc un plus petit élément, disons

10-

Alors Vi € [0,i9 — 1], A\; = 0. On en déduit que

n—1 ) n—1 )
0=>Y MN'X =) AMN'X.
=0

i=ig
Ainsi,
>n
) n—1 ' ' n—1 ——~
0=N""o-lg = 3" NNt = Nl 4 Y Nt T Iy
=10 i=19+1 =0,
=0
donc
0=\, N" !X
—_——
£0
donc
Aip =0
i.e.
io ¢ 1.
Contradiction. Ainsi, I = () donc Vi € [0,n — 1], A; = 0. Ainsi,
(X,NX,--- ,N"1X) est une famille libre.
5. Soit u ’'endomorphisme canoniquement associé & N. Déja, en notant B = (N 'X,--- | NX, X), B est

une famille libre de taille n = dim(M,, ;1 (C) donc c’est une base de M, 1(C). On a donc

0 1 o --- 0
Matp(u) = | : . ol =J.(00)

: o1

0 -+ o oo 0

donc J,(0) et N sont les représentations matricielles dans deux bases différentes de u :

’Jn(O) et N sont donc semblables ‘

Dans toute la suite, si A est une matrice carrée, on notera parfois exp(A4) au lieu de e,

6. On a

N1
0 . k
e = lim —0F =1,
N%Jrookziok’! n "
——
=1,
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Par ailleurs, J,,(0 et —J,(0) commutent donc

L, = exp(0,) = exp(u (0) + (= J(0))) = exp(J (0)) exp(—Ju (0)).

Ainsi, ‘exp(Jn(O)) € GL,(C) ‘ (et exp(J,(0))~1 = exp(—J,(0))). Par continuité du produit matriciel,

+u>1 +o0 +oo

1
Jn(o) HJTL(O)k = EJH(O)IH_1 = (
k=0 """ k=0 """

L <o>k> 7,(0)

b k"
donc J,,(0) et exp(J,(0)) commutent. Ainsi,

Yk € N, (J,(0) exp(Jn(0)F = J,(0)F exp(J,, (0))*.
Comme exp(J,,(0)) est inversible, ses itérés aussi donc

VEk € N, (J,(0) exp(J,(0))* = 0,, <= J,(0)* = 0,,.

Ainsi,

‘Jn(()) exp(J,(0)) est nilpotente et son indice est celui de J,,(0), & savoir n |.

. Par continuité du produit matriciel, on a

+o00

Pexp(J,(0) P71 =P ( L (0)’“) p1

1on
Pl

+oo 1 N .
=> il PJ,(0)sP71.
F=0 (P, (0)P- 1)

On a donc bien

Pexp(J,(0)P~ = exp(PJ,(0)P71)|

Comme J,(0) exp(J,,(0)) est nilpotente, par la question B.5, elle est semblable a J,,(0)) : il existe donc
P € GL,(C) telle que
PJ,(0) exp(J,(0)) P~ = J,(0)
i.e.
PJ,(0)P~tPexp(J,(0)) P~ = J,(0).

En notant N = PJ,(0)P~ !, par le point précédent,

Nexp(N) = J,,(0) |

. Par la question A.3, il existe p € D tel que g(u) = X i.e. pe’ = X\. Comme —1 = 1e™ ¢ D, u # —1. On
a donc p € C\{—1} tel que pe” = .
Ensuite,

In(w) exp(Jn(p)) = (ulyn + Jn(0)) exp(uln + Jn(0))
= (udn + Jn(0)) exp(uln) exp(Jn(0))
= (uly, + J(0))e* exp(J,(0)).

Or, pour tout N > n,
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avec P(X ];) k'X ¥ On en déduit que

exp(Jn(0)) = P(Jn(0))-

Ainsi,
In (1) exp(Jn(p)) Zue“P(Jn(O)He“J (0)P(J5(0))
= pet 4 (pu+ 1)t J, (0 1 (O)k+e“?§;<] (0)*
—H . k+2)! n Z(k+ 1" '

on a

n—2
et 1 et
. ot Y) — " Xk: Xn—l
n notant | p(X) = e (}%((mz)!*(ml)!) RCR] )

Tn (1) exp(Jn (1)) = pet + (p+ 1) J5(0) + Jn(0)?p(Jn(0)) |

9. Comme p # —1, (u+ 1)e"J,(0) est nilpotente d’indice n. Posons N = (u+ 1)e*J,,(0) et remarquons que
N et J,(0) commutent. Ainsi, sin > 2 (sin =1, il n'y a rien a faire),

(N + Jn(0)*p(Jn(0))*H = N"' + B 1) N*J,(0)22Fp(J,(0))"*

"
< . 1) (4 1)F et 1 (0)71,,(0)2" 2 p(Jn (0))"

(” ) 1) (1 + 1) e 1, (0" p(Ju(0))"

et
(N + Jn(0)*p(Jn(0))™ = Ju(0)" (1t + 1)et I + Jn(0)p(J(0))" = 0y,

donc (1 + 1)e*J,(0) + J,,(0)%p(J,(0)) est nilpotente d’indice n. Il existe donc, par la question B.5,
Q € GL,(C) telle que
(1 + 1)e" T (0) + T (0)*p(Jn(0)) = Q1 (0)Q .

Ainsi,
Tn (1) exp(Jn (1)) = Mn + QJn(0)Q™H = QAL + J5(0))Q ™ = QL(NQ
Ainsi,
Q' Jn(1)QQ ™" exp(Jn(1))Q = Jn(N)
et en notant M = Q~'J,,(1)Q, par la question B.7, on a
QfleJn(;L)Q _ 6M

donc

MeM = J,(\) |
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3 Forme de Jordan d’une matrice nilpotente

10. Par la question B.4, il existe X € M, 1(C) tel que (X, NX,--- , NP71X) soit libre. Par le théoreme de
la base incomplete, il existe Y41, ,Y, € M, 1(C) tels que

B:=(NP'X,.-- \NX,X,Ypi1, -, Y)

soit une base de M, 1(C). En reprenant les notations de la question B.4,

0 1 o --- 0
B
Mat z(u) = . 0
: 1
0 C e 0
On—p.p C

On a donc bien

11. Par produit matriciel par blocs,
I, X I, —-X _ 1, Op,n—p _ I
0 Inp 0 Inyp On—pp In—p
donc | T'x est inversible et Tx! = T_x |. On a alors par produit matriciel par blocs,
_ 1 X Jy(0) B\ (I, —-X
1_[*p D p

J,(0) B+XC\ (I, —X
a 0 C 0 In—p

(Jp(o) —J,(0)X + B+ XC>

0 C
J,0) Y
- %)

avec |Y = —J,(0)X + B+ XC et Z = C'| Ainsi, on a bien

AT (me) Y) |

0 VA

12. Soit L1 € M17n_p((C) et L, = B;_1+ CN'i_l ou
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Soit X = | : |. Alors pour tout (i,7) € [1,p — 1] x [1,n — p],

par construction. Ainsi,

‘Y a ses (p — 1) premieres lignes nulles avec ce choix de X |.

13. A’ est semblable & A qui est semblable & N. Comme N est nilpotente d’indice p, A’ I’est aussi. On choisit
X comme A la question précédente. Alors A’ est de ma forme

1,(0) ke
0 *

ot Yy = (Ypt1, " »Yn). Soit B = (e1, - ,ey,) base de M,, 1(C) et u € L(C") tel que Matg(u) = A’. Alors
u est nilpotente et en notant F; = Vect(ejt1,--- ,€,), on a

Vi>p+1,u(e) — yiep € F.

On en déduit que u(Fy,) C Fp—q et du fait que Vi € [2,p],u(e;) = €;—1, on en déduit par récurrence
immédiate que A
Vj € [0,p), v (F}) C Fp—j.

Soit maintenant I = {i € [p+ 1,n] : y; # 0}. Supposons par I'absurde que I =# (). Soit donc i le plus

petit élément de 1. Soit A\p11,- -, Ay tels que u(e;y) = yigep + Z Areg. Alors
k=p+1

n n
uPleig) = 0= yiguP(ep) + Y P Hew) = yiger + Y, AP (ex ).
k=p+1 k=p+1 er
p
—_———
eFy

Comme Ce; @ Fy; = C", on en déduit que y;, = 0 i.e. ug ¢ I. Contradiction. Ainsi, I = () et

== =0

14. On fait une récurrence forte sur la taille de la matrice. Soit n € N* et P, la proposition suivante.
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Soit E' de dimension n et u € L£L(E) nilpotente d’indice p. Alors il existe pi,--- ,pg des entiers et
(e1, -+ ,en) =: B une base de E tels que
‘]Pl (0)

Matg(u) =

i, (0)

e Pour n =1, il n’y a rien a faire.

o Soit n € N>o. Supposons que Vk € [1,n — 1], P. Par la question C.10,C.12 et C.13, il existe une
base (e1,--- ,ey) de C" telle que

Jo(0) Ope
Mat (1) = <0:_(pl by P)

ou Z € My_,(C). Si p=mn, il n’y a rien a faire. Sinon, en notant F' = Vect(epy1,- - ,€p), o0 a
—_———

=B’
7 = Matg (ur).

o Comme pour tout =z € F, uf(z) = uP(x) = 0, up est nilpotente.
o F est de dimension n —p € [1,n — 1].

Il existe alors p1,--- ,pi des entiers et (fp11,--- , fn) une base de F' tels que
Jpl (0)
(0)
Matp (up) =
(0)
;. (0)
Alors
Jp(0)
Jpl (0)
_ [ p(0) Opn—p) _ (0)
Mat(el,"' Jep)WB’ (U’) - <0n—p,p 7 - L
(0)
;. (0)
On a donc P,.

e Par le principe de récurrence, on a le résultat souhaité.

4 Représentation Ae? dans M,,(C)

15. Avec les notations de 1’énoncé, on en déduit que

xa(X) = H(X — i)Y
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Par le théoreme de Cayley-Hamilton,
C™ = ker({0,}) = ker(xa(A)) = ker (H(A - )\iIn)O‘i> .
i=1
Comme pour tout 7 # 7, (X — A;)* A (X — Aj)® =1, par le lemme des noyaux, on a

ker (f[(A - AJ@%) - éker((A — ML) = @F
=1 i=1

i=1

S
On a donc |C" = @ F;|. Soit maintenant u I’endomorphisme canoniquement associé a A. Alors chaque
=1

F; est stable par u puisque F; = ker((X — \;1,,)* (u)). Soit B; base de F; pour chaque i. Alors en notant

on a

Matg(u) =

Matg, (ur,)

Or, pour tout ¢ € [1, s],ur, — A;Idg, est nilpotente sur F; : en effet, pour tout = € F;,
0= (X —X)%(u)(x) = (up, — Addp,)* (z).
Notons N; = Matg, (up, — \iIdg,). N; est donc nilpotente et

Alo, + Ny
Matg(u) =

(0)
Asla, + N

16. D’apres la question C.14, pour tout i € [1,s], il existe P; € GLq,(C),r; € N* et p, - -- ,pii € N* tels que

On a donc

Ailo; + Ni = B Pt

Pk, (A)
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P Pt
(0) (0)
Notons P = d’inverse P! = . On remarque alors
(0) (0)
P, Pt
que
Cl P101P1_1
(0) (0)
P P1l=
(0) (0)
C, P,C,P;!
AMlo; + Ny
(0)
(0)
>\sIaS + Ns
Cq

donc A est semblable a =: B par la question D.15. Or, par la question B.9, il

(0)
Cs
existe, pour tout ¢ € [1,s], 75 € [1,7], M;; tel qe

J 1()\1) = Mi7j€Mi‘j.

pJ
On en déduit que
— T (N — M. oM
)\@'Ip; + Jp;ﬂ (0) = Jp;. (i) = M; jen7.
Ainsi,
M; qeMi

(0)

M eMir
ir, €
On pose

M;. .,
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Alors il est immédiat que Ml-eMi = ;. On pose alors

M,y

et on a alors

Cq

Or, A= PBP~! ot P € GL,(C) donc avec M = PMP~", on a m.

$okok

FIN DU SUJET
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