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1 Préliminaire sur la représentation de zez dans C

1. On a

zez = w ⇐⇒ Reiθ exp(Reiθ) = reiα

⇐⇒ Reiθ exp(R cos(θ)) exp(iR sin(θ)) = reiα

⇐⇒ R exp(R cos(θ))︸ ︷︷ ︸
>0

exp(i(θ + R sin(θ))) = reiα

⇐⇒
{

R exp(R cos(θ)) = r
θ + R sin(θ) ≡ α mod [2π]

On en déduit que

zez = w ⇐⇒
{

R exp(R cos(θ)) = r
R sin(θ) ≡ α − θ mod [2π]

2. On a
lim

θ→0+

α − θ

sin(θ) = +∞

donc
lim

θ→0+

α − θ

sin(θ) = exp
(

(α − θ)cos(θ)
sin(θ)

)
= +∞.

De même, comme α ≥ 2π, on a, avec cos(π) = 1,

lim
θ→π−

α − θ

sin(θ) cos(θ) = −∞.

Ainsi, par composition de limites, vu que lim
x→−∞

xex = 0,

lim
θ→π−

1
cos(θ) cos(θ) α − θ

sin(θ) = exp
(

(α − θ)cos(θ)
sin(θ)

)
= 0.

On a donc
lim

θ→0+
φ(θ) = +∞ ; lim

θ→π−
φ(θ) = 0 .

Comme φ est continue sur ]0, π[ par théorèmes généraux, par le théorème des valeurs intermédiaires,
l’équation

φ(θ) = r

admet une solution dans ]0, π[ pour tout r > 0.
3. Soit w ∈ C. Si w = 0, alors g(0) = w. Sinon, il existe r > 0 et α ∈ [2π, 4π[ tel que w = reiα.

Par la question A.2, il existe θ ∈]0, π[ tel que φ(θ) = r. Alors en posant R = α − θ

sin(θ) et z = Reiθ, on a


R exp(R cos(θ)) = φ(θ) = r

R = α − θ

sin(θ)

donc par la question A.1, on a zez = w i.e. g(z) = w. Ainsi, g est surjective .
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2 Représentation AeA d’un bloc de Jordan
4. Comme N est nilpotente d’indice n, Nn−1 ̸= 0n et Nn = 0n. Ainsi, ker(Nn−1) ̸= Mn,1(C). Prenons

X ∈ Mn,1(C)\ ker(Nn−1). Montrons donc que (X, NX, · · · , Nn−1X) est une famille libre de Mn,1(C).

Soit λ0, · · · , λn−1 ∈ C tels que
n−1∑
i=0

λiN
iX = 0. Soit I = {i ∈ [[0, n − 1]] : λi ̸= 0}. Supposons par l’absurde

que I ̸= ∅. Comme I est une partie de N, étant non vide, elle admet donc un plus petit élément, disons
i0.
Alors ∀i ∈ [[0, i0 − 1]], λi = 0. On en déduit que

0 =
n−1∑
i=0

λiN
iX =

n−1∑
i=i0

λiN
iX.

Ainsi,

0 = Nn−i0−10 =
n−1∑
i=i0

λiN
n−i0−1+iX = λi0Nn−1X +

n−1∑
i=i0+1

λi N

≥n︷ ︸︸ ︷
n − i0 − 1 + i︸ ︷︷ ︸

=0n

X

︸ ︷︷ ︸
=0

donc
0 = λi0 Nn−1X︸ ︷︷ ︸

̸=0

donc
λi0 = 0

i.e.
i0 /∈ I.

Contradiction. Ainsi, I = ∅ donc ∀i ∈ [[0, n − 1]], λi = 0. Ainsi,

(X, NX, · · · , Nn−1X) est une famille libre.

5. Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à N . Déjà, en notant B = (Nn−1X, · · · , NX, X), B est
une famille libre de taille n = dim(Mn,1(C) donc c’est une base de Mn,1(C). On a donc

MatB(u) =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
... . . . 1
0 · · · · · · · · · 0


= Jn(0)

donc Jn(0) et N sont les représentations matricielles dans deux bases différentes de u :

Jn(0) et N sont donc semblables .

Dans toute la suite, si A est une matrice carrée, on notera parfois exp(A) au lieu de eA.

6. On a

e0n = lim
N→+∞

N∑
k=0

1
k!0

k
n︸ ︷︷ ︸

=In

= In.
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Par ailleurs, Jn(0 et −Jn(0) commutent donc

In = exp(0n) = exp(Jn(0) + (−Jn(0))) = exp(Jn(0)) exp(−Jn(0)).

Ainsi, exp(Jn(0)) ∈ GLn(C) (et exp(Jn(0))−1 = exp(−Jn(0))). Par continuité du produit matriciel,

Jn(0)
+∞∑
k=0

1
k!Jn(0)k =

+∞∑
k=0

1
k!Jn(0)k+1 =

(+∞∑
k=0

1
k!Jn(0)k

)
Jn(0)

donc Jn(0) et exp(Jn(0)) commutent. Ainsi,

∀k ∈ N, (Jn(0) exp(Jn(0)))k = Jn(0)k exp(Jn(0))k.

Comme exp(Jn(0)) est inversible, ses itérés aussi donc

∀k ∈ N, (Jn(0) exp(Jn(0)))k = 0n ⇐⇒ Jn(0)k = 0n.

Ainsi,

Jn(0) exp(Jn(0)) est nilpotente et son indice est celui de Jn(0), à savoir n .

7. Par continuité du produit matriciel, on a

P exp(Jn(0))P −1 = P

(+∞∑
k=0

1
k!Jn(0)k

)
P −1

=
+∞∑
k=0

1
k! PJn(0)kP −1︸ ︷︷ ︸

=(P Jn(0)P −1)k

.

On a donc bien
P exp(Jn(0))P −1 = exp(PJn(0)P −1) .

Comme Jn(0) exp(Jn(0)) est nilpotente, par la question B.5, elle est semblable à Jn(0)) : il existe donc
P ∈ GLn(C) telle que

PJn(0) exp(Jn(0))P −1 = Jn(0)

i.e.
PJn(0)P −1P exp(Jn(0))P −1 = Jn(0).

En notant Ñ = PJn(0)P −1, par le point précédent,

Ñ exp(Ñ) = Jn(0) .

8. Par la question A.3, il existe µ ∈ D tel que g(µ) = λ i.e. µeµ = λ. Comme −1 = 1eiπ /∈ D, µ ̸= −1. On
a donc µ ∈ C\{−1} tel que µeµ = λ.
Ensuite,

Jn(µ) exp(Jn(µ)) = (µIn + Jn(0)) exp(µIn + Jn(0))
= (µIn + Jn(0)) exp(µIn) exp(Jn(0))
= (µIn + Jn(0))eµ exp(Jn(0)).

Or, pour tout N > n,
N∑

k=0

1
k!Jn(0)k =

n∑
k=0

1
k!Jn(0)k = P (Jn(0)
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avec P (X) =
n∑

k=0

1
k!X

k. On en déduit que

exp(Jn(0)) = P (Jn(0)).

Ainsi,

Jn(µ) exp(Jn(µ)) = µeµP (Jn(0)) + eµJn(0)P (Jn(0))

= µeµ

(
In + Jn(0) +

n∑
k=2

1
k!Jn(0)k

)
+ eµJn(0)

(
In +

n∑
k=1

1
k!Jn(0)k

)

= µeµ + (µ + 1)eµJn(0) + Jn(0)2
(

µeµ
n−2∑
k=0

1
(k + 2)!Jn(0)k + eµ

n−1∑
k=0

1
(k + 1)!Jn(0)k

)
.

En notant p(X) = eµ

(
n−2∑
k=0

(
eµ

(k + 2)! + 1
(k + 1)!

)
Xk + eµ

(n − 1)!X
n−1

)
, on a

Jn(µ) exp(Jn(µ)) = µeµ + (µ + 1)eµJn(0) + Jn(0)2p(Jn(0)) .

9. Comme µ ̸= −1, (µ + 1)eµJn(0) est nilpotente d’indice n. Posons N = (µ + 1)eµJn(0) et remarquons que
N et Jn(0) commutent. Ainsi, si n ≥ 2 (si n = 1, il n’y a rien à faire),

(N + Jn(0)2p(Jn(0)))n−1 = Nn−1 +
n−1∑
k=1

(
n − 1

k

)
NkJn(0)2n−2kp(Jn(0))n−k

= Nn−1 +
n−1∑
k=1

(
n − 1

k

)
(µ + 1)keµkJn(0)kJn(0)2n−2kp(Jn(0))n−k

= Nn−1 + Jn(0)n︸ ︷︷ ︸
=0n

n∑
k=1

(
n − 1

k

)
(µ + 1)keµkJn(0)n−kp(Jn(0))n−k

= Nn−1 ̸= 0n

et
(N + Jn(0)2p(Jn(0)))n = Jn(0)n((µ + 1)eµIn + Jn(0)p(Jn(0))n = 0n

donc (µ + 1)eµJn(0) + Jn(0)2p(Jn(0)) est nilpotente d’indice n. Il existe donc, par la question B.5,
Q ∈ GLn(C) telle que

(µ + 1)eµJn(0) + Jn(0)2p(Jn(0)) = QJn(0)Q−1.

Ainsi,
Jn(µ) exp(Jn(µ)) = λIn + QJn(0)Q−1 = Q(λIn + Jn(0))Q−1 = QJn(λ)Q−1.

Ainsi,
Q−1Jn(µ)QQ−1 exp(Jn(µ))Q = Jn(λ)

et en notant M = Q−1Jn(µ)Q, par la question B.7, on a

Q−1eJn(µ)Q = eM

donc
MeM = Jn(λ) .
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3 Forme de Jordan d’une matrice nilpotente
10. Par la question B.4, il existe X ∈ Mn,1(C) tel que (X, NX, · · · , Np−1X) soit libre. Par le théorème de

la base incomplète, il existe Yp+1, · · · , Yn ∈ Mn,1(C) tels que

B̂ := (Np−1X, · · · , NX, X, Yp+1, · · · , Yn)

soit une base de Mn,1(C). En reprenant les notations de la question B.4,

MatB̂(u) =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
... . . . 1
0 · · · · · · · · · 0

B

0n−p,p C


=
(

Jp(0) B
0n−p,p C

)
.

On a donc bien

MatB̂(u) =
(

Jp(0) B
0 C

)
.

11. Par produit matriciel par blocs,(
Ip X
0 In−p

)(
Ip −X
0 In−p

)
=
(

Ip 0p,n−p

0n−p,p In−p

)
= In

donc TX est inversible et T −1
X = T−X . On a alors par produit matriciel par blocs,

TXAT −1
X =

(
Ip X
0 In−p

)(
Jp(0) B

0 C

)(
Ip −X
0 In−p

)

=
(

Jp(0) B + XC
0 C

)(
Ip −X
0 In−p

)

=
(

Jp(0) −Jp(0)X + B + XC
0 C

)

=
(

Jp(0) Y
0 Z

)

avec Y = −Jp(0)X + B + XC et Z = C . Ainsi, on a bien

TXAT −1
X =

(
Jp(0) Y

0 Z

)
.

12. Soit L1 ∈ M1,n−p(C) et Li = Bi−1 + C̃i−1 où

[C̃i]j =
n−p∑
k=1

[Li]k[C]k,j ; [Bi]j = [B]i,j .

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 5 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



Thomas Chen

Soit X =


L1
...

Lp

. Alors pour tout (i, j) ∈ [[1, p − 1]] × [[1, n − p]],

[Y ]i,j = −
p∑

k=1

=δk,i+1︷ ︸︸ ︷
[Jp(0)]i,k[X]k,j + [B]i,j +

n−p∑
k=1

[X]i,k[C]k,j

= −[X]i+1,j + [B]i,j +
n−p∑
k=1

[X]i,k[C]k,j

= −[Li+1]j + [B]i,j +
n−p∑
k=1

[X]i,k[C]k,j

= 0

par construction. Ainsi,

Y a ses (p − 1) premières lignes nulles avec ce choix de X .

13. A′ est semblable à A qui est semblable à N . Comme N est nilpotente d’indice p, A′ l’est aussi. On choisit
X comme à la question précédente. Alors A′ est de ma formeJp(0) 0p−1,n−p

y
0 ∗


où y = (yp+1, · · · , yn). Soit B = (e1, · · · , en) base de Mn,1(C) et u ∈ L(Cn) tel que MatB(u) = A′. Alors
u est nilpotente et en notant Fj = Vect(ej+1, · · · , en), on a

∀i ≥ p + 1, u(ei) − yiep ∈ Fp.

On en déduit que u(Fp) ⊂ Fp−1 et du fait que ∀i ∈ [[2, p]], u(ei) = ei−1, on en déduit par récurrence
immédiate que

∀j ∈ [[0, p)], uj(Fp) ⊂ Fp−j .

Soit maintenant I = {i ∈ [[p + 1, n]] : yi ̸= 0}. Supposons par l’absurde que I ≠= ∅. Soit donc i0 le plus

petit élément de I. Soit λp+1, · · · , λn tels que u(ei0) = yi0ep +
n∑

k=p+1
λkek. Alors

up(ei0) = 0 = yi0up−1(ep) +
n∑

k=p+1
λkup−1(ek) = yi0e1 +

n∑
k=p+1

λk up−1( ek︸︷︷︸
∈Fp

)

︸ ︷︷ ︸
∈F1

.

Comme Ce1 ⊕ F1 = Cn, on en déduit que yi0 = 0 i.e. u0 /∈ I. Contradiction. Ainsi, I = ∅ et

yp+1 = · · · = yn = 0 .

14. On fait une récurrence forte sur la taille de la matrice. Soit n ∈ N∗ et Pn la proposition suivante.
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Soit E de dimension n et u ∈ L(E) nilpotente d’indice p. Alors il existe p1, · · · , pk des entiers et
(e1, · · · , en) =: B une base de E tels que

MatB(u) =



Jp1(0)
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Jpk

(0)


• Pour n = 1, il n’y a rien à faire.
• Soit n ∈ N≥2. Supposons que ∀k ∈ [[1, n − 1]], Pk. Par la question C.10, C.12 et C.13, il existe une

base (e1, · · · , en) de Cn telle que

MatB(u) =
(

Jp(0) 0p,n−p

0n−p,p Z

)

où Z ∈ Mn−p(C). Si p = n, il n’y a rien à faire. Sinon, en notant F = Vect(ep+1, · · · , en︸ ︷︷ ︸
=:B′

), on a

Z = MatB′(uF ).
• Comme pour tout x ∈ F , ux

F (x) = up(x) = 0, uF est nilpotente.
• F est de dimension n − p ∈ [[1, n − 1]].

Il existe alors p1, · · · , pk des entiers et (fp+1, · · · , fn) une base de F tels que

MatB′(uF ) =



Jp1(0)
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Jpk

(0)


.

Alors

Mat(e1,··· ,ep)⊎B′(u) =
(

Jp(0) 0p,n−p

0n−p,p Z

)
=



Jp(0)
Jp1(0)

. . . (0)
. . .

(0) . . .
Jpk

(0)


.

On a donc Pn.
• Par le principe de récurrence, on a le résultat souhaité.

4 Représentation AeA dans Mn(C)
15. Avec les notations de l’énoncé, on en déduit que

χA(X) =
s∏

i=1
(X − λi)αi .
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Par le théorème de Cayley-Hamilton,

Cn = ker({0n}) = ker(χA(A)) = ker
(

s∏
i=1

(A − λiIn)αi

)
.

Comme pour tout i ̸= j, (X − λi)αi ∧ (X − λj)αj = 1, par le lemme des noyaux, on a

ker
(

s∏
i=1

(A − λiIn)αi

)
=

s⊕
i=1

ker((A − λiIn)αi) =
s⊕

i=1
Fi.

On a donc Cn =
s⊕

i=1
Fi . Soit maintenant u l’endomorphisme canoniquement associé à A. Alors chaque

Fi est stable par u puisque Fi = ker((X − λiIn)αi(u)). Soit Bi base de Fi pour chaque i. Alors en notant

B =
s⊎

i=1
Bi,

on a

MatB(u) =



MatB1(uF1)
. . . (0)

. . .

(0) . . .
MatBs(uFs)


.

Or, pour tout i ∈ [[1, s]], uFi − λiIdFi est nilpotente sur Fi : en effet, pour tout x ∈ Fi,

0 = (X − λi)αi(u)(x) = (uFi − λiIdFi)αi(x).

Notons Ni = MatBi(uFi − λiIdFi). Ni est donc nilpotente et

MatB(u) =



λ1Iα1 + N1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
λsIαs + Ns


.

16. D’après la question C.14, pour tout i ∈ [[1, s]], il existe Pi ∈ GLαi(C), ri ∈ N∗ et pi
1, · · · , pi

ri
∈ N∗ tels que

Ni = Pi



Jpi
1
(0)

. . . (0)
. . .

(0) . . .
Jpi

ri
(0)


P −1

i .

On a donc

λiIαi + Ni = Pi



Jpi
1
(λi)

. . . (0)
. . .

(0) . . .
Jpi

ri
(λi)


︸ ︷︷ ︸

=:Ci

P −1
i .
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Notons P =



P1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Ps


d’inverse P −1 =



P −1
1

. . . (0)
. . .

(0) . . .
P −1

s


. On remarque alors

que

P



C1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Cs


P −1 =



P1C1P −1
1

. . . (0)
. . .

(0) . . .
PsCsP −1

s



=



λ1Iα1 + N1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
λsIαs + Ns



donc A est semblable à



C1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Cs


=: B par la question D.15. Or, par la question B.9, il

existe, pour tout i ∈ [[1, s]], j ∈ [[1, ri]], Mi,j tel qe

Jpi
j
(λi) = Mi,jeMi,j .

On en déduit que
λiIpi

j
+ Jpi

j
(0) = Jpi

j
(λi) = Mi,jeMi,j .

Ainsi,

Ci =



Mi,1eMi,1

. . . (0)
. . .

(0) . . .
Mi,rie

Mi,ri


.

On pose

Mi =



Mi,1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Mi,ri


.
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Alors il est immédiat que Mie
Mi = Ci. On pose alors

M̃ =



M1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Ms


et on a alors

M̃eM̃ =



C1
. . . (0)

. . .

(0) . . .
Cs


= B.

Or, A = PBP −1 où P ∈ GLn(C) donc avec M = PM̃P −1, on a A = MeM .

***

FIN DU SUJET
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