Corrigé : Mines PC 2019 Maths 2

Thomas CHEN

I. Préliminaires

(2
sin(nx
1. Notons, dans toute la suite, f,(z) = % lorsque € R et n € N*,
n
1 1
Soit x € R. Alors fp(z) € Opsi0o <2> Ainsi, puisque par le critere de Riemann, la série E —
n n

converge, par comparaison de série a terme général positif, E fn(x) converge absolument donc converge.

‘Ainsi7 la fonction R est bien définie sur R. ‘

e Pour tout n € N* f,, est une fonction continue sur R.

e Soit n € N. On a )

Ve € R,|fn(z)| < e

donc
1

| frlloo < 5

1
La série Z — converge donc Z || fnlloo converge : cela signifie donc que Z fn converge normale-
n

ment.

Par le théoréme de continuité des séries de fonctions, g frn est une fonction continue sur R.

‘Ainsi, la fonction R est continue sur R.

sin(z?)
22
e Par ailleurs, elle est prolongeable par continuité en 0 puisque

2. e La fonction z € R™ — est continue.

sin(x?)
2

lim =1.

x—0,2#£0 X

sin(x?)

1 1
e Enfin, 5 € Ozotoo <2> et x — — est intégrable au voisinage de +oo. Par comparaison,
x x

22
2
sin(z
zeRM™ — 7( ) est intégrable au voisinage de +oc.

2
sin(x?)

5— est intégrable sur R™ donc
x

On en déduit que z € R™ —

+o0 gin(z?)
5—dxz converge.
0 x

3. Notons
v: RxR — C

(t,x) +—  f(t)e "
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o V(t,x) € R% |p(t,z)| < |f(t)] et f est intégrable. On en déduit que pour tout z € R, (-, ) est
intégrable sur R et de surcroit, ¢ est dominée.

o V2 € R, o(-,z) € C°(R,R).

e En particulier, ]?est bien définie.
o Vt R, 0(t,-) € CO(R,R).

On peut donc appliquer le théoreme de continuité des intégrales a parameétres qui assure que ]? est une
fonction continue sur R.

II. Etude de la dérivabilité de R en 0

4. Soit h > 0. Alors o )
<—F—— = — .
¥ € N, f(0h)] < iy = Opvton =3 )

Ainsi, par comparaison, la série Z f(nh) est absolument convergente donc ‘ S(h) converge ‘
n>0

5. ¢y, est une fonction continue par morceaux sur R1 et on dispose de la majoration

t C 1
= (]9 gy =0 (2):
f (L) h)" +1 t
“+o0o
On en déduit que ¢y, est intégrable au voisinage de +o0o. Ainsi, on(t)dt existe.
0
nh 400
En particulier, lim op(t)dt = on(t)dt.
n—+oo Jo 0

Fixons N € N. Alors

Nh N-1
[awa= 3 |

L’égalité passe donc a la limite en

(k+1)h
¢

n(£)dt = Jg /k O (ULJ h> dt = Ni /k S eyt = hNi F(kh).

h h k=0 7 kh k=0

+o0 oo
/ op(t)dt =h Y f(kh) = S(h)|
0 k=0

6. On a

Ainsi, on en déduit que

Ogt—lgt—hghULJ<t

La fonction carré est croissante sur R donc
2 t\?
0<(t—-1)<{h]|=
<17 (1 ]5])
C Cc?

t]\2 = 1+ (t—1)2
(7))

h €0, 1], ¥t € [1, +o0[, |6 (t)] = ‘f (h ULD‘ < 1+(tC—1>2 |

i.e.

Ainsi,
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7. On souhaite appliquer le théoreme de convergence dominée. On part de 1’égalité
+oo

S(h) = ; on(t)dt
Alors

e ¢, est une fonction continue sur R,

t
e pour tout t € RT, lim ¢,(t) = f(t) par continuité de f puisque {J h —t,
h—0 hl h—0

e sit € [0,1], alors comme Vt € R, |f(t)] <

donc la domination :

o < C, f est bornée par C' donc |¢,(t)] < C. On a

C .
vh €0, 1], vt € R*, | (1)] < { re-n RN L
C sitel0,1]

¢ est une fonction continue par morceaux sur R intégrable au voisinage de 400 puisque ¢(t) =

1

Ot 400 (t2> On en déduit que ¢ est intégrable donc (t,h) € RT x [0,1] = ¢, (¢) € C est dominée.
Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, on a

+oo +o00o
| enwar, — [ o

ce qui donne bien que

S(h) —» / " rar

h—0,h#0 Jo
sm( 2
8. Posons f(x) = lorsque = # 0 et 0 sinon. Alors f est continue sur R* et en 0, lbm;éo flz) =
r—U,x
donc f est bien continue sur R. Par ailleurs,
1
(1 + ) |sin(t?)| < 2 si |t >1
vVt R, (t2+1)’f(t)‘ = |Sln(t2)|
P+ <(#+1)<2 si t<1
donc il existe C' € R tel que
C
VieR,|f(t)| < .
RIS < T

On peut donc utiliser la partie 2 pour obtenir, par la question [7}

sin(n 2h2 sin(n 2i12) 1 9 +o0 gin(x?) T
hanh h+hz )y Z h+ER(h)h_>0—7h>¢O/0 : d:c—\/;.

On en déduit que
2 /T
hR(h7) h*)O_,h:éO 2

donc
T
R(h?) ~h0 h\/g
donc
T
On a alors

R(z) — R(0) [rz [
T — 250 x 2z gH0+

donc ‘R n’est pas dérivable en 0 ‘
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IT1. Formule sommatoire de Poisson

Dans la suite, on considére des séries indexées sur Z. On rappelle que la série E uy, converge lorsque E U

ne”Z n>0
+oo
et Z u_p converge et dans ce cas, on note Z sa limite définie par
n>1 n=-—00
Z Up = Z Uy, + Z U—_p
n—=——oo

On fait cette distinction que 1’énoncé ne fait pas ...
9. 77

e Notons pour n € Z, f, : x € R— f(z + 2nm) € C. Soit x € R. Alors

Cy

Y N, | fn < — .
n €N, |fu(@)] (x +2nm)2 +1

Alors [f(2)] = Onssoe (732) ot [fon(@)] = Onosion (;2) Ainsi,
Z fn(x) et Z fon(x)

n>0 n>1

sont deux séries convergentes par comparaison donc E f(x + 2n7) converge |.

nes
e Soit p,q € N*. Soit z € R. On a
P q
F(zx + 2m) an (z + 2m) +Zf_ (x+2m)=> flz+2r+2nm)+ > f(z+ 21 — 2n7)
P, q%+oo = n=1 n=0 n=1
p+1 q—1
= Z f(z+2nm) + Z f(z —2nm)
n=1 n=0
p+1 q—1
=3 @)+ Y fale) o FG)
n=0 n=1
donc par unicité de la limite, ‘F(x) = F(x + 2m) ‘
e e Pour tout n € Z, f, est continue sur R.
e On a
C Cy

VTLEN YV € [0 271'] |fn( )‘ = (:I:+27”L7T)2+1 = (2n7r)2—|—1

donc par passage au supremumn,

Ch 1
Vn € NZnoy an”oo,[0,2ﬂ < m = On—>+oo (712) .

Ainsi, | la série Z fn converge normalement sur [0, 27].
n>0

On passe aux indices négatifs. On a

Cl < Cl
(x —2nm)24+1 = (2nw—27m)2+1

VYn € N* Vo € [0, 27], | fon(z)| <

donc de méme, | la série E f—n converge normalement sur [—A, AJ.
n>1
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e Par le théoreme de continuité des séries de fonctions, Z fn et Z f—n sont continues sur [0, 27]
n>0 n>1
et par périodicité, elles sont donc continues sur R.

Par somme de fonctions continues, F' est aussi continue sur R.
10. 77
e Notons pour n € Z, g, : ¢ € R+ f(n)emz € C. Soit x € R. Alors

)
Vn € N, |gn(z)] < FUN

1 1
Alors |gn ()| = On—4oo (712) et |g—n(z)| = Onstoo (n?> Ainsi,

Z gn(x) et Z g—n(x)

n>0 n>1

sont deux séries convergentes par comparaison donc E f(n)e™® converge |.

nez
e Soit p,q € N*. Soit z € R. On a
P q P . a ' .
G(x+2m) <+— Z gn(x +2m) + Z gn(z+2m) = Z f(n)em®einT 4 Z (—n)e T =2inT
Pg—=+oo n=1 n=0 n=1
= n)e"™™ + —n)e "™ — G(x
3 Foe 4 32 feme 6w
donc par unicité de la limite, ‘G(ZE) = G(z + 2m) ‘
e e Pour tout n € Z, g, est continue sur R.
e SoitneZetxeR. Ona .
<

donc [|gnlloo <

1 o
peani On)|=+00 (712) Ainsi,

les série Z Jn €t Z g—n convergent normalement sur R.
n>0 n>1

e Par le théoréme de continuité des séries de fonctions, g Jn €t E g—n sont continues sur R.
n>0 n>1
Par somme de fonctions continues, GG est aussi continue sur R.

11. On va utiliser le résultat admis puisque G et 27 F sont deux éléments de Cor. Soit p € Z. On reprend les
notations de la question 7?7 et 7?7 et on introduit localement des notations :

+o0 +oo
« FT=D o BT =2 [
n=0 n=1

“+o0o +00
o« Gt = Zg?’LaF_ = ngn
n=0 n=1

de sorte que F = FT+ F~,G = Gt +G . Les fonctions F* et G sont des sommes de séries de fonctions
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normalement convergentes sur [0, 27]. On peut donc intervertir série et intégrale. ¢, est linéaire donc
2mey(F) = 2me,(FH) + 2me,(F7)

2 .
— Fr(t)e Pt + / F~(t)e "Ptdt
0

2w T00 2 +00 .
= / Z f(t 4 2nm)e Ptdt —l—/ Z f(t —2nm)e "Ptdt

Z/ f(t + 2nm) ‘”’tdt—l—Z/ f(t —2nm)e”Pdt

(*)

2(n+1)m )
_ —ipt 2m7rp dt + / —ipt e—anﬂ'p dt
() nz:‘?) /2mr f( ) Z 2nm H:/I_/
+oo 2(n+1)ﬂ'
=y / t)e "Pldt + Z / Je Pt
n—o” 2nm 2nm

+oo ) )
= / f(t)e Ptdt + / f(t)e Ptdt

(hxx)
-l—oo
= / Je~dt = f(p)

ou (x) vient de I'interversion série-intégrale, (%) vient du changement de variable affine u = ¢ 4 2n7 pour
la premiere intégrale et u =t — 2nm pour la deuxieme, et (x x x) vient de la relation de Chasles.

Ensuite, on a de méme
cp(G) = ¢p(GT) + ¢p(G7)

27 JFOO 2 +°° . .
/ znt 71,ptdt 4+ / n)ef'mteflptdt
T on
. 1 2w 1 2m .
= - (7Z P tdt / —z(n+p)tdt
z Fn)5- /0 + z Flemy [ e

+oo
=> () ,P+Zf n)0—n.p
n=0

= f(p)

1 2

puisque o / e"*dx = 0y 0 pour tout n € Z (8, 4 est le symbole de Kronecker).
T™Jo

Ainsi, Vp € Z,¢,(21F) = ¢p(G) donc 27F = G.

t
12. Posons g(t) = f <§> pour tout ¢ € R. Alors
T

vt € R, (82 +1)g(t) = t?g(t) + g(t) = 4;22 (at)2 <at> +7 (at)

Par ailleurs, on eput calculer g d’aprés la question [3] car g est continue par morceaux et intégrable

+oo : s

vt €R,G(t) = / g(@)e ™ dr = " Flwe ™ du f<2”)

—00 u=azx/2r A4 J—oco
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IV.

13.

14.

15.

9 2
En reprenant le calcul de « (t2 + 1)g(t) » précédent, on constate qu'avec Dy = il <4a 5+ 1) Cs, on a
a 7'('
Dy
vVt € R,
90 < 52

Ainsi, on peut utiliser les résultats de cette partie :dis

Z g(n) =27 Z g(2nm)

ne”l nez
i.€e.
2mn
T () =2 X slna)
nez nez
Ainsi,

A () -3 st

nGZ neEZL

Etude de la dérivabilité de R en 7

Pour tout t € R*, on a

it _ 1 Jrzo:o i+ Jrzo:o ike2(k—1) Jrzo:o k1 o
2 2 | ! I
Tt k! = K = (k+1)!
+oo FLan!
Ainsi, la série entiere définie sur R Z ( T 1) 2% coincide avec f sur R : f est donc développable en

série entiere sur R donc en particuher C sur R.

Soit t # 0. Alors
2ite’t” 2 . 1. 2 .
f’(t) — % _ ;3(61152 1) = ;(21'6”2) _ ﬁ(ezt2 B 1)
donc

2 2 1
/ — Z) —
’f (t)’ = ¥+t73(1+1) = O <t> t%iooo

donc | f'(t) — 0| Ensuite,

t—+oo
42 1 2
7(1) =~ — i) = 20 + 25,
Ona 1 2 2 1 2 1
2
i) < 53 [170) = Oim () 5+ 50 = O ()
2
puisque f est bornée : en effet, |f(t)| < 2 < 2 lorsque t > 1 et est bornée sur [—1, 1] par le théoréme des

bornes atteintes. Ainsi,

+oo |
Puisque l'intégrande est paire, il suffit de montrer que / e’ dg converge.
0

e La fonction z € [0, +oo[— e € C est continue sur R*.
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e Soit A>1.0na

) A
A, A q - eie’ A,
r d :/ 2 i d — / % d
/1 e x . —%x e x l%f‘” + ) 721,3626 x

1
piz? A ol
- — =
2ix L A—+4oco 21

- 1
puisque x — ¢i@® est bornée et — tend vers 0 quand x — +o0.

x
1 . 1 . 1
e La fonction z € [1, +oo[— ﬁemz € C est continue et vérifie ?e”ﬂ =0z 400 (ﬁ) donc
+oo ] .
/ y 2€m2d$ existe.
1 2ix

+oco
. . 7’ . 3 2 . 7’
Ainsi, on en déduit que / e dx converge. Par parité,
0

+oo .,
/ e dx converge |.
—0o0

16. f est clairement continue par morceaux et elle est intégrable au voisinage de +oo puisque f(t) =

1
Ot—)ioo (

t2> On peut donc calculer sa transformée de Fourier f .On a

~ +00 .
Ve € R, f(z) = / F(De " dt,

—00

Soit A < B deux réels. Soit |z| > 1. Alors

B 1 B )
i f/(t)e—z:ctdt

A —ix A iz Ja

[ g0 = [ —e e

|:f(t) —ixt B+ 1 |:f,(t) 1 —ixt B 1 /B f”(t) —ixtdt
= — —e - = e .
—iT A iT —ix a4 2% Ja
1 .
Comme f(t) e 0 tout comme f'(t) et que t € R — ——e " € C est bornée, les deux crochets

convergent vers 0 quand A — —o0, B — +00.

B )
La question |3| assure que / f(t)e™™tdt converge quand A — —oo, B — 400 donc I'égalité passe a la
A

limite en
~ 1 +o0

flx) = fr(t)e*at.

22 J_ oo

, 1
Notons 7(t) = f"(t) + 4¢™*. Alors 7 est continue et vérifie, par la question r(t) = Ot—400 <t2> donc

r est intégrable au voisinage de +o0o donc intégrable sur R. On calcule

N 1 Feo " —ixt
=== [ " rwetar
-0
1 oo it? —ixt
== (—4e'™ +r(t))e " dt
—0o0
1 oo, 1 [+ ,
= ——2/ gttt it gy —2/ r(t)e "tdt
22 J_so 22 J_oo
4 +oo i(t— 2 2 52 4 1 ~
= E[W el(t=2/2)" 4y o —iz"/ —?r(x).

=I avec u=t—xz/2
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“+oo

Comme I converge par la question (15 et que |7(z)| < / |r(t)|dt < +o0, on a

1
= Oz—+00 <1_2> .

1
17. On sait que f est continue et vérifie f(t) = Ot 100 (ﬁ) Il existe donc une fonction bornée 7 telle que

4 . o 1
= Je i /4
= e er(a:)

|f(2)] =

VteR, f(t) = Z(Zt)

Ainsi,
vt R, (2 +1)f(t) = f () + f(1) = n(t) + f(1)

et 7+ f est bornée, disons par C1, puisque f 'est (vu a la question . Ainsi, Vt € R, |f ()| < C4

t2+1
. 1 .
Puisque f(z) = Oz t00 (2) par la question et puisque f est bornée (vu a la question : 7 oest
x
+oo
bornée par / |r]), on a de méme lexistence de Cy € R tel que
—0oQ
. Cy
Vz € R, < )
v e R @) < 15

On peut donc appliquer la formule sommatoire de Poisson. Remarquons déja que f est paire donc
~ +oo , +oo ) +oo ) ~
Ve € R, f(—x) = / F(D)etdt = / F(=t)e~tdt — / FH)etdt = fz)
—0o0 —00 —00
par le changement de variable affine ¢ — —t. Ainsi, ]? est paire. Appliquons maintenant la formuel
sommatoire de Poisson
Va € RT Z f(na) = 1 Z f<2n7r>
’ a a
nez neL
i.e., par parité de f et de f,
“+o0o “+o0o
1 /(- ~(2nm
i+2)Y  f(na) == (f(0)+2 f( ))
n=1

n=1 @

Posons a = /x pour x > 0. Alors

flna) = /) = <

donc 400 +00 ein2x 1 1 +00 eian 400 1 1

Zf(na)zzngm:x<z i 7,L2>:x(F(ﬂf)—F(0))

n=1 n=1 n=1 n=1

=X ronn
Notons S(x) = —— |. Alors on a

@=31 ( ﬁ)
i+ (F() = F0) = 2= ](0) + —=5()

ce qui s’écrit

F(z)=F(0) + ]8(20)\/5— %x + VzS(x).
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11 suffit, pour conclure, de montrer que S(z) = O,_,¢+(z). On a

~(2nm Cy Chx G 1
Yz > 0,Vn € N* < = ST
z >0,Vn € 7f<\/£>‘—4ni7r2+1 4n271’2+$_m4ﬂ'2n2
Ainsi,
+o0 =
~(2nm Co 1
v 0. ls@1< 3 |F(TF)| < in
n=1 \/'E 47T2 n=1 n2
N——o
<400

donc S(z) = O,_g+(x). On a donc

F(z) = F(0) 4 avx + bz + Oy _o+ (z3/?)

~

f(0)

avec a = TO et b= —%. On va calculer a.

1= 1 [+ 1 [+ooeit® 1
o= gfO)=5 [ fwue=g [

Pour faire apparaitre I, on réalise une intégration par parties en dérivant le numérateur. Soit A < B
deux réels. On a

B it? it2 B B
e —1 e —1 )
s—dt = |- +2i [ edt
A t t A A
—_———

— 0

A——oc0

B—+oc0

donc I'égalité passe a la limite quand A — —oo et B — +00 en
1 oo el — 1 A I

On a donc
F(z) = F(0) 4+ avz + bz + O,_,o+ (z3/?)

1
aveca:iletb:—i.

18. Soit x € R. On a

400 6in27r in’z

Flrta)=3 "0

2
n=1 n

in27r€in2x 1
Comme 5 est sommable (puisque Z — converge), on a
n n>1 n
F( N ) 4i0 ein27rein2x too ei(2n+1)27rei(2n+1)2x N too ei4n27r€i4n2x
T+ x)= —_— = _—
2 2 2
— n — (2n +1) — 4n
On a
400 ei4n27r€i4n2x Jio:o ei4n2x 1F(4 )
—_—mmm —_— X
4n? 4n? 4
n=1 n=1
et
100 pi(2n+1)?mi(2n+1)%e oo pi(2n+1)%e
2 - 2"
= (2n +1) = (2n+1)
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inlx
Or, comme ( 5 > est sommable
n
n>1
+0o _in?z +00 i(2n+1)22  +00 _idn2x +00 _i(2n+1)2x 1
e e e e
() 7; n2 nz::l (2n + 1)2 +n§ in? T; @nr1e Tafl)
Ainsi,
1 1 1
F(r+x) = <4F(4az) - F(x)) + ZF(4$) = §F(4x) — F(z)|.
19. On a
F(4z) = F(0) + 2av/x + 4bx: + O,_,+ (z3/?)
donc 1 1
F(r + ) = S F(4z) = F(z) = = F(0) + bz + O 50+ (2%/?).
Or,

R(m+2) = S(F(r + ) = S(b)2 + Oy 0+ (%) = S(b) + 050+ ().

Ainsi, R admet un DLy en 7 donc

R est dérivable en 7 et on a R'(7) = S(b) = — |
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