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Chapitre 0

Préliminaires

0.1

Bibliographie conseillée

Pour le contenu du cours :

APPEL, W., Probabilités pour les non probabilistes, HK (une somme assez impression-
nante, dans un style trés prépa qui pourra plaire & certains lecteurs)

Ross, S., Initiation aux probabilités, Presses polytechniques et universitaires romandes
BARBE, P. ET LEDOUX, M, Probabilité L3/M1, EDP Sciences (niveau plus élevé,
inclut notamment la théorie de la mesure)

Pour les préliminaires en mathématiques et en probabilités en particulier, voir ci-dessous.

0.2

Bagage mathématique

Les probabilités mettent en ceuvre un grand nombre d’outils mathématiques, surtout du
domaine de l'analyse. Pour profiter pleinement du cours, il est donc impératif de rafraichir
ses connaissances en analyse et d’étre a ’aise en calcul. En particulier, il est important de
revoir les sujets suivants qui ont été traités en L1-L2 (liste non exhaustive) :

suites et limites

sommes et séries : convergence (absolue ou non), somme télescopique, changement
d’indice, double sommes, séries entieres, valeurs des séries classiques : somme des en-
tiers, série géométrique, ...

fonctions : continuité, définition de la dérivée, dérivation des produits, des composées,
des fonctions réciproques, DLs, développement de Taylor, propriétés des fonctions clas-
siques (polyndmes, exponentielle, logarithme, fonctions trigonométriques, et fonctions
trigonométriques inverses), comportement asymptotique

intégration : intégrale sur un intervalle borné, intégrale impropre, intégration par par-
ties, changement de variables

séries de fonctions et intégrales a paramétre : convergence simple/uniforme/normale,
échange limite +— somme, limite <— intégrale, dérivation sous les signes somme et
intégrale

Ces sujets sont bien exposés dans un grand nombre de livres et de notes de cours. Le
dernier sujet (séries de fonctions et intégrales a parametre) est peut-étre moins bien traité,
c’est pourquoi nous donnons ci-dessous les résultats a retenir. Nous aurons également besoin
de résultats sur les sujets suivants traités dans le cours d’Intégration en L3 :

7



8 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

— théoréemes de Fubini et Tonelli : interversion série <— série, série <— intégrale,
intégrale «— intégrale
— intégrales multiples : intégration sur un domaine de R%, changement de coordonnées
Nous renvoyons a ’appendice de ce cours pour ces sujets.

0.3 Rappels du cours de probas en L2

On rappelle quelques éléments de probabilités vus en L2. Référence : notes de cours d’Anne
Broise (disponible sur Dokeos).

0.3.1 Probabilités

On considére une expérience aléatoire ayant un nombre fini ou dénombrable de résultats
possibles. Exemple : jet d’un ou de plusieurs dés, réalisation d’'un sondage avec un nombre
fini de réponses, mesure du nombre de particules émis par une matiere radioactive pendant
un certain temps, observation du nombre de personnes dans une file d’attente & un moment
donné, nombre d’enfants d’une personne prise au hasard dans une population...On formalise
une telle expérience souvent par un ensemble fini ou dénombmble[ﬂ Q qui contient tous les
résultats possibles. Un élément de € est typiquement noté w et on suppose qu’on peut lui
associer une probabilité p(w) qui est un nombre entre 0 et 1. On suppose de plus que la somme
des probabilités de tous les résultats vaut 1 :

Z p(w) = 1.

weN

La fonction p est alors parfois appelée fonction de masse ou germe de probabilité. Ce dernier
nom s’explique par le fait que cette fonction permet de donner une probabilité a n’importe
quel événement, un événement étant un ensemble de résultats possédant une certaine ca-
ractéristique commune. On penserait par exemple a I’événement <« nombre pair > lors du
lancer d’un dé de six faces, qui correspond a I'ensemble {2,4,6}. Formellement, un événement
n’est alors rien d’autre qu'une partie de 2. On les note typiquement par des lettres majuscules
du début de lalphabet : A, B,C,... La probabilité d'un événement A C 2, notée P(A) dans
ce cours, est alors la somme des probabilités des résultats que comprend cet événement :

P(A) =) p(w).

w€eA

La fonction P : P(Q2) — [0, 1] est également appelée probabilité (ou mesure de probabilité) sur
Q) et la fonction p est alors appelée sa fonction de masse ou son germe. Par exemple, dans le
cas du dé ci-dessus, on prendrait typiquement Q = {1,...,6} et p(w) = 1/6 pour tout w € Q.

0.3.2 Variables aléatoires

Il arrive que l'espace {2 soit trop gros pour travailler avec directement ou qu’on ne
s’intéresse qu’a certaines propriétés du résultat de I’expérience. Typiquement, on associe alors
un nombre réel & un résultat qui contient 'information qu’on cherche. Par exemple, lors d’'un
sondage on pourrait définir X comme étant le numéro du candidat ayant remporté le plus de

1. On renvoie le lecteur & I’annexe pour la définition d’un ensemble dénombrable
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voix. X est alors une variable qui peut prendre n’importe quelle valeur dans {1,...,n}, oun
est le nombre de candidats, et sa valeur est aléatoire, c’est-a-dire elle dépend du résultat de
Iexpérience aléatoire. On I'appelle alors une variable aléatoire réelle ou tout simplement une
variable aléatoireﬂ On note les variables aléatoires typiquement par des lettres majuscules de
la fin de 'alphabet : X,Y, Z,... Remarquons aussi que formellement, une variable aléatoire
X n’est rien d’autre qu’une fonction X : Q2 — R.

0.3.3 Par la suite...

Le moment est venu pour une remarque importante qui va simplifier grandement la suite

des opérations.
Il s’est avéré au fil du temps qu’il est souvent plus commode de travailler entierement avec
des variables aléatoires et d’ignorer complétement ’espace (2. Les avantages sont multiples :
— On peut modifier Q (par exemple en ajoutant des informations supplémentaires sur le

résultat de l'expérience) sans avoir a réécrire des calculs, énoncés etc. concernant des
variables aléatoires.

On n’est pas obligé de préciser €2, seulement des éléments qui nous intéressent.

On peut plus facilement formuler des énoncés généraux ne dépendant pas de la définition
précise d’un espace {2.

Dans le cas ou €2 ne peut pas étre fini ou dénombrable, on n’est pas obligé de considérer
des espaces généraux et abstraits, mais seulement des variables aléatoires a valeurs dans
R, donc des probabilités sur R.

Philosophiquement, cette approche peut étre considérée plus satisfaisante dans le sens
ou dans une situation réelle on ne connait jamais entiérement < 'univers > (donc )
mais plutot partiellement a partir d’observations (les variables aléatoires).

Enfin, techniquement, si effectivement la théorie des probabilités repose sur la théorie
de la mesure (abstraite) et de 'intégration, les objets d’étude sont distincts dans les
deux domaines ; en probabilité, I’espace €2 est souvent relégué au second plan, les quan-
tités d’intérét étant souvent définies en fonction des seules lois des variables aléatoires
en jeu. Si une compréhension fine des probabilités passe par ’espace {2, on gagnera en
premiere approche a ignorer ).

Par conséquent, dans la suite du cours, nous n'allons plus entendre parler d’espace 2,
masis trés souvent de variables aléatoires.

2. On peut considérer des variables aléatoires qui ne prennent pas valeurs dans l’ensemble des nombres
réelles mais dans des espaces plus généraux, mais nous n’allons pas considérer ces variables aléatoires dans ce

cours.
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Chapitre 1

Variables aléatoires réelles

1.1 Définition et axiomes

Une fonction de masse pour une variable aléatoire continue 7 On cherche & modéliser
une expérience ayant un résultat aléatoire. On suppose qu’on observe le résultat a partir d’une
variable aléatoire (v.a.) X qui prend ses valeurs dans les nombres réels. Précédemment, nous
avons toujours supposé qu’'une variable aléatoire pouvait prendre seulement un nombre fini
ou dénombrable de valeurs, on dit dans ce cas que c’est une variable aléatoire discréte. Main-
tenant nous souhaitons nous affranchir de cette contrainte. Mais nous allons nous faciliter la
vie : nous ne chercherons pas a définir formellement ce qu’est cette variable aléatoire mais
seulement ce qu’on peut faire avec. Concretement, on souhaite donner un sens a la probabilité
que la valeur de cette v.a. X tombe dans un ensemble A C R donné, c¢’est-a-dire, & I’expression
P(X € A).

On se trouve ici confronté & un nouveau probleme : précédemment, quand une variable
aléatoire ne pouvait prendre qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs (notons l’en-
semble de valeurs Sx), on pouvait toujours écrire la probabilité P(X € A) comme la somme
Y zeca P(X = z). Donc il suffisait de donner la valeur de P(X = z) pour tout z € Sx :=
{z : P(X = z) # 0} (ce qu’on appelle la fonction de masse) pour définir les probabilités
P(X € A) pour tout A C Sy, c’est-a-dire la loi de la variable aléatoire X. Il s’avere que
cela n’est plus le cas en général. Par exemple, supposons qu’on souhaite donner un sens a
un nombre choisi uniformément dans l'intervalle [0, 1]. On va modéliser cela par une variable
aléatoire X qui prend ses valeurs dans [0, 1]. Quelle doit étre la probabilité que la variable
aléatoire tombe dans un ensemble A C [0, 1] donné? Considérons pour l'instant seulement le
cas ou A consiste en le singleton {z} pour x € [0, 1] réel donné. Puisque X correspond & un
nombre choisi uniformément dans I'intervalle [0, 1], on s’attend & ce que la probabilité que X
soit égal a un nombre donné ne dépende pas de ce nombre, autrement dit que :

P(X =)= P(X =y) pour tout z,y € [0, 1].

Mais puisque lintervalle [0, 1] contient un nombre infini de points, cela entraine que P(X =
x) = 0 pour tout = € [0, 1] (dans le cas inverse, on pourrait déduire que P(X € [0,1]) = c0).
La connaissance de P(X = z) pour tout = ne permet donc pas de définir P(X € A) pour
tout ensemble A.

11



12 CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

1.1.1 Axiomes des probabilités

On doit alors trouver un autre moyen pour définir les probabilités P(X € A) pour des
ensembles A C R, c’est-a-dire pour donner la loi de X. L’observation importante est la
suivante : ces probabilités doivent obéir a certaines régles, par exemple, si A, B C R sont
disjoints (c’est-a-dire d’intersection vide), alors nous souhaitons que

P(X € AUB)=P(X € A)+ P(X € B).

Pour définir toutes les lois possibles d’une variable aléatoire X a valeurs dans R, on com-
mence alors par énoncer un certain nombre de regles, appelés azriomes. Pour simplifier le
développement par la suite, nous introduisons a ce stade une convention :

Par la suite, chaque ensemble A C R est supposé étre de la forme suivante : soit un
intervalle, soit la réunion d’un nombre fini d’intervalles disjoints. La notion d’intervalle inclut
les intervalles ouverts, semi-ouverts ou fermés, qu’ils soient finis ou infinis, et en particulier
I’ensemble vide () ainsi que l’ensemble R tout entier.

On note A¢ = R\ A le complémentaire de A. On remarque que si A C R est de la forme ci-
dessus, alors A€ 'est aussi (preuve laissée en exercice). Egalement, si A et B sont de la forme
ci-dessus, alors AU B et AN B le sont aussi (exercice). Par contre, si Ay, A1, Ag, ... est une
suite d’ensembles de la forme ci-dessus, alors (J,,cry Arn et ,en An ne sont plus nécessairement
de cette forme.

Nous allons préciser maintenant les régles de calcul des quantités P(X € A), c’est-a-dire
les azxiomes qu’on suppose étre valables : on suppose que

1. P(X € A) > 0 pour tout A € R (positivité)
2. P(Xel)=0et P(X eR) =1,
3. Si A, B C R sont disjoints, alors

P(X €AUB)=P(X € A)+ P(X € B) (additivité).

Nous allons ensuite introduire un quatrieme axiome, mais tout d’abord, remarquons que ces
axiomes entrainent les propriétés suivantes :

— Si A C B, alors
P(X € A) < P(X € B) (monotonie de A — P(X € A)).

— P(X € A) €]0,1] pour tout A € R.
— Si A C B, alors
P(X e B\A)=P(X € B)—-P(X € A).

En particulier (B = R),
P(X € A =1—-P(X € A).

— Si Ag, A1,..., A, C R sont deux a deux disjoints, alors

P (X el Ak> => P(X € Ay) (additivité finie).
k=0 k=0



1.1. DEFINITION ET AXIOMES 13

La propriété de monotonie et la formule pour P(X € B\A) se montrent ainsi : pour A C B,
on écrit B sous la forme de la réunion disjointe B = AU (A\B). L’axiome 3 donne alors :

P(XeB)=P(X e€A)+P(X € B\A).

La propriété de monotonie en découle puisque P(X € B\A) > 0 par axiome 1. La formule
P(X € B\A) s’obtient en réarrangeant. Finalement, le fait que P(X € A) € [0, 1] pour tout
A € R est une simple conséquence de la monotonie appliquée a ) C A C R. La propriété
d’additivité finie découle de la propriété d’additivité par une récurrence finie.

On peut finalement présenter le quatrieme axiome :

4. Si Ag, A1, Ag, ... est une suite croissante d’ensembles (c’est-a-dire 4,, C A,4+1 pour
tout n € N) et telle que |J,,cn A est encore un ensemble de la forme ci-dessus, alors

PXe|JAn] = lim P(X € 4,).
neN

Notons que cette limite existe puisque P(X € A,) est une suite croissante par la
monotonie de A— P(X € A) énoncée ci-dessus.

Cet axiome nécessite éventuellement une explication : avec les axiomes 1 a 3, on avait déja
I'inégalité < > > (exercice). Le vrai énoncé de 'axiome 4 est qu'on a aussi I'inégalité inverse,
a savoir < < ». Intuitivement, cela signifie que lors un passage a la limite, on ne peut pas
créer de la probabilité ex nihilo.

Remarquons aussi que 'axiome 4 est équivalent & ’axiome suivant, comme le démontre
un passage au complémentaire :

4. Si Ag, Ay, Ag, ... est une suite décroissante d’ensembles (c’est-a-dire A,, C A,4+1 pour
tout n € N) et telle que [,,cy An est encore un ensemble de la forme ci-dessus, alors

P|X e [)An] = lim P(X € 4y).
neN

Les axiomes mis en place, on peut passer a la définition d’une variable aléatoire :

Définition 1.1. On dit que X est une wvariable aléatoire s’il existe une famille de nombres
(P(X € A))acr (ou, autrement dit, une fonction A — P(X € A) a valeurs dans R) qui
satisfait aux axiomes 1, 2, 3 et 4 ci-dessus. Cette famille/fonction est appelée la loi de X.

Une conséquence importante de 'axiome 4 et de I'axiome d’additivité est la propriété de
sigma—additivitélﬂ :

47, Si Ap, A1, As, ... est une suite d’ensembles deux a deux disjoints (c’est-a-dire que
m # n implique A, N A, = ), alors

P|lXe U A, | = Z P(X € A,) (sigma-additivité).
neN neN

1. ”sigma” fait en général référence a une opération dénombrable
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Posons en effet B, = U}_jAy (réunion disjointe), alors By, By, Ba, ... est une suite
croissante d’ensembles qui vérifie U,en By = UnenAn, appliquant alors successivement
laxiome 4 (deuxieéme égalité) et la propriété d’additivité (troisieme égalité), on obtient :

n
PlXelJA|=P|Xe|JBn :T}LrgoP(XeBn):Ji_)rgoZP(XeAk),
neN neN k=0

et cette derniere expression correspond bien a ), .y P(X € A,) par définition.

Proposition 1.2. Les jeur d’axiome suivants sont équivalents :
1. 1, 2, 3, 4
2.1,2, 8,4’
3.1, 2, 47

Parmi ces jeux d’axiomes équivalents, il est courant de retenir le jeu d’aziomes suivants :
12 et 47 Clest ces 3 axiomes qui figurent usuellement dans définition d’une mesure de pro-
babilité sur R.

Notons que nous aurons également parfois besoin de définir P(X € A) pour A un en-
semble qui n’est pas de la forme ci-dessus, par exemple A = N ou n’importe quel en-
semble dénombrable. On se bornera aux ensembles A qui sont la limite monotone d’une
suite d’ensembles (A;,),>0 ayant la forme ci-dessus (réunion d’un nombre fini d’intervalles).
Par limite monotone on entend les ensembles |J,, A, (ou ), A,) pour une suite croissante
(ou décroissante) (A )n>0, comme dans les axiomes 4 et 4’ On définit alors P(X € A) =
lim,, o, P(X € A,), ol on note que la limite est toujours bien définie par monotonie de la
suite P(X € A,). Un exemple d’un tel ensemble est I’ensemble des rationnels QQ, ou n’im-
porte quel ensemble dénombrable S C R. Pour un tel ensemble, notons qu’avec la définition
ci-dessus, on a P(X € S) =3, g P(X = x).

1.2 Evénements

Nous rappelons qu'un événement est simplement un sous-ensemble de ’ensemble des
résultats d’une expérience aléatoire, et I’événement est dit "réalisé” si le résultat de I’expérience
fait partie de cet ensemble. Par exemple, lors d’un lancer de dé, on pourrait s’intéresser a
I’événement E "le dé donne un nombre pair”. Si X est la v.a. qui représente le nombre
donné par le dé, cet événement s’écrit alors symboliquement E = {X € {2,4,6}}, ou encore
E = {X pair}. L’événement E se réalise alors avec probabilité P(FE) = P(X € {2,4,6})
(notez qu’on n’écrit plus les accolades dans cette derniere expression).

Dans ce cours, nous considérons seulement les événements qui sont définis a partir de
variables aléatoires, donc des événements de la forme E = {X € A} pour X une variable
aléatoire et A C R. La probabilité d’un tel événement est alors définie comme P(E) =
P(X € A). On peut également appliquer les opérations habituelles pour les ensembles a ces
événements. Par exemple :

{X e A} ={X € A%}
{XeAlu{X eB}={X € AUB}
{XeAln{X eB}={X e An B}
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Définition 1.3. Un événement de probabilité 1 est dit presque stir. Un événement de pro-
babilité nulle est dit négligeable.

Ainsi, un événement négligeable est le complémentaire d’'un événement presque sir. On
rencontre quelquefois la notation :

XeA, p.s.E| pour un événement A presque sir

et qui se lit : < presque stirement, X appartient & A >.

1.3 Fonction de répartition

Nous avons vu dans la Section la définition de la loi d’une variable aléatoire a partir
des axiomes 1 & 4. La loi d’une variable aléatoire X est donnée par une famille de nombres
réels indicée par les ensembles A C R. Cette définition semble assez lourde si on veut définir
une loi particuliere, car il faudrait prendre en compte tous les ensembles A C R qui peuvent
avoir des formes assez complexes. Dans le cas d’une v.a. discrete X (c’est-a-dire pour laquelle
X ne prend qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs, étude & venir), on peut se ramener
aux valeurs P(X = z) pour tout z (c’est-a-dire a la fonction de masse), ce qui représente une
grande simplification. Nous avons vu dans la section précédente que ceci n’est plus possible
dans le cadre général, car ces valeurs peuvent étre égales a zéro pour tout x € R. L’astuce
consiste alors a considérer les valeurs de P(X < z) pour tout € R. (Remarquons qu’on
aurait également pu prendre P(X < z), P(X > z) ou P(X > z), mais la convention a retenu
P(X < z)). Ceci donne lieu a une fonction Fx : R — [0, 1] définie par

Fx(z) = P(X < x), z € R.

La fonction Fx s’appelle la fonction de répartition de X.
Il nous reste a montrer que la fonction de répartition d’une variable aléatoire définit sa loi
et a déterminer quelles fonctions sont des fonctions de répartition d’une variable aléatoire.

Theoréme 1.4. 1. La fonction de répartition Fx d’une v.a.r. a les propriétés suivantes :
— elle est croissante,
— Fx(—00) :=1lim,, o Fx(x)
— Fx(400) :=limg— 100 Fx ()
— elle est continue a droite.

0,
L,

2. La loi d’une v.a.r. X est déterminée de maniére unique par sa fonction de répartition
Fx.

3. Chaque fonction sur R ayant les propriétés données dans 1. est la fonction de répartition
d’une v.a. réelle.

Ainsi avec cette fonction on a atteint le méme degré de simplicité qu’avec la fonction de
masse dans le cas d’une v.a. discréte, car dans les deux cas nous avons réduit la notion de loi
a la notion d’une fonction sur R, un objet que nous connaissons depuis le college ! Notons que
la simplicité de la fonction de répartition est conceptuelle, car bien souvent, elle n’admettra
pas d’expression numérique particulierement simple.

2. et dans la littérature anglo-saxonne, a.s., pour almost surely, remplace p.s.
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Démonstration. 1. Montrons les propriétés énoncées :
— Croissance : Ceci est une conséquence immédiate de la monotonie de P(X € A) en
A. Plus précisément, soient z,y € R avec = < y. Alors |—o0, z] C |—00,y], si bien
que

Fx(z) = P(X € |—0,z]) < P(X € |—0,y]) = Fx(y).

— On remarque d’abord que la fonction Fx est croissante et bornée inférieurement
(par 0), la limite Fx(—o0) = limgz—,_ o Fx () existe donc bien. En particulier,

Fx(—00) = lim Fx(—n)= lim P(X € ]-o0,—n]).
La suite d’ensembles A,, = |—o00, —n] est décroissante et d’intersection vide. L’axiome
4’ donne donc :

[e.e]
Fx(—o00)=P (X € ﬂ]oo,n]) =P(X e0)=0.
n=1
— Pareil que Fx(—00), on utilise le fait que F'x est bornée par 1 pour montrer 1’exis-
tence de la limite, puis I’axiome 4 pour l’identifier.
— Continuité a droite. Soit x € R. Puisque Fx est croissante et bornée inférieurement,
la limite F'x (z+) := lim, |, Fix(y) existe. En particulier,

Fx(z+) :nli_{gOFX(x—i— P(X e ﬂ —00, + 1

ou on a encore utilisé ’axiome 4’. Le point clé est alors I’égalité suivante :

ﬁ]—oo,x—i— 1l =1]—00,2].

n=1
Cela donne que Fx(z+) = P(X € |—o00,z]) = Fx(x) et donc Fx est continue a
droite en x. Puisque = € R était arbitraire, F'x est continue a droite sur R.

2. On veut montrer que pour tout ensemble A qui est une union finie d’intervalles dis-
joints, P(X € A) s’écrit a partir de la fonction de répartition Fx. On procede cas par
cas :

— A =]-o00,z], z € R : Par définition, P(X € |]—o0,z]) = P(X < z) = Fx(x).
— A =]—o00,z[, x € R: L'intervalle ouvert | —oo, [ s’écrit comme I'union dénombrable

x[ = G]—oo,x—rll]

d’intervalles fermés :

L’axiome 4 donne alors

P(X <z)=lim P(X <x— 7) = lim Fx(z — ) = Fx(z—),

n—0o0 n—oo

ou Fx(z—) := limyy, Fx(x) qui existe car la fonction Fx est croissante.
— A=]z,00[ou A = [z,00[, z € R: On utilise le fait que F(A) =1— F(A°) et on se
ramene aux deux premiers cas.
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— A =]z,y], x <y : On obtient
Plz<X<y)=PX <y —P(X <z)=Fx(y) — Fx(x).

— A =z,y], A= [z,y[ ou A = ]z,y[ : Similaire & A = |z, y], avec éventuellement
F(y—) et F(z—) a la place de F(y) ou F(x). Par exemple

P(X € [z,y]) =P(X <2) -P(X <y) = Fx(z) — Fa(y—)
— A=LU---Ul,, avec I, ..., I, des intervalles disjoints, alors par ’axiome 3, on a
PXeA)=PXelh)+ - -+P(Xel,).

On se ramene alors au cas d’un intervalle traité précédemment.

3. Si F' est une fonction avec les propriétés du théoreme, on définit la loi d’'une variable
aléatoire X a partir de F' en utilisant les formules pour P(X € A) ci-dessus. Il suffit
alors de montrer que cette loi satisfait aux axiomes 1 a 4. On omet la preuve de se
fait qui est laissée en exercice. La fonction F' est alors par définition la fonction de
répartition de cette variable aléatoire.

O

Posons pour tout réel x : Fx(x—) = lim¢,5 1<, Fx(t) la limite & gauche de Fx en z (qui
existe par croissance de la fonction F'x). Soulignons le fait important suivant rencontré au
cours de la preuve : la fonction de répartition Fy admet (en tant que que fonction croissante)
une limite a gauche en tout point, égale a :

Fx(z—)=P(X < x)

Exercice 1.5. Soit F' une fonction de répartition. On suppose qu’il existe vy < x1 deux réels
tels que limg_yq0 25z F'(2) = 0, limysp, geqy F(x) = 1.

1. Calculer F(xg) et F(x1).

2. En déduire que F est caractérisée par sa restriction d lintervalle |xo, z1].

1.4 Classes de variables aléatoires

Ayant établi la forme générale de la loi d’une v.a. réelle au travers de sa fonction de
répartition, il convient de distinguer des classes de v.a. a I’aide de leurs fonction de répartition.
Pour ce faire, il est utile d’introduire la notion d’atome.

Définition 1.6. On dit que x € R est un atome de masse m > 0 de la loi de X si P(X =
x) = m ou, de fagon équivalente, Fx(z) — Fx(xz—) =m

La derniére propriété vient de : P(X =z) = P(X <z) — P(X <z) = Fx(x) — Fx(x—).
Ainsi un nombre réel x € R est un atome de masse m > 0 pour la loi de X si et seulement
si x est un point de discontinuité de la fonction Fx. Dans ce cas, m est la hauteur du saut
en z, c’est-a-dire m = Fx(x) — Fx(z—). En particulier, une v.a.r. X n’a pas d’atome si et
seulement si sa fonction de répartition est continue.

On renvoie le lecteur a I'annexe pour la définition d’un ensemble dénombrable, et d’un
ensemble au plus dénombrable.
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Corollaire 1.7. La loi d’une variable aléatoire X posséde un nombre au plus dénombrable,
c’est-a-dire fini ou dénombrable, d’atomes.

Démonstration. 11 suffit de noter que ’ensemble Sx des atomes de X vérifie :

Sy ={reR:P(X =x)>0}= U{a:E]R:P(X:x)>1/n}

n>1

et 'ensemble {z € R : P(X = x) > 1/n} est de cardinal < n, donc Sx est une réunion

dénombrable d’ensembles finis, donc est en particulier dénombrable.
O

Variables aléatoires discrétes. Les variables aléatoires discrétes sont celles dont toute la
masse se trouve concentrée dans les atomes.

Définition 1.8. Soit X v.a.r. On dit que X est discrete s’il existe un sous-ensemble S C R
au plus dénombrable tel que P(X € S) = 1.

La définition ci-dessus serait vide si R était lui-méme dénombrable, ce qui n’est bien
entendu pas le cas.

Définition 1.9. On appelle ensemble des atomes de la loi de X et on note Sy l’ensemble
Sx :={z:P(X =x) >0}

Sx est toujours au plus dénombrable et donc peut s’écrire sous la forme : Sx = {si, k € N}
ou Sx = {sx,0 < k < n} pour un certain n € N (de sorte que le premier cas peut étre vu
comme le cas n = +00) et des réels s deux a deux distincts. Par abus de notation, on posera
simplement Sx = {sy}.

Définition 1.10. Soit X v.a.r. discrete, de support Sx = {si}r. On appelle fonction de

masse de X la fonction :
SX — R
S +——> P = P(X = Sk)

Les éléments sy s’appellent alors les atomes de la loi, et p est la masse de 'atome s

On peut maintenant énoncer une CNS sur le caracteére discret de X en fonction des masses
des atomes :

Proposition 1.11. Soit X v.a.r. Alors X est discréte ssi 'ensemble Sx des atomes de X
vérifie P(X € Sx) =1 ssi > pr = 1.

Intuitivement, cela signifie que toute la masse de la loi de X est concentrée dans ses seuls
atomes : on lit aussi que la loi de X est "purement atomique”.

Démonstration. Puisque l'ensemble des atomes est au plus dénombrable du Corollaire [I.7}
P(X € Sx) = 1 implique directement que X est discrete. Si réciproquement X est discrete,
soit S ensemble au plus dénombrable qui vérifie P(X € S) = 1. D’abord, on doit avoir
S C Sx car pour x € Sy NS¢ on aurait 0 < P(X =2) <P(X € §)=1-P(X € §) =0,
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absurde. Deés lors on peut écrire S sous forme de la réunion disjointe : S = Sx U (S \ Sx)

donc P(X € S\ Sx) = X eo\5 P(X =8) = Xseg\5, 0= 0 donc :
=P(XeS)=PXeS\Sx)+P(X € Sx)=PX € Sx)

L’équivalence concernant la somme des masses des atomes découle simplement du fait que
Sx est une réunion au plus dénombrable de singletons (les atomes) :

P(X € Sx)=P(X € U{xk} =Y P(X =x) =) pi
P P

O

Un corollaire de la démonstration précédente est que Sx est, dans le cas des v.a.r. discrétes,
le plus petit ensemble S C R tel que P(X € S) =1 : on l'appelle aussi le support de la loi de
X.

Il est utile & ce moment de définir la fonction indicatrice de ’ensemble A :

1, z€A
ﬂA(m)_{o r ¢ A

Proposition 1.12. Soit X une v.a.r. discréte, d’ensemble d’atomes S = {si}r de masses
respectives pp, = P(X = si). La fonction de masse caractérise la loi : pour tout ensemble A :

P(X e A) ZpkllA Sk)-

En particulier, la fonction de répartition s’écrit :
Fx(z) =Y prls,<a}-
k

Démonstration. Les deux cas S fini et dénombrable sont quasiment identiques, traitons le cas
S dénombrable S = {si, k € N}. On décompose comme suit I’événement {X € A} :

P(X € A)=P(X € ANS)+P(X € ANS®) = P(X € | J(An{s;}))+0 =D P(X € An{s;})
keN keN

ayant utilisé a la seconde égalité que 0 < P(X € AN S ) < P(Xe€S)=1-P(Xe€S)=0,
et & la troisieme égalité la propriété de sigma-additivité (additivité suffit dans le cas fini).
Maintenant,

ZP(XGAQ{Sk}):Z]lA(Sk) X = sg) ZﬂA Sk)p

keN keN keN

O]

Intuitivement, une v.a. est discrete si sa fonction de répartition n’évolue que par sauts.
Il est difficile de formaliser précisément cette notion en général mais on peut formuler la
condition suffisante.
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Proposition 1.13. Soit X v.a.r. S’il existe une suite (xy,)nez € [—00, +00] bi-infinie, crois-
sante au sens large, de nombres réels ... < x_1 <xg<x1 < ..., avec lim,_ o x, = —00 et
limy, 0 T, = 00 telle que pour tout k € Z pour lequel xy, < wgy1, la restriction (Fx )|z, 2.
est constante, alors X est discréte, d’ensembles d’atomes Sx C {(xn)nez}, précisément :
Sx ={xn : Fx(xn) > Fx(zn-1)}

Démonstration. Soit k € Z tel que zp < xg41. On a P(X €lag,xpr1]) = Fx(zre1—) —
Fx(vg) = Fx(wk+1—) — Fx(zr+) = 0 puisque (Fx)|jz, o,,,| €st constante. Maintenant,

PXeR\| Hmh)=PX e J ozl
k kxp <z

= > Fx(zps1—) — Fx(ap+) =0,

ki <xp41

ayant utilisé a la deuxieéme égalité que 'union est au plus dénombrable. Ceci implique P(X €
Ur{zr}) =1 et donc X est donc bien discréte par définition.
O

La condition énoncée a la proposition [I.13| n’est pas nécessaire car il existe des ensembles
(infinis) dénombrables qu’on ne peut pas écrire sous la forme {xzy}; pour une suite croissante
en k (par exemple ’ensemble des rationnels).

Variables aléatoires a densité.

Définition 1.14. Soit X v.a.r. On dit que X est d densiteﬂ si la fonction de répartition Fx
s’écrit sous la forme

Fx(@) = [ ; fx(@)dy, z€R, (1.1)

pour une fonction intégrable fx : R — R,. Dans ce cas, on dit que la fonction fx est une
densité de X (ou de la loi de X), et que X possede la densité fyx.

La densité fx ainsi définie n’est pas unique (on peut la changer sur un nombre fini ou
méme dénombrable de points sans changer l'intégrale et donc la fonction de répartition), mais
si X admet une densité continue, alors celle-ci est uniqueﬂ En ce sens, parler de la densité
d’une variable aléatoire est un abus de notation.

Notons que la densité intégre a 1, puisque fjo(f fx(y)dy = limy Fx = 1.

La densité joue un réle analogue & la fonction de masse dans le cas discret ; I'intuition est
que, pour un "élément infinitésimal” dx autour de x, on a :

"P(X € dx) = fx(z)dz”
et I’exercice suivant donne un sens plus formel a cette égalité :

Exercice 1.15. Soit X une variable aléatoire a densité, dont la densité fx est continue au
point x.

3. Dans la littérature, on rencontre aussi le vocabulaire v.a. absolument continues pour désigner ces v.a.,
ou méme plus improprement, v.a. continues; cette derniére appellation en particulier est trompeuse car elle
semble impliquer qu’une fonction de répartition continue est celle d’une variable aléatoire a densité.

4. plus généralement, si X admet une densité continue par morceaux, alors la densité est unique en dehors
des points de discontinuité de la densité
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1. Montrer (a laide de l’égalité des accroissements finis par exemple) que

lim P(X €x—¢/2,x+¢/2])

e—0 €

= fx(z)

En particulier, on note le

Lemme 1.16. Soit X v.a.r. d densité. Alors l’ensemble des atomes Sx de la loi de X vérifie :
Sx =0, c’est-a-dire que loi de X est sans atome.

Ce lemme n’admet pas de réciproque. Nous reviendrons plus tard sur ce point subtil : il
existe des variables aléatoires sans atomes qui ne sont pas & densité; du point de vue des
fonctions de répartition, cela revient a dire qu’il existe des fonctions continues croissantes qui
ne s’écrivent pas comme primitive de leur dérivée (partout ou celle-ci est définie).

Démonstration. La fonction Fx est continue en tant que primitive, voir ([L.1]), en particulier,
pour tout x € R :
P(X =2)=Fx(z) — Fx(z—) =0

c’est-a dire que x n’est pas un atome. O

Ainsi pour une variable aléatoire a densité P(X € Sx) = 0, & comparer avec le fait que
P(X € Sx) = 1 pour une variable aléatoire discrete : on voit donc que ces deux types de
variables aléatoires correspondent aux deux valeurs extrémes pour P(X € Sx). En particulier,
si X est une v.a. & densité, pour tout ensemble au plus dénombrable T C R,ona P(X € T') =
0, ce qui montre la différence de nature entre v.a.r. discrete et v.a.r. a densité. La densité
caractérise la fonction de répartition de X et donc la loi de X (du théoréme[1.4)). On peut en
outre facilement exprimer cette loi a ’aide de la densité. Voici donc I’analogue pour les v.a.r.
a densité de la Proposition [1.12

Proposition 1.17. Si X est une v.a. a densité de densité fx, alors on a pour tout ensemble

APl : i,
P(X € A) = /_ Fr(@)1a(x) da.

Démonstration. On se donne a,b € [—o0,+00]. On commence par vérifier la résultat pour
A =la,b] : P(a < X <b) = Fx(b)—Fx(a) = ff fx(@)dz = [T fx(2)1a(z) dz. Les cas A =
[a,b], A = [a,b], A =]a, b, A =|a, b] ne posent pas de difficulté, la fonction Fy étant continue,
Fx(z) = Fx(z—) pour tout réel z et donc, ona: Pla< X <b)=Pla< X <b) =Pla<
X<b=Pla<X<b)= ff fx(z)dr = [T fx(2)14(x) dz. Noter que ces relations valent
encore pour ¢ = —oo et b = 400. Par linéarité de I'intégrale, pour A réunion d’un nombre fini
d’intervalles disjoints de R, on a encore : P(X € A) = [, fx(z)dx = [T 1/(z) fx(v)dz O

Le résultat suivant est utile pour identifier la densité a partir de la fonction de répartition.

Proposition 1.18. Soit X v.a.r. dont la fonction de répartition Fx est C°(R) (continue), et
C! par morceaux (c’est-a-dire qu’il existe un nombre fini de points x1 < 3 < ... < T, t.q.
Fx est Ct sur] — oo, m1[,]21, 2], ..., ]Zn_1, Zu[,]Zn, +o0[) alors X est une v.a. d densité et
une densité de X est F.

5. Le résultat s’étend aux ensembles mesurables au sens de Lebesgue; en revanche a la différence du
résultat pour les variables aléatoires discrétes on ne peut cette fois-ci considérer des ensemble A quelconques;
en pratique cependant, il est tres difficile de construire des ensembles non mesurables
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Démonstration. Les propriétes de la fonction Fx garantissent qu’on peut écrire pour tout
z,y € [—00,0], Fx(y) — Fx(z) = [Y Fi(z)dz et donc, avec = —o0, en particulier, on a
pour tout y € R, Fx(y) = [Y F%(z)dz, donc F est une densité de X. O

On utilise souvent cette proposition pour vérifier qu’une variable aléatoire est 4 densité.
Cependant, une alternative a cette proposition (et a la vérification de ses hypotheses ...)
est d’utiliser tout simplement la définition et de mettre F' directement sous la forme
: du point de vue de la rédaction, c’est souvent plus simple, méme si en pratique, pour
trouver l'intégrande, on dérive bien la fonction de répartition, comme dans la proposition
précédente...). Voyez plutot :

Exercice 1.19. On pose F(z) = 2®1 1 5(x) + (1 = 3(1 — 2)*)) L j2,1(x) + L oof().
1. Appliquer la proposition précédente pour montrer que F' est la fonction de répartition
d’une variable aléatoire la densité dont on précisera la densité.

2. Veérifier que F(x) = [Z_[2t11/2)(t)+6(1—t)1}1 j9,1)(t)]dt, et conclure comme précédemment.

Toutes les v.a.r. ¢ densité que nous rencontrerons dans ce cours auront une fonction de
répartition du type précédent (C°(R) et C' par morceaux). Cependant, la forme générale
autorise des fonctions de répartition de v.a.r. a densité qui ne sont pas de ce type. L’ensemble
des fonctions qui s’écrivent comme primitive d’une fonction intégrable ne se réduit pas a
'ensemble des fonctions CY(R) et C' par morceaux : il s’agit de I’ensemble des fonctions
absolument continues, que le lecteur curieux est invité a découvrir par ses propres moyens
(diverses caractérisations de cet ensemble existe, googlez pour les trouver).

Les autres variables aléatoires.

— Quasiment toutes les variables aléatoires que nous allons rencontrer dans ce cours font
partie d’une des deux classes ci-dessus. Parmi les autres, on peut mentionner celles qui
sont une combinaison des deux types de variables aléatoires, voir 1’exercice ci-dessous.

— 11 est aussi légitime de se demander s’il existe des fonctions de répartition qui sont
continues mais ne s’écrivent pas comme la primitive d’une autre fonction. La réponse
est oui, mais la construction d’une telle fonction dépasse le contenu de ce cours. Les
curieux sont invités a googler « I’escalier de Cantor, > également appelé « ’escalier du
diable. .. >.

Voici un exemple de combinaison des deux types de variables aléatoires tel que mentionné

ci-dessus :

Exercice 1.20. Soit X v.a.r. de fonction de répartition Fx (t) = (1+t)/2-1j9 1((t)+ 111 100 (t)-
1. Vérifier qu’il s’agit d’une fonction de répartition.
2. Vérifier que P(X € Sx) =1/2.
3. X est-elle discréte, est-elle a densité ?

4. Soity € [0,1]. Construire une variable aléatoire Y telle que P(Y € Sy) =y (on pourra
considérer une généralisation simple de Fx.).

1.5 Quelques variables aléatoires discretes importantes

NB : Pour des détails au sujet de cette section, se référer aux chapitres 4 et 5 du livre de
Ross.
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1.5.1 Loi de Dirac

La loi de Dirac est la loi la plus simple qui existe : Si z € R, on dit que X suit la loi de
Dirac en x (noté parfois symboliquement X ~ d,), si

P(X=2x)=1.

De la proposition [I.12] on peut aussi écrire pour toute partie A C R :

1, si A
P(X€A) =Ta)=4 S7€
0, siz ¢ A.
En particulier (A =] — 00,y]) , la fonction de répartition est donnée par

1, siy>z

0, sinon.

FX(y) = ]l]foo,y] (.73) = {

On note parfois symboliquement : X ~ d,, ce qu'on lit < X suit la loi de Dirac en z. >
Si X suit la loi de Dirac en = € R, on dit aussi que X est presque sirement (p.s.) égale &

Noter que la loi de Dirac en z est la loi discréete d’ensemble d’atomes Sx = {z}. La valeur
de I'atome en = vaut en effet nécessairement 1 dans ce cas.

1.5.2 Loi uniforme

La loi uniforme est la loi la plus simple d’une variable aléatoire prenant un nombre fini
de valeurs. Soit F une partie finie de R, par exemple E = {1,...,n} pour n € N. Une v.a. X
suit la loi uniforme sur S (symboliquement : X ~ Unif(S)) si pour tout x € A

1
P(X =2x)= CaTd(S)'

En conséquence on peut écrire comme suit la fonction de répartition :

Card(ANS) ~ Card(] — oo0,z] N S)
Card(S) x(w) = Card(S)

P(XeA)=

Noter que Unif(S) est la loi discréte d’ensembles d’atomes S dont la fonction de masse
est constante sur S. La loi uniforme intervient dans de nombreuses applications, par exemple
dans les jeux de hasard (lancer de dés, tirage de cartes,. ..).

1.5.3 Loi de Bernoulli

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1] (symboliquement : X ~

Ber(p)), si
P(X=1)=p, P(X=0)=1-p.

La fonction de répartition s’écrit :
0, siz <0

Fx(z)=q1—-p, sizel0,1]
1, six > 1.
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Le nom de la loi de Bernoulli vient de l’expérience de Bernoulli : ¢’est une expérience aléatoire
ayant deux issues possibles : succés ou échec. On pose alors X = 1 en cas de succes et X =0
en cas d’échec, et si p est la probabilité de succes, alors X suit la loi de Bernoulli de parametre
p. Notons que dans le cas p = 1/2, Ber(p) coincide avec Unif({0,1}).

1.5.4 Loi binomiale

La loi binomiale est une généralisation importante de la loi de Bernoulli. On dit que X
suit la loi binomiale de parametres n € N et p € [0, 1] (symboliquement : X ~ Bin(n, p)), si

P(X =k) = (Z)M(l —p)" % sike{0,...,n}

ou on rappelle la définition du coefficient binomial :

n n!
(k) T kl(n— k)

La fonction de répartition n’admet pas d’expression plus simple que son expression générale
a partir de la fonction de masse. Noter que Bin(1, p) coincide avec Ber(p).

Interprétation : Il s’agit du nombre de nombre de succes lors de n répétitions indépendantes
d’une expérience de Bernoulli de probabilité de succes p. Il nous faudra encore du temps pour
justifier cette interprétation : cela ne viendra que bien plus tard, a I'exercice [3.33], une fois la
notion d’indépendance introduite.

Le fait que cette fonction de masse définit une probabilité correspond au théoréme binomial
de Newton : développer (a + b)™ revient a choisir les indices ou 'on choisit a, soit une partie
I de {1,...,n}, puis on note qu'une telle partie s’écrit I = {1 <i; < ... < i < n} pour un
certain k € {0,...,n},

(a+b)" = Z alllpr=H1 = Z Z akprk = Z (Z) akonk,

Ic{1,..,n} k=01<i1<...<ip<n k=0

A la dernieére ligne on a noté que

Card{1<i; <...<ix <n}= =,

nxmn—1)x...x(n—k+1) (n)
k! ’

(choisir une suite de k éléments distincts de {1,...,n} sans remplacement, soit n x (n —
1) x ... xn — k+ 1 choix, puis réordonner par ordre croissant : k! suites donneront le méme
réordonnancement croissant). Il suffit maintenant de poser a =pet b=1—p.

Exercice 1.21. Soit X = (X1,...,X,) une variable uniforme sur l’ensemble fini {0,1}" des
mots binaires de longueur n. Pour x € {0,1}", on pose p(x) = > 1 x;. Montrer que p(X)
suit la loi Bin(n, 1/2).

1.5.5 Loi de Poisson

On dit que X suit la loi de Poisson de parametre A > 0 (symboliquement, X ~ Po(})), si
pour tout k € N,

2k
7)\7

P(X =k)=e 7
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Sa fonction de répartition n’admet pas d’expression plus simple que son expression générale
a partir de la fonction de masse. Le fait que la fonction de masse définisse une probabilité
correspond au DSE de la fonction exp : pour z complexe, €* =3+ %, obtenu en calculant
les dérivées successives de exp en 0.

La loi de Poisson de paramétre A > 0 peut-étre vue comme une approximation de la loi
binomiale de parameétres n et p = \/n, dés lors que p est petit. En effet, on peut vérifier
(exercice) que pour A > 0 et k € N fixés,

" (A)k (1— /\>nk‘ — e_’\)\—k n — 0o
k] \n n k!’ '

Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Theoréme 1.22 (Approximation Poisson de la loi Binomiale ; Prokhorov, Stein,...). Pour
tout n € N et p € 0, 1],

D

keN

< mi 2, 3p}.
k: | S min{2np~, 3p}

<n>pk(1 _ p)n—k — e (np)k

En particulier, si X,, ~ Bin(n,p) et X ~ Po(np), on a, pour tout sous-ensemble J C N,
|P(X,, € J) — P(X € J)| <min{2np?, 3p}.
Notons que la conséquence énoncée découle comme suit de I'inégalité triangulaire et du

premier énoncé :

P(Xn€J)—P(XeJ) =Y PXp=k) —> P(X=k)

keJ jedJ
< S IP(Xn = k) = P(X = k)|
keJ
<Y IP(Xy =k) = P(X = k)|
keN
— ny k 1— n—k _ efan
% <k>p (1-p) 2

Ce résultat montre donc que la loi de Poisson de parametre A = np est une bonne approxi-
mation de la loi binomiale de parameétres n et p des lors que p est petit (et cela indépendamment
de n, un résultat souvent méconnu).

1.5.6 Loi géométrique

On dit que X suit la loi géométrique de parametre p € ]0,1] (symboliquement : X ~
Geom(p)), si
P(X=k)=px(1-pkl keN={12..}
Sa fonction de répartition admet une expression simple (exercice) ; on rappelle que pour x € R,
la partie entiére |x] est le plus grand entier plus petit ou égal & x. On obtient alors :

{1—(1—p)m, siz >0

Fx(z) =
x(@) 0, si < 0.
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En particulier, on peut retenir la formule suivante :
P(X > k)= (1-p)*, pour tout k € N.

Une v.a. X de loi géométrique de parametre p représente le nombre de d’expériences de
Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p jusqu’a la premiere expérience fructueuse.
En effet, la probabilité d’avoir eu des échecs pendant les k — 1 premiers essais et un succes au
k-ieme essai est exactement égal & (1 — p)*~1 x p, si les expériences sont indépendantes.

Le fait que cette fonction de masse définit une probabilité correspond au DSE de la fonction
1/(1 — z). Rappelons le raisonnement : pour tout complexe z,

n

n n
sz.(l_z):sz_zzk+1:1_zn+1
k=0

k=0 k=0
donc pour z # 1, Y7, 28 = 1712_71:1 puis par passage & la limite pour pour |z| < 1,
o0
Sk
k=0
Ceci entraine, pour p €]0, 1], 322 o(1—p)F~! = ﬁ = %, c’est-a-dire 30 p(1—p)k~1 = 1.

Proposition 1.23. Soit X v.a.r. Alors X suit la loi géométrique ssi X vérifie la propriété
sutvante

PXeN)=1et P(X—k>/(|X >k)=P(X >{), pourtoutk,leN,
dite propriété de perte de mémoire.

Autrement dit, pour tout k£ € N, la loi de X —k conditionnellement a I’événement {X > k}
est la méme que celle de X : si X modélise un temps de vie, la loi du temps de vie restant ne
dépend pas de I’dge; il n’y pas de vieillissement.

Démonstration. Si la v.a.r satisfait la propriété de perte de mémoire, alors on montre par
récurrence sur l'entier £ € N* (en prenant k = 1 dans 1’énoncé précédent) :

P(X > ()= P(X > 1),

ce qui entraine

PX=0)=P(X>(—-1)—P(X >?) car P(X e N") =1
=P(X>1)"—PX >1)
=P(X >1)"11-P(X >1))

=(1-P(X =1)"1P(X =1),

c’est-a-dire que X suit une loi géométrique (dire qu’elle est de parametre P(X = 1) n’est pas
informatif car ceci vaut toujours.) La récirproque consiste en un simple calcul : Si X suit une
loi Geom(p), alors P(X > £) = P(X > 1) et ceci entraine

PUX—k>0n{X>k}) PHX>k+() P(X>1)k*

P(X-k>/l|X >k)= PX > k)  P(X>k)  P(X>1)k

O

=P(X >1)*
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Remarque 1.24. 11 est également fréquent de rencontrer la loi géométrique sur N; il s’agit
simplement de la loi géométrique décalée de 1 : précisément Y ~ Geomy(p) si Y +1 ~ Geom(p)
si

PY =k =px(1-p¥ keN={012..}.

On fera bien attention & ajouter 'indice N si on manipule cette loi ; les deux lois se rencontrent
aussi fréquemment 'une que 'autre en pratique.

1.5.7 Autres lois discrétes

Voici quelques autres lois discretes que nous mentionnons brievement ; a la différence des
précédentes, elles ne sont pas a connaitre par coeur.

Loi binomiale négative On dit que X suit la loi binomiale négative de parametres r € N
et p €0, 1] (symboliquement : X ~ NegBin(r, p), si

n—1

P(X =n)= <r—1

)p”(l —-p)"", ne{rr+1,...}

Interprétation : il s’agit du nombre de répétitions indépendantes dans une suite d’expériences
de Bernoulli jusqu’a cumuler r succes. Noter que la derniére expérience (incluse dans le
décompte) est nécessairement un succes; ainsi les » — 1 autres succes doivent étre répartis
parmi les n — 1 expériences précédentes, ce qui donne le facteur combinatoire ( ) tandis que
chaque configuration a pour probabilité p"(1 — p)"~". En particulier, Geom(p) = BN(l p). Le
fait que cette fonction de masse définit une probabilité est un calcul intéressant :

(1- q)—r ((1 - q 1 Zq (Z qjl) X ... X (Z qu) = Z qj1+...+jr

j=0 J120 Jr20 J15e053r 20

Maintenant, pour trouver le coefficient de ¢* dans cette expression, il faut se demander,
k € N étant fixé combien de r-uplets d’entier ji, ..., j, réalisent la contrainte 1y; 4 4 —p}-
Cet ensemble est en bijection avec les chemins Nord-Est du plan de (0,0) a (k,r—1), dénombré

par le coefficient binomial (T;irk), aussi :

(1-q)™ Zq ( Z 1{j1+...+j7»:k})

k>0 J1yeesJr 20
r—1 + k k
Ainsi, en réindicant et en posant ¢ = 1 — p, on tombe bien sur 'identité cherchée :
r—1+k n—1 _
1= Fl—qr =) (1—p)""p"
r—1 r—1
k>0 n>r

Remarque 1.25. 1l existe une autre convention pour la loi la loi Binomiale négative qui consiste
a compter le nombre d’échecs avant de cumuler r succes : ¢’est tout simplement la loi de X —r :

P(X —r=j)= <r:fle>p’"(1—p)jv jeN={0,1,...}
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Loi hypergéométrique On dit que X suit la loi hypergeométrique de parametres n, N, m €
N avec n < N et m < N (symboliquement : X ~ Hypergeo(n, N, m)), si

P(X =k)= kE=0,...,min{m,n}.

Interprétation : on tire sans remise un échantillon de n boules d’une urne en contenant NV,
dont m blanches et N — m noires. Si X désigne le nombre de boules blanches tirées, alors
X ~ Hypergeo(n, N, m).

Exercice 1.26. Soit Xy de loi Hypergeo(n, N,m). On suppose que m = my est une suite
telle que my /N — p quand N — oo. Montrer que

P(Xy =k) — (Z)pk(l —p)"* ke/o,...,n}.

Loi zéta (ou de Zipf) On dit que X suit une loi zéta (ou de Zipf) de parametre « si
P(X =k)=C/k*™!, keN*,

pour C' =1/ 3%, k=D = 1/¢(a + 1), avec ¢ la fonction zéta de Riemann.

1.6 Quelques variables aléatoires a densité importantes

1.6.1 Loi uniforme

Soit I C R un intervalle borné et notons |I| sa longueur. On dit que X suit la loi uniforme
sur I (symboliquement, X ~ Unif(])), si X possede la densité

fx(@) = —11().

7]

Si on note a = inf I et b = sup I, de sorte que |I| = b — a, la fonction de répartition s’écrit

0, sit<a
Fx(t) =%, site€ [a,b]
1, sit>b.

On pose donc alors la notation Unif(a, b) pour cette loi (ce qui a I’avantage de ne pas préciser
si lintervalle est ouvert ou fermé, ou ouvert en un point et fermé en l'autre). Cette loi est
I’analogue continu de la loi uniforme discrete. En effet, alors que la fonction de masse de cette
derniere est constante sur ’ensemble des valeurs que prend la variable aléatoire, c’est cette
fois-ci la densité qui est constante sur I. Insistons sur le fait que l'intervalle est nécessairement
borné : a ne peut prendre la valeur —oo, b ne peut prendre la valeur +o0o. En particulier, il
n’existe pas de mesure uniforme sur R (tout comme il n’existe pas de mesure uniforme sur N
dans le cas discret).

Exercice 1.27. Soit X ~ Unif(0,1), et a,b € R. Quelle est la loi dea-X +b?



1.6. QUELQUES VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE IMPORTANTES 29

1.6.2 Loi normale (ou gaussienne)

On dit que X suit la loi normale (ou gaussienne) de moyenne p € R et variance o2 > 0
(symboliquement, X ~ A (u,0?)), si X possede la densité

1 _E=w?
fX (:L‘) = e 20'/12‘

V2ro?

Pour calculer l'intégrale [°7 fx(z) dz, on se raméne par changement de variables & ’intégrale

de Gauss [*7, e~ dt et on montre ainsi que fx est bien une densité de probabilité, c’est-a-dire
son intégrale vaut 1.

Si = 0, on dit que X est centrée, et si 02 = 1 on dit que aussi que X est réduite. La
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N'(0, 1) est notée P :

t 1 2
O(t) = / e~ T dy.

—0o0 2T

Cette intégrale n’admet pas d’expression simple, mais elle est tabulée et disponible dans
tout logiciel de Calcullﬂ : des tables de valeurs de ® sont facilement accesibles. Notons aussi
I’encadrement suivant de la queue de distribution, de trés bonne qualité pour x grand :

Exercice 1.28. Montrer l’encadrement suivant (on pourra considérer des intégration par
parties successives de 1 — ®(t)) :

1 1\ _e 1
<t—t3>eZ§P(th)gtez, >0

La forme de la densité fx est la fameuse < courbe en forme de cloche > de Gauss. Elle est
symétrique autour de u, croissante a gauche de p et décroissante & droite. Plus o est petit,
plus la densité est resserrée autour de p. On peut facilement relier les lois normales pour les
différentes valeurs des parametres par la formule suivante :

Lemme 1.29. Si N ~ N(0,1) et p,0 €R, 0 #0, alors p+ oN ~ N (u,0?).

Démonstration. On traite d’abord le cas o > 0. Le lemme se vérifie directement a 1’aide des
définitions comme suit :

t_
P(u—i—aNgt):P(Ng “)
g

/t;" g
= e
-0 V2w 4
¢ 1 _G-w?
:/ e 202 dz
—00 V2mo2

ott I'on a posé le changement de variable affine y = *-# & la derniére ligne. Pour le cas o < 0,
ou bien on utilise la méme méthode (mais il faut faire étre attentif dans la manipulation des
inégalités), ou bien on note que, N et —N ayant méme loi, p + oN et u — oN ont méme
loi. O

N . . , E—
6. plus précisément, c’est la fonction erreur, aussi notée erf”, erf(x) = % f e~ ¥ dy qu’on trouve souvent

0
tabulée
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Pour cette raison, on définit la loi (i, 0) comme étant la loi de Dirac en p, ce n’est donc
plus une loi & densité mais une loi discrete.

La loi normale est omniprésente en sciences : elle donne en effet une bonne approximation
de nombre de lois qui décrivent des sommes de variables aléatoires. Par exemple, le théoréme
de de Moivre-Laplace dit que la loi binomiale est bien approchée quand n est grand par la loi
gaussienne :

Theoréme 1.30 (de Moivre, Laplace). Soit p €]0,1[. Pour tout n € N, soit X,, une variable
aléatoire de loi binomiale de paramétres n et p. Alors, pour tout —oo < a < b < +o0,

P(np—i—ax p(l—pn < X, <np+bx p(l—p)n)%@(b)—@(a), n — 0o

Heuristiquement, ce théoréme dit que si X,, ~ Bin(n,p), alors quand n est grand et p fixé,

Xp~np+4/p(l—p)nx N, avec N ~N(0,1)

c¢’est-a-dire qu’on approche la loi Bin(n,p) par N (np,np(1 — p)).

de Moivre fut le premier a établir ce théoreme en 1733 dans le cas particulier p = % ; et
Laplace a pu le généraliser en 1812 pour toute valeur de p €]0, 1. Il s’agit d’un cas particulier
du théoréme central limite, qui sera montré en fin de cours (nous ne ferons donc pas de
démonstration des a présent). On verra aussi quel est le sens des parametres np et np(1l — p)
et en quoi ils sont naturels. En pratique, on juge que 'approximation est bonne dés lors que
np(1l — p) > 10, critére que l'on vérifiera avant toute application lors d’un exercice.

Correction de continuité Lorsqu’on cherche a approcher une loi discrete par une loi a
densité, ’évaluation numefique des probabilités peut poser probleme. Précisément, en pra-
tique, on utilise souvent le théoréme dans le contexte suivant : a < b € Z étant deux entiers
donnés, on cherche a estimer la probabilité de I’événement :

{a < X, <b}.

Une premiére possibilité consiste a écrire :

_ a—mnp Xp —np b—np
Pla< X, <b) IP)<\/np(1—p) = v/np(1L—p) - \/"p(l_p)>

%(I)< b—np >_c1)< a— np )
np(l —p) np(l —p)
ou I'approximation est justifiée par le theoreme de de Moivre-Laplace. Maintenant, observons

que a et b étant des entiers, on aurait aussi bien pu noter 1’égalité d’événements suivante :
{a—1< X, <b+1} ={a < X, <b} et dans ce cas, on est tenté d’écrire :

1 X, — b+1—
IP’(a—1<Xn<b+1):IP><a "o _Anhp b ”p)

Vip(T—p) = /np(1—p) = /np(1 —p)
b+1—np a0 —1—mnp
np(l—p)) 2 np(l—p))

~ B
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toujours d’apres le théoreme. Quantitativement, la différence entre ces deux approximations
peut étre significative; la correction dite de continuité consiste a couper la poire en deux en
retenant 'intervalle d’extrémités a — 1/2 et b+ 1/2, et donc a retenir la valeur

(b—l— 1/2 — np) q)((z —-1/2— np>
np(1 —p) np(l —p)
comme approximation. On observe en pratique que cette correction peut donner une approxi-
mation significativement meilleure.
Une autre fagon de justifier cette approximation est la suivante : si on dispose d’une

variable discréte Xy et d’une variable a densité X qui approche celle-ci, il est naturel de
retenir comme approximation :

P(X,=k) ~P(k—1/2< X <k+1/2).

On somme ensuite sur les valeurs de k € {a,...,b}. Ici, X,, ~ Bin(n, p) et X ~ Ni(np,np(1—
p)) et si Pon pose N ~ N7(0,1), on peut écrire :

a—1/2<X <b+1/2)

P
=Pla—1/2 <np+/np(l —p)N <b+1/2)
P

a—1/2—np<N<b+1/2—np)

np(l —p) ~ V/np(l—p)
a0 +12—mp o a—1/2—np
= o np(1 —p) ® np(1 —p)

1.6.3 Loi exponentielle

On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre A > 0 (symboliquement, X ~ Exp(})),
si X possede la densité

fx(2) = Ae Mg, ()

Sa fonction de répartition admet une expression simple (exercice) :
Fx(t) = (1— e )15 (1

En particulier, on peut retenir la formule suivante :
P(X>t)=e M t>0.

La loi exponentielle est I’analogue continu de la loi géométrique. Comme elle, elle satisfait
et se trouve caractérisée par la propriété d’absence de mémoire.
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Proposition 1.31. Soit X v.a.r. Alors X suit la loi exponentielle ssi X vérifie la propriété
sutvante

PXeR)=1etP(X >t+s|X >t)=P(X >s), pourtoutt,scR"

dite propriété d’absence de mémoire.
Le lecteur est invité a comparer cette propriété a son analogue discret pour la loi géométrique.

Démonstration. Si la v.a.r satisfait la propriété d’absence de mémoire, alors on note tout
d’abord que la propriété d’absence de mémoire s’écrit : pour tout t,s € RT, P(X >t +s) =
P(X > t)P(X > s), ce qui permet de montrer pour p, g entiers naturels non nuls,

1

P(X > g) = P(X > )= P(X > 1)1,

puis par décroissance en t de t € RT +— P(X > t), il suit que pour t € R cette fois,
P(X>t)=P(X >1)l =M X:=—log(P(X > 1)),

et on reconnait la fonction de répartition de la loi Exp (de parametre —log(P(X > 1)), mais
ceci est toujours vrai ...) La réciproque est immédiate par un simple calcul. O

Lemme 1.32. Si X ~ Exp(X) pour A >0, et > 0, alors - X ~ Exp(\/p).

A
Démonstration. Soit © € R. F,.x(z) = Fx(xz/u) = (1 — e #»")1g+(x) et on reconnait la
fonction de répartition de la loi Exp(A/p). O

1.6.4 Loi gamma.

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi gamma de parameétres «, 5 > 0 (symboli-
quement, X ~ I'(«, §)) si elle admet la densité
Frl@) = Dty ()
T(a) 0oeR)
ot I'(a) = [° 2% Le~ dx est appelée la fonction gamma d’Euler; elle vérifie I'(n) = (n — 1)!
pour tout entier naturel n, et interpole donc la fonction factorielle. La fonction de répartition
de la loi I'(a, ) n’admet pas d’expression simple.
La loi gamma est une généralisation de la loi exponentielle : on retrouve Exp(8) quand
a = 1, et on verra que lorsque le parameétre « est un entier, la loi gamma de parameétres
a, 8 > 0 peut étre obtenue comme la loi de la somme de « variables aléatoires indépendantes
de loi Exp(f) (la notion d’indépendance de variables aléatoires sera introduite plus tard dazons
le cours). Les valeurs non entiéres de o donnent alors un sens a des sommes non entiéres de
variables aléatoires Exp(f), tout comme la fonction Gamma d’Euler, notée I', peut étre vue
comme une interpolation de la fonction factorielle.
Elle est aussi reliée a la loi de Poisson, et intervient par ce biais dans de nombreuses
applications :

Exercice 1.33. Soit t > 0 un réel et n € N un entier, soit X ~ Po(t) et Y ~ T'(n,1).
Montrer que
P(X <n) =P >1t).
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1l s’agit de faire subir une IPP & la quantité :

1 o0
PlY >t)= 1) /t " e dx

= (n—ll)‘ ([— /too 2" e + (n— 1) /too x”Qexdaﬁ)

= L et 4 1 /oo 2" e % dx
(n—1)! (n—=2)!'J;
et donc par récurrence finie,
» B n—1 1 i n—1 L
Y >t)= jgzo ﬁt e = jEZO P(X =j)=P(X <n)

1.6.5 Loi Beta.

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi beta de parametres a,b > 0 (symboliquement,
X ~ f(a,b)) si elle admet la densité

fX(CE) = 5((1’ b) xa_l(]' - ‘T)b_l]]-]o,l[(x)v
ou B(a,b) = fol 22~ 1(1 — )"~ !dx est la fonction beta, reliée comme suit & la fonction T,
I'(a)L(b)
b) = ——= 1.2
en particulier, si a et b sont des entiers non nuls, 5(a,b) = %, ce qui peut se prouver

par IPP. La fonction de répartition de la loi (a,b) n’admet pas d’expression simple. Nous
verrons plus tard dans le cours (une fois la notion d’indépendance introduite) que les lois 3 et
I" sont liées par des relations étroites, tous comme les fonctions 3 et I'; au passage, la relation
se justifie comme suit :

I'(a)T'(b) :/0 x“_le_zdx/o Yo le Vdy

- atb=2¢_ T va-1_Y \b-1,—(a+y)q dud
[t R ) e Ly

_ [T atb=2(_ T ya—1(_ Y b1 —(z+y)d>d
LT ([ e ey ) do

_ /Zoo §0Hb=2,—s (/OS (g)a—l(l _ ﬂsf)b—ldx) ds
_ (/OOO Sa+b1€sd8> (/01 11 _T)bldr) — T(a+b)B(a,b).

ayant utilisé Fubini positif (aussi appelé Fubini-Tonelli) & la premieére ligne, posé le changement
de variables affine x/s = r a derniére ligne, ce qui donne dr = dx/s. Dans le cas particulier
ol a et b sont des entiers, ce calcul s’exprime simplement a 1’aide du coefficient binomial (on
a un peu transformé ’expression en prenant les variables a et b plutét que a — 1 et b—1 :

a+b L b 1
<a )/ﬁ“—x)d‘”—w’
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on peut en fait donner un sens probabiliste & cette jolie identité (exercice, une fois vue la
notion d’indépendance!).

1.6.6 Loi de Cauchy.

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Cauchy, et on note X ~ C(a) si X possede

la densité :
a 1

ma? +x2’

fx(z) =

Sa fonction de répartition vaut (exercice)

t 1 t 1 t/a 1 1 1
FX(t):/ ¢ dw—/ 7——/ y =5+ arctan().

o T a2 + 22 o T 1+ (2/a)? Oo771+ 120 2

La densité de cette loi est encore en < forme de courbe en cloche >, mais elle décroit beaucoup
moins vite que la densité de la loi normale. Elle possede des propriétes remarquables, a
commencer par 1’égalité le lien suivant entre les lois de X et 1/X (variable aléatoire presque
stirement bien définie puisque P(X # 0) = 1).

Exercice 1.34. 1. Montrer lidentité arctan(t) + arctan(1/t) = 5 (14>0 — 14<0) valable
pour tout t # 0.
2. Soit X ~ C(a). Déduire de l’identité précédente la loi de 1/X.

Si © ~ Unif(—7n/2,7/2) est un angle uniforme entre —7/2 et /2, la variable aléatoire
tan(©) ~ C(1), puisque, pour t € R,

P(tan(©) < t) = P(© < arctan(t)) = % + arct;ran(t).

Interprétation : si un rayon lumineux issu de l'origine forme un angle © avec I’axe des abscisses,
lintersectuion de ce rayon avec la droite d’equation z = 1 est tan(©).

1.6.7 Autres lois a densité

A nouveau, a la différence des lois précédentes, les lois de cette section ne sont pas a
connaitre par coeur.

Loi de Weibull. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi Weibull de parameétres
a, 8 > 0 si sa fonction de répartition s’écrit

1 —exp(—(z/a)?), siz>0
0, six <O0.

Fx(z) = {
En dérivant, on obtient la densité

@) = (£) (z)ﬁlexpuw/a)ﬁ)nm

Cette loi est une autre généralisation de la loi exponentielle. Elle est utilisée entre autre pour
modéliser des lois d’usures de pieces.
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1.7 Loi d’une fonction d’une variable aléatoire

Si ¢ : R — R est une fonction et X une variable aléatoire, alors ¢(X) est encore un
nombre qui décrit le résultat d’une expérience aléatoire, il est donc naturel de considérer
©(X) comme une nouvelle variable aléatoire. Plus généralement, si ¢ est seulement définie
sur un ensemble E C R et si la variable X est a valeurs dans E, donc si P(X € E€) =0, il
y a un sens a parler de ¢(X). Pour définir ¢(X) comme une variable aléatoire, il faut alors
définir P(¢(X) € A) pour tout ensemble A. La seule définition naturelle est la suivante : pour
tout ensemble A C R, réunion finie d’intervalles disjoints,

P(p(X) € 4) = P(X € 9~ '(4)),

ot o1 (A) est la préimage de A par I'application ¢. On suppose ici que ’ensemble ¢ ~1(A) est
encore une réunion finie d’intervalles disjoints. Ceci est une hypothese sur la fonction ¢ qui
est satisfaite par toute fonction < raisonnable ». On peut vérifier (exercice), que la fonction
A P(p(X) € A) ainsi définie satisfait encore aux axiomes 1 a 4. En pratique il suffira pour
calculer la fonction de répartition de (X)) de déterminer les ensembles ¢~ 1(] — oo, 2]).

1.7.1 Fonction discréte d’une v.a.r.

Dauns le cas ou la fonction ¢ envoie le support de la v.a.r. X (quelconque) sur un ensemble
au plus dénombrable, (X)) est une variable aléatoire discréte (et ceci méme si la v.a.r. X ne
Iétait pas). Dans ce cas, la loi de ¢(X) est caractérisée par sa fonction de masse. Plutét que
d’ énoncer un théoreme général, nous détaillons la méthode a suivre sur quelques exemples.

Exemple 1.35. ¢ : R — {0,1}, p(x) = 1;>0, X une v.a. quelconque. La fonction ¢ ne prend
alors que deux valeurs, 0 ou 1. Par conséquent, la v.a. p(X) = Lx>¢ est discrete. Sa fonction
de masse est donnée par :

P(]IXZ()Zl):P(XZO), P(]}.XZOZO):P(X<O)
La v.a. 1 x>¢ suit alors la loi de Bernoulli de parameétre p = P(X > 0).

Exemple 1.36. ¢ : R, — R, ¢(z) = min(z, N) (avec N € N), X une v.a. discréte a valeurs
dans N. Puisque X est une v.a. discrete, p(X) l'est aussi. Sa fonction de masse est donnée

par
P(min(X,N):n):{;EX:n), nefo,...,N—1}

X>N) =Y yvP(X =k), n=N.

Exemple 1.37. ¢ : 0,1 = N, ¢(x) = [Nz| (avec N € N), X ~ Unif(0,1). La fonction ¢
est & valeurs dans {0,..., N — 1}, la v.a. p(X) est donc discrete. Sa fonction de masse est
donnée pour tout n € {0,..., N — 1} par :

(n+1)/N 1
P(INX| =n) = P(n/N < X < (n+1)/N) :/n/N Lde = .

La v.a. [NX | suit donc la loi uniforme sur {0,..., N —1}.
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Exemple 1.38. ¢ :]0,1[ = N, ¢(z) = |z], X ~ Exp(\). La fonction ¢ est a valeurs dans N,
la v.a. ¢(X) est donc discrete. Sa fonction de masse est donnée pour tout n € N par :
n+1
P(|[X]=n)=Pn<X<n+1)= / e N dg = e A — e AMHD — o7 _ oA

n

La v.a. | X| suit donc la loi Geomy(1 —e™?).

Exercice 1.39. Retrouver ce résultat sur la partie entiére d’une variable aléatoire de loi Exp
en comparant les propriétés d’absence de mémoire [1.23 et [1.31] satisfaites par les lois Geom
et Exp respectivement.

1.7.2 Fonction réguliére d’une variable aléatoire a densité

Dans le cas ou X est une v.a.r. a densité et la fonction ¢ est suffisamment réguliére,
alors p(X) est une encore une variable aléatoire a densité; la méthode consiste alors a cal-
culer la fonction de répartition pour en déduire la densité a 1’aide la Proposition Nous
détaillons plusieurs exemples, tout d’abord un exemple générique, c’est-a-dire avec une v.a.
X quelconque

Exemple 1.40. ¢ : R - R, ¢(z) = 22, X une v.a.r. On commence par calculer la fonction
de répartition de ¢(X) : pour = > 0,

Fya(z) = P(X? < 2) = P(—Vz < X < V&) = Fx(v/3) - Fx((—v/D)-).

C’est-a-dire :
Fya(z) = {Fx(ﬁ) ~ Fx((—va)-), @30

0, x < 0.

Si maintenant X est & densité de densité fx, alors on peut écrire que :

Fx (V) — Fx(( / fx(y)dy — /71 d@/—/ Ix(y

Il existe alors deux méthodes pour conclure :
— ou bien on observe que x — Fy2(z) est de classe C! sur | — 00, 0[ U ]0, +oo[ : par la
Proposition il suffit de dériver cette fonction (dérivation d’une fonction composée)
pour obtenir que X? est encore & densité, de densité :

fra(z) = {mfxwa fx(—vE) 730

0 sinon.

— ou bien on se met directement sous la forme de la défintion d’une variable aléatoire a
densité en utilisant deux changements de variables comme suit :

[ rxwtn= [ sty [ retay
-z —/T 0

Nz
= [ Ux (=0 + fxu)dy

z 1
-/ [Fe(=VE) + Ix(Va)l g e
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Et maintenant un exemple pratique ot X suit une loi donnée (et ou les ensembles de
niveaux sont des réunions infinies d’intervalles).

Exemple 1.41. ¢ : R — [0,1[, ¢(z) =z — |z, X ~ Exp()). On commence par calculer la
fonction de répartition de ¢(X) : pour tout = € [0, 1],

Fox)(a) = Plp(X) <)
=PO<X - |X]|<u)
— P(X] £ X < |X] +2)
=P{|X|<X<|X]+z}n U {|X] =k}) en distinguant selon la valeur de la partie entiére
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C’est-a-dire :
1— e—)\az
Foxy(z) = ﬁﬂ[o,l[(ﬁ) + 1y oo ()

et on identifie la densité via ’écriture :

T \e M
Fox)(x) = [m ﬁﬂ[og](y)dy

Une derniere méthode possible est la méthode dite de la fonction muette, elle aussi basée
sur le changement de variable, qui sera étudiée au chapitre suivant.

1.8 Simulation de lois

On conclut ce (long!) chapitre par une méthode de simulation basée sur la notion de
fonction de répartition. On appelle fonction quantile l'inverse généralisé de la fonction de
répartition défini par :

Fx'(y) =inf {z: Fx(z) >y}, y€]0,1]

On énonce d’abord quelques propriétés de la fonction quantile (non nécessaires pour la
méthode de simulation qui suit, et qu’on pourra sauter en premiere lecture).

Lemme 1.42. La fonction quantile F)El est croissante, continue d gauche et admet des limites
a droite.
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On note que les proprietés de continuité sont échangées par rapport a celle de la fonction
de répartition Fx. Notons aussi que la preuve (purement analytique) de ces propriétés se base
sur les seules hypothéses de croissance et de continuité a droite de Fx.

Démonstration. Siy < zsont deux réels dans |0, 1], on a I'inclusion d’ensembles {z : F'(z) > y}
{x: F(z) > 2} qui implique bien F~!(y) < F~1(z) : c’est la croissance. Si maintenant (),
est une suite croissante de ]0, 1[, avec y = limy,, €]0, 1[, considérons z = lim,, F~*(y,). Alors
F(z +¢€) > y, pour tout n donc F(z +¢€) >y d'ott z + € > F~l(y) puis z > F~!(y). Par
croissance de la suite (y,,), et de F~!, on a par ailleurs toujours l'inégalité dans I'autre sens :
z < F~1(y), d’on Iégalité annoncée, et la continuité & gauche. L’existence des limites & droite
découle de la propriété de croissance. O

Donnons un exemple pour lequel F~! ne sera pas continue & droite : supposons qu’on
puisse trouver y €]0,1[ et 1 < x2 tels que F(x1) = F(x2) = y (c’est a dire que [z1,x2]
est un intervalle de constance de la fonction F') alors, si (y,), est une suite strictement
décroissante de limite y, on a F~1(y,) > x5 tandis que F~!(y) < 1, en conséquence de quoi :
F~Yy,) — F~'(y) > 29 — 21 > 0.

L’intérét de la fonction quantile est de permettre la simulation tres simple de la variable
aléatoire associée :

Proposition 1.43. Soit U variable aléatoire de loi uniforme Unif(0,1) et X une var. Alors
FNU) suit la loi de X

L’intérét de la méthode réside dans le fait qu’elle vaut quelque soit la variable aléatoire
réelle X (on utilise seulement la notion de fonction de répartition).

Démonstration. 11 suffit de vérifier par double inclusion que quelque soit u, z €]0, 1],
Fyl(u) <z ssiu< Fx(z),

et on conclura alors en prenant les probabilités des deux événements {Fy ' (U) < 2} = {U <
Fx(x)} : P(FNU) < x) = P(U < Fx(x)) = Fx(z) et donc Fy-1(U) a pour fonction de
répartition F'x, ce qui suffit a conclure.

Supposons Fil(u) < x.Posons y = F)}l(u). Alors quelque soit € > 0, F'x(y+¢€) > u et par
continuité a droite de Fx, on tire Fx(y) = Fx(y+) > u. Comme par ailleurs Fx(y) < Fx(z)
suit de la croissance de F'x, on a bien u < Fx(z) comme attendu. Réciproquement, si ’on
suppose u < Fx(x), alors z € {z : Fx(z) > u} donc Fy'(u) < z suit de la définition de Fy
comme 'infimum de ’ensemble {z : Fx(z) > u}. O

Attention, on n’a pas toujours FxoFy ' (u) = u : considérer le cas ot Fx (z—) < u < Fx(z)
par exemple; de méme on n’a pas toujours F)El o Fx(x) = z, considérer le cas ou il existe
w < z tel que Fx(w) = Fx(x) : nous invitons le lecteur a faire des dessins dans chacun de
ces cas.

De fagon intéressante, le calcul de F)}l permet souvent de comprendre la dépendance
d’une loi en ses parametres. Considérer le cas des deux exemples suivants :

Exemple 1.44. X ~ Exp()\). Pour y €0, 1], Fy;'(y) = M : ainsi M (ou encore

71%@ qui a méme loi) suit la loi Exp(A) et donc AX ~ Exp(1).
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Exemple 1.45. X ~ C(a), Pour y €]0,1[, Fx'(y) = atan(r(y — 1)), ainsi atan(r(U — 3))
(ou encore atan(m(U)) qui a méme loi) suit la loi C(a) et donc X/a ~ C(1).

En pratique le calcul numérique de F~! peut étre long (comment calcule-t-on un “log”
sur une machine ?) et d’autre méthodes (comme la méthode du rejet) sont utilisées dans ce

cas.
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Chapitre 2

Espérance et moments

Supposons qu’on lance une piece équilibrée n fois et qu’on s’intéresse & la proportion de
lancers < pile > parmi ces n lancers. Puisque la piéce est non biaisée, chaque face a probabilité
1/2 d’apparaitre, et on s’attend alors a ce que la proportion de piles approche 1/2 quand
n tend vers l'infini : c’est l'interprétation dite fréquentiste, dans laquelle les probabilités
s'interprétent comme une fréquence d’apparition limite. Plus généralement, supposons qu’on
ait une variable aléatoire X décrivant le résultat d’une expérience aléatoire et qu’on répete n
fois cette expérience en notant x1,...,x, les valeurs de cette variable aléatoire observées lors
des n répétitions (le cas précédent correspond & X qui suit la loi Bernoulli de parameétre 1/2).
On s’attend alors a ce que la moyenne (X3 +- - -+ X,,)/n approche une constante quand n tend
vers l'infini, égale a la somme sur les valeurs possibles de la variable aléatoire X des valeurs
possiblement prises par la variable fois leur probabilité ; cette somme pondérée, qui serait en
un sens la moyenne de la variable aléatoire X, est appelée I'l’espérance de la variable aléatoire
X, quelquefois l'espérance mathématique, et notée E[X]. La définition de l’espérance de X
(et plus généralement, celle de f(X) ou f est une fonction) est I'un des concepts les plus
importants en théorie des probabilités.

L’espérance permet de définir les moments d’une variable aléatoire ; la suite des moments
fournit en retour une description de la loi qui peut étre utile : dans certains cas, elle caractérise
la loi; surtout, elle fournit des bornes intéressantes sur les probabilités d’événements qu’on
ne peut calculer directement. Elle est aussi utilisée pour définir la fonction génératrice des
moments, qui fournit encore une autre facon de décrire la loi de la variable aléatoire, tout
comme la fonction de répartition, mais avec un résultat souvent plus explicite (I’expression
de la fonction de répartition ne se simplifieque rarement).

2.1 Espérance d’une variable aléatoire

2.1.1 Variable aléatoire positive ou nulle

Dans le cas ou X est une variable aléatoire positive ou nulle on peut toujours définir son
espérance :

Définition 2.1. Soit X une variable aléatoire positive ou nulle, discréte ou a densité . Alors

41
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Uespérance de X, notée E[X] € [0, 00|, est définie par

Z xP(X =x) si X est discrete
BIX] = { Toae
/ zfx(z)dr si X admet la densité fx,
0

et on dit que X est intégrable si la somme ou l'intégrale dans ’expression précédente est
convergente.

L’espérance E[X] est intuitivement la moyenne pondérée des valeurs que X peut prendre,
les poids étant les probabilités que ces valeurs soient prises. On peut la rapprocher a la notion
de centre de gravité au sens de la mécanique. Pour illustrer cette analogie, supposons d’abord
que X est discrete et notons x; les valeurs que peut prendre X. Imaginons-nous alors des
masses situées sur l'axe réelle aux abscisses z; et de poids P(X = ;). L’espérance E[X]
correspond alors a l'abscisse du centre de gravité de ce groupe de masses. Si X est a densité,
alors on s’imagine une masse d’une unité répartie continuellement sur axe réelle selon la
densité fx. L’espérance E[X] correspond alors encore a l’abscisse du centre de gravité de
cette masse.

Insistons en particulier sur le fait que ’espérance d’une variable aléatoire positive est
positive (les termes de la somme, comme 'intégrande dans l'intégrale sont positifs) : c’est la
positivité de l'intégrale.

Exemple 2.2. Soit X ~ Ber(p), p € [0,1]. Alors
EX]=0-(1-p)+1-p=p

Interprétation : en répétant n fois une expérience de Bernoulli de probabilité de succes p, on
s’attend a ce que la proportion de succes approche p quand n tend vers 'infini.

Exemple 2.3. Soit X ~ Geom(p), p € ]0,1]. Alors

o0

E[X] =) np(l—-p" = ;,

n=1

ou la derniére série se calcule par dérivation de la série entiere Y o2 (1 —p)™ = % a l'intérieur
du disque de convergence, c’est-a-dire pour |1 — p| < 1. Interprétation : Quand on répéte
une expérience de Bernoulli de probabilité de succes p jusqu’a ce qu’elle réussisse, on doit la
répéter en moyenne 1/p fois. Par exemple, si une expérience a 5% de chance de réussir, il faut
la répéter en moyenne 1/0.05 = 20 fois jusqu’a ce qu’elle réussisse.

Exemple 2.4. Soit X ~ Exp(A), A > 0. Alors

oo 1
E[X] = /0 zhe M dx = N

Interprétation : Une piece ayant un taux de panne constant égal & A a une durée de vie de
1/X en moyenne.

Toutes les variables aléatoires précédentes sont intégrables.
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2.1.2 Variable aléatoire signée

Définition 2.5. Soit X une variable aléatoire discrete ou a densité. On dit que X est
intégrable si

Z |z|P(X =x) < oo siX est discrete,
x—i—oo
/ |z|fx(z)dr < oo si X admet la densité fx.
— o
Dans ce cas on définit ’espérance de X par la formule suivante :
Z zP(X =x) si X est discrete,

BIX] =4 T
/ xfx(r)dr si X admet la densité fx.

—0o0

On connait déja une loi non intégrable, c’est la loi de Cauchy. En effet, si X ~ C(a), alors

a |zl
A;-a2+x2dx:m,

car l'intégrande est équivalent & C'//x en +oo par exemple.

Exemple 2.6. Soit X ~ Unif(a,b), a < b. Alors

by 1 a+b
E[X] = de = 12210 =
X = [ o de= el = 4,
car b> — a®> = (a + b)(b — a). Interprétation : Le centre de gravité d’une masse répartie

uniformément dans 'intervalle [a, b] se trouve au point d’abscisse (a + b)/2.

2.2 Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire

Il sera utile d’étendre la définition de ’espérance ci-dessus a l'espérance d’une fonction
d’une variable aléatoire.

Proposition 2.7 (Formule de transfert). Soit X une variable aléatoire discréte ou d densité
et ¢ : R — R une fonction. p(X) est une variable aléatoire intégrable ssi

Yoole@)|P(X =z) <oo siX est discréte
[ e(@)|fx(z)de < oo si X admet la densité fx.

Dans ce cas, son espérance est donnée par :

Z o(x)P(X =z) si X est discréte

Elp(X)] = { T+oo (2.1)
/ o) fx(x)dx si X admet la densité fx.

—0o0
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Notons que l'intégrabilité garantit 1’absolue convergence de la série/intégrale qui donne
lespérance. Cette définition généralise celle de E[X] qu’on retrouve en prenant pour ¢ l'ap-
plication identité ¢(z) = x. Appliquant cette définition avec ¢ = 1 4, on retrouve bien :

E14(X)]=1-P(X € A)+0-P(X ¢ A) = P(X € A),

ce qui est cohérent avec ’exemple puisque 1 4(X) suit une loi de Bernoulli de parametre
P(X € A).

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou X est discrete. Alors ¢(X) l'est aussi et :

Ple(X)=y) =Y P(X = 2)Lym)y

On commence par traiter ’énoncé au sujet de l'intégrabilité, en écrivant la suite d’égalités
suivantes, dans [0, +00] & 1’aide de Fubini positif :

Ey: [y P(p(X Z [yl ZP Lp(a)=y
= Zyjzw: |0(2)| P(X = 2)Ly(p)=y
= ;w(m)P(X =) Lipa)=
= Zx: |o()|P(X = fC),y

On en déduit bien que

Z\yIP <ooss12|s0 = z) < 00
Ainsi :
= Xy:yP(sO( ZyZP ()=
= Eyigw 2)P(X = ) Lp()=y
= Zz: p(@)P(X =) Y L)y
= %:w(fv)P(X =),

On considére maintenant le cas ou X est a densité. On traitera seulement ici le cas ou ¢
est C! et de dérivée ¢'(z) > 0 pour tout z € R. Alors il existe —0o < a < b < +oo tels que
Im(yp) = (a,b). Soit x € Im(¢p). On a alors :

P(p(X) <) = P(X < ¢~ '(2))

e H(x)

- [ g
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puis on étand facilement I'énoncé & = € R, ce qui permet d’identifier fx (¢ =1(%)) (™) (¥) Lime(y)
comme une densité de p(X). Maintenant,

Ble00) = [ty = [ uixe @) W) dy

—00 o0

-
= [ e@ix@da.

par un changement de variable * = ¢~ 1(y), dz = (¢~ 1) (y)dy. Ceci conclut la preuve du
théoreme. 0

Une conséquence importante qui découle tres facilement de la formule de transfert est la
suivante :

Corollaire 2.8 (Linéarité de l'intégrale). Si fi et fo sont des fonctions telles que fi1(X) et
J2(X) sont intégrables, alors (f1 + f2)(X) est intégrable et

E[(fi + f2)(X)] = E[f1(X)] + E[f2(X)],

En particulier, si X est intégrable,
ElaX + b = aE[X] + b,

Démonstration. Et dans le cas ou X est une variable aléatoire discréte. Noter qu’on a la droit
de découper la somme en 2 car fi(X) et fo(X) sont intégrables :

E[(fi+ f2)(X)] =D _(fi(x) + fo(z))P(X = z)
=Y filz)P(X =2)+ > fao(z)P(X = x)
= E[f1(X)] + E[f2(X)]

De méme, si X est a densité, par (2.1),

B+ 2001 = [ () + ) (o) do
+00 400

= | h@fx@det [ fo2)fx(@)de

= E[f1(X)] + E(f2(X)).
Pour le deuxiéme item, on prend seulement fi(z) = a.xz et fao(x) = b. O

Une conséquence directe du théoreme de transfert, de la linéarité et de la positivité est le
résultat suivant de comparaison, dont la preuve est laissée au lecteur :

Lemme 2.9. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I. Si ¢1,p2 : I — RY vérifient
01 < pa, alors E[p1(X)] < Elp2(X)]. En particulier, si p2(X) est intégrable, alors p1(X)
est intégrable.

Pour les variables aléatoires de loi symétrique, certains calculs d’espérance peuvent se
simplifier.
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Définition 2.10. On dit que la loi de la variable aléatoire X est symétrique si X et —X sont
égales en loi, c’est-a-dire que pour tout A C R,

P(Xe€A)=P(-XecA).

On peut encore écrire cette derniere égalité : P(X € A) =P(X € —A)si —A={—z,z €
A}. Notons la condition suffisante suivante :

Lemme 2.11. La loi de X est symétrique dans les deux cas suivants :
1. X est une variable aléatoire discréte dont la fonction de masse est paire.

2. X est une variable aléatoire a densité dont une densité est paire.

Démonstration. Si X est une variable aléatoire discrete dont la fonction de masse est paire :

P-X €A =PXec-A)= > PX=z)= > PX=-mz)=> PX=u)=PXcA)
TLE—A —rL€A TEEA

Si X est une variable aléatoire a densité dont une densité est paire :

P(—X € A) = P(X € —A) :/R]I,A(x)fx(:c)da::/R]I,A(—a:)fx(—x)dx:/R]IA(x)fX(a:)daz
O

Lemme 2.12. Soit X une variable aléatoire symétrique et ¢ : R — R une fonction impaire,
c’est-a-dire p(—x) = —p(z) pour tout x € R, telle que (X)) est intégrable. Alors

Elp(X)] =0
Il est clef ici que la variable considérée soit intégrable.

Démonstration. On note simplement que :

oi
E[p(X)] = Elp(=X)] (X =-X)
= E[—p(X)] (¢ impaire)
= —Elp(X)] (linéarité de ’espérance).
Par conséquent, E[p(X)] = 0. O
Par exemple, si X est symétrique et intégrable, alors F[X] = 0 (utiliser ¢(z) = x). si
l'on note x4 = max {x,0} = 21,50 et v = max{—=z,0} = —zl,-o les parties positives et

négatives du réel x, qui vérifient x = x4 — z_ et |x| = x4 + z_. On peut relier 'intégrabilité
d’une variable aléatoire a celle de ses parties positives et négatives comme suit :

Lemme 2.13. Soit X une variable aléatoire. X est intégrable ssi |X| est intégrable ssi X
et X_ sont intégrables. Dans ce cas, on peut alors écrire :

E[IX|) = E[X.] + E[X_] et E[X] = E[X.] - E[X_].
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2.2.1 Caractérisation des lois de fonctions de variables aléatoires

La formule dite de transfert permet de caractériser la loi d’une fonction d’une variable
aléatoire ; on comparera cette méthode avec celle exposée a la section qui utilise la seule
notion de fonction de répartition. Les deux méthodes sont également recevables, et vous
pouvez choisir celle que vous préférez. La proposition suivante permet de caractériser la loi
d’une variable aléatoire g(X).

Proposition 2.14. Soit X une v.a.r, et g : R — R une fonction. S’ existe une fonction
f R — R pour toute fonction ¢ bornée,
= [ e @y

alors f est une densité de probabilité, et g(X) est une v.a.r. a densité de densité f.

La fonction ¢ porte le nom de "fonction test” ou encore ”fonction muette” : aussi la
méthode est quelquefois appelée méthode de la fonction muette. Pour que le résultat se mette
sous la forme demandée il faut en fait partir d’'une v.a.r. X a densité.

Démonstration. 1l suffit de choisir ¢ = 1j_, 4 : on alors

Po(X) <) = Bl (0O = [ @ity = [~ 50

et puisque la fonction de répartition caractérise la loi, la v.a. g(X) admet bien f pour densité.
O

On note qu’il suffit en fait que la classe de fonctions ¢ pour laquelle la propriété vaut
contienne les fonctions (]11700@1,3; € R), ce qui revient a appliquer la caractérisation des
lois par les fonctions de répartition. Conceptuellement il n’y a pas de différence entre les
deux méthodes, et on pourrait méme argumenter que ’emploi d’une fonction test obscurcit
le propos par rapport a l'usage de la seule fonction de répartition. Les exemples suivants
pourront aider a faire son choix entre les deux méthodes.

Exemple 2.15. g: R -+ R, g(z) = 2%, X une v.a.r. a densité, de densité fx, p bornée.

E[p(X?)] :/Rw(ﬁ)fx(w)dx
= [ o) xar s / " o) )

= /OO p(y)fx( dy+/ )2\1fd3/

= [ 6w (x (=) + Lx (V) T (9)dy
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g:R—=>R, g(x)=|z|, X une v.a.r. a densité, de densité fx, ¢ bornée.

Elp(1X)] = [ elle)fx(x)de
= [ eto)x@ie+ [ e@ i@

g:R=>R, g(z)=z—|z], X ~Exp(}),

g:R=>R, g(z)=1/z, X ~C(a),

1)a 1 d

x 7ra2+:c2

Elp(1/X)] = [ o
e e e A et
/ 7ra2 1(11/)2;%"’_/0 N )a#@
/ 17/ra l/a)1 12

Y ;a?—i—(%)? 2
dy

donc g(X) ~ C(1/a).
Cette proposition a évidemment son pendant discret, dont la preuve est similaire.

Proposition 2.16. Soit X une v.a.r, et g : R — R une fonction. S’il existe un ensemble S
au plus dénombrable et une fonction p : S —]0,4o00| telle que pour toute fonction ¢ bornée,

= opy)

yes

alors g(X) est une variable aléatoire discréte, de fonction de masse p.
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Un nouvel exemple dans ce dernier cadre.

Exemple 2.17. g : R — R, g(z) = |z, X ~ Exp()\) une v.a.r. & densité, de densité fx,

Il
[~]#
S}
S

:\:
t
>

)

N
g
=

)

n=0

= i p(n)(e X — e A
n=0

=3 plme (1 - e
n=0

Donc | X | est un v.a.r. discréte de fonction de masse n € N P(| X | =n) = e (1 — ™).

2.3 Moments et quantités associées

Définition 2.18. Si X est une variable aléatoire telle que X* est intégrable, alors on dit que
X admet un moment d’ordre k£ et on appelle la quantité E[Xk], k € N* son k-iéme moment
(ou le k-iéme moment de sa loi).

On dit encore que X est de puissance k intégrable lorsque X* est intégrable. Les moments
d’une variable aléatoire décrivent différents aspects de sa loi. Aussi et surtout ils permettent
de donner des bornes sur des probabilités d’événements, comme nous le verrons plus loin dans
ce chapitre. Nous allons nous concentrer dans ce cours sur les deux premiers moments (c’est-a-
dire k = 1,2), qui sont les plus importants. Tout d’abord quelques généralités. Formellement,
on peut toujours définir les moments pairs, puisque la fonction z — z* est positive pour k € N
pair, mais ces moments peuvent alors étre infinis.

Lemme 2.19. Soit k < m deux entiers. St X admet un moment d’ordre m, alors X admet
un moment d’ordre k et

E[|X|*] < B[|X|"] +1

Démonstration. On note que |x]k < 1+ |z|™ pour tout z € R et on applique le lemme de
comparaison [2.9] O

On note que les moments impairs sont simples & calculer quand la loi est paire :

Lemme 2.20. Si la loi de X est symétrique, et X admet un moment d’ordre k € N impair,
alors E[X*] = 0.

Démonstration. C’est une application du lemme avec la fonction ¢(z) = z¥ impaire
puisque k est impair. O



50 CHAPITRE 2. ESPERANCE ET MOMENTS

2.3.1 Espérance

Le premier moment E[X] est défini pour toute v.a.r. intégrable, ou positive ou nulle. Il
est appelé [’espérance ou la moyenne de la variable aléatoire X, et dans le cas ou E[X] = 0,
on dit que la v.a. X est centrée. Notons qu’il est toujours possible de centrer la v.a. X en
lui retranchant son espérance : on appelle X — E[X] la variable centrée; par linéarité de
I'espérance, on a bien E[X — E[X]] = F[X]| - E[X]=pu—u=0.

2.3.2 Variance

Le second moment est F[X?], il est défini pour toute variable aléatoire, puisque X? > 0,
mais il peut étre infini.

Définition 2.21. Soit X variable aléatoire. On dit que X est de carré intégrable si F[X?] <
+o00. Dans ce cas, la variance de X est définie par

Var(X) = E[X?] — E[X]?.
Si X est de carré intégrable, X admet un premier moment, donc la définition utilisant
E[X?] et E[X] est légitime. Une définition équivalente plus intuitive est la suivante :

Lemme 2.22. Soit X wvariable aléatoire de carré intégrable. On a aussi :
Var(X) = E[(X — E[X])?]

De la définition comme du lemme, on a que Var(X) > 0 (utiliser Jensen pour la définition
ou la positivité de la fonction carré pour le lemme). La variance est un coefficient de disper-
ston : il mesure comment les valeurs de X sont étalées autour sont espérance. Si la variance
est grande, les valeurs sont tres étalées, alors que si la variance est petite, les valeurs sont
concentrées autour de I’espérance. (Un cas extréme est donnée par une v.a.r. de variance nulle,

voir [2.24])
Démonstration. On écrit :

(X — E[X])? = X? - 2XE[X] + E[X]?

relation dont on prend l’espérance (noter que tous les termes a droite sont bien intégrables) ;
grace a la linéarité de I’espérance, on obtient :

E|(X - B[X])?}] = B|X?-2X B[X]+ B[X]?| = E[X?|-2E[X]E[X]+ E[X]* = E[X?]- E[X]*
0

Si X a une < dimension > , c’est a dire si X mesure une quantité qui possede une dimension
physique (par exemple une longueur en metres), alors la variance aura comme dimension le
carré de la dimension de X (par exemple meétres carrés). Pour obtenir une quantité de la méme
dimension que X on prend alors la racine carrée de la variance qu’on nomme écart-type, noté

souvent o > 0, et définit par
o =4/ Var(X).

Cela conduit & noter la variance par o2. L’écart-type donne I'ordre de grandeur de la distance
entre les valeurs typiques de X et son espérance p.
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Définition 2.23. Si X est une v.a. de carré intégrable, d’espérance u et d’écart-type o > 0,
on appelle
X —p

g

la variable centrée réduite (ou simplement variable réduite) associée a X.

Elle est d’espérance nulle et de variance égale a 1 (et écart-type égal a 1), car

X — 1 1
E{ “}:E[X—u]:xozo
g g

2

Var (X - “) _E [(X - “ﬂ = LEx 7= %Var(X) _ 1

o g g

En pousuivant le raisonnement « dimensionnel > ci-dessus, la variable centrée réduite est une
quantité adimensionnelle, car c’est le quotient de deux quantités de méme dimension. Passer
a la variable centrée réduite est le moyen « naturel > de normaliser une variable aléatoire de
telle facon a obtenir une variable d’espérance nulle et de variance 1.

Propriétés de la variance. Nous résumons ici quelques propriétés importantes de la va-
riance :

Proposition 2.24. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable.

1. Sia,beR,
Var(aX + b) = a® Var(X)

(avec 0 x 0o = 0). En particulier, Var(X + b) = Var(X).

2. Var(X) =0 si et seulement si X est p.s. constante, c’est-d-dire que X ~ 0.

Démonstration. 1. Par linéarité de l'espérance, E[aX + b] = aE[X]|+b = ap +b, si bien
que

Var(aX +b) = E[(aX + b — E[aX + b])?]

= E[(aX +b—aBE[X] + b)?
= Bla®(X — E[X])?]
= a® Var(X).

2. On définit la variable aléatoire Y = (X — p)2. Alors Y > 0 et Y = 0 si et seulement si
X = u. Le Lemme ci-dessous appliqué & Y donne alors

X ~d, < E[Y]|=0 < Var(X) =0.

Lemme 2.25. Soit Y une v.a. positive. Alors Y ~ &y si et seulement si E[Y] = 0.

La preuve de la réciproque (I'implication non évidente) sera faite a la fin de la Section
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L’espérance est la constante qui approche le mieux la variable aléatoire Dans le
cadre des variables aléatoires de carré intégrable, une fagon naturelle d’introduire espérance
et variance est de les voir comme solution du probleme d’optimisation suivant :

Lemme 2.26. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. On a :

Var(X) = min B[(X - 0)?],

et le minimum est atteint en un unique élément a égal a E[X].

Cet énoncé dit que la constante qui approche le mieux la variable aléatoire X au sens de la
distance (X,Y) — E[(X —Y)?] (dite des "moindres carrés” ou encore du "risque quadratique”,
un terme plus particuliérement employé en économie) est la constante égale a F[X].

Démonstration. Par linéarité de l'intégrale,

E[(X — a)%] = E[a* — 2aX + X?]
= a’® — 2aE[X] + E[X?
= (a - E[X])* + (BE[X?] - E[X]?)
= (a — E[X])* + Var(X)
> Var(X),

avec égalité si et seulement si a = E[X]. O
Un corollaire simple de ce résultat est alors que

Corollaire 2.27. Soit X variable aléatoire a valeurs dans [0,1]. Alors X est de carré intégrable
et
Var(X) <1/4

Démonstration. D’apres le lemme précédent, pour tout y € R, Var(X) < E[(X —y)?]. On
choisit alors y = 1/2 et on observe que | X — 1/2| < 1/2 implique alors : Var(X) < E[(X —
1/2)?] < E[1/4] = 1/4. O

On peut se demander quelle constante approche le mieux une variable aléatoire au sens
de la norme L' cette fois, c’est-a-dire en quel point a — E[|X — al] atteint son infimum (en
fait un minimum). C’est un exercice plus ardu, qui conduit a I'introduction de la notion de
médiane.

2.4 Fonction génératrice des moments

On définit pour tout réel ¢, la fonction génératrice des moments px de la variable aléatoire
X par
px(t) = E[e"X] €10, +o0].

Comme son nom l'indique, ¢’est un outil adapté au calcul des moments au moyen de développements
en série entiere :
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Proposition 2.28. Supposons qu’il existe tg > 0 tel que px(t) < oo pour tout |t| < to. Alors
pour tout |t| < to,

00 +k
k
k=0
et le rayon de convergence la série entiere du membre de droite est supérieur ou égal a tg.
Dans ce cas, px admet des dérivées a tout ordre sur | — to;to| et on a, pour tout k € N*,

E[X"] = o{(0),

ot (pg?) est la k-iéme dérivée de la fonction px.

Démonstration. On suppose X discrete, la preuve pour X a densité étant tres similaire. On
montre d’abord que E[elXl] < oo pour tout [t| < tg. En effet, el < et 4 e~ pour tout
x € R et donc

B[] < B[] + E[e™] < oo,

par hypothése. Ceci garantit I'intégrabilité de e/X pour |t| < tg, et on calcule alors pour ces
valeurs de t,

px(t) = Ble"]
= Z e"P(X = 1)

(o) x k
=Y (Z (tk!) P(X = x)) .

T

Puisque
o |ta|? X
Z Z—P(X:x) = E[e"™] < o0
= \iD k!

le théoréme de Fubini s’applique et donne :

= (- (ta)t
@X(t)zz<z : P<X=m>>,

k=0 z

c’est-a-dire que cette série (en k) converge et a comme limite ¢x(f). En réarrangeant, on
obtient

9] k
px()=3" (Z P = x>> "

k=0 T

o0 tk
=Y E[Xk]g.

k=0 ’

En particulier, cette derniére série entiére converge pour tout |t| < tg, si bien que son rayon
de convergence est supérieur ou égal a ty. Le résultat sur les dérivées successives en 0 en
découle. O

La fonction génératrice permet non seulement de retrouver les moments, mais également
toute la loi. Ceci est le contenu du théoréme suivant (admis) :
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Theoréme 2.29. Supposons ¢x finie dans un voisinage de 0. Alors la loi de X est l'unique
loi de fonction génératrice px.

Nous donnons maintenant plusieurs exemples :

Exemple 2.30. Soit a,b € R. La fonction génératrice des moments d’une combinaison linéaire
s’exprime simplement :

‘PaX+b(t) _ E[et(aXer)] — E[e(at)X]etb — (px(at)etb.

Exemple 2.31. X ~ Po(\), A > 0. Alors pour tout t € R,

/\
ox(t) = Zem A —,\Z _ Met-1)
Exemple 2.32. X ~ N(0,1). Alors pour tout t € R,
+oo 2 dx

t) = e 7 /24t

SOX( ) /—oo vV 2w
_ / T etz AT
_ V2

+oo d
— ot [ (y=a-1)

2
—

SiY ~N(u,o0?),alors Y lof u~+oX, donc

ey (1) = eMox (ot) = TN,

En particulier, si X ~ N(0, 1), on retrouve les moments de X par unicité du développement
en série entiere (DSE) :

> t2/2 X, (2k)! 12k

Z =D

k )
2 2 SRR (2R)]
si bien que E[X2¥*!] = 0 pour tout k € N, et
k) Fo
E[X?] = ok 1:[1(21 - 1),

cette derniére quantité étant également notée (2n — 1)!!. En particulier, E[X*] = 3.

Exemple 2.33. X ~ Exp(1). Alors

1254 (t) - / etmefx dxr = / 67(177&)55 dr = {1_t7 <
0 0

400, t>1.

On reconnait une série géométrique :

[e%e) . oo tk
=2 t"=2 ko
k=0 k=0

et on en déduit par unicité du DSE que E[X*] = k! pour tout k € N.
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2.5 Inégalités

Nous présentons trois inégalités faisant intervenir I’espérance d’une variable aléatoire.

2.5.1 Inégalité de Markov

L’inégalité de Markov est 'inégalité fondamentale permettant de borner des probabilités
par des espérances. Cette inégalité repose sur une inégalité simple de fonctions élémentaires.

Lemme 2.34. Soity >0 et x > 0. Alors

<

Ty>e <~

8

Démonstration. On distingue les deux cas : si y > z, alors 1>, = 1 < y/z, et si y < x, alors
0 <y/z, car y et = sont positifs. ]

Lemme 2.35. Soit X une v.a. et B C R. Alors
P(X € B) = E[ILXGB].

Démonstration. La v.a. 1xecp suit la loi de Bernoulli de parametre P(X € B) car elle est
a valeurs dans {0, 1} et elle vaut 1 avec probabilité P(X € B). Son espérance vaut alors
P(X € B). ]

Theoréme 2.36 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a. positive. Alors pour tout x > 0,

E[X]

P(X zx) <

Démonstration. Soit x > 0. Puisque X > 0, le Lemme montre que 1x>, < X/z. Par le
Lemme [2.35
X E[X]

P(X 2 2) = Ellxsd < B[ 7] = 55

par linéarité de ’espérance. ]

Corollaire : preuve du Lemme[2.25 Si1'Y ~ dp, alors par définition de l'espérance, E[Y| =
0x1=0.SiY o dp, alors il existe x > 0 tel que P(Y > z) > 0. Par I'inégalité de Markov,

E[Y]>P(Y >z) xz > 0.

Ceci conclut la preuve. O

2.5.2 1Inégalité de Tchebychev

Theoréme 2.37 (Inégalité de Tchebychev). Soit X une v.a. d’espérance finie. Alors pour
tout x > 0,

P(X - BX]| > 2) < Y2X).

2
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Démonstration. On remarque que
P(|X — E[X]| > ) = P((X — E[X])* > 2?).

La variable (X — E[X])? étant positive, on peut appliquer I'inégalité de Markov (Theorem [2.36))
pour obtenir
E[(X - BIX)?]  Var(X)

P(X — B[X]| > 2) < == =

2.5.3 Inégalité de Jensen

Soit I C R un intervalle. On rappelle qu'une fonction ¢ : I — R est convexe si pour tout
x,yel, te|0,1],
otz + (1 —t)y) < to(z) + (1 —t)e(y).
Remarque 2.38. On note que si X est une variable aléatoire telle que P(X = z) = p,P(X =
y) = 1 — p, alors I'inégalité précédente s’écrit encore trés simplement :

p(E[X]) < Elp(X)]-

L’inégalité de Jensen consiste en la généralisation de cette inégalité aux variables aléatoires
réelles X intégrables.

Si ¢ € C?(I), alors f est convexe si et seulement si " > 0. Des exemples sont les fonctions
(z+— €%), (x— e ) et (z+— |z|) pour k > 1.
Une fonction ¢ telle que —¢p est convexe est dite concave. Exemples :
(x>0 logz) et (x>0 zF) pour k <1

On admet qu’une fonction convexe admet des minorants affines en tout point : si xg € I,
alors il existe a € R tel que pour tout z € I,

(o) + alz —20) < ().

(Dans le cas ou f est dérivable en xp, on peut simplement choisir a = f’(z¢); sinon,
de la convexité, f admet des dérivées & gauche et & droite distinctes, avec nécessairement
f'((zo)—) < f'((z0)+) ; tout nombre a € [f'((xo)—), f'((x0)+)] convient alors.)

Theoréme 2.39. Soit X une v.a. d’espérance finie, a valeurs dans un intervalle I C R et
@ : I — R conveze. Alors
p(B[X]) < Elp(X)],

inégalité dans lequel le membre de droite peut étre infini.

Noter les deux cas particuliers suivants (variables aléatoires discrétes/a densité) : si les
(pi) sont des réels qui somment a 1, et les réels (xy ) sont tels que > prlzk| < oo

® <Zpkxk> <Y olar)pr,
k k

et si f: R — RT est une densité telle que [ |g(z)|f(z)dz < oo, alors

o [o@r@e) < [olge) )i
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Démonstration. Posons xg = E[X]. On peut alors montrer qu'il existe a € R, tel que pour
tout x € R,

p(zo) + a(z —x0) < p(x).

Par conséquent,
Elp(X)] = Elp(o) + a(X — x0)] = p(0) + a(E[X — xo]) = ¢(x0) + a(E[X] — x0) = ¢(20),
car xg = F[X]. O

Exemple 2.40. Soit t € R. La fonction = — e!* est convexe sur R donc, pour X variable

aléatoire réelle intégrable,
etE[X} < E[etX],

ce dernier terme pouvant étre infini.

Exemple 2.41. On peut préciser I'inégalité dans le lemme [2.19| comme suit. Soit & < m deux
entiers. Si X admet un moment d’ordre k, alors, par convexité de x — z* sur |0, +o0],

m
k

E[X|M% < BI(X|*)%] = E[X|™],

ce dernier moment pouvant étre infini.

2.6 Autres définitions de ’espérance

On se demande ici s’il est possible d’offrir une version unifiée de la définition de I’espérance,
qui pour le moment differe selon que la variable sous-jacente est & densité ou discrete. Une telle
définition doit : - faire intervenir la seule fonction de répartition (c’est la seule facon que l'on
a de définir une loi générique), - coincider avec les définitions précédentes pour les variables
discretes ou a densité. Une idée commune aux deux méthodes ci-dessous est 'intégration par
parties. Cette fin de chapitre s’adresse aux étudiants désireux d’aller plus loin.

2.6.1 Ala Lebesgue.

Lemme 2.42. Soit X variable aléatoire positive ou nulle de fonction de répartition Fx. On
a égalité suivante dans [0,+o0] :

E[X] = /OOO P(X > 1) dt:/ooo(l—FX(t)) dt.

Cette égalité signifie que les quantités de part et d’autre du symbole d’égalité sont soit
simultanément finies et égales, soit simultanément infinies.

On notera en particulier que l'intégrabilité de X est équivalente & 'intégrabilité de la
fonction t — P(X > t) =1 — Fx(t) au voisinage de +o0.

Bien str, on ne peut démontrer ce résultat que dans le cas des variables discrétes ou a
densité pour lesquelles I'espérance a été préalablement définie; cependant, la formule a un
sens des lors que la fonction de répartition est définie, et on pourrait donc la prendre comme
une définition de 'espérance pour toute variable aléatoire positive ou nulle. Nous avons choisi
de ne pas procéder de la sorte pour des raisons pédagogiques, cette définition n’étant pas tres
naturelle de prime abord (on ne voit pas en quoi E[X] représente une moyenne pondérée).
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Démonstration. Si X est a densité, de densité fx, alors :

E[X]=E { /O ~ ]lx>tdt}

— [T([ st sx(arao

= /OOO (/OOO Tosefx (x)dm) dt de Fubini positif
_ /0 B[l xodt
= /OOO P(X > t)dt du lemme 2.37]
Le cas ou X est discréte est analogue et laissé au lecteur. O

Dans le cas de variables aléatoires & valeurs entieres, le résultat précédent prend une forme
plus simple, tres utilisée dans la pratique :

Corollaire 2.43. Soit X wvariable aléatoire & valeurs dans N, on a U’égalité suivante dans
0, +o0] :
EX]=) P(X>n)= )Y P(X>n),
neN neN*
Démonstration. Deux possibilités : ou bien on reprend le raisonnement précédent en notant
que pour tout entier m, m = > cnyLm>n = Dnen+ Lm>n, Ou bien on note que pour tout
tenn+1[, P(X >t)=P(X >n+1), dou 'on déduit :

n+1 n+1
/ P(X>t)dt:/ P(X>n+1)di=P(X>n+1)

n n

qui implique bien le résultat cherché puisque :

/OOOP(X>t)dt: >

n+1
/ P(X > t)dt
neN

n

O]

Aussi, notons le lien entre ces formules et 'intégrale de Riemann-Lebesgue, dont I’idée fon-
datrice est de considérer les contributions a l’aire sous la courbe en procédant a un découpage
de ’axe des ordonnées plutot que de I'axe des abscisses.

Exemple 2.44. On sait que si X ~ Geom(p), 0 < p < 1, alors, pour n € N, P(X >
n) = (1 — p)" (les n premieres expériences de Bernoulli sont des échecs), et ainsi E[X]| =
Ynen(l—p)" =1/p.

Nous détaillons maintenant une autre méthode pour définir I’espérance d’une variable
aléatoire a partir de sa seule fonction de répartition, fondée sur une autre notion d’intégrale.
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2.6.2 Ala Riemann-Stieltjes

L’intégrale de Stieltjes (aussi appelée Riemann-Stieltjes) est une intégrale tres adaptée
au calcul des probabilités : elle permet notamment d’unifier les deux cadres théoriques ici
présentés séparément ; celui du calcul d’espérance de variables discretes ou continues.

Soit a < b deux réels, f,g : [a,b] — R. On appelle partition de [a,b] une suite finie

= (zg,...,x,) de nombres réels avec a = xy < x1 < ... < z,, = b : 'entier n s’appelle alors
la longueur de la partition, et le pas de la partition est la quantité max;—o  p—1(Tiy1 — ;) ;
considérons la quantité

f’ga Z f CZ xH—l g(‘rl)]

pour ¢; € [x;, z;4+1]. Si ces quantités admettent une limite lorsque le pas de la subdivision tend
vers 0, alors la limite est appelée I'intégrale de Stieltjes de f par rapport a g, et notée :

/ ' fe)dg(w).

Précisément, on dit que A € R est 'intégrale de Stieltjes de f par rapport a g si quelque soit
e > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute partition 7 de [a,b] de pas < 4, et pour tout choix de
€0, ..., Cn—1 OU n désigne la longueur de la partition 7, |I(f,g,7) — A| < e. Cette définition
coincide avec celle de I'intégrale de Riemann usuelle lorsque g(x) = x. Aussi, si g est dérivable
alors on peut interpréter I'intégrale obtenue comme une intégrale de Riemann :

[ s@gte) = [ 1wy wya

Cette définition étant posée, l’enjeu principal est alors de comprendre quelles fonctions f (les
intégrandes) et quelles fonctions g (les intégrateurs) donnent lieu & une inégrale de Stieltjes
bien définie : un résultat important est l’existence de l'intégrale lorsqu’on prend f continue
et g a variations bornée (X1 |g(ziy1 — g(x;)| admet une borne uniforme sur I'ensemble des
partitions 7 de [a, b]). Dans notre cadre probabiliste, soit X une variable aléatoire a valeurs
dans [a, b] p.s., alors prenant pour g la fonction de répartition Fx de X (g étant croissante,
elle est évidemment & variation bornée) on obtient, pour toute fonction ¢ continue :

Blo(0)] = [ oa)drx )

et cette formule vaut pour toute v.a.r. X, qu’elle soit discrete, & densité, ou ni 'une ni 'autre.
Bien entendu, tout comme pour l'introduction de l'intégrale de Lebesgue, donner un sens a
une intégrale ne permet pas plus de la calculer...

Dans le cas ou la v.a.r X ne prend pas ses valeurs dans un intervalle borné, alors on peut
montrer que, pour ¢ continue bornée,

+oo
/ o(x)dFx(x —>/ x)dFx(z) € R, quand a — —00,b — oo

et cette derniére quantité est prise comme définition de E[p(X)].
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Chapitre 3

Variables aléatoires indépendantes

3.1 Variables aléatoires simultanées

Nous avons vu qu’une variable aléatoire X décrit un aspect d’une expérience aléatoire. Par
exemple, lors de n lancers d’une piéce équilibrée, on peut s’intéresser au nombre de lancers
pile qu’on modélise par une variable aléatoire X de loi Bin(n,1/2). On pourrait également
s’'intéresser au nombre de lancers face qu’on pourrait également modéliser par une variable
aléatoire Y de méme loi. Ces deux variables aléatoires décrivent donc deux aspects de la
méme expérience aléatoire. Ces deux variables aléatoires sont bien stir de méme loi, mais elles
retournent des résultats distincts (sauf si n est pair et X =Y =n/2).

On peut aussi considérer n lancers de deux pieces équilibrées, et compter le nombre de
piles X de la premiere piece, et le nombre de piles Y de la seconde piece. A nouveau, X et Y
ont méme loi, mais cette fois-ci, moins que les deux pieces ne partagent un mystérieux lien,
X ne donne aucune information sur Y : c¢’est I'indépendance (stochastique).

Bien entendu, on peut ne pas se limiter a deux variables aléatoires, et définir n va-
riables aléatoires X1, ..., X, pour rendre compte des différents aspects d’'une méme expérience
aléatoire. De maniere générale, on peut considérer une infinité de variables aléatoires (X;);cr
indicés par un ensemble I au plus dénombrable (dans ce cours).

D’un point de vue abstrait, il est utile de voir la donnée de n variables aléatoires X1, ..., X,
comme la donnée d’un seul vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) a valeurs dans R™. On définit
alors la loi du vecteur aléatoire X = (X1,..., X,) par la fonction

A— P(X € A)=P(Xy,...,X,) €A, ACR"

On dit encore qu’il s’agit de la loi jointe des variables aléatoires X1, ..., X,. On doit encore
se restreindre a des ensembles A pas compleétement arbitraires, mais nous allons passer cela
sous le silence. Cette fonction devra encore satisfaire a des axiomes tout a fait analogues aux
axiomes 1.-4. vus au début du cours pour des variables aléatoires réelles : il suffit de remplacer
dans ces axiomes X par (X1,...,X,) et A CR par A C R™.

On voit dans cette définition qu’on peut également considérer (Xi,...,X,) comme un
vecteur aléatoire, la loi jointe des X7, ..., X, est également appelée la loi du vecteur aléatoire
(Xla s 7XTL)

Définition 3.1. Pour tout i € {1,...,n}, la loi de X; donnée, pour tout A C R, par :

P(X; € A) = P((X1,...,Xn) € R x A x R™™),

61
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est appelée la loi marginale de la loi du vecteur X.

La fonction de répartition d'un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) est définie par
R" — [0,1],2 = (x1,...,2n) — Fx(z1,...,2,) = P(X1 < z1,..., X < ).

Elle a des propriétés tout a fait analogues a celle d’une v.a.r. comme le montre le théoréme
suivant :

Theoréme 3.2.

1. La fonction de répartition Fx, . x, d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X5) a les
propriétés suivantes :
— elle est croissante en chaque coordonnée,
— Fx(—00) :=lim Fx(x1,...,z,) =0, quand min{z1,...,x,} — —00
— Fx(+400) :=lim Fx(x1,...,2,) =1, quand min{zxy,...,x,} — +00
— elle est continue a droite en chaque coordonnée.

2. La loi jointe d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) est déterminée de maniére unique
par sa fonction de répartition conjointe Fx, . x,-

Rappelons nous qu’en dimension 1, ce théoreme était complété par un troisieme point,
a savoir ”3. Chaque fonction sur R ayant les propriétés données dans 1. est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire X”. Ce point ne vaut pas ici, comme le montre le (contre)-
exemple ci-dessous.

Exemple 3.3. Soit la fonction F' suivante, pour n = 2 :
F('Ta y) = ]liry20

F vérifie les 4 tirets du point 1 : elle est en chaque coordonnée croissante et continue a
droite, et les valeurs des limites conviennent. Supposons maintenant qu’il existe un vecteur
X = (X1,X>2) de fonction de répartition F, alors, écrivant | — 0o, 1]x] — 00, 1] comme la
réunion de quatre rectangle disjoints basés sur le point (—1, —1), on peut écrire :

P((XLXQ) E] - 17 l]X] - 17 1]) = F(17 1) - F<17 _1) - F(_17 1) +F<_17 _1)
=Tipi>0—Tici>0— 11110+ 1-1-1>0
—1-240=-1<0

ce qui est absurde. Donc F n’est pas la fonction de répartition d’'un vecteur aléatoire de R?.

Preuve (esquisse). Nous n’allons pas démontrer ce théoréme mais seulement en donner quelques
idées clés pour nous en convaincre. Le point central est le fait que la fonction de répartition
conjointe définit la loi jointe. En fait, en suivant la preuve du théoréme dans le cas univarié,
on voit facilement que la fonction de répartition définit de maniére unique les probabilités de
la forme

P(XleAl,...,XnEAn), Ay, ... A, CR,

donc les probabilités P((X1,...,X,) € A) pour des ensembles A de la forme A; x --- x A,.
On appelle ces ensembles des pavés. Pour passer de 1a a des ensembles généraux, on approche
ces ensembles par des réunions ou intersections d’un nombre dénombrable de pavés. Il est
laissé au lecteur de se convaincre a travers quelques exemples que cela est bien possible pour
des ensembles < raisonnables > (par exemple des boules, des hyperplans...) O
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3.1.1 Variables aléatoires discrétes

Définition 3.4. On dit que X = (X1,...,X},) est un vecteur aléatoire discret a valeurs dans
R™ ssi il existe un sous-ensemble au plus dénombrable S C R™ tel que P(X € §) = 1.

Proposition 3.5. X est un vecteur aléatoire discret ssi les X; sont des variables aléatoires
réelles discrétes.

Démonstration. Silesv.a. Xq,...,X, sont discretes, c’est-a-dire si elles prennent leurs valeurs
dans des ensembles au plus dénombrables E1, ..., E, C R, alors le vecteur (X1, ..., X,,) prend
ses valeurs dans ’ensemble F1 X - - - X E,, qui est également au plus dénombrable. La réciproque
est claire puisque la projection sur toute coordonnée d’un ensemble au plus dénombrable reste
au plus dénombrable. ]

La fonction de masse du vecteur aléatoire discret X = (X1,...,X,) est donnée par :
x=(x1,...,2n) =~ P(X1 =21,..., X =x), =1,...,2, €R,

elle détermine la loi de ce vecteur au travers de la formule :

P(X1,....Xp) € A)= > PXi=u1,...,Xn =), (3.1)
(z1,...,xn)EA
(on rappelle que la somme porte sur tous les (x1, ..., z,) tels que la probabilité correspondante

est non-nulle, donc il s’agit d’'une somme portant sur un ensemble au plus dénombrable). En
particulier, on a le calcul suivant des lois marginales.

Proposition 3.6. Soit (X1,...,X,) vecteur aléatoire discret. Alors pour tout k € {1,...,n},
X est une variable aléatoire discréte de fonction de masse donnée par
P(Xy=x)=
Z P(Xl =T1y--- 7Xk;—1 = xk:—lan = ank:-‘rl = Tk+415--- aXn = l’n)

L1yl —1,Tk+15Tn

Démonstration. (3.1)) donne, avec x € R et A = RF~! x {2} x R*F .

P(Xp=1z)= > P(Xi=x1,...,Xn =)
(Z1yeeeyzn ) ERF—Ix {z} xR~k
= Z P(Xi=21,..., Xpo1 = Tp—1, Xp = T, Xpg1 = Ty 1, -+, Xnn = Tn).
L1y Th—1,Tk+15Tn
0
3.1.2 Vecteur aléatoire a densité
Définition 3.7. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) est d densité s’il existe une fonction

fxi,...x, : R" = R, telle que, pour tout A C R",

P((X1>7XTL) GA) :/ / ﬂA(yla"'ayn)fX17-~-7Xn(y17"->yn)dy1"'dyn-

La fonction fx,, . x, est alors appelée la densité conjointe des v.a. X1,..., X,.
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Notons que l'ordre des intégrales ci-dessus n’importe pas grace au théoréme de Fubini-
Tonelli. On peut vérifier que cela définit bien une loi satisfaisant aux axiomes 1.-4.

Proposition 3.8. Un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,) est & densité ssi il existe une
fonction fx, . x,:R"™ = Ry telle que

Tn 1
FX17._.,XTL(.%'1,...,xn) :/ / fX1,...,Xn(y1;---7yn)dy1"'dyn-
—00 —00

Démonstration. 11 suffit de prendre A = [[;<,<,] — 00, 2;] pour voir que la fonction de
répartition prend cette forme. Réciproquement, si un vecteur aléatoire posséde cette fonc-
tion de répartition, alors elle coincide avec la fonction de répartition de X, ..., X,,. Puisque
la fonction de répartition détermine la loi, elle est alors bien donnée par cette formule. O

Proposition 3.9. Une fonction f : R™ — R est la densité d’un vecteur aléatoire de R™ si et
seulement si

— f est positive et

— [T [P (w2 day - dy, = 1.

La proposition suivante détaille le calcul des lois marginales.

Proposition 3.10. Supposons que le vecteur aléatoire (X1, ..., X,) admette la densité fx, . x,.
Alors pour tout k € {1,...,n}, la v.a. Xy admet la densité

[ee] [ee]
fx, () :/ / X, Xn (X1, - B, T, Tt - -, Tpy) Ay -+ - dXp_1dT gy - - - .
— 00 —00

Démonstration. Cas & densité. On rappelle que la fonction de répartition du vecteur (Xy, ..., X,)
est donnée par

Tn 1
Fx,, . x,(x1,...,2) :/ / Ix1,Xn Wty - Yn)dyn - - - dyp.
—0o0 —00

En faisant tendre x; — 400 pour j # k et en changeant 'ordre d’intégration, on obtient

x +o0o +oo
Fx, (z) =/ </ / Ix0 X0 (Yl s Yk 15 Y5 Ukt 1y -+ -5 Yn) dY1 -+ - dYk— 1Yy - "dyn) dy.
—0o0 —0o0 —00
Ceci montre que X est & densité avec la densité écrite dans ’énoncé. ]
En revanche, contrairement a ce qui se passait dans le cas discret, (voir proposition
3.5), il ne suffit pas que chacune des variables Xi,..., X, soit a densité pour que le vec-
teur (X1,...,X,) soit & densité. Par exemple, soit X une v.a. a densité; on pose ¥ = — X,
alors (X,Y’) ne définit pas un vecteur aléatoire a densité. Voici un contre-exemple : le couple

(X,Y) prend ses valeurs dans la droite D = {(x, —x) : x € R}, or, pour toute fonction positive
f, d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli :

[ et = 7 ([T 1 @) a=o

car la fonction 14_y(7)f(z,y) est nulle sauf en un point, donc son intégrale est nulle.
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3.1.3 Fonction d’un vecteur aléatoire

Si Xy,..., X, sontdesv.a.et ¢ : R” — R™ m € N* une fonction, alors Y = ¢(X1,..., X,)
est encore un vecteur aléatoire, c’est-a-dire que ses coordonnées Y71, ..., Y,, satisfont

P(f(X1,...,Xn) € A) = P((X1,...,X,) € o 1(4), AcCR™

Espérance

Si X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire discret et ¢ : R™ — R (il est important que
¢ soit a valeurs réelle désormais) est telle que ¢ est positive, ou

Z lo(1, ..oy xn)|P(X1 = 21,..., Xn = 2p) < 00,
(mlr--amn)eA

alors on définit ’espérance de ¢(X) dans le cas discret par :

Elp(X)] = E[p(X1,.... X))l = > plr,...,2n)P(X1 =21,..., Xn = ),
(z1,e.xn)EA
De méme, si X = (Xq,...,X,) est un vecteur aléatoire a densité et ¢ : R™ — R est telle que

@ est positive, ou
o0 o0
/ / (1, Yn) X0 X W15 -5 Yn) [y - - dyn < 00,
—0o0 —00
alors :

Blp(0] = Elp(Xn, o Xl = [ [ o i) e, (o)

Dans le cas d’un vecteur aléatoire X discret, Y = ¢(X) est une variable aléatoire réelle
discréte, et on disposait déja d’une définition de I’espérance : on doit alors vérifier que les
deux définitions coincident, et la preuve est rigoureusement la méme que dans le cas ou X est
une variable aléatoire réelle. De méme, dans le cas ou Y = ¢(X) est a densité, on disposait
déja d’une définition de I'espérance pour Y, et il faudrait vérifier que les deux définitions
coincident. Finalement, dans le cas d’un vecteur aléatoire X & densité, il est possible que
©(X) ne soit pas a densité, mais I’expression ci-dessus fait encore sens : il s’agit alors d’une
définition.

L’espérance satisfait encore les propriétés vues précédemment :

Proposition 3.11. (Linéarité de l'espérance) Si X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire

et ©1,...,0m : R"™ — R sont des fonctions positives ou telles que p1(X),...,om(X) sont
intégrables, alors

i=1 =1

On peut encore mettre le résultat précédent sous la forme plus simple suivante (en fait
équivalente) :

Corollaire 3.12. Si les X; sont intégrables pour tout i =1,...,n, alors :

EX1+ -+ X, = E[Xq]+ -+ E[X,].
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Il est crucial de noter que cette relation ne suppose aucune forme d’indépendance des
coordonnées du vecteur aléatoire (I'indépendance est définie dans la section a venir). Cette
relation sera comparée avec profit avec la relation similaire sur la variance, a venir également,
Proposition[3.23] qui elle nécessite 'indépendance. Enfin, on note que la formule de sommation
permet de définir E[X1+ - -+ X,,]|, pour un vecteur aléatoire X = (X1,..., X,) qui n’est pas
forcément discret ou & densité (mais dont les marginales appartiennent & 1'une de ces deux
classes).

3.2 Variables aléatoires indépendantes

Les liens entre variables aléatoires ne sont pas toujours aussi simples que pour le premier
exemple ci-dessus des nombres des lancers pile ou face, ou il y avait un lien déterministe entre
les deux variables aléatoires (X + Y = n). Par exemple, si on note encore Xi,..., X, les
résultats des n lancers pile ou face, alors ces variables ne semblent avoir aucun lien entre elles,
car le résultat d’un lancer n’influence pas les résultats des autres lancers. C’est ce qu’on appelle
lindépendance (stochastique), elle se traduit mathématiquement par la définition suivante :

Définition 3.13. On dit qu’un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,) est & coordonnées indépendantes,
ou simplement que les variables aléatoires X7, ..., X, sont indépendantes, si pour tout Aq,..., A, C
R,

P(Xy€4,...,.X,€A,)=P(X;€4)) x---x P(X, € A,). (3.2)

Remarque 3.14. Pour comprendre l'intuition de la définition, considérons le cas n = 2, X3

et X5 indépendantes, et calculons la probabilité conditionnelle suivante, pour Ay tel que
P (X2 S AQ) 75 0:

P(X1€A,Xo€ A
P(X1 € 41| Xo € Ap) = (;(X;ei) 2>:P(X16A1).

Intuitivement, la donnée d’une information portant sur Xs n’influence pas la loi de Xj.

Définition 3.15. On dit qu’un vecteur aléatoire X = (X7,..., X,,) est a coordonnées deux a
deux indépendantes, ou simplement que les variables aléatoires X1, ..., X, sont deux a deux
emphindépendantes, si pour tout 1 <i # j < n, X; et X; sont indépendantes.

Des variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes sont bien stir deux a deux indépendantes,
mais la réciproque est fausse :

Exercice 3.16. Soit X1, Xs, X3 trois variables aléatoires indépendantes de loi de Radema-
cher : P(X1 = £1) = 1/2. Montrer que les variables aléatoires

Y1 =XoX3, Yo = X1 X3, V3= X1 Xy
sont deux a deuz indépendantes mais pas indépendantes.

Ainsi la relation ”étre indépendant” n’est pas transitive : X7 peut étre indépendant de Xo
et Xo de X3, sans que X7 ne soit indépendant de X3.
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Proposition 3.17. Si X = (Xy,...,X,) est a coordonnées indépendantes alors on a la
formule suivante pour la fonction de répartition conjointe :

FXl,.‘.,Xn(xlwu)ljn):FXl(xl) X---XFXn(xn), T1,...,Tyn € R. (33)
Inversement, si la fonction de répartition conjointe d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy)
s’écrit sous la forme (3.3)), alors ses coordonnées sont indépendantes.

Démonstration. En appliquant (3.2)) a des ensembles de la forme A; = |—oc0, x;], x; € R, on
obtient la formule pour la fonction de répartition conjointe. La réciproque tient au fait que
la fonction de répartition conjointe détermine la loi. O

Proposition 3.18. Soit X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes (resp. deur d deux
indépendantes), et fi,..., fn : R = R des fonctions. Alors f1(X1),..., fn(Xn) sont encore
indépendantes (resp. deur a deuz indépendantes).

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat pour l'indépendance globale. On se donne
Aq,..., A, des parties de R et on note que

{fl(Xl) € Al,-'-afn(Xn) € An} = {Xl € ffl(Al)a' . 'aXn S fEl(An)}

puis on applique la définition de 'indépendance de X1, ..., X, pour calculer la probabilité de
cet événement. O
On peut se demander si des variables aléatoires indépendantes X1, ..., X, avec des lois

marginales prescrites existent. C’est le cas car si on prend comme définition d’une
fonction de répartition conjointe. En revanche, s’il y a existence, il n’y a pas en revanche
unicité en général : on dit d’un vecteur aléatoire dont les lois marginales sont prescrites qu’il
est un couplage de ces lois.

Proposition 3.19. Soit (X1,...,X,) un vecteur aléatoire.
— Si(X1,...,Xy) est un vecteur aléatoire discret, alors ses coordonnées sont indépendantes
si et seulement si la fonction de masse se factorise sous la forme :

P(Xl:$1,...,Xn:$n):P(X1:$1)X"-XP(XnZZ‘n), .fl,...,.’EnGR.

— S0 (Xq,...,X,) est un v.a. d densité, alors ses coordonnées sont indépendantes si et
seulement si le vecteur admet la densité :

le,...,Xn($1, .. .,xn) = le(l'l) X o+ X an(-Tn), T1,...,Tp € R. (3.4)

Démonstration. Nous montrons seulement le cas a densité, le cas discret, plus facile, est laissé
en exercice. Posons

g(x1,.. o xn) = fxy (1) X - X fx, (zn), x1,...,2, €R.

Alors g est positive et

/ / g(x1,. .., xp)dxy - - dxy

:/_OO /_OO le(xl)X"'Xan(xn)dfcl"'dl'n

= (/_O:O le(:cl)d:m) X oo X (/_O:o an(a;n)da:n>

=1,
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donc g est bien la densité conjointe de n variables aléatoires, notons-les Y7,...,Y,. On a pour
tous Aq,...,A, CR,

PY1€ Ay,....Y, € A) / / LA xoxa, (X1, xn)g(xr, ..o xp)dey - - - day,

= [ [ e f ) e x L, (), () dan - d

= ([T s ) <o (7 L @i, (e)de,

:P(X1€A1) X--'XP(XnEAn).

Par conséquent, X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si leur loi jointe est égale a la
loi jointe de Y7,...,Y,, donc si et seulement si X7,...,X,, admettent la densité conjointe g.
Ceci permet de conclure. ]

Au regard des formules vues précédemment sur les espérances de fonctions de vecteurs
aléatoires, (3.2)peut encore s’écrire :

n

B[] 1a,(X0)] = [T El14,(X)]
i=1

i=1
La proposition suivante généralise cette identité :

Corollaire 3.20. Soient X1,..., X, desv.a. indépendantes discrétes ou d densité et g1, ..., gn :
R — R des fonctions telles que g1(X1),...,gn(Xy) soient intégrables. On a alors :

n n

E[[] g:(X0)] = [ Elgs(X:)]

=1 =1

Démonstration. En effet, dans le cas a densité, on a

E[H gi(X / / Hgi(l’i)fxl(a:l)~--an(mn)da:1---dg;n
= H </ gi(zi) fx, (xz)dxz> de Fubini

I
1 :1: i

Le cas discret se démontre de maniere analogue.

O

En particulier, en prenant g;(x) = = pour tout i, on obtient la formule, pour Xi,..., X,
des variables aléatoires intégrables,

E[Xy Xu] = E[X1] x -+ x E[X,]. (3.5)

Remarque 3.21. On notera donc que pour des variables aléatoires indépendantes, il suffit
que chaque variable soit intégrable pour que leur produit le soit : cela ne vaut pas pour des
variables qui ne sont pas indépendantes (prendre n = 2 et X7 = X5 pour s’en convaincre : on
a alors inégalité stricte entre les deux membres de ’égalité sauf si la variable aléatoire
X1 est presque stirement constante d’apres la définition de la variance.)
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Le critere suivant s’avere souvent tres utile pour démontrer I'indépendance de v.a. :

Proposition 3.22. Soit X = (X1,...,X,) € R" un vecteur aléatoire discret ou a densité.
Supposons qu’il existe des fonctions fi1,..., fn: R — Ry telles que :

— P(Xyi=21,...,Xpn=2xn) = fi(x1) X -+ X fn(zy) (cas discret)

— fxioxa (@1, xn) = fi(xn) X oo X fu(wn) (cas a densité).
Alors les coordonnées X1, ..., X, du vecteur aléatoire X sont indépendantes.

Les fonctions f; de 1’énoncé précédent sont en fait proportionnelles aux marginales du
vecteur aléatoire; ’avantage d’appliquer cette proposition est qu’on n’a pas a calculer ces
constantes ; d’'un point de vue théorique, on peut toujours expliciter ces constantes :

— fi(zi)/ >, fi(x) est la fonction de masse de X;.

— fi(xs)/ Jg fi(xi)dz; est la densité marginale de X;.

Démonstration. On traite seulement le cas a densité, le cas discret est analogue. On pose
oo
Ci:/ filx)dze, i=1,...,n.
—0o0
Aussi, de Fubini positif,

Cyx--xCp=

—

( ~ f1 :El)dx1> X oo X (/_O:O fn(xn)d:cn)
_/_":O _O:Ofl(:):l)x---xfn(:rn)d:cl---dxn
= o:o--~/o:ofX17m7Xn(a:1,...,xn)d:pl-'-da:n
= 1.

En particulier, 0 < C; < oo pour tout i. On définit alors des fonctions g; = f;/C; qui

sont toutes positives et d’intégrale 1, donc des densités de v.a.. Notons Yi,...,Y,, des v.a.
indépendantes de densités respectives g1, ..., g,. Alors, puisque Cqy x --- x C, = 1,

Ixi o x, (@1, an) = fi(@n) X oo X fo(zn) = g1(21) X - X gn(@n) = i, v, (@1, T0).
Ceci montre que la loi jointe des v.a. Xi,..., X, est égale a la loi jointe de Yi,...,Y),. En
particulier, les v.a. X1,..., X, sont indépendantes. ]

Variance d’une somme de v.a. indépendantes

On a vu que la variance était 1ié au carré de la distance entre la variable aléatoire et son
espérance. La notion de couple de variables indépendantes permet de donner une nouvelle
interprétation. Si X; et Xy sont deux variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, de carré intégrables, par linéarité de I’espérance puis par indépendance,

E[(X; — X5)%] = E[X}] — 2E[X1 X3) + E[X3] = 2(E[X}] — E[X1]?) = 2 Var(X}),

c’est a dire que la variance mesure aussi (a un facteur multiplicatif 2 preés) l'espérance du
carré de la distance entre deux réalisations indépendantes.
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Proposition 3.23. Soient Xi,...,X,, des v.a. indépendantes tel que E[X?] < oo pour tout
i€{l,...,n} (donc E[|X;|] < oo pour tout i). Alors

Var(X; +--- + X,,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,).
Démonstration. Posons Y; = X; — E[X;] pour tout i. Alors E[Y;] = 0 pour tout i.

Var(X1++Xn):Var(Y1++yn)
=E[(Yi+ - +Y,)
=E ZY2+2 S vy,

1<i<j<n

_ZEY2 [+2 > ENYYj,

1<i<j<n

par linéarité de I'espérance. Par indépendance, E[Y;Y;] = E[Y;]E[Y;] = 0 pour tous ¢ < j. De
plus, E[Y?] = Var(Y;) pour tout i. Ceci permet de conclure. O

Notons une conséquence remarquable : de 'inégalité de Tchebychev, on a pour des va-
riables (X;)1<i<n indépendantes centrées, et de méme variance :

Var(Xl)

Oé

P(X1+ -+ X, > avn) <

Par exemple, pour des variables i.i.d. de Rademacher de parameétre 1/2, pour lesquelles
P(X; ==+1) =1/2, on obtient :

1
P(X1+ 4 Xn > avn) < —.
Oé

Alors que I'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire X7 + - -+ + X, est

{-n,...,...,n},

elle se concentre en fait sur un sous-ensemble bien plus petit,

{=levnl,..., lavn]},

avec probabilité > 1 — ﬁ Cet énoncé profond de la théorie des probabilité se trouvera précisé
dans le chapitre consacré au théoréme central limite. En dépit de sa simplicité, il n’est pas
exagéré de dire que c’est I’énoncé le plus important de ce cours.

3.3 Fonctions de variables aléatoires indépendantes

Dans cette section, on s’intéresse a la loi de certaines fonctions particulieres d’un vecteur
aléatoire dont les n coordonnées sont des v.a. indépendantes X1, ..., X,. On considere les cas
du maximum ou minimum ainsi que de la somme.



3.3. FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES 71

3.3.1 Maximum et minimum

On s’intéresse a la loi de Y = max(Xy,..., X)) pour des variables aléatoires X1,..., X,
indépendantes. L’outil le plus adapté a la caractérisation de cette loi est la fonction de
répartition. En effet,

Fy(z) = P(max(Xy,...,X,) <z)=PX1 <=z,...,X, <z)=Fx,, _x,(z,...,x),
et I'indépendance des X7, ..., X,, donne alors
Fy(x) = Fx, (z) -+ Fx, (2).

La loi du minimum Z = min(Xjy,...,X,) s’obtient de maniére similaire :
n
Fz(z)=1-P(Xy >x,..., X, >2) =1- [[(1 - Fx,(x)).
i=1
Si de plus, X1, ..., X, sont conjointement & densité, alors la densité du vecteur se met sous
la forme fx,(z1)... fx,(xn), et

Fy(z) = / : znj fx. (8 T] Fx, (t)t,
=1 jAi

donc Y est a densité, de densité :

n

fr(@) =) fx,(@) - [] Fx; (). (3.6)

i=1 i
De méme, et sous les mémes hypotheses, Z est a densité, de densité :

n

fz(x) =) fxi(x) [T = Fx,)(2). (3.7)

i=1 i

L’interprétation des relations et est comme suit : dans I’expression de la densité de Y, fx,(x)
quantifie la probabilité que X; soit "égal” a = puis J[,,; Fx;(x) la probabilité que les autres
variables soient inférieures a cette valeur, auquel cas le maximum est égal a x, réalise par la
variable X;; de méme, dans l'expression de la densité de Z, fx,(x) quantifie la probabilité
que X; soit "égal” a z puis [[,; (1 — Fx, (7)) la probabilité que les autres variables soient
supérieures a cette valeur, auquel cas le minimum est egal a x, réalise par la variable X;.

Exemple 3.24. Soient X7, ..., X, i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées) de loi
Unif(0,1). Alors,

0, z<
FmaX(Xlr__7Xn)(x) = x”, T € [0, 1]
1, =z

Exercice 3.25. Retrouver les expressions (3.3.1) et (3.3.1) des densités du minimum et du
mazximum de variables aléatoires indépendantes conjointement a densité a l’aide de la méthode
de la fonction muette.
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3.3.2 Somme

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la loi de S = X7 +--- + X, a n fixé. On présente deux
méthodes pour la déterminer.

Premiére méthode : par la fonction génératrice des moments

Dans le cas précédent du maximum, il était commode de calculer la fonction de répartition
puisque celle-ci s’écrivait comme le produit des fonctions de répartitions respectives des v.a.
X1,...,Xpn. Quen est-il pour la somme S = >"1* ;| X; 7 Existe-t-il encore une quantité fonction
de S qui s’écrit comme un produit de mémes quantités fonction des X; 7 La réponse est oui,
et I'outil en question est la fonction génératrice des moments. En effet, pour tout ¢ € R,

ps(t) = Ble] = B[00 X)) = Bt otX0) = Bet1] . ple] H ox.

par indépendance.

Exemple 3.26. On suppose que X; ~ Po();), A; > 0, pour tout 7. On rappelle que ¢x,(t) =
ehile! 1. ¢t € R. Par conséquent,

OX1 ot X, (1) = e =) An(ef=1) e(’\1+"'+>‘”)(et_1)7

si bien que X7 + -+ + X, ~ Po(A1 + -+ + \n).
Exemple 3.27. On suppose que X; ~ N(u;,0?), u; € R,02 > 0, pour i = 1...n. On
rappelle, voir que x,(t) = ethitoit?/ 2 te IR{. Par conséquent,

et tott? /2 | ptpntont? /2 _ ot(pat A pn) (0 + 07 )1 /2
)

OXy ot X, () = —e

si bien que X1+ -+ X, ~ N (p1+- -+ pin, 02 +. . .+02). Noter que les valeurs des paramétres
ne sont pas surprenants : Admettons que 'on sache a priori que X1 + ...+ X, suit une loi
normale N (uo?) pour un certain p et un certain o & déterminer, alors, puisque I’on sait que
pi est Uespérance de X; et o2 la variance de X;, d’apreés les régles d’addition des espeérances
et des variances (dans le cas indépendant), on a que pt = pi1 + ...+ i, et 02 =03 + ...+ 02.

Deuxiéme méthode : par la convolution des densités

Supposons maintenant que les v.a. X1, ..., X, sont soit discretes et & valeurs dans Z, soit
a densité. Au lieu de calculer la fonction génératrice des moments de leur somme, on peut
aussi calculer directement la fonction de masse ou densité. Pour cela, nous introduisons la
notation suivante.

Définition 3.28. Soient f,g: R — R;. On définit leur convolée f xg: R — Ry U {oco} par
(f*9)(x / Ft)g(x —t) dt “é‘t/ flz—t)g(t) dt.

Sip,q:7Z — Ry, on définit leur convolée discréte pxz q : Z — Ry U {oco} par

(p*z q)( Z p(m)q(n —m) meRTm Z p(n —m)g(m).

meEZ meZ

On peut vérifier (exercice) que les opérations x et x7, appelées convolution/convolution discréte
sont commutatives et associatives.
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Proposition 3.29. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes, ou bien discrétes
et a valeurs dans 7, ou bien a densité.
— Cas discret : Notons px,(n) = P(X; = n) la fonction de masse de X;. Alors la fonction
de masse de S = X1 +---+ X, est égale a

Ps = PXx; *z " *Z PX,,-
— Cas a densité : la v.a. S = X1+ -+ + X,, admet la densité
fs=fx;*x*fx,-

Démonstration. Il suffit de considérer le cas n = 2, le cas général se montre par récurrence. On
note alors X = Xj et Y = X5. On commence par le cas discret. Il suffit alors de décomposer :

ps(n) = P(X +Y =)
= ZP(X:m,X—i—Y:n)

meZ

=) P(X=mY =n—m)
meZ

= Z P(X=m)P(Y =n—m) par indépendance
meZ

= (px *z py)(n)

Dans le cas a densité, c’est moins simple et on calcule la fonction de répartition de S :

P(S<2) = / Z / ‘: Lo y<e fx (2) fy (y) dudy

- /_o:o /_O:O Lo<.fx(z —y) fy(y) dedy (x> 2 —7)
~ [ ([ r-wpwdy) do
- /ZOO(fX*fY)(:B) de.

Ceci montre que S admet la densité fg = fx x fy (par définition de la desnité d’une variable
aléatoire réelle). O

Exemple 3.30. Soient X,Y ~ Unif(0, 1) indépendantes, donc de densité f = T ). Alors
X +Y admet la densité

[e'e) 1
fxyv (@) = (f*f)(z) = /_OO Loy (z — )Ly (t) dt = /0 Te1<t<a dt
=zl yy(z) + (2 — )1y ().
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Exemple 3.31. Soient ay, 9,8 > 0, et X ~ I'(a1,) et Y ~ I'(ag, 8) indépendantes. Soit
y > 0. Alors X +Y admet la densité suivante en y > 0 :

fx+v () = (fx* fr)(y)
= [ fx@fr(v—a)da
Y 5041 ar—1_—pBx /80[2

(y — x)”_le_ﬁ(y_m)dx

= €T e
o D(oq) [(as)
l@a1+a2 /y -1 as—1_—By
= T —x e PYdx
Flant(as) Jo © W7
= Lmyamzflefﬁy /y(f)arl(l - f)arldﬁ
F(a)T(ag) 0y Y Y
— LJwtzy‘“%_le_’gy /1 PR € B L
F(al)F(ag) 0

Maintenant deux densités de probabilité proportionnelles sont nécessairement égales, on en
tire que

6011+a2
I + a2)

avec en prime l'expression de l'intégrale suivante en terme de fonction I' :

a+a2—le—ﬂy]l

fOél,,B * focz,ﬂ(y) = y>0 = fa1+a2,6(3/)

['(a)I(az)

1
271 — 2)2 gy =
/0 ( ) I'(on + a2)

De ce résultat on tire (par une récurrence finie) que la somme de n variables i.i.d de loi Exp(f)
suit une loi I'(n, ).

Exercice 3.32. Retrouver ce résultat a l’aide de la méthode portant sur la fonction génératrice
des moments.

Comparaison des deux méthodes

Chacune des deux méthodes a ses avantages et ses inconvénients. La méthode par la fonc-
tion génératrice des moments est souvent plus simple et rapide, car une simple multiplication
est plus facile a calculer quune convolution. En revanche, méme si on réussit a calculer la
fonction génératrice des moments de .S, rien ne dit qu’on sera capable d’inverse cette fonction
génératrice, c’est a dire de trouver la loi dont cette fonction est la fonction génératrice. Cette
méthode peut donc ne pas aboutir, auquel cas on pourra passer a la méthode de la convolution
des densités.

Dans le cas particulier de la loi Binomiale, on peut aussi se dispenser de convolution et
calculer directement la loi de la somme.

Exercice 3.33. Soit n > 1 entier, et (B;)i<i<n une suite de variables aléatoires i.i.d. selon
la loi Ber(p), pour p € [0,1]. On s’intéresse d la loi de Sp, =32 <;<,, Bi-

1. Soit x € {0,1}. Observer que P(B; = x) = p*(1 — p)1~=.
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2. En déduire que si (v;)1<i<n € {0, 1}", P(Ni<i<cn{Bi = 7)) = e Ti(1 —p)"_zi i,

3. Quel est le cardinal de l'ensemble {(z;)1<i<n € {0,1}" 1 31 <ic T = k}

4. En déduire que, pour 0 < k <n, P(S, = k) = (})p"(1 — p)"*

5. Calculer la fonction génératrice des moments de Sy, et de la loi Bin(n,p) et retrouver

ce résultat.

Exercice 3.34. Soit n > 1 entier, et (B;)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. selon la
loi Ber(p), pour p €]0,1].

1. On pose L = min{n > 1,B, = 1} € NU {oo}. Quelle est la loi de L ?

2. On pose N, = min{n > 1,31 | B; = r}. Observer que

{N:n}:{nlei:T—l,anl}.
=1

Quelle est la lot de N, ¢

3. Montrer que N, est distribué comme L1 + ...+ L, avec les L; i.i.d. selon la loi de L.

3.3.3 Cas général

Soient X1i,..., X, des v.a. conjointement a densitélﬂ et v : R® — R™ une fonction. On
s’intéresse a la loi du vecteur aléatoire p(X7i,...,X,). Sous des conditions convenables sur
la fonction ¢, ce vecteur aléatoire admettra encore une densité jointe qu’on peut exprimer
en fonction de la densité conjointe des v.a. X1,...,X,,. Pour cela, nous rappelons d’abord le
changement de variable multidimensionnel.

Changement de variable dans R"

Sip(x) = (p1(x),...,pn(x)) pour z € R, on définit la matrice jacobienne de la fonction
( par
0 o)
aor (@) o ()
TJp x> : : )
don Opn
aor(@) - GEe(w)

partout ou toutes les dérivées partielles sont bien définies. Notons que la matrice jacobienne
est une fonction a valeurs dans les matrices.
Le déterminant de la matrice jacobienne joue un réle important, il est appelé le jacobien :

R® - R
x = Jy(x) = det J(x)

La matrice jacobienne et le jacobien étant des notions locales, ils sont également définis
pour des fonctions sur un ouvert O C R™. On dira qu’une fonction ¢ est continument dérivable
sur O, et on notera ¢ € C'(0), si la matrice jacobienne J,(z) est définie et continue sur O.

Nous avons besoin de savoir comment le volume d-dimensionnel d’un petit parallelépipede
I, de centre x se transforme par 'application ¢. La réponse est donnée par le jacobien :

vol(p(1,)) & | ()] x vol(Ly).

1. que nous ne supposerons pas forcément indépendantes méme si ce sera le cas dans la plupart dses
exemples
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Theoréme 3.35 (Changement de variables dans R™). Soit ¢ une bijection continiment
différentiable ainsi que son inverse ¢! dun ouvert O C R"™ sur un ouvert O' de R",
g:R™ — R bornée et f: R™ — R intégrable. Alors :

| ste@ns@dz= | oo )| ) v (3.8)

!

avec de plus :

1
Jo-1(y) = m (3.9)

Remarque 3.36 (Au sujet de la valeur absolue du jacobien). En dimension d = 1, lorsque
O =la,b] avec a < b et ¢ est strictement décroissante alors O’ =]p(b), ¢(a)[ et p~! est
décroissante si bien que |J,-1(y)] = —(¢ 1)/ (y). Ainsi le second membre de (B.8)s’¢écrit :

w(b)

v(a)
/ g(y)f(sfl)(y)(—sfl)’(y)dy=/ 9 Fle™ W) (@™ (y)dy

©(b) ¢(a)
et on retrouve bien le changement de variables usuel dans R.

Remarque 3.37. La relation (3.9)) entre J,-1 et J, est I'analogue multidimensionnel de la
relation (0~1)(y) = 1/(¢' o o= 1)(y); elle permet quelquefois de se dispenser du calcul du
calcul du jacobien de la fonction réciproque, voire de la fonction réciproque elle-méme.

Application : fonction d’un vecteur a densité

Soit X = (Xq,...,X,) un vecteur aléatoire a densité a valeurs dans un ouvert O C R",
de densité conjointe fx, . x,. On suppose que ¢ : O — O est une bijection contintiment
différentiable ainsi que son inverse ¢ ~!. On s’intéresse au vecteur aléatoire

Y =p(X) =p(X1,...,Xn).

Pour caractériser la loi de ce vecteur, on combine la méthode de la fonction muette avec le
changement de variables multidimensionnel : dans la formule ci-dessus, on prends pour
g une fonction bornée qui est la fonction "test” ou fonction "muette”, et pour f la densité du
vecteur aléatoire X, qui est donc intégrable. Le changement de variable multidimensionnel
donne :

Emwmn=4mﬂmvwm

= O,g(y)f(w‘l(y))‘le(y)‘dy

= [ 9W) fle™ (v) \Jw(y)‘ Lor(y)dy,

c’est-d-dire que ¢(X) est & densité, de densité (¢ (y))|J,-1(y)|Lor(y). Dans le cas on ¢
n’est pas bijective sur O entier, il faut partitionner O en "bouts” sur lesquels ¢ est bijective.
La meilleure fagon de comprendre ce résultat est par la pratique. Nous développons dans la
suite de nombreux exemples.
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Exemple 3.38. Soit X,Y indépendantes de loi Unif(0,1). Soit ¢ : O =]0,1[>— R? donnée
par
(Z,U}) = gO(l‘,y) = ((L‘ + Y, T — y)

Ztw z—w

Déterminons O' = ¢(0). (z,y) = ¢ ! (z,w) = (25%, 25%) donne

Z+w z—w
2 72
En d’autres termes, 'ensemble O’ est le carré d’extremités (0, 0), (1,1), (2,0) et (1, —1) (notons
que son aire vaut 2). ¢ est une bijection contintiment différentiable, ainsi que son inverse, de
O sur O'; et J,-1(z,w) = 1/2 pour tout (z,w) € O'. On peut donc calculer, pour g bornée,

Elg(Z,W)] = E[g(X +Y,X —Y)]
= /O g(x +y,x —y)dzdy

dzdw
= g(z,w)2
O/

Zéﬂ%wﬂa@w)

Ainsi (Z, W) possede la densité uniforme sur O’ ; ses marginales sont données par :

fz(z) = /ﬂ{—z<w<2—z,z—2<w<z}dw/2

= ﬂ{0<z<1} /]1{—z<w<z}dw/2 + ]1{1§z<2} / ]1{2—2<w<2—z}dw/2
= L{o<z<2} (2 A (2 = 2))
(on retrouve bien la densité calculée en [3.30]) et

fw(w) = /]l{—w<z<2—w,w<z<2+w}dz/2

:]l{—l<w<0}/]l{—w<z<2+w}dz/2+110§w<l/]l{w<z<2—w}dz/2

1 — [w]
= IL{—1<w<1} 9

(z,w) € O ssi ( ) € O ssi (z+w €]0,2] et 2 —w €]0,2]).

dzdw

Enfin, Z et W ne sont pas indépendantes car (Z, W) n’admet pas la densité produit fz(2) fr (w).

Exemple 3.39. Soit X,Y indépendantes de loi Exp(A). On reprend la méme fonction ¢ mais
cette fois-ci définie sur O =0, +o0o[?— R2. Alors

(z,w) €0 =(0) ssi (z+w>0et z—w>0)ssiz>|w.

Ainsi O' = {(z,w) € R? |Jw| < z}. On a encore que ¢ est une bijection continfiment
différentiable ainsi que son inverse, et, pour g bornée :

Elg(Z,W)] = E[g(X +Y,X = Y)]

= / gz 4y, —y)N2e TV dgdy
0

dzd
= | gzt

o’ 2
dzdw

A
/RQ 9(27 w))‘Qe Z]1|w|<zT
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donc le couple (Z, W) admet la densité jointe fzw(z,w) = )‘726_’\z]l|w|<z et on peut calculer
les densités marginales :

f7(Z) = N2 /2e>* ( / ’ dw)

—Zz

= A2ze M1,

on reconnait donc que Z suit une loi I'(2, \), ainsi que :

fw (w) = )\/2/ 1o Ae Mdz

A A
2

encore appelée loi de Laplace de parameétre A, et qui peut étre réalisée comme la valeur absolue
d’une variable aléatoire de loi Exp(\).

Exemple 3.40. Enfin, soit X,Y indépendantes de loi normale centrée réduite, N'(0,1). On
considére toujours la méme fonction ¢ mais cette fois-ci définie sur O = R? entier ; ¢ définit
une bijection sur O’ = R? cette fois. On obtient donc, pour g bornée, que

Elg(Z,W)] = E[g(X +Y, X = Y]

1 2242
:/ 9@ +y,x—y)—e 2 dady
0]

27
1 (Gtw)/2? 1 (Gow)/2)? dzdw
=/ g(z,w)—e 2
o’ 2T 2
—S
— - 1
o g(z,w)4we zdw
z2+w2
Ainsi (Z, W) admet la densité fzw(z,w) = e "1 de lois marginales fz(2) = fw(z) =

22 7JJ2
\/%e_ T et donc la relation fzw(z,w) = fz(2) fw(w) implique (cette fois-ci!) que Z et

W sont indépendantes de loi (0, 2).

Exemple 3.41. Considérons la somme de variables aléatoires X1,..., X, i.i.d. selon la loi
exponentielle de parametre § (on pourra faire le lien avec la somme de v.a. de loi Gamma
documenté dans l’exemple . Puisque fe #%1,~ est la densité de la loi exponentielle, le
vecteur aléatoire (X7i,...,X,,) possede la densité

- +...+
p"e Alar mn)]lx1>0,...,acn>0-

On pose ¢(x1,...,2n) = (Y1,...,Yn) avec y; = 23:1 xj; ¢ est une bijection de O =|0, +o00["
sur O' ={0 < y; <...<yn}, elle est contintiment différentiable ainsi que son inverse ; pour
cette transformation, J, vaut identiquement 1 sur O et donc, de la formule (3.9), pour tout
y € O, J,-1(y) = 1 (sans méme avoir besoin d’expliciter I'inverse @~ 1). Ainsi, pourg: R — R
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bornée, on obtient

Elg(X1+ ...+ X)) g1 4 ..+ zy)fre PEtete oo soday ... diy,

g(yn)ﬁne_ﬂyn]10<y1<y2<_,,<yndy1 e dyn

/

g(yn)B"e ¥ (/Rn1 Lo<y<yo<..<yndy1 - --dyn—1> dyn

B" el —
g(yn)m(yn) le ﬁy”]lyn>0 dyn,

S— 5— 5— 55—

ayant utilisé que

/Rn—l ]10<y1<y2<...<yndy1 ce dynfl = /R"‘Q y210<y2<...<yndy2 . dynfl

Y3

= /Rn_3 5]10<y3<...<yndy3 codyn—1

n—1

(yn)
(n—1)!

Ainsi X1 + ... 4+ X, suit une loi I'(n, §)

Les exemples suivants sont plus avancés et sont donnés a destination du lecteur curieux.

Exemple 3.42. Soient Xi,..., X, des v.a. i.i.d. de loi Unif(0,1) et soit ¢ : R — R" la
fonction

(10('%1) s 7xn) = T(1)y - L(n)s

OU Z(1),...,T(y) sont les valeurs w1,..., 2, rangées par ordre croissant. On s’intéresse au
vecteur aléatoire Y = (X1, ..., X()) = @(X1,..., Xp). La fonction ¢ n’est évidemment pas
injective, ni de classe C'*, mais on peut se restreindre a 1’ouvert

O={(z1,...,2p) e R" 1 x; # xj, 1 # j}.

Alors le vecteur aléatoire (X7i,...,X,) est p.s. a valeurs dans O, car P(X; = X;) = 0 pour
tout i # j, par continuité de la loi Unif(0,1).

La matrice jacobienne : Soit z = (x1,...,2,) € O et pour i € {1,...,n}, notons m(7)
indice tel que x; = x(r(;)), soit le rang de x; dans I'arrangement croissant. Alors pour tout ¢
et pour € > 0 assez petit,

O(T1, . Tim 1, T+ € Tig 1y -+ Tn) = (Ta(1)s -+ o5 Tr(i—1)s Tar(i) T & Tr(ik1)s - - - Tre(m) )

puisque l'ordre des z1,...,x, ne change pas quand on perturbe un peu les valeurs. Par
conséquent, la matrice jacobienne est donnée par

J¢(£E1, ey Tp) = (ﬂj:w(i))i,jzl,...,n-

En particulier, le jacobien est donné par le signe o(m) de la permulation .

Jo(z1,...,2p) = o(m) € {—1,1},
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Il reste a déterminer la préimage de . Clairement, 'image de O par ¢ est incluse dans
I’ensemble

E={(r1,...,xn) ER" 121 < -+ <z}

Inversement, étant donné z € E, sa préimage ¢~ '(z) consiste en tous les points dans D
obtenus en permutant les coordonnées de z. Il existe exactement n! telles permutations et
chacune donne un point différent, si bien que Card(¢~!(z)) = n!. Puisque fx, . x, = L)
on obtient pour tout x € F,

fX(1)7.,.7X(n)(x) =nl x Tg(z), avec S={(z1,...,zp) ER":0< 1 < -+ <z, <1}
Autrement dit, le vecteur aléatoire (X (1)s-- s X (n)) est de loi uniforme dans ’ensemble S.
Exemple 3.43. Si X et Y sont deux VARs indépendantes de lois respectives I'(aq, 3) et

I'(ag, B) (notons qu’on choisit le méme second parametre [3), alors

(S, R) = (X+Y,XX+Y>

sont deux VARs indépendantes également, de lois respectives I'(a; + ag, 5) et I'(ag, ). On
mene alors le calcul suivant, qu’on mene par deux changements de variable affines successifs :

WE [«p (X +Y, )(Xﬂfﬂ

= /1R2 P <$ +v, xf—y) warlya271€76(m+y)]lx>0,y>0d93dy

_ r -2 * -1 Y ~le—Bz+y)
= T+, x4 y)tee—2( el J yea—l, v dxd
Lo (ot ) @ramret o ) 0 y>0dady

— * * o ar1toag— T Nai— Y Nas—1_—B(z+y)
— + v, + 1taz—2 1—1 2 Yy d
LT ([ e (e ) @t e ey ) do

= / (/ © (s, :;:) so‘1+a2_2(§)a1_1(1 - i)a2_16_55d3> dx
o \Jo

= / o(s,) (so‘1+a2_le_ﬁs]ls>0) (ro‘l_l(l - r)o‘z_l]lDo) drds
0

Ainsi la densité du couple (S, R) est la densité produit :

l3a1 ‘a2

$a1+a2_16_ﬂs]l ’f’al_l 1—r 042—1]1
F(O[l)F(O{Q) S>0 ( ) 7’>0
La premiere marginale est donc la loi I'(a1 + a2, 8) et la seconde la loi B(a1, a2) et on en tire
également par identification, le lien déja établi entre fonctions I' et 5 :

6041-1-042 6041+Oéz -
[(a1)T () - ['(a1 + ag) B(a, b) d’ott B(a, a2) =

I'(a1)l(a2)
F(Oél + 042) '

Exemple 3.44. Soit p(z) = Az + b avec A une matrice carrée et b € R™. Alors

Jo = A,



3.3. FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES 81

en particulier, J, = det A. Pour appliquer les théoremes, il faut alors que det A # 0, c’est-a-
dire que A soit inversible. La fonction ¢ est alors bijective d’inverse

o (z) = A" (- D).

On obtient donc :
faxip(@) = |det A7 x fx(A7H(@ — b)).

Exemple 3.45. Soient X7, ..., X, des v.a. i.i.d. de loi A(0,1). On appelle le vecteur X =

(X1,...,X,) un vecteur gaussien standard (n-dimensionnel). Sa densité conjointe est donnée
par
n —m2/2
e i 1 1 Zn 22
Lly-+e5Lpn) = = € 2 Lui=1"0
fX( 1 n) 21;[1 /727_(_ (277')"/2
ce qu'on peut encore écrire a l'aide de la norme euclidienne |z|2 = Pz dex =
(T1,...,2p) : .
1 _ll=lig
xr)=-—7H¢€
fx(x) (2m)n/2
Si maintenant A est une matrice de dimension n x n et u € R, alors on dit que AX +
est un vecteur gaussien de moyenne p et de matrice de covariance ¥ = AA' et on note

AX + p ~ N(u,Y). Dans le cas ot A est inversible, par 'exemple précédent, AX + p admet
la densité conjointe

_ 1 iyaig
faxip(z) = ‘detA 1] X Gyt LA~ ()13
1

RS T R CEHR )
(2m)"det ¥ ’

ol la seconde identité vient du fait que det ¥ = det A x det A* = (det A)? et pour tout y € R,

A yllz = (A7, A™ly) = (A7) A7y, y) = ((AAD) 1y, y) = (ST 1y, ).

En particulier, la loi de AX + p ne dépend que de p et X : si B est une autre matrice telle
que BB! = ¥, alors AX + 1 et BX + 1 ont méme loi et on peut montrer que cela reste vrai
méme si A n’est pas inversible (ce qui justifie la notation AX + p ~ N (i, X) qui ne fait pas
mention de A).

Exemple 3.46. Pour un couple (x,) € R?, notons (r, #) ses coordonnées polaires, i.e. (x,y) =
(rcos @, 7sin ). Ceci induit un difféomorphisme, avec D := R?\(]—o0, 0] x {0}),

p:D— Rj_ X |—m,7w[, (x,y)— (r,0).
Son inverse est donné par
@ 1(r,0) = (rcos,rsinf),

dont le jacobien est donné par

cosf —rsinf

J“"_l(r’e) ~ Isin@® rcosf

= r(cos® § + sin? §) = 7.
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On applique la fonction ¢ & un vecteur gaussien standard (X,Y), i.e. X, Y ~ N(0,1)
et sont indépendantes. Celui-ci est a valeurs dans D, car P((X,Y) ¢ D) < P(Y =0) = 0.
Notons (R,0) = ¢(X,Y), ie. (X,Y) = (RcosO, Rsin0). On obtient donc :

fR,@(rv 9) = |J¢—1(T, 0)’ X fX,Y(‘p_l(rv 0))

_ Tie—ﬁ(cosQ 6+sin? )
27

2 1
=re " /2 x —.

27
Ceci est le produit des deux fonctions fr(r) = re=""/2 et fo(f) = 5. Par conséquent, les v.a.
R et © sont indépendantes et de densités proportionnelles a fr et fo, respectivement. Mais
puisque fg est d’intégrale 1, fr doit ’étre aussi et donc fgr et fo sont en fait les densités. On
résume : R et © sont des v.a. indépendantes, avec © de loi Unif(—m, ) et R de loi de densité

fr(r) = e 1.



Chapitre 4

Suites de variables aléatoires et
théoremes limites

Dans ce chapitre, nous allons énoncer deux théorémes concernant le comportement li-
mite quand n — oo de la somme X; + --- + X, ou X, Xo,... sont des variables i.i.d.
(indépendantes et identiquement distribuées). Pour cela, nous allons d’abord introduire des
notions de convergence pour des suites de variables aléatoires.

4.1 Convergence de suites de variables aléatoires

Dans cette section, X1, Xo,... désigne une suite de variables aléatoires, c’est-a-dire une
famille de v.a. indexée par N*. On introduit plusieurs notions de convergence.

4.1.1 Convergence en loi

On dit que la suite X1, Xo, ... converge en loi s’il existe une variable aléatoire X telle que
pour tout x € R tel que Fx est continue en x (donc pour tout z € R qui n’est pas un atome

de X),

Fx, (x) = Fx(z), n— 0.

On dit alors que X, converge en loi vers X quand n — oo et on note X, ol x.

Remarque. La convergence en loi de variables aléatoires porte seulement sur les lois marginales
des v.a. X, X1, Xo, ... et non pas sur leur loi jointe. Le lien entre les v.a. ne joue donc aucun réle
pour la convergence en loi, elles peuvent méme décrire des expériences aléatoires différentes.
Il serait méme plus naturel de parler de la convergence des lois au lieu de la convergence des
variables aléatoires, mais cette derniere terminologie est bien établie.

De la définition de la convergence en loi découlent des convergences de probabilités plus
générales : si X,, converge en loi vers X quand n — oo et si I est un intervalle tel que inf I et
sup I ne sont pas des atomes de X, alors

P(X,el)—P(Xel), n— .

Exemple 4.1. Soit X, la v.a. constante égale & 1/n (donc X, ~ §;/,,). Vérifions que X,, — 0
quand n — oo. La fonction de répartition de la loi dp est Fo = Ljg o[- Elle est discontinue en

83
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0 (un atome de la loi dp) et continue ailleurs. Pour x < 0, on a
Fx, (7) = 1}1/p 00[(z) = 0 = Fy(x), pour tout n,
et pour z > 0,

Fx, (z) = 11 /p o0[(r) = 1 = Fo(x) pour tout n tel que 1/n < x.
Par conséquent, Fx, (x) — Fy(z) pour tout x € R*, et donc X, 19 0. Notons que Fy,(0) =0
pour tout n, alors que Fy(0) =1, donc Fx,, (0) 4 Fu(0).

Exemple 4.2. Soit A > 0, X,, ~ Geomp+(A/n), et X ~ Exp(A) Alors, pour ¢ > 0 réel,
P(X, <t)=1-(1—-Xn)Y, et partant, P(X,/n < t) =1 — (1 — A\/n)l"]. Les bornes
tn —1 < |tn] < 1 permettent alors de conclure que :

P(Xngt)—n—e—kt
n

et la convergence vaut encore pour ¢ < 0 avec limite 0; au final, on a donc convergence en
loi

tout point ¢, et donc X, /n — X.

Lemme 4.3. Siles v.a. (Xp)n>1 et X sont a valeurs dans N, on a I’équivalence
X, %X & P(X,=k) — P(X =k)Vk €N,
Démonstration. 11 suffit de noter que Fx, (z) = Zgjio P(X,, = k) pour tout z. O

L’exemple suivant est fondamental.

Exemple 4.4. Soit p, € [0,1] une suite telle que np, — A > 0, X,, ~ Bin(n,p,), et
X ~ Po(X). Alors Alors

n

P(Xn = k) = (k) (pn)k(l - pn)n_k

_ n(n—1)...(n—k:-|—1)(pn)k(1_pn)n,k

k!
nin—1)...(n—k+1) 1 k) In(1—
R e RS
1
—>1-H-)\k e F=PX =k)

Ainsi
Bin(n,p,) = Po(A\), sip, = 0 et np, — A

D’un point de vue théorique il est bon de noter la caractérisation suivante de la convergence
en loi :

Proposition 4.5. X, converge en loi vers X si et seulement s’il existe un sous-ensemble
dense D C R tel que pour tout x € D

Fx, (x) = Fx(z), n— oo. (4.1)
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Démonstration. Pour le sens direct, il suffit de noter que I’ensemble Sx des atomes de X
étant au plus dénombrable, son complémentaire (sur lequel on a convergence de Fl, vers
F) est dense dans R (pour voir ceci noter qu'un ensemble de mesure de Lebesgue non nulle
est non vide). Pour le sens réciproque il faut travailler un peu plus : on se donne D C R
sous-ensemble dense sur lequel a lieu et x € R\ Sx. Soit € > 0, par densité de D, il
existe y,z € D tels que v —e <y <z < z < x + € et I'inégalité Fy, (y) < Fx, (z) < Fx,(2)
donne alors, en prenant la limite en n :

Fx(y) <liminf Fx,_ () <limsup F¥x, (z) < Fx(z)
En prenant maintenant la limite en € — 0 et en utilisant que z € R\ Sx, on a :
0<Fx(z) — Fx(y) < Fx(x+¢)— Fx(r —¢) = Fx(z) — Fx(z—) - 0 quand ¢ — 0

de sorte que liminf F, (z) = limsup Fx, () pour x € R\ Sy et on conclut bien que
lim, Fx, () = Fx(x). O

Une seconde caractérisation tres utile est la suivante (elle se généralise mieux a des espaces
d’état plus généraux, et fait pour cette raison souvent office de définition dans les cours plus
avancés).

Proposition 4.6. X,, converge en loi vers X si et seulement si pour toute fonction continue
bornée p : R — R :
Elp(Xn)] = E[p(X)]

Démonstration. Pour 'implication on se contente de prouver la propriété pour une fonction
© continue positive strictement croissante. La fonction ¢ induit une bijection de R sur un
intervalle I de R, et {p(X,,) > 2} = {X,, > ¢ (z)}. Si Sx est au plus dénombrable c’est
encore le cas de ¢~ !(Sx), et donc pour tout = en dehors de cet ensemble, P(p(X,) > x) =
P(X, > ¢ 1(z)) = P(X > ¢~ () = P(¢(X) > ), on déduit du théoréme de convergence
dominée que : E[p(Xy)] = [ P(e(Xy) > x)dz — [ P(p(X) > x)dz = E[p(X)].

On considére maintenant la réciproque. Soit y € R. On introduit les deux fonctions
Qe () =1A(—2(xz—y)) VOet g y(z) =1A(-2(z—y—¢))V OEl, et on note :

Elpe,—(Xn)] < P(Xn < 1) < Elpes (X,)
Puisque ¢. — et . 4 sont continues et bornées, il suit de I’hypothese que :
Elp,—(X)] < liminf P(X,, <y) <limsupP(X,, <y) < E[p. +(X)].
Des inégalités Lp<y—c < e — < e+ < Lp<yte, on déduit alors :
P(X <y—¢) <liminf P(X,, <y) <limsupP(X,, <y) <P(X <y+e¢),
ce qui implique :
P(X <y) <liminf P(X,, <y) <limsupP(X,, <y) <P(X <y).

Si maintenant y n’est pas un atome de X, les deux membres extrémes de 'inégalité coincident
et on conclut bien que : lim,_,, P(X,, <y) =P(X <y). O

1. on rappelle la notation A y = min{z,y},z V y = max{z,y}
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4.1.2 Convergence en probabilité

On dit que la suite X1, Xo,... converge en probabilité s’il existe une variable aléatoire X
telle que
Ve>0:P(|X,—X|>¢) =0, n— oo

On dit alors que X,, converge en probabilité vers X quand n — co et on note X, 5 x.
Exemple 4.7. Soit X une v.a. et X,, = min(X,n). Alors pour tout € > 0,

P(Xp—X|>e) < P(X,# X)=P(X >n) =0, n— .

. P
Par conséquent, X,, = X, n — oco.

Proposition 4.8. 1. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

2. On a équivalence entre
X, 5X = |X,-x|%0 = x,-x %o

3. Si la limite est une constante, les deux notions de convergence sont équivalentes. Au-
trement dit, si c € R, alors

lot

P
X, —~c <— X, —>ec

Démonstration. 1. Soit © € R tel que Fx est continue en x. Soit € > 0. Alors,

Fx, () =P(X, <z
= P(Xp <, |X — Xo| <€)+ P(Xp < 2, | Xy — X| > ¢)
<PX<z+e | X —X,|<e)+P(X,—X|>¢)
< Fx(z+e¢)+ P(|X, — X|>e).

Puisque X, Bx , le second terme tend vers 0, si bien que

limsup Fy, () < Fx(z +¢).

n—oo

Par ailleurs,

PX<z—e)<PX<zx—¢ | X—-Xp|<e)+ P(X <z—¢|X-X,|>¢)
<PX,<x)+P(X —-X,|>¢)
Donc :
Fx,(x)=P(X, <x)
>P(X<z—¢)—P(X,—X|>¢)
=Fx(x—¢)— P(|X,, — X| > ¢).
Puis

l%g}fFXn(x) > Fx(x - {:‘).
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Laissant ¢ > 0, puisque F'x est continue en x, on obtient :
Fx, (x) = Fx(z), n— oo.

2. Montrons la premiére équivalence : puisque Fjy, _ X|(x) = 0 pour tout x < 0, on a

X, - X| 20 = V2 >0: Fyx,_x(z) =1
— VYV >0:P(X,—X|>z)—0

P
— X, > X.
Pour la deuxiéme équivalence, on a

X,— X80 e V2>0:Fx,_x(z) = 1let Fy, _x(—2) =0
— Vr>0:P(X,—-X>z)—=0et P(X, - X <—2)—0
= V2 >0:P(Xp—X>2)+P(Xn— X < —z) =0
— Vr>0:P(|X,—X|>x)—0

<— Xn£>X.

3. Il suffit de montrer que la convergence en loi entraine la convergence en probabilité si
la limite est une constante. Si X, L ¢, alors pour tout € > 0,

P(| X, —¢c|>e)=PX,<c—¢e)+P(X,>c+¢e) < Fx,(c—¢)+ (1 — Fx,(c+¢)) —0,
car les deux termes tendent vers 0. OJ

Si (2 )n>1 est une suite de nombres qui converge vers x € R et g : R — R une fonction,
alors g(x,) — g(z) si g est continue en x. Pour les v.a., il existe un résultat analogue :

Theoréme 4.9 (Lemme de Papplication continue). Supposons que X est a valeurs dans un
ensemble E C R. Soit g : R — R une fonction qu’on suppose continue en tout point r € F.
Alors

1 x,5x implique g(Xp) L (X)

log log

g9(X).
2. X, = X implique g(X,) = g(X).

Démonstration. 1. On suppose X, L X. Pour simplifier, on suppose que les v.a. (Xp)n>1
et X sont & valeurs dans un compact K et que g est continue sur K (il s’avere qu’on peut
toujours se ramener a ce cas). Alors g est uniformément continue, c’est-a-dire, pour tout
e > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout z,y € K, |g(z) — g(y)| > ¢ implique |z — y| > §. Par
conséquent,

P(lg(X) — g(X)| > £) < P(IX, — X| > 8) +0, n— o0,

si bien que g(X,,) £ 9(X), n — oo.
2. Si p est continue bornée, g étant continue, la composée ¢ o g est encore continue bornée
et il suit que E[p o g(X,,)] = E[p 0 g(X)], ce qui prouve la convergence en loi.
]
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Exemple 4.10. Comme ci-dessus, soit p € |0, 1[ et pour tout n € N*, soit X,, ~ Bin(n,p), et
soit X ~ N(0,1). Posons X,, = (Y;, — np)/+/p(1 — p)n. On définit

_J1/z, ifx#0
9(@) = {O, if x =0.

Alors g est continue sur R* et X est a valeurs dans R*, car P(X = 0) = 0. Par le lemme de

I’application continue,
loj

9(Xn) = 9(X), n— oo,
ce qu’on peut écrire avec un tres léger abus de notation,

loi

1/X, = 1/X, n— oo.

4.1.3 Convergence dans L?

Soit p > 0. On dit que la suite X1, Xo, ... converge dans LP s’il existe une variable aléatoire
X avec E[|XP] < oo et telle que

E|X, - X" =0, n— oo

et on note alors X, X X. Le cas ou p = 2 est le plus courant et on dit alors que X,, converge
en moyenne quadratique vers X.

Proposition 4.11. Soit 0 < ¢ < p. Si X, LY X alors X, X,

Démonstration. Cela découle de I'inégalité de Jensen. Supposons la convergence LP. Puisque
p/q > 1, la fonction z > 0 +— 2P/ est convexe et il suit que

E[|X, — X|P/ < E[|X,, — X|P] — 0.
O

Proposition 4.12. Soit p > 0. La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.

2
Démonstration. Supposons que X, L X. On note que {|X,, — X| > e} = {| X, — X|P > £P}
puis, d’ou on déduit par I'inégalité de Markov que, pour tout € > 0,

El|X, - XP) _

P(|X,—X|>¢)=P(X, - X|P>eP) < " 0.
O
4.1.4 Convergence presque siire
On dit que la suite X1, Xo,... converge presque sirement s’il existe une variable aléatoire

X telle que
P(nh_g.loXn =X)=1.
On dit alors que X, converge presque siirement vers X quand n — oo et on note X, LENS 'S
Nous n’allons pas utiliser cette notion de convergence par la suite. On peut montrer que
la convergence presque siire implique la convergence en probabilité (mais pas nécessairement
la convergence dans LP).
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4.2 Convergence de couples aléatoires

On introduit dans cette section les notions de convergence en loi et en probabilité de
couples aléatoires. Elles se généralisent de maniere évidente a des vecteurs aléatoires, mais
nous nous restreignons aux couples pour rendre la notation plus simple.

Soit (X, Y,)n>1 une suite de couples aléatoires et (X,Y’) un autre couple aléatoire.

Convergence en loi. On dit que (X,,,Y,,) converge en loi vers (X,Y) et on écrit (X,,,Y},) o

(X,Y) si pour tout z,y € R tels que Fy est continue en (z,y),
Fx, v,(z,y) = Fxy(z,y), n— oo.

On utilisera souvent le résultat suivant (qui est valable aussi dans le cas uni-dimensionnel) :

log

Lemme 4.13. (X,,Y,) = (X,Y) si et seulement s’il existe un ensemble dense E C R? tel
que pour tout (z,y) € A,

Fx,v,(z,y) = Fxy(z,y), n— 0.
Démonstration. Exercice, utilise la croissance des fonctions de répartition. ]

La définition qui se généralise le mieux est en fait celle qui utilise les fonctions continues
bornées :

Proposition 4.14. (X,,,Y,,) converge en loi vers (X,Y') si et seulement si pour toute fonction
continue bornée p : R2 - R :

Elp(Xn, V)] = Elp(X,Y)]

Convergence en probabilité. On dit que (X,,Y,) converge en probabilité vers (X,Y") et
on écrit (X,,,Yy) L (X,Y) si pour tout € > 0,

P(|X, - X|+1|Y,-Y|>¢) =0, n— .

Remarque : on peut remplacer la norme |X,, — X |+|Y,, — Y| par n’importe quelle autre norme,
par exemple la norme euclidienne.

Proposition 4.15. 1. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

2. On a équivalence entre
(X Ya) B (XY) 4= (X = XY= ¥) 5 0,0) 4= X0 = X|+ Vo - V| Fo.

3. Si la limite est une constante, les deux notions de convergence sont équivalentes. Au-
trement dit, si c,d € R, alors

(Xn, Yn) L (c,d) = (Xpn,Yy) £ (e, ).

Démonstration. Preuves similaires au cas univarié. O
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Theoréme 4.16 (Lemme de application continue ; version couple). Supposons que le couple
(X,Y) est a valeurs dans un ensemble E C R2. Soit g : R? = R ou g : R? — R? une fonction
qu’on suppose continue en tout point x € K. Alors

1. (Xn,Yo) 5 (X,Y) implique g(X,, ) 5 g(X,Y).

log

2. (Xn,Yn) B (X,Y) implique g(Xn,Y,) % g(X,Y).

Démonstration. La premiere partie se démontre comme dans le cas univarié. Pour la seconde,
on admet qu’on peut encore se ramener a une convergence en probabilité. La preuve est alors
similaire. 0

Lemme 4.17. 1. (Xn,Yn) i (X,Y) si et seulement si X, EXxey,5y.
2. Si (Xpn,Yn) Lof (X,Y), alors X, DX ey, 4y (la réciproque est fausse en général )

lot log

3 S X,=>XetY, loj ¢, ot ¢ € R est une constante, alors (X,,Y,) — (X, c).

log log

4. 51 X, > X etY, =Y et st X,, et Y, sont indépendantes pour tout n € N, alors

log

(Xn,Yn) = (X,Y), ou X etY sont indépendantes.

Démonstration. 1. Si (X,,Y,) £ (X,Y), alors le lemme de l'application continue appliqué

aux fonctions (z,y) — z et (z,y) — y donne X, B X et Y, Ly, Pour la réciproque, soit
e > 0. Puisque | X,, — X|+ Y, — Y| > ¢ implique | X,, — X| >¢/2 ou |Y,, = Y| > ¢/2,

P( X = X|+ Yo = Y| > 2) < P(| X — X| > £/2) + P([Yp = Y| > £/2).

Par conséquent, quand n — oo, P(| X, — X|+ |Y, — Y| > €) — 0 pour tout € > 0 si et
seulement si P(|X,, — X| >¢) = 0 et P(|Y,, = Y| > ¢) — 0 pour tout € > 0.

2. Encore lemme de ’application continue comme ci-dessus.

3. La fonction de répartition de (X, ¢) s’écrit

FX’C(.r, y) = FX(:U)]lyzc-

Soit A C R un ensemble dense de points z € R tels que Fyx, (x) — Fx(z). Alors pour tout
y<eg,

et pour tout y > ¢,
Fx, v, (2,y) 2 Fx, (2) = P(Ya > y) = Fx(2),

donc
Fx, v, (z,y) = Fxc(z,y) Y(z,y) € Ax R\ {c}).
loi

L’ensemble A x (R\ {c}) est dense dans R?, ce qui permet de conclure que (X,,Y,) — (X, c).
4. Par indépendance, Fx y(z,y) = Fx(x)Fy(y) pour tout (z,y) € R. Par conséquent,
pour tout z,y € R points de continuité respectifs de F'x et Fy,

Fx, v, (z,y) = Fx, (2)Fy, (y) = Fx(z)Fy(y) = Fxy(z,y).

Cet ensemble de points (x,y) étant dense dans R?, on conclut que (X,,,Y,) o (X, 0). O
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loi

Corollaire 4.18 (Lemme de Slutzky). Supposons que X, — X etY, Lo ¢, ot c € R est une
constante. Alors

D A A D E:

— XY, Mex

— Sic#0, X,/Y, % X/e.

4.3 Loi des grands nombres

Theoréme 4.19 (Loi des grands nombres). Soient X, Xo,... i.i.d. avec E[|X1|] < co. Alors

X1+ +X
ST Ten Bp [X1].

n

Remarque 4.20. Comme expliqué lors de l'introduction de l'espérance, la loi des grands
nombres justifie 'interprétation de celle-ci comme < moyenne > de la v.a. : la moyenne em-

pirique de n réalisations de cette v.a. approche son espérance quand n est grand.

Remarque 4.21. Dans ’énoncé de la loi des grands nombres, on peut en fait remplacer la
convergence en probabilité par de la convergence presque siire. C’est ce qu’on appelle aussi
la loi forte des grands nombres.

Démonstration. Nous commengons par fournir une preuve treés simple sous ’hypotheése E[X?] <
oo. On montre alors la convergence en moyenne quadratique qui on le rappelle implique la
convergence en probabilité. Le cas général ou on a seulement E[|X;|] < oo est plus évolué. Re-
marquons d’abord que E[(X1+---+X,,)/n] = nE[X1]/n = E[X1], par linéarité de I’espérance.
Par conséquent,

E[<X1+---+Xn —E[Xl]ﬂ :Var(X1+---+Xn)

n n

1
=2 (Var(X;) +--- 4 Var(X,,)) par indépendance

X
:Var7(11)_>07 n — 00.

Nous présentons maintenant ’extension au cas intégrable, c’est-a-dire qu’on suppose seule-
ment E[|X1]] < ooﬂ Posons S, = Xj + ...+ X,,. Quitte a considérer X; — E[X;] on peut
supposer que les (X;)1<i<ny sont des variables aléatoires centrées, ce qu’on fera désormais
E[X;] = 0. Maintenant, pour N entier, on pose :

XN = Xilx <y et S = >0 X[V,
1<i<n

c’est -a-dire qu’on considere les variables tronquées ainsi que leur somme. On se fixe € > 0. 11
nous suffit de montrer que pour tout n suffisamment grand, P(|S,| > en) < e. Pour ce faire,
on note que par convergence dominée : E[X{] = E[X1] = 0 et E[|X; — X{V|] = 0, et donc
on peut choisir N suffisamment grand tel que

BIXN]| < e/4 et B[ X~ X)) = B[ X110 n] < /4.

2. a ne lire qu’en seconde lecture, cette preuve est d’un niveau significativement plus avancé que le reste
du cours
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(Le choix de ce dernier terme sera expliqué dans quelques lignes). Puisque les variables bornées
sont de carré intégrable, la premiere partie de la preuve implique : P(|SY — nE[|X{]]| >
en/4) — 0, et donc il existe un rang ng & partir duquel on a P(|SY —nE[|X{]]| > en/4) < £/2.
Notons également que S, — SY = > 1<i<n Xiljx, > donc

ElISy = SN _ , BlI% - XN _

N €
— < —
P(|S, — S, | >en/2) <2 - o 5

grace a la majoration précédente de E[|X1|]1|X{V\>N]- Finalement pour n > ng :

P(|S,] > en) = P(ISYN| > en/2) + P(|S, — SY| > en/2)
< P(|SY —nE[XN]| > en/4) + P(|S,, — S| > en/2)
e €
<4<
=5 + 5 = €
O
4.4 Théoréme central limite
La loi des grands nombres nous dit que si Xi,..., X, sont i.i.d. d’espérance finie, alors

Xi+---+X, & nxE[X;]. Il est naturel de se demander quelles sont les fluctuations autour de
cette moyenne, c’est-a-dire, quelle est I'ordre de grandeur et la loi de X1+ - -+ X,, —nx E[X;]?
Les réponses différent selon que 02 = Var(Xj) est finie ou non, et on suppose dorénavant que
0% < 0o. Alors Var(Xi + -+ X,,) = no?, ce qui laisse penser que X1 +---+ X, —n x E[X{]
est d’ordre o+/n. Le théoréme central limite donne une réponse positive et tres précise a cette
question.

Theoréme 4.22 (Théoréme central limite). Soient X1, Xo, ... i.3.d. de variance 0 = Var(X;) <

o0o. Alors
X1+ -+ Xn —nE[X1] 10
0,1).
o — N(0,1)

Les propriétes de stabilité de la loi normale/gaussienne montrent qu’on avait guere le
choix pour la loi limite, comme le justifie ’exercice suivant :

Exercice 4.23. On suppose dans cet exercice connaitre I’énoncé du théoréme central limite,
a l'exception de la forme de la loi limite : précisément, on sait qu’on a convergence, mais on
ne sait pas vers quelle loi limite.

X4+ Xp—nE[X1] 2
ov/n :

1. Sil’on choisit X1, Xa, ... v.a.r. i.i.d. selon la loi normale, quelle loi suit

2. En déduire la loi limite.

Nous allons démontrer ce théoréme a ’aide des fonctions génératrices des moments. Nous
aurons besoin du lemme suivant que nous admettons.

Lemme 4.24. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. et X une v.a. telle que px est finie dans un

voisinage de 0. Supposons que px, (t) — @x(t) pour tout t € R. Alors X, Ll x.
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Démonstration du théoréeme central limite. On travaillera sous I’hypothese supplémentaire que
la fonction génératrice des moments p(t) = E[e!X1] est finie dans un voisinage de 0 (dans le
cas général il faudrait passer par la fonction caractéristique t — E[e"'*X] que nous n’avons pas
introduite). Sans perte de généralité, quitte & remplacer X; par sa version centrée réduite, on
peut supposer E[X;] =0 et 0 := E[X;] = 1. On rappelle que

p(0) =1, ¢'(0)=E[X1]=0, ¢"(0)=E[X]]=Var(Xi)=1.
Par conséquent, le développement en 0 de ¢ est

1
p(t) = 1+ 587+ o(t?) = €20,

Par indépendance, on a pour ¢ fixé et n — oo,

2

t n ’I’th—oln 2
¢M(t):¢<\/ﬁ> =e (2n+(/)>—>e%.

On reconnait la fonction génératrice des moments de la loi N'(0,1). Le lemme ontre
alors que

n

Xy X 1
At A o v 1),
Jn

Un corollaire immédiat est le théoréme d’approximation [I.30] de de Moivre - Laplace.
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Chapitre 5

Variables aléatoires dépendantes

5.1 Lois marginales

On rappelle que la loi jointe de n variables aléatoires Xj,..., X, détermine la loi de
chacune des variables par la formule

P(X, € A)=P((X1,...,Xn) e RFIx AR, ke{l,...,n}.

On appelle les lois des v.a. X1, ..., X, dans ce contexte les lois marginales du vecteur aleatoire
X1,...,X,. On peut obtenir la fonction de répartition de X en fonction de la fonction de
répartition conjointe par la formule

Fx, (x) = lim Fx,  x (x1,...,05_1,T,Thtly-..,T
k( ) :L“j—)+oij7ék‘ Tyeens n( ) s Lk y Ly L1, ) TL)

=: Fx, .. x,(4+00,...,+00,x,+00,...,+0), ke{l,...,n}.

Dans le cas ot les v.a. sont discréetes ou conjointement & densité, on a les formules suivantes
pour les fonctions de masse ou les densités des lois marginales :

Proposition 5.1. — Supposons que les v.a. X1,..., X, sont discrétes. Alors pour tout
ke{l,...,n} la fonction de masse de Xy, est donnée par
P(Xy=x)=
Z P(Xl =1, 7Xk—1 = xk—lan = ank-‘rl = Tk+1,- - - aXTL = CL'n)

L1yl —1,Tk+15%n

— Supposons que les v.a. X1,..., X, admettent la densité conjointe fx, . x,. Alors pour
tout k € {1,...,n}, la v.a. Xy, admet la densité

o0 o0
Ix, () :/ / Ixe Xn (T1 o T 1, T, T, -+ Tp) Ay - - - ATy dTpgy - - - dy.
—Oo —Oo

Démonstration. Cas discret : On rappelle que pour tout A C R",

P((X1,....Xp) €A)= > PXi=a1,...,Xn =)
(z1,...,xn)EA

95
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Avec z € R et A =RF1 x {z} x R"* cela donne
P(Xk:$): Z P(Xllea"an:xn)
(mlr~~7$n)eRk71X{.’II}XRn*k

= Z P(Xl:xlv"')Xk—l:l‘k—lek:x)Xk-i-l:l‘k-i-lv"an:xn)'

T1e3Th—1,Tk415+Tn

Cas a densité. On rappelle que la fonction de répartition conjointe de Xi,..., X, est
donnée par

Tn 1
FXl,...,Xn(xl7"'amn) :/ / le,...,Xn(ylﬂ"'ﬂyn)dyl”'dy’n'
—00 —00

En faisant tendre x; — 400 pour j # k et en changeant 'ordre d’intégration, on obtient

x —+oo —+o00
k = . ¢% yeeey -1, Y sy Yn - n .
Fx, (z) / ( / / Ixi X W Y1, Yy Ykt 1 - -5 Yn) A1 - - Ay 1dYpgr - - dy ) dy

Ceci montre que X}, est a densité avec la densité écrite dans 1’énoncé. ]

Exemple 5.2. On teste des individus d’une population pour l'infection a un virus. Pour
un individu pris au hasard, on note X = 1 si l'individu est infecté, X = 0 sinon ainsi que
Y =1 si le test est positif, Y = 0 sinon. Aprés un grand nombre de tests, on a pu établir
empiriquement la loi jointe de X et Y, dont la fonction de masse est réprésentée dans le
tableau croisé suivant :

X=0]X=1
Y =0 0.7 0
Y =1 0.2 0.1
On calcule les lois marginales :

PX=0=PX=0,Y=0+P(X=0Y=1)=09
PX=1)=1-P(X=1)=0.1
PY=0=PX=0Y=0+PX=1Y=0)=0.7
PY=1)=1-P(Y =0)=0.3.

En mots, 10% de la population sont infectés et le test est positif chez 30% de la population.

Exemple 5.3. Soit (X,Y) un couple aléatoire de loi uniforme sur le triangle 7' = {(z,y) €
[0,1)? :  +y > 1}, i.e. de loi jointe fxy = 17/ aire(T) = 217. Alors X est de densité

fx@ = [ fevey)dy

+o0o
:/_OO 21 10,1)(2) L (yepo,1),0+y>1) Y
= 2]]_[071] (.T)]].%fm]- dy
=2zl 1)(2).

Par symétrie ((X,Y) o (Y, X)), on a également fy(z) = fx(v) = 2z1(g (7).
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5.2 Lois conditionnelles

Soient X et Y deux v.a. discrétes. Alors pour tout y tel que P(Y = y) > 0, la loi de X
conditionnellement 4 Y = y est la loi discréte de fonction de masse
P(X ==xz,Y =y)

P(Y =y)

pxy(@|y)=PX =z|Y =y)=

Dans le cas oti les v.a. X et Y ont une densité conjointe fxy, et y € R est tel que fy(y) > 0,
on définit de maniére analogue la loi de X conditionnellement a Y = y comme étant la loi de

densité

_ fxy(z,y)

On peut traiter la loi conditionnelle comme n’importe quelle loi. En particulier, on peut
définir [’espérance conditionnelle :

20 f(@) xpxpy(z|y)  (cas discret)

Elf(X)|Y =y = {fi;f f@)fxy(z|y)de (cas a densité).

On vérifie aisément les formules suivantes (dites formules de la probabilité totale) :
— Si X, Y discretes de fonctions de masse px et py, alors

px(z) = ZPX|Y($ | y)py ()

Y
E[f(X)] =) E[f(X)|Y =ylpy(y) pour tout f.

— Si X, Y conjointement & densité,

+oo
fxta) = [ pvla | 9)fv () dy

B0 = [ B 1Y =yl dy pour tont .

—0o0

Exemple 5.4. On reprend 'example du test d’infection de la section précédente. On calcule
les lois conditionnelles :

P(Y =1|X =0)=0.2/0.9 ~ 22% P(Y =0| X =0) ~ 78%
PY=1|X=1)=01/01=1 PY=0|X=1)=0
P(X=1|Y=0)=0/0.7=0 PX=0|Y=0)=1
P(X=1|Y=1)=0.1/0.3~ 33% PX=0|Y =1)~67%.

En mots, on retient
— Chez une personne infectée, le test est positif dans 100% des cas, mais aussi dans 22%
des cas chez une personne non infectée.
— Une personne dont le test est négatif peut étre 100% siire de ne pas étre infectée.
— Une personne dont le test est positif est réellement infectée dans un tiers des cas
seulement.



98 CHAPITRE 5. VARIABLES ALEATOIRES DEPENDANTES

Exemple 5.5. On reprend ’example de la loi uniforme sur le triangle. On calcule pour tout
y € [0,1] la densité de X conditionnellement & Y =y :

Ixy(z,y) 207 () 1 1
€T = 2 = 2 = 7]1 T T = 7]1 _ Z).
Ixy(z]y) () Sy (y) g eotenzn =l v, ()

Autrement dit, conditionnellement a Y = y, X suit la loi uniforme sur l'intervalle [1 — y, 1].
En particulier, ’espérance de X conditionnellement & Y = y vaut

1—y+1
5 =

1—

Yy
EX|Y =y = 1

5.3 Covariance et corrélation

Soient X et Y des v.a. de carrés intégrables, c’est-a-dire E[X?] < oo et E[Y?] < 0o. On
définit la covariance de X et Y par

Cov(X,Y) = E[(X — E[X))(Y — E[Y])].

NB : A priori, il n’est pas clair que cette covariance est bien définie et finie, mais nous allons
voir ci-dessous que c’est toujours le cas.
En développant le produit et en utilisant la linéarité de ’espérance, on obtient

Cov(X,Y) = E[XY — XE[Y] — E[X]Y + E[X]E[Y]] = E[XY] — 2E[X]|E[Y] + E[X]E[Y],

si bien que
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y],

une formule qui rappelle la formule Var(X) = E[X?] — E[X]?. D’ailleurs, par définition,
Var(X) = Cov(X, X),
donc la variance d’une v.a. est égale a sa covariance avec elle-méme.

Proposition 5.6. Soient X,Y, Z des v.a. de carrés intégrables et a,b € R,

1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

2. Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z).

3. Cov(a,X) = 0.

4. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

NB : Les deux premieres propriétés de la proposition ci-dessus disent que la covariance
est une forme bilinéaire symétrique.
Démonstration. 1. Evident par la définition.

2. Par linéarité de I'espérance,
Cov(aX 4+ bY,Z) = E[(aX +bY — E[aX +bY])(Z — E[Z])]

= aB[(X — E[X])(Z - E[Z])] + bE[(Y — E[Y])(Z — E[Z])]
=aCov(X,Z)+bCov(Y, Z).



5.3. COVARIANCE ET CORRELATION 99

3. Puisque E[a] = a,
Cov(a,X) = E[(a — a)X] = E[0X] = 0.

4. On suppose que E[X] = E[Y] = 0 quitte & remplacer les v.a. par leurs variables
centrées. Alors,

Var(X +Y) = E[(X +Y)?
E[X?+Y? 4 2XY]

E[X?] + E[Y?] + 2E[XY]
Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

O]

La covariance est une mesure de dépendance entre les variables X et Y. Pour illustrer
cela, on considére un exemple :

Exemple 5.7. Soient A et B des événements (par exemple de la forme {X € S} pour une
v.a. X et S C R) et soient 14 et 1p leurs indicatrices. On calcule

E[la] = P(A), E[lg]=P(B)
E[l4lp) = P(AN B)
Cov(1a,1p) = E[lalp] — E[L4]E[15] = P(AN B) — P(A)P(B).

Par conséquent,
Cov(la,15) =0 < P(ANB)=P(A)P(B) <= A et B sont indépendants.

Ceci conforte I'idée de la covariance comme une mesure de dépendance entre les v.a.
On peut méme interpréter le signe de la covariance. Supposons que P(A) # 0 et P(B) # 0,
alors on peut également écrire

Cov(1a,15) = P(B)(P(A| B) — P(A)) = P(A)(P(B | A) — P(B))

avec P(A | B) = P(AN B)/P(B) la probabilité de A conditionnellement & B. Cette écriture
montre que

Cov(la,15) >0 <= P(A|B) > P(A) «— P(B|A) > P(B).

Les deux derniéres inégalités signifient que la réalisation d’un des deux ’événements augmente
la chance que l'autre événement se réalise. On dit dans ce cas que les deux événements
sont positivement corrélés. Dans le cas d’une inégalité dans l'autre sens, on dit qu’ils sont
négativement corrélés.

On résume : Soient A et B deux événements. Alors, A et B sont

— positivement corrélés si P(AN B) > P(A)P(B) (<= Cov(1l4,1p) > 0)

— négativement corrélés si P(AN B) < P(A)P(B) (<= Cov(1l4,1p) <0)

— indépendantes si P(ANB) = P(A)P(B) (<= Cov(l4,15)=0).

En vue du dernier exemple, on dit que deux v.a. X et Y sont
— positivement corrélées si Cov(X,Y) >0
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— négativement corrélées si Cov(X,Y) <0
— non corrélées si Cov(X,Y) =0
On remarque que l'absence de corrélation est équivalente & E[XY] = E[X]|E[Y]. On a alors
I'implication
X et Y indépendantes = X et Y non corrélées.

La réciproque est fausse en général, mais elle est vraie dans certains cas particuliers (par
example quand X et Y sont des v.a. de Bernoulli, c¢f example ci-dessus).

Exemple 5.8. Soit X une v.a. de loi symétrique avec F[X*] < oo, par exemple X ~ A (0, 1).
On pose Y = X2 qui est de carré intégrable. Evidemment, X et Y ne sont en général pas
indépendantes. En effet, on vérifie facilement que X et Y sont indépendantes si et seulement
si X ~ &y (calculer P(Y > ¢? | |X| > ¢) pour tout € > 0). Par contre,

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[X?] — E[X]E[X?] =0,

car E[X?] = E[X] = 0 par la symétrie de X. Ceci donne un example ot les v.a. X sont non
corrélées mais dépendantes.

Pour quantifier la corrélation entre deux variables aléatoires, on introduit le coefficient de
corrélation p(X,Y) comme suit :

( X Y ) = Cov(X,Y)
VVar(X)' /Var(Y)"  /Var(X) Var(Y)’

Proposition 5.9. Le coefficient de corrélation satisfait aux l'inégalités suivantes :

p(X,Y) = Cov

-1<p(X,Y) <1
Cette proposition sera une conséquence du résultat suivant :

Lemme 5.10 (Inégalité de Cauchy—Schwarz). Soient X,Y des v.a. de carrés intégrables.

Alors,
E[|XY]] <4/ E[X?]E[Y?].

Démonstration. On peut supposer que X > 0 et Y > 0 et que E[X?] = E[Y?] = 1, sinon on
remplace X et Y par X' = |X|/\/E[X?] et Y/ =|Y|//E[Y?]| (notons que les deux cotés de
I'inégalité sont homogeénes en X et Y'). On a alors,

0<E[(X -Y)]=E[X?+Y?-2XY]| = E[X?] + E[Y?] - 2E[XY] = 2(1 — E[XY]).
Par conséquent, E[|XY|] = E[XY] < 1. O
Démonstration de la proposition. Par I'inégalité de Jensen,
| Cov(X,Y)| = |E[(X — BIX])(Y — E[Y))]| < E[|(X — EIX])(Y — EIY])]]

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

E[|(X = BIX])(Y — E[Y))|] < /E[(X — EIX]))?E[(Y — E[Y])?] = /Var(X) Var(Y).

Ces deux inégalités donnent [p(X,Y)| < 1. O
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Remarque 5.11. La preuve ci-dessus montre aussi ce que nous avons admis en haut : que la
covariance est toujours bien définie et finie pour des v.a. de carrés intégrables.

Exemple 5.12. Soient U, V, W des v.a. de carrés intégrables, indépendantes, et de variance
égale a 1. On pose

X=U+aV, Y =U+bW,

pour a,b € R. On peut voir X et Y comme des observations < bruitées » d’une méme quantité
U, les v.a. aV et bW modélisant le < bruit ». Par indépendance,

Cov(X,Y) = Cov(U,U) + Cov(U,bW) + Cov(aV,U) + Cov(aV,bW) = Var(U) = 1.

et Var(X) = Var(U) + Var(aV) = 1 + a? et Var(Y) = 1 + b%. Par conséquent,

1
VA +a?)(1T+b2)

p(X.Y) =

On observe :
— Les v.a. X et Y sont positivement corrélées.
— La corrélation est parfaite (c’est-a-dire p=1) si a = b = 0.
— La corrélation tend vers 0 quand |a| — oo ou |b| — 00, ce qui correspond & un bruit
qui devient de plus en plus fort.

Il ressort des deux derniers exemples que le coefficient de corrélation mesure bien des
relations linéaires entre les v.a., mais pas nécessairement des relations non-linéaires.

Exemple 5.13. On reprend ’exemple du test d’infection. On calcule

Var(X) = B[X?] - E[X]?*=P(X =1)- P(X =1)>=0.1 — 0.1 = 0.09
Var(Y)=P(Y =1) - P(Y =1)*=0.3 - 0.3 = 0.21
Cov(X,Y)=FE[XY] - EX]EY]=P(X=1,Y=1)-P(X =1)P(Y =1) = 0.1 — 0.03 = 0.07
p(X,Y) = 007 o051,

v/0.09 x 0.21

Ce calcul montre que les v.a. X et Y sont sensiblement, mais pas parfaitement, corrélées.
Exemple 5.14. On reprend ’example de la loi uniforme sur le triangle. On calcule

1
E[X] :/ r X 2xdr=2/3
0

E[X?) = /1 2% x 2wdr =2/4=1/2
0
Var(X) = B[X?] — B[X]? =1/2 —4/9 = 1/18.
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Et pareil pour Y, car Y “ X De plus,

1
E[XY]= 20yl yqy>1 dady

—

Par conséquent,

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] =5/12 — (2/3)? = 15/36 — 16/36 = —1/36

Cov(X,Y) _ —1/36 _ 1y

X,Y)= =
PEY) = RO V() 1/18
Les v.a. X et Y sont alors sensiblement mais pas parfaitement négativement corrélées.
Ceci s’explique par le fait que si 'une des v.a. est petite, 'autre doit étre grande pour que la
somme soit supérieure a 1, il s’agit donc d’un biais < dans l'autre sens >.



Chapitre 6

Appendice : Toolbox.

6.1 Ensemble dénombrable

Rappelons d’abord la définition d’ensemble fini :

Définition 6.1. Un ensemble S est dit fini s’il est en bijection avec une partie finie de
I’ensemble N des entiers naturels. On peut alors sans perte de géneéralité prendre la partie
de N sous la forme {1,...,n}, et n s’appelle alors le cardinal de S';

Définition 6.2. Une ensemble S est dit dénombrable s’il est en bijection avec ’ensemble N
des entiers naturels.

Exemple 6.3. Voici des exemples d’ensembles dénombrables : 'ensemble des entiers pairs
2N, ou celui des entiers impairs 2N+ 1 ; un peu plus subtil, I’ensemble N? des couples d’entiers,
puis celui Q = {p/q,p € Z,q € N*} des nombres rationnels; en revanche l’ensemble R des
nombres réels n’est pas dénombrable[] , ni partant, celui R\ Q des nombres irrationnels.

On appellera ensemble au plus dénombrable un ensemble fini ou dénombrable.

6.2 Familles sommables

Définition 6.4. Soit I un ensemble arbitraire. Une famille de nombre réels positifs {z;,i € I}
indicée par I est dite sommable si

sup{z x;} < oo

KCI ek

ou K parcourt les sous-ensembles finis de /. Dans ce cas, on note ) ;- x; le supremum, et on
appelle "somme de la famille des x;”, ce supremum.

Dans le cas ou I estdénombrable, il est naturel de se ramener & une somme indicée par
les entiers naturels N :

1. Hors programme : pour le voir, on commence par vérifier a I’aide de 'argument dit diagonal de CantorE]
que ’ensemble {0, 1}N des suites & valeurs dans {0,1} n’est pas dénombrable, puis on note que cet ensemble
peut étre mis en correspondanceﬂ avec I'ensemble [0, 1] via le développement dyadique © = Zi>1 ;27" d’un
nombre réel z € [0,1]. N

103
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Proposition 6.5. Soit ¢ : N — I une bijection, la famille {x;,i € I} est sommable ssi la
suite des sommes partielles (3_g_o Ty(k))n est bornée, et la somme de la famille (telle que
précédemment définie) coincide avec la limite de la suite des sommes partielles :

D= lim > @)
k=0

el
Le point remarquable dans cette proposition est que la limite dans le membre de droite

ne dépend pas de 'ordre des termes choisi au travers de ¢. On propose de démontrer ce fait
dans ’exercice suivant :

Exercice 6.6. Soit (ar)ken une suite de nombres réels positifs qui forme une famille som-
mable et o,v : N — N deuz bijections.

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe m = m(n) € N tel que > g, > D j—g Ay, -

2. En déduire que 3 > Qo) = Y >0 G, , €t conclure a l’égalité de ces deux nombres.

On peut, toujours dans le cas I dénombrable, relacher I’hypothese de positivité au prix
d’une hypothese d’absolue convergence. On définit ainsi :

Définition 6.7. Soit I un ensemble arbitraire. Une famille de nombre réels (non nécessairement
positifs) {x;,1 € I} indicée par I est dite sommable si la famille de nombre réels positifs
{|z4|,7 € I} est sommable.

Bien entendu, il revient au méme de demander a ce que les deux familles de nombre réels
positifs {(zi)+,1 € I} (les parties positives) et {(x;)—,i € I} (les parties négatives) soient
sommables. On rappelle les définitions : x4 := maxz,0, et z_ := max—=x,0).

Définition 6.8. Soit une famille {z;,7 € I} de nombre réels sommable. On appelle somme
de la famille {x;,7 € I}, et on note Y, x; la différence :

dowi=Y (@) — > (w)-
i€l il i€l
On a alors ’'analogue de la proposition précédente (a vérifier) :
Proposition 6.9. Soit I un ensemble dénombrable, et ¢ : N — [ une bijection. La suite des

sommes partielles (31— x¢(k))n converge, de limite indépendante de ¢ : on l'appelle encore
la somme de la famille.

Exercice 6.10. Soit (ax)ken suite de nombres réels telle que la suite (|ag|)ken forme une
famille sommable.

1. Montrer que >j_q ar converge quand n — o0

2. Soit ¢ : N — N une bijection. Montrer que > j_ap converge quand n — oo vers la

meéme limite.

L’exemple suivant montre qu’on ne peut se passer de 'hypotheése d’absolue convergence
lors de la manipulation de nombres signés : soit (zj)ren une famille de réels telle que

1. limy zp, = 0,

2. (zk)+ = (k) - = Ho0.
Alors pour tout ¢ € R, on peut trouver une bijection ¢ : N — N (qui dépend bien sir de ¢)
telle que la suite des sommes partielles (3_p_o Zg(x))n converge vers £ (exercice!).
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6.3 Séries de fonctions et intégrales a parametre

Référence pour cette section : Notes de Thierry Ramond du cours < Analyse et Conver-
gence 2, > disponible sur Dokeos.
Nous nous intéressons a des quantités ayant une des formes suivantes :

S hu | [ O:ofnw)dy

keN

> @) | [ fa)dy

keN

Dans ce tableau, n,k € N, y € R et x € I avec I un intervalle. On peut aussi considérer
d’autres intégrales telles que [ ou f;’ pour a,b € R mais on peut se ramener au cas ci-
dessus en posant f,,(y) =0 ou f(x,y) = 0 en dehors du domaine d’intégration. Pour les deux
quantités de la premiére ligne du tableau, on souhaite alors avoir des conditions sous lesquelles
on a le droit d’échanger le signe somme ou intégrale et le signe lim,,_, ., c’est-a-dire :

. : R . _ . ”
Q:aton lim Y fop =73 lim fop ou lim /m fnly) dy = /Oor}ggofn(y) dy

n—o00
keN keN

De maniere analogue, pour les deux quantités de la deuxieme ligne du tableau, on souhaite
avoir des conditions sous lesquelles on a le droit d’échanger le signe somme ou intégrale et le
signe lim,_,,,, ou, autrement dit,

o0
Q’ : les quantités Z fr(x) ou / f(z,y)dy sont-elles continues en x 7
keN -

Pour ces deux derniéres quantités, on souhaite également savoir si on a le droit de dériver
(par rapport a x) sous les signes somme ou intégrale, c’est-a-dire :

[ee) [e'e] a
Qraton Y fie) = X ) ov o [ swpdy= [T Lydy 7

keN keN

La clé pour répondre a ces questions est la notion de convergence normale. On 1’énonce
séparément pour les quantités de la premiere colonne et celles de la deuxiéme colonne du
tableau ci-dessus.

Définition 6.11 (Convergence normale). On dit que les séries Y oy fok ou D ey fu(2)
convergent normalement s’il existe une suite (gx)ren de nombres positifs telle que

1D hengr < 00 et
2. |fuk| < g pour tout n € N (ou | fx(z)| < g pour tout x € I).

De mani¢re analogue, on dit que les intégrales [0 fn(y)dy ou [0 f(z,y)dy convergent
normalement s’il existe une fonction (positive) g : R — R4 telle que

1. [%, 9(y)dy < oo et
2. |fn(y)] < g(y) pour tout n € N (ou |f(z,y)| < g(y) pour tout = € I).

Les théoremes suivants donnent alors les réponses aux questions précédantes :
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Theoréme 6.12. Supposons qu’une des quantités du tableau ci-dessus converge normalement.
Alors la réponse a la question Q) ou @’ concernant cette quantité est < oui >.

Theoréme 6.13. 1. Supposons que fr : I — R est dérivable pour tout k. Supposons de
plus que
(a) > ,en fr(x) converge simplement (i.e. converge pour tout x € I), et
(b) Snen L fr(x) converge normalement.
Alors la réponse a la question Q7 concernant ), cy fr est < oui>.

2. Supposons que f(z,y) : I Xx R — R admet une dérivée partielle par rapport ¢ x pour
tout y. Supposons de plus que

(a) [2°, f(x,y)dy converge pour tout x € I, et

(b) % 6%f(gﬂ, y) dy converge normalement.

Alors la réponse d la question Q7 concernant [*°_ f(z,y) dy est < oui .

En probabilités, on rencontre assez souvent des séries enticres, et les résultats précédents
prennengt alors une forme tres simple. Rappelons notamment le résultat de dérivation terme
a terme des séries entieres.

Etant donné une suite (an)nen € C de nombres complexes la série entiere associée est
formellement notée ), ~,an2". La somme de la série entiere est alors la fonction qui a tout
complexe z tel que " anz" converge, associe

flz) = Z anz".

La premiere question est celle de la convergence de la somme. A cet effet, on introduit :

Définition 6.14 (Rayon et disque de convergence). On appelle rayon de convergence de la
série entiere le réel R défini par

R=sup{r>0: Z lan|r"™ est bornée} € [0, +oc].
n

et on appelle disque de convergence de la série entiere Y a,r" le disque ouvert Dp = {z €
C: |z| < R} de rayon R est de centre 0.

On peut alors fournir une réponse a la question précédente : une série entiére converge
absolument sur son disque de convergence. De plus la convergence est normale sur tout disque
fermé inclus dans le disque de convergence, en particulier sur D, = {z € C : |z| < r}, avec
r < R. Par définition, la série diverge grossierement sur C\ D, puisque son terme général ne
tend pas vers 0; enfin, la situation sur le cercle D, \ D, est bien plus délicate et aucune ne
possibilité ne peut étre excluelﬂ

Concernant la dérivation terme a terme, le cadre des séries entieres est particulierement
commode comme le montre le théoreme suivant :

Theoréme 6.15. La somme f(z) = Y., a"z" de la série entiére est indéfiniment dérivable
sur son disque de convergence Dg. Sa dérivée est la somme de la série dérivée terme a terme,
qui a méme rayon de convergence :

[ee]
Vz € Dg, f'(2) = Z nanz" "' =ai +2a2z + - +nap2" L4 -
n=1

4. nous aurons surtout besoin dans ce cours de coefficients réels, mais les preuves sont identiques
5. comparer le comportement de Y 2" et ) 2"/ n? au bord du disque de convergence.
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Si R > 0, on a, pour tout n € N,

Fm )

n!

Ay —

En particulier deux séries entieres qui coincident sur un intervalle ouvert contenant 0 sont
égales, puisqu’on peut identifier la suite de leurs coefficients a ’aide de la formule précédente.
On rappelle maintenant les développements en série entiere les plus classiques :

zn
VzeC, |z]<1, —Zz et Vz € C, exp(z)zzﬁ
neN neN
Ayant mentionné le développement de I’exponentielle, on note celui du logarithme (de rayon

de convergence 1 cette fois)

+oo n 2 3 4

1 In(1 _ 71n+1i: 71 Zifi
V2€C, |f <1, W(l+2)=3 ()" =Tk o

n=1

on pourra d’ailleurs retenir plutét le DSE de z +— —In(1 — z) dont I’expression est parti-
culierement simple. Bien entendu, on peut aussi former cos et sin a partir des parties réelles
et imaginaires de e** et on obtient :

+00 2n 2 4 6
B o 2 o oz
VzeC,COSZ—nZ:%( 1) (Qn)!_l 2!+4! ()’!Jr
400 2n+1 3 5 T
o gy AR
VZGC’SM—;::O( Vignsm " s 5 a"

On rappelle la formule du binéme de Newton

" " —1)...(n— 1
Vz € C, (1+Z)n:Z<Z>Zk:1+Zn(n ) k‘<n k+ )Zk:
k=1 ’

k=0

dont la derniére expression se généralise en fait pour tout o € R (!) :

—1) —n41 1
VzeC, |z/<1, (142)° —1+Z (a ‘(a ntl) ”:1+az+a(o‘2)32+...

de rayon de convergence 1. Cette formule est trés puissante : noter que si I’on prend ao = —1,
et —z & la place de z on retrouve le développement de (1 — 2)~! donné précédemment. et plus
gén’eralement, si I'on prend pour a un entier relatif négatif et que 'on substitue —z a z on
obtient :

k—1
VzeC, |z]<1l, keN" (1-2)" _1+§:<nJr )zk

formule qu’on peut aussi retrouver par dérivation successive du développement de (1 — z)71L.
Un dernier développement remarquable est celui d’arctan, qu’on retrouve en considérant par
exemple sa dérivée :

400 2,2 n+1 2:3 25 Z7

VzeC, |z|<1, arctanz= Z(—l)” =
2 ot 35 7
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6.4 Théorémes de Fubini et Tonelli

La démonstration de ce théoréme sera vue en cours d’intégration. Il est cependant fort pro-
bable qu’on ait besoin de 'utiliser en probabilités avant que vous ne l’ayez vu en intégration.
On vous demandera donc un petit acte de foi. On s’intéresse a des quantités de la forme

S tm | S ([ wan). [ ([ r@vay) o

neN \meN neN

On souhaite savoir si on a le droit d’intervertir les signes somme et/ou intégrale, c’est-a-
dire, on souhaite répondre a la question suivante : Les quantités ci-dessus sont-elles égales a
(respectivement) :

S\ S| [ S hwa) [T ([ )i

meN \neN - n —© o0
Un premiere réponse est apportée par le théoréme de Tonelli :

Theoréme 6.16 (Tonelli, parfois appelé Fubini-Tonelli ou Fubini cas positif). Supposons les
nombres fn m sont positifs : fnm > 0 pour tout n,m € N. Alors on a l’égalité dans [0, +o0]

Do\ 2 Fum | = D | 2 fam |

neN \meN meN \neN

ce qui signifie que les deux membres sont soit simultanément finis et égaux soit simultanément
nfinis.

Ce théoréme est tres utile pour nous car les probabilités sont justement des quantités
positives ! Notons aussi que le théoréme est vrai méme si les séries/intégrales divergent, il n’y
a donc pas besoin de vérifier au préalable qu’elles convergent.

Si les termes ne sont pas positifs, on peut souvent appliquer le théoréme suivant :

Theoréme 6.17 (Fubini). Supposons qu’une des conditions équivalentes sont satisfaites :

T ZneN (ZmeN |fn,m|) < 00 ou
o ZmeN (ZneN ’fn,m‘) < o0

Alors on a U'égalité suivante :
D\ 2 S| = 2 | 2 fam |
neN \meN meN \neN

c’est-a-dire que les deux séries convergent et ont la méme limite.
Les résultats analogues pour les autres quantités sont également vrais.

Notons que I’équivalence des deux conditions du théoreme découle de Fubini cas positif.
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