Quotients de RAYLEIGH

Thomas CHEN

L’étude des quotients de Rayleigh est classique au concours. Intimement liée au théoreéme spectral, elle
permet de fournir une preuve de ce dernier.

Exercice 1. Soit n € N* et A € §,,(R). On définit 'application suivante :

fi Mpi(R)\{0} — R

AX, X
X < U 7 )
1]
ou (-,-) désigne le produit scalaire canonique de M,, 1(R) et || - || désigne la norme euclidienne associée.

1. A l’aide du théoréme spectral, montrer que f est bornée et atteint ses bornes.
2. Sans utiliser le théoreme spectral, montrer le méme résultat.
3. On donne ici deux preuves du théoreme spectral. La deuxieme utilise le calcul différentiel.

(a) On note A = sup  f(X). Montrer que A\, — A est symétrique positive. En déduire que
Mn,l(R)\{O}
A est une valeur propre de A puis démontrer le théoreme spectral.
(b) Montrer que f est différentiable sur E'\{0} et calculer sa différentielle en tout point de E\{0}

et en déduire une preuve du théoreme spectral.

Corrigé :
1. Par le théoréme spectral, il existe A\; < --- < A, valeurs propres de A et ey, - ,e, vecteurs propres
associées aux valeurs propres respectivement telle que (ey,--- ,e,) forment une base orthogonale. Soit

X eM,1(R),X #0et pq,- -, pn des réels tels que

n
X = Z HEEk-

k=1

Alors . .
(AX, X) <Z,LL,LA6“Z/,L]€]> = ZZ“’M i (€i,€5) :Z)\Zuz
= i=1j=1 T i=1
=5y
Ainsi,

n n n
MY <Y < Ay pg
i=1 i=1 i=1

Puisque Z w; = (X, X), on a finalement
1=1

A< fX) < A

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = Ay et f(en) = M.

2. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

VX € Mna(R\{0}, f(X < \|§<\|X’M1HX>'
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Ainsi, en notant S = {X € M,, 1(R) : || X|| = 1}, puisque VX € M,, 1 (R)\{0}, WX €S, ona
inf f(X)=inf f(Y), sup f(X) =sup f(Y).
XeMn 1(R)\{0} (%) Yes ®) XeMy 1 (R)\{0} (X) Yes )
S est bornée et S = ||-||7}({1}) donc est fermé car || - || est continue — par exemple, par la deuxieme

inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne — et {1} est un fermé : S était donc I'image réciproque
d’un fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.

X € M, 1(R) — AX est continue car linéaire en dimension finie. X — (AX, X)) est continue puisque
par Cauchy-Schwarz, [(AX, X)| < ||[AX||||X]] < |HA|HHXH2.[|Ainsi, en particulier, X € S +— (AX, X) et
continue et atteint ses bornes par le théoréme des bornes atteintes : il existe donc a,b € S tel que

inf  f(x) = inf f(y) = f(a), sup f(x)=supf(y) = f(b).

z€ E\{0} yes z€E\{0} yes

Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.
3. (a) Soit X € M, 1(R)\{0}. Alors

(A = A)X, X) = MX, X) = (AX, X) = M X[ = | X[*£(X) = (A = FEO)IX]* > 0.

Ainsi, AI,, — A est symétrique (car A l'est) positive. Notons B cette matrice. Alors

VX,Y € M, 1(R),(BX,Y)? < (BX, X)(BY,Y).

Ceci est vrai pour toute matrice symétrique positive. Je présente deux preuves.

i. On redémontre Cauchy-Schwarz et c’est la méme méthode. Par contre, on n’a pas le
cas d’égalité car lui nécessite le caractere défini du produit scalaire! X,Y — (BX,Y)
est symétrique si B 'est, positif si B l’est.

ii. On écrit C racine carrée de B (c’est classique). C' est donc symétrique. On a alors,
pour tout X,Y € M,, 1(R),

(BX,Y)? = (CTCX,Y)?
= (CX,CY)?

< [lex|Pey|?
C.S.
CX,CX)(CY,CY)

= {
= (BX, X)(BY,Y).

Ainsi, pour Xy € S tel que f(Xo) = A, on a (BXy, Xo) =0 et donc
VY € M,1(R), (BXo,Y)? <0.

Ainsi, VY € M, 1(R, (BX(,Y) = 0 donc BXy = 0. Ainsi, AXy — AXp = 0 donc A est valeur propre
de A et Xy est un vecteur propre.

On peut passer maintenant a la preuve du théoréeme spectral. On conclut par récurrence sur
n. Pour n = 1, le résultat est clair. Supposons que ’on puisse trouver une base orthonormale de
diagonalisation pour A lorsque A € S,_1(R) pour n € N>y. Soit A € S,(R) et u endomorphisme
canoniquement associée (on rappelle que la base canonique est orthonormée). Par la question pré-
cédente, il existe un couple valeur propre/vecteur propre (A, acg)E| dans R x R" tel que u(zg) = Axo.

1. On peut aussi dire que (X,Y) € M, 1(R)*> — (AX,Y) est bilinéaire donc continue car on est en dimension finie et que
(X,Y) € Mp1(R)? = (X, X)) € My1(R)? est continue : on conclut par composition.
2. et xg est de norme 1
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Soit H = (z0)*. Alors u stabilise Vect(xo) donc u = u* stabilise H. Ainsi, ug, Vinduit de u sur H
est bien défini et est un endomorphisme de H qui est de dimension n — 1. Ainsi, il existe une base
de H orthonormale qui diagonalise ug. On concaténe cette base avec {xo} et on obtient une base
orthonormale (puisque g L H) qui diagonalise u.

Par le principe de récurrence, le théoreme spectral est démontré.

(b) On rappelle que le calcul différentiel dans un autre espace que R™ améne a des délicatesses. Dans
R"™, on dispose d’une base canonique ot la plupart des calculs sont faits dans cette base. Ici, E est
de dimension finie donc on pourrait plonger dans R™ mais cela serait maladroit. Contentons-nous
de la définition de la différentielle, a savoir un développement limité.

Soit x € E\{0}. Par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire, en notant B(z) = (u(x), x)
Vh € E, B(z+h) = (u(x+h),z+h) = (u(z)+u(h),x+h) = (u(z), z)+{u(h), z)+ (u(z), h)+{(u(h), h).

u étant symétrique, (u(x), h) = (u(h), z) pour tout x, h € E. De plus, par Cauchy-Schwarz, [(u(h), h)| <
fu(@) 121 < llell12]1* = onso([|2])[} Finalement,

Vh € E,B(z + h) = B(x) + 2(u(z), h) + on—o(||2]])-
De plus,
Vh € B, &+ h|? = |lz|* + 2(z, k) + on—o(||hl])-
Ainsi, par quotient,
1 1 1 1 ( 2(z, h)

vheE, _ = o (1= 20+ onallBl) )
lz+ Rl 2?1 22l o o(in)) el ]2 -

[EIIS

Ainsi, par produit,
2(zx, h)
(B

Vh € B, f(a+h) = Hj” (<u<x>,x> + 2(u(z), h) (u(a), ) + oh%o<uhu>) = F(@)+aa(h)+ono(Ih])

avec

2 e — (2080 = F@)e)
() = 1o (). ) = (o) (@) = (ZHE ),

Ainsi, f est différentiable en z pour tout = € E\{0} et

20u(x) —xf(x 2u(z) — f(x)x
dfx(h):< (u )HxHQf( ))’h> ot Vf(x) = 2 ?‘x”f( )z)

On peut passer maintenant & la preuve du théoréeme spectral. Montrons donc le théoréme spectral
par récurrence sur la dimension de E.
e Sin =1, c’est clair.
e Supposons le résultat acquis jusqu'au rang n — 1. La question 1 nous a donné a € S tel que

gl\f{o} f(z) = f(a). Puisque {0} est un fermé, E'\{0} est un ouvert donc tout extremum de f dans
re

E\{0} est point critique de f car f y est différentiable. Ainsi, V f(a) = 0 donc u(a) — f(a)a =0
et u(a) = f(a)a : a est non nul donc a est vecteur propre pour u pour la valeur propre f(a).

e Si&f(u) = E, alors u = f(a)ldg donc u est diagonalisable en base orthonormée.

 Si ce n'est pas le cas, comme £y, (u) est stable par u et u est symétrique, 1'orthogonal

i L
(5f(a) (u)) est stable par v* = w. Ainsi, on peut définir @ I'induit par u sur (Ef(a) (u)) . Par
L
hypothese de récurrence, comme dim ((Sf(a) (u)) > € [1,n — 1], on dispose d’une base de

1
(5 (a) (u)) de diagonalisation orthonormée pour .

En concaténant une base de ¢(4)(u) et la base précédente, on obtient une base de diagonalisation
orthonormée de u. Le théoréme spectral est démontré pour la dimension n.
Par principe de récurrence, le théoreme spectral est démontré.

3. On n’a pas besoin d’étre si précis. u étant continue et u(0) = 0, la premiére estimée donnait déja le o(|h|) souhaité.
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