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Les faits n'existent pas, il n'y a que des interprétations.
- Friedrich Nietzsche -
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Chapitre 1

Descriptif de mon cursus au sein du

Magistère

J'ai intégré le magistère d'Orsay en 2014 lorsque je me suis inscrit en troisième
année de licence de mathématiques fondamentales et appliquées (L3 MFA) après
trois années de classes préparatoires. J'ai ensuite poursuivi par la première année de
master de mathématiques fondamentales et appliquées (M1 MFA) et la deuxième
année de magistère. Pour terminer par le master M2 recherche : Analyse, Arithmé-
tique et Géométrie (M2 AAG) et la troisième année de magistère qui m'ont conduit
maintenant à commencer une thèse sous la direction de Nefton Pali sur les solitons
de Kähler-Ricci.

1.1 L'année de L3 MFA

L'année de L3 est une année assez généraliste, j'ai donc suivi le tronc commun
composé des cours suivants :
• Algèbre,
• Calcul di�érentiel,
• Intégration de Lebesgue,
• Équations di�érentielles,
• Analyse complexe,
• Probabilité,
• Analyse de Fourier,
• Calcul formel.

Ces cours m'ont permis d'obtenir des connaissances solides dans toutes les domaines
des mathématiques (algèbre, analyse etc.). Mais j'ai aussi vu que j'étais plutôt inté-
ressé par les matières plus algébriques.

De plus, le magistère nous a ajouté deux options et j'ai choisi de suivre les deux
cours suivants :
• Théorie des graphes,
• Programmation Algorithmiques.
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Le premier m'a particulièrement intéressé, notamment pour les liens entre la théorie
des graphes et l'algèbre. Nous avions aussi un cours supplémentaire de compléments
de topologique qui m'a permis de consolider mes bases en topologie et analyse fonc-
tionnelle que j'avais étudié personnellement sur mon temps libre par la lecture du
livre d'analyse fonctionnelle de Brézis et par le livre de topologie générale de Dixmier.

Durant cette année, j'ai aussi eu l'occasion de faire mon mémoire de magistère
en binôme avec Nicolas Retailleau et sous la direction de Frédéric Paulin. Le mé-
moire consistait à l'étude des hexagones hyperboliques. Ce mémoire a commencé
par l'étude des espaces hyperboliques, pour ensuite étudier les hexagones hyperbo-
liques et leur classi�cation en dimension 2 et 3. Finalement, nous avons étendu cette
classi�cation en dimension 5 grâce aux quaternions. Ce mémoire fut l'objet d'une
publication dans les annales de la faculté des sciences de Toulouse. Ce mémoire fut
une expérience très enrichissante car il fut un premier contact avec la recherche ma-
thématique, j'ai notamment appris à rédiger un article mathématique, en apprenant
par exemple à écrire en LATEX.

1.2 L'année de M1 MFA

L'année de M1 MFA est plus spécialisée et nous avions le choix entre di�érents
cours. Au vue de mon pro�l plutôt algébrique, j'ai donc choisi les cours suivant :
• Algèbre,
• Arithmétique,
• Géométrie,
• Distributions.

Le cours de géométrie dispensé par Antoine Chambert-Loir m'a beaucoup intéressé
car il y développait un langage issu de la théorie des catégorie et de la théorie des
faisceaux qui complétait donc très bien mes connaissances de géométrie di�érentielle
que j'avais à l'époque et qui provenait d'ouvrages plus classiques comme le livre d'in-
troduction aux variétés di�érentielles de Lafontaine.

Le magistère 2 nous a ajouté deux cours spéci�ques :
• Compléments de théorie spectrale et d'analyse harmonique,
• Introduction aux systèmes dynamiques.

Le premier m'a permis de réviser et de compléter mes notions d'analyse complexe
de mon année de L3. De plus, chaque cours avait l'originalité d'être divisé en deux
parties, la première était un cours magistral dispensé par Frédéric Paulin et la se-
conde partie était la correction d'exercices d'applications du cours qui permettait
de bien comprendre et d'assimiler le cours.

Cette année-là, j'ai fait mon mémoire de M1 sous la direction de Joël Merker et
en binôme avec Adrien Poulenard. Nous avons travaillé sur le théorème de Torelli
pour les surfaces de Riemann. Ce mémoire fut très prenant et intéressant, il m'a
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permis d'acquérir une grande autonomie dans la recherche et l'apprentissage tout
en peau�nant mes capacités de rédaction.

1.3 L'année de M2 AAG

J'ai ensuite directement poursuivi par le M2 AAG en orientant mon parcours
vers la géométrie en suivant les cours de
• Théorie des schémas
• Géométrie analytique complexe.

Au début, j'ai été très intéressé par la théorie des schémas mais je me suis rendu
compte au �l du temps que ce n'était pas fait pour moi. J'ai donc orienté mon mé-
moire de M2 vers la géométrie complexe et j'ai donc travaillé avec Nefton Pali sur les
solitons de Kähler-Ricci sur les variétés kähériennes compactes. Cela a débouché sur
la thèse que je commence actuellement et dont les grandes lignes seront expliquées
dans la section suivante. Ce stage m'a permis d'améliorer mon autonomie et mes
capacités de rédaction. En e�et, les articles que j'ai lu n'étaient pas toujours très
clairs, j'ai donc dû souvent compléter par moi-même les démonstrations.

Au cours de cette année, il n'y avait pas de cours spéci�ques au magistère, j'ai
juste dû faire une présentation de mon sujet de mémoire à l'oral. Cette expérience
m'a permis d'améliorer mon aisance à l'oral et de préparer ma soutenance.

1.4 Conclusion

Mes deux premières années de Magistère m'ont permis de me préparer au Master
2 AAG en ajoutant aux cours classiques de licence et de master des cours spéci�ques
préparant aux masters de recherches. Le cours de théorie spectrale m'a par exemple
servi à nouveau lors de mon mémoire de M2 lors de l'étude de certains opérateurs.
De plus, la troisième année en parallèle du M2 m'a permis de me préparer à ma
soutenance, grâce notamment à un oral "spéci�que magistère".
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Chapitre 2

Les solitons de Kähler-Ricci

Un problème célèbre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique
d'Einstein sur une variété donnée (voir par exemple [7]).Une telle métrique g est
une métrique riemannienne qui est proportionnelle à son tenseur de Ricci, noté Ric,
c'est-à-dire qu'il existe un réel λ appelé constante d'Einstein tel que

Ric = λg.

Cette équation est importante car elle est reliée à l'équation d'Einstein :

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = κTµν ,

où R et T sont les tenseurs de courbure et de torsion, et λ et κ des constante, qui
décrit en relativité générale comment la matière et l'énergie modi�ent la géométrie
de l'espace-temps. Dans ce mémoire, nous nous placerons du point de vue de la
géométrie complexe et nous travaillerons en particulier sur des variétés kählériennes
compactes, dont la métrique g induit une (1, 1)-forme réelle ω que l'on appelle forme
de Kähler. On peut s'intéresser à une équation similaire :

Ric(ω) = λω,

où Ric(ω) est la forme de Ricci associée à ω (dont nous rappellerons la dé�nition ci-
dessous). Une métrique véri�ant une telle équation sera appelée dans ce cas métrique
de Kähler-Einstein.

Pour étudier cette équation, il existe un lien entre ces métriques et la conver-
gence du �ot de Kähler-Ricci. Ce dernier consiste en une famille ωt de métriques
kählériennes dépendant d'un paramètre de temps t variant dans un intervalle de R
de la forme [0, T [ où T ∈ R ∪ {+∞} véri�ant

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0,

où ω0 est une forme de Kähler �xée au départ. On peut montrer (voir la section 3.3
de [10]) qu'il existe une solution maximale à cette équation dé�nie sur un intervalle
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[0, Tmax[ où Tmax ∈ R∪{+∞}. L'idée maintenant est de déterminer Tmax et d'étudier
la limite de ωt quand t tend vers Tmax. Ici, les résultats ne sont pas généraux et
dépendent d'un invariant cohomologique de la variété kählérienne compacte M sous
laquelle nous travaillons : la première classe de Chern c1(M). Nous pouvons la dé�nir
comme la classe de cohomologie (réelle) de la forme de Ricci Ric(ω) (pour une forme
de Kähler ω sur M quelconque, on montre qu'elle ne dépend pas d'un tel choix :
voir proposition 1.19.1 de [21]). Ce qui sera important, ce sera le "signe" de c1(M)
(dont nous rappellerons la dé�nition plus loin).

En e�et, si c1(M) < 0 ou c1(M) = 0 alors on peut montrer que Tmax = +∞ et
que la solution maximal ω(t) de l'équation du �ot de Ricci (modulo renormalisation)
converge vers une métrique de Kähler-Einstein. Par contre le cas où c1(M) > 0 est
plus di�cile, en e�et, on peut montrer qu'il existe des variétés compactes M dont
la première classe de Chern est positive (on dit que c'est une variété de Fano)
qui n'admettent pas de métriques de Kähler-Einstein (voir par exemple [54]). Nous
introduisons donc la notion de soliton de Kähler-Ricci. On dit que (X, g) est un
soliton de Kähler-Ricci sur M si
• X est un champ de vecteurs holomorphe sur M ,
• g est une métrique kählérienne sur M

telle que
Ric(ωg)− ωg = LX(ωg),

où on a posé :
• ωg est la forme de Kähler associée g,
• Ric(ωg) est la forme de Ricci associée ωg,
• LX(ωg) est la dérivée de Lie de ωg dans la direction de X.

On remarque immédiatement que cette équation généralise bien celle de Kähler-
Einstein, en e�et il su�t de prendre X = 0 pour la retrouver.

Dans la section, j'expliquerai de manière plus rigoureuse la discussion précédente.
Par la suite, j'expliquerai mon travail de mémoire et les problèmes qu'ils restent à
résoudre et qui font l'objet de ma thèse.

2.1 Rappels et notations

Dans cette section, nous supposerons connues les notions de base de géométrie
di�érentielle.

Si on considère une variété kählérienne (M, g) de dimension n, on rappelle que
la métrique kählérienne g ∈ Γ(⊗2T ∗M) et la forme de Kähler ω ∈ Γ(Λ1,1T ∗M) ont
les expressions locales suivantes :

g = gij dz
i ⊗ dzj, (1)

ω =

√
−1

2π
gij dz

i ∧ dzj. (2)
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(On rappelle aussi que nous notons (gji) l'inverse de la matrice (gij).)

On dé�nit alors la forme de Ricci par :

Ric(ω) =

√
−1

2π
Rij dz

i ∧ dzj, où Rij =
∂2

∂zizj
log det(gij). (3)

On dé�nit alors la première classe de Chern c1(M) comme la classe de cohomo-
logie de de Rham de la (1, 1)-forme réelle Ric(ω) :

c1(M) = [Ric(ω)]DR.

De plus, on peut montrer que c1(M) ne dépend pas de la métrique kählérienne choi-
sie (voir proposition 1.19.1 de [21]).

Si α =
√
−1aijdz

i∧dzj est une (1, 1)-forme réelle alors on dira que α est positive
(respectivement négative) et notera α > 0 (respectivement α < 0) si la matrice
hermitienne (ai,j) est dé�nie positive (respectivement dé�nie négative). Maintenant
si Ω est une classe de cohomologie de de Rham alors on dira que Ω est positive
(respectivement négative) et notera α > 0 (respectivement α < 0) s'il existe α ∈ Ω
telle que α > 0 (respectivement α < 0).

Terminons par une remarque concernant la notation. Comme nous travaillerons
avec la forme de Kähler ω plutôt qu'avec la métrique riemanienne g, nous noterons
les variétés kählérienne comme les couples (M,ω) (plutôt que (M, g)), et cela n'a
aucune importance à la vue des équations (1) et (2).

2.2 Le �ot de Ricci

Maintenant, prenons (M,ω0) une variété kählérienne compacte de dimension
complexe n. On dit que la famille ω = ω(t) = ωt de formes de Kähler (dépendant
d'un paramètre t ∈ I où I est un intervalle de R contenant 0) est solution du �ot de
Kähler-Ricci sur M avec comme condition initiale ω0 si elle véri�e

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0. (4)

Par la suite, il nous faudra considérer (pour la convergence, voir section 2.4) une
équation un peu plus générale :

∂

∂t
ω̃ = −Ric(ω̃)− νω̃, ω̃|t=0 = ω0, (5)

où ν ∈ {0, 1}. Et si ν = 1 alors on appelle cette équation : l'équation du �ot de
Kähler-Ricci normalisé.

En fait, on peut voir que l'équation (5) avec ν = 1 est une renormalisation de
l'équation (4). Plus précisément on a le lemme suivant :
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Lemme 2.2.1 Soit (ωs)s∈R une solution de l'équation (4). Alors (ω̃)t∈R est une
solution de l'équation (5) avec ν = 1 où

ω̃(t) =
ω(s)

s+ 1
et t = log(s+ 1).

Démonstration. On commence par remarquer que

t = log(s+ 1)⇐⇒ s = et − 1,

et grâce à l'expression (15), nous avons

Ric(ω̃t) = Ric(ωs).

Ainsi, on a :

∂

∂t
ω̃ =

∂s

∂t

∂ω̃

∂s
= et

∂
∂s
ω(et − 1)− ω(et − 1)

e2t

=
1

s+ 1

(
(s+ 1)

∂

∂s
ω(s)− ω(s)

)
=

1

s+ 1

(
(s+ 1)Ric(ωs)− ωs

)
= Ric(ω̃t) + ω̃t,

ce qui permet de conclure. �

2.3 Existence et unicité de solutions maximales

Dans cette section, nous allons étudier l'existence et l'unicité d'une solution maxi-
male pour l'équation (4) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

La première étape va être de déterminer une borne supérieure au temps d'existence
d'une solution. En e�et, supposons que (ωt) soit une solution dé�nie sur un intervalle
[0, t′[. Alors en prenant les classes de cohomologie de l'équation (4). On obtient

∂

∂t
[ω(t)] = [

∂

∂t
ω(t)] ( car la dérivée par rapport au temps n'intervient

pas dans les calculs de cohomologie)

= −[Ric(ω)] (d'après l'équation (4))

= −c1(M) (d'après la dé�nition de c1(M)).
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Comme le membre de droite ne dépend plus de temps, on obtient donc

[ω(t)] = [ω0]− tc1(M) ∀t ∈ [0, t′[, (6)

or ω(t) est une forme de Kähler i.e. ω(t) > 0, nous obtenons ainsi une condition
nécessaire pour que le �ot existe sur [0, t′[, on doit avoir

t′ ≤ sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0} =: T.

Nous pouvons montrer que la condition est, en fait, su�sante. Ce résultat est dû à
Cao dans le cas où c1(M) est nul, il a été ensuite démontré par Tian-Zhang en toute
généralité.

Théorème 2.3.1 Il existe une solution maximale ω(t) à l'équation du �ot de Ricci-
Kähler (4) dé�nie sur l'intervalle ]0, T [.

Démonstration. On pourra consulter la section 5.2.4 du mémoire de M2 mis en
annexe ou la section 3.3 de [10]. �

2.4 Convergence du �ot de Kähler-Ricci

Dans cette section, nous allons discuter de la convergence du �ot de Ricci. Cepen-
dant, il est nécessaire avant de faire un rappel sur les métriques de Kähler-Einstein.

Soit M une variété complexe. On dit que ωKE est une métrique de Kähler-
Einstein sur M si ωKE est une métrique kählérienne et s'il existe µ ∈ R tel que

Ric(ωKE) = µωKE. (7)

On dit alors que µ est la constante d'Einstein de ωKE.

L'existence de métriques de Kähler-Einstein implique des conditions algébriques
fortes sur la première classe de Chern. En e�et, si nous prenons les classes de coho-
mologie alors nous avons que

c1(M) = [Ric(ω)] = µ[ωKE],

or ωKE est une métrique kählérienne, elle est donc dé�nie positive i.e. ωKE > 0.
Nous avons donc trois possibilités pour la première classe de Chern c1(M) :

(i) c1(M) < 0 si µ < 0,

(ii) c1(M) = 0 si µ = 0,

(iii) c1(M) > 0 si µ > 0 .
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Nous avons alors des résultats concernant l'existence et l'unicité des métriques
de Kähler-Einstein selon ces trois cas :
• Dans le cas où c1(M) < 0, nous avons en particulier le théorème d'Aubin-

Yau ([2]) qui nous donne l'existence et l'unicité de solutions à cette équation dans
le cas où c1(M) < 0. On pourra consulter la page 122 de [10] pour des références
historiques.

Théorème 2.4.1 Sur une variété complexe compacte M dont la première classe
de Chern c1(M) est négative, il existe une unique métrique de Kähler-Einstein de
constante d'Einstein µ = −1 �

• Dans le cas où c1(M) = 0, la conjecture de Calabi démontrée par Yau (voir [59])
répond à la question de l'existence de solutions à l'équation de Kähler-Einstein :

Théorème 2.4.2 Soit (M,ω) une variété compacte kählérienne et soit R ∈ c1(M).
Alors il existe une unique métrique kählérienne g̃ dont la forme de Kähler ω̃ véri�e

[ω] = [ω̃], Ric(ω̃) = R.

En particulier, si c1(M) = 0 alors il existe dans toute classe de cohomologie de
H1,1(M) une métrique de Kähler-Einstein ω dont la constante d'Einstein est nulle.

�

• Dans le cas où c1(M) > 0, il existe des variétés dont la première classe de
Chern est positive qui n'admettent pas de métrique de Kähler-Einstein. On pourra
consulter l'article [54].

Dans la suite, nous allons étudier les liens entre le �ot de Kähler-Ricci et les
métriques de Kähler-Einstein. Pour cela, on va étudier la convergence du �ot de
Kähler-Ricci selon le signe de la première classe de Chern c1(M).

2.4.1 Étude dans le cas où c1(M) < 0

On considère une variété kählérienne (M,ω0) telle que c1(M) < 0 et on suppose
de plus que

ω0 ∈ −c1(M).

En appliquant le théorème 2.3.1, on obtient qu'il existe une unique solution maximale
à l'équation (4) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

et que cette équation est dé�nie sur l'intervalle [0, T [ où

T := sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0}.

or on sait que ω0 ∈ −c1(M) et c1(M) < 0 donc

[ω0]− tc1(M) = −(t+ 1)c1(M) > 0, ∀t > 0,

15



d'où
T = +∞.

On a donc une solution ω = ω(t) dé�nie pour tout t > 0 à l'équation (4). En prenant
les classes de cohomologie de l'équation (4), on obtient

[ω(t)] = (1 + t)c1(M),

et donc ω(t) diverge quand t tend vers l'in�ni. On ne peut espérer faire converger
ce �ot. Pour cette raison, on considère l'équation de Kähler-Ricci normalisée (5)

∂

∂t
ω = −Ric(ω)− ω, ω|t=0 = ω0.

Nous avons vu alors grâce au lemme 2.2.1 que cette équation admet aussi une solu-
tion ω(t) dé�nie pour tout t > 0. Cette fois-ci, en passant aux classes de cohomologie,
on obtient que

[ω(t)] = −c1(M).

Nous avons alors le résultat suivant dû à Cao :

Théorème 2.4.3 Soit ω = ω(t) la solution de l'équation du �ot de Kähler-Ricci
normalisée (5). Alors ω converge de manière C∞ vers la métrique de Kähler-Einstein
ωKE ∈ −c1(M).

Démonstration. On pourra consulter la section 3.4 de [10]. �

2.4.2 Étude dans le cas où c1(M) = 0

On considère une variété kählérienne (M,ω0) telle que c1(M) = 0.
En appliquant le théorème 2.3.1, on obtient qu'il existe une unique solution

maximale à l'équation (4) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

et que cette équation est dé�nie sur l'intervalle [0, T [ où

T := sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0}.

Or on sait que c1(M) = 0 et ω > 0 donc

[ω0]− tc1(M) = [ω0] > 0 ∀t > 0,

d'où
T = +∞.

On a donc une solution ω = ω(t) dé�nie pour tout t > 0 à l'équation (4). En prenant
les classes de cohomologie de cette équation, on obtient

[ω(t)] = [ω0].

On peut alors montrer le résultat suivant (on renvoie à la section 3.4 de [10] pour
une démonstration) :
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Théorème 2.4.4 La solution ω(t) à l'équation (4) converge de manière C∞ vers
l'unique métrique de Kähler-Einstein ωKE ∈ [ω0]. �

2.4.3 Étude dans le cas où c1(M) > 0

Comme dit précédemment, il n'y a pas toujours existence de solutions à l'équa-
tion de Kähler-Einstein sur une variétéM dont la première classe de Chern c1(M) est
positive, voir par exemple [54]. On introduit donc une nouvelle équation : l'équation
des solitons de Kähler-Ricci.

Soit (M,ω) une variété kählérienne compacte connexe dont la première classe
de Chern est positive. Par la suite, ces variétés seront appelées variétés de Fano
compactes. De plus, comme ils joueront maintenant un rôle important, nous notons
η(M) l'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur M (voir le mémoire en
annexe pour plus de détails).

Dé�nition 2.4.5 Soit M une variété de Fano compacte. On dit que le couple (X, g)
est un soliton de Kähler-Ricci si
• X ∈ η(M).
• g est une métrique kählérienne sur M

telle que
Ric(ωg)− ωg = LX(ωg), (8)

où
• ωg est la forme de Kähler associée g,
• Ric(ωg) est la forme de Ricci associée ωg,
• LX(ωg) est la dérivée de Lie de ωg dans la direction de X.

Remarque. Cette notion généralise la notion de métrique de Kähler-Einstein, en
e�et si on prend X = 0 alors on retrouve l'équation de Kähler-Einstein.

La motivation pour introduire cet objet est contenue dans le théorème suivant
dû à Tian et Zhu :

Théorème 2.4.6 Soit M une variété kählérienne de Fano admettant un soliton
de Kähler-Ricci (gKS, X). Alor le �ot de Ricci ωgt converge vers ωgKS pour une
condition initiale g0 bien choisie.

Remarque. Nous n'expliciterons pas la métrique g0, pour plus de détails, on pourra
consulter [57].

Démonstration. On pourra consulter [57]. �

2.5 Les questions du domaine

Lorsque nous avons une équation, les premières questions qui se posent concernent
l'existence et l'unicité.
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2.5.1 L'unicité des solitons de Kähler-Ricci

Il existe un résultat général (théorème 3.2 de [56]) concernant l'unicité démontrée
par Xu-Jia Wang et Xiaohua Zhu :

Proposition 2.5.1 Soit une variété compacte de Fano M . Si (X, g) et (X
′
, g
′
) sont

des solitons de Kähler-Ricci alors il existe σ ∈ Aut(M)◦ tel que

ωg = σ∗ωg′ , X = (σ−1)∗(X
′
).

(où Aut(M)◦ est la composante connexe de l'identité du groupe Aut(M) des auto-
morphismes holomorphes de M .) �

2.5.2 L'existence des solitons de Kähler-Ricci

Il n'existe pas de résultats généraux sur l'existence de solitons de Kähler-Ricci.
Par contre on peut montrer l'existence de solitons de Kähler-Ricci sur des variétés
compactes de Fano "particulières". Plus précisément, nous avons en vue le théorème
suivant dû à Xu-Jia Wang and Xiaohua Zhu ([58]) :

Théorème 2.5.2 Il existe un soliton de Kähler-Ricc sur toute variété compacte
torique kählérienne de Fano. �

Remarque. Pour la dé�nition d'une variété torique, nous renvoyons au mémoire en
annexe.

La démarche

Un soliton est un couple (X, g) composé d'un champ de vecteurs holomorphe de
X et d'une métrique kählérienne g. La démarche consiste dans un premier temps à
chercher le champ de vecteurs X. En e�et, il existe sur tout variété M de Fano pour
tout X ∈ η(M) une fonctionnelle FX : η(M)→ C dit invariant de Futaki en X telle
que si X est un champ de vecteurs associé à un soliton alors FX = 0. Il existe un
résultat sur les variétés toriques qui stipule l'existence d'un tel champ de vecteurs.
Il reste alors à construire la métrique associée. Nous cherchons la métrique sous la
forme

ωg = ωg0 +

√
−1

2π
∂∂φ,

où φ ∈ C∞(M,R) et g0 est une métrique construite "à la main" en utilisant l'hypo-
thèse de M est torique. Nous avons une description explicite de cette métrique (voir
la section 3 de l'article [4]). L'argument �nal pour conclure utilise la méthode de la
continuité dont nous expliquons le principe dans le paragraphe suivant.

Par hypothèse, nous avons déjà notre champ de vecteurs X ∈ η(M) et nous
cherchons une métrique gφ dont la forme de Kähler a pour expression : ωg = ωg0 +√
−1

2π
∂∂φ, où φ ∈ C∞(M,R). En utilisant les expressions locales de la forme de Kähler

18



(équation (2)) et de la forme de Ricci (équation (3)), nous obtenons que résoudre
cette équation est équivalent à résoudre l'équation de Monge-Ampère suivante :{

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− ϕ)

(g0
ij

+ ϕij) > 0,
(9)

où h et θX appartiennent à C∞(M,R) et véri�ent :

Ric(ωg0)− ωg0 =

√
−1

2π
∂∂h,

∫
M

ehωng0 =

∫
M

ωng0 ,

iXωg =

√
−1

2π
∂θX ,

∫
M

eθXωng0 =

∫
M

ωng0 .

On introduit alors l'équation suivante qui dépend d'un paramètre t ∈ [0, 1] :{
det(g0

ij
+ ϕij) = det(g0

ij
) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ)

(g0
ij

+ ϕij) > 0
(10)

On remarque tout de suite que l'équation (9) correspond au cas où t = 1. La méthode
de la continuité consiste alors à considérer l'ensemble S des temps où il existe une
solution :

S := {t ∈ [0, 1] / Il existe une solution ϕt à l'équation (10) pour le temps t
}
,

et à montrer que c'est un ouvert fermé non vide de [0, 1], on pourra alors conclure par
connexité de l'intervalle [0, 1]. Pour montrer qu'il est non vide, on montre l'existence
d'une solution au temps t = 0, on cherche donc à résoudre l'équation :

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)).

Ce type d'équation a fait l'objet de l'article [61] de Zhu dans lequel il montre
que cette équation admet une solution. Pour montrer que S est ouvert, on utilise le
théorème des fonctions implicites en considérant l'application

F : C 3(M)× [0, 1] −→ C 1(M)

(ϕ, t) 7−→ log

(
det(g0

ij
+ ϕij)

det(g0
ij

)

)
− (h− θX −X(ϕ)− tϕ)

.

Pour montrer que S est fermé, on utilise le théorème d'Arzéla-Ascoli en montrant
une estimation uniforme sur le potentiel ϕ. Pour plus de détails, on pourra consulter
la section 6.4 du mémoire de M2 en annexe qui suit la démarche de l'article original
[58]. Pour une référence plus pédagoqique, on pourra aussi consulter le livre [51] qui
utilise la méthode de la continuité dans le cadre des métrique d'Einstein.
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Les limites de la démonstration

Cette construction de la solution est faite de manière "ad hoc". Nous n'avons
pas de formules explicites pour les champs de vecteurs solitoniques. Il est di�cile de
déterminer tous les champs de vecteurs solitoniques ( par contre on peut facilement
véri�er qu'un champ solitonique en est un par l'invariant de Futaki notamment). De
plus, la méthode de la continuité ne donne pas l'expression du soliton, nous savons
juste qu'il existe.

2.5.3 Les question qu'ils restent à résoudre

Un point important serait d'obtenir une expression explicite des solitons de
Kähler-Ricci. Pour cela, il serait intéressant de faire des calculs explicites sur les
variétés toriques en s'inspirant des travaux d'Eveline Legendre par exemple de [37].
Une étape importante serait par exemple d'obtenir une expression explicite, ou une
nouvelle expression, de l'invariant de Futaki dans le cadre torique, on peut même
imaginer introduire un nouvel invariant en s'inspirant par exemple de [38] qui fait
le lien entre solitons de Kähler-Ricci et les 2-formes hamiltoniennes. Cette étape
fait, on pourrait ensuite calculer les valeurs propres positives de la dérivé de Lie en
intervenant dans l'équation des solitons et de détecter des relations entre les espaces
propres et la géométrie di�érentielle de la variété.
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Annexe A

Mémoire L3 : Sur la classi�cation des

hexagones hyperboliques en

dimension 5

Comme une partie du mémoire a été publiée sous une version améliorée, j'ai
préféré mettre l'article plutôt que le mémoire lui-même.
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Sur la classi�cation des hexagones hyper-
boliques en dimension 5

DELGOVE Franois RETAILLEAU Nicolas
73, rue de Versailles 46, rue Aristide Briand
91400, Orsay, FRANCE 90300, O�emont, FRANCE
francois.delgove@u-psud.fr nicolas.retailleau@u-psud.fr

Résumé

Le but de cet article est d'énoncer un théorème de classi�cation des hexagones
hyperboliques à angles droits dans l'espace hyperbolique réel de dimension 5, en
utilisant une distance quaternionique entre les géodésiques.

The aim of this paper is to give a classi�cation of the right-angled hyperbolic
hexagons in the real hyperbolic space H5

R, by using a quaternionic distance between
geodesics lives in H5

R.

Introduction

Un hexagone à angles droits (orienté) de l'espace hyperbolique réel Hn
R est un sex-

tuplet (S1, S2, S3, S4, S5, S6) de géodésiques orientées deHn
R de dimension n ≥ 2 telles

que Si−1 6= Si+1 et que Si et Si+1 soient orthogonales pour i modulo 6. Le groupe
des isométries préservant l'orientation de Hn

R agit diagonalement sur l'ensemble des
hexagones à angles droits de Hn

R. Si n = 2, 3, la classi�cation des hexagones à angles
droits modulo isométrie préservant l'orientation est bien connue, voir par exemple
[19] et [52]. Le but de cet article est de donner une telle classi�cation pour n = 5 à
l'aide des quaternions.

Soit H le corps des quaternions de Hamilton, muni de sa structure euclidienne
usuelle. Son groupe multiplicatif H× agit par conjugaisons simultanées sur H×H×H,
par x·(a, b, c) = (xax−1, xbx−1, xcx−1). Le birapport de quatre éléments a, b, c, d deux
à deux distincts de H est [a, b, c, d] = (c− b)−1(c− a)(d− a)−1(d− b).

Dans le modèle du demi-espace supérieur H5
R = {(z, t) ∈ H × R : t > 0} muni

de la métrique riemannienne ds2 =
ds2H+dt2

t2
, considérons trois géodésiques orien-

tées α, β, γ d'extrémités deux à deux distinctes α−, α+, β−, β+, γ+, γ−, telles que
γ soit orthogonale à α et β et orientée de α vers β si γ ∩ α 6= γ ∩ β. On peut
alors dé�nir la distance quaternionique entre les deux géodésiques orientées α, β
par ∆(α, β, γ) = [α+, β+, γ+, γ−]. La norme de ce quaternion décrit la longueur du
segment perpendiculaire commun à α, β et son quotient par sa norme la rotation
nécessaire pour passer de α à β après translation parallèle le long de ce segment,
par les liens bien connus entre le groupe des quaternions de norme 1 et SO(4) (voir
par exemple le chapitre 8 de [50]).
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Le but de cet article est de démontrer le théorème de classi�cation suivant, disant
que les hexagones hyperboliques en dimensions 5 sont déterminés par les longueurs
quaternioniques de trois côtés consécutifs, comme en dimensions 3 avec les longueurs
complexes dans [19].

Théorème L'application qui au sextuplet de géodésiques (S1, S2, S3, S4, S5, S6)
associe (∆(S6, S2, S1),∆(S1, S3, S2),∆(S2, S4, S3)) induit une bijection de l'ensemble
des hexagones à angles droits non dégénérés de H5

R, modulo isométries préservant
l'orientation, sur l'ensemble des triplets de quaternions non dégénérés, modulo conju-
gaisons simultanées.

Nous dé�nirons les termes "non dégénérés" plus tard (dans le cas des hexagones,
il s'agit de demander que les points d'intersection avec Si de Si−1 et Si+1 soient
distincts pour tout i modulo 6 et que Si soit orienté de Si−1 vers Si+1). Dans une
première partie, nous commencerons par rappeler et dé�nir les outils algébriques et
géométriques nécessaires à notre étude et dans une seconde partie, nous démontre-
rons le théorème de classi�cation énoncé plus haut.

Avant de commencer, nous tenons à remercier Frédéric Paulin pour ses conseils
et les améliorations qu'il a apportés à cet article.

A.1 Outils algébriques et géométriques

A.1.1 Quaternions et homographies quaternioniques

Dans cet article, nous noterons H le corps des quaternions de Hamilton. Si q ∈ H,
nous noterons q son conjugué, n(q) = qq sa norme et tr(q) = q + q sa trace. Soit
Ĥ = H ∪ {∞} le compacti�é d'Alexandro� de H, les actions par translations à
gauche et à droite de H sur lui-même s'étendent continûment de manière unique
à Ĥ. Notons M2(H) l'anneau des matrices 2-2 à coe�cients dans H et GL2(H) le
sous-groupe des matrices inversibles de M2(H).

Si A =

(
a b
c d

)
∈M2(H), on dé�nit le déterminant de Dieudonné de A par

∆(A) = (n(a)n(d) + n(b)n(c)− tr(acdb))1/2,

et on a les deux propriétés suivantes :

(1) ∆(A) 6= 0 si et seulement si A inversible,

(2) ∆(AB) = ∆(A)∆(B).

Concernant la théorie du déterminant de Dieudonné, on pourra consulter [16] et
[8]. On peut alors dé�nir le sous-groupe fermé SL2(H) de GL2(H) comme le noyau
du morphisme continu ∆ : GL2(H) → R∗+, c'est-à-dire le groupe topologique des
matrices de déterminant de Dieudonné égal à 1. Par la suite, nous aurons besoin du
lemme suivant (nous renvoyons au lemme 17 de [49] pour une démonstration) :
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Lemme A.1.1 Le groupe SL2(H) est engendré par les matrices de la forme :(
1 θ
0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)
où θ ∈ H.

Pour terminer avec les notations, dans cet article, nous utiliserons le modèle
du demi-espace supérieur H5

R = {(z, t) ∈ H × R : t > 0} muni de la métrique

riemannienne ds2 =
ds2H+dt2

t2
, dont le bord à l'in�ni est Ĥ = H ∪ {∞}.

L'action par homographies de SL2(H) sur Ĥ est dé�nie en posant, pour tous les

z ∈ Ĥ et A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(H),

A · z =


ac−1 si z =∞
∞ si z = −c−1d

(az + b)(cz + d)−1 sinon.

Il est bien connu que l'application (A, z) 7→ A · z est bien une action, et que cette
action est transitive sur les triplets de points deux à deux distincts de Ĥ (voir par

exemple [29] et [44]). Pour toute matrice A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(H) et tout élément

(z, t) ∈ H5
R, posons

A ·
(
z, t

)
=

(
(az + b)(cz + d) + ac t2

n(cz + d) + n(c)t2
,

t

n(cz + d) + n(c)t2

)
.

Par exemple par le lemme 6.6 de [48], l'application (A, (z, t)) 7→ A · (z, t), dite exten-
sion de Poincaré, est une action isométrique du groupe SL2(H) sur H5

R, qui s'étend
continûment à Ĥ par l'action par homographies. De plus, cette action induit un
isomorphisme de PSL2(H) = SL2(H)/{±Id} sur le groupe des isométries préservant
l'orientation de H5

R.

A.1.2 Le birapport quaternionique

Dé�nition A.1.2 Le birapport de quatre points a,b,c,d ∈ H deux à deux distincts
est

[a, b, c, d] = (c− b)−1(c− a)(d− a)−1(d− b).

Il s'étend continûment, de manière unique, aux quadruplets (a, b, c, d) de points
deux à deux distincts de Ĥ tels que b 6=∞, en posant

[∞, b, c, d] = (c− b)−1(d− b),

[a, b,∞, d] = (d− a)−1(d− b),

[a, b, c,∞] = (c− b)−1(c− a).
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Mais par contre (contrairement à ce qui est a�rmé en �n de page 1045 de [27]),
le birapport [a, b, c, d] pour a, b, c �xés deux à deux distincts dans Ĥ n'a pas de limite
quand b tend vers ∞, car l'ensemble des valeurs d'adhérence de [a, b, c, d] est alors
exactement l'ensemble des conjugués u−1(c − a)(d − a)−1u de (c − a)(d − a)−1, où
u ∈ H×. Nous poserons alors

[a,∞, c, d] = (c− a)(d− a)−1.

Remarque. On remarque que le birapport est à valeur dans H∗.
On pourra consulter [27] au sujet du birapport quaternionique où l'on peut trou-

ver une autre démonstration de la proposition suivante.

Proposition A.1.3 Soit A =

(
α β
γ δ

)
∈ SL2(H), pour tous les a, b, c, d deux à

deux distincts dans Ĥ, nous avons

[A · a,A · b, A · c, A · d] =

{
(γb+ δ)[a, b, c, d](γb+ δ)−1 si γb+ δ 6= 0

[a, b, c, d] sinon.

Démonstration. Commençons par montrer le résultat pour les matrices qui en-
gendrent SL2(H) données par le lemme A.1.1 :

(1) Soient A =

(
0 −1
1 0

)
et a, b, c, d ∈ H deux deux à distincts, on a alors, pour

tous les u, v ∈ H∗ distincts,

(A · u− A · v) = (v−1 − u−1) = u−1(u− v)v−1,

On obtient alors en étudiant les cas suivants : si les 4 points sont dans H∗, si
l'un est nul, si l'un est égal à l'in�ni et si deux points sont égaux respectivement
à l'in�ni et zéro.

[A · a,A · b, A · c, A · d] =

{
b[a, b, c, d]b−1 si b 6= 0

[a, b, c, d] sinon,

ce qui est la propriété demandée.

(2) Soit A =

(
1 θ
0 1

)
, on a alors, pour tous les u, v ∈ H distincts

(A · u− A · v) = (u− v),

et on obtient bien pour a, b, c, d ∈ H deux à deux distincts

[A · a,A · b, A · c, A · d] = [a, b, c, d].

Le résultat général s'en déduit par récurrence sur la longueur de l'écriture d'un
élément de SL2(H) comme produit des matrices qui engendrent SL2(H). �

Corollaire A.1.4 Le groupe SL2(H) préserve les birapports réels et la norme des
birapports.

Démonstration. Il su�t de se souvenir que n(xy) = n(x)n(y) et que le centre de
H est R. �
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A.1.3 Propriétés des géodésiques dans H5
R

Par géodésique de Hn
R, nous entendons une application isométrique de R dans Hn

R.
Nous appellerons arc géodésique la restriction d'une géodésique à un sous-intervalle
compact de R.

Rappelons (voir par exemple [5] et [9]) que les géodésiques de Hn
R sont les demi-

cercles, contenus dans le demi-espace supérieur, orthogonaux à H × {0} et dont
le centre est sur H × {0} et les demi-droites verticales. Nous noterons ]a, b[ un tel
demi-cercle, où a et b sont les points d'intersection du demi-cercle avec H× {0} et
]a,∞[ les demi-droites verticales où a est le point d'intersection de la demi-droite
verticale avec H×{0}. Rappelons que l'intersection entre deux géodésiques d'images
distinctes est soit vide soit réduite à un point, et que pour toute géodésique ]a, b[ de
H5

R, il existe une isométrie préservant l'orientation θ de Hn
R telle que θ(]a, b[) =]0,∞[.

Le résultat suivant étend le cas bien connu des dimensions 2 et 3.

Lemme A.1.5 Soient a, b, c, d ∈ Ĥ deux à deux distincts, alors les deux géodésiques
]a, b[ et ]c, d[ sont orthogonales si et seulement si [a, b, c, d] = −1.

Démonstration. Considérons deux géodésiques ]a, b[ et ]c, d[ d'extrémités deux à
deux distinctes, nous pouvons toujours supposer à isométries près que ]a, b[=]0,∞[
et ]c, d[=]1, x[, avec x 6= 1, 0,∞. Dans ce cas, nous avons

[0,∞, 1, x] = x−1.

Il s'agit donc montrer que ]0,∞[ et ]1, x[ sont orthogonales si et seulement si x = −1.
Il est immédiat que ]1,−1[ et ]0,∞[ sont bien orthogonales. Il reste à montrer que
c'est la seule possibilité. Déjà, comme les tangentes à une demi-droite verticale
sont des droites verticales, il faut que la tangente au demi-cercle soit une tangente
horizontale, or la tangente à un cercle est perpendiculaire au rayon, ce qui impose
que le centre soit l'origine, et le point d'intersection des géodésiques sera alors le
point (0, 1), ce qui nous impose maintenant x = −1. �

Dé�nition A.1.6 Soient trois géodésiques orientées L, M et N , on dit que N est
une perpendiculaire commune à L et M si elle est orthogonale à la fois à L et à M,
et, lorsque L∩M 6= M ∩N , si N est orientée de L vers M. On dit alors que le triplet
(L,M,N) est un double pont.

La dé�nition suivante prolonge la notion de distance complexe dé�nie, par exemple
dans [19], pour étudier et classer les hexagones à angles droits en dimension 3.

Dé�nition A.1.7 Soient trois géodésiques orientées L = ]a, b[, M = ]c, d[ et N =
]e, f [, telles que (L,M,N) soit un double pont. On pose alors ∆(L,M,N) = [b, d, f, e]
et on appelle ∆(L,M,N) la distance quaternionique de L à M.

Remarque. En gardant les notations de la dé�nition précédente, on peut remarquer
que ce birapport est toujours bien dé�ni (donc à valeur dans H∗) ; en e�et, si L et
M admettent un double pont alors a, b, c, d sont deux à deux distincts et comme N
est perpendiculaire à M et N , on a e, f distincts de a, b, c, d.
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Proposition A.1.8 Soit (L,M,N) un double pont constitué des trois géodésiques
orientées L = ]a, b[, M = ]c, d[ et N = ]e, f [. Alors on a n(∆(L,M,N)) 6= 1 si et
seulement si L et M ne se coupent pas ou de manière équivalente si et seulement si
L ∩N 6= M ∩N .

Démonstration. Nous pouvons supposer que N = ]0,∞[, M = ]−1, 1[. Comme
L doit être orthogonale à N, L est de la forme ]−a, a[ avec a 6= 0, on a alors
∆(L,M,N) = [a, 1,∞, 0] = a−1.

Supposons n(∆(L,M,N)) = n(a−1) 6= 1. Alors L est un demi-cercle de rayon
di�érent de 1 de centre 0, ce qui permet de conclure. Supposons, maintenant, que
n(∆(L,M,N)) = n(a−1) = 1 alors L est un cercle de rayon 1 de centre 0 et on aura
L ∩N = M ∩N = {(0, 1)}. �

A.2 Classi�cation des hexagones à angles droits dans
H5

R

A.2.1 Dé�nition d'un hexagone à angles droits

Dé�nition A.2.1 On appelle hexagone à angles droits dans H5
R tout sextuplet de

géodésiques orientées S=(S1,S2,S3,S4,S5,S6) dans H5
R véri�ant :

(1) pour tout i mod 6, Si est orthogonal à Si+1,

(2) pour tout i mod 6, Si est distinct de Si+2,

et on note, pour tout i mod 6, Hi = Si∩Si+1. Le point Hi est appelé le iemesommet
de l'hexagone et l'arc géodésique [Hi, Hi+1] est le ieme côté. Nous dirons que S est
non-dégénéré si Hi 6= Hi+1, et si Si est orienté de Hi−1 vers Hi pour tout i mod 6.
Par la suite, lorsque nous parlerons d'hexagones à angles droits, nous supposerons
qu'ils sont toujours non dégénérés. De plus, (Si−1, Si+1, Si) est un double pont et on
écrira alors ∆i = ∆(Si−1, Si+1, Si) et ∆i = ∆i(S) lorsqu'il est utile de le préciser.

Par la proposition A.1.8, la condition (2) est automatiquement véri�ée.

A.2.2 Théorème de classi�cation

Pour tout triplet (q1, q2, q3) de quaternions, posons

a = (1 + q1)−1 (1− q1) ,

b = (1− q1)−1 (1 + q1) ,

c = q2 (q3 − 1) (1 + q3)−1 ,

d = q2 (1 + q3) (q3 − 1)−1 ,
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et notons T l'ensemble des triplets (q1, q2, q3) ∈ H × H × H tels que le système
suivant {

[a, b, x, y] = −1
[x, y, c, d] = −1

admette une unique solution (x, y) ∈ Ĥ × Ĥ avec a, b, x, y et x, y, c, d deux à deux
distincts. On dit que le triplet (q1, q2, q3) de quaternions est non dégénéré s'il véri�e
les conditions suivantes :

q1 , q2 , q3 6= 0 (1)

n(q1) , n(q2) , n(q3) 6= 1 (2)

(q1, q2, q3) ∈ T (3)

n([q2, y, b, a]) , n([b, d, x, y]) , n([y, 1, d, c]) 6= 1. (4)

Par la suite, on notera Ω̃H l'ensemble des triplets d'éléments de H non dégénérés.

Remarque. Les expressions de a, b, c, d sont bien dé�nies dans H si et seulement si
respectivement q1 6= −1, q1 6= 1, q3 6= −1, q3 6= 1. Ces conditions sont véri�ées sous
les hypothèses (1) et (2).

Théorème A.2.2 Soit (q1, q2, q3) un triplet non dégénéré de quaternions, alors il
existe un unique hexagone (S1, S2, S3, S4, S5, S6) tel que

S1 = ]−1, 1[ , S2 = ]0,∞[ , ∆1 = q1, ∆2 = q2, ∆3 = q3.

Démonstration. Lorsque nous écrirons ]a, b[, la géodésique sera orientée de a vers
b. De plus, comme nous cherchons des hexagones non dégénérés, nous n'aurons pas
à nous occuper de la condition (2) de la dé�nition A.2.1, elle sera automatiquement
véri�ée d'après la remarque qui suit la dé�nition A.2.1.

Fixons S1 = ]−1, 1[ et S2 = ]0,∞[ .On notera Si =
]
s−i , s

+
i

[
. À cause des relations

d'orthogonalité et de double pont, on peut remarquer que pour i = 1, 3, 4, 6, on a
s±i 6=∞.

Déjà la condition (1) est nécessaire d'après la remarque qui suit la dé�nition
A.1.7.

(1) Commençons par déterminer S3.
La géodésique S3 est orthogonale à S2 si et seulement s'il existe x ∈ H∗ tel
que S3 = ]−x, x[. Or ∆2 = [1, x,∞, 0] = x. D'où ∆2 6= 0 et

S3 = ]−∆2,∆2[ .

Réciproquement S3 = ]− q2, q2[ est une géodésique bien dé�nie si et seulement
si q2 6= 0, ce qui est assuré par la condition (1). De plusH1 6= H2 si et seulement
si n(q2) 6= 1 (voir la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la condition (2).
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(2) Déterminons S6.
Nous devons avoir ∆1 =

[
s+

6 ,∞, 1,−1
]
, ce qui donne après calcul, ∆1 6= 1 et

s+
6 = (1−∆1)−1 (1 + ∆1) .

De plus, par le lemme A.1.5, les géodésiques S6 et S1 sont orthogonales si
et seulement si

[
s−6 , s

+
6 ,−1, 1

]
= −1, ce qui donne après calcul en utilisant

∆1 6= 0, si et seulement si

s−6 = (1 + ∆1)−1 (1−∆1) .

Réciproquement, étant donné (q1, q2, q3) véri�ant les conditions (1) à (4), po-
sons

a = (1 + q1)−1 (1− q1) ,

b = (1− q1)−1 (1 + q1) .

La géodésique S6 =]a, b[ est bien dé�nie si a et b le sont, c'est-à-dire si q1 6=
−1, 1 et si a 6= b, c'est-à-dire, après calcul, si q1 6= 0. De plus H6 6= H1 si
et seulement si n(q1) 6= 1 (par la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la
condition (2).

(3) Déterminons S4.
Nous devons avoir ∆3 =

[
∞, s+

4 ,∆2,−∆2

]
(en particulier ∆3 6= 0), ce qui

donne par équivalence

s+
4 = ∆2 (1 + ∆3) (∆3 − 1)−1 .

De plus, S3 et S4 sont orthogonales si et seulement si
[
−∆2,∆2, s

−
4 , s

+
4

]
= −1,

c'est-à-dire si et seulement si (en utilisant le fait que ∆2,∆3 6= 0)

s−4 = ∆2 (∆3 − 1) (1 + ∆3)−1 .

Réciproquement, posons

c = q2 (q3 − 1) (1 + q3)−1 ,

d = q2 (1 + q3) (q3 − 1)−1 .

La géodésique S4 =]c, d[ est bien dé�nie si c et d le sont, c'est-à-dire si q3 6=
−1, 1 et si c 6= d, c'est-à-dire, après calcul, q2 6= 0 et si q3 6= 0, ce qui est assuré
par les conditions (1) et (2). De plus H2 6= H3 si et seulement si n(q3) 6= 1 (par
la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la condition (2).

(4) Il ne reste plus qu'à déterminer S5.
La géodésique S5 orthogonale à S4 et S6 existe et est unique si et seulement si
le système {

[s−4 , s
+
4 , x, y] = −1

[x, y, s−6 , s
+
6 ] = −1
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admet une unique solution (x, y) ∈ Ĥ2 avec x 6= y. On a alors

S5 =]x, y[

Réciproquement si posons S5 =]x, y[ avec (x, y) la solution du système{
[a, b, x, y] = −1
[x, y, c, d] = −1,

ce qui est assuré par la condition (3).

(5) De plus H3 6= H4, H4 6= H5, H5 6= H6 si et seulement si respectivement
n([s+

5 , s
+
1 , s

+
6 , s

−
6 ] 6= 1, n([s+

4 , s
+
6 , s

+
5 , s

−
5 ] 6= 1, n([s+

3 , s
+
5 , s

+
4 , s

−
4 ] 6= 1, grâce à la

proposition A.1.8, ce qui est assuré par la condition (4).

En conclusion, nous avons donc bien construit un hexagone à angles droits. De plus,
le raisonnement précédent a été fait par équivalence, donc tout hexagone véri�e bien
ces conditions. Par la suite, on notera alors S(∆1,∆2,∆3) cet hexagone. �
Notons HexH* l'ensemble des hexagones à angles droits orientés à isométrie conser-
vant l'orientation près. Le groupe multiplicatif H× agit par conjugaisons simultanées
sur H × H × H, par x · (a, b, c) = (xax−1, xbx−1, xcx−1). Notons ΩH le quotient de
Ω̃H par cet action. On a alors le corollaire suivant.

Corollaire A.2.3 L'application suivante est une bijection entre ΩH et Hex∗5 :

f : ΩH −→ Hex∗5
(∆1,∆2,∆3) 7−→ S(∆1,∆2,∆3)

Démonstration. Le fait que cette application est bien dé�nie provient du théorème
précédent. La surjectivité est évidente, en e�et dès qu'on a un double pont, la dis-
tance quaternionique est dé�nie. L'injectivité est une conséquence du lemme A.1.3
et du fait que PSL2(H) est isomorphe au groupe des isométries de H5

R préservant
l'orientation. �
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Annexe B

Mémoire M1 : Sur le théorème de

Torelli pour les surfaces de Riemann
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Introduction

Dans le présent mémoire nous nous intéresserons au problème de classi�cation
des surfaces de Riemann compactes (connexes et sans bord) à biholomorphisme près.
Le théorème de Torelli pour les surfaces de Riemann répond partiellement à cette
question, en la ramenant à classi�er des objets bien plus simples (essentiellement
linéaires) que sont les variétés abéliennes principalement polarisées. Nous présen-
tons le théorème ainsi qu'une preuve due à A. Andreotti. La preuve se déroule en
deux étapes : la première consiste à associer à toute surface de Riemann un tore
complexe : sa jacobienne. Puis, à montrer comment on peut reconstruire la surface
à partir de cette dernière. Le procédé de reconstruction fait intervenir des objets ex-
térieurs à la jacobienne mais, qui se déduisent d'un autre objet linéaire très simple
canoniquement associé à la surface de Riemann, sa forme d'intersection. C'est la
deuxième étape de la démonstration qui nécessite des outils mathématiques plus
sophistiqués que nous présenterons. La jacobienne munie de la forme d'intersection
appartient à une classe d'objets appelés tores complexes principalement polarisés.
Nous nous intéresserons également au problème inverse à savoir, étant donné un
tore complexe principalement polarisé est-il la jacobienne d'une surface de Riemann
compacte munie de sa forme d'intersection ? Nous montrerons qu'une condition né-
cessaire est que ce tore soit plongeable dans un espace projectif au quel cas on dit
que c'est une variété abélienne. Pour cela nous nous appuierons sur le théorème de
plongement de Kodaira dont nous donnons également une preuve.

Pré-requis

Dans ce mémoire, nous avons supposé connu les notions de bases de géométrie
di�érentielle et de topologie algébrique comme les formes di�érentielles et la coho-
mologie de De Rham comme exposées dans [36, 46, 28] mais aussi des notions de
base de géométrie complexe et de surfaces de Riemann, que nous pouvons trouver
par exemple dans [42, 31, 39, 43].
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B.1 Classi�cation des surfaces de Riemann compactes

Soient S et S ′ deux surfaces de Riemann compactes connexes, et soit f : S → S ′

une application lisse. Nous souhaitons déterminer si f est un biholomorphisme. On
sait que si f est holomorphe alors c'est un biholomorphisme si et seulement si elle est
également bijective. Si f est holomorphe non constante la surjectivité est immédiate,
f est injective si et seulement si elle est de degré 1. C'est cette observation qui justi�e
tout ce qui va suivre.

Nous pouvons réinterpréter le degré en termes de l'application f∗ : π1(S) →
π1(S ′), induite par f entre les groupes fondamentaux de S et S ′. En e�et, soit z
dans S et γ : [0, 1] → S un lacet basé en z alors lorsque t ∈ [0, 1] varie de 0 à 1
le lacet f ◦ γ est parcouru deg(f) fois, au sens où il existe g ∈ π1(S ′, f(z)) tel que
f∗[γ] = [f ◦ γ] = gdeg(f) et tout sous groupe cyclique de π1(S ′, f(z)) contenant f∗[γ]
est contenu dans < g >, en particulier si f∗ est un isomorphisme alors deg(f) = 1.
Une condition nécessaire pour que f soit holomorphe est que le tiré-en-arrière par
f de toute forme di�érentielle holomorphe sur S ′ est holomorphe sur S. Pour toute
surface de Riemann S, notons Ω(S) le C-espace vectoriel des formes di�érentielles
holomorphes sur S. Nous avons donc deux conditions nécessaires pour que f soit un
biholomorphisme, premièrement que :

f∗ : π1(S, z) −→ π1(S ′, f(z))

est un isomorphisme et deuxièmement que :

f ∗(Ω(S ′)) ⊂ Ω(S).

B.1.1 Application des périodes

Nous venons de voir que le caractère biholomorphe d'une application lisse entre
surfaces de Riemann compactes est conditionné par un morphisme de groupe, (le
poussé en avant des classes d'homotopies du groupe fondamental de la surface de
départ) et un morphisme d'espace vectoriel (le tiré en arrière des formes holomorphes
sur la surface d'arrivée). Notons que f∗ et f ∗ sont reliées par la relation de dualité
suivante :

∀γ : S→ S,∀ω′ ∈ Ω(S ′),

∫
γ

f ∗ω′ =

∫
f∗γ

ω′.

Comme les formes holomorphes sont fermées, leur intégrale le long d'un lacet ne
dépend pas de la classe d'homotopie de ce dernier, ainsi nous pouvons dé�nir l'ap-
plication suivante :

πS : Ω(S)× π1(S) −→ C
(ω, [γ]) 7−→

∫
[γ]
ω

appelée application des périodes. Nous remarquons quelle véri�e les axiomes sui-
vants :

(A.1) ∀ ω ∈ Ω(S), πS(ω, ·) : (π1(S), .) −→ (C,+) est un morphisme de groupes
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(A.2) ∀ [γ] ∈ π1(S), πS(·, [γ]) : Ω −→ C est C− linéaire.

Nous verrons (et cela est le but de ce mémoire) que le triplet (πS,Ω(S), π1(S))
caractérise entièrement S à biholomorphisme près.

Toute la di�culté réside maintenant dans le problème inverse. Étant donné deux
triplets (π, V,G) et (π′, V ′, G′) où G et G′ sont deux groupes, V et V ′ sont deux
C-espaces vectoriels et π : V × G → C et π : V × G → C véri�ent les axiomes
(A.1) et (A.2) ainsi que deux isomorphismes φ : G → G′ et ψ : V ′ → V tels que le
diagramme suivant commute

G× V
(φ,Id)

++

π

""

G′ × V ′(Id,ψ)kk

π′

||
C

A quelles conditions peut-on trouver des surfaces de Riemann compactes S et S ′ et
un biholomorphisme f : S → S ′ tels que :

G = π1(S), G′ = π1(S ′), φ = f∗,

V = Ω(S), V ′ = Ω(S ′), ψ = f ∗,

π = πS, π
′ = πS′ .

Nous serons alors ramené à classer les triplets véri�ant ces conditions. La première
étape consiste à décrire les groupes fondamentaux des surfaces de Riemann com-
pactes, et à calculer la dimension de leur espace de formes holomorphes.

B.1.2 Groupe fondamental des surfaces de Riemann com-
pactes

Pour déterminer le groupe fondamental de S, il nous faut décrire sa topologie.
En tant que variété complexe compacte connexe sans bord de dimension 1, S est en
particulier une variété lisse réelle compacte et connexe sans bord de dimension 2.
Nous admettons ici le résultat de théorie de Morse suivant :

Théorème B.1.1 Toute variété réelle lisse, compacte, connexe et sans bord de di-
mension 2 est di�éomorphe à un tore à g trous.

La remarque précédente montre que ce théorème s'applique aux surfaces de Rie-
mann compactes, ce qui nous amène à la notion de genre.

Dé�nition B.1.2 (Genre) Dans le cas d'une surface de Riemann compacte, l'en-
tier g est appelé genre de la surface.
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Puisque le genre est invariant par biholomorphisme, étant donné un entier g, il
nous su�t de classi�er les surfaces de genre g. On a alors le résultat suivant :

Lemme B.1.3 Si S est une surface de Riemann compacte de genre g, alors son
groupe fondamental π1(S) est engendré par 2g générateurs [γ1], . . . , [γ2g] ayant pour
seule relation :

[γ1].[γg+1].[γ1]−1.[γg+1]−1 . . . [γi].[γg+i].[γi]
−1.[γg+i]

−1 . . . [γg].[γ2g].[γg]
−1.[γ2g]

−1 = 1.

Démonstration. Nous choisissons un point de base x ∈ S ainsi que des lacets
γ1, . . . , γ2g comme sur le dessin suivant :

Alors les classes d'homotopie de ces lacets forment un système de générateurs
pour π1(S).

Si nous découpons maintenant S le long des lacets γi nous obtenons un polygone
P (S) dont les 4g côtés parcourus dans le sens horaire sont (dans l'ordre) :

γ1, γg+1, γ
−1
1 , γ−1

g+1, . . . , γi, γg+i, γ
−1
i , γ−1

g+i︸ ︷︷ ︸
=: [γi,γg+i]

, . . . , γg, γ2g, γ
−1
g , γ−1

2g .

Il nous est alors possible de rétracter le lacet
∏g

i=1[γi, γg+i] constituant le bord
du polygone P (S) en passant par l'intérieur de ce dernier, ce que nous illustrons sur
la �gure suivante :
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Nous obtenons donc la relation attendue.
Réciproquement, si γ est un lacet basé en x alors γ est homotope à un produit de

γi, donc nous le considérerons comme tel. Si la classe d'homotopie de γ est triviale,
nous pouvons le rétracter sur un point z que nous pouvons choisir intérieur à P (S).
Tous les sommets de P (S) étant identi�és à x (après recollement), ils sont tous
envoyés sur z. Le lacet γ est donc un multiple de

∏g
i=1[γi, γg+i], et par récurrence

immédiate, γ est une puissance de
∏g

i=1[γi, γg+i]. �

Le groupe H1(S,Z) est l'abélianisé de π1(S) :

H1(S,Z) = π1(S)
/

[π1(S), π1(S)]

=: Ab
(
π1(S)

)
.

Or d'après le lemme précédent π1(S) di�ère du groupe libre à 2g générateurs par la
seule condition que

∏g
i=1

[
[γi], [γg+i]

]
= 1 ainsi

Ab
(
π1(S)

) ∼= Ab
(
~2g
i=1 Z

) ∼= Z2g,

où ~2g
i=1Z est le groupe libre à 2g générateurs. Ainsi :

H1(S,Z) = Ab(π1(S)) ∼= Zg;

Le premier groupe d'homologie H1(S,Z) étant un objet simple (linéaire) nous
allons reconstruire le groupe fondamental de S à partir de ce dernier, l'objectif étant
de manipuler des objets linéaires.

B.1.3 Variété Jacobienne d'une surface de Riemann com-
pacte

Dans ce qui suit nous identi�ons les éléments de π1(S) et de son abélianisé
H1(S,Z), nous utiliserons des notations multiplicatives ou additives selon que l'on
travaille dans le premier ou le second. Le premier groupe d'homologie étant l'abé-
lianisé du groupe fondamental il di�ère de ce dernier par les relations qui lient les
cycles. Nous pouvons retrouver ces relations en regardant la façon dont les cycles
s'intersectent les uns les autres. Étant donné deux cycles nous pouvons dé�nir leur
nombre d'intersections (qui ne dépend que de leur classe d'homologie). Pour tout
(a, b) ∈ H1(S,Z) nous noterons qS(a, b) le nombre d'intersections de a et b. L'appli-
cation qS : H1(S,Z)→ Z est alors une forme Z-bilinéaire antisymétrique dite forme
d'intersection (nous renvoyons à [24] chapitre 0) 4) pour une discussion détaillée).
Remarquons que les cycles ([γi]) s'intersectent de la façon suivante :

∀i, j ∈ [[1, 2g ]] qS([γi], [γj]) =


1 si i ∈ [[1, g ]] et j = g + i
−1 si j ∈ [[1, g ]] et i = g + j
0 sinon

Autrement dit la matrice de qS dans la base [γ1], . . . , [γ2g] de H1(S,Z) s'écrit :
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Q =

(
0 Ig
−Ig 0

)
.

La meilleure façon de la voir est de choisir des lacets c1, . . . , c2g homologues
respectivement à γ1, . . . , γ2g comme sur le dessin suivant :

La base [γ1], . . . , [γ2g] étant la seule dans laquelle la matrice de qS est Q nous
voyons que π1(S) est entièrement déterminé par la donnée de H1(S,Z) et qS. Si l'on
connait H1(S,Z) et qS alors il su�t de prendre comme système de générateurs la
base dans laquelle la matrice de qS est Q et comme relations la relation de l'énoncé
du lemme précédent.

A�n de déterminer la dimension de Ω(S) nous allons nous appuyer sur un résultat
de théorie de Hodge dont nous énonçons ici un cas particulier.

Théorème B.1.4 (Théorème de Hodge). Pour toute surface de Riemann compacte
S on a :

H1
dR(S) ∼= Ω(S)⊕ Ω(S).

�
D'après le théorème de de Rham on a H1(S,C) ∼= H1

dR(S) ainsi

C2g ∼= Z2g ⊗ C ∼= H1(S,Z)⊗ C ∼= H1(S,C) ∼= H1(S,C) ∼= H1
dR(S) ∼= Ω(S)⊕ Ω(S).

Nous en déduisons le

Théorème B.1.5 Pour toute surface de Riemann compacte de genre g, Ω(S) est
un C-espace vectoriel de dimension �nie g.

Faisons maintenant le lien avec le tiré-en-arrière f ∗ : Ω(S ′) → Ω(S), les es-
paces Ω(S) et Ω(S ′) étant tous deux isomorphes à Cg nous pouvons voir f ∗ comme
un endomorphisme de Cg. L'application des périodes πS dé�nie plus haut véri�ant
l'axiome (A.1) (et (C,+) étant abélien) elle se factorise en une forme bilinéaire sur
Ω(S)×Ab(π1(S)) ∼= Ω(S)×H1(S,Z) à valeurs dans C (que nous nommerons encore
application des périodes) dé�nie par

38



πS : Ω(S)×H1(S,Z) −→ C
(ω, [γ]) 7−→

∫
[γ]
ω
.

Cette application va nous permettre de réaliser H1(S,Z) comme un réseau du
R-espace vectoriel sous-jacent à Cg grâce à la proposition suivante

Proposition B.1.6 Soient [c1], . . . , [c2g] une base H1(S,Z) et ω1, . . . , ωg une base
de Ω(S) alors la matrice de πS relativement à ces bases est de rang (réel) maximal
égal à 2g, elle est appelée matrice des périodes de S, nous la noterons ΩS.

Démonstration. Nous devons montrer que les vecteurs colonnes λi de ΩS forment
une famille R-libre de 2g vecteurs de Cg, nous avons

∀i ∈ [[1, 2g ]], λi =


∫

[ci]
ω1

...∫
[ci]
ωg

 .

Supposons par l'absurde qu'il existe des réels non tous nuls a1, . . . , a2g tels que

0 = a1.λ1 + · · ·+ a2g.λ2g.

Nous conjuguons cette relation et obtenons

0 = a1.λ1 + · · ·+ a2g.λ2g,

avec

∀i ∈ [[1, 2g ]], λi =


∫

[ci]
ω1

...∫
[ci]
ωg

 .

Introduisons alors la matrice de taille 2g × 2g :

Ω∗ =

(
ΩS

ΩS

)
=

(
λ1 . . . λ2g

λ1 . . . λ2g

)
,

ainsi le vecteur colonne non nul de coordonnées (a1, . . . , a2g) appartient au noyau
de cette dernière, le rang de Ω∗ est donc strictement inférieur à 2g, i.e. il existe des
nombres complexes non tous nuls µ1, . . . , µg, η1, . . . , ηg, au moyen desquels on obtient
une combinaison linéaire nulle de lignes de Ω∗ i.e. :

∀i ∈ [[1, 2g ]], 0 =

∫
[ci]

(

g∑
j=1

µjωj +

g∑
j=1

ηjωj).

Or si nous introduisons les deux 1-formes holomorphes :
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ω :=

g∑
j=1

µjωj et φ =

g∑
j=1

ηjωj,

les relations précédentes se récrivent

∀i ∈ [[1, 2g ]], 0 =

∫
[ci]

(ω + φ).

Comme la forme ω+φ est d'intégrale nulle le long de tout cycle, d'après le théo-
rème de de Rham elle est exacte. La décomposition du théorème de Hodge montre
alors qu'elle est nulle, ce qui contredit l'indépendance linéaire de la base ω1, . . . , ωg
de Ω(S). �

Nous obtenons alors un réseau ΛS ⊂ Cg ∼= R2g dé�ni par :

ΛS = Z.λ1 ⊕ · · · ⊕ Z.λ2g
∼= Z2g ∼= H1(S,Z).

Remarquons que le réseau ΛS est indépendant du choix de la base de H1(S,Z)
(en conséquence nous choisirons la base [γ1], . . . , [γ2g] dans la dé�nition des (λi)).
Soit ([c1], . . . , [c2g]) ∈ H1(S,Z)2g une autre base. Alors il existe B ∈ GL2g(Z) une
matrice de passage telle que :

∀j ∈ [[1, 2g ]] [cj] =

2g∑
i=1

Bi,j.[γi],

ainsi en prenant [cj] pour base de H1(S,Z) dans la dé�nition de ΩS et en notant pour
tout i ∈ [[1, 2g]] aj =

∑2g
i=1Bi,j.λi les nouveaux vecteurs colonnes obtenus, le réseau

a1Z⊕ · · · ⊕ a2gZ est inclus dans ΛS et son indice dans ce dernier est |Det(B)| = 1,
on a donc égalité des réseaux.

En identi�ant H1(S,Z) à ΛS0, nous pouvons voir qS comme une forme bilinéaire
antisymétrique sur ΛS. Le résultat suivant nous incite à considérer le tore J (S) =
Cg/ΛS.

Proposition B.1.7 Soit V un C-espace-vectoriel de dimension g et Λ ⊂ V ∼= R2g

un réseau alors (Λ ∧ Λ)∗ ∼= H2(V/Λ,Z).

Démonstration. Appliquer la formule de Künneth à un produit de g cercles. �

En e�et nous pouvons alors réinterpréter la forme d'intersection qS comme étant
la classe de cohomologie d'une 2-forme entière sur le tore J (S).

Dé�nition B.1.8 (Jacobienne) Le tore complexe J (S) = Cg/ΛS est appelé jaco-
bienne de S.
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Remarquons que la dé�nition de la jacobienne J (S) dépend du choix d'une
base de Ω(S). Cependant pour deux choix de bases di�érents les tores obtenus sont
isomorphes. En e�et, si (α1, . . . , αg) une autre base de Ω(S) alors il existe une matrice
de changement de base P ∈ GLg(C) telle que

∀j ∈ [[1, g ]] αj =

g∑
i=1

Pi,j.ωi,

ainsi en prenant (α1, . . . , αg) pour base de Ω(S) dans la dé�nition de ΩS et en notant
pour tout i ∈ [[1, 2g ]] aj =

∑2g
i=1 Pi,j.λi les nouveaux vecteurs colonnes obtenus, le

réseau ΛS = Z.λ1, . . . ,Z.λ2g est envoyé sur le réseau A = Z.a1 ⊕ · · · ⊕ Z.a2g par
la matrice P , les tores Cg/ΛS et Cg/A sont donc biholomorphes. Nous introduisons
alors la structure suivante :

Dé�nition B.1.9 Soit V un C-espace vectoriel de dimension �nie et Λ un réseau
du R-espace vectoriel sous-jacent, on appelle polarisation de M = V/Λ toute forme
forme bilinéaire alternée dé�nie positive sur V q prenant des valeurs entières sur Λ.
Si [q] désigne l'élément de H2(M,Z) qui représente q le couple (M, [q]) est appelé
tore complexe polarisé.

Le lemme d'algèbre linéaire suivant nous permet de classer les polarisations sur
un tore complexe donné.

Lemme B.1.10 Soit V un C-espace vectoriel de dimension complexe g et Λ un
réseau du R-espace vectoriel sous-jacent et q une forme bilinéaire alternée sur V
prenant des valeurs entières sur Λ alors il existe des entiers d1, . . . , dg ayant la
propriété de divisibilité successive d1| . . . |dg et une base réelle (v1, . . . , v2g) telle que
Λ = Z.v1 ⊕ · · · ⊕ Z.v2g et dans laquelle

(
0 ∆
−∆ 0

)
, avec ∆ =


d1 0 . . . 0

0 d2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 dg

 .

Dans le cas d'une polarisation les entiers (di) sont strictement positifs et sont
appelées diviseurs élémentaires de la polarisation, si ils sont tous égaux à 1 la polari-
sation est dite principale. Remarquons que par dé�nition la polarisation qS de J (S)
est principale, on dit que le tore complexe (J (S), [qS]) est principalement polarisé.
Remarquons que la donnée du tore complexe polarisé (J (S), qS) est équivalente à
celle de (πS,Ω(S), π1(S)). La jacobienne J (S) détermine le réseau ΛS

∼= H1(S,Z)
et nous avons vu comment recréer π1(S) à partir de H1(S,Z) et qS, de plus , par
dé�nition ΛS est engendré par les vecteurs colonnes de la matrice des périodes
ΩS, on récupère donc l'application des périodes πS : H1(S,Z) = Ab(π1(S)) → C
que l'on étend naturellement à π1(S). Le C-espace vectoriel Ω(S) est de dimen-
sion �nie égale à la dimension de J (S) en tant que variété complexe. Décrivons
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maintenant les morphismes de tores complexes polarisés. Soient (M = Cg/Λ, [q])
et (M ′ = Cg/Λ′, [q′]) deux tores complexes polarisés. On dit que F : M → M ′ est
un morphisme de tores complexes polarisées si F est holomorphe et F ∗[q′] = [q].
Notons que les diviseurs élémentaires sont préservés par les isomorphismes de tores
complexes polarisés, la polarisation [qS] de J (S) étant principale nous nous inté-
resserons aux tores complexes principalement polarisés. Nous allons maintenant voir
qu'un biholomorphisme entre surfaces de Riemann compactes f : S → S ′ induit un
isomorphisme entre leur jacobiennes (J (S), [qS]) et (J (S ′), [q′S]). Les applications
f ∗ : Ω(S ′) → Ω(S) et f∗ : H1(S,Z) → H1(S ′,Z) sont des isomorphismes. Notons
M(f ∗) := Matω′,ω(f ∗) ∈ GLg(C) la matrice de f ∗ relativement aux bases ω1, . . . ωg
de Ω(S) et ω′1, . . . , ω

′
g de Ω(S ′). De même, notonsM(f∗) := Mat[γ],[γ′](f∗) ∈ GL2g(R)

la matrice de f∗ dans les bases [γ1], . . . , [γ2g] deH1(S,Z) et [γ′1], . . . , [γ′2g] deH1(S ′,Z).
La formule d'adjonction suivante :

∀[γ] ∈ H1(S,Z), ∀ω′ ∈ Ω(S ′), πS(f ∗ω′, [γ]) =

∫
[γ]

(f ∗)−1ω′ =

∫
f∗[γ]

ω′ = πS′(ω
′, f∗[γ]),

se traduit en termes de matrice des périodes par :

tM(f ∗).ΩS = ΩS′ .M(f∗).

d'où
ΩS′ = tM(f ∗).ΩS.M(f∗)

−1.

Comme l'application f∗ : π1(S) → π1(S ′) est un isomorphisme et nous avons la
relation

∏g
i=1[f∗[γi], f∗[γg+i]] = 1, ainsi il existe une permutation σ̃ ∈ S2g telle que

pour tout i on ait f∗[γi] = [γ′σ̃(i)]. Ainsi en passant à l'abélianisé,M(f∗) est la matrice
de la permutation σ̃, en particulier M(f∗)

−1 = tM(f∗), d'où :

ΩS′ = tM(f ∗).ΩS.
tM(f∗).

Les vecteurs colonne de la matrice ΩS.
tM(f∗) sont donc (dans l'ordre) λσ(1), . . . , λσ(2g).

L'application f∗ : H1(S,Z)→ H1(S ′,Z) préserve les intersections entre les cycles, ce
qui se traduit par :

qS([γi], [γj]) = qS′(f∗[γi], f∗[γj]) = qS′([γ
′
σ̃(i)], [γ

′
σ̃(j)]), ∀i, j.

Prenons i ∈ {1, . . . , g} alors qS([γi], [γj]) = 1 si et seulement si j = i + g et 0
sinon donc qS′([γ

′
σ̃(i)], [γ

′
σ̃(j)]) = 1 si et seulement si j = i + g et 0 sinon. Or

qS′([γ
′
σ̃(i)], [γ

′
σ̃(j)]) = 1 si et seulement si σ̃(j) = σ̃(i) + g et 0 sinon. Ainsi on a

σ̃(i + g) = σ̃(i) + g, il existe donc une permutation σ ∈ Sg telle que pour tout
i ∈ {1, . . . , g} on ait : {

σ̃(i) = σ(i)
σ̃(i+ g) = σ(i) + g.

Soit x1, . . . , xg, y1, . . . , yg la base duale de la base λ1, . . . , λ2g du R-espace vectoriel
sous-jacent à Cg, alors les zi = xi + yi forment un système de coordonnées com-
plexes de Cg et la matrice M(f∗) agit par permutation sur ces coordonnées via la
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permutation σ. L'application

F̃ : Cg −→ Cg

z 7−→ tM(f ∗)M(f∗).z := tM(f ∗)σ.z

est donc un isomorphisme de C-espaces vectoriels et :{
F̃ (ΛS) = ΛS′

qS′(F̃ (λi), F̃ (λj)) = qS(λi, λj) ∀i, j.

Ainsi f induit un biholomorphisme F : J (S) → J (S ′) qui factorise F̃ , et par
construction de F nous avons F ∗[qS′ ] = [qS], et donc F réalise bien un isomor-
phisme de tores complexes polarisés entre (J (S), [qS]) et (J (S ′), [qS′ ]). En dé�ni-
tive nous sommes intéressés par la question suivante étant donné (M = Cg/Λ, [q])
et (M ′ = Cg/Λ′, [q′]) deux tores complexes principalement polarisés et F : M →M ′

un isomorphisme de tores complexes polarisés à quelles conditions sont-ils induits
par un biholomorphisme f : S → S ′ entre des surfaces de Riemann compactes S et
S ′. La réponse à cette question n'est que partiellement connue, cependant nous ver-
rons que la jacobienne d'une surface de Riemann compacte est une variété abélienne
(un tore plongeable dans un espace projectif complexe), ce qui nous donne déjà une
condition nécessaire. L'objectif �nal de ce mémoire est de montrer le théorème de
Torelli selon lequel si M = J (S) et M ′ = J (S ′) alors F est automatiquement
induit par un biholomorphisme f : S → S ′. En voici l'énoncé :

Théorème B.1.11 Si S et S ′ sont des surfaces de Riemann compactes telles que

(J (S), [qS]) ∼= (J (S ′), [qS′ ])

en tant que variétés abéliennes principalement polarisées alors :

S ∼= S ′

en tant que surfaces de Riemann.

B.2 Reconstruction d'une surface de Riemann
à partir de sa jacobienne

Nous avons vu comment associer à toute surface de Riemann compacte S un
objet essentiellement linéaire, sa jacobienne J (S). Nous allons maintenant faire le
chemin inverse qui consiste à reconstruire S à partir de sa jacobienne. Le procédé
repose sur le fait que si C désigne un plongement de S dans un espace projectif alors
il est possible de reconstruire C à partir de l'ensemble C∗ des hyperplans projectifs
tangents à C.

Nous commençons par introduire la notion de diviseur sur une surface de Rie-
mann compacte, l'idée des diviseurs est de fournir un modèle pour les pôles et lieux
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d'annulation des fonctions ou de formes méromorphes sur une surface de Riemann
compacte. Nous noterons M (S) l'ensemble des fonctions holomorphes globales sur
S et M Ω(S) l'ensemble des 1-formes méromorphes sur S. Nous verrons plus tard
une dé�nition plus générale (sur toute variété complexe) des diviseurs.

B.2.1 Diviseurs sur une surface de Riemann compacte

Dé�nition B.2.1 (Diviseur) Soit S une surface de Riemann compacte. On ap-
pelle diviseur sur S toute combinaison linéaire à coe�cients entiers (relatifs) loca-
lement �nie de points de S. En particulier, S étant compacte, un diviseur est une
combinaison linéaire �nie de points de S. Un diviseur s'écrit donc

D =
∑
i

ni.pi

où les ni sont dans Z et les pi des points de S. Un diviseur peut être vu comme une
fonction de S dans Z à support �ni en posant D(p) = ni si p = pi et D(p) = 0 si p
n'est pas l'un des pi. On note Div(S) l'ensemble des diviseurs de S qui admet une
structure de groupe additif naturelle, à chaque diviseur on peux associer son degré

deg(D) =
∑
i

ni.

En�n on dit qu'un diviseur est e�ectif si tous ses coe�cients sont positifs.

On muni également Div(S) d'une relation d'ordre partiel, on dit qu'un diviseur
D est plus grand qu'un diviseur D′ (et on note D > D′) si D − D′ est e�ectif.
Les points à coe�cients positifs s'interprètent comme des zéros, ceux à coe�cients
négatifs comme des pôles, la valeur absolue du coe�cient étant la multiplicité. Soit
f ∈M (S) une fonction méromorphe sur S et ω ∈M Ω(S) une 1-forme méromorphe
sur S alors au voisinage de tout point p ∈ S on peut écrire

f =
gp
hp
,

et

ω(zp) =
qp(zp)

rp(zp)
dzp,

où gp et hp sont des fonctions holomorphes dé�nies sur un voisinage de p dans S,
zp une coordonnée locale centrée en p et qp et rp des fonctions holomorphes sur un
voisinage de 0 dans C.

On peut alors dé�nir les diviseurs de zero et de pôles de f et ω respectivement :

div0(f) :=
∑
p∈S

Ordp(gp).p, div0(ω) :=
∑
p∈S

Ord0(qp).p

et
div∞(f) :=

∑
p∈S

Ordp(hp).p, div∞(ω) :=
∑
p∈S

Ord0(rp).p
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où Ordp() désigne l'ordre du pôle ou du zéro de la fonction au point p. La
dé�nition de ces diviseurs est évidement indépendante du choix de gp, hp, zp, qp et
rp et les sommes sont bien localement �nies. En�n on dé�nit les diviseurs de f et ω
comme étant respectivement

div(f) := div0(f)− div∞(f),

et
div(ω) := div0(ω)− div∞(ω).

Dé�nition B.2.2 Un diviseur de fonction méromorphe est dit principal, un divi-
seur de 1-forme méromorphe est dit canonique, deux diviseurs qui di�èrent d'un
diviseur principal sont dit linéairement équivalents.

Remarquons que tous les diviseurs ne sont pas principaux, en e�et, une condition
nécessaire étant d'être de degré nul, car une fonction méromorphe sur une surface
de Riemann compacte admet autant de zéros que de pôles comptés avec multi-
plicité. Dé�nissons maintenant le tiré-en-arrière d'un diviseur par une application
holomorphe :

Dé�nition B.2.3 Soient S et S ′ deux surfaces de Riemann compactes et soit f :
S → S ′ une application holomorphe, si D′ est un diviseur sur S ′ on dé�nit son
tiré-en-arrière par f que l'on note f ∗D′ par :

f ∗D′ =
∑
p∈X

multp(f).D′(f(p))

où multp(f) est la multiplicité de f en p, c'est à dire l'unique entier m tel qu'on
puisse trouver des coordonnées locales au voisinage de p et de f(p) dans lesquelles
f(p) = 0 et f est de la forme z 7→ zm.

B.2.2 Application d'Abel Jacobi

L'application d'Abel-Jacobi va nous permettre de réaliser un plongement de S
dans Pg−1 dont l'image sera notée C ⊂ Pg−1, et de reconstruire C∗.

Dé�nition B.2.4 Soit p0 ∈ S un point �xé l'application d'Abel-Jacobi est dé�nie
par

µ : Div(S) −→ J (S)

D =
∑k

i=1 nipi 7−→ (
∑k

i=1 ni
∫ pi
p0
ω1, . . . ,

∑k
i=1 ni

∫ pi
p0
ωg)

.

Notons que la dé�nition est indépendante du choix d'un chemin d'intégration du
point p0 aux points du diviseur en e�et deux tels chemins di�èrent d'un cycle.

Nous dé�nissons également les symétrisés de S.

Dé�nition B.2.5 Soit d ∈ N∗ on dé�nit S(d) le d-ième symétrisé de S comme étant
l'ensemble de tout les diviseurs e�ectifs de degré d. On notera encore µ la restriction
de l'application d'Abel-Jacobi à S(d) et Wd = µ(S(d)).
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Nous admettons provisoirement les résultats suivants :

Proposition B.2.6 Soit d ∈ N∗

i ) S(d) est une variété complexe compacte de dimension d,

ii) L'application µ : S(d) →J (S) est holomorphe et sa di�érentielle est généri-
quement de rang maximal (pour la topologie de Zariski).

iii) L'image Wd est une sous variété analytique de dimension d de J (S).

Notons toutefois le troisième point découle des deux premiers et du théorème de
l'application propre dont nous donnons l'énoncé sans preuve :

Théorème B.2.7 (Théorème de l'application propre) (admis) Soient X et Y deux
variétés complexes, f : X → Y une application propre holomorphe et soit V ⊂ X
une sous variété analytique. Alors f(V ) est une sous variété analytique de Y .

La variété complexe S(d) étant compacte, l'application holomorphe µ : S(d) →
J (S) est propre, ainsiWd est une sous variété analytique de J (S). La di�érentielle
de µ : S(d) →J (S) étant génériquement de rang maximal égal à d la dimension de
Wd est d.

�

La jacobienne J (S) étant un tore complexe de dimension g, son espace tan-
gent holomorphe en tout point ({T 1,0

λ (J (S))}λ∈J (S)) s'identi�e naturellement à
Cg. Ainsi si X ⊂ J (S) est une sous variété analytique de dimension k de J (S)
et Xreg = X\Xsing l'ensemble des points non singuliers de X, nous pouvons dé�nir
l'application de Gauss associée à X :

GX : Xreg −→ G(k, g)

λ 7−→ T 1,0
λ (X) ⊂ T 1,0

λ (J (S)) = Cg .

Notons C = GW1((W1)reg) ⊂ G(1, g) = Pg−1 et B ⊂ GWg−1((Wg−1)reg) ⊂
G(g − 1, g) = (Pg−1)∗ l'ensemble des points de branchement de GWg−1 , c'est-à-dire
l'image par l'application GWg−1 des points de Wg−1 où elle est singulière. Nous avons
en vue le résultat suivant : Si g > 3 alors C est un plongement de S dans Pg−1 de plus
B = C∗. Ainsi si S et S ′ sont deux surfaces de genre g > 3 et F : J (S)→J (S ′)
est un biholomorphisme tel que F (Wg−1) = W ′

g−1 (à translation près) alors F in-
duit un biholomorphisme entre Wg−1 et W ′

g−1 et donc également entre C∗ = B et
C ′∗ = B′, comme C et C ′ sont des plongements respectifs de S et S ′ dans Pg−1 nous
voyons que F induit un biholomorphisme entre S et S ′. Nous verrons plus tard le
théorème de Riemann qui stipule queWg−1 est entièrement caractérisée à translation
près par la polarisation [qS], ainsi si F est un isomorphisme de variétés abéliennes
principalement polarisées entre (J (S), [qS]) et (J (S ′), [qS′ ]), on a (à translation
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près) F (Wg−1) = W ′
g−1, ce qui achèvera la preuve du théorème de Torelli. La dé-

monstration de ces résultats va nous occuper pendant le reste de ce mémoire, nous
les rappellerons au fur et à mesure avec le niveau de détails qui convient. Pour le
moment revenons à la preuve de la proposition C.2.23.

i ) Nous devons montrer que le d-ème produit symétrique S(d) de S est une va-
riété complexe de dimension d. Le produit cartésien Sd = S× · · ·×S est clairement
une variété complexe de dimension d. Le d-ème groupe symétrique Sd agit holo-
morphiquement sur Sd son action est donnée par la permutation des coordonnées,
à tout τ ∈ Sd on associe l'application holomorphe suivante :

τ : Sd −→ Sd

(p1, . . . , pd) 7−→ (pτ(1), . . . , pτ(d))
.

De cette manière, Sd peut être vu comme un sous-groupe du groupe Aut(Sd) des
automorphismes biholomorphes de Sd. En tant qu'espace topologique le quotient

S(d) = Sd/Sd

est donc séparé (il s'identi�e naturellement à S(d) car étant donné un diviseur e�ectif
D = n1p1 + · · ·+ nkpk de degré d sur S nous pouvons former un d-uplet contenant
nj fois pj, l'ambiguïté de cette dé�nition réside alors dans le choix de l'ordre des
éléments du d-uplet), S(d) est également compacte en tant que quotient (séparé) de
la variété compacte Sd . Il reste à construire des systèmes de coordonnées locales
sur S(d). Soit un point quelconque

D = n1p1 + · · ·+ nkpk ∈ S(d),

dont les poids nj sont supérieurs ou égaux à 1 et de somme égale à d. Au voisinage
de chaque pj ∈ S, choisissons une carte holomorphe locale (Uj, zj) sur S centrée en
pj et donnons nous en nj copies :

z
(1)
j := zj, . . . . . . , z

(nj)
j := zj.

Introduisons toutes les fonctions symétriques élémentaires :

∀l ∈ [[1, nj ]]; ∀j ∈ [[1, k ]] σj,l(z
(1)
j , . . . , z

(nj)
j ) :=

∑
1≤m1<···<ml≤nj

l∏
i=1

z
(mi)
j ,

qui sont dé�nies et holomorphes sur le produit

Uj × · · · × Uj = (Uj)
nj .

La collection de toutes ces fonctions

(σ1,1, . . . , σ1,n1 , . . . . . . , σk,1, . . . , σ1,nk)
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fournit un système de coordonnées holomorphes sur un voisinage de D dans S(d)

�

ii) Montrons maintenant que µ : S(d) → J (S) est holomorphe et calculons sa
di�érentielle. Soit D = p1 + · · · + pd un diviseur dont tous les points sont deux à
deux distincts. Notons que cette propriété est générique au sens où elle est vrai sur
un ouvert de Zariski, les diviseurs véri�ant cette propriété seront dit génériques (en
e�et nous disposons d'un système de coordonnées locales au voisinage de tout point
de S(d) dans ce voisinage l'ensemble des diviseurs non génériques sont données par
les points dont au moins deux coordonnées sont identiques). Au voisinage de D le
symétrisé S(d) s'identi�e à Sd, sur lequel l'application

µ(p1 + · · ·+ pd) = µ(p1, . . . , pd) =


∑d

l=1 nl
∫ pl
p0
ω1

...∑d
l=1 nl

∫ pl
p0
ωg


est clairement holomorphe. Lorsque certains points du diviseur se rejoignent, ces
valeurs restent bornées, ainsi en passant par les fonctions symétriques élémentaires
qui constituent des cartes sur S(d), le théorème d'élimination des singularités bor-
nées de Riemann à plusieurs variables complexes assure que µ : S(d) → J (S) est
holomorphe en touts les diviseurs, y compris ceux qui sont non génériques. Nous
calculons maintenant la di�érentielle de µ : S(d) → J (S) en D. Les pj étant deux
à deux distincts, si les zj sont des coordonnées holomorphes locales centrées en les
pj alors (z1, . . . , zd) est un système de coordonnes holomorphes locales sur S(d) au
voisinage de D. Les formes holomorphes ωi sont décrites localement au voisinage des
pj par des fonctions holomorphes hi,j. Nous écrivons localement :

∀i ∈ [[1, g ]]; ∀j ∈ [[1, d ]] ωi(zj) = hi,j(zj)dzj.

Dans ces coordonnées au voisinage de D tout diviseur s'écrit :

z1 + · · ·+ zd,

où les zj sont proches des zj(pj) = 0. En intégrant le long de chemins allant de p0 à
pj puis le long de chemins allant de pj à zj nous obtenons :

µ(z1 + · · ·+ zd) =


∑d

j=1

∫ zj
p0
ω1

...∑d
j=1

∫ zj
p0
ωg

 =


∑d

j=1

∫ pj
p0
ω1 +

∑d
j=1

∫ zj
pj
ω1

...∑d
j=1

∫ pj
p0
ωg +

∑d
j=1

∫ zj
pj
ωg

mod(ΛS)

=

constante +
∑d

j=1

∫ zj
pj
h1,j(zj)dzj

...
constante +

∑d
j=1

∫ zj
pj
hg,j(zj)dzj

mod(ΛS).
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En di�érentiant les constantes disparaissent et nous obtenons la matrice jacobienne
de l'application d'Abel Jacobi au point D :

JDµ =

h1,1(p1) . . . h1,d(pd)
...

...
hg,1(p1) . . . hg,d(pd)

 =


ω1

dz1

(p1) . . .
ω1

dzd
(pd)

...
...

ωg
dz1

(p1) . . .
ωg
dzd

(pd)

 .

Nous souhaitons maintenant examiner le rang de cette matrice. Pour cela nous
introduisons l'application canonique :

φK : S −→ Pg−1

p 7−→ [
ω1

dzp
(p), . . . ,

ωg
dzp

(p)] ,

où zp est une coordonnée holomorphe au voisinage de p ∈ S . Notons que cette
dé�nition est indépendante du choix de la coordonnée zp. En e�et, si wp est un
autre choix coordonnée les changement de variable entraineraient une multiplication
simultanée de tous les facteurs par (dwp/dzp)(p) 6= 0. Ainsi φK est dé�nie partout
où les (ωi) ne s'annulent pas simultanément, nous verrons que cela n'est jamais le
cas, nous ne nous soucions donc pas de son domaine de dé�nition pour le moment.
Nous remarquons que les (φK(pi)) sont les projectivisés des vecteurs colonnes de la
matrice jacobienne de l'application d'Abel Jacobi. Notons alors

φK(D) = φK(p1), . . . , φK(pd)

le sous espace projectif de Pg−1 engendré par les points φK(p1), . . . , φK(pd). Ceci
nous amène à la proposition suivante :

Proposition B.2.8 Si le diviseur D = p1 + · · · + pd est générique au sens où les
(pi) sont deux à deux distincts alors,

rang(JDµ) = dim φK(D) + 1.

Démonstration. Le rang de JDµ correspond à la dimension du sous-espace vecto-
riel engendré par ses vecteurs colonne qui est lui même le dé-projectivisé de φK(D)
d'où le �+1� dans la formule. �

Remarquons également que l'on a :

φK = GW1 ◦ (µ
∣∣
S
),

en e�et l'application GW1 ◦ (µ
∣∣
S
) : S → Pg−1 est dé�nie pour tout z ∈ S par :

GW1 ◦ (µ
∣∣
S
)(z) =

[ ∂
∂z
µ1(z) : . . . :

∂

∂z
µg(z)

]
= [

ω1

dzp
(p), . . . ,

ωg
dzp

(p)]

= φK(z).
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Par conséquent montrer que GW1 ◦ (µ
∣∣
S
) réalise un plongement de S dans Pg−1

revient à montrer que φK réalise un plongement de S dans Pg−1. Nous devons main-
tenant étudier l'application canonique φK , et plus généralement les applications
holomorphes de S vers un espace projectif auxquels nous consacrons la section sui-
vante.

B.2.3 Applications holomorphes d'une surface de Riemann
vers un espace projectif

La présente section porte sur l'étude des applications holomorphes d'une surface
de Riemann compacte à valeurs dans un espace projectif complexe. Pour dé�nir une
telle application il nous faut généraliser la notion de fonction méromorphe sur S. La
raison est que pour n ∈ N∗, une application holomorphe φ : S → Pn est donnée par

φ = [φ0 : . . . : φn]

où les φi ne sont pas nécessairement des fonctions méromorphes globales sur S. Elles
sont données localement par des fonctions méromorphes (φi,α) dé�nies respective-
ment sur des ouverts (Uα) recouvrant S et reliées par la condition de compatibilité
suivante :

Il existe une famille d'applications (gαβ) que nous appellerons fonctions de tran-
sition de φ, qui sont holomorphes dé�nies sur les (Uα ∩ Uβ), ne s'annulant pas et
véri�ant :

∀i ∀α ∀β φi,α = gαβ.φi,β

Cette condition est nécessaire pour que les dé�nitions de φ sur les (Uα) se recollent
sur les intersections et dé�nissent une application globale sur S, en e�et en changeant
d'ouvert toutes les coordonnées projectives sont multipliées par un même facteur non
nul qui varie holomorphiquement en fonction du point. Quitte à permuter les φi nous
pouvons supposer que φ0 n'est pas identiquement nulle sur S (ni sur aucun ouvert
de S), ainsi en posant

∀i fi =
φi
φ0

où les fi sont des fonctions méromorphes globales sur S. En e�et pour tout α et tout
β les fonctions holomorphes fi,α = φi,α/φ0,α et fi,β = φi,β/φ0,β coïncident sur Uα∩Uβ
et se recollent donc en une fonction globale. Comme φ = [φ0 : . . . : φn] = [f0 : . . . : fn]
nous pouvons supposer que les φi sont des fonctions méromorphes globales, l'am-
biguïté dans le choix des fonctions méromorphes (φi) dé�nissant φ réside dans le
fait qu'un (n + 1)-uplet de fonctions méromorphes (g0, . . . , gn) dé�nit la même ap-
plication si et seulement si il existe une fonction méromorphe non identiquement
nulle λ telle que ∀i gi = λ.φi. Notons qu'étudier l'application φ est équivalent à
étudier n'importe quelle composée de φ avec un changement de coordonnées pro-
jectives de Pn. Le choix d'une famille génératrice de n + 1 vecteurs (λ.f0, . . . , λ.fn)
de λ.VectC(φ0, . . . , φn) où λ appartient au groupe multiplicatif M (S)∗ des fonctions
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méromorphes globales non identiquement nulles sur S, permet de construire une
application

f : p ∈ S 7→ [λ(p).f0(p) : . . . : λ(p).fn(p)] = [f0(p) : . . . : fn(p)],

qui se déduit de φ par un changement de coordonnées projectives. En e�et multipli-
cation par λ est un isomorphisme linéaire de V := VectC(φ0, . . . , φn) sur λ.V . Nous
dé�nissons une relation d'équivalence ∼ sur l'ensemble des applications holomorphes
de S dans Pn par

f = [f0 : . . . : fn] ∼ g = [g0 : . . . : gn]

si et seulement si

∃λ ∈M (S)∗ tel que VectC(f0, . . . , fn) = λ.VectC(g0, . . . , gn).

Posons
E =

⊔
λ∈M (S)∗

λ.V.

Alors M (S)∗ agit naturellement sur E et le quotient paramètre l'ensemble des ap-
plications équivalentes à φ, de plus :

E
/
M (S)∗ ∼= P(V ).

Nous nous intéressons maintenant au problème inverse à savoir si V ⊂ M (S) est
un sous espace vectoriel de dimension �nie à quelles conditions P(V ) paramètre-t-il
une classe d'équivalence d'applications holomorphes de S dans Pn pour la relation
∼, et si c'est le cas un élément de cette classe d'équivalence dé�nit-il un plongement
de S dans Pn ? La section qui suit est consacrée à cette question, elle repose sur
l'observation que l'on peut "graduer" les sous espaces de dimension �nie de M (S)
au sens où un tel espace est toujours inclus dans un espace de la forme

{f ∈M (S)/div(f) +D > 0}

pour un certain diviseur D de S.

Lemme B.2.9 Soit V ⊂M (S) un sous espace vectoriel de dimension �nie alors il
existe un diviseur D de S tel que V ⊂ {f ∈M (S)/div(f) +D > 0}

Démonstration. Soit (f0, . . . , fn) une base de V et posons

D = −mini(div(fi)) := p ∈ S 7→ −mini(div(fi)(p))

alors soit f =
∑

i ai.fi un élément de V et p ∈ S alors Ordp(f) > mini(Ordp(fi))
d'où div(f) > −D. �

Ce résultat motive l'étude systématique des espaces(
{f ∈M (S)/div(f) +D > 0}

)
D∈Div(S)

.
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Systèmes linéaires

Soit S une surface de Riemann compacte et soit

D =
∑
i

ni.pi ∈ Div(S)

un diviseur quelconque sur S, nous introduisons l'espace de fonctions méromorphes
globales suivant

L (D) = {f ∈M (S)/div(f) +D > 0}.
Une fonction f méromorphe sur S est dans L (D) si et seulement si pour tout

p ∈ S l'une de ces deux conditions est remplie :

i) Si D(p) > 0 alors f admet un pôle d′ordre au plus D(p) en p.

ii) Si D(p) < 0 alors f admet un zero d′ordre au moins −D(p) en p.

Remarquons que L (D) est un C-espace vectoriel. Rappelons que deux diviseursD et
D′ de S sont dit équivalents si leur di�érence est un diviseur principal. Nous noterons
∼ la relation d'équivalence linéaire des diviseurs. Nous avons alors la proposition
suivante :

Proposition B.2.10 Si D1 et D2 sont deux diviseurs linéairement équivalents sur S
et λ ∈M (S)∗ une fonction méromorphe non nulle sur S telle que D1 = D2 +div(λ)
alors la multiplication par λ donne un isomorphisme d'espaces vectoriels complexes

L (D2) = λ.L (D1).

Démonstration. Soit f ∈ L (D1), c'est à dire div(f) > −D1. Alors div(λf) =
div(λ) + div(f) > div(λ)−D1 = −D2, ainsi λf ∈ L (D2) d'où λ.L (D1) ⊂ L (D2),
par symétrie on obtient (1/λ).L (D2) ⊂ L (D1). Comme les multiplications par λ
et par (1/λ) sont inverses l'une de l'autre, le résultat en découle. �

Dé�nition B.2.11 (Système linéaire complet) On appelle système linéaire com-
plet associé au diviseur D l'espace des diviseurs e�ectifs linéairement équivalents à
D.

|D| = {E ∈ Div(S) / E ∼ D , E > 0}.

Notons que deux diviseurs linéairement équivalents dé�nissent le même système
linéaire complet. Considérons l'application PD : L (D)∗ → |D| qui à toute fonction
méromorphe non nulle f ∈ L (D) associe le diviseur div(f) +D. Le lemme qui suit
permet de faire le lien avec la section précédente.

Lemme B.2.12 L'application PD se factorise en une bijection P̃D : P(L (D)) →
|D| dé�nie par :

P̃D : P(L (D)) −→ |D|
VectC(f) 7−→ div(f) +D

.
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Démonstration. Comme div(λf) = div(f) pour toute constante λ ∈ C∗ l'appli-
cation P̃D est bien dé�nie. Soit E ∈ |D|. Comme E ∼ D, il existe une fonction f
méromorphe non nulle sur S telle que E = div(f) +D, comme E > 0, la fonction f
appartient à L (D), ce qui prouve la surjectivité de PD. Soient f, g ∈ L (D) telles
que PD(f) = PD(g), alors div(f) = div(g). Ainsi div(f/g) = div(f)− div(g) = 0, si
bien que f/g n'a ni zéros ni pôles sur S. La surface de Riemann S étant compacte,
f/g est donc une constante non nulle λ ∈ C∗. Les fonctions f et g engendrent la
même droite vectorielle de L (D), par conséquent PD se factorise bien en P̃D qui est
bijective. �

Dé�nition B.2.13 (Système linéaire) Un système linéaire associé à un diviseur
D est un sous ensemble du système linéaire complet |D|, qui correspond via P̃D à
un sous espace linéaire de P(L (D))

Les systèmes linéaires associés au diviseur D ∈ Div(S) sont les P̃D(P(V )) pour
V parcourant l'ensemble des sous espaces vectoriels non triviaux de L (D). Pour
V ⊂ L (D) un sous espace vectoriel, nous dirons que P̃D(P(V )) est le système
linéaire associé à D engendré par V .

A toute application holomorphe φ = [f0, . . . , fn] de S dans Pn nous pouvons
associer un système linéaire, en posant D = −mini{div(fi)} le système associé à D
engendré par VectC(f0, . . . , fn) ⊂ L (D) noté |φ| est appelé système linéaire associé
à φ (ou dé�nit par φ).

|φ| := P̃D(P(VectC(f0, . . . , fn))) = {div(h) +D / h ∈ VectC(f0, . . . , fn)}.

Pour dé�nir le système |φ| nous nous sommes appuyé sur le diviseurD = −mini{div(fi)}
dont la dé�nition dépend des applications coordonnées (f0, . . . , fn) choisies pour re-
présenter φ. Le lemme suivant montre que le système |φ| est indépendant de ce choix
et ne dépend que de φ.

Lemme B.2.14 Le système |φ| est bien dé�ni, indépendamment du choix des fonc-
tions coordonnées utilisées pour dé�nir φ

Démonstration. Soient g0, . . . , gn ∈M (S) d'autres fonctions méromorphes sur S
dé�nissant φ c'est à dire telles que φ = [f0 : . . . : fn] = [g0 : . . . : gn] alors il existe une
fonction λ ∈ M (S)∗ telle que ∀i gi = λfi. Comme div(gi) = div(λ) + div(fi) ainsi
en notant D′ = −mini{div(gi)} nous obtenons que D′ = D − div(λ). En particulier
D ∼ D′ ainsi |D| = |D′|. De même les systèmes P̃D(Vect{fi}) et P̃D′(Vect{gi})
coïncident. En e�et, un membre de P̃D′(Vect{gi}) est de la forme

div(
∑
i

aigi) +D′ = div(
∑
i

aiλfi) +D′

= div(
∑
i

aifi) + div(λ) +D′

= div(
∑
i

aifi) +D.
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C'est donc un membre de P̃D(Vect{fi}), nous obtenons ainsi une inclusion, l'autre
inclusion s'obtient par symétrie, il y a donc égalité des systèmes. �

Les systèmes linéaires paramètrent les classes d'équivalence d'applications ho-
lomorphes vers un espace projectif complexe pour la relation ∼, comme nous le
montrons dans la proposition suivante :

Proposition B.2.15 Deux applications holomorphes de S dans un espace projectif
complexe sont équivalentes pour la relation ∼ si et seulement si elles dé�nissent le
même système linéaire .

Démonstration. Soient f = [f0 : . . . : fn] et g = [g0 : . . . : gn] des applications
holomorphes de S dans Pn. Posons Vf = VectC(f0, . . . , fn) , Vg = VectC(g0, . . . , gn),
D = −mini(div{fi}) et D′ = −mini(div{gi}). Supposons que |f | = |g|, alors
quitte à appliquer un changement de coordonnées linéaires on peut supposer que
∀i div(fi) + D = div(gi) + D′. En posant hi = fi/gi on voit que div(hi) = D′ −D
est constant et ne dépend pas de i comme tous les quotients hi ont le même divi-
seur ils sont tous égaux à multiplication par une constante non nulle près, quitte à
ajuster les gi en les multipliant par les constantes (non nulles) appropriées, on peut
supposer qu'il existe h ∈M (S)∗ telle que ∀i fi = h.gi, ainsi Vf = h.Vg d'où f ∼ g.
Réciproquement supposons f ∼ g, soit alors h ∈ M (S)∗ telle que Vf = h.Vg, il
su�t de reprendre les arguments qui précèdent dans le sens inverse pour conclure
que |f | = |g|. �

Nous pouvons maintenant reformuler la question de la section précédente : à
quelle conditions un système linéaire paramètre-t-il une classe d'équivalence d'ap-
plications holomorphes de S dans Pn pour la relation ∼ ?

Étant donné n + 1 fonctions méromorphes f0, . . . , fn ∈ M (S), une obstruction
évidente au fait ϕ =: [f0 : . . . : fn] soit une application holomorphe globalement
dé�nie de S vers Pn est que les fi ne doivent pas s'annuler simultanément en un
point. Un point où les fi s'annulent simultanément est appelé point base. Cette
notion se traduit en termes de systèmes linéaires.

Dé�nition B.2.16 (point base) Soit Q un système linéaire (associé à un diviseur
de S), un point p ∈ S est appelé point base du système Q si tout diviseur de Q
contient le point p, i.e. si :

∀E ∈ Q, E > p.

L'ensemble des points bases de Q est appelé lieu base de Q.

La proposition qui suit montre que la présence de points bases est en fait la seule
obstruction à ce qu'un système linéaire représente une classe d'équivalence d'appli-
cations holomorphes de S dans Pn pour la relation ∼.

Proposition B.2.17 Soit Q ⊂ |D| un système linéaire sans points bases associé au
diviseur D se S et dimension projective n, alors il existe une application holomorphe
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ϕ de S vers Pn telle que Q = |ϕ| de plus ϕ est entièrement déterminée à équivalence
près pour la relation ∼. Autrement dit il y a une correspondance bijective entre
les systèmes linéaires sans point base de dimension n et les classes d'équivalence
d'applications holomorphes de S vers Pn pour la relation ∼.

Démonstration. Soit V ⊂ L (D) un sous espace vectoriel tel que Q = P̃D(P(V )),
de sorte que les diviseurs de Q soient de la forme div(f)+D pour f dans V . Choisis-
sons une base f0, . . . fn de V alors ϕ =: [f0 : . . . : fn] est une application holomorphe
globalement dé�nie de S vers Pn. De plus nous avons déjà vu que si ϕ′ : S → Pn est
une autre application holomorphe alors |ϕ′| = Q = |ϕ| si et seulement si ϕ′ ∼ ϕ. �

La question naturelle qui se pose alors est de déterminer à quelles conditions un
système linéaire dé�nit un plongement de S dans un espace projectif complexe, un
tel système est dit très ample. Nous donnons une condition nécessaire et su�sante
dans le cas des systèmes linéaires complets. Soit D ∈ Div(S) un diviseur sur S, nous
supposerons que le système linéaire complet |D| est sans point base, choisissons ϕD :
S → Pl(D)−1 une application holomorphe représentant |D|, i.e. telle que |ϕD| = |D|.
Alors |D| est trés ample si et seulement si ϕD est un plongement ce qui est le cas
si et seulement si ϕD sépare les points et les tangentes de S. Nous commençons
par étudier la séparation des points en nous appuyant sur deux lemmes. Soit D un
diviseur sur S et D′ =

∑
ni.pi un diviseur e�ectif sur S alors L (D−D′) est le sous

espace de L (D) constitué des fonction s'annulant à l'ordre D(pi) + ni au moins et
pi (si D(pi) + ni > 0) ou admettant un pôle d'ordre au plus −D(pi) − ni et pi (si
D(pi) + ni < 0). Le lemme qui suit permet de borner la dimension de L (D −D′).

Lemme B.2.18 Soit S une surface de Riemann compacte, D un diviseur sur S et
soit p un point de S alors soit L (D−p) = L (D), soit L (D−p) est de codimension
1 dans L (D).

Démonstration. Choisissons une coordonnée locale z centrée en p, et soit n =
−D(p). Alors toute fonction f ∈ L (D) a une série de Laurent en p de la forme
czn+ termes d'ordre supérieur. Posons α : L (D)→ C l'application qui envoie toute
fonction f ∈ L (D) sur le coe�cient d'ordre n de sa série de Laurent. L'application
α est clairement linéaire et son noyau est exactement L (D− p). Si α est identique-
ment nulle on a L (D− p) = L (D) dans le cas contraire α étant une forme linéaire
sur L (D), l'espace L (D− p) est donc un hyperplan, i.e. il est de codimension 1. �

Par une simple récurrence il découle de ce lemme que si D est un diviseur sur S
et D′ est un diviseur e�ectif sur S alors :

dim L (D −D′) > dim L (D)− deg(D′).

Lemme B.2.19 Soit S une surface de Riemann compacte et D ∈ Div(S) un divi-
seur tel que |D| est sans points base. Fixons un point p ∈ S. Alors il existe une base
f0, . . . fn de L (D) telle que Ordp(f0) = −D(p) et Ordp(fi) = −D(p) pour i > 1.
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Démonstration. Considérons le sous espace L (D − p) ⊂ L (D) de codimen-
sion 1, et soit f1, . . . , fn une base de L (D − p). Prolongeons la en une base de
L (D) en ajoutant une fonction méromorphe f0 ∈ L (D)\L (D − p). On a alors
Ordp(fi) > −D(p) + 1 > −D(p) pour tout i > 1. Si de plus Ordp(f0) > −D(p),
alors f0 ∈ L (D − p), ce qui est contradictoire. Ainsi Ordp(f0) = −D(p). �

Nous avons alors un critère de séparation des points :

Proposition B.2.20 Soit S une surface de Riemann compacte, et soit D un divi-
seur sur S tel que |D| est sans point base. Fixons p et q deux points distincts de S.
Alors ϕD(p) = ϕD(q) si et seulement si L (D − p − q) = L (D − p) = L (D − q).
Ainsi ϕD sépare les points si et seulement si pour toute paire de points distincts p
et q de S, on a dim L (D − p− q) = dim L (D)− 2.

Démonstration. Comme un changement de base de L (D) équivaut à compo-
ser ϕD par un changement linéaire de coordonnées, nous pouvons véri�er quand
ϕD(p) = ϕD(q) dans n'importe quelle base. Nous choisissons la base donnée par le
lemme précédent, ainsi nous avons : ϕD(p) = [1 : 0 : . . . : 0]. Par conséquent on a
ϕD(p) = ϕD(q) si et seulement si ϕD(q) = [1 : 0 : . . . : 0] ce qui revient à demander
que Ordq(f0) < Ordq(fi) pour i > 1. Comme q n'est pas un point base de |D| ceci se
produit si et seulement si f1, . . . fn forme une base de L (D − q). Or par dé�nition
la famille f1, . . . fn est une base de L (D − p), ainsi le critère précédent est équi-
valent à l'égalité L (D− p) = L (D− q). Cette condition signi�e que toute fonction
f ∈ L (D) telle que Ordp(f) > −D(p) véri�e également Ordq(f) > −D(q), ainsi p
et q étant distincts on a L (D − q) = L (D − p) ⊂ L (D − p − q), par dé�nition
on a l'inclusion inverse et donc égalité des trois espaces L (D − q),L (D − p) et
L (D − p− q) ce qui prouve la première assertion. Comme |D| est sans point base,
on a dim L (D − p) = dim L (D − q) = dim L (D)− 1, ainsi dim L (D − p− q) est
égal à dim L (D)−1 ou à dim L (D)−2. Si ϕD sépare les points, alors on voit grâce
à la première assertion que L (D−p−q) est un sous espace propre de L (D−p) pour
tout p et pour tout q et doit donc être de dimension L (D)− 2. Réciproquement si
dim L (D − p − q) = dim L (D) − 2 pour tout p et q distincts, alors les inclusions
L (D − p − q) ⊂ L (D − p) ⊂ L (D) sont strictes pour tout p et q distincts, ainsi
ϕD sépare les points. �

Il reste maintenant à déterminer un critère pour que ϕD sépare les tangentes.
Intuitivement on fait tendre q vers p dans ce qui précède, on a alors le lemme suivant :

Lemme B.2.21 En reprenant les notations de la proposition précédente, supposons
que ϕD soit injective. Fixons un point p ∈ S. Alors l'image de ϕD est un plongement
holomorphe de S au voisinage de ϕD(p) si et seulement si L (D− 2p) 6= L (D− p).

Démonstration. L'application ϕD étant injective, par le théorème d'inversion lo-
cale, l'image de ϕD est un plongement holomorphe de S au voisinage de ϕD(p) si et
seulement si la di�érentielle de ϕD en p est injective (il su�t qu'elle soit non nulle
car S est de dimension complexe 1). Soient f0, . . . , fn les coe�cients de ϕD, nous
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pouvons les choisir de sorte que l'ordre de f0 en p soit minimal égal à −D(p) et les fi
soient d'ordre strictement supérieur pour i > 0, on a alors f0(p) 6= 0 car |D| est sans
point base. Alors la di�érentielle de ϕD en p est non nulle si et seulement si il existe i
tel que d

dz
(fi/f0)(p) 6= 0, ce qui est le cas si et seulement l'ordre de fi en p est au plus

−D(p)+1 i.e. si et seulement si fi ∈ L (D−p)\L (D−2p), ce qui prouve le lemme. �

En faisant la synthèse des deux résultats précédents on obtient la caractérisation
suivante :

Proposition B.2.22 Soient S une surface de Riemann compacte et D un diviseur
sur S dont le système linéaire associé |D| est sans point base. Alors ϕD est un
plongement si et seulement si pour tous points p et q dans S (non nécessairement
distincts) on a :

dim L (D − p− q) = dim L (D − p)− 2.

L'application canonique

Nous appliquons maintenant les résultats qui précèdent à l'application cano-
nique :

φK : S −→ Pg−1

p 7−→ [
ω1

dzp
(p), . . . ,

ωg
dzp

(p)],

que nous avons rencontré lors de l'étude de l'application d'Abel Jacobi. Commençons
par remarquer que la discussion qui précède concerne bien le cas de l'application
canonique, en e�et soit K un diviseur canonique sur S, i.e. le diviseur d'une 1-forme
méromorphe sur S, alors |K| est exactement l'ensemble des 1-formes holomorphes
sur S (en particulier il ne dépend pas du choix du diviseur canonique K), ainsi nous
avons :

φK ∼ ϕK .

Dans la suite, nous utiliserons le théorème de Riemann-Roch pour les surfaces de
Riemann dont nous donnons l'énoncé (nous renvoyons à [24] pour une preuve).

Théorème B.2.23 (Riemann-Roch) (admis) Soit S une surface de Riemann
compacte de genre g et soient D un diviseur sur S et K un diviseur canonique
sur S. Alors on a l'égalité suivante :

dim L (D)− dim L (K −D) = deg(D)− g + 1.

�
Il nous faut cependant véri�er que |K| est sans point base a�n d'assurer que φK est
globalement dé�nie, on s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme B.2.24 Soit S une surface de Riemann compacte. S'il existe p ∈ S tel que
dim L (p) > 1 alors S est isomorphe à la sphère de Riemann P1.
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Démonstration. L'hypothèse implique l'existence d'une fonction méromorphe non
constante dans L (p). Cette fonction a nécessairement des pôles, mais le seul pôle
possible est un pôle d'ordre 1 en p. Dans ce cas la fonction f vue comme fonction
holomorphe f : S → P1 est de degré 1, c'est donc un isomorphisme. �

Nous en déduisons comme corollaire que si S est de genre au moins 1 alors
l'espace L (p) est constitué des fonctions constantes en particulier dim L (p) = 1.

Lemme B.2.25 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 1 et soit K
un diviseur canonique sur S. Alors le système linéaire canonique |K| est sans point
base.

Démonstration. Fixons p un point de S. On doit prouver que L (K−p) 6= L (K),
il su�t pour cela de montrer que dim L (K−p) = dim L (K)−1. D'après le théorème
de Riemann-Roch on a :

dim L (p)− dim L (K − p) = deg(p)− g + 1 = −g + 2.

Or comme dim L (K) = g et d'après le lemme précédent on a dim L (p) = 1, le
résultat en découle. �

Nous poursuivons donc l'étude de l'application canonique dans le cas où le genre
est supérieur ou égal à 2, il apparait alors que son comportement dépend fortement
de la notion suivante :

Dé�nition B.2.26 Une surface de Riemann compacte S est dite hyperelliptique s'il
existe une application holomorphe f : S → P1 de degré 2.

A titre informatif nous donnons le résultat suivant en revoyant à [43] pour une
preuve :

Proposition B.2.27 Toute surface de Riemann compacte de genre 2 est hyperel-
liptique.

Nous commençons par traiter le cas non hyperelliptique, par la remarque qui précède
nous pouvons supposer le genre supérieur ou égal à 3 :

Proposition B.2.28 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 3
alors l'application canonique φK est un plongement si et seulement si S n'est pas
hyperelliptique.

Démonstration. Comme g > 3 > 1 le système linéaire |K| est sans point base
ainsi φK est globalement dé�nie. D'après la section précédente φK = ϕK n'est pas
un plongement si et seulement si il existe des points p et q de S (avec éventuellement
p = q) tels que dim L (K − p − q) 6= dim L (K) − 2. Le système linéaire |K| étant
sans point base on a dim L (K − p − q) < dim K or comme dim L (K − p − q) >
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dim K − 2 = g − 2, ceci ne peut se produire que si dim L (K − p− q) = g − 1. En
appliquant le théorème de Riemann-Roch on obtient que :

dim L (K − p− q) = − deg(p+ q) + 1− g + dim L (p+ q) = g − 3 + dim L (p+ q).

Ainsi l'application φK n'est pas un plongement si et seulement s'il existe des points
p et q dans S tels que dim L (p + q) = 2. Si tel est le cas L (p + q) contient des
fonction non constantes, or une fonction non constante de L (p + q) est une ap-
plication holomorphe de degrés 2 de S vers la sphère de Riemann P1 ainsi S est
hyperelliptique. Réciproquement si S est hyperelliptique alors il existe une appli-
cation holomorphe f : S → P1 de degré 2, soient alors p et q les antécédents par
f de ∞ ∈ P1. Comme dim L (0) est l'espace des fonctions holomorphes globales
sur S et que ces dernières sont les fonctions constantes on a dim L (0) = 1, ainsi
1 = dim L (p+q−(p+q)) > dim L (p+q)−2 d'où dim L (p+q) 6 2, en conséquence
nous avons prouvé que pour g > 3 l'application canonique φK : S → Pg−1 est un
plongement si et seulement si S n'est pas hyperelliptique. �

Si S n'est pas hyperelliptique alors l'application canonique réalise un plongement
de S dans Pg−1 et l'image C := φK(S) est une courbe algébrique projective lisse de
degré 2g−2 au sens où son intersection avec un hyperplan de Pg−1 est génériquement
de cardinal 2g−2 i.e. il existe un ouvert U ⊂ (Pg−1)∗ pour la topologie de Zariski tel
que pour tout Hyperplan H de Pg−1 contenu dans U on ait #(H ∩φK(S)) = 2g− 2.

Nous nous intéressons maintenant au degré de la courbe projective C := φK(S) ⊂
Pg−1, c'est à dire le nombre de points d'intersection (comptés avec multiplicité) de
φK(S) avec un Hyperplan H ⊂ Pg−1 ne contenant pas C. Plus généralement soit
X une surface de Riemann compacte plongée dans un espace projectif Pn et G
un polynôme homogène de n + 1 variables ne s'annulant pas uniformément sur X,
nous allons compter les points d'intersection entre {G = 0} et X avec multiplicité.
Soit p ∈ X ⊂ Pn tel que G(p) = 0 et soit F un polynôme homogène de n + 1
variables de même degré que G ne s'annulant pas en p (il en existe forcément quitte
à choisir F = xdi ou xi est une coordonnée homogène ne s'annulant pas en p). Dans
ce cas le quotient G/F est alors une fonction méromorphe sur X qui s'annule en
p. On dé�nit l'entier divX(G)(p) comme étant l'ordre d'annulation en p de G/F .
Si q ∈ S est tel que G(q) 6= 0 on pose divX(G)(q) = 0. Notons que le diviseur
divX(G) est indépendant du choix du polynôme F , par conséquent il est bien dé�ni.
En e�et si l'on choisit un autre polynôme homogène F ′ ne s'annulant pas en p
on a G/F = (F ′/F )(G/F ′) or la fonction F ′/F ne s'annule pas en p ainsi l'ordre
d'annulation en p de G/F ′ est le même que celui de G/F et ne dépend que de G.
Remarquons que le degré du diviseur divX(G) ne dépend que du degré de G :

Lemme B.2.29 Soient G1 et G2 deux polynômes homogènes non identiquement
nuls de même degré sur X alors deg(G2) = deg(G1).

Démonstration. Le quotient G1/G2 étant une fonction méromorphe sur X le di-
viseur div(G1/G2) est principal ainsi

divX(G1)− divX(G2) = div(G1/G2) = 0.
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Maintenant si H ⊂ Pn est un hyperplan ne contenant pas X (il est toujours
possible d'en trouver un car l'intersection de tous les hyperplans projectifs est vide)
alors H est dé�ni comme le lieu d'annulation d'un polynôme L homogène linéaire
(i.e. de degré 1) qui n'est pas identiquement nul sur X et si L′ est un autre po-
lynôme homogène linéaire décrivant H alors L et L′ sont égaux à multiplication
par une constante non nulle près ainsi divX(L) = divX(L′) nous pouvons donc po-
ser divX(H) := divX(L). Nous dé�nissons le degré deg(X) de la courbe X ⊂ Pn
comme étant le degré du diviseur divX(H), ce dernier est indépendant du choix de
l'hyperplan H ne contenant pas X donc ceci est une dé�nition cohérente. On peux
généraliser la notion de diviseur d'intersection d'une surface de Riemann plongée à
la notion de diviseur d'intersection de l'application de plongement, plus générale-
ment si f : X → Pn est une application holomorphe telle que f(X) est une courbe
projective lisse et que G est un polynôme homogène en n + 1 variables non unifor-
mément nul sur f(X) alors on dé�nit le diviseur d'intersection de f relativement à
G comme étant le diviseur f ∗divf(X)(G). Observons que le diviseur f ∗divf(X)(G) est
donné en tout point p ∈ X par :

f ∗divf(X)(G)(p) = multp(f)divf(X)(G)(f(p))

= multp(f)Ordf(p)(G/F )

= Ordp((G/F ) ◦ f).

Nous sommes particulièrement intéressés par le diviseur d'intersection de f relati-
vement à un hyperplan H ⊂ Pn ne contenant pas f(X). Dans ce cas, on a le lemme
suivant :

Lemme B.2.30 Si l'hyperplan H ⊂ Pn est dé�ni par une équation linéaire L =∑
i aixi = 0 où les xi sont des coordonnées homogènes sur Pn. Soient f0, . . . , fn

des fonctions méromorphes sur X telles que f = [f0 : . . . : fn], posons D =
−mini{div(fi)}. Alors on a :

f ∗divf(X)(H) = div
(∑

i

aifi
)

+D.

Démonstration. Fixons un point p ∈ X, et choisissons j tel que Ordp(fj) = −D(p)
est d'ordre minimal. Dans ce cas, la coordonnée xj ne s'annule pas en p, ainsi par
la remarque précédente

f ∗divf(X)(H)(p) = Ordp((L/xj) ◦ f)

= Ordp(
(∑

i

aifi
)
)/fj)

= div(
(∑

i

aifi
)
)(p)− div(fj)(p)

= Ordp(
(∑

i

aifi
)
) +D(p)
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Il découle de ce lemme que

deg(f ∗divf(X)(H)) = deg(D)

car div(
(∑

i aifi
)
) est principal donc de degré nul. Nous sommes maintenant en

mesure de démontrer la proposition suivante :

Proposition B.2.31 Soit f : X → Pn une application holomorphe dont l'image
Y = f(X) est une courbe projective lisse. Alors le degré de f est relié au degré de
Y par la formule suivante :

deg(f ∗divY (H)) = deg(f). deg(Y )

où H ⊂ Pn est un hyperplan ne contenant pas Y . En particulier si D est un diviseur
très ample sur S (i.e. tel que ϕD réalise un plongement de X dans l'espace projectif)
on a :

deg(Y ) = deg(D)

Démonstration. Soit L un polynôme homogène linéaire en n+ 1 variables dé�nis-
sant l'hyperplan H alors :

deg(f ∗divY (H)) =
∑
p∈X

multp(f).div(L)(f(p))

=
∑
q∈Y

∑
pf−1({q}

multp(f).div(L)(f(p))

=
∑
q∈Y

div(L)(q)
∑

pf−1({q}

multp(f)

=
∑
q∈Y

div(L)(q) deg(f)

= deg(f) deg(div(L)),

�

D'après la proposition précédente, pour calculer le degré de C := φK(S) pour
g > 3 il su�t de connaître le degré du diviseur canonique K mais une simple
application du théorème de Riemann-Roch montre que :

deg(K) = − dim L (K −K) + dim L (K) + g − 1,

or L (K − K) est l'ensemble des fonctions holomorphes globales, il est donc de
dimension 1, et L (K) est isomorphe à Ω(S) qui est de dimension g d'où :

deg(K) = 2g − 2.

En conséquence nous avons montré la proposition suivante :
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Proposition B.2.32 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 3 alors
φK : S → Pg−1 est un plongement et l'image C := φK(S) est une courbe projective
lisse de degré 2g − 2 de Pg−1 appelée courbe canonique. �

Nous admettons le résultat suivant et renvoyons à [24] pour une preuve. C'est
cet argument qui va nous permettre de montrer que la di�érentielle de l'application
d'Abel Jacobi est génériquement de rang maximal.

Proposition B.2.33 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g alors sa
courbe canonique C := φK(S) ⊂ Pg−1 n'est contenue dans aucun hyperplan projectif
de Pg−1. �

On rappelle que l'image Wd := µ(S(d)) de S(d) par l'application d'Abel Jacobi
est une sous variété analytique de la jacobienne J (S) de dimension égale au rang
générique de la di�érentielle de µ. L'étude de l'application canonique de la section
précédente permet de montrer que Wd est de dimension d. Soient p1, . . . , pg−1 des
points de S tels que φK(p1), . . . , φK(pg−1) ∈ C engendrent un hyperplan projectif
H ⊂ Pg−1 alors comme C 6⊂ H les vecteurs

ω1

dz1

(p1)

...
ωg
dz1

(p1)

 , . . . ,


ω1

dz1

(pg−1)

...
ωg
dz1

(pg−1)

 ∈ Cg,

i.e. la matrice 
ω1

dz1

(p1) . . .
ω1

dzd
(pd)

...
...

ωg
dz1

(p1) . . .
ωg
dzd

(pd)

 .

est de rang maximal g−1, or cette dernière est précisément la matrice jacobienne de
µ : S(g−1) →J (S) en D′ =

∑g−1
i=1 pi ∈ S(g−1) et la matrice formée des d premières

colonnes est la matrice jacobienne JDµ de µ : S(d) →J (S) en D =
∑d

i=1 pi ∈ S(d).
Ainsi la di�érentielle de µ : S(d) → J (S) est de rang maximal d sur l'ouvert de
Zariski des diviseurs de S(d) engendrant des sous-espaces projectifs de dimension
maximale d à savoir :

{p1 + · · ·+ pd | dim
(
φK(p1), . . . , φK(pd)

)
< d}

= S(d)\{D = p1 + · · ·+ pd |
(gd)∑
i=1

(mineurdi (JDµ))2 = 0},

où (mineurdi (JDµ))i sont les mineurs d'ordre d de la matrice JDµ. Par conséquent la
sous-variété analytique Wd ⊂J (S) est de dimension d.
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B.2.4 Le théorème de Torelli (version faible)

Nous consacrons la section suivante à la preuve d'une version faible du théorème
de Torelli sur laquelle s'appuiera la preuve du théorème de Torelli. Nous avons pu
observer que l'application d'Abel Jacobi et l'application canonique sont intimement
liées. En fait la connaissance de l'application d'Abel Jacobi permet de reconstruire la
courbe canonique de plusieurs façons. Le procédé de reconstruction que nous allons
utiliser à toutefois l'avantage de se déduire entièrement de structures plus simples,
à savoir la forme d'intersection, c'est cette observation qui permettra de démontrer
le théorème �nal.

Pour le moment nous avons en vue l'énoncé suivant :

Théorème B.2.34 Soient S et S ′ des surfaces de Riemann compactes de même
genre g ≥ 2 et soient µ : S(d) → J (S) et µ : S ′(d) → J (S ′) leurs applica-
tions d'Abel-Jacobi respectives. Si les sous-variétés analytiques Wg−1 := µ(S(g−1)) ⊂
J (S) et W ′

g−1 := µ(S ′(g−1)) ⊂ J (S ′) sont biholomorphes alors S et S ′ sont biho-
lomorphes.

Nous ne traiterons que le cas non hyperelliptique (voir [24], p.362 pour une preuve
complète). La preuve s'appuie sur le lemme suivant, nous renvoyons à ([24], p.361)
pour une preuve :

Lemme B.2.35 Notons C∗ ⊂ (Pg−1)∗ l'ensemble des hyperplans projectifs tangents
à C, de même nous notons C ′∗ l'ensemble des hyperplans tangents à C ′. Alors si C∗

et C ′∗ sont isomorphes alors C et C ′ le sont aussi. Notons que C et C ′ étant des
plongements respectifs de S et S ′ dans Pg−1 via leur application canonique, l'existence
d'un isomorphisme entre C∗ et C ′∗ entraine l'existence d'un isomorphisme entre S
et S ′.

�

La surface S n'étant pas hyperelliptique, l'application canonique est un plonge-
ment et la courbe canonique de S est une courbe projective lisse de degré 2g − 2.
On rappelle que (Wd)reg désigne l'ensemble des points réguliers de Wd, considérons
l'application de Gauss :

GWg−1 : (Wg−1)reg −→ (Pg−1)∗

λ 7−→ T 1,0
λ (Wg−1) ⊂ T 1,0

λ (J (S)) = Cg,

et
GW1 : (W1)reg −→ Pg−1

λ 7−→ T 1,0
λ (W1) ⊂ T 1,0

λ (J (S)) = Cg .

On rappelle également que GW1 ◦ (µ
∣∣
S
) = φK car, pour tout z ∈ S :

GW1 ◦ (µ
∣∣
S
)(z) =

[ ∂
∂z
µ1(z) : . . . :

∂

∂z
µg(z)

]
= [

ω1

dzp
(p), . . . ,

ωg
dzp

(p)]

= φK(z).
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Ainsi pour tout D = p1 + · · ·+ pg ∈ S(g−1) tel que µ(D) ∈ (Wg−1)reg on a :

GWg−1 ◦ (µ
∣∣
S(g−1))(D) = GW1 ◦ (µ

∣∣
S
)(p1), . . . ,GW1 ◦ (µ

∣∣
S
)(pg−1)

= φK(p1), . . . , φK(pg−1),

i.e. l'espace tangent à Wg−1 en µ(D) est l'hyperplan engendré par les points φK(pi)
sur la courbe canonique C := φK(S). La surface S étant non hyperelliptique, nous
avons vu que le nombre (sans multiplicités) de points d'intersection de C avec un
hyperplan projectif de Pg−1 est toujours �ni car C n'est contenue dans aucun hyper-
plan projectif, C étant de degré 2g − 2 ce nombre est génériquement égal à 2g − 2
ainsi l'application GWg−1 possède un nombre �ni de pré-images en tout point et ce
nombre est génériquement égal à (

2g − 2

g − 1

)
,

car le nombre de points d'intersection de C avec l'hyperplan engendré par les φK(pi)
est génériquement de 2g − 2 il y a donc

(
2g−2
g−1

)
façons de réaliser cet hyperplan via

l'application GWg−1 . Soit B ⊂ (Pg−1)∗ l'ensemble des points de branchement de
GWg−1 , c'est à dire, l'image des points où GWg−1 est singulière. Soient z1, . . . , zg−1 des
coordonnées locales aux voisinages des points p1, . . . , pg−1 sur S. Observons que si
l'hyperplan H = φK(p1), . . . , φK(pg−1) est tangent à C en pi, alors D ∈ B, en e�et
si tel est le cas cela signi�e que la droite tangente à C en pi est contenue dans H
ainsi :

∂

∂zi
GWg−1 ◦ (µ

∣∣
S(g−1))(D) = 0,

i.e. µ(D) est un point singulier de GWg−1 . Le lemme suivant montre queWg−1 permet
de reconstruire C :

Lemme B.2.36 Notons B l'adhérence de B dans (Pg−1)∗ pour la topologie de Za-
riski, alors on a :

B = C∗

Démonstration. Notons V ⊂ (Pg−1)∗ la sous-variété propre de (Pg−1)∗ formée des
hyperplans ne coupant pas C en 2g−2 points (V est éventuellement vide, mais il n'en
sera pas ainsi dans le cas hyperelliptique). L'observation précédente montre que tout
hyperplan H tangent à C et non contenu dans V est dans B. Réciproquement, si H
n'est pas tangent à C, alors H rencontre C en 2g−2 points distincts z1(H), . . . , z2g−2

qui varient analytiquement avec H. Pour H ′ proche de H, les
(

2g−2
g−1

)
branches de

GWg−1 sont données par :{
DI(H

′) = zi1(H
′) + · · ·+ zig−1(H

′)
}
I={i1,...,ig−1}⊂[|1,2g−2|],

et comme deux de ces branches ne se croisent en H, H ne peut être un point de
branchement. Nous avons donc montré que :{

B ⊂ C∗ partout
B = C∗ sur (Pg−1)∗\V.
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La sous-variété C∗ ⊂ (Pg−1)∗ est irréductible c'est l'image de {(p,H) |H ⊃ Tp(C)} ⊂
C × (Pg−1)∗ par la seconde projection, or ce dernier est un �bré au dessus de C à
�bres irréductibles, et est donc irréductible. L'égalité

B = C∗

en découle. �

Ainsi un isomorphisme entreWg−1 etW ′
g−1 induit un isomorphisme entre B = C∗

et B′ = C ′∗, donc entre S et S ′, ce qui achève la preuve dans le cas non hyperellip-
tique.

Dans la suite du mémoire nous démontrons le théorème de Riemann qui stipule
que Wg−1 est entièrement déterminé à translation près par la forme d'intersection
[qS] ainsi si F : (J (S), [qS]) → (J (S ′), [qS′ ]) est un isomorphisme de tores princi-
palement polarisés i.e. F ∗[qS′ ] = [qS] alors F (Wg−1) = W ′

g−1 à translation près, ce
qui induit un isomorphisme entre Wg−1 et W ′

g−1 donc entre S et S ′ ce qui prouve
le théorème de Torelli dans le cas ou le genre est supérieur ou égal à 2, dans le cas
du genre 1 la surface de Riemann est isomorphe à sa jacobienne. La démonstration
du Théorème de Riemann s'appuie sur le fait que la jacobienne d'une surface de
Riemann est plongeable dans l'espace projectif, en conséquence nous présenterons le
théorème de plongement de Kodaira qui donne une condition nécessaire et su�sante
sur une variété complexe pour être plongeable dans un espace projectif puis nous
l'appliquerons au cas des jacobiennes avant de terminer avec la preuve du théorème
de Riemann.

B.3 Faisceaux et cohomologie des faisceaux

B.3.1 Dé�nitions fondamentales

Avant de dé�nir la notion de faisceau, nous avons besoin de dé�nir deux catégories
(pour les dé�nitions de base de théorie des catégorie, on renvoie à [18, 23]). La
première est tout simplement la catégorie des groupes abéliens Ab. Pour la seconde,
siX est un espace topologique, on note Top(X) l'ensemble des ouverts deX. On peut
alors dé�nir une catégorie sur Top(X) en prenant pour morphismes les applications
de restriction. Nous pouvons maintenant dé�nir la notion de préfaisceau :

Dé�nition B.3.1 Un préfaisceau F de groupes abéliens sur X est un foncteur
contravariant de la catégorie Top(X) dans la catégorie Ab.

De manière moins formelle ou pour les non-initiés à la théorie des catégories, un
préfaisceau F est la donnée pour tout ouvert U de X d'un groupe F (U) et pour
toute paire d'ouverts (U, V ) de X telle que V ⊂ U ⊂ X d'un morphisme de groupes
ρUV : F (U)→ F (V ) appelés morphismes de restriction satisfaisant :

(1) ρUU = Id pour tout U ∈ Top(X),
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(2) pour tous ouverts U, V,W tels que W ⊂ V ⊂ U le diagramme suivant est
commutatif

F (U)

ρUW %%

ρUV //F (V )

ρVW
��

F (W ).

Par la suite, on écrira σ
∣∣
V
pour ρUV (σ) pour tout σ ∈ F (U).

Nous pouvons dé�nir une catégorie ayant pour objets les préfaisceaux sur X en
dé�nissant les morphismes de préfaisceaux de la façon suivante :

Dé�nition B.3.2 Soient F et G deux préfaisceaux sur X. Un morphisme de pré-
faisceaux α : F → G est la donnée pour tout ouvert U de X d'un morphisme
αU : F (U)→ G (U) tel que pour toute paire d'ouverts (U, V ) de X telle que V ⊂ U ,
le diagramme suivant commute :

F (U)

ρU,V

��

αU // G (U)

ρ̃U,V
��

F (V )
αV // G (V ).

Nous pouvons maintenant dé�nir la notion de faisceau en demandant au préfaisceau
de remplir une condition supplémentaire :

Dé�nition B.3.3 Un préfaisceau F est un faisceau s'il véri�e la condition sui-
vante : pour tout ouvert U de X et tout recouvrement d'ouverts {Ui}i∈I de U , s'il
existe une famille {σi ∈ F (Ui), i ∈ I} satisfaisant

σi
∣∣
Ui∩Uj

= σj
∣∣
Ui∩Uj

,

alors il existe σ ∈ F (U) tel que pour tout i ∈ I,

σ
∣∣
Ui

= σi.

Les éléments de F (U) sont appelés les sections de F au dessus de U , et si U = X
alors on dit que ce sont des sections globales. De plus, par la suite, nous devrons
souvent travailler avec les intersections d'un recouvrement, nous introduisons donc
la notation suivante : si {Ui}i∈I est un recouvrement de X, on pose Uij = Ui ∩ Uj.

Comme un faisceau est un préfaisceau, la notion de morphisme de faisceaux est
la même que pour les préfaisceaux : si F et G deux faisceaux sur X, un morphisme
de faisceaux α : F → G est simplement un morphisme de préfaisceaux α : F → G .
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B.3.2 Suite exacte de faisceaux

Dans cette section, nous allons dé�nir la notion de suite exacte de faisceaux en
s'inspirant de la notion similaire dans la théorie des groupes. Nous commencerons
donc par dé�nir les notions de noyau, de conoyau et d'image d'un (pré)faisceau, nous
verrons que le noyau d'un faisceau est un faisceau, par contre l'image et le conoyau
d'un faisceau ne sont que des préfaisceaux, cela nous amènera à la faisceautisation qui
permettra "de tranformer" un préfaisceau en faisceau. Une fois, cette construction
faite, nous pourrons dé�nir la notion de suite exacte de faisceaux. Pour commencer,
on va dé�nir le noyau, le conoyau et l'image d'un préfaisceau.

Soient F et G deux préfaisceaux d'un espace topologique X et soit α : F → G
un morphisme de préfaisceaux. On note les morphismes de restriction de F par ρ
et ceux de G par ρ̃. On dé�nit le préfaisceau noyau du morphisme α et on le note
ker(α) par

ker(α)(U) = ker(αU : F (U)→ G (U)),

pour tout ouvert U de X, et comme ker(αU) ⊂ F (U) on dé�nit les morphismes de
restriction par

θUV = ρUV
∣∣
ker(αU )

.

On dé�nit de la même façon le préfaisceau image de α et on le note im(α) par

im(α)(U) = im(αU : F (U)→ G (U)),

pour tout ouvert U de X, et comme im(αU) ⊂ G (U) on dé�nit les morphismes de
restriction par

ωUV = ρ̃UV
∣∣
im(αU )

.

On dé�nit le préfaisceau conoyau et on le note coker(α) par

coker(α)(U) = G (U)/im(αU).

Il reste à dé�nir les morphismes de restriction, pour cela on remarque que le dia-
gramme commutatif

F (U)

ρU,V

��

αU // G (U)

ρ̃U,V
��

F (V )
αV // G (V )

nous donne que ρ̃UV (im(αU)) ⊂ im(αV ) et on peut donc dé�nir par restriction le
morphisme ρ̃UV

∣∣
im(αU )

im(αU) → im(αV ) qui grâce au théorème de factorisation
nous donne un morphisme [ρ̃UV ] : coker(αU)→ coker(αV ) tel que

G (U)

πU,V

��

ρ̃UV // G (V )

π̃U,V
��

coker(αU)
[ρ̃UV ] // coker(αV ).
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On dé�nit alors les morphismes de restriction de coker(αU) par [ρ̃UV ] : coker(αU)→
coker(αV ) pour tous ouverts U et V de X tel que V ⊂ U .

La principale di�érence entre d'un côté le noyau et de l'autre le conoyau et
l'image est la proposition suivante :

Proposition B.3.4 Soient F et F̃ deux faisceaux sur X et soit α : F → F̃ un
morphisme de faisceaux. Alors le faisceau noyau ker(α) est aussi un faisceau.

Démonstration. voir [42]. �
Par contre, comme nous l'avons déjà signalé, l'image et le conoyau d'un faisceau

n'est pas un faisceau. Pour dé�nir correctement ces faisceaux, nous allons devoir
faire appel à la faisceautisation :

Proposition B.3.5 Soit F un préfaisceau de X, il existe alors un faisceau F + et
un morphime θ : F → F + véri�ant la propriété universelle : pour tout faisceau G
et pour tout morphisme ϕ : F → G , il existe un unique morphisme ψ : F + → G
tel que

F

θ
��

ϕ // G

F +.
ψ

<<

Démonstration. voir [23, 42]. �
On dé�nit ainsi l'image et le conoyau d'un morphisme de faisceaux α : F → G

comme le faisceautisé du préfaisceau im(α) et coker(α) respectivement.
Maintenant, comme les notions de noyau, d'image et de conoyau sont bien dé-

�nies, nous pouvons étendre la notion de suite exacte de groupes aux faisceaux. Il
faut pour cela introduire le faisceau nul noté 0 dé�ni de manière évidente pour tout
ouvert U de X par 0(U) = 0 où le zéro dans le membre de droite correspond au
groupe trivial.

Dé�nition B.3.6 Une suite de faisceaux sur X

. . . −→ Fn−1
αn−1−→ Fn

αn−→ Fn+1 −→ . . .

est dite exacte en Fn si αn ◦αn−1 = 0 et ker(αn) = im(αn−1). De plus, elle est dite
exacte si elle est exacte en tout Fn.

Un exemple important et fondamental de suite exacte est la suite exacte courte de
faisceaux :

0 −→ F
ϕ−→ G

ψ−→H −→ 0.

Dans ce cas, nous voyons que F = ker(ψ) et H = coker(ψ). On dit alors que F
est un sous-faisceau de G et que H est le faisceau quotient de G par F .

B.3.3 Exemples importants de (pré)faisceaux

Dans cette section, nous dé�nirons quelques faisceaux importants pour notre
mémoire.
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(Pré)faisceau constant

Soit X un espace topologique. On dé�nit le préfaisceau Z constant sur l'espace
X par

Z(U) = {f : U → Z / f constante}

pour tout ouvert U de X.
Par contre ce préfaisceau n'est pas, en général, un faisceau. Par exemple dès

que X n'est pas connexe, cela n'est plus le cas. En e�et, supposons, pour simpli�er,
que X a deux composantes connexes X1 et X2 et prenons {Ui}i∈I un recouvrement
ouvert de X, quitte à prendre un ra�nement, on peut supposer que pour tout i ∈ I,
Ui ⊂ X0 ou Ui ⊂ X1. On considère alors la famille {σi ∈ Z(Ui)}i∈I dé�nie par

σi =

{
0 si Ui ⊂ X0

1 si Ui ⊂ X1
,

et on a bien σi
∣∣
Uij

= σj
∣∣
Uij

. Par contre cette famille ne véri�e pas la condition des

faisceaux, car sinon il existerait σ ∈ Z(X) tel que

σ
∣∣
Ui

= σi,

c'est- à-dire qu'elle véri�erait

σ
∣∣
Ui

=

{
0 si Ui ⊂ X0

1 si Ui ⊂ X1
,

ce qui est absurde car σ doit être constante.
Pour résoudre le problème, on doit remplacer les fonctions constantes par les

fonctions localement constantes : on dé�nit donc le faisceau Z constant sur l'espace
X par

Z(U) = {f : U → Z / f localement constante}

pour tout ouvert U de X. On peut alors montrer que Z est le faisceautisé de Z.

Faisceaux fréquents en géométrie complexe

Dans cette partie, on va dé�nir les faisceaux qui interviennent de manière récur-
rente en géométrie complexe. Certains seront redé�nis dans la suite, pour les autres,
nous renvoyons à [24].

Soit M une variété complexe, on dé�nit :

(1) O(M) le faisceau des fonctions holomorphes sur M ,

(2) O(M)∗ le faisceau des fonctions holomorphes ne s'annulant pas sur M ,

(3) M (M) le faisceau des fonctions méromorphes sur M ,

(4) M (M)∗ le faisceau des fonctions méromorphes non identiquement nulle sur
M ,

(5) Ωk le faisceau des formes holomorphes k-di�érentielles sur M ,
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(6) Ωp,q

∂
ou parfois A p,q

∂
noté le faisceau des formes holomorphes (p, q)-di�érentielles

sur M ,

(7) O(L) le faisceau des sections holomorphes sur un �bré en droites L sur M .

(8) C∞ le faisceau des fonctions lisses sur M .

(9) A k le faisceau des formes k-di�érentielles lisses.

(10) A k
d le faisceau des k-formes fermées sur M .

La suite exacte exponentielle

Soit M une variété complexe. Une suite exacte courte importante est la suite
exponentielle :

0 −→ Z ι−→ O
exp−→ O∗ −→ 0

où ι est simplement le faisceau inclusion i.e. ιU : Z(U) → O(U) est l'inclusion des
fonctions localement constantes sur U dans les fonctions holomorphes sur U . Et
expU : O(U)→ O(U) est donnée par (expU(f))(z) = exp(2iπf(z)).

Montrons que cette suite est bien exacte. Déjà, l'injectivité de ι est direct car
une inclusion est toujours injective. Il reste à étudier la fonction exponentielle, déjà
elle est correctement dé�nie car l'exponentielle d'une fonction holomorphe est bien
une fonction holomorphe ne s'annulant pas, de plus c'est bien un morphisme car
on a la formule : exp(f + g) = exp(f) exp(g). De plus, son noyau est bien Z car si
exp(f) = 1 alors f est bien une fonction localement constante à valeurs dans Z. Pour
terminer, il reste à justi�er la surjectivité de l'exponentielle qui est une conséquence
directe de l'existence d'un logarithme local pour toute fonction holomorphe.

B.3.4 Cohomologie des faisceaux

Rappel sur les complexes de cochaînes

Un complexe de cochaînes C = (C∗, δ∗) est une suite de A-modules (Cn)n∈N et
de morphismes de modules appelés morphismes de cobord δn : Cn → Cn+1 tels que
δn+1◦δn = 0 pour tout entier n. Unmorphisme de complexes de cochaînes f : C → D
est une suite de morphismes de modules (fn : Cn → Dn)n∈N telle que fn+1 ◦ δn =
δn ◦ fn pour tout n ∈ N. On dé�nit l'espace des n-cocycles Zn(C) = ker(δ : Cn →
Cn+1) et l'espace des n-cobords Bn(C) = ker(δ : Cn−1 → Cn). Comme δ2 = 0, on
peut dé�nir le n-ième groupe de cohomologie de C par Hn(C) = Zn(C)/Bn(C). Un
morphisme f de complexes induira alors une application f ∗ : Hn(D)→ Hn(D). Une
suite exacte de complexes de cochaînes est la donnée notée

0 −→ C
f−→ D

g−→ E −→ 0

de complexes de chaînes C,D,E et de morphismes de chaînes f : C → D, g : D → E
tels que pour tout n, la suite de morphismes de modules

0 −→ Cn fn−→ Dn gn−→ En −→ 0
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soit exacte. On a un résultat important qui s'appelle le lemme du serpent que nous
énonçons ici, on renvoie à [47] pour la démonstration.

Lemme B.3.7 Soit une suite exacte courte de complexes de cochaînes

0 −→ C
f−→ D

g−→ E −→ 0,

il existe alors pour tout n un morphisme δn : Hn(E) → Hn+1(C) une suite exacte
longue de modules

. . . −→ Hn−1(E)
δn−1

−→ Hn(C)
f∗−→ Hn(D)

g∗−→ Hn(C)
δn−→ Hn+1(D) −→ . . .

�
Ce sont ces notions qui sont dé�nies pour le moment sur des modules que nous

allons étendre aux faisceaux dans la section suivante.

Cohomologie de Cech

Soit F un faisceau, soit U = {Uα}α∈A une famille localement �nie d'ouverts
recouvrant X et soit un multi-indice I = {i0, . . . ik} ⊂ A. On pose UI = ∩i∈IUi.

Dé�nition B.3.8 On dé�nit le complexe de Cech C (U ,F ) par

0 −→ C 0(U ,F ) −→ C 1(U ,F ) −→ C 2(U ,F ) −→ . . .

où
C k(U ,F ) =

∏
|I|=k+1

F (Ui).

Nous dirons alors qu'un élément σ ∈ C k(U ,F ) est une k-cochaîne et nous écrivons
σ = (σI)|I|=k+1 avec σI ∈ F (Ui). On dé�nit le morphisme de cobord par

δ : C k(U ,F ) −→ C k+1(U ,F )
(σI)|I|=k+1 7−→ (δσI)|I|=k+1

où

(δσI) =
k+1∑
i=0

(−1)i(σJ−{ji}
∣∣
Uj

).

Si τ ∈ δ(C k(U ,F )), on dit que τ est un cobord, et si τ ∈ ker(δ), on dit que τ est
un cocycle.

On véri�e par le calcul que
δ2 = 0,

on peut donc dé�nir la notion de groupes de cohomologie :
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Dé�nition B.3.9 On dé�nit le p-ième groupe de coholomologie de Cech de F en
prenant la limite inductive (voir par exemple le chapitre 1 de [23] pour une dé�nition)
sur les recouvrements localement �nis U de X :

Hp(X,F ) = lim−→
U

Hp(U ,F ).

où Hp(U ,F ) est le p-ième groupe de coholomologie du complexe de Cech de C (U ,F )

Hp(U ,F ) =
ker(δ : C p(U ,F )→ C p+1(U ,F ))

im(δ : C p−1(U ,F )→ C p(U ,F ))
.

Et nous pouvons aussi obtenir une suite exacte longue en cohomologie à partir
d'une suite exacte courte de faisceaux :

Lemme B.3.10 Toute suite exacte de faisceaux

0 −→ F −→ G −→H −→ 0

induit une suite exacte longue en cohomologie

· · · −→ H i(X,F ) −→ H i(X,G ) −→ H i(X,H ) −→
−→ H i+1(X,F ) −→ H i+1(X,G ) −→ H i+1(X,H ) −→ · · · .

Démonstration. Remarquons que nous avons une suite exacte de complexes de
groupes donnée par

0 −→ C (U ,F ) −→ C (U ,G ) −→ C (U ,H ) −→ 0.

En appliquant alors le lemme B.3.7 du serpent, il su�t de "passer à la limite induc-
tive" et de se rappeler qu'une limite inductive de suite exacte est encore une suite
exacte (voir par exemple le chapitre 1 de [23] pour une preuve de ce fait).

�

Résolutions de De Rham et de Dolbeault

Il existe un lien entre d'un côté la cohomologie de De Rham ou de Dolbeault et
de l'autre la cohomologie de Cech. Plus précisément, sur une variété complexe M ,
le lemme de Poincaré dit que Hp

DR(M) = 0 pour tout entier p > 1 et pour tout
ouvert convexe U ⊂ M , ce qui se traduit par le fait que la suite, dite résolution de
De Rham :

0 −→ R −→ C∞
d−→ A 1 d−→ A 2 −→ · · · ,

est exacte. De même, le lemme de ∂-Poincaré dit que Hp

∂
(M) = 0 pour tout entier

p > 1 et pour tout polycylindre U ⊂ M , ce qui se traduit par le fait que la suite,
dite résolution de Dolbeault :

0 −→ Ωp −→ Ωp,0 ∂−→ Ωp,1 ∂−→ Ωp,2 −→ · · · ,

est exacte. On admettra alors le résultat suivant (voir [24] pour la démonstration) :
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Proposition B.3.11 On a les isomorphismes entre groupes de cohomologies :

Hp
DR(M) ∼= Hp(M,R),

et :
Hp

∂
(M) ∼= Hp(M,Ωp).

�

B.4 Diviseurs

B.4.1 Rappels sur les variétés complexes

Soit M une variété complexe. On rappelle que V ⊂ M est une hypersurface
analytique de M si V est une sous-variété analytique de M de codimension 1 i.e.
dim(M) − dim(V ) = 1, autrement dit, si pour tout p ∈ V , il existe un voisinage
U dans M de p et une fonction holomorphe f : U → C telle que U ∩ V = f−1(0).
On dit alors que f dé�nit localement V au voisinage de p (ou encore que f est une
dé�nition locale de V au voisinage de p), et f est unique à multiplication près par
une fonction holomorphe non nulle au point p.

Soit V une hypersurface analytique de M . On dit que V est irréductible, s'il
n'existe pas d'hypersurfaces analytiques V1 et V2 de M tel que V = V1 ∪ V2. En
particulier, on remarque que si V est irréductible alors V est connexe. De plus,
pour tout hypersurface analytique V de M , on peut la décomposer comme union
d'hypersurfaces analytiques {Vi}i∈{1,...,n} irréductibles :

V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn.

B.4.2 Notion de diviseurs

On considère toujours une variété complexe M .

Dé�nition B.4.1 Un diviseur D sur M est une combinaison linéaire à coe�cients
entiers localement �nie d'hypersurfaces analytiques deM , un diviseur D s'écrit donc

D =
∑
i

ai · Vi

où les ai ∈ Z et les Vi sont des hypersurfaces analytiques et irréductibles de M .

Remarque. On rappelle que localement �ni signi�e que pour tout point p ∈ M , il
existe un voisinage de p dans M qui ne rencontre qu'un nombre �ni de voisinages
Vi.

On note Div(M) l'ensemble des diviseurs de M qui est naturellement un groupe
pour l'addition. De plus, on dira qu'un diviseur D est e�ectif s'il s'écrit
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D =
∑
i

ai · Vi

avec les ai ∈ N, et on note D > 0.
Soient V une hypersurface analytique irréductible de M , un point p ∈M et une

fonction holomorphe f dé�nissant localement V au voisinage de p. Considérons une
autre fonction holomorphe g dé�nie sur un voisinage de p. On dé�nit alors l'ordre
de g sur V au point p, que l'on note ordV,p(g), comme le plus grand entier a ∈ N tel
que g = fah dans OM,p. Or, on se rappelle que la condition de coprimalité dans les
anneaux OM,p est locale (voir [?] pour plus de détails), donc la fonction p 7→ ordV,p(g)
va être localement constante sur V qui est une hypersurface analytique irréductible
donc connexe, ainsi la fonction est constante. On peut donc dé�nir ainsi l'ordre de
g sur V , que l'on note ordV (g), par son ordre sur V en un point quelconque de
V . Terminons ce paragraphe en remarquant que l'on a pour toute fonction h et g
holomorphes dé�nis sur V ,

ordV (gh) = ordV (g) + ordV (h).

Maintenant, soit f une fonction méromorphe sur M , elle s'écrit donc localement

f =
g

h
,

où g et h sont des fonctions holomorphes premières entre eux. Pour toute hypersur-
face analytique irréductible V de M , on dé�nit l'ordre de f par

ordV (f) = ordV (g)− ordV (h).

Si ordV (f) = n > 0 alors on dit que f a un zéro d'ordre n en V , et si ordV (f) = n < 0
alors on dit que f a un pôle d'ordre n en V . Et on dé�nit le diviseur d'une fonction
méromorphe par

(f) =
∑
V

ordV (f) · V,

le diviseur des zéros de f par

(f)0 =
∑
V

ordV (g) · V,

et le diviseur des pôles par

(f)∞ =
∑
V

ordV (h) · V.

Et nous avons la relation
(f) = (f)0 − (f)∞.

On dira que le diviseur D est principal s'il existe une fonction méromorphe f sur
M tel que D = (f).

74



On peut interpréter Div(M) grâce à la théorie des faisceaux. Pour cela, on rap-
pelle que M ∗ est le faisceau des fonctions méromorphes sur M non identiquement
nulle et O∗ le sous-faisceau de M ∗ des fonctions holomorphes non identiquement
nulles.

Proposition B.4.2 Un diviseur D est une section globale du faisceau quotient
M ∗/O∗.

Démonstration. Soit {f} une section globale de M ∗/O∗, elle est donnée par un
recouvrement {Uα} de M et une famille {fα : U → C} de fonctions méromorphes
non identiquement nulles tel que

fα

fβ
∈ O∗(Uα ∩ Uβ).

Ainsi on a
ordV (fα) = ordV (fβ),

ce qui permet d'associer à {f} le diviseur

D =
∑
V

ordV (fα) · V

où pour chaque hypersurface analytique irréductible V , on choisit α tel que V ∩Uα 6=
∅. Maintenant, soit D un diviseur donné par

D =
∑
i

ai · Vi,

on peut trouver un recouvrement {Uα} tel que pour dans Uα, tous les Vi ont des
fonctions de dé�nition locale gi,α ∈M ∗(Uα). On pose alors

fα =
∏
i

gaii ∈M ∗(Uα).

On a donc réussi à dé�nir une section globale de M ∗/O∗ à partir de D. �
De plus, par dé�nition même des groupes de cohomologie des faisceaux, on a que

l'ensemble des sections globales de M ∗/O∗ correspond au groupe H0(M,M ∗/O∗).
Ce qui permet d'avoir un isomorphisme

H0(M,M ∗/O∗) ∼= Div(M).

B.4.3 Tiré-en-arrière d'un diviseur

Soit f : X → Y une fonction holomorphe entre deux variétés complexes M
et soit Z une hypersurface analytique irréductible de Y . On suppose, de plus, que
f(X) n'est pas contenu dans Z alors f−1(Z) est bien une hypersurface analytique
de X, dans le cas contraire f−1(Z) = X et donc f−1(Z) ne pourrait pas être de
codimension 1. Donc on peut dé�nir le tiré-en-arrière d'un diviseurD par π : M → N
si π(M) 6⊂ D en associant au diviseur D = ({Uα}, {fα}) sur N le diviseur π∗D =
({π−1(Uα)}, {π∗fα}) sur M.
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B.5 Fibrés vectoriels

B.5.1 Dé�nitions fondamentales

Dé�nition B.5.1 Soit M une variété complexe de dimension n. Un �bré vectoriel
holomorphe sur M (ou de M) de rang r est la donnée de

(1) Une variété complexe E

(2) Une application holomorphe π : E →M telle que

(3) pour tout p ∈M , Ep =: π−1(p) est un espace vectoriel complexe de dimension
r que l'on appellera �bre en p.

(4) Il existe un recouvrement d'ouverts {Ui}i∈I de M et une famille de biholomor-
phismes {hj : π−1(Uj)→ Uj×Cr}i∈I telle que le diagramme suivant commute :

Uj × Cr

pr1
%%

h−1
j // π−1(Uj)

π

��
Uj

et telle que hj |Ep : Ep −→ {p} × Cr pr2−→ Cr est un isomorphisme d'espaces
vectoriels.On dit que hi est une trivialisation de E au dessus de Ui.

Maintenant, si on prend deux trivialisations ϕ et ϕj, on peut alors dé�nir l'ap-
plication gij : Ui ∩Uj → GLr(C) dé�nie par la formule (hi ◦ h−1

j )(p, v) = (p, gij(p)v)
pour p ∈ Ui ∩ Uj, c'est alors une application holomorphe et que nous appellerons
fonction de transition de E relativement à ϕi et ϕj. On véri�e facilement que les
fonctions de transition véri�ent :

gUV (x) · gV U(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V,

gUV (x) · gVW (x) · gWU(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V ∩W.

Réciproquement la donnée des fonctions de transition permet de reconstruire le �bré
vectoriel. Plus précisément si on se donne U = {Uα} un recouvrement de M et une
famille de fonctions lisses gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GLk satisfaisant les deux formules
précédentes, alors il existe un unique �bré vectoriel complexe E −→ M ayant pour
fonctions de transition la famille {gαβ}. Pour le voir il su�t de considérer

E =
⊔

(Uα × Ck)/ ∼,

où ∼ est la relation d'équivalence identi�ant (x, y) à (x, gαβ(x) · y). Et l'on munit
E de la structure de variété lisse induite par les inclusions Uα × Ck ↪→ E. On peut
résumer cela dans la proposition suivante :

Proposition B.5.2 Un �bré vectoriel est entièrement déterminé par ses fonctions
de transition.
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�
L'exemple le plus simple possible de �brés vectoriels mais qui sera très utile par

la suite est donné par le �bré trivial sur M de rang r qui est donné par M × Cr

muni de la première projection pr1 : M × Cr →M .

La seconde étape après avoir dé�ni un nouvel objet, est de dé�nir les applications
entre ses nouveaux objets.

Dé�nition B.5.3 Soient E et F deux �brés vectoriels complexes sur M, une fonc-
tion holomorphe f : E −→ F est un morphisme de �bré vectoriel complexe si
f(Ex) ⊂ Fx et fx = f |Ex : Ex −→ Fx est linéaire. De plus, on dira que f est
un isomorphisme si pour tout x ∈ M , fx est un isomorphisme, et dans ce cas on
dira que E et F sont isomorphes. Et en dernier lieu, un �bré vectoriel complexe sera
dit trivial s'il est isomorphe au �bré trivial M × Ck pr1−→M .

Nous avons vu qu'un �bré vectoriel est entièrement déterminé par la donnée de ses
fonctions de transition, nous allons maintenant chercher une condition sur les fonc-
tions de transition pour que deux �brés soient isomorphes. Partons de deux �brés
vectoriels E

π1−→M et F
π2−→M , on peut toujours supposé que les fonctions de tran-

sition de E et de F sont données sur le même recouvrement (quitte à prendre un raf-
�nement) {Uα}α∈A de M déterminés respectivement par les fonctions de transition
{gα,β}α,β∈A et{fαβ}α,β∈A , nous notons aussi hα : π−1(Uα) → Uα × Cr les trivialisa-
tions associées à E et kα : π−1(Uα)→ Uα×Cr celles associées à F . Si µ : E → F est
un isomorphisme de �brés vectoriels alors l'application kα◦µ◦h−1

α : Uα×Cr → Uα×Cr

est de la forme (idUα , µα) où µα : Uα → GLr(C) est une fonction holomorphe. Alors,
la suite d'égalité

(kα ◦ k−1
β ) ◦ (kβ ◦ µ ◦ h−1

β ) = kα ◦ µ ◦ h−1
β = (kα ◦ µ ◦ h−1

α ) ◦ (hα ◦ h−1
β ),

nous donne que
fα,βµβ = µαgα,β.

On peut alors résumer cela de la façon suivante :

Proposition B.5.4 Soient E et F deux �brés vectoriels sur M donnés respective-
ment par les fonctions de transition {gα,β}α,β∈A et {fαβ}α,β∈A . Alors E et F sont
isomorphes si et seulement s'il existe une famille {µα : Uα → GLr(C)}α∈A de fonc-
tions holomorphes telle que

∀α, β ∈ A , fα,βµβ = µαgα,β.

�
Nous terminons cette section par deux dé�nitions importantes.

Dé�nition B.5.5 Une section σ d'un �bré vectoriel E sur M au dessus de M est
une application lisse σ : U −→ E telle que σ(x) ∈ Ex pour tout x ∈ M , autrement
dit, telle que le diagramme suivant est commutatif :
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M

id !!

σ // E

π
��
M

Un repère local de E au dessus de U est une collection σ1, ..., σk de sections de
M au dessus de M telle que {σ1(x), ..., σk(x)} soit une base de Ex pour tout x ∈ U .

A partir d'une trivialisation ϕU , on peut construire les sections

σi(x) = ϕ−1
U (x, ei),

où les ei forment une base de Ck. Et cette famille σi forme un repère local de E au
dessus de U .

B.5.2 Tiré-en-arrière d'un �bré vectoriel

Soit E
p−→ M un �bré vectoriel de rang r et soit f : F −→ M une application

holomorphe. Le tiré-en-arrière par f de M est le �bré vectoriel noté f ∗M dé�ni de
la manière suivante. Posons

f ∗M = {(x, y) ∈ F × E : f(x) = p(y)}

muni de ses deux projections

p̃ : f ∗M −→ F
(x, y) 7−→ x

,

et
f̃ : f ∗M −→ E

(x, y) 7−→ y
.

Il existe alors une (unique) structure de variété sur f ∗M telle que f ∗M
p̃−→ F est

un �bré vectoriel de rang r tel que f̃ soit holomorphe, et que le diagramme suivant
commute

f ∗M
f̃ //

p̃
��

E

p

��
F

f
//M

Pour cela, on commence par remarquer que la commutativité du diagramme est
évidente, il reste alors à munir les �bres d'une structure de C-espace vectoriel et
f ∗M d'une structure de variété rendant p̃ holomorphe. Déjà f̃ induit une bijection
évidente entre p̃−1(x) = {x} × Ef(x) et Ef(x), on peut alors munir les �bres p̃−1(x)
d'une structure de C-espace vectoriel. Considérons alors un recouvrement ouvert
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{Ui}i∈I de M et des trivialisations {hi : p−1(Ui) → Ui × Cr}i∈I au dessus de U de
M . Considérons alors l'ensemble {h̃i : p̃−1(f−1(Ui))→ f−1(Ui)× Cr}i∈I où

h̃i : p̃−1(f−1(Ui)) −→ f−1(Ui)× Cr

(x, y) 7−→ (p̃(x), pr2 ◦ hi(y))
,

cette application est un homéomorphisme d'inverse

h̃−1
i : f−1(Ui)× Cr −→ p̃−1(f−1(Ui))

(x, y) 7−→ (x, h−1
i ((f(x), y))

.

En e�et, pour le voir on remarque que l'on a le diagramme commutatif suivant :

f−1(U)× Cr

pr1

!!

f×id // U × Cr

pr1

��

(f ◦ p̃)−1(U)

h̃i
hh

f̃ //

p̃
��

p−1(U)

hi

99

p

��
f−1(U)

f
// U .

On peut alors munir f ∗M de l'atlas maximal contenant les cartes (p̃(f−1(Ui)), h̃i). On
véri�e alors facilement, toujours à l'aide du diagramme précédent, que les fonctions
de transition sont bien holomorphes, ce qui munit bien f ∗M d'une structure de
variété complexe répondant au problème. Pour la suite, la construction ne sera pas
utile, ce qui sera important sont les deux faits suivants :

(1) les fonctions de transition de f ∗M sont alors les tirés-en-arrière des fonctions
de transition de M par f ,

(2) (f ∗M)x = Mf(x).

B.5.3 Fibrés en droites

Un �bré en droites (complexe) est un �bré vectoriel de rang 1. Considérons donc
un �bré en droites L

π−→M , par dé�nition, on peut donc trouver un recouvrement
ouvert {Uα}α∈A de M et des trivialisation {φα : π−1(Uα) → Uα × C}α∈A . Dans
ce cas, les fonctions de transition gαβ : Uα ∩ Uβ → C∗ dé�nissent des fonctions
holomorphes qui ne s'annulent pas et satisfaisant

gαβ(x) · gβα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V,

gαβ(x) · gβγ(x) · gγα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V ∩W.

Nous avons vu dans la section précédente, à la propostion C.3.2, qu'un �bré
vectoriel (donc un �bré en droites) est entièrement déterminé par ses fonctions de
transition. De plus, grâce à la proposition C.3.4, il y a une bijection entre l'ensemble
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des fonctions de transition et l'ensemble des �brés en droites, grâce à ces deux
remarques nous allons dé�nir sur ce dernier ensemble une structure de groupe. Pour
cela, nous allons utiliser la remarque faite à la section précédente, qui nous dit
qu'un �bré vectoriel (donc un �bré en droites) est entièrement déterminé par ses
fonctions de transition. Partons de deux �brés en droites L et L̃, quitte à prendre
un recouvrement plus �n, on peut toujours supposé que les fonctions de transition
de L et de L̃ sont données sur le même recouvrement {Uα}α∈A de M , déterminés
respectivement par les fonctions de transition {gα,β}α,β∈A et{g̃αβ}α,β∈A , on dé�nit
le �bré L ⊗ L̃ par les fonctions de transition {gα,β · g̃αβ}αβ∈A . On dé�nit aussi L∗

par les fonctions de transition{g−1
αβ}α,β∈A et on véri�e alors facilement que L ⊗

L∗ correspond à un �bré trivialisable. Nous pouvons dé�nir un groupe Pic(M) en
considérant l'ensemble des �brés en droites modulo isomorphismes muni de ces deux
lois, compatibles avec la relation d'équivalence, précédentes.

Nous avons aussi une interprétation de Pic(M) en termes de théorie des faisceaux.
Pour les notions et les notations, on renvoie à la section B.3.4. Nous avons alors
l'isomorphisme

H1(M,O∗) ∼= Pic(M).

En e�et, les fonctions de {gαβ ∈ O∗(Uα∩Uβ) représentent une 1-cochaîne sur O∗(M)
qui véri�e

gαβ(x) · gβα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V,

gαβ(x) · gβγ(x) · gγα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V ∩W.

ce qui nous donne δ({gαβ}) = 0 donc {gαβ} est un cocycle. De plus, la proposi-
tion C.3.4 nous dit que {gαβ} et {g̃αβ} dé�nissent le même �bré en droites si et
seulement{gαβ · g̃−1

αβ} est un cobord.

B.5.4 Lien entre �brés en droites et diviseurs

Dans cette section, nous allons exploiter la cohomologie des faisceaux pour établir
un lien entre Div(M) et Pic(M). Grâce à la proposition B.4.2, on sait qu'un diviseur
D est la donnée d'un recouvrement ouvert {Uα}α∈A de M et d'une famille {fα}α∈A

telle que fα ∈M ∗(Uα) pour tout α ∈ A . Donc les fonctions

gαβ =
fα

fβ

sont sur Uα ∩ Uβ des fonctions holomorphes, ne s'annulant pas et

gαβ · gβα =
fα

fβ
·
fβ

fα
= 1.

De plus sur Uα ∩ Uβ ∩ Uγ, on a

gαβ · gβγ · gγα =
fα

fβ
·
fβ

fγ
·
fγ

fα
= 1.
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Ainsi l'ensemble {Uα}α∈A de M et la famille {gαβ}α∈A telle que gαβ ∈ O∗(Uα ∩Uβ)
donnent des fonctions de transition et donc par la proposition C.3.2 un �bré en
droites que l'on note [D]. De plus, si f̃α ∈M ∗(Uα) sont d'autres fonctions dé�nissant
D, alors hα = fα/f̃α ∈ O∗(Uα) et

g̃αβ =
f̃α

f̃β
= gαβ ·

hβ

hα

donc par la proposition C.3.4, [D] et [D̃] sont isomorphes et donc dé�nissent le même
élément dans Pic(M). On peut donc considérer l'application

[ ] : Div(M) −→ Pic(M)
D 7−→ [D]

.

De plus, D et D̃ sont deux diviseurs donnés respectivement par les familles {gα} et
{g̃α}, alors D + D̃ est donné par {gα · g̃α} d'où

[D + D̃] = [D]⊗ [D̃],

donc [ ] est un morphisme de groupe. On voit aussi facilement que

π∗([D]) = [π∗(D)].

Maintenant, si on considère que D = (f) où f est une fonction méromorphe sur M ,
alors on peut prendre pour fonctions dé�nissant D la famille {f|Uα} alors on a sur
Uα ∩ Uβ, fα/fβ = 1 d'où [D] trivial. Réciproquement, soit D un diviseur dé�ni par
la famille {fα} et tel que [D] est trivial, alors il existe une famille {hα} telle que
hα ∈ O∗(Uα) telle que

fα

fβ
= gαβ =

hα

hβ

d'où la fonction dé�nie sur chaque Uα par

f = fα · h−1
α

est une fonction méromorphe globale sur M telle que D = (f). On résume cela ainsi

Proposition B.5.6 Le �bré vectoriel [D] associé à un diviseur D sur M est trivial
si et seulement si D est le diviseur d'une fonction méromorphe sur M .

�
On dit alors que D et D̃ sont deux diviseurs linéairement équivalents et on écrit

D ∼ D̃ si D = D̃ + (f) pour f ∈M ∗(M) ou de manière équivalente si [D] = [D̃].
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B.5.5 Sections holomorphes et méromorphes sur un �bré en
droites

Soit L → M un �bré en droites, ayant pour trivialisations ϕα : LUα → Uα ×
C au dessus du recouvrement {Uα} de M et pour fonctions de transition {gαβ}
relativement à gαβ. Les trivialisations induisent alors des isomorphismes :

ϕ∗α : ; O(L)(Uα) −→ O(Uα)
s 7−→ {sα := ϕ∗α(s) ∈ O(U ∩ Uα)} ,

cela signi�e qu'une section holomorphe de L au dessus d'un ouvert U ⊂M est donnée
par la famille de fonctions holomorphes {sα := ϕ∗α(s) ∈ O(U ∩ Uα)} satisfaisant

sα = gαβ · sβ

dans U ∩ Uα ∩ Uβ.
On dé�nit aussi une section méromorphe s de L au dessus de L par une famille de

fonctions méromorphes {sα ∈M (U∩Uα)} satisfaisant sα = gαβ ·sβ dans U∩Uα∩Uβ.
Si s est une section méromorphe globale de L alors sα/sβ ∈ O∗(Uα ∈ Uβ) et pour

toute hypersurface irréductible V ⊂M , on a

ordV (sα) = ordV (sβ).

On peut donc dé�nir l'ordre de s sur V par

ord(s) = ordV (sα)

pour tout α véri�ant Uα∩V 6= ∅, on dé�nit le diviseur (s) de la section méromorphe
s par

(s) =
∑
V

ordV (s) · V.

On a alors que (s) est e�ective si et seulement si s est holomorphe.
Maintenant si D ∈ Div(M) est donné par {fα ∈ M (Uα)}, ces fonctions fα

dé�nissent alors une section méromorphe de [D] telle que (sf ) = D. Réciproquement,
si L est donné par les trivialisations {ϕα} et par les fonctions de transition {gαβ} et
si s est une section méromorphe globale de L, on a que

sα

sβ
,

et donc L = [(s)]. On a donc montré le lemme suivant :

Lemme B.5.7 D est un diviseur tel que [D] = L, alors il existe une section mé-
romorphe s de L tel que (s) = D, et pour tout section méromorphe de L, on a
L = [(s)]. En particulier, L est un �bré en droites associé à un diviseur D de M
si et seulement s'il existe une section méromorphe globale non identiquement nulle.
Et L est un �bré en droites d'un diviseur e�ective si et seulement s'il possède une
section holomorphe non triviale.
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B.5.6 Métrique et connexion

Soit E un �bré vectoriel sur une variété complexe M , dans cette section on note
Γ(E) l'ensemble des sections de E.

Métrique hermitienne et métrique kählérienne

On appelle métrique hermitienne h sur E la donnée d'un produit scalaire her-
mitien sur chaque �bre Ex qui varie de manière lisse avec x ∈M . A toute métrique
hermitienne, on peut lui associer une (1, 1) forme réelle ω = −Imh qui sera dite
forme associée, on dira alors que h est une métrique kählérienne (ou de Kähler) si
ω est fermée i.e. dω = 0, dans ce cas on dit que ω est une forme de Kähler.

On rappelle qu'une (1, 1) forme est positive si pour tout v ∈ T ′x(L), la matrice

−
√
−1 < Θ(x)|v, v >∈ Hom(Ex, Ex)

est dé�nie positive. En termes de coordonnées locales z = (z1, .., zn) sur M , cela
signi�e que la forme ω s'écrit :

ω =
∑

hij(z)dzi ∧ dzj,

où la matrice (hij(z)) est dé�nie positive pour tout z. Ainsi nous obtenons le lemme
suivant que nous servira à construire des métriques kählériennes par la suite :

Lemme B.5.8 Soit ω une (1, 1) forme réelle fermée positive, alors il existe une
métrique h tel que ω soit sa forme de Kähler associée.

�

Connexion et Courbure

Dé�nition B.5.9 Une connexion sur un �bré vectoriel E sur M est une application
∇ : Γ(E) −→ Γ(E ⊗ TM∗) qui véri�e la règle de Leibniz :

∇(f · σ) = f · ∇(σ) + df ⊗ σ,

pour tout f ∈ C∞(M) et σ ∈ Γ(E).

Soit U un ouvert deM sur lequel E est trivial et prenons {e1, ..., en} un repère local
de E au dessus de U , on peut alors écrire :

∇(ei) =
∑
j

θi,jej,

où θi,j est une 1-forme sur M . On dit que la matrice θ = θi,j est la matrice de
connexion par rapport à e1, ..., en. En particulier, la donnée d'un repère local e1, ..., en
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et de θ déterminent uniquement la connexion ∇. En e�et, pour tout section σ de E
au dessus de U , on peut écrire σ =

∑
i σiei et on a alors :

∇(σ) =
∑
i

dσiei +
∑
i

σi∇(ei) =
∑
j

(dσ(j) +
∑
i

σiθi,j)ej.

La matrice θ dépend du choix d'un repère local. En e�et, prenons un autre repère
local ẽ = {ẽ1, . . . ẽn} tel que

ẽi(z) =
∑

gij(z)ej(z),

alors
Dẽi =

∑
dgijej +

∑
gikθkjej,

donc
θẽ = dg · g−1 + gθeg

−1,

où g est la matrice ayant pour coe�cients les (gij).
Maintenant, si on se donne une connexion ∇ sur E, nous dé�nissons l'opérateur

∇p+1 : Γ(E) −→ Γ(

p∧
E
⊗

TM∗)

véri�ant
∇p+1(ψ ∧ f) = dψ ⊗ f + (−1)pψ ∧∇f,

où ψ ∈ Γ(∧pE) et f ∈ Γ(E).
Nous avons en particulier l'opérateur

∇2 : Γ(E) −→ Γ(
2∧
E
⊗

TM∗)

qui est en particulier Γ(E)-linéaire car si σ est une section de E et f une fonction
lisse, on a

∇2(fσ) = ∇(f · ∇(σ) + df ⊗ σ) = −df ∧∇(σ) + df ∧∇(σ) + f · ∇2(σ).

d'où
∇2(fσ) = f · ∇2(σ)

On peut comme pour la connexion, écrire que

∇2ei =
∑

Θi,j ⊗ ei

La matrice Θe = Θi,j est la matrice de 2-formes, appelée matrice de courbure de ∇
par rapport au repère local e = {e1, ..., en}. Par dé�nition,

∇2(ei) = ∇(
∑

Θi,j ⊗ ej) = ∇(dΘi,j −
∑

θi,k ∧Θk,j)⊗ ej,
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et on a l'équation de structure de Cartan

Θe = dΘe −Θe ∧Θe.

Maintenant, si on prend un autre repère local ẽ = {ẽ1, . . . , ẽn} dans lequel ∇2 a pour
matrice de courbure Θẽ = Θ̃i,j. Si ẽi =

∑
gijei où g = gij est une matrice inversible

alors
∇2ẽi = ∇2(

∑
gijej) =

∑
gijΘjkek =

∑
gijΘjkg

−1
kl ek,

donc
Θẽ = g ·Θe · g−1.

De plus si E est un �bré en droites alors k = 1 et g ∈ C∗ donc

Θẽ = Θe,

et on l'appelle courbure de E.
Terminons par une dé�nition importante pour la suite. Soit < | > une métrique

hermitienne sur un �bré E et ∇ une connexion de courbure Θ. On rappelle qu'une
(1, 1) forme, et donc que la courbure, est positive si pour tout v ∈ T ′x(L), la matrice

−
√
−1 < Θ(x)|v, v >∈ Hom(Ex, Ex)

est dé�nie positive. En termes de coordonnées locales z = (z1, .., zn) sur M , cela
signi�e que la forme ω s'écrit :

ω =
∑

hijdzi ∧ dzj,

avec la matrice (hij) dé�nie positive. Dans ce cas, nous dirons que E est un �bré
positive de M .

B.5.7 Classe de Chern

Soit M une variété complexe de dimension n. On a la suite exacte de faisceaux

0 −→ Z −→ O −→ O∗ −→ 0,

qui nous donne en cohomologie l'existence d'un morphisme

δ : H1(M,O∗)→ H2(M,Z).

De plus, comme on a un isomorphisme θ : Pic(M)
∼−→ H1(M,O∗), on peut dé�nir

la première classe de Chern du �bré en droites par :

c1 : Pic(M) −→ H2(M,Z)
L 7−→ δ(θ(L)).

Comme nous avons une injection H2(M,Z) ↪→ H2
DR(M), nous noterons aussi par

abus c1(L) l'image de c1(L) par cette injection.
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Et si D est un diviseur, on dé�nit la première classe de Chern du diviseur par

c1 : Div(M) −→ H2(M,Z)
D 7−→ c1([D]).

Comme conséquence directe de la dé�nition, nous avons les propriétés suivantes :

c1

(
L⊗ L̃

)
= c1(L) + c1

(
L̃
)
,

c1(L∗) = −c1(L).

De plus, si f : M → N est une application holomorphe entre deux variétés com-
plexes, le diagramme suivant commute :

H1(M,O∗) // H2(M,Z)

H1(N,O∗) //

f∗

OO

H2(N,Z),

f∗

OO

et donc la classe de Chern est fonctorielle :

c1(f ∗L) = f ∗(c1(L)).

Le résultat essentiel concernant les classes de Chern est la proposition suivante .

Proposition B.5.10 Pour tout �bré en droites L→M ayant pour courbure Θ, on
a :

c1(L) =

[√
−1

2π
Θ

]
∈ H2

DR(M).

Démonstration. Soit L → M un �bré en droites ayant pour trivialisations {ϕα}
et pour fonctions de transition {gαβ} relativement à un recouvrement U = {Uα},
de plus quitte à prendre un ra�nement, on peut supposer que les ouverts Uα sont
simplement connexes. Cela permet de poser

hαβ =

√
−1

2π
log gαβ,

et
zαβγ = hαβ + hβγ − hαγ

ainsi par dé�nition de δ, on obtient que la famille {zαβγ} est un cocycle représentant
c1(L).

Maintenant, prenons une connexion D sur L. En terme du repère local eα(z) =
ϕ−1(z, 1) sur Uα, D est donné par une matrice de connexion qui est dans le cas des
�brés en droites une 1-forme θα. De plus, nous avons montré dans la section B.5.6
que

θα = gαβθβg
−1
αβ + dgαβ · g−1

αβ ,

86



donc
θβ − θα = g−1

αβdgαβ = d(log gαβ).

De plus la courbure Θ véri�e l'équation (voir section B.5.6) :

Θ = dθα − θα ∧ θα = dθα,

donc Θ est une 2-forme fermée. On peut alors donner une formule explicite en
utilisant l'isomorphisme de de Rham (voir section B.3.4). Pour cela, nous avons les
suites exactes de faisceaux

0 −→ R −→ A 0 −→ A 1
d −→ 0.

et
0 −→ A 1

d −→ A 1 −→ A 2
d −→ 0.

qui donne alors deux isomorphismes en cohomologie :

H0(A 2
d )

dH0(A 1)

δ1−→ H1(A )

et
H1(A 1

d )
δ2−→ H2(R)

Pour calculer δ1(Θ), on remarque que Θ est localement donnée par dθα et on voit
alors par dé�nition de δ1 que

δ1(Θ) = {θβ − θα}.

Maintenant, θβ − θα = −d log gαβ donc

δ2δ1(Θ) = δ2({θβ − θα}) = −2π
√
−1c1(L).

�

B.6 Théorème de Plongement de Kodaira

B.6.1 Énoncés équivalents

Le théorème de plongement de Kodaira donne une condition nécessaire et su�-
sante pour qu'une variété complexe soit projective, à savoir plongeable dans un es-
pace projectif. Il se fonde sur des critères topologiques et géométriques. Soit N ∈ N∗
et soitM une variété complexe. SiM est plongeable dans l'espace projectif complexe
PN alors quitte à plonger M , on peut supposer que M est une sous-variété de PN .
En temps que telle,M hérite naturellement de certains attributs géométriques et to-
pologiques de son espace ambiant PN . Étant un fermé du compact PN , la variété M

87



est nécessairement compacte. Les coordonnées homogènes zi de PN se restreignent
à M et l'application

ι : M ↪→ PN
p 7−→ [z0

∣∣
M

(p) : . . . : zN
∣∣
M

(p)]

est simplement l'inclusion de M dans PN , en particulier, c'est un plongement. Plus
généralement, étant donné un plongement φ : M → PN on a :

φ = [φ∗z0 : . . . : φ∗zN ].

A�n de déterminer les contraintes de nature géométrique à l'existence d'un plonge-
ment, on commence par remarquer que les coordonnées homogènes forment une base
de l'espace des sections d'un �bré en droites holomorphe OPN (1) sur PN (on le notera
simplement O(1) si N n'est pas précisée, de plus tous les �brés en droites seront sup-
posés holomorphes dans ce qui suit), ainsi étant donné un plongement φ : M → PN ,
le choix d'une base de l'espace des sections du �bré φ∗OPN (1) fournit un plongement
de M dans PN qui di�ère de φ à un changement linéaire de coordonnées près. De
façon générale, il y a une correspondance (dans un sens que nous précisons) entre
les morphismes de M vers un espace projectif et les espaces de sections de �brés en
droites sur M .

Soit φ : M → PN une application holomorphe. La fonction φ est dite non
dégénérée si son image φ(M) ⊂ PN n'est contenue dans aucun hyperplan projectif
de PN . En restreignant PN au plus petit sous-espace projectif contenant φ(M) que
l'on note V (φ), et en composant par un isomorphisme de V (φ) vers PdimV (φ) nous
obtenons un morphisme non dégénéré φ̃ : M → PdimV (φ), dé�ni à un choix de
coordonnées homogènes de PdimV (φ) près, i.e. à composition par un automorphisme
de PdimV (φ) près. Les morphismes φ et φ̃ représentent une même application dans la
mesure où ils correspondent à une même façon d'envoyerM vers un espace projectif
à un choix de coordonnées homogènes près, en particulier φ est un plongement si
et seulement si φ̃ en est un. Pour cette raison on peut se restreindre à l'étude des
morphismes non dégénérés de M vers PN modulo les automorphismes de PN . Soit
L→M un �brés en droites et E ⊂ H0(M,L) un espace de sections, on appelle point
base de E tout point p ∈ M tel que ∀s ∈ E, s(p) = 0. Le résultat suivant permet
d'établir une bijection entre les espaces de sections de �brés en droites sur M sans
point base et les morphismes non dégénérés de M vers un espace projectif modulo
les automorphismes de ce dernier.

Théorème B.6.1 Pour toute variété complexe compacte M et pour tout �bré en
droites L→M . L'espace H0(M,L) des sections holomorphes de L est un C-espace
vectoriel de dimension �nie.

Démonstration. On a H0(M,L) = H0(M,Ω0(L)). La théorie des formes harmo-
niques L-valuées nous donne l'isomorphisme H0(M,Ω0(L)) ∼= H 0,0(L) or M étant
compacte dimC(H 0,0(L)) < +∞. �
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Soit E ⊂ H0(M,L) un espace de sections de L sans point base. D'après le
théorème ci-dessus, l'espace E est de dimension �nie et donc on peut choisir une
base s0, . . . , sN de E. L'application

ιE : M −→ PN
p 7−→ [s0(p) : . . . : sN(p)]

est bien dé�nie (car sans point base) et holomorphe car les sections s0, . . . , sN sont
données par des fonctions holomorphes sur des ouverts de trivialisation, et en pas-
sant d'un ouvert à l'autre elles sont toutes multipliées par la fonction de transition
associée qui ne s'annule pas. De plus ιE est non dégénérée car s0, . . . , sN est une
famille libre. Réciproquement si φ : M → PN est une application holomorphe non
dégénérée alors nous pouvons poser

Lφ = φ∗OPN (1) et Eφ = Vect(φ∗z0, . . . , φ
∗zN).

Par dé�nition Lφ est un �bré en droites sur M , Eφ ⊂ H0(M,Lφ), et l'application
ιEφ , dont la dé�nition dépend du choix d'une base de Eφ, di�ère de φ à composition
par un automorphisme de PN près. Nous avons donc des bijections inverses l'une de
l'autre

Morphismes non dégénérés
de M vers PN
modulo automorphismes de PN

 �

{
(L,E)

∣∣L→M un �bré en droites
E ⊂ H0(M,L), dim(E) = N + 1

}
φ 7−→ (φ∗OPN (1),Vect(φ∗z0, . . . , φ

∗zN))
ιE 7−→ (L,E).

On appelle point base du �bré en droites L → M tout point base de H0(M,L). Si
L est sans point base, on note ιL := ιH0(M,L). Notons que si E ⊂ H0(M,L) est sans
point base alors L aussi et que ιE est un plongement si et seulement si ιL en est un.
Dans ce cas, le �bré L est dit très ample. La bijection qui précède implique alors le
résultat suivant :

Proposition B.6.2 Soit M une variété complexe compacte alors M est plongeable
dans un espace projectif si et seulement si M admet un �bré en droites très ample.
De plus un �bré en droite L→M est très ample si et seulement si il existe N ∈ N∗
et un plongement φ : M → PN tel que :

L ' φ∗OPN (1).

�

On dit que L est ample s'il existe k ∈ N∗ tel que L⊗k est très ample. Nous
montrerons que O(1) est un �bré positif (i.e. c1(O(1)) > 0) et qu'en conséquence
une condition nécessaire pour que L soit ample est que L soit positif. En e�et,
supposons que L est ample, on peut alors trouver k ∈ N∗ tel que L⊗k soit très

89



ample. Cela signi�e qu'il existe un entier N ∈ N∗ et un plongement φ : M → PN tel
que :

L⊗k ' φ∗O(1),

d'où
kc1(L) = c1(L⊗k) = c1(φ∗O(1)),

puis, par fonctorialité de la première classe de Chern,

c1(φ∗O(1)) = φ∗c1(O(1)),

en�n comme φ est un plongement et c1(O(1)) > 0, on a :

c1(L) =
1

k
φ∗c1(O(1)) > 0.

Réciproquement, le théorème de plongement de Kodaira a�rme que la positivité est
un critère su�sant pour qu'un �bré en droite L→M soit ample. En voici l'énoncé :

Théorème B.6.3 (Théorème de plongement de Kodaira) SoitM une variété
compacte complexe et L→M un �bré en droites positif alors L est ample. Plus pré-
cisément il existe k0 ∈ N∗ tel que ∀k > k0 le �bré L⊗k est très ample.

Avant d'entamer la démonstration du théorème donnons en un énoncé équivalent
souvent utile. D'après le théorème de plongement de KodairaM est plongeable dans
un espace projectif si et seulement s'il existe un �bré en droites positif L→ M i.e.
tel que c1(L) > 0 or c1(L) ∈ H2(M,Z) s'identi�e à la classe de cohomologie d'une
2-forme fermée sur M via l'inclusion :

j : H2(M,Z)→ H2(M,C) ∼= H2
DR(M).

De plus une telle forme est nécessairement de type (1, 1). On dé�nit alors :

H(1,1)(M,Z) = {ω ∈ H2(M,Z)/j(ω) ∈ H(1,1)(M)}

(on rappelle que H(1,1)(M) est le groupe de cohomologie de Dolbeault des (1, 1)
formes) et

H2(M,Z)alg = c1 ◦ L(Div(M)).

Ainsi M est projective si et seulement s'il existe sur M une (1, 1)-forme fermée
entière et positive ω telle que [ω] ∈ H2(M,Z)alg. En particulier, si M possède une
(1, 1)-forme fermée positive alors elle est kählerienne, le théorème de Lefschetz (1,1)
permet alors d'obtenir un énoncé optimal.

Théorème B.6.4 Soit X une variété kählerienne compacte, on a l'égalité suivante :

H2(X,Z)alg = H(1,1)(X,Z).

Voir [39] pour une preuve.
�

Le théorème de plongement de Kodaira admet alors la reformulation suivante :
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Théorème B.6.5 Une variété complexe compacte M est plongeable dans un espace
projectif si et seulement si elle admet une (1, 1) forme ω fermée et positive dont la
classe de cohomologie [ω] est rationnelle.

Démonstration. Si [ω] ∈ H2(M,Q) alors il existe k ∈ Z tel que [kω] ∈ H2(M,Z),
comme ω est de type (1, 1) la forme kω l'est aussi i.e. [kω] ∈ H(1,1)(M,Z). Comme
la forme ω est positive, fermée et de type (1, 1), la variété M est kählerienne. Ainsi,
en appliquant le théorème de Lefschetz (1,1), il existe un �bré en droites L→M tel
que c1(L) = [kω]. Le �bré en droites L est donc positif. Réciproquement, supposons
que M soit projective i.e. il existe un plongement φ : M → PN . Alors L = φ∗O(1)
est �bré en droites positif sur M . Pour conclure, il su�t de prendre ω dans la classe
c1(L) i.e. [ω] = c1(L). �

B.6.2 Résultats sur l'espace projectif

Dans la section qui suit nous montrons les résultats concernant l'espace projectif
que nous avons précédemment évoqués. Nous dé�nissons dans un premier temps
le �bré O(1) puis, nous introduisons la (1, 1)-forme fermée positive ωFS sur l'es-
pace projectif qui est un représentant de c1(O(1)), en particulier, nous obtenons la
positivité de O(1).

Le �bré tautologique O(1) sur PN

On commence par dé�nir le �bré O(−1) sur PN par :

O(−1) = {(l, z) ∈ PN × CN+1/z ∈ l},

muni de sa première projection :

π : O(−1) −→ PN
(l, z) 7−→ l

.

Proposition B.6.6 O(−1)
π−→ PN est un �bré en droites.

Démonstration. On peut munir PN d'un recouvrement �ni d'ouverts (Ui)i∈{i,···N}
où Ui = {z ∈ PN / zi 6= 0}. Alors la trivialisation de O(−1) au dessus de Ui est
donnée par :

Ψi : π−1(Ui) −→ Ui × C
(l, z) 7−→ (l, zi)

,

et les fonctions de transitions sont alors pour tout l = [z0 : · · · : zN ] :

Ψij : C −→ C

θ 7−→ θ ·
zi

zj

.

�
On remarque que la �bre de O(−1)

π−→ PN au dessus de l est naturellement
isomorphe à l.
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Dé�nition B.6.7 On dé�nit le �bré tautologique O(1) comme le dual de O(−1)
i.e.

O(1) = (O(−1))∗

Par dé�nition du dual d'un �bré, la �bre de O(1)
π−→ PN au dessus de l est natu-

rellement isomorphe à l∗, et les applications de coordonnées z0, · · · , zn forment alors
une base des sections de O(1).

La métrique de Fubini-Study

On peut dé�nir une métrique de Kähler sur l'espace projective Pn. Pour cela, on
considère le recouvrement d'ouverts �ni (Ui)i∈{i,···n} où Ui = {z ∈ Pn / zi 6= 0} muni
des applications :

ϕi : (Ui) −→ Cn

[z0 : · · · : zn] 7−→ [
z0

zi
· · · ,

ẑi

zi
, · · ·

zn

zi
]
,

d'inverses

ϕ−1
i : Cn −→ Ui

(w0, · · · , wn) 7−→ [w0 · · · , wi−1, 1, wi+1 · · ·wn]
.

On dé�nit alors

ωi =

√
−1

2π
∂∂ log

( n∑
l=0

∣∣zl
zi

∣∣) ∈ A 1,1(Ui),

et son tiré-en-arrière par ϕi est donc

ωi =

√
−1

2π
∂∂ log

(
1 +

n∑
l=0

∣∣wl∣∣2) ∈ A 1,1(Cn).

Proposition B.6.8 La famille de (1, 1)-formes {ωi}i∈{1,··· ,n} se recollent sur l'es-
pace projectif Pn en une (1, 1)-forme globale ωFS ∈ A (1,1)(Pn).

Démonstration.
On doit véri�er que pour tout (i, j) ∈ {1, · · · , n}2 :

ω
∣∣
Ui∩Uj

= ω
∣∣
Ui∩Uj

.

On commence par remarquer que

log
( n∑
l=0

∣∣zl
zi

∣∣2) = log
(∣∣ zi
zj

∣∣2 n∑
l=0

∣∣zl
zi

∣∣) = log(
∣∣ zi
zj

∣∣2) + log
( n∑
l=0

∣∣ zl
zj

∣∣),
il su�t donc de montrer que sur Ui ∩ Uj :

∂∂ log(
∣∣ zi
zj

∣∣2) = 0
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Comme zi
zj

est la i-ième fonction coordonnées sur Uj, cela provient de

∂∂ log(
∣∣z∣∣2) = ∂

( 1

zz
∂(zz)

)
= ∂(

zdz

zz
) = ∂

(dz
z

)
= 0.

�
Nous arrivons à la proposition importante :

Proposition B.6.9 La (1, 1) forme ωFS est une forme de Kähler, la métrique as-
sociée à cette forme sera dite métrique de Fubini-Study.

Démonstration.
il faut donc véri�er que ωFS soit une (1, 1) forme fermée réelle dé�nie positive.

Déjà, elle est bien de type (1, 1), elle est fermée car

∂(ωi) =

√
−1

2π
∂2∂ log(−) = 0,

et elle est réelle car
∂∂ = ∂∂ = −∂∂.

Il reste à montrer qu'elle est dé�nie positive, déjà cette véri�cation peut se faire sur
chaque ouvert Ui séparément. Par le calcul, on trouve que

∂∂ log
(
1 +

n∑
l=0

∣∣wi∣∣) =

∑
dwi ∧ dwi

1 +
∑
|wi|2

−
(
∑
widwi) ∧ (

∑
widwi)

1 +
∑
|wi|2

,

que l'on peut écrire :

∂∂ log
(
1 +

n∑
l=0

∣∣wi∣∣) =
1

(1 +
∑
|wi|2)2

∑
hijdwi ∧ dwj

avec
hij = (1 +

∑
|wi|2)δij − ωiωj.

Il faut donc montrer que la matrice h = (hij) est dé�nie positive. Pour cela, soit
u ∈ Cn tel que u 6= 0. En notant (, ) le produit scalaire hermitien usuel sur Cn, on
obtient :

uthu = (u, u) + (w,w)(u, u)− utwwtu

qui donne après développement et simpli�cation :

uthu = (u, u) + (w,w)(u, u)− |(w, u)|2.

On conclut alors grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz. �
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B.6.3 Une première esquisse de la preuve

Pour plus de clarté nous exposons dans un premier temps la preuve du théorème
de plongement de Kodaira dans le cas particulier des surfaces de Riemann com-
pactes, la preuve générale reposant sur les mêmes arguments mais faisant intervenir
des outils plus compliqués que nous introduirons par la suite. Nous en pro�tons éga-
lement pour exposer quelques points abordés précédemment et montrer que toute
surface de Riemann compacte est projective.

Nous avons vu dans les sections précédentes qu'une variété complexe compacte
M est projective si et seulement s'il existe un �bré en droites L → M sans point
base tel que l'application :

ιL : M −→ PN
p 7−→ [s0(p) : . . . : sN(p)]

est un plongement (où (s0, . . . , sN) est une base quelconque de H0(M,L)). Par dé-
�nition, l'application ιL est un plongement si et seulement si :

(1) Elle sépare les points i.e. ιL est injective, et

(2) Elle sépare les tangentes i.e. sa di�érentielle est injective en tout point.

Ces conditions peuvent se reformuler de la façon suivante :
(1) Par dé�nition l'application ιL est injective si et seulement si les sections de L

séparent les points de M i.e. si et seulement si pour tout x, y ∈M tel que x 6= y, il
existe une section s ∈ H0(M,OM(L)) tel que s(x) 6= s(y). Cela équivaut à demander
∀x, y ∈M , rx 6= ry ou pour tout x ∈M , rx est la forme linéaire :

rx : H0(M,OM(L)) −→ Lx ' C
s 7−→ s(x)

.

Or rx 6= ry si et seulement s'il existe s ∈ H0(M,OM(L)) telle que rx(s) = 0 6= ry(s),
remarquons que cela implique en particulier que le �bré L est sans point base. On
peut résumer cela en demandant que :

rx,y := rx ⊕ ry : H0(M,OM(L)) −→ Lx ⊕ Ly
s 7−→ s(x)⊕ s(y)

.

est surjective pour tout x, y ∈M tel que x 6= y.
(2) L'injectivité de la di�érentielle de ιL en un point donné deM est indépendante

de la base (s0, . . . , sN) de H0(M,OM(L)) choisie dans la dé�nition de ιL. Si x ∈M
alors il existe une section s0 ∈ H0(M,OM(L)) telle que s0(x),= rx(s0) 6= 0. Ainsi,
en choisissant une base (s1, . . . sN) de Ker(rx) nous obtenons une base (s0, . . . , sN)
de H0(M,OM(L)) telle que s0 6= 0, et pour tout i > 0, si = 0. En�n, en posant pour
tout i, ti := si/s0, l'application ιL lue dans la carte U0 := {z0 6= 0} est donnée par :

ι̃L : M −→ CN

y 7−→ (t1, . . . , tN)
, t1(x) = · · · = tN(x) = 0.
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Ainsi la di�érentielle TxιL : TxM → TιL(x)PN de ιL en x étant injective si et seulement
si sa matrice jacobienne (en lisant dans les cartes) est de rang maximal. On obtient
que TxιL est injective si et seulement si les 1-formes dt1, . . . , dtN engendrent l'espace
cotangent (T 1,0

x M)∗. Ceci peut se reformuler de la façon suivante : si φα et φβ sont
deux trivialisations de de L au dessus d'ouverts Uα, Uβ ⊂ M contenant x et gα,β la
fonction de transition associée. Soit s ∈ Ker(rx), en posant sα := φ∗αs et sβ := φ∗βs
on a sα = gα,βsβ ainsi :

d(sα)x = gα,β(x)d(sβ)x + sβ(x)d(gα,β)x

= gα,β(x)d(sβ)x.

Les formes linéaires d(sα)x se recollent donc en une forme linéaire Lx-valuée, dsx ∈
(T 1,0

x M)∗ ⊗ Lx. On dé�nit alors l'application :

dx : Ker(rx) −→ (T 1,0
x M)∗ ⊗ Lx

x 7−→ dsx
.

Comme

d(ti)x = d
(φ∗αsi
φ∗αs0

)
x

=
d(φ∗αsi)x
φ∗αs0(x)

+ φ∗αsi(x)d
( 1

φ∗αs0(x)

)
x

=
dx(si)

s0(x)
,

il résulte de la discussion qui précède que la di�érentielle de ιL en x est injective si
et seulement si dx est surjective. En notant Ix (respectivement I 2

x ) le faisceau des
fonctions holomorphes sur M s'annulant en x à l'ordre 1 (respectivement à l'ordre
2) et Ix,y le faisceau des fonctions holomorphes sur M s'annulant en x et en y on
obtient (pour x 6= y) les suites exactes courtes de faisceaux suivantes :

0 −→ OM(L)⊗Ix,y ↪→ OM(L)
rx,y−→ Lx ⊕ Ly −→0,

et
0 −→ OM(L)⊗I 2

x ↪→ OM(L)⊗Ix
dx−→ (T 1,0

x M)∗ ⊗ Lx −→0.

En e�et OM(L) ⊗Ix,y est le faisceau des sections holomorphes de L s'annulant en
x et y, OM(L) ⊗ Ix et OM(L) ⊗ I 2

x sont respectivement les faisceaux de sections
holomorphes de L s'annulant à l'ordre 1 et à l'ordre 2, or par dé�nition dx(s) = 0 si
et seulement si s s'annule à l'ordre 2 en x. Notons que l'on a :

H0(M,OM(L)⊗Ix) = Ker(rx),

H0(M,OM(L)⊗Ix,y) = Ker(rx) ∩Ker(ry).

Ces suites donnent alors naissance à des suites exactes longues en cohomologie :

0 −→ H0(M,OM(L)⊗Ix,y) ↪→ H0(M,OM(L))
rx,y−→ Lx ⊕ Ly −→

−→ H1(M,OM(L)⊗Ix,y) −→ . . .
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0 −→ H0(M,OM(L)⊗I 2
x ) ↪→ H0(M,OM(L)⊗Ix)

dx−→ (T 1,0
x M)∗ ⊗ Lx −→

−→ H1(M,OM(L)⊗I 2
x ) −→ . . . .

Ainsi une condition su�sante pour que les applications rx,y et dx soient surjectives
est que :

H1(M,OM(L)⊗I 2
x ) = 0 = H1(M,OM(L)⊗Ix,y).

On dispose du théorème d'annulation de Kodaira-Nakano qui constitue l'argument
essentiel sur lequel se fonde la preuve du théorème de plongement de Kodaira :

Théorème B.6.10 Soit M une variété kählerienne compacte de dimension com-
plexe n, L→M un �bré en droites positif on a alors :

Hq(M,Ωp(L)) = 0 ∀p+ q > n.

(on renvoie à [?] pour une preuve) �
De plus pour tout �bré en droites L′ → M , par dé�nition du �bré canonique,

KM := Ωn(M) nous avons :

Ωn(L′) = L′ ⊗KM i.e. L′ = Ωn(L′ ⊗K∗M).

Ceci incite à réaliser les faisceaux I 2
x et Ix,y comme des faisceaux de sections de

�brés en droites. En e�et si L(x, x)→M et L(x, y)→M sont des �brées en droites
tels que OM(L(x, x)) = I 2

x et OM(L(x, y)) = Ix,y on obtient :

OM(L)⊗Ix,y = OM(Ωn(L⊗ L(x, y)⊗K∗M),

et
OM(L)⊗I 2

x = OM(Ωn(L⊗ L(x, x)⊗K∗M).

En particulier, comme n+ 1 > n, on a :

H1(M,OM(L)⊗Ix,y) = H1(M,OM(Ωn(L⊗ L(x, y)⊗K∗M)),

et
H1(M,OM(L)⊗I 2

x ) = H1(M,OM(Ωn(L⊗ L(x, x)⊗K∗M)),

il su�t de montrer que si L est positif, il existe k0 ∈ N∗ tel que pour tout k > k0

et tout x, y ∈M avec x 6= y, les �brés L⊗ L(x, y)⊗K∗M et L⊗ L(x, x)⊗K∗M sont
positifs. Il faut donc construire (si possible) les �brés L(x, y) et L(x, x) et étudier
leur courbure. Remarquons que pour un diviseur

D =
∑

ni.Vi ∈ Div(M),

où les Vi sont des sous variétés irréductibles de codimension 1 de M et un �bré en
droites L′ →M [D], en notant [D] le �bré en droites associé à D on obtient que

OM(L′ ⊗ [D])
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est le faisceau des sections méromorphes de L′ ayant des pôles uniquement le long
des Vi tels que ni > 0 et d'ordre inférieur ou égal à ni et s'annulant à l'ordre au
moins −ni le long des Vi tels que ni < 0.

Revenons maintenant au cas des surfaces de Riemann. Soit S une surface de
Riemann compacte, soit L→ S un �bré en droite et soit x, y ∈ S tel que x 6= y. Les
points x et y sont alors des diviseurs sur S. On peut alors choisir L(x, y) = [−x−y] et
L(x, x) = [−2x], notons KS := Ω1(S) le �bré canonique de S i.e. le �bré des formes
di�érentielles holomorphes sur S. Nous devons maintenant étudier la courbure de
Chern des �brés L⊗k ⊗ [−x− y]⊗K∗S et L⊗k ⊗ [−2x]⊗K∗S pour k > 0. Pour cela,
nous introduisons la notion de degré d'un �bré en droites qui permet de caractériser
la positivité dans le cas des surfaces de Riemann. Une surface de Riemann compacte
étant en particulier une variété réelle compacte orientable de dimension réelle 2 nous
pouvons considérer la forme volume ω de S et nous notons :

Vol(S) =

∫
S

ω > 0.

On obtient alors un isomorphisme :

I : H2(S,R) −→ R

[α] 7−→ 1

Vol(S)

∫
S
[α]

l'inclusion j : H2(S,Z) ↪→ H2(S,R) donne alors une identi�cation I ◦ j : H2(S,Z) '
Z nous dé�nissons alors le degré d'un �bré en droites L′ → S par :

deg(L′) = I ◦ j ◦ c1(L′)

(On omet par la suite la référence à j en considérant que c1(L′) ∈ H2(S,R) et
deg = I ◦ c1). On à alors le résultat suivant :

Proposition B.6.11 Soit L′ → S un �bré en droites alors L est positif si et seule-
ment si deg(L′) > 0.

Démonstration. Soit l′ une 2-forme fermée sur S représentant c1(L′) alors la classe
de cohomologie forme volume ω engendrant H2(S,R) l'isomorphisme I : H2(S,R) '
R implique que c1(L′) = deg(L′)[ω] or ω est positive ainsi L′ est positif si et seule-
ment si deg(L′) > 0. �

Le résultat qui suit justi�e la terminologie qui précède

Lemme B.6.12 Soit D ∈ Div(S) un diviseur sur S alors deg([D]) = deg(D).

Démonstration. On rappelle que pour une variété complexe compacte M et un
diviseur D sur M , c1([D]) est le dual de Poincaré de D. Soit x ∈ S un point de S
alors le dual de Poincaré de x est [ω] ainsi, deg([x]) = I([ω]) = 1, par conséquent, si
D =

∑
ni.pi ∈ Div(S) on a :

deg([D]) = I(
∑

ni[ω]) =
∑

ni = deg(D).
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�

Notons que cela prouve en particulier le Théorème de Lefschetz sur les classes
(1, 1) pour les surfaces de Riemann compactes, en e�et on a : L(Div(S)) ⊂ H2(S,Z)alg ⊂ H(1,1)(S,Z) = H2(S,Z) ⊂ H2(S,R)

I : H2(S,R) ' R est un isomorphisme
I(L(Div(S))) = Z = I(H2(S,Z)).

ce qui implique l'égalité H2(S,Z)alg = H(1,1)(S,Z). Nous sommes maintenant en me-
sure de prouver le théorème de plongement de Kodaira pour les surfaces de Riemann
compactes. Pour tout k ∈ N∗ on a :

deg(L⊗k ⊗ [−x− y]⊗K∗S) = k deg(L)− deg([x+ y])− deg(KS)

= k deg(L)− 2− deg(KS)

deg(L⊗k ⊗ [−x− y]⊗K∗S) = k deg(L)− 2 deg([x])− deg(KS)

= k deg(L)− 2− deg(KS).

Supposons donc que L→ S est positif i.e. deg(L) > 0, prenons

k0 >
deg(KS) + 2

deg(L)

alors pour tout k > k0, pour tout x, y ∈ S avec x 6= y les �brés L⊗k⊗ [−x− y]⊗K∗S
et L⊗k ⊗ [−2x] ⊗ K∗S sont positifs ainsi, l'application ιL⊗k : S → Ph0(M,L⊗k) est un
plongement, ce qui achève la preuve. �

La formulation équivalente du théorème de plongement de Kodaira basé sur le
théorème (1, 1) de Lefschetz nous permet d'énoncé un corollaire important :

Corollaire B.6.13 Toute surface de Riemann compacte est projective

Démonstration. Soit S une surface de Riemann compacte et ω sa forme volume
quitte à diviser par Vol(S) on peut supposer que ω est entière, alors ω est une (1, 1)-
forme fermée positive entière sur S, par conséquent, S est projective. �

Ce résultat combiné au théorème de Chow (voir [14] pour plus de détails), selon
lequel toute sous-variété analytique projective est en fait algébrique, montre que
l'étude des courbes algébriques complexes projectives est équivalente à l'étude des
surfaces de Riemann compactes.

Dans la preuve qui précède nous avons représenté les sections globales des fais-
ceaux Ix et I 2

x par des sections globales de �brés en droites associés aux diviseurs
−2x et −x−y or en dimension complexe n > 1, −2x et −x−y ne sont pas des divi-
seurs. La stratégie adoptée pour la preuve générale reste cependant essentiellement
inchangée, pour contourner cette di�culté, on modi�e la variété M au voisinage des
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points x et y a�n d'y faire apparaître des diviseurs. On construit alors une variété
complexe compacte M̃ appelée éclaté de M en x et y qui est naturellement munie
d'une projection π : M̃ → M telle que πM̃\π−1(x) ∪ π−1(y) → M\{x} ∪ {y} est
un isomorphisme et π−1(x) et π−1(y) sont des diviseurs de M̃ , on applique alors la
stratégie qui précède à M̃ . Cela implique d'étudier les courbures des �brés en droites
π∗L→ M̃ et KM̃ , ce que nous ferons après avoir dé�ni la notion d'éclatement d'une
variété complexe en un point. Puis nous achèverons la preuve en montrant comment
se ramener à M .

B.6.4 Éclatement en un point

Nous dé�nissons maintenant la notion d'éclatement d'une variété complexe en un
point, dans tout ce qui suitM désignera une variété complexe compacte de dimension
n > 2.

Soit ∆ ⊂ Cn un polydisque centré en l'origine. On note z = (z1, ..., zn) les
coordonnées euclidiennes dans ∆ et l = [l1, ..., ln] et les coordonnées homogènes
correspondantes dans Pn−1. On considère la sous-variété ∆̃ de ∆× Pn−1 dé�nie par

∆̃ = {(z, l) ∈ ∆× Pn−1\∀(i, j) ∈ [|1, n|]2zilj = zjli} = {(z, l) ∈ ∆× Pn−1/z ∈ l}.

Alors, la projection canonique π : (z, l) ∈ ∆̃ 7→ z ∈ ∆ induit un isomorphisme entre
∆̃\π−1({0}) et ∆\{0} de plus π−1({0}) ' Pn−1. On appelle éclatement de ∆ en
l'origine la donné de ∆̃ et π.

Soit x ∈M , et soit U ⊂M un ouvert contenant x et z : U → ∆ des coordonnées
locales centrées en x. En identi�ant π et π ◦ z−1 on a un isomorphisme :

π : ∆̃\π−1({x}) −→ U\{x}.

Dé�nition B.6.14 On appelle éclatement de M en x la donnée de la variété com-
plexe M̃x obtenue en recollant M\{x} et ∆̃ par l'application π i.e.

M̃x = M\{x}
⋃
π

∆̃.

et de la projection naturelle π : M̃x →M .

On a alors un isomorphisme induit π : M̃x → M\{x}. De plus, π−1({x}) est un
diviseur de M̃x que l'on appelle diviseur exceptionnel et que l'on notera Ex ou E.

Notons que cette construction est indépendante du choix des coordonnées z :
U → ∆. En e�et, si {z′i = fi(z)} sont d'autres coordonnées dans ∆, l'isomorphisme
f : ∆̃\E → ∆̃′\E ′ peut être étendu à E en posant f(0, l) = (0, l′), où

l′j =
∑
i

∂fj
∂xi

(0).li .
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De même, on voit que l'identi�cation

ι : E −→ P(T 1,0
x (M))

(0, l) 7→
[∑

i

li.
∂

∂zi

] .

est indépendante du système de coordonnées choisi.

Nous donnons, maintenant, une description plus précise de la géométrie de M̃x

au voisinage de E. On commence par construire des coordonnées locales au voisinage
de E dans M̃x, on a

Ũ = π−1(U) = {(z, l) ∈ U × Pn−1 : zilj = zjli},
et on pose

Ũi = {(z, l) ∈ U : li 6= 0}.

Les (Ũi)i∈{1,··· ,n} forment donc un recouvrement d'ouverts de Ũ , on dé�nit alors les
coordonnées locales (z(i)j)j∈{1,··· ,n} dans chaque Ũi dé�nies par

z(i)j =
lj
li

=
zj
zi
.

pour tout j 6= i et
z(i)i = zi.

Sur Ũi, on dé�nit la projection

π : M̃x −→ M
((z(i)1, ..., z(i)i, ..., z(i)n) 7−→ (z(i)i.z(i)1, ..., z(i)i, ..., z(i)i.z(i)n)

.

et le diviseur E par
E = {z(i)i = 0}.

Dans Ũi ∩ Ũj, on a

z(i)k =
z(j)k
z(j)i

,

z(i)j = z(j)−1
i ,

et
zi = z(j)i.zj.

Comme E = (zi) dans Ũi, le �bré en droites [E] est donné dans Ũ par les fonctions
de transition

gij = z(j)i =
zi
zj

=
li
lj

dans Ũi ∩ Ũj. On peut donc réaliser [E]|Ũ en identi�ant les �bres

(∗) [E](z,l) = {λ(l1, ..., ln), λ ∈ C}.
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Fibré canonique d'un éclatement

Nous allons calculer le �bré canonique KM̃x
en fonction de KM .

Lemme B.6.15 On a KM̃x
= π∗KM + (n− 1)E.

Démonstration.
Soit U = {U0, Uα}α un recouvrement deM par des ouverts munis de coordonnées

locales tel que pour tout α, on ait x ∈ U0 et x /∈ Uα. De plus, on a aussi des
coordonnées locales (z1, ..., zn) dé�nies sur tout ouvert de U rencontrant U0.

Soient (wi,α)i∈{1,··· ,n} des coordonnées locales sur Uα. Notons

Ũ = {Ũα = π−1(Uα), Ũi = π−1(U0 ∩ {li 6= 0}}

le recouvrement correspondant pour M̃x. Nous allons maintenant calculer les fonc-
tions de transition {gij, giα, gαβ} pourKM̃x

en termes des coordonnées (z(i)j)j∈{1,··· ,n}

sur Ũi et (π∗wi,α)i∈{1,··· ,n} sur Ũα. Par dé�nition, les fonctions de transition de KM̃x

sont données par les déterminants des matrices de changement de coordonnées que
l'on notera {Jij, Jiα, Jαβ}. Dans Ũi ∩ Ũj, on a

z(j)i = z(i)−1
j ,

zj = z(i)j.zi,

et pour tout k 6= i, j
z(j)k = z(i)k.z(i)−1

j .

Pour simpli�er les notations notons Xl = z(i)l et Yk = z(j)k ainsi nous avons

Yi =
1

Xj

,

zj = Xj.zi,

et pour tout k 6= i, j

Yk =
Xk

Xj

.

Pour terminer, on pose

Jij = Mat
(∂Yk
∂Xl

)
(k,l)∈{1,...,n}2 .

On supposera i < j. Soit (k, l) ∈ {1, · · · , n}2 tel que k 6= i, j. On a :

∂Yk
∂Xl

=

∂
(Xk

Xj

)
∂Xl

=


0 si l 6= k, j
1

Xj

si l = k

−Xk

X2
j

si l = j,
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∂Yi
∂Xl

=

∂
( 1

Xj

)
∂Xl

=

0 si l 6= j
−1

X2
j

sinon,

et

∂Yj
∂Xl

=
∂(Xi.Xj)

∂Xl

=


0 si l 6= i, j

Xi = zi si l = j

Xj si l = i.

Ainsi

gij = det(Jij) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X−1
j

−X1

X2
j

0 . . .

. . .
...

... . . .

X−1
j 0

−Xi−1

X2
j

... . . .

0 . . . . . . 0 −X−2
j

... . . .
... X−1

j

−Xi+1

X2
j

... . . .

...
. . . .

... . . .

0 X−1
j

−Xj−1

X2
j

... . . .

Xj 0 . . . 0 zi 0 . . .
−Xj+1

X2
j

X−1
j . . .

. 0 . . .
−Xn

X2
j

. X−1
j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Si on remonte les ième et jème lignes respectivement à la première et la seconde

ligne et on décale les ième et jème colonnes en position 1 et 2, on a alors e�ectué
2(i− 1 + j − 1) permutations. Ainsi

gij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −X−2
j 0 . . . 0

Xj zi 0 . . . .

0
−X1

X2
j

−X−1
j 0 ...

...
... 0

. . . 0

0
−Xn

X2
j

0 . . . −X−1
j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En�n en développant par rapport à la première colonne on obtient

gij = det(Jij) = X−n+1
j = z(i)−n+1

j .
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De même dans Ũα ∩ Ũi,
π∗wi,α = z(i)i = zi,

et
π∗wk,α = zi.z(i)k,

d'où giα = det(Jiα) = zn−1
i . En�n

gαβ = π∗g′αβ

où g′αβ sont les fonctions de transition de KM pour les coordonnées (wi,α)i∈{1,··· ,n}
dans Uα et (wi,β)i∈{1,··· ,n} dans Uβ.

Le diviseur E est donné par (zi) dans Ũi et par (1) dans Ũα. Ainsi les fonctions
de transition de [E] relativement à Ũ sont :

hij =
zi
zj

= z(i)−1
j ,

hiα = zi,

et
hαβ = 1.

Nous en déduisons les fonctions de transition du �bré KM̃x
⊗ [E]⊗−n+1 :

fij = gij.h
−n+1
ij = z(i)−n+1

j .z(i)n−1
j = 1,

fiα = giα.h
−n+1
iα = 1,

et
fαβ = π∗g′αβ.

On voit alors que KM̃x
⊗ [E]⊗−n+1 est le tiré-en-arrière via π du �bré sur M donné

par les fonctions de transition
e0α = 1,

et
eαβ = g′αβ,

ce qui nous donne bien
KM̃x

⊗ [E]⊗−n+1 = π∗KM .

�
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Lemme de positivité

Nous allons maintenant calculer la courbure des �brés [E] et [−E]. Nous construi-
sons une métrique sur [E] comme suit : soit h1 la métrique sur [E]|Ũ dé�nie en termes
de la représentation (∗) par :

|(l1, ..., ln)|2 = ||l||2.

Soit σ ∈ H0(M̃x,O([E])) telle que (σ) = E, i.e. σ ne s'annule pas sur M̃x\E, et soit
h2 la métrique dé�nie sur [E]M̃x\E par :

|σ(z)| ≡ 1.

Pour ε > 0, notons Uε = {p ∈ U/||z(p)|| < ε} et posons Ũε = π−1(Uε). Soit (ρ1, ρ2)

une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (Ũ2ε, M̃x\Ũε) de M̃x, et soit
h la métrique globale donnée par :

h = ρ1.h1 + ρ2.h2.

On calcule maintenant la courbure de [E] pour cette métrique. Pour simpli�er les
notations, posons Ω[E] =

√
−1/2Θ[E] où Θ[E] désigne la courbure de [E]. On rappelle

qu'il existe une unique connexion sur [E] respectant h et la structure complexe. Si
θ[E] désigne la matrice de connexion dans un repère local alors on a θ[E] = ∂h/h−1

où on identi�e h et sa matrice dans le même repère. Si e est une section telle que
|e(z)|2 = h(z), on a :

Θ[E] = dθ[E] = d∂log(h(z)) = d∂log(|e(z)|2) = −2
√
−1ddclog(|e(z)|2),

où dc = −
√
−1
4

(∂ − ∂). Reprenons le calcul de courbure. On a plusieurs cas :

1) Sur M̃x\Ũ2ε, ρ2 ≡ 1, ρ1 ≡ 0 ie |σ|2 ≡ 1 et

Ω[E] = −ddclog(|σ|2) ≡ 0.

2) Sur Ũε\E 'π Uε\{x} en considérant la représentation (∗) on peux supposer que
σ est donnée au dessus de Ũε par σ(z, l) = z alors :

Ω[E] = −ddclog||z||2 = −π′∗ω,

où ω est la (1, 1)-forme associée à la métrique de Fubini-Study sur Pn−1 et

π′ =: (z, l) ∈ Ũε 7→ l ∈ Pn−1.

Par continuité on a −Ω[E] = π′∗ω sur Ũε en particulier,

−Ω[E]|E = ω > 0.
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Ainsi si Ω[−E] désigne
√
−1/2 fois la forme de courbure de la métrique duale sur

[E]∗ = [−E], on a :

Ω[−E] = −Ω[E] =


0 sur M̃x\Ũ2ε,

≥ 0 sur Ũε,

> 0 sur T 1,0
p (E) ⊂ T 1,0

p (M̃x) ∀p ∈ E.

On supposera à partir de maintenant que L est positif. Soit hL une métrique sur L
de forme de courbure ΘL, alors ΩL =

√
−1/2ΘL soit une forme positive. On a alors

Ωπ∗L = π∗ΩL.

Ainsi Ωπ∗L > 0 sur M̃x\E i.e. pour tout p ∈ E et pour tout v ∈ Tp(M̃x)

〈Ωπ∗L; v, v〉 = 〈ΩL; π∗v, π∗v〉 ≥ 0

avec égalité si et seulement si π∗v = 0 i.e. si et seulement si v est tangent à E. Ainsi,
on a :

Ω[−E] = −Ω[E] =


≥ 0 partout,

> 0 sur M̃x\E,
> 0 sur T 1,0

p (M̃x)/T
1,0
p (E) ∀p ∈ E.

Dans ce qui suit nous �xons L → M un �bré en droites positif. La forme Ω[−E]

étant bornée dans Ũ2ε\Ũε et Ωπ∗L y étant strictement positive on a alors le lemme
suivant :

Lemme B.6.16 Pour k ∈ N∗ assez grand la forme

Ωπ∗L⊗k⊗[−E] = kΩπ∗L + Ω[−E]

est partout strictement positive.

�
Les mêmes arguments permettent de montrer que :

Lemme B.6.17 si n ∈ N∗ alors il existe k0 > 0 tel que pour tout k ≥ k0 le �bré

π∗L⊗k ⊗ [−nE]

est positif.

�
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B.6.5 Preuve du théorème

On peut maintenant passer à la preuve générale du théorème de plongement de
Kodaira :

Démonstration. Soit (x, y) ∈M2 tel que x 6= y, on doit montrer que :

(1) rx,y est surjective,

(2) dx est surjective.

On commence par prouver que

rx,y : H0(M,O(L⊗k)) −→ L⊗kx ⊕ L⊗ky

est surjective pour k assez grand. Soit π : M̃ → M l'éclatement de M en x et y et
soit Ex = π−1({x}), Ey = π−1({y}) les diviseurs exceptionnels. Notons E = Ex+Ey
et L̃ = π∗L. Alors le tiré-en-arrière via π dé�nit un isomorphisme :

π∗ : H0(M,OM(L⊗k)) −→ H0(M̃,OM(L̃⊗k)).

La projection π induisant un isomorphisme de M̃\Ex ∪Ey vers M\{x, y} le tiré-en-
arrière d'une section est nul si et seulement si cette section est nulle d'où l'injecti-
vité. Pour la surjectivité, une section globale σ̃ de L̃⊗k induit une section de L⊗k

au dessus de M\{x, y}, le théorème d'extension de Hartogs d'après lequel toute
fonction holomorphe sur une variété complexe privée d'une sous variété fermée de
codimension au moins 2 se prolonge de façon unique à la variété toute entière (voir
[14]) montre alors qu'elle s'étend en une section globale σ ∈ H0(M,O(L⊗k)). Par
dé�nition L̃⊗k est trivial le long de Ex et Ey i.e.

L̃⊗k|Ex ' Ex × L̃⊗kx ,

et
L̃⊗k|Ey ' Ey × L̃⊗ky ,

d'où
H0(E,OE(L̃⊗k)) ' L⊗kx ⊕ ' L⊗ky .

Si rE désigne la restriction à E alors le diagramme suivant commute

H0(M̃,OM̃(L̃⊗k))
rE // H0(M̃,OE(L̃⊗k))

H0(M,O(L⊗k)) rx,y
//

π∗

OO

L⊗kx ⊕ L⊗ky ,

par conséquent rx,y est surjective si et seulement si rE l'est.

Maintenant, nous avons la suite exacte de faisceaux
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0 −→ OM̃(L̃⊗k ⊗ [−E]) −→ OM̃(L̃⊗k)
rE−→ OE(L̃⊗k) −→ 0,

il su�t donc de montrer que H1(M̃,OM̃(L̃⊗k ⊗ [−E])) = 0 pour k assez grand.
Le calcul de courbure que nous avons e�ectué, nous permet de choisir k2 tel que
L̃⊗k ⊗ [−nE] est positif pour tout k ≥ k2 soit k1 tel que L⊗k ⊗K∗M a une forme de
courbure positive sur M pour tout k ≥ k1 i.e. le �bré L̃⊗k⊗π∗K∗M admet une forme
de courbure semi-dé�nie positive sur M̃ pour k ≥ k1. En posant k0 = k1 + k2, alors
pour tout k ≥ k0 on a

OM̃(L̃⊗k⊗[−E]) = Ωn
M̃

(L̃⊗k⊗[−E]⊗K∗
M̃

) = Ωn
M̃

((L̃⊗k1⊗π∗K∗M)⊗(L̃⊗k−k1⊗[−nE])).

Or le �bré (L̃⊗k1 ⊗ π∗K∗M)⊗ (L̃⊗k−k1 ⊗ [−nE]) est positif et n+ 1 > n ainsi d'après
le théorème d'annulation de Kodaira

H1(M̃,OM̃(L̃⊗k ⊗ [−E])) = H1(M̃, (L̃⊗k1 ⊗ π∗K∗M)⊗ (L̃⊗k−k1 ⊗ [−nE])) = 0

d'où la surjectivité de rE et donc de rx,y.

Pour montrer la surjectivité de dx on procède de façon analogue. Soit M̃
π→ M

l'éclaté de M en x. De nouveau, l'application de tiré-en-arrière donne un isomor-
phisme

π∗ : H0(M,OM(L⊗k)) −→ H0(M,OM̃(π∗L⊗k)).

Si σ ∈ H0(M,OM(L⊗k)) alors σ(x) = 0 sii σ̃ = π∗σ est nulle sur E ainsi π∗ se
restreint en un isomorphisme

π∗ : H0(M,Ix(L
⊗k)) −→ H0(M,OM̃(L̃⊗k)).

Comme précédemment, on a l'identi�cation

H0(E,OE(L̃⊗k ⊗ [−E])) = L⊗kx ⊗H0(E,OE([−E])) ' L⊗kx ⊗ (T 1,0
x )∗

En conséquence le diagramme suivant commute

H0(M̃,OM̃(L̃⊗k ⊗ [−E]))
rE // H0(M̃,OE(L̃⊗k ⊗ [−E]))

H0(M,Ix(L
⊗k))

dx
//

π∗

OO

L⊗kx ⊗ (T 1,0
x )∗

Par conséquent dx est surjective si et seulement si rE l'est.

Nous avons la suite exacte de faisceaux

0 −→ OM̃(L̃⊗k ⊗ [−2E]) −→ OM̃(L̃⊗k ⊗ [−E])
rE−→ OE(L̃⊗k ⊗ [−E]) −→ 0.
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Choisissons k1 et k2 tels que L⊗k1 ⊗K∗M est positif sur M et L̃⊗k
′ ⊗ [−(n+ 1)E] est

positif sur M̃ pour tout k′ ≥ k2. Pour k ≥ k0 = k1 + k2, on a

OM̃(L̃⊗k ⊗ [−2E]) = Ωn
M̃

((L̃⊗k1 ⊗ π∗K∗M)⊗ (L̃⊗k−k1 ⊗ [−(n+ 1)E])).

En appliquant le théorème d'annulation de Kodaira comme dans le cas précédent
on obtient

H1(M̃,OM̃(L̃⊗k ⊗ [−2E])) = 0

pour k ≥ k0.

Nous avons donc montrer que pour tout (x, y) ∈ M2 tel que x 6= y, il existe un
entier kx,y tel que pour tout k ≥ kx,y , ψL⊗k(x) 6= ψL⊗k(y) et ψL⊗k sépare les tangentes
en x. Ainsi pour k ≥ kx,y, on obtient par continuité que ψL⊗k(x′) 6= ψL⊗k(y

′) pour
tout x′ et pour tout y′ dans des voisinages convenables de x et y respectivement. Le
théorème d'inversion locale assure que ψL⊗k sépare les tangentes au voisinage de x.
On conclut par compacité de M .

�

B.7 Réseaux et Tores complexes

B.7.1 Dé�nitions générales

Soit V un R-espace vectoriel de dimension réelle n ∈ N∗, on rappelle qu'un
sous-groupe additif Λ de V est discret de rang r 6 n s'il est de la forme

Λ = Ze1 ⊕ Ze2 ⊕ · · · ⊕ Zer,

où (e1, . . . er) est une famille de vecteurs R-indépendants de Λ ; on dit alors que cette
famille est une Z-base (ou base entière) de Λ. En particulier, on dira que Λ est un
réseau s'il est de rang maximal r = n, c'est-à-dire si son rang est égal à la dimension
(réelle) de V .

Maintenant, soit V un espace vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1
et soit un réseau Λ ⊂ V , c'est-à-dire d'après ce qui précède, un sous-groupe additif
discret de rang 2n de V ∼= R2n isomorphe à Z2n. On considère l'espace quotient

M := V/Λ,

que l'on appelle tore complexe. On rappelle que l'on peut munir M d'une structure
de variété complexe en dé�nissant la famille de cartes π

∣∣
Ω

: Ω → π(Ω) où Ω est
un ouvert de V qui ne rencontre aucun de ses translatés par des éléments de Ω (on
dira que Ω est Λ-petit). On remarque qu'alors les changements de cartes sont des
translations par des éléments de Λ qui sont donc bien des fonctions holomorphes.

Pour terminer, on dira que le tore complexe est une variété abélienne s'il est
plongeable dans un espace projectif.
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B.7.2 Formes di�érentielles sur un tore complexe

Nous conservons les notations de la section précédente. Soit donc V un espace
vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1, soit un réseau Λ ⊂ V et soit le
tore complexe M = V/Λ muni de sa projection canonique π : V →M .

Notre premier objectif va être de montrer que les formes di�érentielles sur M
sont les formes di�érentielles sur V qui sont Λ-invariantes, c'est-à-dire les formes
di�érentielles qui s'écrivent localement de la façon suivante :

ω =
∑

16j1<···<jr62n

ωj1...jrdx1 ∧ · · · ∧ dxr,

avec des coe�cients ωj1...jr qui sont Λ-périodiques. Ces fonctions ωi,j véri�ent donc
pour tout x ∈ V et pour tout λ ∈ Λ :

ωj1...jr(x+ λ) = ωj1...jr(x).

Dans cet objectif, avec λ ∈ Λ, on considère la translation τλ : x ∈ V 7→ x−λ ∈ V .
Il découle de la dé�nition d'un tore complexe que le diagramme suivant commute :

V

π !!

τλ // V

π
��
M.

Maintenant, étant donné une forme di�érentielle ω sur M , on peut considérer son
tiré-en-arrière π∗ω sur V , et alors en utilisant le fait que le tiré-en-arrière est contra-
variant et que le diagramme précédent commute, on obtient

τ ∗λ
(
π∗(ω)

)
=
(
π ◦ τλ

)∗
(ω) = π∗(ω),

donc π∗ω est bien Λ-invariante.
Réciproquement, si nous partons d'une forme di�érentielle Λ-invariante θ sur V ,

nous voulons construire une forme di�érentielle ω surM telle que π∗ω = θ. Pour cela,
on va utiliser le fait que dé�nir une forme di�érentielle sur une variété revient à la
dé�nir sur un atlas avec des conditions de recollement adéquates. Plus précisément,
il s'agit du résultat suivant pour la démonstration duquel on renvoie à [46] et [36].

Lemme B.7.1 Soit M une variété di�érentielle et soit (Ui,φi) un atlas sur M . Se
donner une forme di�érentielle ω sur M équivaut à se donner une forme ωi sur
chaque ouvert φi(Ui) avec la condition de compatibilité

ωi
∣∣
φi(Ui∩Uj)

=
(
φi ◦ φ−1

j

)∗(
ωj
∣∣
φj(Ui∩Uj)

)
.

Dans notre cas, nous pouvons prendre l'atlas formé des cartes Λ-petites dé�nies
dans la section précédente. On dé�nit alors pour toute carte (Ω, π

∣∣
Ω

), ωΩ = ω
∣∣
Ω
, les

conditions de comparabilités sont alors directement véri�ées puisque les changements
de cartes sont des translations par des éléments de Λ.

Le second objectif de cette partie est de montrer que toute forme di�érentielle
surM est cohomologue (au sens de De Rham) à une forme di�érentielle à coe�cients
constants. Pour commencer, on aura besoin du lemme suivant :
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Lemme B.7.2 Si ω une forme di�érentielle fermée sur M et τ une translation de
M , alors que τ ∗ω − ω est exacte.

Démonstration. On sait que dans un tore complexe une translation est homotope
à l'identité. De plus, un résultat classique de cohomologie de De Rham nous dit que
le tiré-en-arrière est un invariant homotopique (voir [46]), on a donc

[τ ∗ω]DR = [ω]DR,

et par dé�nition de la cohomologie de De Rham, cela signi�e que τ ∗ω−ω est exacte.
�

Maintenant, soit Π un pavé de V de côtés une base entière de Λ et soit g une
application de V à valeurs dans C. On dé�nit alors sa moyennée g̃ : V → C par

g̃(z) =

∫
Π
g(z + y)dy∫

Π
dy

.

Une conséquence directe de la formule de changement de variables est le lemme
suivant

Lemme B.7.3 Si g est Λ-périodique alors g̃ est constante.

�
Si ω est une forme di�érentielle sur M , elle s'écrit donc

ω =
∑

16j1<···<jr62n

ωj1...jrdx1 ∧ · · · ∧ dxr,

avec les ωj1...jr Λ-périodiques, on pose alors

ω̃ =
∑

16j1<···<jr62n

ω̃j1...jrdx1 ∧ · · · ∧ dxr,

avec les ω̃j1...jr des constantes (d'après le lemme B.7.3).

Proposition B.7.4 Si ω une forme di�érentielle sur M alors

[ω]DR = [ω̃]DR.

En particulier, cela signi�e bien que toute forme di�érentielle surM est cohomologue
(au sens de De Rham) à une forme di�érentielle à coe�cients constants.

Démonstration. On a τ ∗y (ω)(x) = ω(x+ y) donc

ω̃(z)− ω(z) =

∫
Π

(τ ∗−yω(z)− ω(z))dy∫
Π
dy

,

on peut donc utiliser le lemme B.7.2, il existe donc ηy une forme di�érentielle telle
que dηy = τ ∗−yω − ω d'où
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ω̃(z)− ω(z) =

∫
Π

(dηy)dy∫
Π
dy

,

que l'on peut encore écrire

ω̃(z)− ω(z) =
d(
∫

Π
ηydy)∫

Π
dy

,

ce qui permet de conclure. �
Et nous avons le corollaire suivant

Corollaire B.7.5 On a les isomorphismes entre les espaces vectoriels suivants :

∧rV ∗ ∼−→ Hr
DR(M)

et
∧pV ∗ ⊗ ∧qV ∗ ∼−→H p,q(M,C).

Démonstration. Il su�t de montrer le premier isomorphisme, en e�et, comme

Hr
DR(M) =

⊕
p+q=r

H p,q(M,C),

le second isomorphisme sera juste la restriction du premier isomorphisme à chaque
H p,q(M,C). Le caractère linéaire est trivial, pour la surjectivité, c'est une consé-
quence directe de la proposition B.7.4. Il reste à montrer l'injectivité, pour cela
prenons une base (e1, . . . e2n) de Λ et une forme di�érentielle qui s'écrit

ω =
∑

16j1<···<jr62n

ωj1...jrdx1 ∧ · · · ∧ dxr.

En faisant l'intégrale de ω sur le pavé Πj1...jr de côté ej1 , . . . , ejr , on trouve que

ωj1...jr =

∫
Πj1...jr

ω.

Ainsi si ω est exacte, alors d'après le théorème de Stokes, l'intégrale précédente sera
nulle donc tous les ωj1...jr aussi et l'injectivité est démontrée. �

B.7.3 L'espace des (1, 1) formes di�érentielles sur un tore
complexe

Nous allons, dans cette section, introduire deux bases de l'espace des (1,1) formes
di�érentielles sur un tore complexe.

Nous avons montré, dans la section précédente, que sur un tore complexe, toute
forme di�érentielle fermée est cohomologue à une forme di�érentielle à coe�cients
constants, en particulier, on a l'isomorphisme suivant

H 1,1(M,C) = ∧pV ∗ ⊗ ∧qV ∗.
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Ainsi, si on note z = (z1, ..., zn) les coordonnées euclidiennes sur V et si on prend
{dz1, ..., dzn} et {dz1, ..., dzn}, les 1-formes correspondantes, on obtient

H 1,1(M,C) = C{dzi ∧ dzj}i=1,...,n , j=1,...,n.

De plus, en utilisant l'homologie et la dualité de Poincaré, on obtient que si on se
donne (λ1, ...λ2n) ∈ Λ2n une base entière de Λ et en remarquant que cette base
est, par dé�nition, aussi une base réelle de V ,on obtient, en notant (x1, ...xn) les
coordonnées dans cette base et (dx1, ...dx2n) les 1-formes correspondantes sur M ,
que ∫

λi

dxj = δi,j.

Ainsi on a
H 1(M,Z) = Z{dx1, . . . dx2n}.

Dans cette base, on a une expression des coordonnées en terme d'intégrales, plus
précisément, soit ω une (1, 1)forme on peut écrire que

ω =
∑
i,j

ωi,jdxi ∧ dxj.

Intégrons ω sur le pavé Πi,j de côté λi et λj. Nous obtenons que∫
Πi,j

ω = ωi,j − ωj,i = 2ωi,j,

d'où

ωi,j =
1

2

∫
Πi,j

ω.

Nous avons le lien suivant entre ces deux bases. Si on note Π = (Πi,α) la matrice
2n× n telle que

dxi =
∑
α

Πi,αdzα +
∑
α

Πi,αdzα,

alors la matrice Π̃ = (Π,Π) est la matrice de changement de base de {dzα, dzα} à
{dxi}.

Nous avons aussi la matrice de changement de bases duale i.e. de {dxi} à
{dzα, dzα}. Cette matrice de changement de base a la particularité d'être la ma-
trice des périodes de Λ ⊂ V (voir section ?? pour la dé�nition et les propriétés de
la matrice des périodes) En e�et, si on prend (λ1, ...λ2n) ∈ Λ2n une base entière de
Λ et (e1, ..., en) une base complexe de V . On pose la matrice de passage de la base
{dxi} à la base{dzα, dzα} Ω = (ωα,i)α=1,...,n , i=1,...2n qui véri�e donc

λi =
∑
α

ωα,ieα.
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Ce qui nous donne, par dualité

dzα =
∑
i

ωα,idxi,

dzα =
∑
i

ωα,idxi.

Faisons maintenant l'intégrale de dzα sur λi, comme∫
λi

dxj = δi,j,

on obtient par linéarité de l'intégrale∫
λi

dzα = ωα,i.

Ce qui montre que Ω est bien la matrice des périodes. On note alors la matrice de

changement de bases de {dxi} à {dzα, dzα} par Ω̃ =

(
Ω
Ω

)
. Et on a la formule

suivante
Ω̃Π̃ = I2n,

que l'on peut aussi écrire (grâce au produit matriciel par blocs){
ΩΠ = In
ΩΠ = 0

.

B.7.4 Cohomologie du tore

Par la suite, nous aurons besoin des groupes de cohomologie du tore, nous al-
lons les calculer dans cette section. Pour cela, nous aurons besoin de la formule de
Künneth :

Hm(X × Y,Z) ∼=
⊕
p+q=m

Hp(X,Z)⊗Hq(Y,Z).

On renvoie à [28] pour plus de détails sur cette formule.

Proposition B.7.6 On a un isomorphisme canonique :

H•(V/Λ,Z) ∼=
•∧
H1(V/Λ,Z).

Démonstration. On considère l'application

α
∧•H1(V/Λ,Z) −→ H•(V/Λ,Z)

ξ1 ∧ · · · ∧ ξn 7−→ ξ1 ^ · · ·^ ξn
,

pour tout n ∈ N et on étend par linéarité aux autres éléments. De plus, α est bien
un morphisme car le cup-produit est antisymétrique.
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On sait que V/Λ est homéomorphe à (S1)2n, on applique alors la formule de
Künneth,

Hm(V/Λ,Z) ∼=
⊕

i1+i2=m

H i1((S1)2n−1,Z)⊗ · · · ⊗H in(S1,Z).

et en utilisant le fait que Hk(S1,Z) = 0 pour tout k > 1 (voir [47] pour une démons-
tration si besoin), on obtient

Hm(V/Λ,Z) ∼=
⊕

0≤i1,...i2n≤1
i1+...i2n=m

H i1(S1,Z)⊗ · · · ⊗H i2n(S1,Z).

Pour la suite, on pose H i1,...i2n = H i1(S1,Z)⊗ · · · ⊗H i2n(S1,Z), donc

Hm(V/Λ,Z) ∼=
⊕

0≤i1,...i2n≤1
i1+...i2n=m

H i1,...i2n ,

donc hm(V Λ,Z) =
(

2n
m

)
= dim(∧mH1(V/Λ,Z)). Donc α est surjective comme tous

les groupes de cohomologie du 2n-tore sont les cup-produits de ceux de dimension
1. �

B.8 Variété abélienne et conditions de Riemann

B.8.1 Rappel d'algèbre linéaire sur les formes bilinéaires

Soit V un C-espace vectoriel de dimension (complexe) n > 1, on rappelle qu'une
application ω : V × V → C est R-bilinéaire si

∀x, y, z ∈ V, ∀λ ∈ R, ω(x+ λy, z) = ω(x, z) + λω(y, z)

et
∀x, y, z ∈ V, ∀λ ∈ R, ω(z, x+ λy) = ω(z, x) + λω(z, y).

Elle est dite alternée si

∀x, y ∈ V, ω(x, y) = −ω(y, x),

ou de manière équivalente,
∀x ∈ V, ω(x, x) = 0

et si on prend un réseau Λ ⊂ V , on dit qu'elle est entière sur le réseau Λ si elle est
à valeurs entières sur le réseau, c'est-à-dire :

∀λ, θ ∈ Λ, ω(λ, θ) ∈ Z.

Prenons maintenant une base réelle (λ1, . . . , λ2n) de V , en considérant la matrice
antisymétrique (car ω alternée) Ω = (ω(λi, λj))i,j∈{1,...,2n}, on obtient que

txΩy = ω(x, y),

on dit que Ω représente ω dans la base (réelle) (λ1, . . . , λ2n) de V .
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Lemme B.8.1 Soit ω une forme R-bilinéaire alternée sur V , entière sur le réseau
Λ. Il existe alors des entiers d1, . . . , dn ayant la propriété de divisibilité successive
d1| . . . |dn, et il existe une base entière (λ1, . . . , λ2n) de Λ dans laquelle

ω =

(
0 ∆
−∆ 0

)
, avec ∆ =


d1 0 ... 0

0 d2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 dn

 .

Démonstration. Pour tout λ ∈ Λ, on considère l'ensemble {ω(λ, λ̃) / λ̃ ∈ Λ} ⊂ Z
(car ω entière), on voit facilement c'est un idéal de Z donc de la forme dλZ avec
dλ > 0. Posons alors δΛ = min{dλ / λ ∈ Λ, dλ 6= 0} et prenons (λ1, λn+1) ∈ Λ2

tel que ω(λ1, λn+1) = δΛ et grâce au fait que l'idéal est de la forme dλZ, on a les
relations de divisibilité valable pour tout λ ∈ Λ,

δΛ|ω(λ1, λ) et δΛ|ω(λ, λn+1).

Maintenant, on considère l'ensemble

(Zλ1 ⊕ Zλn+1)⊥ = {λ ∈ Λ / ω(λ, λ1) = 0 et ω(λ, λn+1) = 0},

et on a la décomposition

Λ = (Zλ1 ⊕ Zλn+1)⊥ ⊕ (Zλ1 ⊕ Zλn+1).

En e�et, si on prend λ ∈ Λ, alors grâce aux relations de divisibilité précédentes

ω(λ1, λ)

δΛ

λn+1 +
ω(λ, λn+1)

δΛ

λ1 ∈ Zλ1 ⊕ Zλn+1

et

λ−

(
ω(λ1, λ)

δΛ

λn+1 +
ω(λ, λn+1)

δΛ

λ1

)
∈ (Zλ1 ⊕ Zλn+1)⊥.

On considère maintenant le sous-groupe discret Λ̃ = (Zλ1⊕Zλn+1)⊥ et soit (x, y) ∈
Λ̃2 tel que ω(x, y) = δΛ̃. Alors, en écrivant la division euclidienne de δΛ̃ par δΛ, on a

δΛ̃ = qδΛ + r, avec 0 6 r < δΛ.

On voit que ω(x− qλ1, y+ λn+1) = r et comme x− qλ1 et y+ λn+1 appartiennent à
Λ donc par minimalité de δΛ, on a r = 0 et donc δΛ|δΛ̃. On peut alors conclure par
récurrence sur le rang de Λ. �

On s'intéresse maintenant aux (1, 1) formes sur V , c'est-à-dire, aux formes R-
bilinéaires alternées qui sont en plus C-linéaires à droite et C-antilinéaires à gauche,
elles véri�ent donc

∀x, y, z ∈ V, ∀λ ∈ C, ω(x+ λy, z) = ω(x, z) + λω(y, z)
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et
∀x, y, z ∈ V, ∀λ ∈ C, ω(z, x+ λy) = ω(z, x) + λω(z, y).

Une telle forme s'écrit en termes de coordonnées

ω =
∑
i,j

ωi,jdzi ∧ dzj,

et la matrice antisymétrique Ω = (ωi,j)i,j∈{1,...,n} véri�e

∀x, y,∈ V, txΩy = ω(x, y)

Elle sera dite réelle si elle est à valeurs réelles, ce qui peut se traduire par le fait que
la matrice Ω est antihermitienne i.e. Ω = −tΩ. Comme on préfère travailler avec des
matrices hermitiennes i.e. Ω =t Ω, on écrira plutôt

ω =
√
−1
∑
i,j

ωi,jdzi ∧ dzj,

avec Ω = (ωi,j)i,j∈{1,...,n} hermitienne. De plus, une (1, 1)forme réelle sera dite dé�nie
positive si elle véri�e

∀x ∈ V \ {0}, ω(x,
√
−1x) > 0.

Ce qui est équivalent à demander que la matrice Ω véri�e

Ω =t Ω et ∀x ∈ V \ {0},t xΩx > 0.

Une matrice véri�ant ces deux propriétés est dite hermitienne et dé�nie positive et
on écrira H > 0.
Remarque. Il est important de remarquer pour la suite que se donner une (1, 1)
forme est équivalent à se donner une matrice hermitienne dé�nie positive.

Nous pouvons aussi appliquer le lemme B.8.1 à une (1, 1) forme ω, il existe alors
une base entière {λ1, . . . λ2n} de Λ dans laquelle ω est représenté par

Ω =

(
0 ∆
−∆ 0

)
, avec ∆ =


d1 0 ... 0

0 d2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 dn

 .

Comme ω est dé�nie positive, on a que la matrice Ω est inversible donc les di sont
non-nuls et on a le lemme suivant :

Lemme B.8.2 En gardant les notations précédentes, on a que la famille {λ1, ..., λn}
est une base complexe de V .

Démonstration. Déjà, par dé�nition la famille {λ1, ..., λn} est R-indépendante. Et
considérons W l'espace vectoriel engendré par cette famille qui est donc un espace
vectoriel réel de dimension (réelle) n. Maintenant soit x ∈ W tel que x 6= 0, on a
alors par positivité de ω, ω(x,

√
−1x) > 0 et donc

√
−1x 6∈ W car ω|W est nulle (le

bloc en haut à gauche de la matrice de ω est nulle) d'où W ∩
√
−1W = {0} d'où

V = W ⊕
√
−1W . �
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B.8.2 Conditions de Riemann

On rappelle que le tore complexe M est une variété abélienne si et seulement si
on peut le plonger dans un espace projectif.

Notre principal objectif va être d'obtenir des conditions, dites de Riemann, pour
s'assurer qu'un tore complexe est une variété abélienne. A�n d'obtenir ces conditions,
notre principal outil va être le théorème de plongement de Kodaira, en particulier,
sous la forme suivante :

Proposition B.8.3 M est une variété algébrique si et seulement s'il existe une
forme de Hodge sur M i.e une forme fermée positive de type (1,1) de classe de
cohomologie entière (ou rationnelle).

Partons, donc d'une telle forme ω̃ qui s'écrit en coordonnées locales par

ω̃(z) =
−
√
−1

2

∑
i,j

h̃i,j(z)dzi ∧ dzj,

en utilisant le fait que toute forme di�érentielle fermée est cohomologue à une forme
di�érentielle à coe�cients constants, notre proposition précédente devient

Proposition B.8.4 M est une variété algébrique si et seulement s'il existe une
forme de Hodge sur M i.e une forme fermée positive de type (1,1) à coe�cients
constants de classe de cohomologie entière (ou rationnelle).

Maintenant, comme ω est une forme de Hodge à coe�cients constants, on peut aussi
écrire que

ω =
1

2

∑
i,j

qi,jdxi ∧ dxj,

où la matrice Q = (qi,j) est une matrice antisymétrique à coe�cients entiers de taille
2n × 2n. En utilisant la formule de changement de bases introduite dans la partie
précédente, on obtient que

ω =
1

2

∑
i,j,α,β

qi,j(πi,αdzα + πi,αdzα) ∧ (πi,βdzβ + πi,βdzβ),

en développant, on obtient

ω =
1

2

∑
i,j,α,β

qi,j πi,α πi,β dzα ∧ dβ

+
1

2

∑
i,j,α,β

qi,j πi,α πi,β dzα ∧ dzβ

+
1

2

∑
i,j,α,β

qi,j (πi,α πi,β − πi,β πj,α) dzα ∧ dzβ.
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( Remarque. Pour la dernière égalité, on utilise le fait que

−πi,β πj,α dzα ∧ dzβ = πi,β πj,α dzβ ∧ dzα.)

Comme ω est une forme de Hodge, elle est de type (1, 1), ce qui est équivalent au
fait que les deux premières lignes de l'égalité précédente doivent être nulles, ce qui
est équivalent au fait que

qi,j πi,α πi,β = 0 ∀(i, j, α, β)

ce qui peut se traduire matriciellement par

tΠQΠ = 0.

De plus, toujours par le fait que ω est une forme de Hodge donc positive, on obtient
que ω est positive si et seulement la matrice

Ψ =

(
1

2
√
−1

(πi,α πi,β − πi,β πj,α)

)
α,β

= −
√
−1 tΠQΠ

est une matrice hermitienne dé�nie positive. On obtient ainsi la première condition
de Riemann qui s'énonce ainsi :

Théorème B.8.5 M est abélienne si et seulement s'il existe une matrice antisy-
métrique à coe�cients entiers Q telle que

tΠQΠ = 0,

et
−
√
−1 tΠQΠ > 0.

Il y a un corollaire à cette première condition, en l'exprimant en fonction de la
matrice Π̃ = (Π,Π). En e�et, on a

tΠ̃QΠ̃ =

(
tΠ
tΠ

)
Q
(

Π Π
)

=

(
tΠQΠ tΠQΠ
tΠQΠ tΠQΠ

)
,

or tΠQΠ =t ΠQΠ = 0 et tΠQΠ = −tΠQΠ d'où

−
√
−1 tΠ̃QΠ̃ =

(
H 0
0 −tH

)
,

avec H > 0. Ainsi on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.8.6 M est abélienne si et seulement s'il existe une matrice antisymé-
trique à coe�cients entiers Q telle que

−
√
−1 tΠ̃QΠ̃ =

(
H 0
0 −tH

)
,

avec H > 0.
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Passons à la seconde condition de Riemann qui s'exprimera en utilisant le chan-
gement de bases duales du précédent i.e avec la matrice des périodes. On rappelle
que nous avons les deux égalités précédentes :{

ΩΠ = In
ΩΠ = 0

,

que la première égalité peut encore écrire

Ω = Π−1.

On obtient alors l'égalité

−
√
−1 tΠ̃−1QΠ̃−1 = −

√
−1 tΩ̃QΩ̃.

D'où la seconde condition de Riemann qui s'énonce ainsi

Théorème B.8.7 M est abélienne si et seulement s'il existe une matrice antisy-
métrique à coe�cients entiers Q telle que

tΩQ−1Ω = 0,

et
−
√
−1 tΩQ−1Ω > 0.

et avec le même corollaire que précédemment :

Corollaire B.8.8 M est abélienne si et seulement s'il existe une matrice antisymé-
trique à coe�cients entiers Q telle que

−
√
−1 tΩ̃Q−1Ω̃ =

(
H 0
0 −tH

)
,

avec H > 0.

La dernière condition de Riemann s'exprime à l'aide du lemme B.8.1 démontré
à la �n de la partie précédente. Comme ω est une forme de Hodge à coe�cients
constants, on peut utiliser le lemme B.8.1, il existe alors une base {λ1, ..., λn} telle
qu'en termes de coordonnées réelles x1, ..., x2n sur V , on ait

ω =
n∑
i=1

δidxi ∧ dxn+1,

où les δi ∈ Z∗ (car ω est dé�nie positive). La base {λ1, ..., λn} étant aussi une base
complexe de V (voir corollaire B.8.2 ), on peut considérer la base {e1, ..., en} où
ei = δ−1

i λi. En écrivant la matrice de passage de la base {dγ1, ..., dγ2n} à la base
{de1, ..., den}, qui est égale à la matrice des périodes, s'écrit

Ω =
(

∆δ Z
)
.
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On utilise alors la condition de Riemann II appliquée à ces bases. On doit donc avoir

tΩQ−1Ω = 0,

et
−
√
−1 tΩQ−1Ω > 0.

Ce qui dans ces bases, nous donne

0 =
(

∆δ Z
)( 0 ∆−1

δ

∆−1
δ 0

)(
∆δ
tZ

)
=
(

∆δ Z
)( −∆−1

δ
tZ

I

)
= Z −t Z

et

0 < −
√
−1
(

∆δ Z
)( 0 ∆−1

δ

∆−1
δ 0

)(
∆δ
tZ

)
= −
√
−1(Z −t Z) = 2 ImZ.

Ce qui nous donne la condition de Riemann III :

Théorème B.8.9 M est une variété abélienne si et seulement s'il existe une base
entière de {λ1, ..., λ2n} et une base complexe {e1, ..., en} de V telles que

Ω =
(

∆δ Z
)
.

avec Z symétrique et ImZ > 0.

B.8.3 Polarisation

Dé�nition B.8.10 La classe de cohomologie [ω] d'une forme de Hodge sur une
variété abélienne M est appelée polarisation de M .

D'après ce qui précède, il existe une base dan laquelle ω s'écrit

ω =
∑
α

δαdxα ∧ dxn+α

où δα ∈ Z et δα|δα+1.

Dé�nition B.8.11 Les δα sont appelés les diviseurs élémentaires de la polarisation.
Et si δα = 1 pour tout α alors on dit que ω admet une polarisation principale.

B.9 Fibré en droites sur un tore complexe

B.9.1 Notion de multiplicateurs

Commençons par montrer que tout �bré en droites sur Cn est trivial, pour cela
il su�t de montrer que Pic(M) est trivial. Pour cela, on sait que grâce au lemme de
Poincaré

H 1(Cn,O) = 0,
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mais aussi que comme Cn est contractile, on a

H 2(Cn,Z) = 0.

Et donc la suite exacte courte

H 1(Cn,O) −→H 1(Cn,O∗) −→H 2(Cn,Z)

devient
0 −→H 1(Cn,O∗) −→ 0

d'où H 1(Cn,O∗) = 0. OrH 1(Cn,O∗) ∼= Pic(M) donc Pic(M) = 0.
Prenons maintenant un �bré en droites L −→ M . On peut alors considérer son

tiré-en-arrière π∗L de L sur V , qui est par ce qui précède trivial, on peut donc en
particulier considérer une trivialisation globale

φ : π∗L −→ V × C.

Maintenant on sait que

∀(z, λ) ∈ V × λ, (π∗L)z = Lπ(z) = (π∗L)z+λ,

de plus nous avons isomorphisme entre chaque �bre et C :

φz : (π∗L)z
∼−→ C et φz+λ : (π∗L)z+λ

∼−→ C

On obtient aussi un automorphisme de C donné par

φz+λ ◦ φ−1
z ,

or un automorphisme de C est une homothétie (non nulle) donc entièrement déter-
minée par

eλ(z) ∈ C∗.

Maintenant, on remarque que l'on a la relation suivante pour (λ, λ̃) ∈ Λ2,

eλ̃(z + λ)eλ(z) = eλ(z + λ̃)eλ̃(z) = eλ̃+λ(z).

En e�et, on a trivialement la relation suivante

φz+λ+λ̃ ◦ φ
−1
z+λ ◦ φz+λ ◦ φ

−1
z = φz+λ+λ̃ ◦ φ

−1
z .

Dé�nition B.9.1 On appelle multiplicateurs de L l'ensemble

{eλ ∈ O(V )}λ∈Λ.
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La donnée d'un ensemble de multiplicateurs caractérise entièrement le �bré en
droites. En e�et, réciproquement, si on se donne une famille {eλ}λ∈Λ tel que eλ ∈
O∗(V ) pour tout λ ∈ Λ. En considérant l'espace quotient

L = (V × C)/ ∼

où ∼ est dé�nie par

(z, ζ) ∼ (z + λ, eλ(z) · ζ) ∀(z, ζ, λ) ∈ V × C× Λ

Alors L est un �bré en droites sur M qui a pour multiplicateurs la famille {eλ}λ∈Λ

en question.

Terminons par remarquer qu'il su�t de dé�nir les multiplicateurs sur une base
entière du réseau Λ.

B.9.2 Construction de �brés en droites

L'objectif de cette partie est de construire un �bré en droites ayant une classe
de Chern positive arbitraire.

On commence par un lemme de simpli�cation :

Lemme B.9.2 Soit L −→M un �bré en droites donné, il existe alors une base du
réseau Λ et une trivialisation globale qui induisent une famille de multiplicateurs sur
la base du réseau {eλα} tel que pour tout α ∈ {1, ..., n} on ait

eλα = 1.

Démonstration. Si on se donne une base entière {λ1, ..., λ2n} de Λ avec {λ1, ..., λn}
C-linéairement indépendant dans V. On a alors

V/Z{λ1, ..., λn} ' (C∗)n.

Et comme Z{λ1, ..., λn} ⊂ λ = ker(π), il existe π1 : Z{λ1, ..., λn} −→ M tel que le
diagramme suivant commute (théorème de factorisation)

V

π̃
��

π //M

V/Z{λ1, ..., λn}
π1

88

De plus, grâce au lemme de Poincaré, on a

H 1((C∗)n,O) = 0 et H 2((C∗)n,O) = 0
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on obtient alors que la première classe de Chern est un isomorphisme i.e

c1 : H 1((C∗)n,O∗) ∼−→H 2((C∗)n,Z),

cela signi�e que tout �bré en droites sur (C∗)n est entièrement déterminé par sa
première classe de Chern. Prenons, maintenant, pour tout �bré en droites L sur M ,
une base entière {λ1, ..., λ2n} de Λ tel que

c1(L) =
n∑

α=1

δαdxα ∧ dxn+α.

On remarque aussi que xn+α est une fonction correctement dé�nie sur V/Z{λ1, ..., λn}
donc [dxn+α] = 0 ∈ H1

DR(V/Z{λ1, ..., λn}), d'où c1(π∗1L) = π∗(c1(L)) = 0 et donc
Π∗1 est trivial. Si on prend alors une trivialisation φ̃ : π∗1L −→ (C∗)n × C, on peut
choisir une trivialisation φ de π∗Lqui étend φ̃, et nous avons

eλα(z) = 1 ∀α ∈ {1, ..., n}.

�
Prenons maintenant une (1, 1) forme entière positive à coe�cients constants, on

sait qu'il existe une base entière de Λ tel que

ω =
n∑

α=1

δαdxα ∧ dxn+α δα ∈ Z∗

on pose alors pour α ∈ {1, ..., n}

eα = δ−1
α λα.

De plus cette famille est une base complexe de V (voir partie précédente) et on a

(
λ1 · · · λ2n

)
=

 e1
...
en

Ω,

tΩ
(
dx1 · · · dx2n

)
=

 dz1
...
dzn


avec

Ω =
(

∆δ Z
)
,

où Z véri�e
Z =t Z et Im(Z) > 0.

On peut maintenant énoncer le lemme important :
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Lemme B.9.3 Le �bré en droites L −→M donné par les multiplicateurs suivants

eλα = 1 et eλn+α = exp(−2πizα) ∀α ∈ {1, ..., n}

véri�e
c1(L) = [ω].

Démonstration. Il faut commencer par véri�er que les expressions données sont
bien des multiplicateurs, le fait que ce soient des fonctions holomorphes non nulle
est direct, il reste à justi�er qu'ils véri�ent la relation

eλα(z + λβ)eλβ(z) = eλβ(z + λα)eλα(z).

Il y a plusieurs cas à traiter :

(1) α, β 6 n, alors ici tout est clair puisque touts les termes valent 1.

(2) α 6 n et β > n alors ici on a,

eλα(z + λβ) = eλα(z) = 1.

Il faut donc prouver que

eλβ(z) = eλβ(z + λα),

ce qui est le cas puisque la coordonnée α-ième de λα est δα, et comme δα ∈ Z,
le résultat en découle.

(3) β 6 n et α > n, ce cas est le même que le cas précédent, par symétrie des
rôles de α et β.

(4) α > n et β > n, pour travailler on va supposer que α, β 6 n et écrire "n+ α"
et " n+ β". On a alors

eλn+β(z + λn+λα)eλn+α(z) = exp(−2πi(zβ + Zβα + zα)),

car la β-ième coordonnée de λn+α est Zαβ, maintenant on utilise le fait que Z
est symétrique, pour obtenir

eλn+β(z + λn+λα)eλn+α(z) = exp(−2πi(zβ + Zαβ + zα))

et on conclut en remarquant que la α-ième coordonnée de λn+β est Zβα.

Maintenant, supposons que φ : π∗L −→ V × C est une trivialisation donnée par les
multiplicateurs précédents. On va calculer la classe de Chern de ce �bré en droites.
Commençons par prendre θ̃ de L au dessus de U , alors θ = φ∗(π∗θ̃) est une fonction
analytique satisfaisant

θ(z + λα) = θ(z),

θ(z + λn+α) = exp(−2iπzα)θ(z).
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Réciproquement, une telle fonction dé�nit une section de L. Maintenant, en prenant
une métrique ‖ − ‖ sur L qui s'écrit

‖θ̃(z)‖2 = h(z)|θ(z)|2,

pour toute section θ̃ de L. De plus, la fonction h satisfait alors pour tout λ ∈ Λ

h(z)|θ(z)|2 = ‖θ̃(z)‖2 = h(z + λ)|θ(z + λ)|2.

d'où
h(z + λα) = h(z),

h(z + λn+α) = | exp(2iπzα)|2h(z).

Et réciproquement, toute fonction h dé�nit une telle métrique sur L. Maintenant,
en décomposant la matrice de passage Z en partie réelle et imaginaire i.e sous la
forme Z = X +

√
−1Y , en particulier comme Y > 0, Y est inversible et on pose

W = Y −1. On a alors que la fonction

h(z) = exp(π/2
∑
αβ

Wαβ((zα − zα)(zβ − zβ − 2iYββ)

véri�e les propriétés précédentes et dé�nit donc une métrique sur L.
Maintenant, on va calculer la courbure associée à cette métrique

ΘL = ∂∂ log
1

h

=
− π
2
∂∂(
∑
αβ

Wαβ((zα − zα)(zβ − zβ − 2iYββ))

=
− π
2
∂(
∑
αβ

Wαβ((zα − zα)dzβ + (zβ − zβ − 2iYββ)dzα)

= π
∑
α,β

Wαβdzα ∧ dzβ.

Maintenant en utilisant le fait que

dzα = δαdxα +
∑
β

zαβdxn+β,

dzα = δαdxα +
∑
β

zαβdxn+β.

On trouve que

ΘL = π
∑
α,β

Wαβδαδβdzα ∧ dzβ

+ π
∑
α,β,γ

Wαβδα(Zβγ − Zβγ)dxα ∧ dxn+γ

+ π
∑
α,β,γ,η

WαβδαZβηZαγdxn+γ ∧ dxn+η.
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Pour conclure, on utilise le fait que Z =t Z et que W =t W , d'où la nullité de la
première et de la dernière ligne dans ce qui précède. Ainsi

ΘL = π
∑
α,β,γ

Wαβδα(Zβγ − Zβγ)dxα ∧ dxn+γ

d'où
ΘL = π

√
−1
∑
α,β,γ

WαβδαYβγdxα ∧ dxn+γ

et ainsi
ΘL = π

√
−1
∑
α,β,γ

δαdxα ∧ dxn+γ,

ce qui donne bien

c1(L) = [

√
−1

2π
Θ] = [ω].

�

B.9.3 Résultats concernant le translaté d'un �bré en droites

On considère un �bré L −→ M de classe de Chern positive. Prenons µ ∈ M et
posons τµ la translation dans M de vecteur µ. On peut alors considérer le �bré τ ∗µL.
On a alors les deux lemmes suivants

Lemme B.9.4 On a l'égalité suivante :

c1(τ ∗µL) = c1(L)

Démonstration. On sait que

c1(τ ∗µL) = τ ∗µc1(L).

Or, on sait que la translation τµ est homotopique à l'identité et que le tiré-en-arrière
est un invariant homotopique d'où

c1(τ ∗µL) = Id∗c1(L) = c1(L).

�
Et le second lemme est le suivant :

Lemme B.9.5 Tout �bré en droites ayant une classe de Chern nulle peut-être réa-
lisé grâce à des multiplicateurs constants.

Démonstration. On considère le diagramme de faisceaux suivant où les lignes sont
des suites exactes courtes :

0 → Z → O → O∗ → 0
q

0 → Z → C → C∗ → 0
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qui nous donne en cohomologie,

H1(M,O)
Ω→ H1(M,O∗)

c1→ H2(M,Z)
↑i∗1 ↑i∗2 q

H1(M,C)
Ω̃→ H1(M,C∗) → H2(M,Z)

Déjà, grâce au théorème de Dolbeaut, i∗1 représente la seconde projection dans la
décomposition de H1(M,C) en H1(M)1,0 ⊕ H1M)0,1 donc elle est en particulier
surjective. Ensuite, soit θ ∈ ker(c1) alors par exactitude on a θ ∈ Im(Ω), c'est-à-dire
qu'il existe θ̃ ∈ H1(M,O) tel que Ω(θ̃) = θ. Or comme i∗1 est surjective, on peut
toujours trouver Θ tel que i∗1(Θ) = θ̃. Par commutativité maintenant, on a

θ = Ω ◦ i∗1(Θ) = i∗2 ◦ Ω̃(Θ),

d'où θ ∈ Im(i∗2), i.e θ est cohomologue à un cocycle à coe�cients constants. On
conclut alors en utilisant l'isomorphisme entre le groupe des �brés en droites Pic(M)
et le H1(M,O∗), qui dit qu'en particulier les fonctions de transition sont alors don-
nées par les cocycles. �

Nous pouvons maintenant énoncer notre première propriété

Proposition B.9.6 Deux �brés sont translatés l'un de l'autre si et seulement si
leurs multiplicateurs di�érent d'une constante.

Démonstration. Comme tous les �brés qui se déduisent de l'un à l'autre par trans-
lation ont la même classe de Chern, on peut supposer que L a la forme de la propo-
sition B.9.3. Soit µ ∈M , les multiplicateurs de τµL sont pour α ∈ {1, .., n}

e′λα(z) = eλα(z + µ) = 1,

e′λn+α(z) = en+λα(z + µ) = exp(−2iπ(zα + µα)).

Ce qui permet de conclure. Réciproquement, on suppose que L est toujours donné
par les multiplicateurs de la proposition B.9.3 et que L′ est un autre �bré dont les
multiplicateurs di�érent de ceux de L par une constante, de plus quitte à utiliser le
lemme de simpli�cation B.9.2, on peut supposer que pour tout α ∈ {1, .., n}

eλα = 1,

e′λn+α = en+λα · cα.

Alors en posant µ =
∑

α

√
−1

2π
log(cα) · eα ∈ V , on a que L′ = τ ∗µL. �

Proposition B.9.7 Deux �brés sont translatés l'un de l'autre si et seulement si ils
ont la même classe de Chern.

Démonstration. Le sens direct est une conséquence directe d'un lemme qui pré-
cède. Pour le sens réciproque, on se donne deux �brés L et L′ sur M ayant la même
classe de Chern, on a alors directement que

c1(L∗ ⊗ L′) = c1(L′)− c1(L) = 0.

Alors en utilisant la proposition B.9.6, les multiplicateurs de L∗ ⊗ L′ sont des
constantes. Or par dé�nition les fonctions de transition de L∗ ⊗ L′ sont les rap-
ports des fonctions de transition de L′ et de L. On conclut alors facilement. �
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B.10 Théorème de Riemann

B.10.1 Fonctions et diviseurs Thêta

Nous conservons les notations de la section précédente. Soit donc V un espace
vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1, soit un réseau Λ ⊂ V et soit le
tore complexe M = V/Λ. On supposeras, de plus, que M est une variété abélienne.
Dans la section précédente, nous avons introduit la notion de multiplicateurs et
réalisé tout �bré en droites positif L −→M comme quotient du �bré trivial V ×C.
Nous allons maintenant décrire les sections de tels �brées que l'on réalisera comme
des fonctions holomorphes entières sur V satisfaisant des équations fonctionnelles
imposées par les multiplicateurs. L'étude de ces fonctions nous permet de prouver
le résultat suivant :

Théorème B.10.1 Soit L→M un �bré en droites positif et δ1, ..., δn les diviseurs
élémentaires de la polarisation c1(L) de M . Alors

h0(L) = dim(H0(M,O(L)) =
n∏
i=1

δi.

Démonstration. Choisissons une base {λ1, ..., λ2n} une Z-base de Λ telle que en
terme des coordonnes duales x1, ..., x2n on ait

c1(L) =
n∑
i=1

δidxi ∧ dxn+i.

Posons pour tout i ∈ {1, · · · , n}, vi = λi/δi. On choisit z1, ..., zn les coordonnées
complexes correspondantes sur M i.e. pour lesquelles la matrice des périodes Ω de
Λ est normalisée sous la forme

Ω = (∆δ, Z)

avec Z symétrique et Y = Im(Z) > 0.

Le résultat B.9.7 nous dit que le �bré L est déterminé à translation près par sa
classe de Chern, donc le �bré L0 donné pour tout i ∈ {1, · · ·n} par les multiplicateurs

uλi ≡ 1, uλn+i(z) = e2π
√
−1zi ,

a la même classe de Chern que L. Par ailleurs h0(L) étant invariant par transla-
tion on pourra supposer que L = τ ∗µL0 où τµ désigne la translation par µ et

µ =
1

2

n∑
i=1

Zi,ivi.

Des multiplicateurs dé�nissant L sont donnés par
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∀z ∈ V, eλi(z) = uλi(z − µ) = 1,

eλn+i(z) = uλi(z − µ) = e−2π
√
−1zi−π

√
−1Zi,i .

Par conséquent toute section θ̃ de L est donnée par une fonction holomorphe
entière θ sur V satisfaisant les conditions suivantes pour tout i ∈ {1, · · · , n} et pour
tout z ∈ V :

(1) θ(z + λi) = eλi(z)θz = θ(z),

(2) θ(z + λn+i) = eλn+i(z)θ(z) = e−2π
√
−1zi−π

√
−1Zi,iθ(z).

D'après la première condition, θ est périodique par rapport au sous-groupe Λ1 ⊂
Λ engendré par les {λ1, ..., λn}, elle admet donc un développement en séries de
Fourier sous la forme

∀z ∈ V, θ(z) =
∑
l∈Λ∗1

alexp(2π
√
−1〈l, z〉),

où Λ∗1 désigne le réseau dual de Λ1 vu comme réseau de l'espace vectoriel réel en-
gendré par {λ1, ..., λn}. En posant B la base {vi

δi
}i∈{1,...,n}, on a queMatB(λ1, ..., λn) =

∆δ donc on a Λ∗1 = ∆−1
δ Zn d'où (moyennant un changement d'indice)

(∗) ∀z ∈ V, θ(z) =
∑
l∈Zn

alexp(2π
√
−1〈l,∆−1

δ z〉).

La condition (2) impose alors des conditions sur les coe�cients de Fourier (al)l∈Zn
de θ : pour tout ∀i ∈ [|1, n|] et pour tout z ∈ V , on doit avoir

θz+λi+n =
∑
l∈Zn

alexp(2π
√
−1〈l,∆−1

δ (z + λi+n)〉)

=
∑
l∈Zn

alexp(2π
√
−1〈l,∆−1

δ λi+n).exp(2π
√
−1〈l,∆−1

δ z〉).

Or d'après (2)

θ(z + λn+i = e−2π
√
−1zi−π

√
−1Zi,iθ(z)

= e−2π
√
−1zi−π

√
−1Zi,i

∑
l∈Zn

alexp(2π
√
−1〈l,∆−1

δ z〉)

=
∑
l∈Zn

al+∆δeiexp(−π
√
−1Zi,i).exp(2π

√
−1〈l,∆−1

δ (z + λi+n)〉).

Donc, par unicité du développement en séries de Fourier, nous obtenons

(∗) al+∆δei = exp(2π
√
−1〈l,∆δλn+i〉+ π

√
−1Zi,i).al .

Ainsi θ est complètement déterminé par le choix des coe�cients
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{al / l = (l1, ..., ln) ∈ Zn,∀i ∈ [|1, n|], 0 ≤ li < δi}

par conséquent on a

h0(M,O(L)) ≤
n∏
i=1

δi.

Pour prouver l'égalité il faut véri�er que toute série de Fourier de la forme pré-
cédente est convergente. On a

θ(z) =
∑

0≤l′i<δi∀i

(
∑

l∈∆δZn
al′+l.exp(2π

√
−1〈l′ + l,∆−1

δ z〉))

=
∑

0≤l′i<δi∀i

exp(2π
√
−1〈l′,∆−1

δ z〉).(
∑
l∈Zn

al′+∆δl.exp(2π
√
−1〈∆δl,∆

−1
δ z〉)).

Posons alors pour tout l′ ∈ Zn tel que pour tout i ∈ {1, · · · , n}, 0 ≤ l′i < δi :

(∗∗) θl′(z) = e2π
√
−1〈l′,∆−1

δ z〉.
∑
l∈Zn

al′+∆δl.e
2π
√
−1〈∆δl,∆

−1
δ z〉).

Par linéarité de la relation de récurrence (∗) entre les coe�cients, une fonction
Thêta générale est de la forme

θ(z) =
∑

0≤l′<δ

al′ .θl′(z),

il su�t donc de prouver que les séries (∗∗) convergent. En notant bl = al′+∆δl, on a
pour tout i ∈ {1, · · · , n} :

bl+ei = al′+∆δl+∆δei

= e2π
√
−1〈(l′+∆δl),∆

−1
δ λn+i〉+π

√
−1Zi,i .al′+∆δl

= e2π
√
−1〈l,λn+i〉+2π

√
−1〈l′,∆−1

δ λn+i〉+π
√
−1Zi,i .

On résout ces relations en posant

bl = eπ
√
−1〈l,Zl〉+2π

√
−1〈∆−1

δ l′,Zl〉.

i.e.

|bl| = e−π〈l,Y l〉−2π〈∆−1
δ l′,Y l〉.

où Y = Im(Z), or Y étant dé�nie positive nous avons

〈l, Y l〉 > c′.||l||2
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pour une certaine constante c′ > 0 et

|〈∆−1
δ l′, Y l〉| < c′′||l||

pour une certaine constante c′′ > 0. Par conséquent, il existe une constante c > 0
telle que

|bl| < e−c||l||
2

pour ||l|| assez grand. Ainsi les séries (∗∗) convergent uniformément sur les com-
pactes de V ' Cn. �

Notons maintenant que si ω = c1(L) dé�nit une polarisation principale de M
alors H0(M,O(L)) est de dimension 1 et est engendré par la section θ̃ correspondant
à la fonction

θ(z) =
∑
l∈Zn

eπ
√
−1〈l,Zl〉.eπ

√
−1〈l,z〉

qui satisfait pour tout i ∈ {1, ·, n} et pour tout z ∈ V :

θ(z + ei) = θ(z), θ(z + λn+i) = e−2π
√
−1(zi+Zi,i/2).θ(z) et θ(z) = θ(−z)

La fonction θ précédente est appelé fonction θ de Riemann de la variété prin-
cipalement polarisée (M, [ω]), le diviseur Θ = [θ̃] = π({z / θ(z) = 0} est appelé
diviseur thêta de Riemann de la variété principalement polarisée (M, [ω]). De plus,
comme h0(M,O(L)) = 1 , Θ est entièrement dé�ni par L et par conséquent est
dé�ni à translation près par la polarisation [ω].

B.10.2 Variétés Jacobiennes et application d'Abel Jacobi

Prenons S une surface de Riemann compacte de genre g ≥ 1. On sait que
H1(S,Z) est un groupe abélien de rang 2g dont une base est formée d'éléments
{γ1, ...γ2g} ayant un nombre d'intersection nul sauf pour les cas suivants :

γj · γg+j = 1 et γg+j · γj = −1,

pour tout j ∈ {1, · · · , n}.Une telle base est appelée base canonique. On considère
une base {ω1, ...ωg}de l'espace Ω(S) des 1-formes holomorphes sur S. On dé�nit
alors le vecteur période par

λj =


∫
γ1
ω1

...∫
γ1
ωg


et la matrice des périodes de taille 2g × g par

Π =
(
λ1 · · · λ2g

)
.

On a les 2 résultats suivants dont on renvoie à [42] pour les démonstrations :
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Lemme B.10.2 Π ne dépend que des classes d'homologies des courbes γi.

�

Lemme B.10.3 les vecteurs λ1, ..., λ2g sont R-indépendants.

�
On peut ainsi dé�nir le réseau dans Cg :

Λ = Zλ1 ⊕ ...⊕ Zλ2g

et donc le tore complexe
J (S) = Cg/Λ,

que l'on appellera jacobienne de S. Un résultat important concernant les variétés
jacobiennes est le théorème des relations bilinéaires de Riemann, on renvoie toujours
à [42] pour la démonstration :

Théorème B.10.4 La matrice des périodes Π véri�e les deux relations suivantes

ΠQtΠ = 0 et
√
−1ΠQtΠ > 0

où

Q =

(
0 Ig
−Ig 0

)
.

�
Un des corollaires important de ce théorème est le suivant (on consultera toujours

[42] pour une preuve) :

Corollaire B.10.5 Pour toute base canonique H1(S,Z), il existe une base de Ω(S)
dans laquelle la matrice des périodes s'écrit

Π =
(
Ig Z

)
.

Une telle matrice est dit matrice de périodes normalisée et véri�e

Z =t Z et Im(Z) > 0.

�
Il en résulte que si x1, ..., x2g sont des coordonnées réelles sur Cg duales à la base

{λ1, ..., λ2g} la forme

ω =

g∑
i=1

dxi ∧ dxg+i

dé�nit une polarisation principale sur J (S) = Cg/Λ.

Nous dé�nissons maintenant l'application d'Abel-Jacobi :
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Dé�nition B.10.6 Soit p0 ∈ S un point �xé. L'application d'Abel-Jacobi est dé�nie
par

µ : Div(S) −→ J (S)

D =
∑k

i=1 nipi 7−→ (
∑k

i=1 ni
∫ pi
p0
ω1, ...,

∑k
i=1 ni

∫ pi
p0
ωg)

.

Notons que la dé�nition est indépendante du choix d'un chemin d'intégration du
point p0 aux points du diviseur car deux tels chemins di�èrent d'un cycle.

Nous dé�nissons également les symétrisés de S par :

Dé�nition B.10.7 Soit d ∈ N∗. On dé�nit S(d) le d-ième symétrisé de S comme
étant l'ensemble de tout les diviseurs e�ectifs de degrés d. On notera encore µ la
restriction de l'application d'Abel-Jacobi à S(d) et Wd = µ(S(d)).

Nous admettrons les résultats suivants (on renvoie toujours à [42] pour les dé-
monstrations)

Proposition B.10.8 Soit d ∈ N∗. On a alors :

(1) S(d) est une variété complexe de dimension d.

(2) L'application µ : S(d) → J (S) est holomorphe et sa di�érentielle est généri-
quement de rang maximal (pour la topologie de Zariski).

(3) L'image Wd est une sous variété analytique de dimension d de J (S).

�

Théorème B.10.9 La restriction de µ à S(g) est surjective ie Wg = J (S).

�

B.10.3 Le théorème de Riemann

Nous avons en vue le théorème de Riemann pour les variétés abéliennes principa-
lement polarisées d'après lequel le diviseur Θ de la jacobienne de S est un translaté
de W g−1. Nous commençons par un premier résultat utile à la démonstration :

Lemme B.10.10 Soit λ ∈ J (S). On note Θλ = (θλ) (où θλ(z) = θ(z − λ)) le
diviseur thêta du �bré translaté Lλ = τ ∗λL. On a alors deux cas possibles :

(1) La courbe A1
J(S) est inclue dans Θλ,

(2) Le nombre d'intersections comptées avec multiplicité de A1
J(S) avec Θλ est g.
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Démonstration.
Supposons que µ(S) 6⊂ Θ. Soit z ∈ S alors µ(z) ∈ Θ si et seulement si θ̃(µ(z)) =

0, il su�t donc de compter les zéros de la section µ∗θ̃ de µ∗L.

On identi�era la base {γ1, ..., γ2g} de H1(S,Z) dé�nie à la section précédente à
des cycles les représentant et véri�ant pour (i, j) ∈ {1, · · · , g}2 tel que i 6= j :

γi ∩ γj = ∅ = γg+i ∩ γg+j et #(γi ∩ γg+i) = 1.

En découpant S le long des (γi)i∈{1,...,2g}, on peut représenter S comme un poly-
gone ∆ dans le plan complexe dont les côtés parcourus dans l'ordre induit par l'orien-
tation de ∂∆ correspondant aux cycles γ1, γg+1, γ

−1
1 , γ−1

g+1, · · · , γi, γg+i, γ−1
i , γ−1

g+i · · · .
En notant µ̃ : ∆→ Cg le relevé de µ donné par l'intégration de p0 à z dans ∆, alors
d'après le théorème de l'argument, le nombre de zéros de µ̃∗θ est donné par

1

2π
√
−1

∫
∂∆

dlog(θ(µ̃(z))).

Nous allons évaluer cette intégrale en calculant séparément la contribution des
côtés γi et γ

−1
i , γg+i et γ

−1
g+i. Si z et z

∗ sont des points correspondants sur γj et γ
−1
j

respectivement alors

µ̃i(z
∗)− µ̃i(z) =

∫ z∗

z

ωi =

∫ p0

z

ωi +

∫
γg+j

ωi +

∫ z∗

p0

ωi =

∫ z∗

z

ωi = Zj,i,

i.e.

µ̃(z∗) = µ̃(z) + λg+j,

d'où

θ(µ̃(z∗)) = e−2π
√
−1(µ̃j(z)+Zj,j/2).θ(µ̃(z)).

Donc

1

2π
√
−1

∫
γj

dlog(θ(µ̃(z)) +
1

2π
√
−1

∫
γ−1
j

dlog(θ(µ̃(z))

=
1

2π
√
−1

∫
γ−1
j

dlog(e−2π
√
−1(µ̃j(z)+Zj,j/2))

=

∫
γj

dµ̃j(z)

=

∫
γj

ωj = 1.
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En transposant ce raisonnement à γg+j, γ
−1
g+j si z et z

∗ sont des points correspon-
dants sur γg+j et γ

−1
g+j on obtient

µ̃(z∗) = µ̃(z)− λj,

ainsi θ(µ̃(z∗)) = θ(µ̃(z)), et

1

2π
√
−1

∫
γg+j

dlog(θ(µ̃(z)) +
1

2π
√
−1

∫
γ−1
g+j

dlog(θ(µ̃(z)) = 0.

En sommant toutes ces contribution nous obtenons que le nombre de zéros comp-
tés avec multiplicité de µ̃∗θ dans ∆ est g.

�
Pour λ ∈J (S), écrivons le diviseur (µ∗θλ) sous la forme

(µ∗θλ) = p1(λ) + ...+ pg(λ).

On a alors le lemme suivant :

Lemme B.10.11 Il existe une constante κ ∈ J (S) telle que ∀λ ∈ J (S) tel que
µ(S) 6⊂ Θλ on ait

g∑
i=1

µ(pi(λ)) + κ = λ.

Démonstration. Comme précédemment, en représentant S comme le polygone ∆
dans le plan complexe, et en notant µ̃ : ∆→ Cg le relevé de µ, nous avons que µ̃∗θλ
s'annule exactement aux points zi(λ). Et donc par le théorème des résidus, on a

g∑
k=1

µ̃i(zk(λ)) =
1

2π
√
−1

∫
∂∆

µ̃i(z).dlog(θλ(µ̃(z)).

Pour conclure, on calcule cette intégrale de la même façon que dans le lemme
précédent. �

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème de Riemann :

Théorème B.10.12 Si κ désigne la constante du lemme précédent alors

Θ = Wg−1 + κ.

Démonstration. On commence par prouver que Wg−1 ⊂ Θ−κ. Soit D = p1 +
...+ pg ∈ S(g) un diviseur générique. Nous avons alors que les points (pi)i∈[|1,g|] sont
deux à deux distincts, la di�érentielle de µ : S(g) → J (S) en D est injective et,
µ(S) 6⊂ Θκ+µ(D). En posant

λ = µ(D) + κ,

on a alors, par le lemme précédent,
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Θλ ∩ µ(S) = p1(λ) + ...+ pg(λ).

Comme θ(µ) = θ(−µ) et en utilisant le fait que pour tout i ∈ {1, · · · , g},
θλ(µ(pi(λ))) = 0, on obtient

θ(µ(p1(λ)) + ...+ µ(pg−1(λ)) + κ) = θ(λ− µ(pg)) = θλ(µ(pg) = 0

i.e.
θ−κ(µ(p1) + ...+ µ(pg−1)) = 0.

Ainsi µ∗θ−κ s'annule sur un ouvert de Zariski de S(g−1), et donc, par continuité, sur
S(g−1) en entier. Ce qui nous donne bien Wg−1 ⊂ Θ−κ.

Maintenant Θ−κ et Wg−1 étant des diviseurs de J (S), nous pouvons écrire

Θ−κ = a.Wg−1 + Θ′

pour a ∈ N∗ et Θ′ un certain diviseur e�ectif de J (S). Nous montrons d'abord
que a = 1 puis que Θ′ = 0. Pour cela, remarquons que #(µ(S),Wg−1) ≥ g. Comme
l'involution x 7→ −x agit comme l'identité surH2(J (S)) = H1(J (S))∧H1(J (S)),
le cycle −µ(S) est homologue à µ(S). Prenons λ = µ(p1) + ... + µ(pg) un point
générique J (S) tel que −µ(S) 6⊂ Wg−1− λ, alors −µ(S) et Wg−1 se rencontrent en
des points isolés, et pour tout i ∈ {1, · · · , g} on a

−µ(pi) = µ(
∑
j 6=i

pj)− λ ∈ Wg−1 − λ.

Ainsi #(µ(S),Wg−1) ≥ g. Or nous avons

a.#(µ(S),Wg−1) + #(µ(S),Θ′).

Comme nous pouvons choisir λ de sorte que µ(S) 6⊂ Θ′ + λ, alors #(µ(S),Θ′) ≥ 0,
ainsi a = 1, #(µ(S),Wg−1) = g et #(µ(S),Θ′) = 0. Il reste à montrer que Θ′ = 0.
Comme #(µ(S),Θ′) = 0,

∀λ ∈J (S) µ(S) ∩Θ′λ 6= ∅⇒ µ(S) ⊂ θ′λ;

il s'en suit que

∀λ ∈J (S) Θ′λ ∩W2 = ∅⇒ W2 ⊂ Θ′λ

car nous avons la suite d'implications suivante :

µ(p1) + µ(p2) ∈ Θ′λ

⇒ µ(p2) ∈ Θλ+µ(p1)

⇒ ∀p∗2 ∈ S, µ(p∗2) ∈ Θλ+µ(p1)

⇒ ∀p∗2 ∈ S, µ(p1) + µ(p∗2) ∈ Θ′λ
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⇒ ∀p∗1, p∗2 ∈ S, µ(p∗1) + µ(p∗2) ∈ Θ′λ

ainsi W2 ⊂ Θ′λ. D'où par récurrence immédiate

∀n ∈ N∗ ∀λ ∈J (S) Θ′λ ∩Wn 6= ∅⇒ Wn ⊂ Θ′λ.

Or, d'après le théorème d'Abel-Jacobi Wg = J (S) ainsi Θ′λ ∩Wg = ∅ i.e. Θ′λ = 0.
�
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Annexe C

Mémoire M2 : Sur les solitons de

Kähler-Ricci dans les variétés de

Fano toriques
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Introduction

Un problème célèbre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique
d'Einstein. Une telle métrique g est une métrique riemannienne qui est proportion-
nelle à son tenseur de Ricci, noté Ric, c'est-à-dire qu'il existe un réel λ appelé
constante d'Einstein tel que

Ric = λg.

Cette équation est importante car elle est reliée à l'équation d'Einstein :

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = κTµν ,

qui décrit en relativité générale comment la matière et l'énergie modi�ent la géomé-
trie de l'espace-temps. Dans ce mémoire, nous nous placerons du point de vue de la
géométrie complexe et nous travaillerons en particulier sur des variétés kählériennes
compactes, ainsi toute métrique g induit une (1, 1)-forme réelle ω que l'on appelle
forme de Kähler et on peut s'intéresser à une équation similaire :

Ric(ω) = λω,

où Ric(ω) est la forme de Ricci associée à ω. Une métrique véri�ant une telle équa-
tion sera appelée dans ce cas métrique de Kähler-Einstein.

Pour étudier cette équation, il existe un lien entre ces métriques et la conver-
gence du �ot de Kähler-Ricci. Ce dernier consiste en une famille ωt de métriques
kählériennes dépendant d'un paramètre de temps t variant dans un intervalle de R
de la forme [0, T [ où T ∈ R ∪ {+∞} véri�ant

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0,

où ω0 est une forme de Kähler �xée au départ. On peut montrer qu'il existe une
solution maximale à cette équation dé�nie sur un intervallee [0, Tmax[ où Tmax ∈ R∪
{+∞}. L'idée maintenant est de déterminer Tmax et d'étudier la limite de ωt quand
t tend vers Tmax. Ici, les résultats ne sont pas généraux et dépendent d'un invariant
cohomologie de la variété kählérienne compacte M sous laquelle nous travaillons :
la première classe de Chern c1(M). Nous pouvons la dé�nir comme la classe de
cohomologie (réelle) de la forme de Kähler Ric(ω) (pour une forme de Kähler surM
quelconque, on montre qu'elle ne dépend pas d'un tel choix). Ce qui sera important,
c'est le "signe" de c1(M).

En e�et, si c1(M) < 0 alors on peut montrer que Tmax = +∞ et que la solution
maximal ω(t) de l'équation du �ot de Ricci (modulo renormalisation) converge vers
une métrique de Kähler-Einstein. Par contre le cas où c1(M) > 0 est plus di�cile,
en e�et, on peut montrer qu'il existe des variétés compactes M dont la première
classe de Chern est positive (on dit que c'est une variété de Fano) qui n'admettent
pas de métriques de Kähler-Einstein. Nous introduisons donc la notion de soliton de
Kähler-Ricci. On dit que (X, g) est un soliton de Kähler-Ricci sur M si
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• X est un champ de vecteurs holomorphe (complexe) sur M ,
• g est une métrique kählérienne sur M

telle que
Ric(ωg)− ωg = LX(ωg),

où on a posé :
• ωg est la forme de Kähler associée g,
• Ric(ωg) est la forme de Ricci associée ωg,
• LX(ωg) est la dérivée de Lie de ωg dans la direction de X.

On remarque immédiatement que cette équation généralise bien celle de Kähler-
Einstein, en e�et il su�t de prendre X = 0 pour la retrouver. L'objectif �nal de ce
mémoire est alors de montrer l'existence de solitons de Kähler-Ricci sur des variétés
compactes de Fano "particulières". Plus précisement, nous avons en vue le théorème
suivant :

Théorème C.0.13 Il existe un soliton de Kähler-Ricci, qui est unique modulo les
automorphismes holomorphes, sur toute variété compacte torique kählérienne de
Fano.

Le mémoire sera divisé en plusieurs parties. La première partie aura pour objectif
de dé�nir la notion de variétés toriques et de montrer quelques propriétés intéres-
santes qui réapparaîtront à la �n dans la démonstration du théorème d'existence de
solitons de Kähler-Ricci. La deuxième et la troisième partie auront pour objectif de
dé�nir les notions de géométrie kählérienne nécessaire à la compréhension du mé-
moire. La quatrième partie et la cinquième partie introduisent et étudient la notion
essentielle de �ot de Kähler-Ricci et démontrent les résultats de convergence énon-
cés plus haut. Finalement la sixième partie et dernière partie étudie les solitons de
Kähler-Ricci.
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C.1 Géométrie symplectique

C.1.1 Variété symplectique

Dé�nitions générales

Dans cette partie, nous allons juste rappeler les notions de variétés symplectiques
et de symplectomorphismes.

Dé�nition C.1.1 On dit que le couple (M,ω) est une variété symplectique si :

(1) M est une variété di�érentielle

(2) ω ∈ Γ(
∧2 T ∗M) est une 2-forme fermée non-dégénérée.

Remarque. Pour tout x ∈M , TxM est un R-espace vectoriel muni d'une forme bili-
néaire antisymétrique non dégénérée ωx. Matriciellement, la forme ωx est représentée
par une matrice antisymétrique inversible donc

0 6= det(ωx) = det(−ωx) = (−1)dimTxM det(ωx).

Cela implique que la dimension de TxM doit être paire. Or le supremum des
dimension de TxM est égal à la dimension de M donc M est obligatoirement une
variété di�érentielle de dimension paire.

L'exemple le plus simple mais qui nous servira dans la section C.1.5 est l'es-
pace vectoriel symplectique standard de dimension 2n : (R2n, ω) où R2n est l'espace
vectoriel réel canonique de dimension 2n muni de la forme bilinéaire ω dé�nie par :

ω =

(
0 In
−In 0

)
,

de plus, si (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) sont les coordonnées dans R2n alors

ω =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

Terminons par la dé�nition de morphismes symplectiques et de symplectomor-
phismes :

Dé�nition C.1.2 Soient (M,ω) et (N, η) deux variétés symplectiques. Une appli-
cation di�érentiable f : (M,ω)→ (N, η) est un morphisme symplectique si

f ∗η = ω.

Remarque. Comme ω est non dégénérée, dxf est alors un isomorphisme linéaire
pour tout x ∈M et donc f est un di�éomorphisme local.

De plus, si f est un di�éomorphisme (global) alors on dit que f est un symplec-
tomorphisme (ou di�éomorphisme symplectique). On peut alors dé�nir Symp(M,ω)
comme le groupe (pour la composition usuelle des applications) des symplectomor-
phismes de (M,ω). Terminons en disant que deux variétés symplectiques sont sym-
plectomorphes s'il existe un symplectomorphisme entre elles.
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Champ de vecteurs hamiltoniens

Dans cette partie, nous allons dé�nir les notions de champs de vecteurs hamilto-
niens et localement hamiltoniens. Pour cela, on considère une variété symplectique
(M,ω).

L'idée va être d'exploiter le fait que ω soit non-dégénérée, cette propriété va
induire un isomorphisme entre le �bré tangent et cotangent de M (comme dans
le cas des espaces vectoriels de dimension �nie où un produit scalaire induit un
isomorphisme entre l'espace vectoriel et son dual), cela va nous donner un lien entre
les fonctions lisses de M et les champs de vecteurs de M par l'intermédiaire de leur
application tangente.

Plus précisément, l'isomorphisme (de �brés vectoriels) entre TM et T ∗M est
donné par

ω[ : TM −→ T ∗M
X ∈ TxM 7−→ (Y 7→ ωx(Y,X) ∈ T ∗xM)

.

Maintenant, si f ∈ C∞(M,R) alors df ∈ T ∗M , donc l'isomorphisme précédent nous
donne l'existence et l'unicité d'un champ de vecteurs Xf véri�ant

ω(Y,Xf (x)) = dfx(Y ) ∀Y ∈ TxM,

ce qui nous conduit à la dé�nition suivante :

Dé�nition C.1.3 Soit f ∈ C∞(M,R), On appelle champ de vecteurs hamiltonien
associé à f , et on le note Xf , l'unique champ de vecteurs sur M véri�ant :

ω(Y,Xf (x)) = dfx(Y ) ∀Y ∈ TxM.

Remarque. La condition précédente peut encore se ré-écrire, en utilisant le produit
intérieur, de la façon suivante :

iXf (ω) = −df.

Les champs de vecteurs pour lesquels il existe une application f ∈ C∞(M,R)
véri�ant la relation précédente seront importants pour la suite, ce qui nous conduit
à la dé�nition suivante :

Dé�nition C.1.4 Soit X ∈ Γ(TM). On dit que X est hamiltonien si iXω est exacte
i.e.

∃f ∈ C∞(M,R), iXω = df.

On dit que X est localement hamiltonien si iXω est fermée i.e.

d(iXω) = 0.

On note H (M) l'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens et Hloc(M) l'en-
semble des champs de vecteurs localement hamiltoniens.
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Remarque. La dé�nition C.1.4 est compatible avec la dé�nition C.1.3.

Nous avons alors la suite exacte suivante :

0 −→H (M)
ι−→Hloc(M)

π−→ H1
DR(M) −→ 0,

où ι est l'inclusion de H (M) dans Hloc(M) et π est l'application qui à X ∈Hloc(M)
associe la classe de cohomologie de De Rham de ω[(X). En particulier, on voit que
tous les champs de vecteurs localement hamiltoniens sont hamiltoniens si H1

DR(M)
est nul i.e. par exemple si M est contractile.

Terminons avec une autre caractérisation du fait d'être localement hamiltonien :

Lemme C.1.5 Soit X ∈ Γ(TM). Le champ de vecteurs X est localement hamilto-
nien si et seulement si le �ot (φt)t∈I de X préserve la forme symplectique ω de M
i.e. φ∗tω = ω pour tout t ∈ I.

Démonstration. On utilise la formule de Cartan qui nous dit que

LX = d ◦ iX + iX ◦ d,

et donc comme ω est fermée alors

LXω = d(iXω).

On a les équivalences suivantes :

d ◦ iXω = 0⇐⇒ LXω = 0

⇐⇒
d

dt
φ∗tω |t=0 = 0 (par dé�nition de la dérivée de Lie,

on a que
d

dt
φ∗tω |t=0 = LXω)

⇐⇒ φ∗tω = φ∗0ω = ω, ∀t ∈ I (car φ0 = id).

Pour obtenir la dernière équivalence, on remarque le sens direct vient du fait que

d

dt
|t=t0φ∗tω =

d

ds
|s=0φ

∗
t0+sω = φ∗t0

d

ds
|s=0φ

∗
tω = φ∗t0LXω.

�

C.1.2 Action d'un groupe de Lie sur une variété symplectique

Dans cette partie, on �xe une variété symplectique (M,ω) et un groupe de Lie
G, d'algèbre de Lie g, qui agit sur M par l'application :

φ : G×M −→ M
(g, x) 7−→ g · x .
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Remarque. On rappelle que si G agit sur M alors on dé�nit le stabilisateur d'un
point x ∈M par

Gx = {g ∈ G, g · x = x}.
Alors on dit que l'action de G est e�ective (ou �dèle) si⋂

x∈M

Gx = {1},

et que l'action de G est libre si

∀x ∈M, Gx = {1}.
De plus, on rappelle aussi que φ induit un morphisme de groupe entre G et Diff(M)
par

φ : G −→ Diff(M)
g 7−→ φ(g, ·) .

En particulier, l'action est e�ective si et seulement si ρ est injective.

Action symplectique

Commençons par la dé�nition d'une action symplectique :

Dé�nition C.1.6 On dit que φ est une action symplectique si

φ(g, ·)∗ω = ω, ∀g ∈ G,
autrement dit si φ est un morphisme de groupe entre G et le groupe des symplecto-
morphismes Symp(M) de M .

Pour dé�nir la notion d'action hamiltonienne, nous avons besoin de la notion de
champs de vecteurs fondamentaux.

Soit ξ ∈ g. On peut associer à ξ un champ de vecteurs Xξ, dit champ de vecteurs
fondamental associé à ξ (pour l'action de φ) par la formule :

Xξ : M −→ TM

x 7−→
d

dt
φ(exp(−tξ), x)|t=0

.

Remarque. Une propriété importante qui découle de la dé�nition est que Xξ est le
champ de vecteurs sur M dont le �ot est donné par (t, x) 7→ φ(exp(−tξ), x).

Le lemme suivant permettra de chercher une condition nécessaire et su�sante
pour que tout champ de vecteurs fondamental soit hamiltonien.

Lemme C.1.7 Soit φ est une action symplectique. Tout champ de vecteurs fonda-
mental Xξ (pour l'action de φ) est localement hamiltonien i.e. pour tout ξ ∈ g, le
�ot de Xξ préserve la forme symplectique de ω de M .

Démonstration. D'après la remarque précédente, le �ot de Xξ est donné par
φt : x 7→ φ(exp(−tξ), x) or cette application préserve la forme symplectique car
l'action φ est symplectique, on conclut alors grâce au lemme C.1.5. �
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Action hamiltonienne

Passons à la dé�nition d'une action hamiltonienne :

Dé�nition C.1.8 On dit que φ est une action hamiltonienne s'il existe une appli-
cation µ : M −→ g∗ véri�ant
(1) φ est une action symplectique.
(2) Pour tout ξ ∈ g, le champ de vecteurs fondamental Xξ est hamiltonien i.e.

∀ξ ∈ g,∃µξ ∈ C∞(M,R), iXξω = dµξ.

(3) L'application
Θ : g −→ C∞(M,R)

ξ 7−→ µξ

est un morphisme d'algèbre de Lie (où C∞(M,R) est munie du crochet de
Poisson).

On pose alors
µ : M −→ g∗

p 7−→ (ξ 7→ µξ(p))
,

L'application µ est appelée application moment de l'action de G par φ.

Remarque. L'hypothèse (3) de la dé�nition précédente est nécessaire car sans elle
l'application X, Y 7→ {θ(X), θ(Y )} − θ([X, Y ]) n'est que localement constante, on
demande donc que cette constante soit nulle. On pourra consulter [3] pour plus de
détails.

Remarque. On peut montrer que les actions hamiltoniennes sont dé�nies à partir
de l'application moment de la façon suivante :

Dé�nition C.1.9 On dit que φ est une action hamiltonienne s'il existe une appli-
cation µ : M −→ g∗ véri�ant
(1) φ est une action symplectique.
(2) Pour tout ξ ∈ g, si on pose µξ := p 7→ 〈µ(p), ξ〉 alors

dµξ = iXξω,

i.e µξ est l'application hamiltonienne du champ de vecteurs fondamental asso-
cié à ξ.

(3) L'application µ est G-équivariante i.e.

〈µ(g ·m), ξ〉 = 〈Ad∗g µ(m), ξ〉,

où Ad∗ est l'action coadjointe de G sur g∗.

Pour plus de simplicité et de concision dans les énoncés qui suivent, nous intro-
duisons la notion de G-espace. On dit que (M,ω,G, µ) est un G-espace si
• (M,ω) est une variété symplectique,
• G un groupe de Lie agissant de manière hamiltonienne sur M et d'application
moment µ.
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Propriétés de l'application moment

Dans cette partie, nous allons énoncer quelques propriétés de l'application mo-
ment qui nous seront utiles par la suite. Pour cela, nous �xons (M,ω,G, µ) est un
G-espace et nous noterons φ l'action de G sur M , g l'algèbre de Lie de G et n la
dimension de g comme R-espace vectoriel.

Nous allons commencer par étudier l'application :

X : g −→ Γ(TM)
ξ 7−→ Xξ

.

Proposition C.1.10 L'application X est R-linéaire et donc dé�nit en particulier
un tenseur

X ∈ Γ(TM)⊗ g∗.

De plus, ce tenseur a alors pour expression :

X =
n∑
i=1

Xξi ⊗ (ξi)
∗,

où (ξi)i=1,··· ,n est une base de g.

Démonstration. Nous devons montrer que

∀(ξ, ξ̃, λ) ∈ g2 × R, Xξ̃+λξ = Xξ̃ + λ ·Xξ.

Commençons par rappeler que

Xξ(x) =
d

dt
φ(exp(−tξ), x)|t=0,

il faut donc montrer que

d

dt
φ(exp(−t(ξ̃ + λξ), x)|t=0 =

d

dt
φ(exp(−tξ̃), x)|t=0 + λ

d

dt
φ(exp(−tξ), x)|t=0.

Autrement dit, en posant pour tout ξ ∈ g :

Ωξ : R −→ M
t 7−→ φ(exp(−tξ), x)

,

nous devons montrer que pour tout x ∈M :

d

dt
Ωξ̃+λ·ξ|t=0 =

d

dt
Ωξ̃ |t=0 + λ ·

d

dt
Ωξ |t=0,

i.e.
d0Ωξ̃+λ·ξ(1) = d0Ωξ̃(1) + λ · d0Ωξ(1).
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Pour le calcul, on va poser :

Θ := ΘX : G −→ M
y 7−→ φ(y, x)

,

ainsi que pour tout ξ ∈ g :
τξ : R −→ g

t 7−→ t · ξ ,

ainsi on a que
Ωξ = Θ ◦ exp ◦τξ.

Avant de passer au calcul, nous rappelons que l'application tangente de l'exponen-
tielle d'un groupe de Lie en 0 est égale à l'identité (avec les identi�cations usuelles)
i.e.

d0 exp = idg,

et que comme τξ est linéaire, nous avons

d0τξ(1) = τξ(1) = ξ.

Maintenant, passons au calcul :

d0Ωξ̃+λ·ξ(1) = deΘ ◦ d0 exp ◦ d0τξ̃+λ·ξ(1)

= deΘ ◦ d0τξ̃+λ·ξ(1)

= deΘ(ξ̃ + λ · ξ)
= deΘ(ξ̃) + deΘ(λ · ξ))
= deΘ ◦ d0τξ̃(1) + λ · deΘ ◦ d0τξ(1)

= deΘ ◦ d0 exp ◦ d0τξ̃(1) + λ · deΘ ◦ d0 exp ◦ d0τξ(1)

= d0Ωξ̃(1) + λ · d0Ωξ(1).

Ainsi, X est R-linéaire. De plus, d'après les propriétés du produit tensoriel, il dé�nit
donc un tenseur

X ∈ Γ(TM)⊗ g∗.

De plus, ce tenseur a alors pour expression :

X =
n∑
i=1

Xi ⊗ ξ∗i ,

où (ξi)i=1,··· ,n est une base de g et Xi = X(ξi) = Xξi , ce qui permet de conclure.
�

Une conséquence de cette proposition est que la famille de sections Xξi engendre
un sous-�bré de TM . La question est de déterminer le rang de ce sous-�bré. Plus
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particulièrement, nous allons chercher une condition sous laquelle X va être injec-
tive i.e. la famille de sections Xξi engendre un sous-�bré de rang n. Une condition
su�sante va être que l'action φ est libre. Avant de démontrer ce fait, nous allons
devoir étudier plus en détails l'application moment.

Pour cela, on remarque que l'application moment µ est une application de M
dans g∗ et donc son application tangente Tpµ en un point p ∈M est une application
R-linéaire de TpM dans g∗. Nous allons déterminer l'image et le noyau de cette
application linéaire.

Proposition C.1.11 Soit µ : M −→ g∗ l'application moment d'une action hamil-
tonienne d'un groupe G, d'algèbre de Lie g. Alors, pour tout p ∈M , nous avons

ker dpµ = (Tp(G · p))ω|p :=
{
v ∈ TpM / ω|p(v, u) = 0 ∀u ∈ Tp(G · p)

}
,

et
im dpµ = g◦p :=

{
ϕ ∈ g∗ / 〈ϕ, ξ〉 = 0 ∀ξ ∈ gp

}
,

où G · p est l'orbite de p sous l'action de G et gp est l'algèbre de Lie du stabilisateur
Gp de p sous l'action de G.

Démonstration. Le résultat découle directement du résultat de géométrie di�éren-
tielle

Tp(G · p) =
{
Xξ|p / ξ ∈ g

}
= Vect(Xξ1|p, · · · , Xξn|p),

(voir [45] pour une démonstration) et du fait suivant

〈dxµ(Y ), ξ〉 = −iXξω(Y ) = ω(Y,Xξ), ∀ξ ∈ g, ∀x ∈M, ∀Y ∈ TxM.

�

Corollaire C.1.12 Si φ est une action libre alors pour tout p ∈ M on a que dpµ
est surjective i.e tous les points de M sont des points réguliers de l'application µ.

Démonstration. En e�et, on a

φ est libre⇐⇒ ∀p ∈M Gp = 0

=⇒ ∀p ∈M gp = 0

=⇒ ∀p ∈M g◦p = g∗

=⇒ ∀p ∈M, dpµ est surjective.

�
Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.1.13 Si φ est une action libre alors le sous-�bré engendré par la
famille de sections (Xξi)i=1,··· ,n est de rang n i.e. X est injective.
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Démonstration. Nous allons montrer queX est injective. Soit ξ ∈ g tel queX(ξ) =
0 i.e.

∀p ∈M, Xξ|p = 0 ∈ TpM,

d'où
iXξω|p = 0 ∈ T ∗pM.

Or iXξω|p = dpµ, nous avons donc dpµ : TM → g∗ est l'application nulle, ce qui
contredit le fait que Tpµ soit surjective, d'après le corollaire C.1.12. �

C.1.3 Variété torique symplectique

Les actions hamiltoniennes qui vont nous intéresser par la suite sont celles don-
nées par l'action du tore Td de dimension d sur une variété symplectique de dimen-
sion 2d. Cela nous conduit à la dé�nition de variété torique symplectique :

Dé�nition C.1.14 Un triplet (M,ω, µ) est une variété torique symplectique de di-
mension 2d si (M,ω) est une variété symplectique de dimension 2d munie d'une
action hamiltonienne et e�ective du tore Td de dimension d et d'application mo-
ment µ.

Avant de donner quelques exemples de variétés toriques, nous allons donner une
autre caractérisation des actions hamiltoniennes du tore. En e�et, en voyant Td
comme un produit de d-copies de la sphère S1 i.e. Td = S1 × · · · × S1, nous voyons
que Td est un groupe de Lie abélien donc la représentation adjointe et co-adjointe de
Td est triviale. Ce fait combiné au fait que l'algèbre de Lie de Td est (isomorphe à)
Rd nous donne la caractérisation suivante pour les actions hamiltoniennes du tore :

Lemme C.1.15 Soit une action symplectique e�ective du tore Td sur (M,ω). Alors
cette action est hamiltonienne si et seulement s'il existe une application µ : M →
(Rd)∗ (où Rd est considéré comme l'algèbre de Lie de Td) satisfaisant :
• Pour toute base (ξi)i=1,··· ,d de Rd, l'application µXξi : x 7→ 〈µ(x), ξi〉 est une
application hamiltonienne associée au champs de vecteurs fondamental Xξi

invariante par l'action de Td sur M.
De plus, dans ce cas, µ sera alors l'application moment de cette action.

Démonstration. Comme dit plus haut, Td étant abélien, on a que la représentation
co-adjointe de Td est triviale donc si µ est l'application moment d'une action du tore,
elle va véri�er

〈µ(g ·m), ξ〉 = 〈µ(m), ξ〉,

qui peut encore s'écrire

µξ(g ·m) = µξ(m), ∀(g,m) ∈ G×M,

i.e. µξ est G-invariante pour tout ξ ∈ Rd et donc a fortiori pour toute base de Rd.
Ce qui montre que la condition est nécessaire.
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Pour montrer que la condition est su�sante, il su�t de remarquer que par linéa-
rité on a

〈µ(x), ξ〉 =
d∑
j=1

λj〈µ(x), ξj〉,

ce qui nous donne que

µξ =
d∑
j=1

λj µ
ξj .

Pour conclure, il faut donc montrer que µξ est G-invariante, ce qui est le cas puisque
les µξj le sont, et que µξ est la fonction hamiltonienne du champ de vecteurs fonda-
mental Xξ, ce qui résulte de la suite d'égalités suivante :

dµξ =
d∑
j=1

λj dµ
ξj =

d∑
j=1

λj iXξjω = i(
∑d
j=1 λjXξj )ω = iXξω

(la dernière égalité résulte de la proposition C.1.10). �

Cette proposition nous permet de dé�nir facilement des actions hamiltoniennes
du tore. L'exemple le plus simple que nous pouvons construire, mais qui nous servira
à construire toutes les variétés toriques compactes dans la section suivante, est donné
dans la proposition suivante :

Proposition C.1.16 Considérons l'espace vectoriel réel R2d de dimension 2d muni
de sa forme symplectique ω usuelle :

ω =

(
0 Id
−Id 0

)
,

Alors en utilisant l'isomorphisme usuel entre R2d et Cd donné par

f : (R2)d −→ Cd

(xj, zj)1≤j≤n 7−→ (xj + i yj)1≤j≤n
.

et celui entre Td et (S1)d, nous avons que l'action naturelle de Td sur R2d donnée
par

φ : (S1)d × Cd −→ Cd

(t1, · · · , td)× (z1, · · · , zd) 7−→ (t1 · z1, · · · , td · zd)
,

est hamiltonienne d'application moment

µ : Cd −→ Rd

(z1, · · · , zd) 7−→
1

2
(|z1|2, · · · , |zd|2)

.
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Démonstration. Il su�t de traiter le cas d = 1 i.e. l'action de S1 sur C dé�nie par

φ : S1 × C −→ C
t× z 7−→ t · z .

Commençons par véri�er que cette action est bien symplectique i.e.

φ(t, ·)∗ω = ω,∀t ∈ S1.

On sait que ω s'écrit en coordonnées locales sous la forme

ω =

√
−1

2
dz ∧ dz,

et donc pour tout t ∈ S1, on a

φ(t, ·)∗ω =

√
−1

2
dφ(t, ·)∧dφ(t, ·) =

√
−1

2
t·t dz∧dz =

√
−1

2
|t|2 dz∧dz =

√
−1

2
dz∧dz = ω.

Ainsi, on a bien que φ est une action symplectique.
Maintenant, nous allons utiliser le lemme précédent pour montrer que l'action

est hamiltonienne i.e. il su�t de chercher une application hamiltonienne pour le
champ de vecteurs fondamental associé i qui est un générateur de l'algèbre de Lie
T1S1 = i · R de S1.

De plus, on sait que l'application exponentielle de groupe de Lie pour S1 est
donnée par l'exponentielle complexe usuelle :

exp : T1S1 −→ S1

i · x 7−→ exp(i · x)
.

Un calcul simple nous donne alors que le champ de vecteurs fondamental associé à
i est

Xi : x 7→ i · x,

et un second calcul nous donne bien que µ a pour expression

µ : C −→ R

z 7−→
1

2
|z|2

.

�

C.1.4 Réduction symplectique

Lemme C.1.17 Soit G un groupe de Lie compact tel que (M,ω,G, µ) soit un G-
espace.

Alors pour toute valeur régulière c ∈ M de µ invariante sous la représentation
co-adjointe de G, µ−1(c) est une sous variété G-invariante de M .
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De plus, si l'action de G est libre, M//cG := µ−1(c)/G est alors une variété
symplectique (dite quotient symplectique de M par G) de dimension égale à (dimM−
2 dimG) telle que si on note ω̃ la forme symplectique sur M//cG alors elle véri�e

i∗ω = π∗ω̃,

où i : µ−1(c)→M est l'inclusion et π : µ−1(c)→M//cG est la projection canonique.

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n'apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie à [41] par exemple. �

Lemme C.1.18 Soit un groupe de Lie compact G tel que (M,ω,G, µ) soit un G-
espace et soit N un sous-groupe de Lie fermé de G.

Alors l'action de N induite par celle de G nous donne que (M,ω,N, µN) est un
N-espace tel que l'application moment µN est dé�nie par

µN = i∗ ◦ µ

où i∗ est l'application adjointe de l'inclusion i : n → g de l'algèbre de Lie n de N
dans l'algèbre de Lie g de G.

De plus, si N est un sous-groupe distingué de G alors pour tout c̃ ∈ g∗ invariant
sous l'action co-adjointe de G tel que N agisse librement sur µ−1

N (c) où c = i∗(c̃),
alors nous avons que l'action G/N induite par celle de G sur M//cN est hamilto-
nienne d'application moment (µ− c̃)|µ−1(c).

Démonstration. Nous dé�nissons l'action de G/N sur M//cN par

θ : G/N ×M//cN −→ M//cN
([g], [z]) 7−→ [g · z]

.

Il faut montrer que cette application est bien dé�nie i.e. g · z ∈ µ−1
N (c) et que

[g · z] ne dépend que de la classe de g et de la classe de z. Commençons par montrer
que g · z ∈ µ−1

N (c). Pour cela, on utilise le fait que

z ∈ µ−1
N (c)⇐⇒ 〈µ(z)− c̃, ξ〉 = 0, ∀ξ ∈ n.

On a alors la suite d'égalités suivante :

〈µ(g · z)− c̃, ξ〉 = 〈Ad∗g(µ(z))− Ad∗g c̃, ξ〉
= 〈µ(z)− c̃, Adg−1ξ〉
= 0,

donc g · z appartient bien à µ−1
N (c). Maintenant, pour montrer que [g · z] ne dépend

que de la classe de [g] et de [z]. Pour cela, on utilise le fait que N est un sous-groupe
distingué. En e�et, si on prend g̃ := gh un représentant de gN et z̃ := h̃ · z un
élément de l'orbite de Nz alors [g · z] = [(gh) · (h̃ · z)] = [g̃ · z̃], il su�t de prendre
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k = g · (hh̃)−1g−1 qui appartient bien à N car N est distingué et de remarquer que
k((gh) · (h̃ · z)) = g · z.

Comme 〈µ(z) − c̃, ξ〉 = 0 pour tout ξ ∈ n et pour tout z ∈ µ−1
N (c) on a que

ν := (µ− c̃)
∣∣
µ−1
N (c)

est à valeur dans l'annulateur n◦ de n dans g∗. De plus, comme on

a un isomorphisme entre n◦ et g/n, on peut voir ν comme un morphisme de µ−1
N (c)

à valeurs dans (g/n)∗.
Nous voulons passer au quotient l'application ν a�n d'obtenir une application

ν : M//cN → (g/n)∗. Il faut donc montrer que pour tout g ∈ N , on a ν(g ·z) = ν(z).
Pour cela, on remarque que pour tout g ∈ N , on la suite d'égalité suivante :

〈ν(g · z), ξ〉 = 〈µ(g · z)− c̃, ξ〉
= 〈(Ad∗g(µ(z)− c̃), ξ〉
= 〈(µ(z)− c̃, Adg−1(ξ)〉
= 〈ν(z), Adg−1(ξ)〉
= 〈ν(z), ξ〉.

On conclut en montrant que ν est l'application moment associée à la forme ω̃
dé�nie dans la proposition C.1.17 i.e

〈dν, [ξ]〉 = −ω(·, X[ξ]),

ce qui est une conséquence directe de la formule véri�ée par ω̃ et par ω (voir propo-
sition C.1.17) : i∗ω = π∗ω̃. �

Remarque. Comme la projection canonique u : g→ g/n est surjective, on a que son
adjoint u∗ : (g/n)∗ → g∗ est injective. On peut alors remarquer (voir la preuve juste
au-dessus) que le plongement a�ne l = u∗+c̃ nous donne le diagramme commutatif :

µ−1
N (c)

q

��

µ // (i∗)−1(c) ⊂ g∗

M
ν // (g/n)∗.

l

OO

où q est la projection canonique. De plus, comme l est injective et que q est sur-
jective, l'application moment est l'unique application ν : M → (g/n)∗ rendant le
diagramme précédent commutatif.

Notre principale utilisation de la réduction symplectique sera dans la section
suivante pour la construction de variétés symplectiques pour le théorème de classi-
�cation des variétés toriques compactes.
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C.1.5 Classi�cation des variétés toriques symplectiques com-
pactes

Polytope de Delzant

Dé�nition C.1.19 Un polytope ∆ dans (Rn)∗ est dé�ni comme l'intersection de
demi-espaces :

∆ =
{
x ∈ (Rn)∗ / 〈x, vi〉 ≥ λi, i ∈ {1, · · · , d}

}
,

où d > n, vi ∈ Rn et λi ∈ R.

Pour tout i ∈ {1, · · · , d}, on dé�nit l'ensemble

σi := ∆ ∩ {x ∈ (Rn)∗ / 〈x, vi〉 = λi},

et on dit que σi est une face de ∆. On dit aussi que vi est alors un vecteur normal
à σi.

Nous terminons cette section avec la dé�nition d'un polytope de Delzant :

Dé�nition C.1.20 Un polytope ∆ de (Rn)∗ est un polytope de Delzant rationnel
s'il véri�e :

(i) Pour tout sommet p du polytope ∆, p appartient à exactement n faces σi1 , · · · , σin,
dont les vecteurs normaux vi1 , · · · , vin forment une base de Rn.

(ii) Pour tout i ∈ {1, · · · , d}, vi ∈ Zn.
De plus, si ∆ véri�e la condition suivante :

(iii) Pour tout sommet p, les vecteurs normaux sortants {vi1 , · · · , vin} des faces
σi1 , · · · , σin contenant p peuvent être choisis pour former une Z-base de
Zn,

alors on dit que ∆ est un polytope entier de Delzant.

Théorème de classi�cation des variétés toriques

Nous avons le théorème de Delzant suivant qui permet de classer les variétés
toriques modulo symplectomorphismes :

Théorème C.1.21 Il existe une bijection entre les variétés toriques symplectiques
et les polytopes de Delzant donnée par

{variétés compactes toriques et symplectiques}/ ∼ ∼−→ {polytopes de Delzant entiers}
(M,ω, µ) 7−→ µ(M)

.

où ∼ est la relation d'équivalence "modulo symplectomorphismes".
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Construction de M∆

Dans cette partie, nous allons nous donner un polytope de Delzant ∆ et construire
la variété torique (M∆, ω∆, µ∆) telle que µ∆(M∆) = ∆ i.e. nous allons montrer la
surjectivité de l'application décrite dans le théorème C.1.21. L'idée va être d'obtenir
M∆ comme le quotient symplectique de l'espace vectoriel symplectique standard de
dimension 2d par l'action naturelle d'un sous-groupe N de dimension (d−n) du tore
T d = Rd/2πZd.

Fixons un polytope de Delzant ∆ de (Rn)∗ dé�ni comme l'intersection de demi-
espaces :

∆ =
{
x ∈ (Rn)∗ / 〈x, ui〉 ≥ λi, i ∈ {1, · · · , d}

}
,

où d > n, ui ∈ Zn et λi ∈ R.
Nous pouvons voir Zd comme le groupe libre abélien engendré par les d faces

σi de ∆ et donc voir Rd comme l'espace vectoriel obtenu en tensorisant : Rd =
Zd ⊗Z R. Nous pouvons donc considérer l'espace vectoriel symplectique standard
R2d = Zd ⊗Z R2.

De plus, sur l'espace R2d vu comme Zd ⊗Z R2 , nous pouvons dé�nir l'action
hamiltonienne naturelle (voir la proposition C.1.16 de la section C.1.3) du tore Td
dé�nie de la façon suivante :

[a1, · · · , ad] ·
d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj) =
d∑
j=1

σi ⊗ (rj, θj + aj),

où [a1, · · · , ad] est la classe de (a1, · · · , an) ∈ Rd modulo 2πZd et où R2 ' C est
muni des coordonnées polaires (r, θ). L'application moment est alors donnée par :

µ : Rd −→ (Rd)∗

d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj) 7−→
1

2

d∑
j=1

r2
j · σ∗j

où les σ∗j forment la base duale de celle des σj.
Terminons les notations en introduisant le morphisme de groupe u : Zd −→ Zn

dé�ni par :
u : Zd −→ Zn

d∑
i=1

ki · σi 7−→
d∑
j=1

kj · uj
.

Ce morphisme est correctement dé�ni grâce à la propriété (ii) de la dé�nition C.1.20
des polytopes de Delzant. On note aussi u : Rd → Rn le morphisme d'espaces
vectoriels induit par le précédent, il est donné par :

u : Rd −→ Rn

d∑
i=1

λi · σi 7−→
d∑
j=1

λj · uj
.
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Grâce à la propriété (i) de la dé�nition C.1.20 des polytopes de Delzant, on
obtient que ce dernier morphisme est surjectif. En�n par passage au quotient, nous
obtenons un morphisme induit entre les tores Td et Tn, que noterons encore u :
Td → Tn. De plus, comme le précédent est surjectif, celui-ci sera aussi surjectif. On
notera alors

N := ker(u : Td −→ Tn),

et
n := ker(u : Rd −→ Rn).

Par la suite, nous aurons besoin de deux propriétés de l'application u que nous
énonçons maintenant :

Lemme C.1.22 A partir de l'application u : Rd −→ Rn, nous pouvons dé�nir son
application adjointe u∗ : (Rn)∗ −→ (Rd)∗ qui aura pour expression :

u∗ : (Rn)∗ −→ (Rd)∗

x 7−→
d∑
j=1

〈x, uj〉σ∗j
.

De plus, on a que l'annulateur n◦ de n dans (Rd)∗ est égal à imu∗ :

Démonstration. On rappelle que u∗ est l'application dé�nie par

u∗ : (Rn)∗ −→ (Rd)∗

x 7−→ x ◦ u ,

et que
n◦ =

{
x ∈ (Rd)∗ / x|n ≡ 0

}
.

Maintenant, comme Rd est engendré par la famille (σi)i=1,··· ,d alors (Rd)∗ est engendré
par la base duale (σ∗i )i=1,··· ,d, ainsi

u∗(x) =
d∑
i=1

xiσ
∗
i .

or pour tout i ∈ {1, · · · , d}, on a, par dé�nition de la base duale, que

xi = 〈u∗(x), σi〉 = x ◦ u(σi) = 〈x, ui〉.

Maintenant, pour montrer que n◦ = imu∗ on raisonne par double inclusion. Si
y ∈ im(u∗) alors il existe x ∈ (Rn)∗ tel que y = x ◦ u et donc pour tout n ∈ n, nous
avons

y(n) = x ◦ u(n) = x(u(n)) = x(0) = 0,

d'où imu∗ ⊂ n◦. Pour l'inclusion réciproque, prenons y ∈ n◦ alors s'il existe x ∈
(Rn)∗ tel que y = x ◦ u alors y(Θ) = x ◦ u(θ) où θ ∈ u−1(Θ). Pour que cette appli-
cation soit bien dé�nie, il faut avoir u−1(Θ) 6= ∅, ce qui est le cas car u surjectif, et
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que y(Θ) ne dépend pas du choix de θ dans u−1(Θ), ce qui est le cas puisque si θ1 et
θ2 appartiennent à u−1(Θ) alors θ1−θ2 appartient n d'où x◦u(θ1) = x◦u(θ2). L'ap-
plication ainsi construite prouve que y ∈ imu∗, ce qui donne l'inclusion réciproque.�

Nous pouvons passer maintenant à la construction de notre variété M∆. Pour
cela, on considère l'action de N sur R2d obtenue par restriction de celle de Td sur R2d.
Par le lemme C.1.18, l'action de N est encore hamiltonienne avec comme application
moment µN = i∗ ◦ µ où i∗ : (Rd)∗ → n∗ obtenu comme l'adjoint de l'inclusion
i : n ↪→ Rd. On considère maintenant l'ensemble de niveau µ−1

N (c) où c := i∗(−λ)

avec λ := (λ1, · · · , λd) :=
∑d

i=1 λiσ
∗
i .

Commençons par remarquer que :

µ−1
N (c) =

{
v ∈ R2d / ∃x ∈ (Rn)∗, µ(v) + λ = u∗(x)

}
.

En e�et, on a la suite d'équivalences suivante :

v ∈ µ−1
N (c)⇐⇒ µN(v) = c = i∗(−λ)

⇐⇒ µN(v)− i∗(−λ) = 0

⇐⇒ (µ− λ)|n = 0

⇐⇒ µ− λ ∈ n◦

⇐⇒ µ− λ ∈ imu∗ grâce au lemme C.1.22.

⇐⇒ ∃x ∈ (Rn)∗, µ(v) + λ = u∗(x)

Maintenant, en utilisant l'expression de l'adjoint u∗ (que nous avons calculé dans le
lemme C.1.22) et en l'exprimant coordonnée par coordonnée, on obtient que si

v =
d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj),

alors

v ∈ µ−1
N (c)⇐⇒ ∃x ∈ (Rn)∗, ∀j = 1, · · · , d lj(x) := 〈x, uj〉 − λj =

r2
j

2
.

En posant l := (l1, · · · , ln), on obtient que

v ∈ µ−1
N (c)⇐⇒ µ(v) ∈ im l.

De plus, l'élément x ∈ (Rn)∗ est entièrement déterminé par v. En e�et, on a que

∀j ∈ {1, · · · , d}, 〈x, uj〉 = λj +
r2
j

2
.

et la famille des {uj / j = 1, · · · , d} engendre l'espace Rn. Et comme, on a que

∀j ∈ {1, · · · , d}, 〈x, uj〉 = λj +
r2
j

2
≥ λj,
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on a que x ∈ ∆. On peut donc dé�nir l'application suivante :

ν : µ−1
N (c) −→ ∆

v 7−→ x
.

Proposition C.1.23 L'application ν véri�e les deux propriétés suivantes :

(i) ν(v) = x ∈ ∆ appartient à l'intérieur de ∆ (c'est-à-dire le complémentaire des
faces) si et seulement si pour tout i ∈ {1, · · · , d}, on a ri 6= 0.

(ii) ν est surjectif,

(iii) ∀v ∈ µ−1
N (c), l(ν(v)) = µ(v),

(iv) ∀v ∈ ν−1(x), Td · v = ν−1(x).

Démonstration.

(i) Si pour un j ∈ {1, · · · , d}, on a rj = 0 alors lj(x) = 0 et donc 〈x, uj〉 = λj d'où
x ∈ σj. Pour la réciproque, on peut remonter le raisonnement précédent.

(ii) Soit x ∈ ∆. On a donc

∀j ∈ {1, · · · , d}, 〈x, uj〉 ≥ λj,

on peut donc écrire que

∀j ∈ {1, · · · , d}, 〈x, uj〉 = λj + εj,

avec εj > 0. En posant rj := 2
√
εj, on obtient que

∀j ∈ {1, · · · , d}, 〈x, uj〉 = λj +
r2
j

2
.

Et donc on a que

∀j ∈ {1, · · · , d}, rj =
√

2〈x, uj〉 − λj.

Ainsi l'élément v =
∑d

j=1 σj ⊗ (rj, 0) convient.

(iii) Direct par dé�nition des di�érentes applications qui apparaissent.

(iv) Soit v =
∑d

j=1 σj ⊗ (rj, θj) ∈ ν−1(x) et soit [a1, · · · , ad] ∈ Td. On a alors que

[a1, · · · , ad] · v =
d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj + aj),

donc µ([a1, · · · , ad]·v) = µ(v) = l(x) ∈ im l d'où [a1, · · · , ad]·v ∈ µ−1
N (c) et plus

particulièrement [a1, · · · , ad] · v ∈ ν−1(x). Ce qui nous donne l'inclusion Td ·
v ⊂ ν−1(x). Montrons maintenant l'inclusion réciproque. Soient deux éléments
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v =
∑d

i=1 σi ⊗ (rj, θj) et ṽ =
∑d

i=1 σi ⊗ (r̃j, θ̃j) appartenant à ν−1(x). On a
alors que pour tout j ∈ {1, · · · , n} :

(rj)
2

2
= µ(v)j = lj(ν(v)) = lj(x) = lj(ν(ṽ)) = µ(ṽ)j =

(r̃j)
2

2
,

d'où
rj = r̃j, ∀j ∈ {1, · · · , n}.

Ainsi, en posant pour tout j ∈ {1, · · · , n}, aj = θ̃j − θj, on obtient

ṽ =
d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj + aj) = [a1, · · · , ad] · v.

On obtient donc l'autre inclusion ν−1(x) ⊂ Td · v. Ce qui permet de conclure.

�

Proposition C.1.24 L'ensemble de niveau µ−1(c) est compact. En particulier, µ
est propre.

Démonstration. Pour commencer, comme µ−1 est continue alors µ−1(c) est fermé
comme image réciproque d'un singleton (donc d'un fermé) par une application conti-
nue. De plus, pour tout élément v =

∑d
j=1 σj ⊗ (rj, θj) ∈ µ−1(c), on a :

1

2
(r2

1, · · · , r2
d) = µ(x) = c = i∗(λ) = (λ1, · · · , λd).

Cela signi�e que µ−1(c) est borné. Donc nous obtenons que µ−1(c) est un fermé
borné et comme nous sommes dans Rd qui est un espace vectoriel de dimension
�nie, µ−1(c) est compact.

Comme l'image réciproque de tout singleton est compact, nous avons que µ est
bien propre. �

Corollaire C.1.25 L'ensemble de niveau µ−1
N (c) est compact.

Démonstration. En e�et, d'après la proposition C.1.23, on a que

µ(µ−1
N (c)) = l(∆).

On conclut grâce au fait que µ est propre (proposition C.1.24) et que l(∆) est
compact comme image d'un compact par une application continue. �

Nous allons maintenant étudier l'action de Td et de N sur µ−1
N (c). Pour cela

nous notons (Td)z (respectivement Nz) le stabilisateur de z sous l'action de Td
(respectivement de N). Commençons par la propriété suivante :

Proposition C.1.26 Nous avons que ∆◦ =
{
ν(v) / v ∈ µ−1

N (c), (Td)v = {0}
}
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Démonstration. Nous allons étudier le stabilisateur de v sous l'action de Td dans
le cas où µ(v) ∈ ∆◦ ou que µ(v) 6∈ ∆◦.

Commençons par le cas où µ(v) ∈ ∆◦. En e�et, dans ce cas, nous savons grâce à
la proposition C.1.23 que

v =
d∑
j=1

σj ⊗ (rj, θj), rj 6= 0 ∀j ∈ {1, · · · , d}.

Soit [a1, · · · , ad] ∈ Td. Supposons que

[a1, · · · , ad] · v = v,

nous avons alors que
∀j ∈ {1, · · · , d}, θj = θj + aj,

cela signi�e que
∀j ∈ {1, · · · , d}, aj = 0.

Nous avons alors que
[a1, · · · , ad] = [0, · · · , 0].

Traitons maintenant le cas où µ(v) 6∈ ∆◦. Cela signi�e que ν(v) appartient à k
faces σj1 , · · · , σjk , grâce à la proposition C.1.23, cela nous donne que

∀i ∈ {1, · · · , k}, rjk = 0.

Quitte à renuméroter, on peut supposer que ji = i pour tout i ∈ {1, · · · , k}. En
faisant un raisonnement similaire au cas précédent, nous avons alors que

(Td)v =
{

[a1, · · · , ak, 0, · · · , 0] / ai ∈ R/Z
}
.

�
Nous allons montrer que l'action de N est libre. Dans ce cas, nous pourrons

utiliser le lemme C.1.17 et obtenir que M = µ−1(c)/N est une variété symplectique

Proposition C.1.27 L'action de N sur µ−1
N (c) est libre i.e.

∀v ∈ µ−1
N (c), Nv = {0}.

Démonstration. Commençons par remarquer que nous avons

Nv = (Td)z ∩N.

En premier lieu, traitons le cas où µ(v) est un sommet de ∆. Grâce à la propriété
(i) de la dé�nition C.1.20 des polytopes de Delzant, nous obtenons qu'il existe un
ensemble d'indice I = {i1, · · · , in} tel que v appartienne aux faces σi1 , · · · , σin .
Quitte à renuméroter, on peut supposer I = {1, · · · , n} et nous avons alors montré
dans la démonstration de la proposition C.1.26 que

(Td)v =
{

[a1, · · · , an, 0, · · · , 0] / ai ∈ R/Z
}
.
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Posons alors

(Rd)v := π−1((Td)v) ⊂ Rd où π : Rd −→ Td est la projection canonique,

et
(Zd)v := (Rd)v ∩ Zd.

Or en considérant u|(Rd)z : (Rd)z → Rn envoie les vecteurs {σi / i = 1, · · · , n}
sur la Z-base {vi / i = 1, · · · , n} (par la propriété (iii) de la dé�nition C.1.20 des
polytopes de Delzant), nous obtenons que u : (Td)z → Tn est bijective. Ainsi, comme
N = ker(u), nous obtenons que N ∩ (Td)z = {0}.

Pour le cas général, si µ(v) appartient à une face, il su�t de remarquer que son
stabilisateur va être inclus dans le stabilisateur d'un sommet appartenant à cette
face. �

Comme dit précédemment, nous avons alors que M := µ−1
N (c)/N est une va-

riété symplectique compacte de dimension 2d− 2(d− n) = 2n. En e�et, comme N
agit librement sur µ−1

N (c), c est une valeur régulière de µN et donc µ−1
N (c) est une

sous-variété fermée de R2d et donc le quotient M := µ−1
N (c)/N est une variété sym-

plectique compacte de dimension 2n par le lemme C.1.17. Maintenant, on conclut
grâce au point (iii) de la proposition C.1.23 et à la remarque qui suit la démons-
tration du lemme C.1.18 que ν induit une application moment ayant pour image ∆
pour l'action naturelle du tore Tn = Td/N sur M = µ−1

N (c)/N .
Grâce à cette construction, nous pouvons obtenir un résultat intéressant qui nous

donne un système de coordonnées sur

M◦ =
{
p ∈M / (Tn)p = {0}

}
,

donné par l'application moment µ.

Proposition C.1.28 Soit (M,ω, µ) une variété torique symplectique. On note ∆
le polytope de Delzant, et ∆◦ l'intérieur de ce polytope. En posant

M◦ =
{
p ∈M / (Tn)p = {0}

}
,

nous avons alors
M◦ ' ∆◦ × Tn.

Démonstration. Par la proposition C.1.24, nous savons que µ est une application
propre. De plus comme l'action de Tn restreint à M◦ est libre, on a grâce à la
proposition C.1.12 que µ est une submersion. Terminons en remarquant que µ est
surjective grâce à la proposition C.1.23. En résumé, µ est une submersion surjective
et propre donc d'après le théorème de �bration d'Ehresmann, µ est une �bration.
Ainsi, pour tout x ∈ ∆◦, il existe un voisinage ouvert U ⊂ ∆◦ de x tel qu'on ait le
diagramme commutatif suivant

µ−1(U)

µ
''

∼ // U × µ−1(x)

pr1
��
U.
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En particulier, comme x ∈ ∆◦, on a grâce à la proposition C.1.23 que µ−1(c) ' Tn.
Donc µ est une �bration de �bre Tn. On conclut alors en remarquant que µ est
trivialisable car ∆◦ est convexe donc contractile. �
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C.2 Géométrie kählérienne

Commençons par rappeler la dé�nition d'une variété complexe :

Dé�nition C.2.1 Soit M une variété di�érentielle réelle de dimension (réelle) 2n.
Une carte complexe de M est un couple (U, ψ) où U est un ouvert de M et ψ un

di�éomorphisme de U dans un ouvert de Cn.
Si (U1, ψ1) et (U2, ψ2) sont deux cartes complexes alors on dé�nit la fonction de

transition par ψ1,2 := ψ2 ◦ ψ−1
1 : ψ(U1 ∩ U2) → ψ(U2 ∩ U1). On dit alors que M

est une variété complexe de dimension complexe n s'il existe un atlas {Ui, ψi}i∈I de
cartes complexes tel que les fonctions de transitions sont des fonctions holomorphes
entre ouverts de Cn.

Maintenant, siM est une variété complexe munie d'un atlas {Ui, ψi}i∈I de cartes
complexes, alors on dit alors qu'une fonction f : M → C est holomorphe si pour tout
i ∈ I, on a que f ◦ψ−1

i : ψ(Ui) ⊂ Cn → C est une fonction holomorphe. En particu-
lier, nous voyons directement que si on écrit ψi = (z1, · · · , zn) alors les zi sont des
fonctions holomorphes. On dit alors que les zi forment un système de coordonnées
holomorphes. De plus, si (w1, · · · , wn) est un autre système de coordonnées holo-
morphes alors, comme les fonctions de transitions sont holomorphes, nous obtenons
que pour tout i ∈ {1, · · · , n}, la fonction wi est holomorphe par rapport à z1, · · · , zn.

Une autre manière de dé�nir la notion de variété complexe passe par la notion
de structure presque complexe. C'est ce point de vue que nous allons introduire
maintenant, et nous verrons grâce au théorème C.2.5 sous quelles conditions les
deux points de vue coïncident.

C.2.1 Étude des variétés presque complexes et complexes

Structure presque complexe et complexe

Commençons par introduire la notion de structure presque complexe :

Dé�nition C.2.2 Soit M une variété di�érentielle réelle de dimension 2n.
Une structure presque complexe sur M est la donnée d'un endomorphisme J :

TM → TM sur le �bré tangent réel de M véri�ant J |2p = − idTpM pour tout p ∈M .
On dit alors que le couple (M,J) est une variété presque complexe.

Remarque. De manière équivalente, cela revient à demander l'existence d'une struc-
ture d'espace vectoriel complexe sur TpM pour tout p ∈M . En e�et, J |p permet de
dé�nir une structure d'espace vectoriel complexe sur V par la formule suivante :

(a+ i · b) · v = a · v + b · J(v), ∀(a, b, v) ∈ R× R× TpM.

Et réciproquement si TpM est un espace vectoriel complexe pour tout p ∈ M , en
dé�nissant J |p comme la multiplication par i pour tout p ∈M , nous obtenons bien
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une structure presque complexe sur M .

Les exemples les plus importants de variétés presque complexes sont donnés par
les variétés complexes. En e�et, nous avons la proposition suivante :

Proposition C.2.3 Si M est une variété complexe alors il existe une structure
presque complexe naturelle sur M .

Démonstration. Soit ψ : U ⊂M → V ⊂ Cn une carte holomorphe de M . Comme
ψ est en particulier un di�éomorphisme, nous obtenons que l'application tangente
dψ induit un isomorphisme :

TpM
∼−→ Cn ∀p ∈ U.

Maintenant, grâce à ce isomorphisme, nous poulons dé�nir la structure presque
complexe J par

J(v) = i · v, ∀v ∈ TpM.

Pour que ceci soit correcte , il faut s'assurer que cette application J ne dépend pas
de l'identi�cation choisie entre TpM et Cn i.e. indépendante de la carte holomorphe
choisie. Or, ceci est une conséquence directe du fait que les changements de cartes
sont holomorphes i.e. leur di�érentielle est C-linéaire.

De plus, si nous prenons des coordonnées locales (z1, · · · , zn) dansM et que nous
écrivons zj = xj + i · yj où xj et yj sont des fonctions réelles, nous obtenons que
( ∂
∂xi

)i=1,···n ∪ ( ∂
∂yi

)i=1,···n est une base de TpM et que J est alors dé�ni par

J
( ∂
∂xi

)
=

∂

∂yi
, J

( ∂
∂yi

)
= − ∂

∂xi
, i = 1, · · ·n.

�
Par contre, la réciproque n'est pas vraie. Une structure presque complexe n'induit

pas toujours une structure de variété complexe. Ce qui nous conduit à la dé�nition
suivante :

Dé�nition C.2.4 Soit M une variété di�érentielle réelle munie d'une structure
presque complexe J .

On dit que J est une structure intégrable sur M si J est induit par une structure
complexe (au sens de la proposition C.2.3).

On dit aussi que (M,J) est une variété complexe, ou que J est une structure
complexe sur M .

Terminons cette section en donnant une condition nécessaire et su�sante pour
qu'une structure presque complexe soit complexe. Il s'agit du Théorème de Newlander-
Nirenberg, que nous énonçons sans démonstration.

Pour cela, on introduit le tenseur de Nijenhuis NJ dé�ni par

NJ(X, Y ) := [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ].
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Théorème C.2.5 Soit M une variété di�érentielle réelle munie d'une structure
presque complexe J . Une condition nécessaire est su�sante pour que J soit une
structure intégrable est que le tenseur de Nijenhuis NJ est nul.

Démonstration. Comme la démonstration n'apporte aucune information utile pour
ce mémoire, on renvoie à [30]. �

Fibré tangent d'une variété presque complexe

Si (M,J) est une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n, nous avons

J |p = −idTpM , ∀p ∈M,

ainsi pour tout p ∈M , J |p admet X2 + 1 comme polynôme caractéristique et donc
i et −i comme valeurs propres. Cela induit la décomposition suivante :

TC
p M := TpM ⊗R C = T 1,0

p M ⊕ T 0,1
p M,

où T 0,1M et T 1,0M sont respectivement l'espace propre associé à i et −i, et comme
cette décomposition est vraie pour tout p ∈ M , nous obtenons une décomposition
du �bré

TCM := TM ⊗R C = T 1,0M ⊕ T 0,1M.

De plus, en remarquant si u ∈ TpM alors

u =
1

2
(u− iJu) +

1

2
(u+ iJu),

et que
1

2
(u− iJu) ∈ T 1,0

p M,
1

2
(u+ iJu) ∈ T 0,1

p M,

Nous obtenons que T 1,0M est engendré par les (u − iJu) pour u ∈ TM et T 0,1
p M

par les (u+ iJu) pour u ∈ TM .
De plus, si M est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T 1,0M

et T 0,1M sont appelés respectivement �bré tangent holomorphe et anti-holomorphe
de TCM . De plus si z1 = x1 + iy1, · · · , zn = xn + iyn sont des coordonnées locales
holomorphes de M , alors en posant pour tout j ∈ {1, · · · , n} :

∂

∂zj
:=

1

2
(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj
)

et
∂

∂zj
:=

1

2
(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
),

nous obtenons la proposition suivante :

Proposition C.2.6 Soit M une variété complexe. Le sous �bré T 1,0M (respective-
ment T 0,1M) est engendré localement par les sections ∂

∂z1
, · · · , ∂

∂zn
(respectivement

par les sections ∂
∂z1
, · · · , ∂

∂zn
).

�
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Fibré cotangent d'une variété presque complexe

Soit (M,J) une variété presque complexe, on peut dé�nir l'action de J sur le
�bré cotangent T ∗M par

J : T ∗M −→ T ∗M
α 7−→ α ◦ J−1 .

Comme J−1 = −J , on peut aussi dé�nir

Jα = −α ◦ J.

En remarquant que

J ◦ J(α) = α ◦ J−1 ◦ J−1 = −α, ∀α ∈ T ∗M,

nous obtenons que
J2 = − idT ∗M .

Ainsi, nous obtenons aussi une décomposition du complexi�é du �bré cotangent

T ∗MC := T ∗M ⊗R C = T ∗0,1M ⊕ T ∗1,0M,

où les sous-�brés T ∗1,0M et T ∗0,1M sont respectivement les espaces propres de J
associés à la valeur propre i et −i. De plus, comme dans le cas du �bré tangent, on
a que T ∗1,0M est engendré par la famille {α + iJα / α ∈ T ∗M} et que T ∗0,1M est
engendré par la famille {α− iJα / α ∈ T ∗M}.

Le lemme suivant fait le lien entre la décomposition du �bré tangent et celui du
�bré cotangent.

Lemme C.2.7 Soit (M,J) une variété presque complexe. On a alors

T ∗1,0M =
{
α ∈ T ∗M / α(Z) = 0, ∀Z ∈ T 0,1M

}
et

T ∗0,1M =
{
α ∈ T ∗M / α(Z) = 0, ∀Z ∈ T 1,0M

}
Démonstration. Faisons la démonstration pour le �bré T ∗0,1M . Il su�t de montrer
que

∀(u, ω) ∈ TM × T ∗M, (ω − iJω)(u− iJu) = 0.

En développant par linéarité et utilisant la dé�nition de J , le résultat en découle
trivialement. �

De plus, en notant Λp,0M etΛ0,pM les p-ième puissances extérieurs de T 1,0M et
T 0,1M respectivement, de plus on notera Λp,qM = Λp,0M ⊗ Λ0,qM . Nous obtenons
grâce aux propriétés de la puissance extérieur que

Λk
CM '

⊕
p+q=k

Λp,qM.
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Les sections de Λp,qM sont appelées formes di�érentielles de type (p, q) et on notera
l'espace des formes di�érentielles de type (p, q) par Ωp,qM . En particulier, nous avons
aussi la décomposition suivante :

ΛkΩC(M) =
∑
p+q=k

Ωp,q(M),

où ΩC(M) est le complexi�é de l'espace des formes di�érentielles réelles Ω(C) et
Ωp,q(M) = ΛpΩ1,0 ⊗ ΛqΩ0,1.

De plus, siM est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T ∗1,0M et
T ∗0,1M sont appelés respectivement �bré cotangent holomorphe et anti-holomorphe
de T ∗CM . De plus si z1 = x1 + iy1, · · · , zn = xn + iyn sont des coordonnées locales
holomorphes de M , alors en étendant par C-linéarité la dérivée extérieure et en
posant pour tout j ∈ {1, · · · , n} :

dzj := dxj + idyj

et
dzj := dxj − idyj

nous obtenons la proposition suivante :

Proposition C.2.8 Soit M une variété complexe. Le sous �bré Λ1,0M (respective-
ment Λ0,1M) est engendré localement par les sections dz1, · · · , dzn (respectivement
par les sections dz1, · · · , dzn). Et de plus, une base de Λp,qM est donnée par{

dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq , i1 < · · · < ip, j1 < · · · < jq
}

�
Par la suite, on notera pour I = (i1, · · · , ip) tel que i1 < · · · < ip

dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ,

et
dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzip,

Objets holomorphes sur une variété complexe

Dans cette partie, nous allons étudier plus en détails, les champs de vecteurs et
les formes di�érentielles d'une variété complexe (M,J) de dimension (réelle) 2n.

Nous avons vu dans la proposition C.2.8 que l'ensemble{
dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq , i1 < · · · < ip, j1 < · · · < jq

}
était générateur de Ωp,q(M). Ainsi, comme d(dzI) = 0, nous obtenons que si

α =
∑
I,J

dαI,JdzI ∧ dzJ ,

où les αI,J sont des fonctions réelles lisses. Ainsi, dαI,J appartient à Ω(M) et nous
pouvons décomposer dαI,J en parties de type (0, 1) et de type (1, 0), et obtenir que
dα est la somme d'une forme de type (p, q + 1) et d'une forme de type (p+ 1, q).
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Dé�nition C.2.9 Pour toute forme di�érentielle α de type (p, q) sur une variété
complexe Mn, on dé�nit ∂α comme la composante (p, q + 1) de dα et ∂α comme la
composante (p+ 1, q) de dα.

On obtient ainsi deux applications :

∂ : Ωp,q(M)→ Ωp+1,q(M)

et
∂ : Ωp,q(M)→ Ωp,q+1(M).

De la dé�nition, il résulte les propriétés suivantes que nous résumons dans la pro-
position suivante :

Proposition C.2.10 Les opérateurs ∂ et ∂ véri�ent la règle de Leibniz i.e.

∂(α ∧ β) = ∂(α) ∧ β + (−1)d
◦α ∧ ∂,

et
∂(α ∧ β) = ∂(α) ∧ β + (−1)d

◦α ∧ ∂.
De plus, on a

∂ + ∂ = d,

et
∂

2
= ∂2 = ∂∂ + ∂∂ = 0.

�
Maintenant, nous allons interpréter la notion de fonctions holomorphes à l'aide

des formes di�érentielles.

Proposition C.2.11 Soit f : M → C une fonction lisse. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) La fonction f est holomorphe

(2) Z(f) = 0,∀Z ∈ T 0,1M .

(3) df est une forme di�érentielle de type (1, 0).

Démonstration. Cela découle directement de la dé�nition de T 0,1M et de celle des
(1, 0)-formes. �

La dé�nition suivante étend la notion d'holomorphie aux champs de vecteurs et
aux formes di�érentielles.

Dé�nition C.2.12 Un champ de vecteurs appartenant à Γ(T 1,0M) est dit holo-
morphe si Z(f) est holomorphe pour toute fonction f holomorphe localement dé�nie
sur M .

Une forme ω de type (p, 0) est dite holomorphe si ∂ω = 0.
Un champ de vecteurs réel X appartenant à Γ(TM) est dit holomorphe si sa

composante X − iJX dans Γ(T 1,0M) est holomorphe.
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Nous avons la caractérisation suivante des champs de vecteurs réels holomorphes.

Lemme C.2.13 Soit X un champ de vecteurs réels sur une variété complexe (M,J).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est holomorphe.

(2) LXJ = 0.

(3) Le �ot de X est constitué de transformations holomorphes de M .

Démonstration. Cela est juste une ré-écriture de la dé�nition d'un champ de
vecteurs holomorphe. �

En traduisant en coordonnées locales les propriétés suivantes, nous obtenons la
caractérisation suivante :

Lemme C.2.14 Soit M une variété complexe. Alors Z ∈ Γ(T 1,0M) est un champ
de vecteurs holomorphes si et seulement si Z s'écrit localement Z =

∑
Zi∂/∂zi avec

les Zi des fonctions holomorphes. De même, ω ∈ Ω1,0 est holomorphe si et seulement
si elle s'écrit localement ω =

∑
ωi∂/∂zi avec ωi holomorphe. �

Notons un lemme trivial dont nous aurons besoin par la suite :

Lemme C.2.15 Soit M une variété complexe. Si X est un champ de vecteurs ho-
lomorphes alors JX est aussi un champ de vecteurs holomorphes. �

Terminons cette section par le lemme ∂∂ local, en bidegré (1, 1) :

Lemme C.2.16 Soit ω ∈ Ω1,1
C (M) ∩ Ω2

R(M). On a alors l'équivalence entre

(i) ω est fermée i.e. dω = 0.

(ii) Pour tout point x de M , il existe un voisinage et une fonction réelle u dé�nie
sur ce voisinage ouvert U de x telle que

ω|U = i∂∂u.

Démonstration. Comme la démonstration et un peu longue et fait appel à des
résultats de cohomologie, on renvoie à [14] par exemple. �

C.2.2 Étude des variétés kählériennes

Dé�nitions générales

Rappelons qu'une métrique riemannienne g sur une variété di�érentielle M est
un tenseur qui à tout point p de M associe un produit scalaire (i.e. une forme
bilinéaire symétrique dé�nie positive) sur l'espace vectoriel réel TpM . On dit alors
que (M, g) est une variété riemannienne.

L'idée de cette partie est d'analyser les conditions sous lesquelles, une métrique
riemannienne est compatible avec une structure presque complexe.
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Dé�nition C.2.17 Soit g une métrique riemannienne sur une variété presque com-
plexe (M,J).

On dit que g est compatible avec la structure J si

g|p(X, Y ) = g|p(J |pX, J |pY ), ∀p ∈M, ∀(X, Y ) ∈ (TpM)2.

Remarque. L'extension par C-linéarité de g à TMC véri�e
• g(Z,W ) = g(Z,W ), ∀Z,W ∈ TMC,
• g(Z,Z) > 0,
• g(Z,W ) = 0, ∀Z,W ∈ T 1,0M × T 0,1M .

On peut montrer que réciproquement un tenseur symétrique sur TMC véri�ant ces
propriétés dé�nit par restriction une métrique compatible avec J sur TM .

Si (M, g, J) est une variété presque complexe telle que g soit compatible avec J ,
on dé�nit alors la forme de Kähler ω associée à la métrique g comme la 1-forme
véri�ant ω(X, Y ) := g(JX, Y ) pour tous champs de vecteurs X et Y sur M. De plus,
comme g est dé�nie positive, nous obtenons que ω est non-dégénérée. Remarquons
aussi que l'on peut retrouver la métrique à partir de sa forme de Kähler par la
formule g = ω(·, J ·).

Dé�nition C.2.18 Soit (M,J) une variété complexe de dimension n. Une métrique
hermitienne h sur M est un tenseur qui à tout point p de M associe un produit
scalaire hermitien (i.e. une forme hermitienne dé�nie positive) sur l'espace vectoriel
complexe TpMC. On dit alors que (M,h) est une variété riemannienne. On dit alors
que (M,h) (ou (M,h, J) si on veut préciser la structure complexe) est une variété
hermitienne.

Si (M,J) est une variété complexe alors toute métrique riemannienne g compa-
tible avec J dé�nit une métrique hermitienne en posant h := g−iω. Réciproquement
se donner une métrique hermitienne g est équivalent à se donner une métrique rie-
mannienne g compatible en prenant g := Re(h) et la forme de Kähler associée g est
alors ω = −Im(h), on peut donc aussi parler de la forme de Kähler associée à une
métrique hermitienne.

Dé�nition C.2.19 On dit que la variété riemannienne presque complexe (M, g, J)
est une variété kählérienne si
• g est compatible avec J ,
• la structure presque complexe J est intégrable,
• la forme de Kähler associée ω est fermée.
On dit alors que g (ou h voire même ω) est une métrique kählérienne.

Remarque. Une dé�nition équivalente est de dire qu'une variété kählérienne est
une variété hermitienne telle que la forme de Kähler associée à la métrique est fer-
mée.
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En particulier, nous obtenons que (M,ω) est une variété symplectique. Nous
obtenons ainsi une autre dé�nition d'une variété kählérienne qui fait le lien avec la
géométrie symplectique :

Dé�nition C.2.20 Une variété kählérienne (M, g, J, ω) est une variété complexe
riemannienne et symplectique véri�ant

g(J ·, ·) = ω(·, ·),

où g est la métrique riemannienne, J la structure complexe et ω la forme symplec-
tique.

La motivation principale pour étudier les métriques est dû au fait que ω est
fermée et que nous pouvons donc appliquer le ∂∂-lemme (voir lemme C.2.16 et on
obtient que pour tout point x de M , il existe un voisinage et une fonction réelle u
dé�nie sur ce voisinage ouvert U de x telle que

ω|U = i∂∂u.

La fonction u s'appelle un potentiel de Kähler local.

Expressions en coordonnées locales

Dans cette section, nous donnons quelques expressions en coordonnées locales.
Si M est une variété complexe de dimension n munie d'une métrique hermitienne h
alors si on prend U, (z1, · · · , zn) des cordonnées locales alors on a

h|U =
∑

1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk,

où (hij) est une matrice hermitienne positive à coe�cient C∞. Ainsi, nous avons
alors que

ω|U = −Im(h)|U =
i

2

(
h− h

)
|U

=
i

2

( ∑
1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk −
∑

1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk
)

=
i

2

( ∑
1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk −
∑

1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk
)

=
i

2

( ∑
1≤j,k≤n

hjkdzj ⊗ dzk −
∑

1≤j,k≤n

hkjdzj ⊗ dzk
)

=
i

2

∑
1≤j,k≤n

hjk(dzj ⊗ dzk − dzk ⊗ dzj
)
,
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or on sait que
dzj ∧ dzk = dzj ⊗ dzk − dzk ⊗ dzj

d'où

ω|U =
i

2

∑
1≤j,k≤n

hjkdzj ∧ dzk.

En particulier, on voit clairement que ω est alors une 2-forme réelle (car partie
imaginaire d'une métrique hermitienne) positive (car (hij) est une matrice dé�nie
positive) de type (1, 1) (au vu de l'expression locale).

Maintenant, si M est une variété kählérienne alors dω = 0. Or comme ω est
réelle, dω = 0 est équivalent à ∂ω = 0, ce qui se traduit en coordonnées locales par
l'égalité :

∂hjk
∂zl

=
∂hlk
∂zj

, 1 ≤ j, k, l ≤ n.

De plus, un calcul simple nous donne que

ω∧n

n!
= det(hjk)

∧
1≤j≤n

( i
2
dzj ∧ dzk

)
= det(hjk)dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn,

où zn = xn + iyn. Ainsi on a donc que la forme volume dV associée à la métrique
hermitienne vaut

dV =
ω∧n

n!
.

Ce qui peut encore s'écrire si M est compacte sous la forme∫
X

ω∧n = n!V olω(X) > 0.

Réduction kählérienne

Au vu du lien qui existe entre variété kählérienne et variété symplectique, nous
allons étendre les résultats C.1.17 et C.1.18 au cas des variétés kählériennes.

Théorème C.2.21 Soit (M, g, J, ω) une variété kählérienne munie d'une action
d'un groupe de Lie compact G agissant par isométrie de manière libre et hamilto-
nienne dont on note l'application moment par µ : M → g∗ (où g est l'algèbre de Lie
de G).

Alors M//cG est une variété kählérienne.
De plus, si la dimension de G est égale à la moitié de celle deM alors µ : M → g∗

est un G-�bré principal sur son image. Ainsi, nous obtenons une métrique g̃ sur imµ
telle que µ soit une submersion riemannienne de (M, g) sur (imµ, g̃).

De la même manière, si N est un sous-groupe normal de G alors le groupe
quotient G/N agit de manière libre et hamiltonienne sur le M//cN et fait de l'ap-
plication moment ν : M → (g/n)∗ un G/N-�bré principal au dessus de son image,
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et on peut aussi dé�nir une unique métrique sur im ν telle que ν soit une submersion
riemannienne. De plus, si on note l := u∗ + c̃ l'application a�ne entre im ν et imµ
induite par l'inclusion u∗ : (g/n)∗ → g∗, alors on a l∗g̃red = gred.

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n'apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie à [60] par exemple. �

C.2.3 Variété torique kählérienne

Dé�nitions générales

On va étendre la notion de variété symplectique et torique au cas des variétés
kählériennes. Pour étendre cette dé�nition, nous allons exploiter le fait que

Tn = iR/2iπZ ⊂ C/2iπZ = TnC.

Dé�nition C.2.22 On dit que(M, g, J, ω, µ) est une variété torique kählérienne de
dimension complexe n ou de dimension réelle 2n si

• (M, g, J, ω) est une variété kählérienne compacte de dimension réelle 2n.

• Il existe une action φ : Tn ×M → M hamiltonienne et e�ective du tore réel
Tn de dimension réelle n sur M .

• L'action φ s'étend en une action holomorphe et e�ective φ : TnC ×M → M
du tore complexe TnC de dimension n sur M telle qu'il existe une orbite libre
ouverte et dense M0 ⊂M .

En particulier, une variété kählérienne torique (M, g, J, ω, µ) est une variété sym-
plectique torique (M,ω, µ). On a donc une application

X : Rn −→ Γ(TM)
ξ 7−→ Xξ

.

oùXξ est le champ de vecteurs surM dont le �ot est donné par (t, x) 7→ φ(exp(−tξ), x).
Or comme φ est maintenant une action holomorphe, nous obtenons que l'application
x 7→ φ(exp(−tξ), x) est holomorphe (pour tout t et pour tout ξ) et donc grâce à
la condition (3) du lemme C.2.13 et C.2.15, nous obtenons que Xξ et JXξ sont des
champs de vecteurs réels holomorphes pour tout ξ ∈ Rn. En particulier, nous avons
la proposition suivante qui nous servira dans la partie C.2.3 :

Proposition C.2.23 Soit (M, g, J, ω, µ) une variété torique kählérienne telle que
l'action du tore Tn soit libre et soit (ξ1, · · · , ξn) une base de Rn. Alors la famille
Xξ1 , · · · , Xξn , JXξ1 , · · · , JXξn est une base de TM .

Démonstration. Grâce au théorème C.1.13, on sait que X engendre un sous-�bré
de rang n. De même JX engendre un sous-�bré de rang n car J est un isomorphisme
(son inverse est −J). Pour conclure, il su�t de montrer que

〈X〉 ∩ 〈JX〉 = {0},
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où 〈X〉 et 〈JX〉 sont respectivement les sous-�brés engendrés par Xξ1 , · · · , Xξn et
par JXξ1 , · · · , JXξn . Pour cela, nous allons montrer que 〈X〉 est orthogonal à 〈JX〉.
Par linéarité, il su�t de le montrer pour les vecteurs de bases i.e.

g(Xξi , JXξj) = 0, ∀(i, j) ∈ {1, · · · , n}2.

Cela résulte de la suite d'égalités suivante :

g(Xξi , JXξj) = ω(Xξi , Xξj) ( car ω et J sont compatibles)

= {µξi , µξj} ( par dé�nition du crochet de Poisson

et de l'action hamiltonienne)

= µ[ξi,ξj ] (car µ est un morphisme d'algèbre de Lie)

= µ0 = 0 (car le tore réel Tn est abélien).

�
Par dualité, nous obtenons un corollaire important. Avant de l'énoncer, nous

allons introduire quelques notations. Pour cela, on �xe une base (ξ1, · · · , ξn) de
(Rn)∗. Maintenant, si X ∈ Γ(TM)⊗ Rn∗ et α ∈ Γ(T ∗M)⊗ Rn s'écrivent

X =
n∑
i=1

Xi ⊗ ξi et α =
n∑
1

αi ⊗ ξ∗i ,

alors on dé�nit JX ∈ Γ(TM)⊗ Rn∗ et Jα ∈ Γ(T ∗M)⊗ Rn comme

JX =
n∑
i=1

JXi ⊗ ξi et Jα =
n∑
1

Jαi ⊗ ξ∗i .

Corollaire C.2.24 Soit (M, g, J, ω, µ) une variété torique kählérienne telle que l'ac-
tion du tore Tn soit libre. Alors il existe un tenseur α ∈ Γ(T ∗M)⊗ Rn véri�ant

• α(X) = idRn

• Les composantes de α et de Jα sont des formes di�érentielles fermées qui
forment une base de T ∗M .

De plus, en écrivant localement sur un ouvert U de M que α = dt et Jα = −dy où
y, t : U → Rn, nous obtenons que y + it est une carte holomorphe locale de M .

Démonstration. D'après la proposition C.2.23, nous avons une base TM donnée
par la famille (X1, · · · , Xn, JX1, · · · , JXn). Nous pouvons construire par dualité
la base (X∗1 , · · · , X∗n, (JX1)∗, · · · , (JXn)∗) qui est une base de 1 formes fermées de
T ∗M . On pose alors

α =
n∑
i=1

X∗i ⊗ ξ∗i .

Par dé�nition, elle véri�e bien
α(X) = idRn ,
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et on alors que

Jα =
n∑
i=1

(JXi)
∗ ⊗ ξ∗i .

Comme X est holomorphe alors α est aussi holomorphe i.e. α+ iJα est une 1-forme
holomorphe. Ainsi en écrivant localement que α = dt et Jα = −dy où y, t : U ⊂
M → Cn, ce qui est possible comme elles sont fermées, alors y + it : U ⊂ M → Cn

est une carte holomorphe sur U .
�

Potentiels de Kähler pour les variétés toriques kählériennes

Dans cette section, nous considérons une variété torique kählérienne (M, g, J, ω, x)
de dimension complexe n. En particulier, on a le tenseur dé�ni dans la section C.1.2
X ∈ Γ(TM)⊗Rn∗ véri�ant iXω = −dx. De plus, grâce à la proposition C.2.23 et le
corollaire C.2.24, nous avons l'existence d'un tenseur α ∈ Γ(T ∗M)⊗ Rn véri�ant

• α(X) = idRn

• Les composantes de α et de Jα sont des formes di�érentielles fermées qui
forment une base de T ∗M .

Maintenant, en remarquant que iXω et Jα engendrent le même sous-�bré A de
rang n de T ∗M : l'annulateur de l'espace tangent aux orbites de l'action du tore.
Nous obtenons que

iXωi|x =
n∑
k=1

F (x)i,k · (Jα)k|x ∀x ∈M, ∀i = 1, · · · , n

où F (x)i,j ∈ R. Nous obtenons ainsi une matrice F (x) ∈ Mn(R) et donc une appli-
cation F : M → Mn(R) qui à un point x ∈ M associe la matrice F (x). De plus,
Mn(R) ' Hom(Rn,Rn∗) donc on peut voir F (x) comme un tenseur appartenant à
Rn∗ ⊗ Rn∗ s'exprimant

F (x) =
n∑
k=1

n∑
i=1

Fi,k(x) ξ∗i ⊗ ξ∗k.

De plus, comme Jα ∈ Γ(T ∗M)⊗ Rn ' Γ(T ∗M ⊗ (M × Rn)), nous avons alors que
Jα|x =

∑n
i=1 αi|x ⊗ ξi ∈ Ax ⊗Rn ' Rn∗ ⊗Rn ' Hom(Rn,Rn) dont l'expression est

alors
Jα|x Rn −→ Rn

Y 7−→
∑n

i=1 Jαi|x(Y ) · ξi
.

Ainsi F (x) ◦ α|x ∈ Hom(Rn,Rn∗) et a pour expression

F (x) ◦ Jα|x Rn −→ Rn∗

Y 7−→
∑n

k=1

∑n
i=1 Fi,k(x)Jαi|x(Y ) · (ξk)∗

,
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or

iXωi|x =
n∑
k=1

F (x)i,k · (Jα)k|x ∀x ∈M, ∀i = 1, · · · , n

nous obtenons que

(F (x) ◦ Jα|x)(Y ) =
n∑
k=1

iXωk|x(Y ) · ξ∗k.

Donc, on peut dé�nir une application

〈F, Jα〉 M × Rn −→ Rn∗

(x, Y ) 7−→ (Z =
∑n

k=1 Ziξi 7→
∑n

k=1 iXωk|x(Y ) · Zi)
,

De plus, α ∈ Γ(T ∗M ⊗Rn), en utilisant l'isomorphisme canonique entre Rn et Rn∗,
nous obtenons que α ∈ Γ(T ∗M ⊗ Rn∗) tel que

iXω|x Rn −→ Rn∗

Y 7−→
∑n

i=1 αi|x(Y ) · (ξi)∗
.

Nous obtenons alors que
iXω = 〈F, Jα〉.

De même, nous construisons G ∈ Hom(Rn∗,Rn) tel que

Jα = 〈G,α〉.

De plus, comme nous avons α(X) = idRn , nous obtenons que Jα(JX) = idRn et
donc que

F (x) = F (x) ◦ Jα|x(JX).

De plus, comme α = 〈F, Jα〉, nous obtenons que

F (x) = (iXω)|x(JX|x) = ω|x(X|x, JX|x) = g|x(X|x, X|x).

Cela nous donne, en particulier, que pour tout x ∈ M , on a F (x) ∈ Rn ⊗ Rn est
symétrique et dé�ni positif. De même, nous voyons que pour tout x ∈ M , on a
G(x) ∈ Rn∗ ⊗ Rn∗ est symétrique et dé�ni positif.

De plus, comme nous avons que localement dx = iXω et dy = Jα, ainsi

∀r ∈ {1, · · · , n}, dxr =
n∑
s=1

Frsdys, dyr =
n∑
s=1

Grsdxs.

Maintenant, on sait qu'une forme di�érentielle s'écrivant
∑n

s=1 Grsdxs est fermée
si et seulement si la matrice (Grs) est la matrice hessienne par rapport à la variable
x = (x1, · · · , xn) d'une fonction G. Ainsi, dans notre cas, nous avons l'existence
d'une application G : Rn∗ → R telle que la matrice (Grs) soit la hessienne de G.
De plus, comme dyr =

∑n
s Grsdxs, nous avons yr = ∂G/∂xr. De la même manière,
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nous avons l'existence d'une fonction F : Rn → R dé�nie par rapport à la variable
y = (y1, · · · , yn) telle que la matrice (Frs) soit la hessienne de F , en particulier, nous
avons aussi que µs = ∂F/∂ys.

Remarquons que F et G sont reliées par la transformation de Legendre i.e.

F +G = 〈x, y〉 =
n∑
r=1

xr
∂G

∂xr
=

n∑
r=1

yr
∂F

∂yr
.

En e�et, si on considère la fonction

Θ : Rn∗ × Rn −→ R
(x, y) 7−→ F (y) +G(x)− 〈x, y〉 ,

nous voyons que

dx(Θ(·, y)) = dxG− dx(〈·, y〉)

=
n∑
r=1

∂G

∂xr
dxr −

n∑
r=1

yrdxr

=
n∑
r=1

(
∂G

∂xr
− yr)dxr,

or nous venons de voir que
yr = ∂G/∂xr,

ainsi nous avons
dx(Θ(·, y)) = 0,

i.e. Θ est indépendant de la valeur de x. De même on montre que dy(Θ(x, ·)) = 0 et
donc Θ est constant. Ainsi, quitte à rajouter une constante, on a que F +G = 〈x, y〉.

Terminons en remarquant que F est un potentiel de Kähler i.e

ω =
∑
r,s

Fr,sdys ∧ dtr = i ∂∂F.

On dit alors que G est le potentiel symplectique (ou de Kähler dual). Ce potentiel
dual nous permet de paramétrer les métriques de Kähler sur les variétés toriques
ayant une forme symplectique �xée. En e�et, nous avons le résultat suivant :

Proposition C.2.25 Soit G une fonction de Rn∗ dont la matrice hessienne (Grs)
est dé�nie positive ayant pour inverse la matrice (Frs). Alors∑

r,s

(Grsdxrdxs + Frsdtrdts)

est une métrique kählérienne ayant pour forme de Kähler

ω =
∑
r

dxr ∧ dtr,

dont l'application moment est x. �
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De plus, grâce au lemme C.2.21, on a que l'application moment x induit une
métrique gred sur imx telle que x soit une submersion riemannienne. Ainsi, nous
obtenons que gred est donnée par

gred =
∑
r,s

Grsdxrdxs.

Terminons par la proposition suivante :

Proposition C.2.26 Soit (M̃, g̃) une variété kählérienne torique de dimension réelle
2d. Notons M̃0 l'ouvert de Td où l'action est libre. Alors µ : M̃0 → U ⊂ Rd∗ est un
Td �bré principal.

Maintenant, soit N un sous-groupe de Td de codimension n avec comme applica-
tion moment µN = i∗ ◦ µ, où i∗ : Rd∗ → n∗ est la projection canonique sur n∗ et soit
c̃ ∈ Rn∗ tel que c = i∗(c̃) est une valeur régulière de µN et tel que l'action de N sur
µ−1
n (c) est localement libre. Alors M = µ−1

C (c)/N est une variété kählérienne. De
plus, en notant g la métrique sur g et q : µ−1

C (c)→M la projection canonique, alors
l'action de Td sur M̃ préserve µ−1

N (c) et donc induit une action hamiltonienne du
tore quotient : Tn := Td/N sur M avec comme application moment ν dé�nit par :

ν ◦ q = µ− c̃.

De plus, si on note ∆0 l'image de ν restreint à M0, alors le quotient ν−1
C (c) ∩ M̃0

par N et si pose l := u∗ − c̃ où u∗ : (g/n)∗ → g∗ est l'adjoint de la projection
canonique g → g/n, alors la métrique réduite gred sur ∆0 est le tiré-en-arrière de l
de la métrique réduite sur U et donc si G̃ : U → R est le potentiel dual de g̃ sur M̃0

alors G = G̃ ◦ l : ∆0 → R est le potentiel dual de g sur M0.

Démonstration. Comme les actions coadjointes de Td et N sont triviales alors N
est un sous-groupe distingué de Td alors toutes les assertions, excepté la dernière,
sont conséquences du lemme C.1.18. Il reste donc à établir que G = l∗G̃ est le
potentiel dual sur le quotient. Cela est une conséquence du lemme C.2.21, en e�et
comme l est une fonction a�ne par rapport à la connexion (a�ne) plate D et D̃ sur
∆0 et U , on a alors

Dd(l∗G̃) = l∗D̃dG̃ = l∗g̃red = gred.

�

Formule de Guillemin

Nous avons vu précédemment que toute variété torique symplectique compacte
peut être obtenue comme le quotient symplectique de l'espace vectoriel symplectique
standard R2d. En utilisant l'isomorphisme entre R2 et C, l'action du tore Td est
donnée par

[a1, · · · , ad] · (z1, · · · , zd) = (eia1z1, · · · , eiadzd),
où [a1, · · · , ad] ∈ Rd/2πZd ' Td et zj = rje

iθj . Ainsi, R2d peut être équipé d'une
métrique kählérienne, que l'on notera g̃, plate compatible avec la forme symplectique
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i
2

∑
dzj ∧ dzj et induit (grâce au lemme C.2.21) donc une métrique kählérienne

canonique surM appelée métrique de Guillemin que l'on notera g. De plus, toujours
grâce au lemme C.2.21, nous avons que cette métrique sur M induit une métrique
réduite gred sur l'intérieur ∆0 du polytope de Delzant ∆ de M . Dans cette section,
nous allons donner des formules explicites pour le potentiel de Kähler et le potentiel
dual pour la métrique réduite gred.

Pour cela, commençons par rappeler (voir section C.1.20) que pour toute variété
torique (M,ω, ν), nous avons un diagramme commutatif

µ−1
N (c)

q

��

µ // Rd∗

M
ν // ∆ ⊂ Rn∗.

l

OO

où l'application l est dé�nie par

l : Rn∗ −→ Rd∗

x 7−→ (l1(x), · · · ld(x))
,

où lj(x) = 〈uj, x〉 − λj avec uj ∈ Zn∗.
Nous allons donc étudier en particulier le sous-ensemble ouvert de Cd où Td agit

librement et l'ouvert M0 de M correspondant. Nous allons pouvoir utiliser le lemme
C.2.21 pour calculer les di�érentes métriques intervenant. En e�et, l'idée va être
de calculer la métrique réduite g̃red et le potentiel dual induit par µ sur U ⊂ Rd∗

provenant de la métrique plate sur R2d ' Cd et de les tirer en arrière par l pour
obtenir la métrique réduite gred et le potentiel dual G sur ∆0 grâce à la proposition
C.2.26.

Comme g̃ est la métrique plate sur R2d ' Cd, on a que

g̃ =
d∑
j=1

dzjdzj,

on fait alors le changement de variable zj = rje
iθj , et on obtient donc

g̃ =
d∑
j=1

(dr2
j + r2

jdθ
2
j ),

et comme µj = r2
j/2, nous avons �nalement

g̃ =
d∑
j=1

dµ2
j

2µj
+ 2µjdθ

2
j .

On conclut alors que

g̃red =
1

2

d∑
j=1

dµ2
j

µj
,
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grâce au fait µ est une submersion riemannienne.
Pour le potentiel dual G̃ associé g̃red i.e. une fonction G : Rd → R véri�ant

∂2G̃

∂µs∂µr
= 0 ∀r 6= s,

et
∂2G̃

∂2µs
=

1

2µs
∀s.

On obtient alors que

G̃ =
1

2

d∑
j=1

µj log µj.

Maintenant, grâce à la proposition C.2.26, on sait que l∗(g̃red) = gred et G = G̃ ◦ l.
Ainsi, en faisant le changement µj = lj(x), on obtient que

gred =
1

2

d∑
j=1

dl2j
lj
,

et

G =
1

2

d∑
j=1

lj(x) log lj(x).

On calcule le potentiel de Kähler F en utilisant la transformation de Legendre. En
e�et, la coordonnée duale y de l'application moment x est donnée par

y =
∂G

∂x
=

1

2

d∑
j=1

uj log lj(x) + uj.

Ainsi, le potentiel de Kähler est donné par

F = −G(x) + 〈x, y〉 =
1

2

d∑
j=1

(
(〈uj, x〉 − lj(x)) log lj(x) + 〈uj, x〉

)
=

1

2

d∑
j=1

(
lj(x) + λj + λj log lj(x)

)
.

De plus, comme le potentiel est dé�ni à une constante additive près, on peut dire
que

F =
1

2

d∑
j=1

(
lj(x) + λj log lj(x)

)
.

Résumons cela dans la proposition suivante :

181



Proposition C.2.27 Soit (M,ω) une variété torique compacte d'application mo-
ment ν : M → ∆ ⊂ Rn∗ où le polytope de Delzant est donné par

∆ =
{
x ∈ Rn∗ : lj(x) > 0, j = 1, · · · , d

}
,

où lj(x) = 〈uj, x〉 − λj pour uj ∈ Zn et λj ∈ R. En munissant M de la métrique de
Guillemin g, on obtient que la métrique réduite sur ∆0 est

gred =
1

2

d∑
i=1

dl2j
lj
,

et le potentiel dual et le potentiel de Kähler sont donnés respectivement par

G =
1

2

d∑
j=1

lj(x) log lj(x),

et

F =
1

2

d∑
j=1

λj log lj(x) + lj(x).

�
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C.3 Résultats sur les connexions

C.3.1 Rappels sur les �brés vectoriels holomorphes

Dé�nitions générales

Soit M une variété complexe et π : E → M un �bré vectoriel complexe au-
dessus de M (i.e. π−1(x) est un C-espace vectoriel pour tout x ∈ E). On dira alors
que E est un �bré vectoriel holomorphe si les trivialisations de E sont des fonctions
holomorphes. Plus précisément, on a la dé�nition suivante :

Dé�nition C.3.1 Soit M une variété complexe de dimension n. Un �bré vectoriel
holomorphe sur M (ou de M) de rang r est la donnée de

(1) Une variété complexe E

(2) Une application holomorphe π : E →M telle que

(3) pour tout p ∈M , Ep =: π−1(p) est un espace vectoriel complexe de dimension
r que l'on appellera �bre en p.

(4) Il existe un recouvrement d'ouverts {Ui}i∈I de M et une famille de biholomor-
phismes {hj : π−1(Uj)→ Uj×Cr}i∈I telle que le diagramme suivant commute :

Uj × Cr

pr1
%%

h−1
j // π−1(Uj)

π

��
Uj

et telle que hj |Ep : Ep −→ {p} × Cr pr2−→ Cr est un isomorphisme d'espaces
vectoriels.On dit que hi est une trivialisation de E au-dessus de Ui.

Maintenant, si on prend deux trivialisations ϕi et ϕj, on peut alors dé�nir l'appli-
cation gij : Ui∩Uj → GLr(C) dé�nie par la formule (hi◦h−1

j )(p, v) = (p, gij(p)v) pour
p ∈ Ui ∩ Uj, c'est alors une application holomorphe que nous appellerons fonction
de transition de E relativement à ϕi et ϕj. On véri�e facilement que les fonctions
de transition véri�ent :

gUV (x) · gV U(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V,

gUV (x) · gVW (x) · gWU(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V ∩W.

Réciproquement la donnée des fonctions de transition permet de reconstruire le �bré
vectoriel. Plus précisément si on se donne U = {Uα} un recouvrement de M et une
famille de fonctions holomorphes gαβ : Uα∩Uβ −→ GLk satisfaisant les deux formules
précédentes, alors il existe un unique �bré vectoriel complexe E −→ M ayant pour
fonctions de transition la famille {gαβ}. Pour le voir il su�t de considérer

E =
⊔

(Uα × Ck)/ ∼,
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où ∼ est la relation d'équivalence identi�ant (x, y) à (x, gαβ(x) · y). Et l'on munit
E de la structure de variété lisse induite par les inclusions Uα × Ck ↪→ E. On peut
résumer cela dans la proposition suivante :

Proposition C.3.2 Un �bré vectoriel complexe est entièrement déterminé par ses
fonctions de transition. �

La seconde étape après avoir dé�ni un nouvel objet, est de dé�nir les applications
entre ces nouveaux objets.

Dé�nition C.3.3 Soient E et F deux �brés vectoriels complexes sur M, une fonc-
tion holomorphe f : E −→ F est un morphisme de �brés vectoriels complexes si
f(Ex) ⊂ Fx et fx = f |Ex : Ex −→ Fx est linéaire. De plus, on dira que f est un
isomorphisme si pour tout x ∈ M , fx est un isomorphisme, et dans ce cas on dira
que E et F sont isomorphes. Et en dernier lieu, un �bré vectoriel complexe sera dit
trivial s'il est isomorphe au �bré trivial M × Ck pr1−→M .

Nous avons vu qu'un �bré vectoriel est entièrement déterminé par la donnée de ses
fonctions de transition, nous allons maintenant chercher une condition sur les fonc-
tions de transition pour que deux �brés soient isomorphes. Partons de deux �brés
vectoriels E

π1−→ M et F
π2−→ M , on peut toujours supposer que les fonctions de

transition de E et de F sont données sur le même recouvrement (quitte à prendre un
ra�nement) {Uα}α∈A de M déterminés respectivement par les fonctions de transi-
tion {gα,β}α,β∈A et{fαβ}α,β∈A , nous notons aussi hα : π−1(Uα)→ Uα×Cr les triviali-
sations associées à E et kα : π−1(Uα)→ Uα×Cr celles associées à F . Si µ : E → F est
un isomorphisme de �brés vectoriels alors l'application kα◦µ◦h−1

α : Uα×Cr → Uα×Cr

est de la forme (idUα , µα) où µα : Uα → GLr(C) est une fonction holomorphe. Alors,
la suite d'égalités

(kα ◦ k−1
β ) ◦ (kβ ◦ µ ◦ h−1

β ) = kα ◦ µ ◦ h−1
β = (kα ◦ µ ◦ h−1

α ) ◦ (hα ◦ h−1
β ),

nous donne que
fα,βµβ = µαgα,β.

On peut alors résumer cela de la façon suivante :

Proposition C.3.4 Soient E et F deux �brés vectoriels sur M donnés respective-
ment par les fonctions de transition {gα,β}α,β∈A et {fαβ}α,β∈A . Alors E et F sont
isomorphes si et seulement s'il existe une famille {µα : Uα → GLr(C)}α∈A de fonc-
tions holomorphes telle que

∀α, β ∈ A , fα,βµβ = µαgα,β.

�

Avant de passer aux exemples, on va donner deux dé�nitions importantes.
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Dé�nition C.3.5 Une section σ d'un �bré vectoriel E sur M au-dessus de M est
une application lisse σ : U −→ E telle que σ(x) ∈ Ex pour tout x ∈ M , autrement
dit, telle que le diagramme suivant est commutatif :

M

id !!

σ // E

π
��
M

Un repère local de E au-dessus de U est une collection σ1, ..., σk de sections de
M au-dessus de M telle que {σ1(x), ..., σk(x)} soit une base de Ex pour tout x ∈ U .

A partir d'une trivialisation ϕU , on peut construire les sections

σi(x) = ϕ−1
U (x, ei),

où les ei forment une base de Ck. Et cette famille σi forme un repère local de E
au-dessus de U .

Exemples importants

Passons maintenant aux exemples :
• L'exemple le plus simple possible de �brés vectoriels mais qui sera très utile
par la suite est donné par le �bré trivial sur M de rang r qui est donné par
M × Cr muni de la première projection pr1 : M × Cr →M .
• Comme nous avons vu dans la proposition C.2.3, le �bré tangent d'une variété
complexe est un �bré holomorphe.
• Terminons les exemples en donnant la construction du tiré-en-arrière d'un �bré
par une application holomorphe. Soit E

p−→M un �bré vectoriel de rang r et
soit f : F −→ M une application holomorphe. Le tiré-en-arrière par f de E
est le �bré vectoriel noté f ∗M dé�ni de la manière suivante. Posons

f ∗M = {(x, y) ∈ F × E : f(x) = p(y)}

muni de ses deux projections

p̃ : f ∗M −→ F
(x, y) 7−→ x

,

et
f̃ : f ∗M −→ E

(x, y) 7−→ y
.

Il existe alors une (unique) structure de variété sur f ∗M telle que f ∗M
p̃−→ F

est un �bré vectoriel de rang r tel que f̃ soit holomorphe, et que le diagramme
suivant commute
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f ∗M
f̃ //

p̃
��

E

p

��
F

f
//M

Pour cela, on commence par remarquer que la commutativité du diagramme
est évidente, il reste alors à munir les �bres d'une structure de C-espace vecto-
riel et f ∗M d'une structure de variété rendant p̃ holomorphe. Déjà f̃ induit une
bijection évidente entre p̃−1(x) = {x}×Ef(x) et Ef(x), on peut alors munir les
�bres p̃−1(x) d'une structure de C-espace vectoriel. Considérons alors un recou-
vrement ouvert {Ui}i∈I deM et des trivialisations {hi : p−1(Ui)→ Ui×Cr}i∈I
au-dessus de U de M . Considérons alors l'ensemble {h̃i : p̃−1(f−1(Ui)) →
f−1(Ui)× Cr}i∈I où

h̃i : p̃−1(f−1(Ui)) −→ f−1(Ui)× Cr

(x, y) 7−→ (p̃(x), pr2 ◦ hi(y))
,

cette application est un homéomorphisme d'inverse

h̃−1
i : f−1(Ui)× Cr −→ p̃−1(f−1(Ui))

(x, y) 7−→ (x, h−1
i ((f(x), y))

.

En e�et, pour le voir on remarque que l'on a le diagramme commutatif suivant :

f−1(U)× Cr

pr1

!!

f×id // U × Cr

pr1

��

(f ◦ p̃)−1(U)

h̃i
hh

f̃ //

p̃
��

p−1(U)

hi

99

p

��
f−1(U)

f
// U .

On peut alors munir f ∗M de l'atlas maximal contenant les cartes (p̃(f−1(Ui)), h̃i).
On véri�e alors facilement, toujours à l'aide du diagramme précédent, que
les fonctions de transition sont bien holomorphes, ce qui munit bien f ∗M
d'une structure de variété complexe répondant au problème. Pour la suite,
la construction ne sera pas utile, ce qui sera important sont les deux faits
suivants :

(1) les fonctions de transition de f ∗M sont alors les tirés-en-arrière des fonc-
tions de transition de M par f ,

(2) (f ∗M)x = Mf(x).
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Fibrés en droites

Un �bré en droites (complexe) est un �bré vectoriel holomorphe de rang 1. Consi-
dérons donc un �bré en droites L

π−→M , par dé�nition, on peut donc trouver un re-
couvrement ouvert {Uα}α∈A deM et des trivialisation {φα : π−1(Uα)→ Uα×C}α∈A .
Dans ce cas, les fonctions de transition tαβ : Uα ∩Uβ → C∗ dé�nissent des fonctions
holomorphes qui ne s'annulent pas et satisfaisant

tαβ(x) · tβα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V,

tαβ(x) · tβγ(x) · tγα(x) = 1 ∀x ∈ U ∩ V ∩W.

Nous avons vu dans la section précédente, à la propostion C.3.2, qu'un �bré
vectoriel (donc un �bré en droites) est entièrement déterminé par ses fonctions de
transition. De plus, grâce à la proposition C.3.4, il y a une bijection entre l'ensemble
des fonctions de transition et l'ensemble des �brés en droites, grâce à ces deux
remarques nous allons dé�nir sur ce dernier ensemble une structure de groupe. Pour
cela, partons de deux �brés en droites L et L̃, quitte à prendre un recouvrement
plus �n, on peut toujours supposer que les fonctions de transition de L et de L̃ sont
données sur le même recouvrement {Uα}α∈A de M , déterminés respectivement par
les fonctions de transition {gα,β}α,β∈A et{g̃αβ}α,β∈A , on dé�nit le �bré L ⊗ L̃ par
les fonctions de transition {gα,β · g̃αβ}αβ∈A . On dé�nit aussi L∗ par les fonctions de
transition{g−1

αβ}α,β∈A et on véri�e alors facilement que L⊗L∗ correspond à un �bré
trivialisable, pour cela on notera L∗ par −L ou L−1. Nous pouvons dé�nir un groupe
Pic(M) en considérant l'ensemble des �brés en droites modulo isomorphismes muni
de ces deux lois, compatibles avec la relation d'équivalence, précédentes.

Structure holomorphe sur un �bré vectoriel

Pour tout �bré holomorphe E →M , on peut dé�nir le �bré des formes di�éren-
tielles E-valuées. Pour cela, on pose

Λp,q(E) := Λp,qT ∗M ⊗ E.

De plus, on notera l'espace des sections de ce �bré par

Ωp,q(E) := Γ(Λp,qT ∗M ⊗ E).

On va dé�nir le ∂-opérateur ∂ : Ωp,q(E)→ Ωp,q+1(E) véri�ant :

• ∂2
= 0

• Pour tout α ∈ Ωp,q(M) et pour tout β ∈ Ωr,s(E), on a la règle de Leibniz

∂(α ∧ β) = ∂α ∧ β + (−1)d
◦α ∧ ∂β.

Pour cela, si σ ∈ Λp,q(E) telle que

σ = (σ1, · · · , σk)
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dans un ouvert de trivialisation de E. Comme les σi sont des (p, q) formes, on dé�nit

∂σ = (∂σ1, · · · , ∂σk).

Pour que cette dé�nition soit correcte, il faut montrer que cette expression ne dépend
p as de l'ouvert de trivialisation. Supposons que σ = (σ̃1, · · · , σ̃k) dans un autre
ouvert de trivialisation. Donc, par les propriétés du �bré vectoriel, on a que

σ̃j =
k∑
l=1

gjlσl, ∀j ∈ {1, · · · , k}.

où les fonctions gjl sont des applications holomorphes. Nous avons donc

∂σ̃j = ∂
( k∑
l=1

gilσl
)

(par dé�nition)

=
k∑
l=1

∂(gilσl) (par linéarité de l'opérateur ∂)

=
k∑
l=1

∂(gil) ∧ σl + gil∂σl. (par la règle de Leibniz)

=
k∑
l=1

gil∂σl. (car les fonctions gij sont holomorphes).

Ainsi dans l'intersection des deux ouverts de trivialisation, on obtient bien que les
deux dé�nitions coïncident, ce qui permet de conclure.

Par la suite, les opérateurs véri�ant les deux propriétés précédentes seront im-
portants, ce qui nous conduit à la dé�nition suivante :

Dé�nition C.3.6 Une structure pseudo-holomorphe sur un �bré vectoriel complexe
E est un opérateur ∂ : Ωp,q(E)→ Ωp,q+1(E) satisfaisant la règle de Leibniz :

∂(α ∧ β) = ∂α ∧ β + (−1)d
◦α ∧ ∂β, ∀α ∈ Ωp,q(M), β ∈ Ωr,s(E).

De plus, si ∂
2

= 0, on dit alors que ∂ est un opérateur holomorphe.

Remarquons qu'il existe une structure holomorphe naturelle sur un �bré vectoriel
holomorphe donnée par le ∂-opérateur dont la construction donnée au début de cette
section. Mais la réciproque est aussi vraie :

Proposition C.3.7 Un �bré vectoriel complexe E est holomorphe si et seulement
s'il admet une structure holomorphe ∂.

Démonstration. Comme la démonstration est un peu longue et n'importe aucune
information importante pour la suite, on renvoie à [35]. �
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C.3.2 Courbure d'une connexion

Soit M une variété complexe de dimension n et E → M un �bré vectoriel
complexe au dessus de M .

Notions de connexions et de courbures

Dé�nition C.3.8 Une connexion sur E est un opérateur di�érentiel C-linéaire ∇ :
Γ(E)→ Ω1(E) satisfaisant la règle de Leibniz :

∇(fσ) = df ⊗ σ + f∇σ, ∀f ∈ C∞(M,C), σ ∈ Γ(E),

où Ω1(E) est l'espace des 1-formes E-valuées i.e. Ω1(E) := Γ(Λ1T ∗M ⊗ E).

Remarque. Grâce au lemme de tensoralité, on a la dé�nition équivalente d'une
connexion est qu'une connexion sur E est une application ∇ : (σ,X) ∈ Γ(E) ×
Γ(TM) 7→ ∇Xσ ∈ Γ(E) véri�ant
• L'application ∇ est C-bilinéaire.
• Pour toute fonction f ∈ C∞(M,C), on a ∇fX = f∇Xσ.
• Pour toute fonction f ∈ C∞(M,C), on a ∇X(fσ) = X(f)σ + f∇Xσ.

On peut alors étendre la connexion au �bré Ωp(E) := Γ(ΛpT ∗M⊗E) des p-formes
E-valuées sur M par

∇(ω ⊗ σ) = dω ⊗ σ + (−1)pω ∧∇σ, ∀ω ⊗ σ ∈ Ωp(E),

où le produit extérieur se comprend de la façon suivante :

ω ∧∇σ :=
n∑
i=1

ω ∧ e∗i ⊗∇eiσ,

où {ei} est une base locale de TM .

Dé�nissons maintenant l'opérateur de courbure R∇ : Γ(E)→ Ω2(E) par

R∇ : Γ(E) −→ Ω2(E)
σ 7−→ ∇(∇σ)

.

Lemme C.3.9 l'opérateur de courbure R∇ véri�e

∇(fσ) = f∇2(σ), ∀f ∈ C∞(M), σ ∈ Γ(E).

Démonstration. En e�et, on a que

∇2(fσ) = ∇(df ⊗ σ + f∇σ) ( par la règle de Leibniz)

= d2f ⊗ σ − df ∧ σ + df ∧ σ + f∇2σ ( par la règle de Leibniz)

= f∇2σ (car d2=0)

�
On a alors la propriété importante suivante :
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Proposition C.3.10 L'opérateur de courbure est une 2-forme End(E)-valuée sur
M i.e.

R∇ ∈ Γ
(
Λ2T ∗M ⊗ End(E)

)
.

Démonstration. Comme R∇ est C∞-linéaire (voir le lemme C.3.9), par le lemme
de tensoralité, on obtient que

R∇ ∈ Γ(E∗ ⊗ Λ2(T ∗M)⊗ E),

on conclut alors en se souvenant que End(E) ' E∗ ⊗ E. �

Pour terminer, donnons une expression en coordonnées locales de l'opérateur de
courbure. Soit un repère local {σ1, · · · , σk} de E i.e. σ1, · · · , σk forment une base
pour toute �bre au-dessus d'un ouvert U ⊂M . On dé�nit les 1-formes de connexion
locales γij ∈ Ω1(U) par

∇σi =
k∑
j=1

γij ⊗ σj.

On dé�nit aussi les 2-formes de courbure locales R∇ij ∈ Ω2(U) par

R∇(σi) =
k∑
j=1

R∇ij ⊗ σj.

Nous avons alors

k∑
j=1

R∇ij ⊗ σj = R∇(σi) (par dé�nition des formes de courbure)

= ∇
(
∇(σi)

)
(par dé�nition de l'opérateur de courbure)

= ∇
( k∑
j=1

γij ⊗ σj
)

(par dé�nition des formes de connexions)

=
k∑
j=1

∇
(
γij ⊗ σj

)
(par linéarité de la connexion)

=
k∑
j=1

(
dγij −

k∑
l=1

(γil ∧ γlj)
)
⊗ σj (par la règle de Leibniz)

Ainsi, par unicité de la décomposition selon une base, on obtient que

R∇ij = dγij −
k∑
l=1

(γil ∧ γlj), 1 ≤ i, j ≤ k.
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Structure hermitienne et connexion de Chern

Soit E → M un �bré vectoriel complexe de rang k au-dessus d'une variété
complexe M .

Dé�nition C.3.11 Une structure hermitienne H sur E est un morphisme de �brés
vectoriels H : E ⊗ E → C tel que pour tout x ∈ M , H|x : Ex ⊗ Ex → C soit une
forme sesquilinéaire hermitienne i.e.

(i) H(·, v) est C-linéaire pour tout v ∈ Ex.
(ii) H(u, v) = H(v, u), ∀u, v ∈ Ex.
(iii) H(u, u) > 0, ∀u 6= 0.

(iv) H(u, v) est une fonction sur M lisse pour toutes sections lisses u et v de E.

Un �bré vectoriel muni d'une structure hermitienne est appelé �bré vectoriel hermi-
tien.

Remarque. Les conditions précédentes nous disent qu'en particulier H est C-anti-
linéaire en la seconde variable. La troisième condition nous dit que H est non dégé-
néré. Ainsi, on peut voir H comme un isomorphisme C-anti-linéaire H : E → E∗.

Remarque. Tout �bré vectoriel complexe admet au moins une structure hermi-
tienne. En e�et, si le �bré est trivial (et donc pour les �brés trivialisables), il su�t
de prendre le produit scalaire hermitien usuel pour chaque �bre. Pour le cas général,
on utilise le cas précédent que l'on globalise grâce à une partition de l'unité subor-
donnée à un recouvrement de trivialisations du �bré.

Remarque. La notion de structure hermitienne est une généralisation à un �bré
vectoriel complexe quelconque la notion de métrique hermitienne introduite dans
la dé�nition C.2.18. En particulier, une métrique hermitienne sur le �bré tangent
dé�nit une structure hermitienne sur le �bré tangent.

Si Ω est un ouvert de trivialisation muni d'un repère de trivialisation e1, · · · , er,
on peut dé�nir la matrice hij avec comme coe�cients C∞(Ω) par

hij(x) := 〈ei(x), ej(x)〉, ∀x ∈ Ω.

On peut alors dé�nir un accouplement sesquilinéaire naturel par

{·, ·} : Ωp(E)× Ωq(E) −→ Ωp+q(M)
(s, t) 7−→ {s, t} ,

où {s, t} est dé�ni localement de la façon suivante : si on a que s et t s'écrivent
localement comme

s =
r∑
i=1

σi ⊗ ei et t =
r∑
j=1

τj ⊗ ej,
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on pose
{s, t} =

∑
1≤i,j≤r

σi ∧ τ j〈ei, ej〉.

Dé�nition C.3.12 Une connexion D est compatible avec la structure hermitienne
H (ou H-hermitienne) si on a

d{s, t} = {Ds, t}+ (−1)p{s,Dt}, ∀s ∈ Ωp(E), t ∈ Ωq(E).

Nous avons alors la caractérisation suivante des connexions hermitiennes :

Proposition C.3.13 Soit (E,H) → M un �bré vectoriel hermitien de rang k au-
dessus d'une variété complexe M et soit une connexion ∇ sur E. Si U est un ouvert
de trivialisation de E alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) La connexion ∇ est hermitienne.

(ii) On a pour tout couple (i, j) ∈ {1, · · · , r}2

γij = −γji.

où les γij sont les 1-formes de coordonnées (pour l'ouvert de trivialisation U)de
la connexion ∇.

Démonstration. Soit U est un ouvert de trivialisation de E. Considérons un repère
orthonormé e1, · · · , er associé à cette trivialisation, cela signi�e que 〈ei, ej〉 = δij,
ainsi si s et t s'écrivent localement comme

s =
r∑
i=1

σi ⊗ ei et t =
r∑
j=1

τj ⊗ ej,

on a
{s, t} =

∑
1≤i≤r

σi ∧ τ i.

De plus, un calcul simple nous donne que

d{s, t} = d(
∑

1≤i≤r

σi ∧ τ i) (par dé�nition)

=
∑

1≤i≤r

d
(
σi ∧ τ i

)
(par linéarité)

=
∑

1≤i≤r

d(σi) ∧ τ i +
∑

1≤i≤r

(−1)pσi ∧ d(τ i) (par la règle de Leibniz)

= {ds, t}+ (−1)p{s, dt} (car le repère est orthonormé).

Maintenant, en utilisant les 1-formes de coordonnées et la règle de Leibniz, on obtient
que

Ds =
∑

1≤i≤r

(
dσi +

∑
1≤j≤r

γij ∧ σj
)
⊗ ei,
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et donc

{Ds, t} =
∑

1≤i≤r

(
dσi +

∑
1≤j≤r

γij ∧ σj
)
∧ τ i.

= {ds, t}+
∑

1≤i,j≤r

γij ∧ σj ∧ τ i.

(on utilise encore le fait que la base est orthonormée pour les calculs)
De même, on trouve que

{s,Dt} =
∑

1≤i≤r

σi ∧
(
dτi +

∑
1≤j≤r

γij ∧ τ j
)
.

= {s, dt}+
∑

1≤j≤r

σi ∧ γij ∧ τ j

or la connexion ∇ est hermitienne si et seulement si

d{s, t} = {Ds, t}+ (−1)p{s,Dt}, ∀s ∈ Ωp(E), t ∈ Ωq(E).

En combinant les 3 égalités précédentes, on obtient donc que la connexion ∇ est
H-hermitienne si et seulement si∑

1≤i,j≤r

γij ∧ σj ∧ τ i + (−1)p
∑

1≤i,j≤r

σi ∧ γij ∧ τ j = 0.

Or comme s est une p-forme et γij une 1-forme on a que

σi ∧ γij ∧ τ i = (−1)pγij ∧ σi ∧ τ j

Ainsi notre connexion ∇ est hermitienne si et seulement si∑
1≤i,j≤r

(γij + γji) ∧ σi ∧ τ j = 0,

or cela doit être vrai pour tout forme di�érentielle donc ∇ est hermitienne si et
seulement si on a pour tout couple (i, j) ∈ {1, · · · , r}2

γij = −γji.

�
Supposons queM soit une variété complexe. On a alors les projections canoniques

π1,0 : Λ1(E)→ Λ1,0(E) et π0,1 : Λ1(E)→ Λ0,1(E). Pour tout connexion ∇ sur E, on
peut alors dé�nir les opérateurs

∇1,0 := π1,0 ◦ ∇ : Ωp,q(E)→ Ωp+1,q,
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et
∇0,1 := π0,1 ◦ ∇ : Ωp,q(E)→ Ωp,q+1,

satisfaisant la règle de Leibniz :

∇0,1(ω ⊗ σ) = ∂ω ⊗ σ + (−1)p+qω ∧∇1,0σ,

et
∇0,1(ω ⊗ σ) = ∂ω ⊗ σ + (−1)p+qω ∧∇0,1σ,

pour tout ω ∈ Ωp,q(M) et pour tout σ ∈ Γ(E). En particulier, on obtient que ∇0,1

est une structure presque holomorphe sur E pour tout connexion ∇. Le théorème
suivant est alors une conséquence du théorème C.3.7 :

Théorème C.3.14 Soit M une variété complexe et E →M un �bré vectoriel com-
plexe sur M . S'il existe une connexion ∇ sur E telle que la composante (R∇)0,2 de
type (0, 2) de l'opérateur de courbure R∇ est nulle alors E est un �bré holomorphe
ayant pour structure holomorphe ∇0,1.

Démonstration. Commençons donc par remarquer que

R∇ = ∇2(σ)

= (∇1,0 +∇0,1)2(σ)

= (∇1,0)2(σ) + (∇0,1)2(σ) + (∇1,0∇0,1 +∇0,1∇1,0)(σ).

Ainsi, par unicité de la décomposition dans une somme directe, nous obtenons que
la composante de type (0, 2) de l'opérateur de courbure R∇ vaut

(R∇)0,2 = (∇0,1)2.

Or nous avons vu que ∇0,1 est un opérateur pseudo holomorphe, donc si (R∇)0,2

s'annule alors, nous obtenons que ∇0,1 est un opérateur holomorphe. Nous pouvons
alors conclure grâce au théorème C.3.7. �

La réciproque est aussi vraie, grâce au théorème suivant :

Théorème C.3.15 Soit M une variété complexe et soit (E, ∂,H) un �bré vectoriel
hermitien et holomorphe. Il existe alors une unique connexion H-hermitienne ∇ sur
E véri�ant ∇0,1 = ∂. Cette connexion s'appelle la connexion de Chern (associée à
∂ et à H).

Démonstration. Il su�t de dé�nir la composante de type (1, 0) de ∇ puisque la
composante de type (0, 1) doit par hypothèse être égale à ∂. On cherche donc un
opérateur ∇0,1 : Γ(E)→ Ω1(E) satisfaisant la règle de Leibniz

∇0,1(fσ) = ∂f ⊗ σ + f∇0,1σ.

Pour cela, on remarque que le fait que H soit parallèle à ∇ peut se ré-écrire sous
la forme

d(H(σ, τ)) = H(∇σ, τ) +H(σ,∇τ).
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Prenons maintenant la composante de type (0, 1) de l'égalité précédente. Nous ob-
tenons alors que

∂(H(σ, τ)) = H(∇0,1σ, τ) +H(σ,∇1,0τ), ∀σ, τ ∈ Γ(E).

Or nous savons que ∇1,0 = ∂ ainsi

H(∇0,1σ, τ) = ∂(H(σ, τ))−H(σ,∇1,0τ), ∀σ, τ ∈ Γ(E).

On peut alors conclure à l'existence et à l'unicité grâce au fait que H est non-
dégénéré. �

Remarque. En utilisant le fait que H peut-être vu comme un C-anti-linéaire iso-
morphisme entre E et E∗, on obtient une expression de ∇1,0 et donc de ∇ :

∇1,0σ = H−1(∂H(σ)),

et donc
∇ = ∂ +H−1 ◦ ∂ ◦H.

Remarque. La courbure de la connexion de Chern est appelée Courbure de Chern.

Comme il existe toujours au moins une structure hermitienne sur un �bré com-
plexe (voir la remarque qui suit la dé�nition C.3.11), en appliquant le théorème
C.3.15 avec le théorème C.3.7, on obtient la réciproque du théorème C.3.14 que
nous pouvons reformuler ainsi :

Théorème C.3.16 Soit M une variété complexe et E →M un �bré vectoriel com-
plexe sur M . E est un �bré holomorphe ayant pour structure holomorphe ∇0,1 si et
seulement s'il existe une connexion ∇ sur E telle que la composante (R∇)0,2 de type
(0, 2) de l'opérateur de courbure R∇ est nulle. �

Première classe de Chern d'un �bré vectoriel

On va étudier dans cette section les �brés en droites i.e. les �brés vectoriels
complexes de rang 1. Soit L → M un �bré en droites. Comme il est de rang 1, un
repère local au dessus d'un ouvert de trivialisation U est constitué d'une section
locale σ au dessus d'un ouvert de trivialisation U ne s'annulant en aucun point. De
plus tout autre section τ s'écrit comme τ = λσ où λ ∈ C∞(U,C).

Maintenant, si L est muni d'une connexion ∇, nous avons dé�ni les 1-formes de
connexion associées à ∇. Or leur nombre est égal au rang du �bré donc dans notre
cas, il y a aura une seule forme γ ∈ Ω1(U) véri�ant

∇(σ) = γ ⊗ σ,

et donc
∇(τ) = ∇(λσ) = (dλ+ λγ)⊗ σ.
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De plus, l'expression de la courbure se simpli�e aussi pour devenir

R∇σ = R⊗ σ,

avec R = dγ ∈ Ω2(U) (en e�et γ ∧ γ = 0). En particulier, comme End(L) ' C,
l'opérateur de courbure R∇ s'identi�e à une 2-forme fermée.

Maintenant, si ∇̃ est une autre connexion, elle s'écrit aussi localement sur U sous
la forme

∇(σ) = γ̃ ⊗ σ,
avec γ̃ ∈ Ω1(U). En particulier, on obtient aussi que

∇(τ) = ∇(λσ) = (dλ+ λγ̃)⊗ σ,

i.e.
(∇− ∇̃)(τ) = λΓ⊗ σ = Γ⊗ λσ = Γ⊗ τ,

avec Γ = (γ − γ̃) ∈ Ω1(M). Et donc la courbure vaut

R∇̃ = dγ̃ ⊗ σ = (dγ + dΓ)⊗ σ = (R∇ + dΓ)⊗ σ.

On remarque donc que la classe de cohomologie de De Rham [R∇]DR ∈ H2(M,C)
ne dépend pas du choix de la connexion ∇. De plus, on a vu dans la partie pré-
cédente qu'en prenant une connexion hermitienne, on a que R∇ = −R∇ donc√
−1

2π
R∇ ∈ H2(M,R). On appelle cette classe de cohomologie : la première classe

de Chern de L et on l'a note c1(L).

Or nous avons une connexion hermitienne particulière dont on connaît une ex-
pression : la connexion de Chern. Nous allons exploiter cette connexion pour obtenir
une autre expression de la première classe de Chern.

En e�et, comme L est de rang 1, la structure hermitienne H est donc loca-
lement sur un ouvert de trivialisation U , une fonction réelle strictement positive
H ∈ C∞(U,R∗+). Quitte à prendre un ra�nement, on peut supposer que les ouverts
de trivialisation sont simplement connexes ainsi que H s'écrit localement comme
H = e−ϕ ainsi ∇σ s'écrit localement sur U (voir remarque du théorème C.3.15)
comme

∇σ = ∂σ + e−ϕ∂(eϕσ).

et donc R∇ s'écrit localement sur U comme
√
−1

2π
R∇ =

√
−1

2π
∂∂ϕ.

Terminons par donner des propriétés de la première classe de Chern qui découlent
directement de la dernière formule (ou même de la dé�nition) :

Lemme C.3.17 Si E et F sont deux �brés en droites alors on a
• c1(E ⊗ F ) = c1(E) + c1(F ),
• c1(E−1) = −c1(E).

�
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Première classe de Chern d'une variété kählérienne

Soit L → M un �bré en droites sur une variété complexe M . On sait que L
est entièrement déterminé (modulo isomorphisme) par ses fonctions de transitions
(tα)α∈A associées à un recouvrement de trivialisations (Uα)α∈A . Elles véri�ent alors

tαβtβγ = tαγ ∀(α, β, γ) ∈ A 3,

tαβtβα = 1, ∀(α, β) ∈ A 2.

De plus, si H est une structure hermitienne sur L, il dé�nit en restriction à chaque
ouvert de trivialisation une fonction Hα ∈ C∞(Uα,R∗+) véri�ant la relation

Hα = |tβ,α|2Hβ, ∀(α, β) ∈ A 2.

Réciproquement, une collection (Hα)α∈A de fonctions telle que Hα ∈ C∞(Uα,R∗+)
pour tout α ∈ A et telle que l'on ait la relation

Hα = |tβ,α|2Hβ, ∀(α, β) ∈ A 2,

dé�nit donc une structure hermitienne H sur L.

Maintenant si M est une variété complexe munie d'un recouvrement de cartes
(Uα, (z

α
1 , · · · zαn)), on dé�nit le �bré canonique KM par ses fonctions de transition

tαβ ∈ C∞(Uα ∩ Uβ,C) par

tαβ = det
((∂zβi

∂zαj

))
.

En e�et, grâce aux formules de changement de variables et à la multiplicativité du
déterminant, les fonctions tαβ véri�ent bien

tαβtβγ = tαγ ∀(α, β, γ) ∈ A 3,

tαβtβα = 1, ∀(α, β) ∈ A 2.

Remarque. On peut montrer que le �bré KM est isomorphe au �bré des formes
di�érentielles de degré maximale i.e. à Ωn,n(M) (si on note n la dimension complexe
de M).

On dé�nit alors le �bré anticanonique K−1
M comme l'inverse du �bré canonique

KM et on a donc (voir lemme C.3.17)

c1(K−1
M ) = −c1(KM)

Dé�nition C.3.18 Si M est une variété complexe, on dé�nit la première classe de
Chern de la variété M , et on la note c1(M), par

c1(M) = c1(K−1
M ) = −c1(KM)
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Si g est une structure hermitienne alors la matrice gα associée à l'ouvert Uα est
hermitienne dé�nie positive donc det(gα) > 0. On pose alors

Hα := det(gα)−1, ∀α ∈ A .

On dé�nit alors une collection (Hα)a∈A de fonctions telle que Hα ∈ C∞(Uα,R∗+) qui
véri�ent grâce à la formule de changement de variables et à la multiplicativité du
déterminant :

Hα = |tβ,α|2Hβ, ∀(α, β) ∈ A 2,

donc cette collection dé�nit une structure hermitienne H sur KM . De plus, on a
alors localement (voir la section C.3.2 sur la première classe de Chern d'un �bré en
droites)

c1(KM) = [

√
−1

2π
∂∂ log det gα].

Connexion de Levi-Civita pour les variétés kählériennes

Dans cette section, nous allons considérer une variété hermitienne (M,h, J) dont
on notera g la métrique riemannienne associée et ω la forme associée.

On sait que h dé�nit une structure hermitienne sur (TM, J). De plus, on a
aussi un opérateur holomorphe naturel ∂ sur Ωp,q(TM). Donc, d'après le théorème
C.3.15, il existe une connexion ∇̃ que l'on appellera connexion de Chern de M ,
véri�ant ∇̃h = 0 et ∇̃0,1 = ∂.

Nous avons aussi une autre connexion naturelle sur M donnée par la géométrie
riemannienne : la connexion de Levi-Civita. En e�et, on a le résultat de géométrie
riemannienne suivant :

Théorème C.3.19 Pour toute variété riemanienne (M, g), il existe une unique
connexion ∇ sur M véri�ant :
• ∇XY −∇YX = [X, Y ] (on dit que ∇ est sans torsion).
• ∇g = 0 (on dit que g est parallèle à ∇).

Cette connexion s'appelle la connexion de Levi-Civita (associée à g). �

En appliquant ce résultat à la variété (M, g), on obtient donc la connexion de Levi-
Civita sur M (associé à g) que l'on notera ∇ par la suite.

Commençons par un résultat utile pour la suite :

Théorème C.3.20 Une métrique hermitienne h sur une variété presque complexe
(M,J) est kählérienne si et seulement si J est parallèle par rapport à la connexion
de Levi-Civita de h.

Démonstration. Au cours de la démonstration, nous aurons besoin du lemme
suivant que nous énonçons et démontrons tout de suite :
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Lemme C.3.21 Soit h une métrique hermitienne sur une variété presque complexe
(M,J) dont on note ∇ la connexion de Levi-Civita. Alors J est intégrable si et
seulement si on a

(∇JXJ)Y = J(∇XJ)Y, ∀(X, Y ) ∈ TM2.

Démonstration.
Fixons un point x ∈M et étendons X et Y en des champs de vecteurs parallèles

pour ∇ en x (voir lemme C.4.4). On peut alors écrire

NJ(X, Y ) = [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ]

= J(∇XJ)Y − J(∇Y J)X − (∇JXJ)Y + (∇JY J)(X)

= (J(∇XJ)Y − (∇JXJ)Y )− (J∇Y J)X − (∇JY J)X).

Cela nous donne directement le sens réciproque. Pour le sens direct, on pose

A(X, Y, Z) = h(J∇XJ)Y − (∇JXJ)Y, Z).

On voit directement que A(X, Y, Z) = A(Y,X,Z). De plus, comme J et ∇XJ sont
des opérateurs anti-symétriques qui anti-commutent, on trouve que A(X, Y, Z) =
−A(X,Z, Y ). Ainsi par permutation circulaire, on a que

A(X, Y, Z) = −A(Y, Z,X) = A(Z,X, Y ) = −A(X, Y, Z),

ce qui permet de conclure �
Maintenant, passons à la démonstration du théorème. Le sens direct découle

directement des défnitions, en e�et un calcul direct nous donne que si J est parallèle
pour∇ alors NJ s'annule et comme ω = h(J ·, ·), on a aussi que∇ω = 0 d'où dω = 0.
Pour le sens réciproque, on considère le tenseur

B(X, Y, Z) := h((∇XJ)Y, Z).

Comme J et ∇XJ anti-commutent, on obtient

B(X, Y, JZ) = B(X, JY, Z).

De plus, le lemme nous donne que

B(X, Y, JZ) +B(JX, Y, Z) = 0.

Alors en combinant les deux relations qui précèdent, on obtient

B(X, Y, JZ) +B(Y, JZ,X) +B(JZ,X, Y ) = 0.

En�n, en utilisant le fait que dω = 0, on obtient que

B(X, Y, JZ) +B(Y, JZ,X) +B(JZ,X, Y ) = 0,

et
B(X, JY, Z) +B(JY, Z,X) +B(Z,X, JY ) = 0.

Ces deux relations combinées avec la précédente nous donnent que 2B(X, Y, JZ) = 0
i.e. J est parallèle pour ∇. �

Nous pouvons alors démontrer un résultat important :
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Proposition C.3.22 Soit (M,h, J) une variété hermitienne. La connexion de Chern
∇̃ coïncide avec la connexion de Levi-Civita ∇ si et seulement si (M,h, J) est une
variété kählérienne. �

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n'apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie à [14] par exemple. �

200



C.4 Le Tenseur de Ricci

C.4.1 Rappels de géométrie riemannienne

Considérons une variété di�érentielle lisse réelle M . Commençons par rappeler
la dé�nition de métrique riemannienne :

Dé�nition C.4.1 Une métrique riemannienne g est un tenseur de type (2, 0) tel
que pour tout p ∈M , g|p est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive. On dit
alors que (M, g) est une variété riemannienne.

Remarque. Toute variété réelle lisse admet au moins une métrique riemannienne.
En e�et, si le �bré est trivial (et donc pour les �brés trivialisables), il su�t de prendre
le produit scalaire euclidien usuel pour chaque �bre. Pour le cas général, on utilise
le cas précédent que l'on globalise grâce à une partition de l'unité subordonnée à un
recouvrement de trivialisations du �bré.

Si (M, g) est une variété riemannienne alors pour tout p ∈ M , l'espace tangent
TxM de M en x est donc un espace euclidien pour le produit scalaire g|p. De plus,
comme g|p est dé�nie positive, g|p est en particulier non-dégénérée, nous avons donc
un isomorphisme entre TM et T ∗M donné par

g[ : TM −→ T ∗M
X ∈ TxM 7−→ (Y 7→ g|x(Y,X) ∈ T ∗xM)

.

Terminons en donnant une expression locale pour les métriques riemanniennes.
En e�et, si (U, (x1, · · · , xn)) est une carte locale munie des coordonnées locales
(x1, · · · , xn). On a alors une base locale de Γ(T ∗U) donnée par (dx1, · · · , dx.) et
sa base locale duale sur Γ(TU) donnée par (∂1 = ∂

∂x1
, · · · , ∂n = ∂

∂xn
). On peut alors

écrire
g|U =

∑
1≤i,j≤n

gijdx
i ⊗ dxj,

où (gij) est une matrice symétrique dé�nie positive à coe�cients dans C∞(U) ap-
pelée la matrice de g dans la carte locale U . Nous noterons gji la matrice inverse de
la matrice (gij) (qui existe puisque que g est dé�nie positive).

Résultats généraux sur les connexions

Dans cette section, on �xe (M, g) une variété riemannienne et E → M un �bré
vectoriel réel au dessus de M .

Commençons par rappeler la dé�nition d'une connexion :

Dé�nition C.4.2 une connexion sur E est une application ∇ : (σ,X) ∈ Γ(E) ×
Γ(TM) 7→ ∇Xσ ∈ Γ(E) véri�ant
• L'application ∇ est R-bilinéaire.
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• Pour toute fonction f ∈ C∞(M,C), on a ∇fX = f∇Xσ.
• Pour toute fonction f ∈ C∞(M,C), on a ∇X(fσ) = X(f)σ+ f∇Xσ (règle de
Leibniz).

On dé�nit alors les symboles de Christo�el de ∇ par rapport à un système de
coordonnées locales (xi) par

Γkij = dxk(∇∂i∂j),

ou de manière équivalente par

∇∂i∂j = Γkij∂k.

Toute connexion ∇ sur E induit une connexion ∇∗ sur le �bré dual E∗ de E par
la formule

(∇∗X l)(σ) = X(l(σ))− l(∇Xσ), ∀(X, l, σ) ∈ Γ(TM)× Γ(E∗)× Γ(E).

De plus, si Ẽ → M est un second �bré vectoriel sur M muni d'une connexion ∇̃.
On peut alors dé�nir une connexion ∇⊕ ∇̃ sur E ⊕ Ẽ par la formule

(∇⊕ ∇̃)X(σ ⊕ σ̃) = ∇Xσ + ∇̃X σ̃, ∀(X, σ, σ̃) ∈ Γ(TM)× Γ(E)× Γ(Ẽ),

et une connexion ∇⊗ ∇̃ sur E ⊗ Ẽ par la formule

(∇⊗ ∇̃)X(σ ⊗ σ̃) = ∇Xσ ⊗ σ̃ + σ ⊗ ∇̃X σ̃, ∀(X, σ, σ̃) ∈ Γ(TM)× Γ(E)× Γ(Ẽ),

En posant par convention ∇Xf = X(f), on peut alors dé�nir par récurrence une
connexion (∇∗)⊗s ⊗∇⊗t sur chaque �bré tensoriel (E∗)⊗s ⊗ E⊗t.

Maintenant, on peut remarquer que les connexions sont des opérateurs locaux
dans le sens suivant :

Lemme C.4.3 Soit E →M un �bré vectoriel au dessus deM muni d'une connexion
∇ et soient deux sections σ et σ̃ de E. Pour tout point p ∈M , s'il existe un voisinage
ouvert de p tel que σ|U = σ̃|U alors (∇Xσ)(p) = (∇X σ̃)(p).

Démonstration. Prenons une fonction plateau f valant 1 sur un voisinage ouvert
de p et valant 0 en dehors de U . Maintenant, en appliquant la règle de Leibniz, on
trouve que

(∇X(fσ))(p) = f(p)(∇X(σ))(p) + (LX(f))(p)σ(p).

Or comme f est une fonction plateau au voisinage de p, on a f(p) = 1 et (LX(f))(p) =
0 donc

(∇X(fσ))(p) = f(p)(∇X(σ))(p),

on peut alors conclure en remarquant que fσ = fσ̃. �
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Grâce au lemme précédent, si p ∈ M et v ∈ TpM , alors on peut dé�nir sans
ambiguïté :

∇vσ(p) := ∇Xσ(p), ∀σ ∈ Γ(E),

où X est un champ de vecteurs tel que X(p) = v. On dira alors qu'une section σ de
E est parallèle dans la direction X ∈ Γ(TM) au point p ∈M si ∇X(p)σ = 0.

Terminons par un lemme qui nous sera utile dans la suite :

Lemme C.4.4 Pour tout X ∈ TpM et σ0 ∈ E|p, il existe une section locale σ
parallèle dans la direction X au point p satisfaisant σ(p) = σ0.

Démonstration. Soit (U, (x1, · · · , xnn)) une carte locale centrée en p et soit un
repère local centré en p (σ1, · · · , σk) de E. Prenons une section locale τ de E telle
que τ(p) = σ0. Il existe alors des réels (a1, · · · , an) et (b1, · · · , bk) tels que

X =
∑

ai
∂

∂xi
(p),

∇Xτ =
∑

bjσj(p).

Si X = 0 alors il n'y a rien à faire. Sinon, on peut supposer que a1 6= 0 et alors
σ := τ − (x1/a1)

∑
bjσj permet de conclure. �

Connexion de Levi-Civita

Commençons par énoncer à nouveau le théorème de Levi-Civita qui nous donne
l'existence d'une connexion particulière importante : la connexion de Levi-Civita.

Théorème C.4.5 Pour toute variété riemannienne (M, g), il existe une unique
connexion ∇ sur M véri�ant :
• ∇XY −∇YX = [X, Y ] (on dit que ∇ est sans torsion).
• ∇g = 0 (on dit que g est parallèle à ∇).

Cette connexion s'appelle la connexion de Levi-Civita (associée à g).

Démonstration. Si ∇ est une connexion sans torsion pour laquelle g est parallèle
alors on a

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀(X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3.

Par symétrie des rôles de X, Y et Z, on obtient en faisant une permutation des
variables, on trouve aussi que

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX),

et que
Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).
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Maintenant si on ajoute les deux premières équations et en soustrayant la dernière,
on trouve alors

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z) + Y (g(Z,X)− Z(g(X, Y )

− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X) + g([X, Y ], Z).

(on a utilisé pour simpli�er l'expression le fait que g est symétrique et que ∇ est
sans torsion.) Comme pour tous X et Y �xés, l'expression de droite est C∞ linéaire
en Z, on conclut à l'existence et à l'unicité grâce à la non-dégénérescence de g (et
donc à l'isomorphisme g[). �

Une propriété importante de la connexion de Levi-Civita est que les symboles de
Christo�el associés à cette connexion s'expriment par rapport à la métrique et aux
dérivées de la métrique. Plus précisément, on a le lemme suivant :

Lemme C.4.6 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et soit ∇ la
connexion de Levi-Civita associée g. Dans des coordonnées locales (x1, · · · , xn), les
symboles de Christo�el sont donnés par

Γkij =
∑

1≤k,l≤n

gkl(∂jgil + ∂igjl − ∂lgij).

où (gkl) est la matrice inverse de la matrice (glk) associée à la métrique g.

Démonstration. Il su�t de traduire l'égalité

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z) + Y (g(Z,X)− Z(g(X, Y )

− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X) + g([X, Y ], Z),

que nous avons établie dans la démonstration du théorème C.4.5, en coordonnées
locales en remplaçant X par ∂i, Y par ∂j, et Z par ∂k. �

Tenseur de courbure

Soit (M, g) une variété riemannienne dont on notera ∇ la connexion de Levi-
Civita. Posons l'application suivante :

R∇ : Γ(TM)3 −→ Γ(TM)
(X, Y, Z) 7−→ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

.

Lemme C.4.7 L'application R∇ est C∞(M)-multilinéaire.

Démonstration. C'est une conséquence directe de la règle de Leibniz pour les
connexions et de la formule suivante pour le crochet de Lie :

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + fLX(g)Y − gLY (f)X.

�
Par le lemme de tensorialité, R∇ dé�nit donc un tenseur de type (3, 1). Cela nous

conduit à la dé�nition suivante :
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Dé�nition C.4.8 On appelle tenseur de courbure, le tenseur de type (3, 1) dé�ni
par

R∇(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, ∀(X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3.

De plus, on dé�nit aussi le tenseur de Riemann R comme le tenseur de type (4, 0)
par la formule

R(X, Y, Z, T ) = g(R∇(X, Y )Z, T ), ∀(X, Y, Z, T ) ∈ Γ(TM)4.

On dira alors que la métrique g est plate si R est nul.

Terminons sur le tenseur de courbure par le lemme suivant qui nous donne les
symétries de ce tenseur.

Lemme C.4.9 Nous avons les formules suivantes :

(i) R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z)

(ii) R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y )

(iii) R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0 (première identité de Bian-
chi).

(iv) (∇XR)(Y, Z, T,W ) + (∇YR)(Z,X, T,W ) + (∇ZR)(X, Y, T,W ) = 0 (seconde
identité de Bianchi).

Démonstration. C'est une conséquence directe de la règle de Leibniz pour les
connexions. �

Tenseur de Ricci

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n.

Dé�nition C.4.10 On dé�nit le tenseur de Ricci de (M, g) par

Ric(X, Y ) := Tr{V 7→ R(V,X)Y }.

Remarque. On peut aussi le dé�nir par la formule suivante :

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

R(ei, X, Y, ei),

où (ei)i=1,··· ,n est une base locale orthonormale pour TM .

Une métrique riemannienne g sur une variété M est dite métrique d'Einstein s'il
existe λ ∈ R tel que

Ric(X, Y ) = λg(X, Y ) ∀(X, Y ) ∈ TM2.

De plus, si λ = 0 alors on dit que g est Ricci-plate.
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C.4.2 Tenseur de Ricci dans le cas kählérien et conséquences

Dans cette partie, on �xe une variété kählérienne (M,h, J) (où h est la métrique
hermitienne, J la structure complexe) dont on notera ω la forme de Kähler associée
et ∇ la connexion de Chern (qui est aussi la connexion de Levi-Civita par le lemme
C.3.22).

Dé�nitions et propriétés

On rappelle que le tenseur de Ricci est donné par

Ric(X, Y ) = Tr{V 7→ R(V,X)Y },

où R est le tenseur de courbure de Riemann.
De plus, comme J est ∇-parallèle (voir lemme C.3.20), en utilisant le lemme

C.3.20, on obtient que

R(X, Y )JZ = JR(X, Y )Z, ∀(X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3.

De plus, grâce aux symétries du tenseur de courbure (lemme C.4.9), on obtient

R(X, Y, JZ, JT ) = R(X, Y, Z, T )

= R(JX, JY, Z, T ),

ainsi en prenant un repère orthonormé local {ei}, nous avons que

Ric(JX, JY ) =
2m∑
i=1

R(ei, JX, JY, ei)

=
2m∑
i=1

R(Jei, X, Y, Jei)

= Ric(X, Y ).

Dé�nition C.4.11 On dé�nit le tenseur de Kähler-Ricci Ric(ω) par

Ric(ω)(X, Y ) = Ric(JX, Y ), ∀(X, Y ) ∈ Γ(TM).

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.4.12 Le tenseur de Ricci d'une variété kählérienne satisfait :

Ric(X, Y ) =
1

2
Tr(R(X, JY ) ◦ J).
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Démonstration. Soit (ei) un repère local de TM orthonormé. En utilisant la pre-
mière identité de Bianchy et les symétries du tenseur, on a

Ric(X, Y ) =
2m∑
i=1

R(ei, X, Y ei)

=
2m∑
i=1

R(ei, X, JY, Jei)

=
2m∑
i=1

(
−R(X, JY, ei, Jei)−R(JY, ei, X, Jei)

)
=

2m∑
i=1

R(X, JY, Jei, ei) +R(Y, Jei, X, Jei)

= Tr(R(X, JY ) ◦ J)−Ric(X, Y )

�

Corollaire C.4.13 Le tenseur de Ricci Kähler véri�e alors

2Ric(ω)(X, Y ) = Tr(R(X, Y ) ◦ J).

En particulier, Ric(ω) est fermé.

Démonstration. La première égalité vient directement de la dé�nition. Grâce à
cette expression, on a alors

2d(Ric(ω))(X, Y, Z) = 2
(
(∇X(Ric(ω)))(Y, Z) + (∇Y (Ric(ω)))(Z,X) + (∇Z(Ric(ω)))(X, Y )

)
= Tr

((
(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y )

)
◦ J
)

= 0.

�

Expressions en cordonnées locales

Considérons alors un système de coordonnées locales (zα). On a alors la base
associée sur TMC donnée par

∂α :=
∂

∂zα
et ∂α :=

∂

∂zα
.

Posons alors

hAB = h(∂A, ∂B), ∀(A,B) ∈ {1, · · · ,m, 1, · · · ,m}2.
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Avant de continuer, faisons deux remarques concernant les notations ;

Remarque. A partir de maintenant, nous utiliserons les lettres romaines majus-
cules pour les indices appartenant à l'ensemble {1, · · · ,m, 1, · · · ,m} et les lettres
grecques minuscules {1, · · · ,m}. De plus, on utilisera la convention α = α.

Remarque. De même, à partir de maintenant, nous utiliserons les conventions de
sommations d'Einstein. Selon cette convention, quand l'indice d'une variable appa-
raît deux fois dans un terme, on sous-entend la sommation sur toutes les valeurs
que peut prendre cet indice. Cet indice est dit muet. On le fait �gurer une fois en
position supérieure, une fois en position inférieure.

Maintenant, comme h est hermitienne, on obtient que

hα,β = hα,β = 0,

et
hβ,α = hα,β = hβ,α.

On dé�nit alors la matrice de (hα,β) associée à la métrique h et on notera la matrice

inverse (hα,β). On a donc la formule

hα,β · hβ,γ = δα,γ.

On dé�nit alors les symboles de Christo�el par la formule suivante

∇∂A∂B = ΓCAB∂C ,

que l'on peut encore ré-écrire sous la forme

ΓCAB = dzC(∇∂A∂B).

Par dé�nition, on obtient alors que

ΓCAB = ΓC
AB
.

De plus, comme ∇ est sans torsion (voir par exemple la dé�nition C.4.5 de la
connexion de Levi Civita), on obtient que

ΓCAB = ΓCBA,

et comme T 1,0 est ∇-parallèle (voir le lemme C.3.20), on obtient que

Γγ
Aβ

= 0.

En conclusion, les symboles de Christo�el non nuls sont

Γγαβ et Γγ
αβ
,
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qui sont reliés par la formule
Γγαβ = Γγ

αβ
,

Nous allons maintenant déterminer l'expression des symboles de Christo�el Γγαβ en
fonction de la matrice (hαβ) de la métrique h. Pour commencer, remarquons que,
comme ΓC

α,δ
= 0, on a

∇∂α∂δ = 0.

Ainsi, on a que

∂hβδ
∂zα

= h(∇∂α∂β, ∂δ)

= Γγαβhγδ.

Donc on a

Γγαβ = hγδ
∂hβδ
∂zα

.

Maintenant, on calcule en coordonnées locales l'expression de la courbure. On
pose alors

R(∂A, ∂B)∂C = RD
ABC∂D,

et

RABCD = R(∂A, ∂B, ∂C , ∂D)

= hDER
E
ABC .

Maintenant, comme T 1,0M est parallèle, nous obtenons que

Rγ

ABδ
= Rγ

ABδ = 0.

De plus, en utilisant les symétries du tenseur de courbure, nous voyons que les seuls
termes non-nuls sont

Rαβγδ, Rαβγδ, Rαβγδ, Rαβγδ,

et
Rδ
αβγ

, Rδ
αβγ

, Rδ
αβγ, R

δ
αβγ.

Nous obtenons alors

Rδ
αβγ

∂δ = R(∂α, ∂β)∂γ

= −∇∂β
(∇∂α∂γ)

= −∇∂β
(Γδαγ∂δ)

= −
∂Γδαγ
∂zβ

∂δ.
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Ce qui nous donne que

Rδ
αβγ

= −
∂Γδαγ
∂zα

.

Ainsi, nous obtenons aussi que

Ricγβ = Ricβ,γ = RA
Aβγ

= Rα
αβγ

= −
∂Γααγ
∂zα

.

Lien entre tenseur de Ricci et première classe de Chern

Commençons par rappeler un lemme de calcul de di�érentiel :

Lemme C.4.14 Soit h = (hij) une matrice hermitienne inversible. Considérons les
trois applications suivantes

h : R −→ GLn(C)
t 7−→ (hij(t))

,

h̃ : R −→ GLn(C)
t 7−→ (hij(t)) := (hij(t))

−1 ,

et
d : R −→ C

t 7−→ det(h(t))
.

On a alors

d′(t) = d(t)
n∑

i,j=1

h′ij(t)h
ij(t).

Démonstration. C'est une conséquence directe des formules de Cramer par exemple.
�

On peut aussi le reformuler ainsi pour les fonctions à plusieurs variables :

Lemme C.4.15 Soit A = (Aij) une matrice hermitienne inversible dont on notera

A−1 = (Aji) la matrice inverse. Si les coe�cients de A dépendent d'une variable s,
on obtient alors

∂

∂s
detA =

n∑
i,j=1

Aji

(
∂

∂s
Aij

)
detA.

�

En utilisant un de ces lemmes, nous obtenons alors la proposition suivante :
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Lemme C.4.16 Nous avons l'expression suivante pour le tenseur de Ricci :

Ric(ω) = −
√
−1∂∂ log(det(hαβ)).

Démonstration. On a vu que

Γαα,γ = Γαγα = hαδ
∂hαδ
∂zγ

.

Ainsi, en utilisant le lemme C.4.14, on obtient que

Γαα,γ = Γαγα =
1

det(hαβ)

∂ det(hαβ)

∂zγ
=
∂ log det(hαβ)

∂zγ

d'où

Ricαβ = −
∂2 log det(hαβ)

∂zα∂zβ
.

Ce qui permet de conclure. �
Un lemme important qui découle de l'expression calculée à la �n de la section C.3.2 :

Lemme C.4.17 Si (M,ω) est une variété kählérienne alors on a

c1(M) =
1

2π
[Ric(ω)].

�

Remarque. On peut aussi dé�nir

Ric(ω) =

√
−1

2π
Rαβdzα ∧ dzβ,

avec

Rαβ = −
∂2 log det(hαβ)

∂zαzβ
,

a�n d'obtenir l'expression
c1(M) = [Ric(ω)].

Nous préciserons le moment venu les conventions adoptées.

Coordonnées normales

On appelle système de coordonnées normales en p, un système centré en p rem-
plissant les deux conditions suivantes

gαβ(p) = δαβ et ∂kgα,β(p) = 0.

En particulier, les symboles de Christo�el dans ce système s'annulent en p.

Grâce à l'expression des symboles de Christo�el, on a la proposition suivante qui
nous dit qu'en tout point, il existe un système de coordonnées normales tel que l'on
puisse en plus diagonaliser un tenseur dans ces coordonnées :
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Lemme C.4.18 Soit g une métrique sur M et soit S un tenseur hermitien. Pour
tout point p de M , il existe un système de coordonnées centré en p tel que

gαβ(p) = δαβ, Sαβ(p) = λαδαβ, ∂kgα,β(p) = 0

Démonstration. L'existence d'un système de coordonnées (z1, · · · , zn) centré en p
répondant aux deux premières conditions est une conséquence directe des lemmes
de diagonalisation en algèbre linéaire. Pour la dernière, on dé�nit le système de
coordonnées (z̃1, · · · , z̃n) au voisinage de p par

zi = z̃i −
1

2
Γijk(0)z̃j z̃k ∀i = 1, · · · , n.

On véri�e alors que ce système de coordonnées remplit les conditions du lemme. �

Dérivées covariantes

Soit f ∈ C∞(M,C), on dé�nit alors les dérivées covariantes ∇kf et ∇kf par

∇kf = ∂kf et ∂kf.

Ces dérivés peuvent s'étendre aux tenseurs de la façon suivante. Si nous prenons
X ∈ Γ(T 1,0 et Y ∈ Γ(T 0,1) i.e.

X = X i∂i et Y = Y i∂i,

alors on dé�nit

∇kX
i := ∂kX

i + ΓijkX
j,

∇kX
i := ∂kX

i,

∇kY
i := ∂kY

i,

∇kY
i := ∂kY

i + ΓijkY
j.

Et si nous prenons une (1, 0)-forme α et une (0, 1)-forme β i.e.

α = aidz
i et β := bidz

i,

alors on dé�nit

∇kai := ∂kai − Γijkaj,

∇kai := ∂kai,

∇kbi := ∂kbi,

∇kbi := ∂kbi − Γijkbj.
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Et nous étendons cela à tout type de tenseur de manière naturelle. Par exemple
prenons un tenseur W = (W ij

k ), on a alors

∇mW
ij
k = ∂mW

ij
k + ΓilmW

lj
k − ΓlkmW

ij
i ,

∇mW
ij
k = ∂mW

ij
k + ΓilmW

lj
k − ΓlkmW

ij
l .

Terminons par remarquer qu'une métrique kahlérienne g induit une norme | · |g
pour tout tenseur dé�ni de la façon suivante : Si nous prenons X ∈ Γ(T 1,0 et
Y ∈ Γ(T 0,1) i.e.

X = X i∂i et Y = Y i∂i,

alors on dé�nit

|X|2g := gijX
iXj,

|Y |2g := gijY
iY j.

Et si nous prenons une (1, 0)-forme α et une (0, 1)-forme β i.e.

α = aidz
i et β := bidz

i,

alors on dé�nit

|α|2g := gjiaiaj,

|β|2g := gjibjbi.

Et nous étendons cela à tout type de tenseur de manière naturelle. Par exemple
prenons un tenseur W = (W ij

k ), on a alors

|W |2g = glkgijgpqW
iq
k W

jp
l .

Nous pouvons aussi étendre de manière naturelle la notion de produits scalaires 〈·, ·〉g
aux di�érents types de tenseurs. Par exemple si nous prenons deux (0, 1)-formes β
et δ qui s'écrivent localement

β := bidz
i et δ := didz

i

alors on dé�nit
〈β, δ〉g := gjibidj.

Terminons par une remarque concernant la notation. Par la suite, a�n d'améliorer
la lecture de certaines équations, nous écrirons en indice les dérivées covariantes de
la façon suivante :

∇α∇β · · · ,∇ψ∇ωf = fωψ···βα.

Attention à l'ordre inverse qui est fait pour que

(fα)β = ∇β∇αf = fα,β.
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Formules de commutations des dérivés covariantes

On rappelle que nous avons dé�nit le tenseur de courbure d'une métrique kählé-
rienne g par

Ri
m
kl = −∂lΓmik.

Nous pouvons descendre ou monter d'un ou plusieurs indices de ce tenseur en utili-
sant la métrique g. Par exemple, on pose

Rijkj := gmjRi
m
kl.

En utilisant les symboles de Christo�el, on a montré que

Rijkj = −∂i∂jgkj + gqp(∂igkq)(∂jgpl),

et que donc le tenseur de Ricci s'exprime en fonction du tenseur de courbure par

Rij = glkRklij = Rk
k
ij.

Nous avons alors les formules suivantes dites formules de commutations des dérivées
covariantes (ou de Ricci) :

Proposition C.4.19 Soit X ∈ Γ(T 1,0) et Y ∈ Γ(T 0,1). On a alors les expressions
locales suivantes :

X = X i∂i et Y = Y i∂i,

De plus, si on pose [∇k,∇j] = ∇k∇j −∇j∇k, on a

[∇k,∇j]X
m = Ri

m
klX

i (1)

[∇k,∇l]X
m = 0 (2)

[∇k,∇l]X
m = 0 (3)

[∇k,∇j]Y
m = −Rm

jklY
j (4)

[∇k,∇l]Y
m = 0 (5)

[∇k,∇l]Y
m = 0 (6)

Démonstration. La véri�cation est immédiate et peut être faite en coordonnées
normales pour simpli�er. On pourra consulter [59]. �

On peut aussi dé�nir les formules de commutations pour les formes di�érentielles :

Proposition C.4.20 Soit une (1, 0)-forme α et soit une (0, 1)-forme β. On a alors
les expressions :

α = aidz
i et β := bidz

i,
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De plus, si on pose [∇k,∇j] = ∇k∇j −∇j∇k, on a

[∇k,∇j]ai = −Ri
m
klam (7)

[∇k,∇l]ai = 0 (8)

[∇k,∇l]ai = 0 (9)

[∇k,∇j]bm = Rm
jklbm (10)

[∇k,∇l]bm = 0 (11)

[∇k,∇l]bm = 0 (12)

Démonstration. De même, la véri�cation est immédiate et peut être faite en co-
ordonnées normales pour simpli�er (voir [59]). �

Remarque. On peut étendre ces formules pour des tenseurs de tout type mais elles
ne seront pas utiles dans la suite, on pourra consulter [59] pour plus de détails.

Notions de convergences

Fixons une variété kählérienne compacte (M,ω). Si f est une fonction sur M ,
on dé�nit la norme C 0 de f sur M par

‖f‖C 0(M) = sup
M
|f |.

De même, on a vu, dans la section C.4.2, que nous pouvons dé�nir la norme |W |g
d'un tenseur W , on dé�nit alors la norme sur M de W par :

‖W‖C 0(M,g) = ‖ |W |g ‖C 0(M).

Maintenant, en considérant la dérivée covariante réelle associée à la métrique gR =
Re(g), on dé�nit pour toute fonction f le tenseur ∇m

R f dont les composantes sont
(∇R)i1 · · · (∇R)imf , et de même pour tout tenseur W . On dé�nit alors la norme C k

sur M pour tout fonction f et pour tout ouvert U ⊂M :

‖f‖C k(U,g) =
k∑

m=0

‖∇m
R f‖C 0(U,g),

et de manière similaire pour tout tenseur W .
Finalement, on dit que la famille Tt de tenseurs converge de manière C∞(M, g)

vers T∞ si
∀k ∈ N, ‖Tt − T∞‖C k(M,g)

t→∞−→ 0.

Théorème d'Arzelà-Ascoli

Soit X et Y deux espaces métriques. On considère l'ensemble C (X, Y ) des fonc-
tions continues de X dans Y . On dit que F ⊂ C (X, Y ) est une famille équicontinue
si

∀ε > 0, ∀ ∈ X, ∃δ > 0, , ∀(f, y) ∈ F ×Bδ(x), dY (f(x), f(y)) < ε,
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(où Bδ(x) désigne la boule fermée de centre x et de rayon δ.)
De plus, on dit que que F est une famille ponctuelle bornée si

∃y0 ∈ Y, ∀x ∈ X, ∃C = C(x) <∞, ∀f ∈ F , dY (f(x), y0) ≤ C(x).

On a alors le théorème d'Arzelà-Ascoli :

Théorème C.4.21 Soit X et Y deux espaces métriques localement compacts. Alors
une famille F ⊂ C(X, Y ) est compacte pour la topologie compacte-ouverte si et
seulement si F est une famille équicontinue, ponctuellement bornée et fermée.

Démonstration. On pourra consulter [33]. �

Une conséquence importante est que si F ⊂ C(X, Y ) est une famille compacte,
alors toute suite (fn) ⊂ F admet une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact de X. Nous pouvons utiliser ce fait pour extraire une sous-suite de toute
suite de sections ayant des dérivées bornées :

Corollaire C.4.22 Soit (M, g) est une variété et E un �bré vectoriel deM et �xons
une métrique g et une connexion ∇ sur E et TM Soit Ω ⊂ M un ouvert dont
l'adhérence Ω est compacte et p ∈ N ∪ {∞}. Alors pour toute suite (ξk) de section
sur E au dessus de Ω telle que

sup
0≤α≤p+1

sup
x∈Ω

|∇αξk| ≤ C ≤ ∞,

alors il existe une section ξ∞ de E|Ω et une sous-suite de (ξk) qui convergen vers ξ∞
de manière C p sur Ω.

Démonstration. On réduit la preuve de ce théorème au théorème d'Ascoli. En
e�et, on �xe une collection �nie d'ouverts de trivialisation de Ω et on applique le
théorème d'Arzelà-Ascoli à chaque composante de ∇pξk pour tout ouvert de trivia-
lisation, en e�et les composantes de ∇pξk sont contrôles par celle de ∇p+1ξk par le
théorème des accroissement �nis. On pourra consulter [1] �

Un cas particulier important est le cas où le �bré E correspond au �bré trivial
au dessus de M une variété compacte. Alors pour toute suite de fonctions (ϕj) ∈
C k(M,R) bornée pour la norme C k, on peut extraire une sous-suite qui converge
pour la norme C k−1.

Théorème d'intégration par parties

Nous aurons besoin des formules d'intégration suivantes. Une référence pour des
détails supplémentaires est par exemple [35].

La première formule importante est la formule de Stokes :
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Proposition C.4.23 Soit M une variété di�érentielle (réelle) orientée compacte à
bord. Alors on a pour toute (n− 1)-forme α :∫

M

dα =

∫
∂M

α.

En particulier, si M est sans bords alors∫
M

dα = 0.

Démonstration. voir [12, 35, 46] par exemple. �

Maintenant, on considère queM est une variété riemannienne orientée i.e. elle est
munie d'une métrique riemannienne g qui induit donc une métrique riemannienne
g̃ sur ∂M et on peut dé�nir la forme volume de g̃ par

dσg̃ = iνdµg|∂M ,

où ν est le champ de vecteurs normaux sortant à ∂M et dµg ma formule volume
associée à g sur M . En particulier, pour tout champ de vecteurs X ∈ Γ(M), on a

iXdµg|∂M = 〈X, ν〉gdσg̃,

et on dé�nit la divergence de X comme la fonction div(X) ∈ C∞(M,R) véri�ant la
formule suivante :

d(iXdµg) = divXdµg.

On peut montrer que le lemme suivant qui donne une expression locale pour la
divergence :

Lemme C.4.24 Soit M une variété riemannienne orientée et soit X = X i∂i un
champs de vecteurs sur M . Alors on a la formule suivante

div(X) =
1

√
det g

∂i(X
i
√

det g)

Démonstration. On peut encore consulter [12, 35, 46] par exemple. �

On a alors le théorème de la divergence qui est une conséquence directe de la
formule de Stokes (voir [12] par exemple) :

Lemme C.4.25 Soit M une variété riemannienne orientée compacte et soit X =
X i∂i un champs de vecteurs sur M . Alors on a la formule suivante∫

M

divXdµg =

∫
∂M

〈X, ν〉gdσg̃

En particulier si M est sans bords, nous avons∫
M

divXdµg = 0.

�
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Terminons les rappels avec un théorème d'intégrations par partie. Pour cela, on
rappelle que si (M, g) est une variété riemannienne alors on dé�nit le laplacien ∆
associé à la métrique g comme la trace par rapport à g de la dérivée covariante
seconde (par rapport à la connexion ∇ de Levi-Civita) i.e.

∆f = trg∇2f = gij∇i∇jf, ∀f ∈ C∞(M,R).

Nous avons alors le théorème suivant dit théorème d'intégration par partie :

Théorème C.4.26 Soit (M, g) une variété riemanienne et soient u, v ∈ C∞(M,R).
On a alors les formules suivantes :
• Si M est compacte et sans bords alors on a∫

M

∆udµ = 0.

• Si M est compacte alors on a∫
M

(v∆u− u∆v)dµ =

∫
∂M

(u
∂v

∂µ
− v

∂u

∂ν
)dσ.

En particulier, si M est compacte sans bords alors on a∫
M

v∆u dµ =

∫
M

u∆v dµ.

• Si M est compact alors on a∫
M

u∆vdµ+

∫
M

〈∇u,∇v〉dµ =

∫
∂M

u
∂v

∂µ
dσ.

En particulier, si M est compacte sans bords alors on a∫
M

u∆v dµ = −
∫
M

〈∇u,∇v〉dµ.

Démonstration. On renvoie à [12]. �

Ce théorème d'intégration par partie a une expression particulièrement agréable
dans le cas des variétés kählériennes compactes (sans bords) que nous donnons dans
le théorème suivant :

Théorème C.4.27 Soit M une variété compacte kählérienne dont on note g la
métrique kählérienne et soient u, v ∈ C∞(M,C). On a alors les égalités suivantes∫

M

〈∂u, ∂v〉 ωng = −
∫
M

v ∆gu ω
n
g = −

∫
M

u ∆gv ω
n
g .

�
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Principe du maximum

Nous aurons besoin d'une notion de principe de maximum que nous introduisons
ici. Fixons une variété kählérienne compacte (M,ω). Commençons par introduire
quelques notations et opérateurs.

Soit α une (1, 1)-forme réelle. Elle s'écrit donc localement sous la forme α =√
−1aijdz

i ∧ dzj, on écrira que α > 0 si la matrice aij est dé�nie positive et α < 0 si
elle est dé�nie négative. De plus, on remarque que α est une métrique kählérienne
si et seulement si α > 0. De plus, si une classe de cohomologie α ∈ H1,1

∂,R(M) s'écrit
comme α = [ω] pour une métrique de Kähler ω, on dit que α est une classe de
Kähler et on écrit α > 0.

Maintenant, si α =
√
−1aijdz

i ∧ dzj Nous dé�nissons aussi la trace de α par
rapport à la métrique ω par la formule

Trω(α) := gjiaij,

et l'opérateur laplacien par rapport à la métrique ω par

∆f =
√
−1 trω(∂∂f) = gji∂i∂jf ∀f ∈ C∞(M).

Nous avons le lemme élémentaire de calcul di�érentiel suivant

Lemme C.4.28 Soit f une fonction lisse réelle sur M (sans bord) qui atteint son
maximum (minimum) en un point x0 de M , nous avons alors au point x0 :

df = 0 et
√
−1∂∂f ≤ 0 (≥ 0).

�

Remarque. La condition
√
−1∂∂f ≤ 0 (≥ 0) peut être remplacé par la condition

∆f ≤ 0 (≥ 0).

Par la suite, nous rajouterons un paramètre t de temps dans nos équations, ce
qui nous obligera à considérer des fonctions f(x, t) dé�nies sur M × [0, T ]. Nous
avons alors le résultat suivant appelé principe du maximum (parabolique) :

Lemme C.4.29 Soit T ∈ R∗+ et soit M une variété compacte sans bord. Si f =
f(x, t) est une fonction lisse sur M × [0, T ] qui atteint son maximum (minimum)
au point (x0, t0) ∈ M × [0, T ′] alors on a t0 = 0 ou on a au point (x0, t0) l'inégalité
suivante :

∂f

∂t
≥ 0 (≤ 0) et df = 0 et ∆f ≤ 0 (≥ 0).

�

Terminons par un corollaire important du principe du maximum (qui par la suite
sera aussi appelé principe du maximum) :
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Corollaire C.4.30 Soit T ∈ R∗+ et soit M une variété compacte sans bord. On
suppose que f = f(x, t) est une fonction lisse sur M × [0, T [ satisfaisant l'inégalité
di�érentielle suivante (

∂

∂t
−∆

)
f ≤ 0.

Alors on a l'inégalité suivante

sup
(x,t)∈M×[0,T [

f(x, t) ≤ sup
x∈M

f(x, 0).

Démonstration. Fixons T ′ ∈ [0, T [. Pour tout ε > 0, on dé�nit la fonction fε :=
f − εt. Comme M est compact, la fonction fε admet un maximum en un point
(x0, t0). Supposons que t0 > 0 alors par le principe du maximum (lemme C.4.29),
nous obtenons

0 ≤

(
∂

∂t
−∆

)
fε(x0, t0),

or on a que (
∂

∂t
−∆

)
fε(x0, t0) =

(
∂

∂t
−∆

)
f(x0, t0)− ε,

comme par hypothèse, on a
(
∂
∂t
−∆

)
f ≤ 0, nous obtenons

0 ≤

(
∂

∂t
−∆

)
fε(x0, t0) ≤ −ε,

ce qui est absurde donc t0 = 0. Ce qui nous donne donc

sup
(x,t)∈M×[0,T [

f(x, t) ≤ sup
(x,t)∈M×[0,T [

fε(x, t) + εT0 ≤ sup
x∈M

f(x, 0) + εT0,

Comme ε et T0 sont arbitraires, le résultat s'en déduit. �

Remarque. Nous obtenons le même résultat pour l'in�mum d'une fonction f si on
remplace ( ∂

∂t
−∆)f ≤ 0 par ( ∂

∂t
−∆)f ≥ 0.
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C.5 Étude du �ot de Kähler-Ricci

C.5.1 Le �ot de Kähler-Ricci

Avant de commencer, faisons quelques rappels sur les objets que nous allons
utiliser dans cette section. Si on considère une variété kählérienne (M,ω) de dimen-
sion n, on rappelle que la métrique kählérienne g et la forme de Kähler ω ont les
expressions locales suivantes :

g = gij dz
i ⊗ dzj (13)

ω =

√
−1

2
gij dz

i ∧ dzj (14)

(On rappelle aussi que nous notons (gji) l'inverse de la matrice (gij).)

Pour des raisons de simpli�cations des expressions ultérieurs, nous adopterons la
convention suivante pour le tenseur de Ricci :

Ric(ω) =

√
−1

2π
Rij dz

i ∧ dzj, Rij = ∂i∂j log det(gij). (15)

On dé�nit alors la courbure scalaire R par la formule suivante :

R := gjiRij.

(On rappelle aussi que nous notons ∂i :=
∂

∂zi
et ∂j :=

∂

∂zj
.)

De plus, nous normaliserons aussi la forme de Kähler de la façon suivante :

ω =

√
−1

2π
gij dz

i ∧ dzj. (16)

Au cours de nos calculs, nous aurons besoin de l'opérateur trace associé à la
métrique ω que nous noterons Trω dé�ni par

Trω : Ω1,1(M) −→ C∞(M)

α :=
√
−1 aijdz

i ∧ dzj 7−→ gjiαij
. (17)

De même, nous aurons besoin de l'opérateur laplacien associé à la métrique ω
que nous noterons ∆ω dé�ni par

∆ω : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ gji∂i∂jf
. (18)

Terminons par rappeler les égalités suivantes :

R = Trω(Ric(ω)), ∆ω(f) =

√
−1

2π
Trω(∂∂f). (19)
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Dé�nitions

Maintenant, prenons (M,ω0) une variété kählérienne compacte de dimension
complexe n. On dit que la famille ω = ω(t) = ωt de formes de Kähler (dépendant
d'un paramètre t ∈ I ⊂ R où I est un intervalle contenant 0) est solution du �ot de
Kähler-Ricci sur M avec comme condition initiale ω0 si elle véri�e

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0. (20)

Par la suite, il nous faudra considérer (pour la convergence, voir section C.5.3) une
équation un peu plus générale :

∂

∂t
ω̃ = −Ric(ω̃)− νω̃, ω̃|t=0 = ω0, (21)

où ν ∈ {0, 1}. Et si ν = 1 alors on appelle cette équation : l'équation du �ot de
Kähler-Ricci normalisé.

En fait, on peut voir que l'équation (21) avec ν = 1 est une renormalisation de
l'équation (20). Plus précisément on a le lemme suivant :

Lemme C.5.1 Soit ωs une solution de l'équation (20) pour tout s ∈ R. Alors ω̃t
est une solution de l'équation (21) avec ν = 1 pour tout t ∈ R où

ω̃(t) =
ω(s)

s+ 1
, t = log(s+ 1).

Démonstration. On commence par remarquer que

t = log(s+ 1)⇐⇒ s = et − 1,

et grâce à l'expression (15), nous avons

Ric(ω̃t) = Ric(ωs).

Ainsi, on a :

∂

∂t
ω̃ =

∂s

∂t

∂ω̃

∂s

= et
∂
∂s
ω(et − 1)− ω(et − 1)

e2t

=
1

s+ 1

(
(s+ 1)

∂

∂s
ω(s)− ω(s)

)
=

1

s+ 1

(
(s+ 1)Ric(ωs)− ωs

)
= Ric(ω̃t) + ω̃t,
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ce qui permet de conclure. �

Terminons par un lemme qui nous donnera l'équation di�érentielle qui régit
l'évolution de la matrice inverse de la métrique.

Lemme C.5.2 Soit g = g(t) une famille de métriques solutions de l'équation

∂

∂t
g = h i.e.

∂

∂t
gij = hij, ∀i, j = 1, · · · , n,

où h est un tenseur de type (2, 0). Alors on a que

∂

∂t
gij = gikgjlhkl, ∀i, j = 1, · · · , n.

Démonstration. Commençons par remarquer que nous avons, par dé�nition du
produit matriciel, que

gikgkl = δi,l.

En di�érentiant cette expression, nous obtenons que

(
∂

∂t
gik)gkl + gik(

∂

∂t
gkl) = 0

or on a que ∂
∂t
gij = hij, ainsi

(
∂

∂t
gik)gkl = −gikhkl.

En multipliant par gjl, nous obtenons que

gjl(
∂

∂t
gik)gkl = −gjlgikhkl.

On conclut alors en remarquant que gjl(
∂

∂t
gik)gkl =

∂

∂t
gij. En e�et, comme g est

symétrique, on a gkl = glk ainsi

gjl(
∂

∂t
gik)gkl = (

∂

∂t
gik)gjlglk,

or on a vu au début de la preuve que gikgkl = δi,l, ainsi on a

gjl(
∂

∂t
gik)gkl = (

∂

∂t
gik)δj,k = (

∂

∂t
gij)

�

On peut appliquer le lemme précédent avec l'équation du �ot de Kähler-Ricci
(21) :

∂

∂t
ω̃ = −Ric(ω̃)− νω̃, ω̃|t=0 = ω0,

nous obtenons ainsi le corollaire suivant
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Corollaire C.5.3 Si ω = ω(t) est une solution de l'équation du �ot de Kähler-Ricci
(21) alors on a

∂

∂t
gij = gikgjl(Rkl − νgkl).

�

Évolution de la courbure scalaire

Dans cette section,nous allons étudier l'évolution de la courbure scalaire d'une
solution à l'équation 21. Rappelons pour commencer que l'on dé�nit la courbure
scalaire R d'une métrique ω par

R := Trω(Ric(ω)) = gjiRij = −gji∂i∂j log det g. (22)

Lemme C.5.4 Soit R = R(t) la courbure de ω = ω(t) où ω est une solution de
(21). Alors on a

∂R

∂t
= ∆R + |Ric(ω)|2 + νR,

où |Ric(ω)|2 est la norme au carré de Ric(ω) i.e. |Ric(ω)|2 = gligjkRijRkl. De plus,
on a alors

R(t) ≥ −νn− C0e
−νt,

où C0 := infM(R(0)− νn).

Démonstration. Faisons le calcul :

∂

∂t
R =

∂

∂t

(
−gji∂i∂j log det g

)
. (par dé�nition de R, voir (22))

= − (
∂

∂t
gij)∂i∂j log det g − gij(

∂

∂t
∂i∂j log det g).

Remarquons alors que

−gij(
∂

∂t
∂i∂j log det g) = −gij[∂i∂j

( ∂
∂t

log det g
)
]

= −gij[∂i∂j
(
glk

∂

∂t
gkl
)
] (d'après le lemme C.4.15)

= gij[∂i∂j
(
glk(Rkl + νgkl)

)
] (car ω solution de (21))

= gij[∂i∂j
(
glkRkl + νδk,l

)
]

= gij[∂i∂jR] (par def. de R, voir (22))

= ∆R (par def. de ∆, voir (18))
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et que

−(
∂

∂t
gij)∂i∂j log det g = −gikgjl(Rkl + νgkl)Rij ( d'après le lemme 15)

= gikgjl(Rkl + νgkl)Rij (d'après l'équation (C.5.3))

= gikgjlRklRij + νgikgjlgklRij (d'après l'équation (15))

= gikgjlRklRij + νgjlδi,lRij

= gikgjlRklRij + νgjiRij

= |Ric(ω)|2 + νR (par def. de R et de |Ric(ω)| )

Nous avons donc bien
∂R

∂t
= ∆R + |Ric(ω)|2 + νR.

Maintenant, en remarquant que n|Ric(ω)|2 ≥ R2, on obtient(
∂

∂t
−∆

)
R ≥

R2

n
+ νR

=
1

n
R(R + νn)

=
1

n
(R + νn)2 − ν(R + νn)

Nous obtenons donc que (
∂

∂t
−∆

)
(eνt(R + νn)) ≥ 0,

on utilise alors le principe du maximum pour obtenir que

R(t) ≥ −νn− C0e
−νt,

où C0 := infM(R(0)− νn). �

Nous avons alors le corollaire suivant qui concerne la forme volume.

Corollaire C.5.5 Soit ω = ω(t) la solution de l'équation (21) sur [0, T [ et soit C0

la constante déterminée par le théorème C.5.4. On a alors
• Si ν = 0 alors

ωn(t) ≤ eC0tωn(0), ∀t ∈ [0, T [.
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• Si ν = 1 alors il existe une constante positive uniforme C telle que

ωn(t) ≤ eC0(1−e−t)ωn(0), ∀t ∈ [0, T [.

Démonstration. Commençons par remarquer que

glk
∂

∂t
gkl = −R− nν.

En e�et, partons de l'équation (21), nous avons

∂ω

∂t
= −Ric(ω)− νω.

Il su�t alors de prendre la trace de cette équation :

Trω

(
∂ω

∂t

)
= −Trω(Ric(ω)− νω),

or, on a par dé�nition de R (voir l'équation (22)) que Trω(Ric(ω)) = R et par
dé�nition de la trace (voir l'équation (17)), on a que Trω ω = n, d'où

∂ω

∂t
= −R− nν.

On conclut alors en exprimant en coordonnées le terme ∂ω
∂t

grâce à l'équation (17) :

∂ω

∂t
= glk

∂

∂t
gkl.

Nous avons alors

∂

∂t

(
log

ωn(t)

ωn(0)

)
=

∂

∂t

(
log

det(g(t))

det(g(0))

)
(d'après l'équation (26))

=
∂

∂t
log det(g(t))−

∂

∂t
log det(g(0))

=
∂

∂t
log det(g(t)) (car g(0) ne dépend pas du temps)

= gji
∂

∂t
gij (d'après le lemme C.4.15)

= −R− νn (égalité démontrée au début)

≤ C0e
−νt (d'après le lemme C.5.4).

On conclut alors en intégrant par rapport à t l'inégalité précédente. �
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Évolution de la trace

Dans cette section, on considère une variété complexe compacteM et nous allons
étudier comment varie la trace d'une solution ω au �ot de Kähler-Ricci par rapport
à une métrique ω̂ �xée.

Proposition C.5.6 Soit ω̂ une métrique kählérienne sur une variété complexe com-
pacteM et soit ω = ω(t) une solution au �ot de Kähler-Ricci (21). Alors nous avons(

∂

∂t
−∆

)
Trω̂ ω = −ν Trω̂−glkR̂kljigij − ĝjigqpglk∇̂igpl∇̂jgkq,

où ĝ, ∇̂, R̂ sont respectivement la métrique, les dérivés covariantes et la courbure par
rapport à ω̂.

Démonstration. Pour faire le calcul, nous nous plaçons dans un système normal
(voir lemme C.4.18) pour la métrique ĝ. Nous avons alors

∆ Trω̂ ω = glk∂k∂l(ĝ
jigij)

= glk(∂k∂j ĝ
ji + glkĝji∂k∂lgij

= glkR̂ji

kl
gij − ĝjigqpglk∂igpl∂jgkq,

et

∂

∂t
Trω̂(ω) = −gjiRij − ν Trω̂(ω).

Ce qui nous donne directement le résultat. �
La proposition nous donne alors une estimation cruciale pour la suite :

Proposition C.5.7 Soit ω̂ une métrique kählérienne sur M et soit ω = ω(t) une
solution à l'équation (21). Il existe alors une constante Ĉ dépendant uniquement de
la borne inférieure de la courbure bisectionnelle de ĝ telle que(

∂

∂t

)
log Trω̂ ω ≤ Ĉ Trω ω̂ − ν.

Démonstration. Commençons par remarquer que

∆ log f = gij∂i∂j log f (d'après l'équation (18) )

= gij∂i

(
∂jf

f

)

= gij
f∂i∂jf − ∂if∂jf

f 2

=
∆f

f
−
|∂f |2g
f 2

(par def. de ∆ et de | · |2g)
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Ensuite, on a
|∂ Trω̂ |2g
Trω̂ ω

− ĝjigqpglk∇̂igpl∇̂jgkq ≤ 0.

Pour le démontrer, on remarque que cette inégalité est ponctuelle, on peut donc
utiliser un système normal (voir lemme C.4.18) tel que ĝ soit l'identité et tel que la
métrique g est représentée par une matrice diagonale. Nous avons alors en utilisant
l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|∂ Trω̂ |2g =
∑
i

gii∂i

(∑
j

gjj

)
∂i

(∑
k

gkk

)
=
∑
j,k

∑
i

gii(∂igjj)∂jgkk

≤
∑
j,k

(∑
i

gii|∂igjj|2
)1/2(∑

i

gii|∂igkk|2
)1/2

=

∑
j

(∑
i

gii|∂igjj|2
)1/2

2

=

∑
j

√
gjj

(∑
i

giigjj|∂igjj|2
)1/2

2

≤
∑
l

gll
∑
i,j

giigjj|∂igjj|2

≤ (Trω̂(ω)
∑
i,j,k

giigjj∂kgij∂kgji.

(On utilise la condition de Kähler ∂igjj = ∂jgij à l'avant-dernière ligne.)

Et en�n, en posant

Ĉ := − inf
x∈M

{
R̂iijj(x) / {∂z1 , · · · , ∂zn} est orthonromal pour ĝ au point x i, j = 1, · · · , n

}
(Ĉ est bien �ni car nous prenons l'in�mum d'une fonction continue sur un compact),
on a

glkR̂kljigij =
∑
k,l

gkkRkkiigii ≥ −Ĉ
∑
k

gkk
∑
i

gii = −Ĉ(Trω̂ ω)(Trω ω̂).

En combinant ces trois résultats, nous obtenons le résultat souhaité. �
Par la suite, nous aurons besoin d'un dernier résultat qui se démontre de manière

similaire aux précédents :
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Théorème C.5.8 Soit ω = ω(t) une solution à l'équation de Kähler-Ricci (20) sur
M × [0, T [ avec 0 ≤ T ≤ ∞. S'il existe une constante C0 telle que

1

C0

≤ ω ≤ C0ω0,

alors pour tout m = 1, 2, · · · , il existe une constante Cm telle que

‖ω(t)‖Cm(M,g0) ≤ Cm.

Démonstration. On pourra consulter [13]. �

C.5.2 Existence et unicité de solutions maximales

Dans cette section, nous allons démontrer l'existence et l'unicité d'une solution
maximale pour l'équation (20) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

La première étape va être de déterminer une borne supérieur au temps d'existence
d'une solution. En e�et, supposons que (ωt) soit une solution dé�nie sur un intervalle
[0, t′[. Alors en prenant les classes de cohomologie de l'équation (20). On obtient

∂

∂t
[ω(t)] = [

∂

∂t
ω(t)] ( car la dérivée par rapport au temps n'intervient

pas dans les calculs de cohomologie)

= −[Ric(ω)] (d'après l'équation (20))

= −c1(M) (d'après le lemme C.4.17)

Comme le membre de droite ne dépend plus de temps, on obtient donc

[ω(t)] = [ω0]− tc1(M) ∀t ∈ [0, t′[, (23)

or ω(t) est une forme de Kähler i.e. ω(t) > 0, nous obtenons ainsi une condition
nécessaire pour que le �ot existe sur [0, t′[, on doit avoir

t′ ≤ sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0} =: T.

Nous allons montrer que la condition est, en fait, su�sante :

Théorème C.5.9 Il existe une solution maximale ω(t) à l'équation du �ot de Ricci-
Kähler (20) dé�nie sur l'intervalle ]0, T [. �

La démonstration demande quelques résultats avant d'être faite. Nous allons
d'abord la ramener à une équation de Monge-Ampère parabolique.
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L'équation de Monge-Ampère parabolique

Avant de commencer, nous aurons besoin d'un préliminaire concernant les formes
volumes. Prenons (M,ω) une variété kählérienne compacte, on a la formule

ω∧n =
1

n!

(√
−1

2

)n

det(gij)dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dzn, (24)

et on dé�nit

ωn :=
1

n!
ω∧n =

(√
−1

2

)n

det(gij)dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dzn. (25)

De plus, on sait que toute forme volume Ω sur M va s'écrire localement comme

Ω =

(√
−1

2

)n

α(z1, · · · , zn) dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dzn,

où α est une fonction localement dé�nie sur M à valeurs dans R∗, on fait souvent
l'abus de noter la fonction α par Ω. De plus, si α est à valeurs dans R∗+, on dé�nit
alors localement

log Ω := logα,

en particulier on a alors
logωn = log det(gij). (26)

De plus, on peut dé�nir la (1, 1)-forme
√
−1

2π
∂∂ log Ω :=

√
−1

2π
∂∂ log Ω. Pour que cela

ait un sens, il faut remarquer que même si a dépend des coordonnées holomorphes,
on peut montrer que pour

√
−1

2π
∂∂ log Ω, ce n'est pas le cas.

Terminons par un lemme qui nous servira par la suite :

Lemme C.5.10 Soit (M,ω) une variété kählérienne compacte et soit θ ∈ −c1(M).
Il existe alors une forme volume Ω sur M telle que

√
−1

2π
∂∂ log Ω = θ.

Démonstration. si θ ∈ −c1(M) alors −θ ∈ c1(M) et donc Ric(ω) ∈ c1(M) et donc

Ric(ω) + θ =

√
−1

2π
∂∂h,

que l'on peut encore écrire

θ =

√
−1

2π
∂∂
(

log det(gij)
)

+ h
)

=

√
−1

2π
∂∂
(

log(det(gij)e
h)
)

=

√
−1

2π
∂∂
(

log Ω
)
.
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où Ω est la forme volume dé�nie localement par

Ω =

(√
−1

2

)n

eh det(gij) dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dzn

i.e. Ω = ehωn. �

Nous allons montrer qu'il existe une solution à l'équation (20) sur un intervalle
[0, T ′[ où T ′ < T en la ramenant à une équation de Monge-Ampère parabolique.

Nous allons dé�nir une forme de Kähler de référence ω̂t dans chaque classe de
cohomologie [ω0]−tc1(M) pour t ∈]0, T ′[ (cette classe est de Kähler car t < T ′ < T ).
En particulier, il existe une forme de Kähler η telle que

η ∈ [ω0]− T ′c1(M).

Et on dé�nit ω̂t comme le chemin linéaire entre ω0 et η i.e.

ω̂t := ω0 + tχ ∈ [ω0]− tc1(M), ∀t ∈]0, T ′[,

où

χ :=
1

T ′
(η − ω0) ∈ −c1(M).

En utilisant le lemme C.5.10, on sait qu'il existe une forme volume Ω surM véri�ant
√
−1

2π
∂∂ log Ω = χ =

∂

∂t
ω̂t ∈ −c1(M). (27)

On cherche maintenant une famille ϕ = ϕ(t) = ϕt de fonctions lisses dé�nies sur
M à valeurs réelles telle que

∂ϕ

∂t
= log

(ω̂t +
√
−1

2π
∂∂ϕ)n)

Ω
, ω̂ +

√
−1

2π
∂∂ϕ > 0, ϕ|t=0 = 0. (28)

Et on a alors le résultat suivant :

Lemme C.5.11 Résoudre l'équation du �ot de Kähler-Ricci (20) est équivalent à
résoudre l'équation de Monge-Ampère (28).

Démonstration. Soit ϕ une solution de l'équation (28). Posons alors

ω(t) = ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕt.

On a donc, d'après la deuxième équation de (28), que ω(t) > 0 i.e. ω(t) est une
forme de Kähler. De plus, elle véri�e bien la condition initiale ω(0) = ω0 d'après la
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troisième équation de (28) et le calcul suivant montre qu'elle est bien solution du
�ot de Kähler-Ricci (20) :

∂

∂t
ω =

∂

∂t
ω̂t +

√
−1

2π
∂∂

(
∂ϕ

∂t

)

= ω̂t +

√
−1

2π
∂∂
(
(log(ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕ)n

)
−
√
−1

2π
∂∂
(

log Ω). (voir l'équation (28))

Grâce à la formule (27), le premier et le dernier termes se simpli�ent, on obtient
donc

∂

∂t
ω =

√
−1

2π
∂∂
(
(log(ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕt)

n
)

=

√
−1

2π
∂∂
(

logω(t)n
)

(par dé�nition de ω(t))

=

√
−1

2π
∂∂
(

log det(g(t)ij)
)

(voir l'équation (26))

= Ric(ωt) (voir l'équation (15)) .

Réciproquement, si ω est une solution de l'équation 20 alors, en utilisant le ∂∂-
lemme, on peut trouver un potentiel ϕ̃(t) tel que

ω(t) = ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕ̃(t).

Quitte à rajouter une constante, on peut supposer que ϕ̃(t) véri�e∫
M

ϕ̃(t)ωn0 = 0.

De plus, le théorème de régularité parabolique, nous dit que ϕ est lisse sur M ×
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[0, T ′[. Donc nous obtenons

√
−1

2π
∂∂ logωn =

√
−1

2π
∂∂ log det(gij) (voir l'équation (26))

= −Ric(ωt) (voir l'équation (15))

=
∂

∂t
ωt (voir l'équation (20))

=
∂

∂t

(
ωt +

√
−1

2π
∂∂ϕ̃

)
(par dé�nition de ω(t))

=

√
−1

2π
∂∂ log Ω +

√
−1

2π
∂∂

(
∂ϕ̃

∂t

)
(voir l'équation (27))

Or M est une variété compacte donc les seules fonctions pluri-harmoniques sont les
constantes, ce qui nous donne :

∂ϕ̃

∂t
= log

ωn

Ω
+ c(t),

où c : [0, T ′[→ R est une fonction lisse. Maintenant, on pose

ϕ(t) := ϕ̃(t)−
∫ t

0

c(s)ds− ϕ̃(0),

et on a alors que ϕ est une solution de (28). En e�et, il est clair que ϕ(0) = 0 et le
calcul suivant montre que.

∂ϕ

∂t
=
∂
(
ϕ̃(t)−

∫ t
0
c(s)ds− ϕ̃(0)

)
∂t

=
∂ϕ̃

∂t
− c(t)

= log
ωn

Ω
(par dé�nition de c(t))

= log
(ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕt)

n

Ω
(par dé�nition de ω(t)).
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On peut remarquer que ω(0) = ω0 donc ϕ̃0 est constant, ainsi nous avons

ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕt = ω̂t +

√
−1

2π
∂∂[ϕ̃t −

∫ t

0

c(s)ds− ϕ̃(0)]

= ω̂t +

√
−1

2π
∂∂ϕ̃t

= ω(t)

> 0

Estimations pour le potentiel et la forme volume

Nous gardons les notations introduites à la section précédente pour l'équation
de Monge-Ampère (28) sur un intervalle [0, Tmax[ pour 0 < Tmax < T ′ < T .

Dans cette section, on se donne une solution sur ϕ = ϕ(t) à (28) sur un intervalle
[0, Tmax[. L'objectif de cette partie est de déterminer des estimations pour ϕ et pour
ϕ̇ := ∂ϕ

∂t
.

Commençons par le lemme suivant :

Lemme C.5.12 Il existe une constante uniforme C > 0 telle que

‖ϕ(t)‖C 0(M) ≤ C, ∀t ∈ [0, Tmax[. (29)

Démonstration. Commençons par déterminer une borne supérieure. L'idée va être
d'appliquer le principe du maximum à θ := ϕ−At où A > 0 est une constante que
l'on déterminera plus tard.

Grâce à l'équation (28), nous obtenons que

∂θ

∂t
= log

(ω̂ +
√
−1

2π
∂∂θ)n

Ω
− A.

Fixons maintenant t′ ∈]0, Tmax[. Comme M × [0, t′] est compact, θ atteint son maxi-
mum en un point (x0, t0), nous allons choisir A de telle sorte que t0 = 0. Supposons
par l'absurde que t0 > 0. Nous obtenons alors par la proposition C.4.29 qu'au point
(x0, t0), nous avons

0 ≤
∂ϕ

∂t
= log

(ω̂ +
√
−1

2π
∂∂θ)n

Ω
− A ≤ log

ω̂t0
n

Ω
− A.

Si nous prenons A > 1 + supM×[0,Tmax] log
ω̂nt
Ω

( < ∞ car M est compacte), nous
obtenons

0 ≤ log
ω̂t0

n

Ω
− A ≤ −1,

ce qui est absurde. Ainsi nous obtenons que t0 = 0 et donc supM×[0,t′] θ ≤ supM θ|t=0 =
0 d'où

ϕ(x, t) ≤ At ≤ ATmax, ∀(x, t) ∈M × [0, t′].
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Comme t′ est choisi arbitrairement, nous obtenons notre borne supérieure pour ϕ
sur [0, Tmax[.

Pour la borne inférieure, on raisonne de la même façon en étudiant Θ := ϕ+Bt

où B est une constante positive véri�ant B ≥ 1− infM×[0,Tmax] log
ω̂t0

n

Ω
et en utilisant

le principe du maximum. �
Nous voulons maintenant déterminer une estimation pour la forme volume ou,

grâce à l'équation (28), une estimation de ϕ̇.

Lemme C.5.13 Il existe une constante uniforme C > 0 telle que sur M× [0, Tmax[,

1

C
Ω ≤ ωn(t) ≤ CΩ,

ou de manière équivalente que ϕ̇ est une fonction uniformément bornée.

Démonstration. Commençons par remarquer qu'une borne supérieure est donnée
par le corollaire C.5.5. Il reste donc à déterminer une borne inférieure. Commençons
par remarquer que

∂ϕ̇

∂t
=

∂

∂t

(
log

(ω̂ +
√
−1

2π
∂∂θ)n

Ω

)
( d'après l'équation 28)

=
∂

∂t

(
log(ω̂ +

√
−1

2π
∂∂θ)n

)
(car Ω ne dépend pas de t)

=
∂

∂t

(
log det[ ˆω(t)ij + ∂i∂j θ]

)
(d'après l'équation (26))

=
∂
∂t

det[ ˆω(t)ij + ∂i∂j θ]

det[ ˆω(t)ij + ∂i∂j θ]

= ω(t)ji
∂

∂t
[( ˆω(t)ij + ∂i∂j θ] (d'après le lemme C.4.15)

= ∆ωtϕ̇+ Trωt χ (d'après les équations (17) et (18))

De plus, on sait que ω(t) = ˆω(t) +
√
−1

2π
∂∂ϕ(t), ainsi

∆ωtϕt = Trωt(ω(t)− ω̂t)
= n− Trωt ω̂t.

Ainsi, en posant Q := (T ′− t)ϕ̇+ϕ+nt et en utilisant les deux égalités précédentes,
nous obtenons ( ∂

∂t
−∆)Q = (T ′ − t) Trω χ+ n−∆ϕ

= Trω(ω̂t + (T ′ − t)χ)

= Trω ω̂T ′ > 0
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(La dernière inégalité résulte du raisonnement suivant. L'inégalité étant ponctuelle,
on peut se ramener à l'étudier dans un système normal où ω est égal à l'identité et
où ω̂T ′ est diagonalisé (lemme C.4.18), dans ce cas Trω ω̂T ′ est égale à la somme des
valeurs propres de ω̂T ′ qui sont strictement positives car ω̂T ′ est dé�ni positif.)

Ainsi, en utilisant le principe du maximum, nous obtenons que la fonction Q est
uniformément bornée par son in�mum à t = 0 donc

(T ′ − t)ϕ̇+ ϕ+ nt ≤ T ′ inf
M

log
ωn0
Ω
, sur M × [0, Tmax[,

on conclut alors en utilisant le fait que ϕ est uniformément borné et que T ′ − t ≥
T ′ − Tmax > 0. �

Borne uniforme pour la métrique

On suppose à nouveau que nous avons une solution ϕ à l'équation (28) sur
l'intervalle ]0, Tmax[ pour 0 < Tmax < T ′ < T . Commençons par un lemme qui
donne une borne uniforme pour la trace :

Lemme C.5.14 Il existe une constante C > 0 uniforme telle que sur M× [0, Tmax[,

Trω0 ω ≤ C.

Démonstration. On considère Q := log Trω0 ω−Aϕ pour A > 0 que l'on détermi-
nera plus tard. Pour t′ ∈]0, Tmax[, comme M est compact, on obtient que Q atteint
son maximum en un point (x0, t0). On peut supposer que t0 > 0, en e�et, si t = 0
alors

Q ≤ log TrΩ0 ω0 − Aϕ

d'où
Q ≤ log n− Aϕ,

on conclut alors grâce au fait que la fonction ϕ est bornée par le lemme C.5.12.
Donc on suppose t0 > 0 et en utilisant le principe du maximum et le lemme C.5.7,
on obtient qu'au point (x0, t0), il existe C0 une constante positive ne dépendant que
de la borne inférieure de la courbure bisectionnelle de g0 telle que :

0 ≤

(
∂

∂t
−∆

)
Q

≤ C0 Trω ω0 − Aϕ̇+ A∆ϕ

= Trω(C0ω0 − Aω̂t0)− A log
ωn

Ω
+ An
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(Pour obtenir la dernière égalité, on utilise la formule ∆ϕ = n − Trω ω̂t, que nous
avons démontré dans la preuve du lemme C.5.13, et l'équation (28)).

Remarquons maintenant que pour A su�samment grand et indépendant de t0,
nous obtenons que

Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0 > 0.

En e�et, comme ω̂t0 = ω + t0χ, nous avons

Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0 = [A− (C0 + 1)]ω0 + At0χ,

or on a que χ = 1
T ′

(η − ω0) où η > 0, ainsi

Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0 =
At0

T ′
η + [A(1−

t0

T ′
)− (C0 + 1)]ω0.

On conclut alors grâce au fait que η > 0 et que 0 < t0 < T ′ < Tmax.
Grâce au fait que Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0 > 0, nous obtenons que

Trω(Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0) > 0.

En e�et,l'inégalité étant ponctuelle, on peut se ramener à l'étudier dans un système
normal où ω est égal à l'identité et où (Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0) est diagonalisé (lemme
C.4.18), dans ce cas la trace est égale à la somme des valeurs propres de (Aω̂t0 −
(C0 + 1)ω0) qui sont strictement positives car Aω̂t0 − (C0 + 1)ω0 est dé�nie positive.
D'où, par linéarité de la trace,

Trω(C0ω0 + Aω̂t0) ≤ −Trω(ω0).

En utilisant cette inégalité avec la précédente, nous obtenons que

Trω(ω0) + A log
ωn

Ω
≤ An,

donc, par le lemme C.5.13, il existe une constante positive uniforme C telle que

Trω(ω0) + A log
ωn

ωn0
≤ C.

Au point (x0, t0), on considère le système normal (voir lemme C.4.18) tel que

(g0)ij = δi,j et gij = λiδij ∀i, j = 1, · · · , n,

où les λi sont des réels strictement positifs car g est dé�nie positive. Dans ce système,
on obtient que

Trω(ω0) + A log
ωn

ωn0
=

n∑
i=1

(
1

λi
+ A log λi),
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d'où
n∑
i=1

(
1

λi
+ A log λi) ≤ C

De plus, comme la fonction x 7→ 1
x

+ A log x pour x > 0 est uniformément bornée
inférieurement, on obtient que

A log λi <
1

λi
+ A log λi < C̃ ∀i = 1, · · · , n.

On a donc une borne supérieure uniforme pour λi et donc pour Trω0 ω aussi. Ainsi
Q(x0, t0) est bornée supérieurement uniformément donc Q est aussi bornée supé-
rieurement uniformément sur M × [0, t′[ pour tout t′ < Tmax. On conclut alors en
utilisant le lemme C.5.12. �

On a alors le corollaire suivant qui nous servira pour démontrer le théorème
d'existence et d'unicité de solutions maximales dans la section suivante :

Corollaire C.5.15 Il existe une constante C positive uniforme telle que nous avons
sur M × [0, Tmax[,

1

C
ω0 ≤ ω ≤ Cω0.

Démonstration. La borne supérieure provient directement du lemme C.5.14. En
e�et, l'inégalité étant ponctuelle, on peut se ramener à l'étudier dans un système
normal où ω0 est égal à l'identité et où (ω) est diagonalisé (lemme C.4.18) i.e.

(g0)ij = δi,j et gij = λiδij ∀i, j = 1, · · · , n.

où les λi sont des réels strictement positifs (car g est dé�nie positive). Dans ce
système, le lemme C.5.14 nous donne que

n∑
i=1

λi = Trω0 ω ≤ C,

et comme les λi sont strictement positives, nous obtenons que

λi < C, ∀i = 1, · · · , n.

Or dans ce système, Θ := (Cω0 − ω) est donnée par

Θij = (C − λi) = δij,

or d'après l'inégalité précédente, Θ est donc une matrice diagonale à coe�cients
strictement positifs donc nous obtenons que Θ est dé�nie positive i.e.

Cω0 − ω > 0.
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Pour la borne inférieure, continuons de travailler dans le système normal où ω0 est
égal à l'identité et où (ω) est diagonalisé (lemme C.4.18) i.e.

(g0)ij = δi,j et gij = λiδij ∀i, j = 1, · · · , n.

où les λi sont des réels strictement positifs (car g est dé�nie positif). On a alors
l'inégalité suivante (on utilise le fait que les λi sont des réels strictement positifs) :

1

λ1

+ · · ·+
1

λn
≤

1

(n− 1)!

(λ1 + · · ·λn)n−1

λ1 · · ·λn
.

ce qui nous donne

trω ω0 ≤
1

(n− 1))!
(Trω0 ω)n−1

ωn0
ωn

< C.

(La dernière inégalité résulte du lemme C.5.13.)

On peut alors conclure en faisant le même raisonnement que pour la borne su-
périeure. �

Théorème d'existence et d'unicité de solutions maximales

Rappelons que nous voulons montrer le théorème suivant

Théorème C.5.16 Il existe une unique solution maximale ω(t) à l'équation du �ot
de Kähler-Ricci (20) pour tout t ∈ [0, T [ où

T := sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0}.

Démonstration. D'après le lemme C.5.11, on est ramené à étudier l'équation de
Monge Ampère parabolique (28). La théorie des opérateurs elliptiques nous donne
alors le lemme suivant :

Lemme C.5.17 L'équation (28) admet une unique solution maximale sur un in-
tervalle [0, Tmax[ avec Tmax < T .

Démonstration. Comme le linéarisé de l'équation (28) est l'opérateur ∆ω(t) qui est
elliptique, la théorie des opérateurs elliptiques (voir [40, 22]) nous donne directement
l'existence et l'unicité d'une solution. Le fait que Tmax < T résulte, quant à lui, de
la discussion au début de la section C.5.2. �

Il faut donc montrer que Tmax = T . Raisonnons par l'absurde, et supposons que
Tmax < T , on va montrer que l'on peut prolonger la solution sur un intervalle de la
forme [0, Tmax + ε[ où ε > 0, ce qui contredira la maximalité de Tmax.

En combinant le corollaire C.5.15 et le théorème C.5.8, nous obtenons une esti-
mation C∞ pour ω(t) sur [0, Tmax[. Ainsi, par le théorème d'Arzelà-Ascoli, on a

ω(t)
C∞−→ ω(Tmax) pour t −→ Tmax,
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où ω(Tmax) > 0 prolongeant ainsi la solution sur l'intervalle [0, Tmax]. Or le lemme
C.5.17 nous donne aussi (en faisant une translation au niveau du temps) l'existence
de solution locale pour toute condition initiale. Ainsi, on peut prolonger la solution
à un intervalle de la forme [0, Tmax + ε[ où ε > 0, ce qui contredit la maximalité de
Tmax. On a donc bien Tmax = T . �

C.5.3 Convergence du �ot de Kähler-Ricci

Dans cette section, nous allons discuter de la convergence du �ot de Ricci. Cepen-
dant, Il est nécessaire avant de faire un rappel sur les métriques de Kähler-Einstein.

Soit M une variété complexe. On dit que ωKE est une métrique de Kähler-
Einstein sur M si ωKE est une métrique kählérienne véri�ant

Ric(ωKE) = µωKE, µ ∈ R. (30)

On dit alors que µ est la constante d'Einstein de ωKE.

L'existence de métriques de Kähler-Einstein implique des conditions algébriques
fortes sur la première classe de Chern. En e�et, si nous prenons les classes de coho-
mologie alors nous avons d'après le lemme C.4.17 que

c1(M) = [Ric(ω)] = µ[ωKE],

or ωKE est une métrique kählérienne, elle est donc dé�nie positive i.e. ωKE > 0.
Nous avons donc trois possibilités pour la première classe de Chern c1(M) :

(i) c1(M) < 0 si µ < 0,

(ii) c1(M) = 0 si µ = 0,

(iii) c1(M) < 0 si µ > 0 .

Nous avons alors des résultats concernant l'existence et l'unicité des métriques
de Kähler-Einstein selon ces trois cas :
• Dans le cas où c1(M) < 0, nous avons en particulier le théorème d'Aubin-Yau

([2]) qui nous donne l'existence et l'unicité de solutions à cette équation dans le cas
où c1(M) < 0.

Proposition C.5.18 Sur une variété complexe compacteM dont la première classe
de Chern c1(M) est dé�nie négative i.e. c1(M) < 0 alors il existe une unique mé-
trique de Kähler-Einstein avec comme constante d'Einstein µ = −1 �

• Dans le cas où c1(M) = 0, la conjecture de Calabi démontrée par Yau (voir [59])
répond à la question de l'existence de solutions à l'équation de Kähler-Einstein :
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Théorème C.5.19 Soit (M,ω) une variété compacte kählérienne et soit R ∈ c1(M).
Alors il existe une unique métrique g̃ dont la forme de Kähler ω̃ véri�e

[ω] = [ω̃], Ric(ω̃) = R.

En particulier, si c1(M) = 0 alors il existe dans toute classe de cohomologie de
H1,1(M) une métrique de Kähler-Einstein ω dont la constante d'Einstein est nulle.

�

• Dans le cas où c1(M) > 0, il existe des variétés dont la premier classe de Chern
est positive qui n'admettent pas de métrique de Kähler-Einstein. On pourra consul-
ter l'article [54].

Dans la suite, nous allons étudier les liens entre le �ot de Kähler-Ricci et les
métriques de Kähler-Einstein. Pour cela, on va étudier la convergence du �ot de
Kähler-Ricci selon le signe de la première classe de Chern c1(M).

Étude dans le cas où c1(M) < 0

On considère une variété kählérienne (M,ω0) telle que c1(M) < 0 et on suppose
de plus que

ω0 ∈ −c1(M).

En appliquant le théorème C.5.16, on obtient qu'il existe une unique solution maxi-
male à l'équation (20) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

et que cette équation est dé�nie sur l'intervalle [0, T [ où

T := sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0},

or on sait que ω0 ∈ −c1(M) et c1(M) < 0 donc

[ω0]− tc1(M) = −(t+ 1)c1(M) > 0∀t > 0

d'où
T = +∞.

On a donc une solution ω = ω(t) dé�nie pour tout t > 0 à l'équation (C.5.3). En
prenant les classe des cohomologies de cette équation, on obtient

[ω(t)] = (1 + t)c1(M),

et donc ω(t) diverge quand t tend vers l'in�ni. On ne peut espérer faire converger
ce �ot. Pour cette raison, on considère l'équation de Kähler-Ricci normalisée (21)

∂

∂t
ω = −Ric(ω)− ω, ω|t=0 = ω0.
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Nous avons vu alors grâce au lemme C.5.1 que cette équation admet aussi une solu-
tion ω(t) dé�nie pour tout t > 0. Cette fois-ci, en passant aux classes de cohomologie,
on obtient que

[ω(t)] = −c1(M).

Nous voulons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théorème C.5.20 Soit ω = ω(t) la solution de l'équation du �ot de Kähler-Ricci
normalisée (21). Alors ω converge de manière C∞ vers la métrique de Kähler-
Einstein de ωKE ∈ −c1(M). �

L'idée va être de se ramener à nouveau à une équation de Monge-Ampère et
d'obtenir ensuite des estimés sur le potentiel de Kähler a�n d'étudier précisément
la convergence. Commençons par nous ramener à l'étude d'une équation de Monge-
Ampère, en raisonnant comme dans la section C.5.2. Par le lemme C.5.10, il existe
une forme volume Ω véri�ant

√
−1

2π
∂∂ log Ω = ω0 ∈ −c1(M),

∫
M

Ω =

∫
M

ωn0 .

On considère alors l'équation de Monge-Ampère parabolique normalisée :

∂ϕ

∂t
= log

(ω0 +
√
−1

2π
∂∂ϕ)n

Ω
− ϕ, ω0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ > 0, ϕ|t=0 = 0. (31)

On montre que résoudre l'équation de Monge-Ampère parabolique normalisée
(31) est équivalent à résoudre l'équation du �ot de Kähler-Ricci normalisée (21).
La démonstration est similaire à celle du cas non-normalisée (voir démonstration du
lemme C.5.11) : si ϕ = ϕ(t) et une solution de (31), on montre que ω = ω0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ

est solution de (21). Pour le sens réciproque, on utilise à nouveau le ∂∂-lemme pour
obtenir la solution. En particulier, dans notre cas, la solution ϕ(t) est dé�nie pour
tout t > 0. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.5.21 Soit ϕ une solution de l'équation (31) dé�nie pour tout t > 0. On
a alors

(i) Il existe une constante uniforme C telle que pour tout t ∈ [0,∞[,

‖ϕ̇‖C 0(M) ≤ Ce−t.

(ii) Il existe une fonction ϕ∞ ∈ C 0(M,R) telle que pour tout t ∈ [0,∞[,

‖ϕ(t)− ϕ∞‖C 0(M) ≤ Ce−t.

(iii) ‖ϕ(t)‖C 0(M) est uniformément bornée pour t ∈ [0,∞[.

(iv) Il existe une constante uniforme C ′ telle que sur M × [0,∞[, la forme volume
de ω(t) véri�e

1

C ′
ωn0 ≤ ωn ≤ C ′ωn0 .
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Démonstration.

(i) Remarquons que

∂ϕ̇

∂t
=

∂

∂t

(
log

(ω0 +
√
−1

2π
∂∂ϕ)n

Ω

)
− ϕ̇

=
∂

∂t

(
log(ω0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ)n

)
− ϕ̇

=
∂

∂t
(log det(g(t)))− ϕ̇

=
∂
∂t

(det(g(t))

det(g(t))
− ϕ̇

= g(t)ij
∂

∂t
g(t)ij − ϕ̇

= g(t)ij
∂

∂t

(
g(0)ij +

√
−1

2π
∂i∂jϕ(t)

)
− ϕ̇

= g(t)ij
∂

∂t

(√
−1

2π
∂i∂jϕ(t)

)
− ϕ̇

= g(t)ij

(√
−1

2π
∂i∂j

˙ϕ(t)

)
− ϕ̇

= ∆ϕ̇− ϕ̇,

ainsi on obtient que

∂

∂t
(etϕ̇) = etϕ̇+ et

∂

∂t
ϕ̇

= etϕ̇+ et(∆ϕ̇− ϕ̇)

= et∆ϕ̇

= ∆(etϕ̇).

Donc en utilisant le principe du maximum, on obtient que

sup
(x,t)∈M×[0,T [

(etϕ̇(x, t)) ≤ sup
x∈M

ϕ0(x) =: C.

( C < +∞ car on prend le maximum d'une fonction continue sur un compact).
On a donc

etϕ̇(x) ≤ C ∀(x, t) ∈M × [0, T [.

d'où
ϕ̇(x) ≤ Cet ∀(x, t) ∈M × [0, T [.
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Et comme le résultat est vrai pour tout couple ∀(x, t) ∈M × [0, T [, on obtient
bien

‖ϕ̇‖C 0(M) ≤ Ce−t.

(ii) Pour tout (t, s) ∈ R2, on a

|ϕ(x, s)−ϕ(x, t)| = |
∫ s

t

ϕ̇(x, u)du| ≤
∫ s

t

|ϕ̇(x, u)|du ≤
∫ s

t

Ce−udu = C(e−t−e−s),

ainsi ϕ converge uniformément vers une fonction ϕ∞ ∈ C 0(M,R). De plus, en
prenant la limite quand s→ +∞ dans l'inégalité précédente, on obtient bien

‖ϕ(t)− ϕ∞‖C 0(M) ≤ Ce−t.

(On utilise (i) pour passer la deuxième inégalité).

(iii) Cela est une conséquence de (ii).

(iv) Cela est une conséquence de (i) et (iii) en utilisant l'équation (31).

�
Maintenant, en utilisant le fait que ϕ est bornée uniformément de manière C 0,

on obtient le lemme suivant :

Lemme C.5.22 Il existe une constante uniforme C telle que sur M × [0,∞[ telle
que la solution ω(t) à l'équation (21) véri�e

1

C
ω0 ≤ ω ≤ Cω.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du lemme C.5.14, on pose
Q = log Trω0 ω − Aϕ et on utilise le principe du maximum. �

On peut alors démontrer le théorème de convergence énoncé en début de section :

Théorème C.5.23 Soit ω = ω(t) la solution de l'équation du �ot de Kähler-Ricci
normalisée (21) converge de manière C∞ vers la métrique de Kähler-Einstein de
ωKE ∈ −c1(M).

Démonstration. En utilisant la proposition C.5.8 et le lemme C.5.22, on a une
estimation uniforme C∞ de ω(t) et comme ϕ est C∞-bornée (voir lemme C.5.21),
on obtient une estimation uniforme C∞ pour ϕ(t). De plus, on a, d'après le lemme
C.5.21 que

ϕ(t)
C 0

−→
t→∞

ϕ∞.

En utilisant le théorème d'Arzela-Ascoli et l'unicité de la limite,il existe une suite
(tk)k∈N de réels telle que tk → +∞ et telle que ϕ(tk) → ϕ de manière C∞. On
montre maintenant qu'il y a convergence sans passer par une sous-suite. Pour cela,
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on raisonne par l'absurde. On suppose donc le contraire, il existe donc k ∈ N, ε > 0
et une suite (ti)i∈N de réels tel que ti → +∞ véri�ant

‖ϕ(ti)− ϕ∞‖C k(M) ≥ ε,

or d'après ce qui précéde ϕ(ti) est une suite de fonctions C k+1-uniformément bornée,
on peut donc appliquer à nouveau le théorème d'Arzela-Ascoli pour obtenir une
sous-suite ϕ(tij) qui converge de manière C k vers ϕ̃∞ et donc en passant à la limite

‖ϕ̃∞ − ϕ∞‖C k(M ≥ ε,

d'où
ϕ̃∞ 6= ϕ∞.

Or, comme ϕ(tij) converge uniformément vers ϕ, nous obtenons une contradiction.
Donc on a

ϕ(t)
C∞−→
t→∞

ϕ∞.

Pour conclure, il su�t de montrer que ω∞ = ω0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ∞ est une métrique

de Kähler-Einstein. Or par le lemme C.5.21, on a que

‖ϕ̇‖C 0(M) ≤ Ce−t,

ainsi
ϕ̇ −→
t→+∞

0.

En passant alors à la limite quand t→∞ dans l'équation (31) :
√
−1

2π
∂∂ log Ω = ω0 ∈ −c1(M),

nous obtenons

0 = log
ωn∞
Ω
− ϕ∞,

d'où √
−1

2π
∂∂ϕ∞ =

√
−1

2π
∂∂ log

ωn∞
Ω
,

or, on a ∂∂
√
−1

2π
log Ω = ω0 (par dé�nition de Ω), d'où

ω∞ = ω0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ∞ =

√
−1

2π
∂∂ logωn∞,

de plus, grâce à l'équation (26) qui nous donne que

logωn∞ = log det(g∞),

ainsi

ω∞ =

√
−1

2π
∂∂ log det(g∞),

or d'après l'équation (15), on a que le membre de droite vaut −Ric(ω∞), ainsi on a
que

ω∞ = −Ric(ω∞),

i.e. ω∞ est une métrique de Kähler-Einstein de constante d'Einstein ν = −1. �

245



Étude dans le cas où c1(M) = 0

On considère une variété kählérienne (M,ω0) telle que c1(M) = 0.
En appliquant le théorème C.5.16, on obtient qu'il existe une unique solution

maximale à l'équation (20) :

∂

∂t
ω = −Ric(ω), ω|t=0 = ω0.

et que cette équation est dé�nie sur l'intervalle [0, T [ où

T := sup{t > 0 / [ω0]− tc1(M) > 0},

or on sait que c1(M) = 0 et ω > 0 donc

[ω0]− tc1(M) = [ω0] > 0 ∀t > 0

d'où
T = +∞.

On a donc une solution ω = ω(t) dé�nie pour tout t > 0 à l'équation (C.5.3). En
prenant les classes de cohomologie de cette équation, on obtient

[ω(t)] = [ω0].

On peut alors montrer le résultat suivant (on renvoie à l'article de [2] pour une
preuve) :

Théorème C.5.24 La solution ω(t) à l'équation (20) converge de manière C∞ vers
l'unique métrique de Kähler-Einstein ωKE ∈ [ω0]. �

Étude dans le cas où c1(M) > 0

Comme dit précédemment, il n'y a pas toujours existence de solutions à l'équa-
tion de Kähler-Einstein sur une variétéM dont la première classe de Chern c1(M) est
positive, voir par exemple [54]. On introduit donc une nouvelle équation : l'équation
des solitons de Kähler-Ricci. Ceci sera l'objet de la section suivante.
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C.6 Étude des Solitons de Kähler-Ricci

C.6.1 Les solitons de Kähler-Ricci

L'équation des solitons de Kähler-Ricci

Soit (M,ω) une variété kählérienne compacte dont la première classe de Chern
est positive i.e. c1(M) > 0. Par la suite, ces variétés seront appelées variétés de Fano
compactes. De plus, comme ils joueront maintenant un rôle important, nous notons
η(M) l'ensemble des champs de vecteurs holomorphes complexes sur M .

Dé�nition C.6.1 SoitM une variété de Fano compacte. On dit que le couple (X, g)
est un soliton de Kähler-Ricci si
• X ∈ η(M) i.e. X est un champ de vecteurs holomorphe,
• g est une métrique kählérienne sur M

telle que
Ric(ωg)− ωg = LX(ωg), (32)

où
• ωg est la forme de Kähler associée g,
• Ric(ωg) est la forme de Ricci associée ωg,
• LX(ωg) est la dérivée de Lie de ωg dans la direction de X.

Remarque. Cette notion généralise la notion de métrique de Kähler-Einstein, en
e�et si on prend X = 0 alors on retrouve l'équation de Kähler-Einstein (30).

Remarque. La condition d'être de Fano n'est pas nécessaire car elle découle de
l'équation (32). En e�et, on a

Ric(ωg)− ωg = LXωg

= d(iXωg) + iX(dωg) (formule de Cartan)

= d(iXωg) (car ωg est fermée)

or iXωg est une (0, 1)-forme ∂-fermée (résultat démontrée dans la suite) donc d'après
la théorie de Hodge (voir [6] pour plus de détails), il s'écrit

iXωg = α + ∂φ,

où α est une (0, 1)-forme harmonique et φ une fonction appartenant à C∞(M,C).
ainsi nous obtenons que

Ric(ωg)− ωg = ∂(iXωg) (car iXωg est ∂-fermée)

= ∂(α + ∂φ) (d'après ce qui précède)

= ∂∂φ (car α est harmonique)
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donc en passant aux classes de cohomologie et en utilisant le fait que Ric(ωg) est
un représentant de c1(M) (lemme C.4.17), nous obtenons que c1(M) est représentée
par la métrique ωg et donc c1(M) est obligatoirement positive. Ceci nous donne une
condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton Kähler-Ricci :

Lemme C.6.2 Soit M une variété de Fano compacte. Si (X, g) est un soliton de
Kähler-Ricci alors la forme de Kähler ωg associée à la métrique g véri�e ωg ∈ c1(M).

�

Les théorèmes d'existences et d'unicités

Les deux questions importantes lorsque nous étudions une équation sont l'exis-
tence et l'unicité de solutions. Dans le cas des solitons de Kähler-Ricci, Il existe un
résultat concernant l'unicité démontrée dans [55, 56] :

Proposition C.6.3 Soit une variété compacte de FanoM . Si (X, g) et (X
′
, g
′
) sont

des solitons de Kähler-Ricci alors il existe σ ∈ Aut(M)◦ tel que

ωg = σ∗ωg′ , X = (σ−1)∗(X
′
).

(où Aut(M)◦ est la composante connexe de l'identité du groupe Aut(M) des auto-
morphismes holomorphes de M .) �

Par contre, nous n'avons pas de résultats généraux concernant l'existence. Par
contre, nous pouvons montrer l'existence sur des variétés de Fano particulières : les
variétés toriques de Fano et ce résultat sera l'objectif de la �n du mémoire.

Théorème C.6.4 Il existe un soliton de Kähler-Ricci, qui est unique modulo les au-
tomorphismes holomorphes, sur toute variété compacte torique kählérienne de Fano.

�

Remarque. On remarque que grâce au résultat précédent sur l'unicité, il su�t de
montrer qu'il existe un soliton de Kähler-Ricci sur toute variété torique.

Pour démontrer ce résultat, nous commencerons par une étude de l'équation des
solitons a�n de dégager des conditions nécessaires sur le couple (X, g) pour qu'il
soit un soliton de Kähler-Ricci. Cela nous conduira à introduire une fonctionnelle :
l'invariant de Futaki qui sera une obstruction à l'existence de solitons. Et l'étude de
cet invariant dans le cas torique nous permettra grâce à la méthode de la continuité
de démontrer le théorème C.6.4.

Étude de l'équation des solitons de Kähler-Ricci

Dans cette section, nous allons étudier les conséquences de l'existence de solitons
de Kähler-Ricci sur une variété kählérienne compacte de Fano.
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Pour cela, on �xe une variété kählérienne de Fano compacte M et on considère
un soliton de Kähler-Ricci (X, g) sur la variétéM i.e. nous avons la relation suivante

Ric(ωg)− ωg = LXωg.

Ainsi, en se souvenant que ωg et Ric(ωg) sont des (1, 1)-formes réelles, nous obtenons
que LXωg est aussi une (1, 1)-forme réelle i.e. LImXωg = 0, où ImX est la partie
imaginaire de X. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.6.5 Soit une variété kählérienne de Fano compacte M et on consi-
dère un soliton de Kähler-Ricci (X, g) sur la variété M . Nous avons alors les consé-
quences suivantes :

(i) La dérivée de Lie LXωg est une (1, 1)-forme réelle i.e. LImXωg = 0,

(ii) la partie imaginaire ImX du champ de vecteurs X engendre un sous-groupe
à un paramètre compact (φt)t∈R composé d'isométries pour ω où (φt)t∈R est le
�ot associé à ImX.

Démonstration.
Le premier point a déjà été prouvé.
Pour le second point, comme M est une variété compacte, le �ot de ImX est

global i.e. ImX engendre bien un sous-groupe à un paramètre (voir [45] pour plus
de détails sur le �ot). De plus, par ce qui précède et par les propriétés du �ot, on a

0 = LImX =
d

dt
|t=0((φt)∗ω).

ainsi, comme φ0 = id (propriété du �ot), nous obtenons

(φt)∗ω = (φ0)∗ω = ω, ∀t ∈ R,

ce qui permet de conclure. �
Avant d'étudier plus en détail cette équation, faisons quelques rappels a�n de

�xer les notations et conventions. Si g est une métrique kählérienne alors g s'écrit
localement

g = gij dz
i ⊗ dzj. (33)

(On rappelle aussi que nous notons (gji) l'inverse de la matrice (gij).)

De plus, la forme de Kähler ωg associée à g et la forme de Ricci Ric(ωg) associée
à ωg s'écrivent alors

ωg =

√
−1

2π
gij dz

i ∧ dzj, (34)

Ric(ωg) =

√
−1

2π
Rij dz

i ∧ dzj, Rij = −∂i∂j log det(gij). (35)

Avec ces notations nous pouvons étudier l'équation (32). Pour commencer, nous
pouvons supposer que ωg ∈ c1(M) (voir lemme C.6.2). Alors, comme Ric(ω) ∈
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c1(M) (voir lemme C.4.17), nous obtenons par le ∂∂-lemme qu'il existe une fonction
hg ∈ C∞(M,R) telle que

Ric(ωg)− ωg =

√
−1

2π
∂∂hg.

De plus, hg est entièrement déterminée modulo une constante, on normalise alors en
demandant en plus que ∫

M

ehgωng =

∫
M

ωng ,

où ωng = ωg ∧ · · · ∧ ωg la forme volume associée à ωg. En e�et, comme ωng est une
forme volume, nous avons que∫

M

ehgωng > 0 et
∫
M

ωng > 0,

donc en posant

θ := log

( ∫
M
ωn∫

M
ehgωng

,

)
,

on obtient bien que ∫
M

ehg+θωng =

∫
M

ωng .

De plus, cette normalisation détermine entièrement hg. En e�et, supposons que hg
et h̃g véri�e cette condition, alors par hypothèse on a que

h̃g = hg + θ,

en prenant l'intégrale, on obtient

eθ
∫
M

ehgωng =

∫
M

ehg+θωng =

∫
M

eh̃gωng =

∫
M

ωng =

∫
M

ehgωg,

donc comme
∫
M
ehgωng > 0, nous obtenons que eθ = 1 i.e. θ = 0. Ce qui permet de

conclure à l'unicité. Récapitulons ce que nous venons de démontrer :

Lemme C.6.6 Soit M une variété de Fano compacte. Alors pour toute métrique
kählérienne g telle que sa forme de kähler ωg ∈ c1(M), il existe une unique fonction
hg ∈ C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg)− ωg =

√
−1

2π
∂∂hg,

∫
M

ehgωng =

∫
M

ωng . (36)

�
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Exploitons maintenant le fait que X est une variété de Fano i.e. c1(M) > 0. En
e�et, si on prend un champ de vecteurs X holomorphe alors on a que iXωg est une
(0, 1)-forme ∂-fermée. Pour le voir, on écrit X s'écrit sous la forme

X = X i
∂

∂zi
,

où les X i sont des fonctions holomorphes. Alors en utilisant l'équation (16), nous
obtenons que

iXωg =

√
−1

2π
gijX

idzj,

ainsi le calcul suivant montre le résultat :

∂(iXωg) = ∂k(gijX
i)dzk ∧ dzj

=
(
∂k(gij)X

i + gij∂k(X
i)
)
dzk ∧ dzj

=
(
∂k(gij)X

i)dzk ∧ dzj (car les X i sont holomorphes)

= 0

(La dernière égalité résulte de la condition de Kähler qui nous donne que

∂k(gij) = ∂j(gik),

or comme le produit extérieur est alterné i.e.

dzk ∧ dzj = −dzj ∧ dzk,

nous obtenons que pour tout i �xé :∑
k,j

∂k(gij)dz
k ∧ dzj = 0,

ce qui permet de conclure.)

Maintenant, la théorie de Hodge nous donne le résultat suivant

Z0,1(M,C) = H 0,1(M,C)⊕ Im(∂),

où H 0,1(M,C) est l'ensemble des (0, 1)-formes harmoniques sur M et Z0,1(M,C)
l'ensemble des (0, 1)-formes ∂ fermées (voir [14] par exemple pour plus de détails).
De plus, comme c1(M) > 0, on a d'après l'inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano que

H 0,1(M,C) = 0, (37)

i.e. il n'existe pas de (0, 1)-forme harmonique sur M (voir par exemple [6] pour plus
de détails). Ainsi nous obtenons

Z0,1(M,C) = Im(∂),

ce qui nous donne le lemme suivant
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Lemme C.6.7 Soit M une variété de Fano compacte. Pour tout champ de vecteurs
holomorphe X ∈ η(M), il existe une unique fonction θX ∈ C∞(M,C) véri�ant

iXωg =

√
−1

2π
∂θX ,

∫
M

eθXωng =

∫
M

ωng . (38)

Nous avons alors l'égalité

LXωg =

√
−1

2π
∂∂θX . (39)

Démonstration. L'existence vient de la discussion qui précède, tandis que l'unicité
vient de la condition de normalisation (seconde équation) comme dans la démons-
tration du lemme C.6.6. L'égalité 39 résulte de la formule de Cartan :

LXωg = d(iXωg) + iX(dωg) (formule de Cartan)

= d(iXωg) (car ωg est fermée)

=

√
−1

2π
d(∂θX) (grâce à l'équation (38))

=

√
−1

2π
∂∂θX . (par le lemme C.2.10)

�

Nous avons alors le résultat suivant qui fait le lien entre les fonctions θX et hg :

Proposition C.6.8 En gardant les notations des lemmes C.6.6 et C.6.7, nous ob-
tenons que si (X, g) est un soliton de Kähler-Ricci alors hg = θX .

Démonstration. Commençons par rappeler que nous avons l'égalité 39 :

LXωg =

√
−1

2π
∂∂θX .

Or comme (X, g) est un soliton de Kähler-Ricci, par l'équation des solitons de
Kähler-Ricci (32), nous avons que

√
−1

2π
∂∂θX = LX(ωg) = Ric(ωg)− ωg.

Or, par l'équation 36, nous avons aussi
√
−1

2π
∂∂hg = Ric(ωg)− ωg.

Ainsi θX et hg véri�ent la même équation, et de plus, par hypothèse, les fonctions
θX et hg véri�ent la même condition de normalisation, on conclut alors par unicité
de θX (voir lemme C.6.7). �

Nous avons alors le corollaire suivant :
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Corollaire C.6.9 Soit (X, g) un soliton de Kähler-Ricci sur une variété kählérienne
M . Alors la fonction θX ∈ C∞(M,C) véri�ant

iXωg =

√
−1

2π
∂θX ,

∫
M

eθXωng =

∫
M

ωng , (40)

est une fonction réelle i.e. θX ∈ C∞(M,R).

Démonstration. Cela découle directement du fait que θX = hg et que la fonction
hg ∈ C∞(M,R). �

C.6.2 L'invariant de Futaki pour les solitons de Kähler-Ricci

Une première dé�nition de l'invariant de Futaki

Dans cette section, on considère une variétéM de Fano compacte et une métrique
kählérienne g sur M telle que sa forme de kähler ωg ∈ c1(M). On sait qu'il existe,
d'après le lemme C.6.6, une unique application hg ∈ C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg)− ωg =

√
−1

2π
∂∂hg,

∫
M

ehgωng =

∫
M

ωng .

On dé�nit alors l'invariant de Futaki pour les solitons de Kähler-Ricci qui nous
donnera une condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton de Kähler-Ricci.

Dé�nition C.6.10 Soit une variété M de Fano compacte et soit une métrique käh-
lérienne g sur M telle que sa forme de kähler ωg ∈ c1(M). Pour tout champ de vec-
teurs holomorphe X ∈ η(M), on dé�nit la fonctionnelle FX , appelée fonctionnelle
de Futaki, par

FX : η(M) −→ C

v 7−→
∫
M

v(hg − θX)eθXωng
.

où on note :
• hg est l'unique fonction appartenant à C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg)− ωg =

√
−1

2π
∂∂hg,

∫
M

ehgωng =

∫
M

ωng ,

• θX est l'unique fonction appartenant à C∞(M,C) véri�ant

iXωg =

√
−1

2π
∂θX ,

∫
M

eθXωng =

∫
M

ωng .

(voir les lemmes C.6.6 et C.6.7 pour plus de détails)

Au vu de la dé�nition, il semblerait que la fonctionnelle FX dépend de la métrique
ωg ∈ c1(M) mais le lemme suivant montre qu'il n'en est rien et que la fonctionnelle
de Futaki FX est un invariant holomorphe appelé invariant de Futaki :
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Lemme C.6.11 Soit une variété M de Fano compacte et une métrique kählérienne
g sur M telle que sa forme de kähler ωg ∈ c1(M). Alors, pour tout X ∈ η(M) la
fonctionnelle FX est indépendante de la métrique kählérienne g.

Démonstration. La preuve que nous donnons est tirée de [56]. Soit g′ une autre
métrique kählérienne telle que ωg′ ∈ c1(M). D'après le ∂∂-lemme, Il existe une
fonction φ ∈ C∞(M,R) telle que

ωg′ = ωg +

√
−1

2π
∂∂φ.

• La première étape de notre démonstration consiste à montrer que

θX(g′) = θX(g) +X(φ) + c,

où c est une constante. Pour cela, on remarque que d'un côté nous avons
√
−1

2π
∂[θX(g) +X(φ)] = iXωg +

√
−1

2π
∂[X(φ)],

et de l'autre côté, nous avons

iX(ωg′) = iX(ωg +

√
−1

2π
∂∂φ)

= iXωg +

√
−1

2π
iX
(
∂∂φ

)
,

Pour conclure, il su�t de remarquer que

iX
(
∂∂φ

)
= ∂[X(φ)].

En e�et, si on écrit localement X = X i∂i, nous avons alors d'une part

∂∂φ = (∂i∂jφ) dzi ∧ dzj

d'où
iX(∂∂φ) = (∂i∂jφ) X idzj.

Et d'autre part, nous avons aussi

X(φ) = X i(∂iφ),

d'où

∂X(φ) = ∂
(
(∂iφ)X i

)
dzj

= (∂j∂iφ)X i + (∂iφ)(∂jX
i)dzj

= (∂j∂iφ)X idzj (car X est holomorphe)

= (∂i∂jφ)X idzj (car φ est à valeurs réelles).

254



• La seconde étape consiste à montrer que la constante c est nulle i.e.

θX(g′) = θX(g) +X(φ).

Pour cela, nous dé�nissons les métriques kählériennes ωgs par la formule

ωgs := ωg + (s− 1)

√
−1

2π
∂∂φ, ∀s ∈ [1, 2].

Remarquons que nous avons

d

ds

(
ωngs

)
= ∆sφ ω

n
gs , (41)

où ∆s est l'opérateur laplacien associé à ωgs et

X(f) = 〈∂ θX(gs), ∂ f〉ωgs , ∀f ∈ C∞(M,C). (42)

(on démontrera ces égalités à la �n de la preuve.)

Nous pouvons aussi remarquer que le premier point de la démonstration nous
donne que pour tout s ∈ [1, 2], il existe cs telle que

θX(gs) = θX(g) +X(φ) + cs.

Ainsi, nous obtenons que

d

ds

∫
M

exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs

=

∫
M

d

ds

(
exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs

)
(interversion dérivée et intégrale)

=

∫
M

(
∆sφ+X(φ)

)
exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs (grâce à la formule précédente)

Or, en utilisant la formule d"intégration par partie et la formule (42), nous
obtenons que∫

M

∆sφ exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs

= −
∫
M

〈∂φ, ∂[exp(θX(g) + (s− 1)X(φ)]〉ωngs

= −
∫
M

〈∂φ, ∂[θX(g) + (s− 1)X(φ)]〉 exp(θX(g) + (s− 1)X(φ)ωngs

= −
∫
M

〈∂φ, ∂[θX(g) + (s− 1)X(φ) + cs]〉 exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs

= −
∫
M

〈∂φ, ∂[θX(gs)]〉 exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs

= −
∫
M

X(φ) exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs .
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Ce qui implique que

d

ds

∫
M

exp(θX(g) + (s− 1)X(φ))ωngs = 0,

donc nous avons∫
M

exp(θX(g) + (s− 1)X(ϕ))ωngs =

∫
M

exp(θX(g))ωngs ,

ce qui nous donne, grâce à l'unicité démontrée dans le lemme C.6.7, que

θX(g) + (s− 1)X(ϕ) = θX(gs), ∀s ∈ [1, 2],

donc en particulier, en prenant s = 2 que

θX(g) +X(ϕ)) = θX(g′),

ce que nous voulions.
• La troisième étape consiste à remarquer que

h′g = hg − log
ωng′

ωng
− φ+ c,

où c est une constante. En e�et, nous avons
√
−1

2π
∂∂h′g = Ric(ωg′)− ωg′

= Ric(ωg′)− ωg −
√
−1

2π
∂∂φ

= Ric(ωg′)−Ric(ωg) +

√
−1

2π
∂∂hg −

√
−1

2π
∂∂φ.

En écrivant cela en coordonnées, nous obtenons que

∂∂[h′g − hg + log
ωng′

ωng
+ φ] = 0,

ce qui permet de conclure.
• La quatrième étape consiste à montrer que pour tout (X, v) ∈ η(M)2, on a∫

M

v(hg − θX(g)eθX(g)ωng =

∫
M

v(hg′ − θX(g′))eθX(g′)ωng′ ,

ce qui achèvera donc la démonstration du lemme. Pour cela, on rappelle que
nous avons les métriques kählériennes ωgs par la formule

ωgs := ωg + (s− 1)

√
−1

2π
∂∂φ, ∀s ∈ [1, 2],
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et nous posons aussi

hs = hg − log
ωng′

ωng
− (s− 1)φ, ∀s ∈ [1, 2].

Commençons par remarquer que

Ric(ωgs)− ωgs =

√
−1

2π
∂∂hs, (43)

et que

dhs

ds
= −(∆sφ+ φ). (44)

(Nous démontrerons ces deux égalité à la �n de la preuve.) Remarquons aussi
tout de suite que nous avons

d θX(gs)

ds
=

d

ds
[θX(g) + (s− 1)X(φ)] = X(φ) (45)

De plus, on rappelle qu'en faisant un raisonnement similaire à celui de la
section C.6.1, nous obtenons qu'il existe une fonction ψ ∈ C∞(M,C) telle que
pour tout v ∈ η(M) �xé :

iv(ωgs) =

√
−1

2π
∂ψ,

et que nous avons la formule suivante :

v(f) = 〈∂ ψ, ∂ f〉ωgs , ∀f ∈ C∞(M,C). (46)

(on démontrera cette égalité à la �n de la preuve.)
On dé�nit alors

f : [1, 2] −→ C

s 7−→
∫
M

v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs

.
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On obtient alors, en utilisant les équations (43), (45) et (44), que

df(s)

ds
=

d

ds

(∫
M

v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs

)

=

∫
M

d

ds
[v(hs − θX(gs))] e

θX(gs)ωngs

+

∫
M

v(hs − θX(gs))
d

ds
[eθX(gs)]ωngs

+

∫
M

v(hs − θX(gs))e
θX(gs)

d

ds
[ωngs ]

=

∫
M

v(
d

ds
[hs − θX(gs)]) e

θX(gs)ωngs

+

∫
M

v(hs − θX(gs))
d

ds
[θX(gs)] [eθX(gs) ωngs

+

∫
M

v(hs − θX(gs))e
θX(gs)

d

ds
[ωngs ]

=

∫
M

v(−∆sφ− φ−X(φ))eθX(gs)ωngs

+

∫
M

X(φ) v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs

+

∫
M

(∆s) v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs .

=

∫
M

v(−∆sφ− φ−X(φ))eθX(gs)ωngs

+

∫
M

(∆s +X(φ)) v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs .

De plus, grâce à l'équation (46), nous obtenons

df(s)

ds
= −

∫
M

〈∂ψ, ∂(∆sφ+X(φ))〉ωgse
θX(gs)ωngs

−
∫
M

〈∂ψ, ∂φ〉ωgse
θX(gs)ωngs

+

∫
M

(∆s +X(φ)) v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs .
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Maintenant, en faisant une intégration par partie, nous obtenons que

−
∫
M

(∆sφ)ψ eθX(gs)ωngs =

∫
M

〈∂φ, ∂(ψeθX(gs))〉ωngs

=

∫
M

〈∂φ, ∂ψ〉eθX(gs)ωngs

+

∫
M

〈∂φ, ∂(eθX(gs))〉ψ ωngs

=

∫
M

〈∂φ, ∂ψ〉eθX(gs)ωngs

+

∫
M

X(φ)eθX(gs) ψ ωngs (voir l'équation (42)).

Ce que nous pouvons écrire sous la forme∫
M

〈∂φ, ∂ψ〉eθX(gs)ωngs = −
∫
M

[(∆sφ) +X(φ)]ψ eθX(gs) ωngs . (47)

De même, on montre que∫
M

〈∂ψ, ∂φ〉 eθX(gs)ωngs = −
∫
M

[ψ∆φ+ v(θX(gs))φ] eθX(gs) ωngs (48)

Ainsi, en utilisant les équations (47) et (48), nous avons

df(s)

ds
=

∫
M

(
∆s +X(φ)

)
(∆sψ + v(θX(gs)))e

θX(gs)ωngs

+

∫
M

ψ(∆sφ+X(φ))eθX(gs)ωngs

+

∫
M

(∆s +X(φ)) v(hs − θX(gs))e
θX(gs)ωngs .

En simpli�ant cette expression, nous obtenons que

df(s)

ds
=

∫
M

(∆s +X(φ))(∆sψ + ψ + v(hs))e
θX(gs)ωngs .

On pose maintenant
p = ∆sψ + ψ + v(hs)

et nous avons alors que

∂p = 0. (49)
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(Cette égalité sera démontré à la �n de la preuve.)
Donc en faisant une intégration par partie, nous obtenons que

df(s)

ds
=

∫
M

〈∂p, ∂φ〉ωgse
θX(gsωngs = 0.

Ainsi nous obtenons que f(1) = f(2), ce qui permet de conclure.

Il nous reste à montrer les 5 égalités énoncées au cours de la démonstration.
• Commençons par montrer l'équation (41) :

d

ds

(
ωngs

)
= ∆sφ ω

n
gs .

En e�et, on a

d

ds

(
ωngs

)
=

d

ds

(
det[ωij + (s− 1)φij] dV

)
(où on a posé φij := ∂i∂jφ et dV la forme volume standard)

=
d

ds

(
det[ωij + (s− 1)φij]

)
dV

= ωijgs
d

ds

(
ωij + (s− 1)φij

)
det(gs)dV

= ωijgs φij det(gs)dV

= ∆sφ ω
n
gs

(où ∆s est l'opérateur laplacien associé à ωgs).

• Passons à la démonstration des équations (43) et (44) :

Ric(ωgs)− ωgs =

√
−1

2π
∂∂hs,

dhs

ds
= −(∆sφ+ φ).

On rappelle que

hs = hs = hg − log
ωng′

ωng
− (s− 1)φ

= hg − log
det gs

det g
− (s− 1)φ.

L'équation (43) découle alors directement de l'égalité précédente en utilisant
les expressions des di�érents termes de la somme. Pour l'autre égalité, le calcul
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suivant permet de conclure :

dhs

ds
=

d

ds

(
log

det gs

detg

)
− φ

= −gij
∂

∂s

(
(gs)ij

)
− φ

= −gij
∂

∂s

(
gij + (s− 1)∂i∂jφ

)
− φ

= −gij
(
∂i∂jφ

)
− φ

= ∆sφ− φ.

• Ensuite, il y a l'équation (46) :

v(f) = 〈∂ ψ, ∂ f〉ωgs .

Comme cette égalité est ponctuelle, pour la montrer nous pouvons nous placer
dans un système normal pour ωgs en un point quelconque et faire le calcul en
ce point. Ainsi comme v est holomorphe, il s'écrit localement sous la forme
v = vi∂i. Ainsi, nous obtenons que

v(f) = vi∂if = vi∂i f,

or, dans un système normal pour ωgs , l'égalité iv(ωgs) =
√
−1

2π
∂ψ nous donne

que vj = ∂jψ pour tout j ∈ {1, · · · , n}, ainsi nous obtenons

v(f) = ∂i ψ ∂i f.

On conclut en se souvenant que nous sommes dans un système normal pour
ωgs et donc que dans ce système le membre de droite vaut bien 〈∂ ψ, ∂ f〉ωgs .

• De même, l'équation (42) est identique à la précédente (en remplaçant v par
X.
• Il reste à démontrer l'égalité (49) :

∂p = 0.

Remarquons que l'équation est ponctuelle, on se place dans un système de
coordonnées normal centré (en un point x de M quelconque) pour la métrique
gs i.e. au point x, nous avons gij = δij. Ainsi, l'égalité iv(ωs) =

√
−1

2π
∂ψ devient

vi = ∂iψ (où les vi sont les cordonnées locales du champ de vecteurs v i.e. on
a v = vi∂i). Au point x, nous avons donc

p := ∆sψ + ψ + v(hs)

= ∂i∂iψ + ψ + vi ∂ihs

= ∂i∂iψ + ψ + ∂iψ ∂ihs
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On peut encore l'écrire pour plus de lisibilité :

p = ψii + ψ + ψi(hs)i.

On a donc

pj = ψiij + ψj + ψij(hs)i + ψi(hs)ij

= ψiji +Rmiψm + ψj + ψij(hs)i + ψi(hs)ij (par les formules de Ricci)

= Rmiψm + ψj + ψi(hs)ij (puisque ψi = vi est holomorphe)

= Rmiψm + ψj + ψi(Rij − gij) (par dé�nition de hs)

= 0.

�
La première propriété importante de cet invariant est qu'il nous donne une obs-

truction à l'existence de solitons de Kähler-Ricci. Plus précisément, nous avons le
résultat suivant :

Lemme C.6.12 Soit M une variété de Fano compacte et soit (X, g) un soliton de
Kähler-Ricci sur M . Alors l'invariant de Futaki FX pour le champs de vecteur X
est nul i.e. FX ≡ 0.

Démonstration. Nous avons vu dans le lemme C.6.11 que l'invariant de Futaki
ne dépend pas de la métrique choisie, nous prenons donc la métrique g associée au
soliton de Kähler-Ricci (X, g). Or, nous avons vu dans le lemme C.6.2 que

hg = θX(g),

d'où
v(hg − θX(g)) = 0, ∀v ∈ η(M),

or par dé�nition, la fonctionnelle FX a pour expression :

FX(v) =

∫
M

v(h− θX)eθXωng ,

ce qui permet de conclure directement.
�

Maintenant, l'objectif va être de démontrer qu'il existe un soliton de Kähler-
Ricci sur toute variété de Fano torique compacte. Plus précisément, nous voulons
démontrer :

Théorème C.6.13 Il existe un soliton de Kähler-Ricci sur toute variété torique
kählérienne de Fano. �

Cela va passer par une étude de l'invariant de Futaki dans le cas torique, ce que nous
ferons dans la section C.6.3, où on utilisera l'existence d'une métrique et de champs
de vecteurs holomorphes particuliers dont on connaît les expressions. Nous pourrons
ainsi démontrer dans la section C.6.4 l'existence de solitons de Kähler-Ricci sur les
variétés toriques de Fano grâce à la méthode de la continuité.
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Une autre formulation de l'invariant de Futaki

On garde les notations introduites dans les sections précédentes. Rappelons que
si on a métrique kählérienne g telle que sa forme de kähler ωg ∈ c1(M), il existe une
unique fonction hg ∈ C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg)− ωg =

√
−1

2π
∂∂hg,

∫
M

ehgωng =

∫
M

ωng .

De plus si X est un champ de vecteurs holomorphe alors on a qu'il existe une unique
fonction θX ∈ C∞(M,C) véri�ant

iXωg =

√
−1

2π
∂θX ,

∫
M

eθXωng =

∫
M

ωng .

On a alors le lemme suivant :

Lemme C.6.14 Nous avons la relation suivante :

∂[∆θX +X(hg) + θX ] = 0,

où ∆ est le laplacien associé à ωg.

Démonstration. Il su�t de calculer les trois termes séparément et de voir qu'ils
se simpli�ent mutuellement entre eux. �

Comme M est compacte, le principe du maximum nous dit que

−(∆θX +X(hg)) = θX + c,

où c est une constante. On peut donc renormaliser la fonction θX en une fonction
θ̃X qui véri�e donc

iXωg =

√
−1

2π
∂θ̃X , ∆θ̃X +X(hg) = −θ̃X . (50)

Remarquons que cette renormalisation est équivalente à demander que θ̃X véri�e∫
M

θ̃Xe
hgωng = 0.

En e�et, cela résulte de la formule d'intégration par parties qui nous donne que∫
M

∆θ̃Xe
hgωng = −

∫
M

〈∂θX , ∂ehg〉ωng ω
n
g

= −
∫
M

〈∂θX , ∂hg〉ωng e
hgωng

= −
∫
M

X(hg)e
hgωng

( La dernière égalité résulte du fait que ∂θX = iXωg.) Nous avons alors le lemme
suivant :
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Lemme C.6.15 Soit (M,ωg) une variété de Fano compacte. Pour toute fonction
φ ∈ C∞(M,R), on peut dé�nir une métrique kählérienne g′ telle que sa forme de
Kähler ωφ soit égale à

ωφ := ωg +

√
−1

2π
∂∂φ.

De plus, la forme ωg′ appartient à c1(M) et donc il existe θ̃(g′) ∈ C∞(M,C) telle
que

iXωg′ =

√
−1

2π
∂θ̃X(g′), ∆g′ θ̃X +X(hg′) = θ̃X(g′),

où hg′ est dé�nie par le lemme C.6.6 pour la métrique g′. Nous avons alors la relation
suivante :

θ̃X(g′) = θ̃X(g) +X(φ).

Démonstration. Commençons par introduire quelques notations. Pour tout s ∈
[1, 2], on pose

ωgs = ωg + (s− 1)

√
−1

2π
∂∂φ, (51)

et

hs = hg − log
ωngs
ωng
− (s− 1)φ, (52)

et θ̃X(gs) ∈ C∞(M,C) telle que

iXωgs =

√
−1

2π
∂∂θ̃X(gs),

∫
M

θ̃X(gs)e
hgsωgs = 0. (53)

Remarquons que
∂[θ̃X(gs)− θ̃X − (s− 1)X(φ)] = 0

(voir la démonstration du lemme C.6.11 pour une preuve de ce fait), ainsi par le
principe du maximum, nous obtenons qu'il existe des constantes cs telles que

θ̃X(gs) = θ̃X + (s− 1)X(φ) + cs. (54)

Nous posons maintenant

G(s) =

∫
M

[θ̃X + (s− 1)X(φ) + cs]e
hsωngs .

Par l'équation 52,on obtient que

G(s) =

∫
M

[θ̃X + (s− 1)X(φ) + cs]e
−(s+1)φ+hgωng .
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Ainsi nous obtenons grâce aux équations (51) et (54) que

dG

ds
(s) =

∫
M

(X(φ) +
d cs

ds
− (θ̃X + (s− 1)X(φ) + cs)φ)e−(s+1)φ+hgωng

=

∫
M

(X(φ) +
d cs

ds
− θ̃X(gs)φ)ehsωngs .

Or grâce à la formulation d'intégration par parties, nous avons que∫
M

(X(φ)− θ̃X(gs)φ)ehsωngs = 0

(voir la démonstration du lemme C.6.11 pour une preuve de ce fait), ainsi nous
obtenons que

dG

ds
(s) =

d cs

ds

∫
M

ehsωngs .

Maintenant, en remarquant que hgs = hs (voir la démonstration du lemme C.6.11
pour une preuve de ce fait), nous obtenons par la condition de normalisation de
l'équation (53) que

G(s) =

∫
M

[θ̃ + (s− 1)X(φ) + cs]e
hgsωngs = 0

ainsi, comme
∫
M
ehsωngs > 0, nous avons

d cs

ds
= 0,

d'où
cs = c1 = 0,∀s ∈ [1, 2].

Nous avons donc bien
θ̃X(g′) = θ̃X(g2) = θ̃X +X(ϕ).

�
On considère maintenant la fonctionnelle suivante :

f : η(M) −→ C

Z 7−→
∫
M

eθ̃Zωng
.

Il semblerait que cette fonctionnelle dépende de la métrique kählérienne g mais
il n'en est rien comme le montre le lemme suivant :

Lemme C.6.16 Soit une variété M de Fano compacte et une métrique kählérienne
g sur M telle que sa forme ωg ∈ c1(M). Alors la fonctionnelle f est indépendante
de la métrique kählérienne g.
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Démonstration. Prenons une autre métrique g′ telle que sa forme ωg′ soit aussi un
représentant de c1(M) ainsi nous avons par le ∂∂-lemme qu'il existe φ ∈ C∞(M,R)
telle que

ωg′ := ωφ = ωg +

√
−1

2π
∂∂φ.

De plus, nous noterons

ωtφ = ωg +

√
−1

2π
∂∂(tφ).

Remarquons tout de suite que ωtφ est aussi un représentant de c1(M). Passons
maintenant à la démonstration.
• La première étape consiste à montrer que∫

M

eθ̃Z+Z(φ)ωnφ =

∫
M

eθ̃Zωng +

∫ 1

0

∫
M

(∆tφ+ Z(φ))eθ̃Z+tZ(φ)ωntφ ∧ dt.

Pour cela, on remarque que

d

dt
[eθZ+tZ(φ)ωntφ] =

d

dt
[eθZ+tZ(φ) det(gtφ)]dV

= Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ) det(gtφ)dV +
d

dt
[det(gtφ)]eθZ+tZ(φ)dV

= Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ) det(gtφ)dV + (gtφ)ij
d

dt
[(gtφ)ij] det(gtφ)eθZ+tZ(φ)dV

= Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ) det(gtφ)dV + (gtφ)ij
d

dt
[gij + tφij] det(gtφ)eθZ+tZ(φ)dV

= Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ) det(gtφ)dV + (gtφ)ijφij det(gtφ)eθZ+tZ(φ)dV

= Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ) det(gtφ)dV + ∆tφ det(gtφ)eθZ+tZ(φ)dV

d'où
d

dt
[eθZ+tZ(φ)ωntφ] = (Z(φ) + ∆tφ)eθZ+tZ(φ)ωntφ.

Ainsi, nous obtenons que∫ 1

0

∫
M

(∆tφ+ Z(φ))eθ̃Z+tZ(φ)ωntφ ∧ dt =

∫ 1

0

∫
M

(
d

dt
[eθZ+tZ(φ)ωntφ]

)
∧ dt

=

∫ 1

0

d

dt

[∫
M

(
eθZ+tZ(φ)ωntφ

])
∧ dt

=

∫
M

eθZ+Z(φ)ωnφ −
∫
M

eθZωng .

Ce qui permet de conclure.
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• La seconde étape consiste à montrer que∫
M

eθ̃Z+Z(φ)ωnφ =

∫
M

eθ̃Zωng .

Cela est une conséquence de la formule d'intégration par partie qui nous donne que∫
M

(∆tφ+ Z(φ))eθ̃Z+tZ(φ)ωntφ = 0.

En e�et, on a∫
M

∆tφ e
θ̃Z+tZ(φ)ωntφ = −

∫
M

〈∂eθ̃Z+tZ(φ), ∂φ〉ωtφωntφ.

= −
∫
M

〈∂[θ̃Z + tZ(φ)], ∂φ〉ωtφeθ̃Z+Z(φ)ωntφ.

or d'après le lemme 50, on a que iZωtφ =
√
−1

2π
∂(θ̃Z + tZ(φ)) donc∫

M

∆tφ e
θ̃Z+tZ(φ)ωntφ =

∫
M

−Z(φ)eθ̃Z+tZ(φ)ωntφ.

Ce qui nous donne alors le résultat souhaité.
• La dernière étape consiste à conclure en utilisant le lemme 50 qui nous dit que

θ̃Z + Z(φ) = θ̃Z(g′).

�
Maintenant, on veut étudier la dérivée de f au point X par rapport à v ∈ η(M).

Le lemme suivant nous donne une expression de cette dérivée et montre en particulier
qu'elle est un multiple de l'invariant de Futaki introduit précédemment :

Lemme C.6.17 Soit M une variété de Fano compacte. La fonctionnelle f dé�nie
par

f : η(M) −→ C

Z 7−→
∫
M

eθ̃Zωng
.

La dérivée au point X par rapport à v ∈ η(M) de la fonction f a pour expression

F ′X(v) =

∫
M

θ̃ve
θ̃Xωng .

De plus nous avons qu'il existe une constante C non nulle telle que

F ′X(v) = C · FX(v),

où FX est l'invariant de Futaki pour le champ de vecteurs X. En particulier, nous
avons donc

F ′X(v) = 0⇐⇒ FX(v) = 0.
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Démonstration. On sait que

F ′X(v) = lim
t→0

f(X + tv)− f(X)

t
.

En remplaçant f par son expression, nous obtenons que

F ′X(v) = lim
t→0

∫
M

eθ̃X+tv − eθ̃X
t

ωng .

Or on a
√
−1

2π
∂θ̃X+tv = ωg(X + tv, ·)

= ωg(X, ·) + tωg(v, ·)

=

√
−1

2π
∂θ̃X +

√
−1

2π
∂(t · θ̃v)

d'où
θ̃X+tv = θ̃X + t · θ̃v + c,

où c est une constante. De plus, par la condition de normalisation des di�érentes
fonctions, nous obtenons∫

M

θ̃X+tve
hgωng = 0,

∫
M

θ̃X + t · θ̃vehgωng = 0,

d'où

c

∫
M

ehgωng = 0

ce qui nous donne c = 0 puisque
∫
M
ehgωng > 0. Ainsi notre dérivée a pour expression

F ′X(v) = lim
t→0

∫
M

eθ̃X+t·θv − eθ̃X
t

ωng

= lim
t→0

∫
M

eθ̃X
(1− et·θ̃v)

t
ωng

=

∫
M

lim
t→0

(1− et·θ̃v)
t

eθXωng

=

∫
M

1− 1− t · θ̃v + o(t)

t
eθXωng

=

∫
M

θ̃ve
θ̃Xωng .

Cela démontre la première partie du lemme. Pour la seconde, nous allons exploiter
le fait que

θ̃v = −∆θ̃v − v(hg).
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Ainsi, nous avons

F ′X(v) = −
∫
M

∆θ̃X +X(hg)e
θ̃Xωng ,

or grâce à la formulation d'intégration par parties, nous avons que

F ′X(v) = −
∫
M

v(θ̃X − hg)eθ̃Xωng .

Or on sait que
θ̃X = θX + c,

d'où

F ′X(v) = −ec
∫
M

v(θX − hg)eθXωng = −ecFX(v).

De plus, comme ec 6= 0, nous avons donc bien

F ′X(v) = 0⇐⇒ FX(v) = 0.

�
Rappelons que si (X, g) est un soliton de Kähler-Ricci alors FX ≡ 0 (voir lemme

C.6.12. Nous pouvons reformuler ce fait sous la forme suivant :

Lemme C.6.18 Soit M une variété compacte de Fano. Si (X, g) est un soliton de
Kähler-Ricci alors X est un point critique de l'application :

f : η(M) −→ C

Z 7−→
∫
M

eθ̃Zωng
.

�

C'est cette vision de l'invariant de Futaki que nous allons exploiter dans la section
suivante a�n de trouver un champ de vecteurs l'annulant.

Étude de l'invariant de Futaki

Rappelons pour commencer que le groupe des automorphismes d'une variété
complexe compacte M est un groupe de Lie de dimension �nie (voir [34] pour plus
de détails) dont l'algèbre de Lie est η(M).

Maintenant, si K un sous-groupe compact maximal de la composante connexe
de l'identité Aut◦(M) du groupe des automorphismes holomorphes Aut(M) de la
variété M , alors la décomposition de Chevalley nous donne que

Aut◦(M) = Autr(M) nRu,

où Autr(M) est un sous-groupe réductif de Aut◦(M) et la complexi�cation de K
et Ru le radical unipotent de Aut◦(M). De plus, si on note η(M), ηr(M), ηu(M) et
κ(M) les algèbres de Lie de Aut(M), Autr(M), Ru et K respectivement, alors on a

η(M) = ηr(M) + ηu(M).

On pourra consulter [20] pour plus de détails.
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Lemme C.6.19 En gardant les notations qui précèdent, il existe un unique champ
de vecteur holomorphe X ∈ ηr(M) tel que Im(X) ∈ κ(M) et véri�ant

FX(v) = 0, ∀v ∈ ηr(M).

Démonstration. En gardant les notations introduites dans le lemme C.6.18, ce
problème est équivalent à chercher un point critique à la fonction f . On rappelle
aussi que F ′X(v) est la dérivée de f en X dans la direction v.

Puisque F ′X est indépendante de la métrique kählérienne g, nous pouvons choisir
une métrique kählérienne g qui est K-invariante (une telle métrique existe toujours,
voir [20]). De plus, comme FX est linéaire sur ηr(M) et que Autr(M) est le com-
plexi�é de K, on peut se restreindre à calculer FX(v) pour v ∈ ηr(M) tel que
Im(v) ∈ κ(M).

Ainsi, on sait que pour tout Z ∈ ηr(M) tel que Im(Z) ∈ κ(M) il existe une
fonction θ̃Z ∈ C∞(M,C) telle que

iZωg =

√
−1

2π
∂θ̃Z .

En utilisant la formule de Cartan et le fait que iXωg est une (0, 1)-forme ∂-fermée,
on a vu que

LZωg =

√
−1

2π
∂∂θ̃Z .

De plus, on remarque que iZωg = iZωg. En e�et, si on écrit que localement Z = Zi∂i
alors on a d'une part que

iZωg = −
√
−1

2π
gijZ

j
dzi.

et d'autre part que

iZωg =

√
−1

2π
gijZ

idzi

= −
√
−1

2π
gjiZ

i
dzj.

Ainsi nous obtenons grâce à la formule de Cartan que

LZωg = d ◦ iZωg
= d ◦ (iZωg)

= d ◦ iZωg

= −
√
−1

2π
∂∂θ̃Z

= −
√
−1

2π
∂∂θ̃Z

=

√
−1

2π
∂∂θ̃Z .
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En combinant ces deux résultats, nous obtenons que
√
−1

2π
∂∂[θ̃Z − θ̃Z ] = LZ−Zωg

= L2
√
−1Im(Z)ωg

= 2
√
−1LIm(Z)ωg

= 0 (car g est K-invariante et Im(Z) ∈ κ(M)).

Ainsi nous obtenons que

θ̃Z = θ̃Z + c,

où c est une constante. Or, nous avons que∫
M

θ̃Xe
hgωng = 0,

et comme hg est une fonction réelle, en prenant le conjugué de cette intégrale, nous
obtenons aussi ∫

M

θ̃Xe
hgωng = 0.

Ainsi c = 0 et donc θ̃Z est une fonction à valeurs réelles. De plus, en se souvenant que
θ̃(1−t)X+tY = (1− t)θ̃X + tθ̃Y (voir par exemple la démonstration du lemme C.6.17)
et que l'exponentielle est une fonction convexe, on obtient que f est une fonction
convexe sur ηr(M) vu comme R-espace vectoriel. Pour conclure, il su�t donc de
montrer que f est propre i.e. f(Z) diverge quand Z tend vers l'in�ni.

Soit (Zi)i=1,··· ,m une base de ηr(M) (en tant que R-espace vectoriel), or comme
Autr(M) est le complexi�é de K, on peut supposer que pour tout i, on a Im(Zi) ∈
κ(M). De plus, grâce au procédé de Gram-Schmith pour le produit scalaire induit
par la métrique g, on peut considérer que (Zi) est une base orthonormée. De plus,
par le même raisonnement qu'au début de la démonstration, on voit que les fonctions
θ̃Zi associées aux champs de vecteurs Zi par l'équation (50) sont à valeurs réelles

Prenons maintenant une suite (Zl)l∈N de champs de vecteurs holomorphes dans
le R-espace vectoriel ηr(M) telle que

∫
M
|Zl|ωgωng → +∞. Il faut donc montrer que

f(Zl) → +∞. Il existe donc m suites réelles (til) telle que Zl =
∑

i t
i
lZi, et comme

nous avons pris une base orthonormée, nous avons que |Zl|2ωg =
∑

i |tli|2.
Comme |Zl|ωg → +∞, quitte à extraire, cela signi�e qu'il existe au moins une

suite (tkl )l∈N telle que |tkl | → +∞. Quitte à renuméroter, on peut supposer que k = 1.
Comme cette suite diverge, on peut donc extraire des sous-suites tilk telles que

|t1lk | ≥ |t
i
lk
|, ∀i ∈ {1, · · · ,m}.

De plus, la suite

(
|tilk |
|t1lk |

)
est alors bornée, quitte à extraire à nouveau, on peut sup-

poser que les suites

(
|tilk |
|t1lk |

)
sont convergentes pour tout i ∈ {1, · · · ,m}. Terminons
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en remarquant que l'on peut supposer aussi que tilk > 0 pour tout i ∈ {1, · · · ,m}.
En e�et, il existe un nombre in�ni de termes positifs ou de termes négatifs dans
cette suite, quitte à remplacer Zi par −Zi et à extraire à nouveau, on peut donc
bien faire cette hypothèse.

Grâce à ces hypothèses, on a que

Z1 +
m∑
l=2

(
|tilk |
|t1lk |

)
Zi → Z0, l→ +∞,

où Z0 appartient à ηr(M) (vu R-espace vectoriel). On notera θ̃Z0 la fonction associée
au champ de vecteur Z0 par l'équation (50), on remarque tout de suite que cette
fonction est non identiquement nulle comme Z0 n'est pas identiquement nul. De plus,
par le même raisonnement qu'au début de la démonstration, on voit que θ̃Z0 est à
valeurs réelles. Maintenant, comme nous avons que

∫
M
θ̃Z0e

hgωng = 0, que ehg > 0

(car hg est à valeurs réelles) et que θ̃Z0 6≡ 0, nous obtenons qu'il existe un ouvert
U ⊂M telle θ̃Z0 > 0 sur U .

En remarquant que

θ̃Z1+
∑m
i=1(tilk

)/(t1lk
)Zi = θ̃Z1 +

m∑
i=1

(tilk)/(t
1
lk

)θ̃Zi

(voir la démonstration du lemme C.6.17 pour une démonstration de cette propriété),
nous obtenons par passage à la limite :

θ̃Z1 +
m∑
i=1

tilk
t1lk
θ̃Zi → θ̃Z0 , lk → +∞.

On en déduit donc qu'il existe ε > 0 assez petit tel qu'à partir d'un certain rang,
nous obtenons que

θ̃Z1 +
m∑
i=1

tilk
t1lk
θ̃Zi > ε > 0.

Ce qui nous donne donc

f(Zlk) =

∫
M

exp

(
m∑
i=1

tilk θ̃Zi

)
ωng

=

∫
M

exp

(
t1lk

(
θ̃Z1 +

m∑
i=2

tilk
t1lk
θ̃Zi

))
ωng

≥
∫
U

e
εt1lkωng → +∞, lk → +∞

Cela permet de conclure. En e�et, la seule valeur d'adhérence possible pour la suite
(|(f(Zl)|)l∈N est +∞. Supposons le contraire i.e. la suite admet une valeur d'adhé-
rence �nie que l'on notera l ∈ R+. Il existe alors une sous-suite (|f(Zlk |) qui converge
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vers l. Comme nous avons pris la suite (Zk) complètement arbitraire, nous pouvons
faire le même raisonnement pour la suite extraite (Zlk) et donc obtenir que par
unicité de la limite l = +∞, ce qui est absurde. La suite (|(f(Zl)|)l∈N admet +∞
comme unique valeur d'adhérence, elle converge donc vers cette valeur d'adhérence.
Ce qui permet de conclure que f est propre et donc termine la preuve. �

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.6.20 En gardant les notations précédentes, il existe un unique champ
de vecteurs holomorphe X ∈ ηr(M) avec Im(X) ∈ κ(M) tel que FX(·) s'annule sur
ηr(M). De plus, X est nul ou il appartient au centre de ηr(M), et nous avons

FX([u, v]) = 0, ∀(u, v) ∈ ηr(M)× η(M).

En particulier FX(·) est un caractère de Lie sur ηr(M).

Démonstration. La première partie du lemme est une conséquence directe du
lemme précédent. Maintenant, on va traiter 2 cas séparément :

(1) Supposons que le centre de ηr(M) est réduit à {0}. Alors comme ηr(M) est une
algèbre de Lie réductive, nous avons ηr(M) = [ηr(M), ηr(M)]. Remarqusons
que la fonctionnelle de Futaki en X = 0 devient

F0(v) =

∫
M

v(hg)ω
n
g .

Cette fonctionnelle coïncide avec l'invariant de Futaki pour les métriques de
Kähler-Einstein. On voit, en particulier, que dans ce cas, F0 est un morphisme
d'algèbre de Lie sur η(M). En e�et, si on pose τ ∈ Aut(M) et σt le sous-groupe
à un paramètre engendré par v, alors on a∫

M

(τ · σt · t−1)∗(hg)ω
n
g =

∫
M

hg((τ · σt · τ−1)−1)∗(ωng )

=

∫
M

hg((τ · σt)−1)∗(τ ∗ωng )

=

∫
M

(τ · σt)∗hg(τ ∗ωng )

=

∫
M

(σt)
∗(τ ∗(hg))(τ

∗ωng ).

En dérivant cette égalité en t = 0, en se souvenant que l'invariant de Futaki ne
dépendant pas de la métrique kählérienne et en remarquant que (τ · σt · τ) est
le sous-groupe engendré par Adτ (v) et que τ ∗(hg) véri�e Ric(τ ∗ωg) − τ ∗ωg =√
−1

2π
hg, nous obtenons

F0(Adτv) = F0(v).
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Maintenant, si on prend τ = τs le groupe à un paramètre engendré par u ∈
η(M) alors en dérivant en t = 0 l'équation précédente, nous obtenons que

F0([u, v]) = 0, ∀(u, v) ∈ η(M)2.

Ce qui montre bien que F est bien un morphisme d'algèbres de Lie. Ainsi
comme ηr(M) = [ηr(M), ηr(M)], nous obtenons que F0 est identiquement nulle
sur ηr(M). Comme 0 véri�e les hypothèses du lemme précédent, par unicité,
nous avons X = 0, ce qui permet de conclure dans ce cas.

(2) Supposons que le centre ηc(M) de ηr(M) n'est pas réduit à zéro. En considérant
la fonctionnelle f restreint à ηc(M), on montre en utilisant les mêmes argu-
ments que dans la preuve précédente que l'on peut trouver un unique champ de
vecteurs holomorphe X ′ ∈ ηc(M) avec Im(X ′) ∈ κ(M) tel que F ′X′(·) s'annule
sur ηc(M). Il reste donc à montrer que

F ′X′([u, v]) = 0, ∀(u, v) ∈ ηr(M)× η(M).

Soit v ∈ η(M) et (σt) le sous-groupe à un paramètre engendré par v. Nous
avons alors ∫

M

(τ · σt · τ−1)∗(hg − θX′)eθX′ωng

=

∫
M

(hg − θX′)((τ · σt · τ−1)−1)∗(eθX′ωng )

=

∫
M

(hg − θX′)((τ · σt·)−1)∗(τ ∗(eθX′ωng ))

=

∫
M

(τ · σt)∗(hg − θX′)(τ ∗(eθX′ωng ))

=

∫
M

(σt)
∗(τ ∗(hg − θX′))(τ ∗(eθX′ωng ))

=

∫
M

(σt)
∗(τ ∗(hg)− (τ ∗(θX′(ωg)))e

θX′ (τ
∗ωg)τ ∗(ωng )

où θX′ est la fonction associée au champs de vecteurs X ′ par l'équation (50).

Maintenant, remarquons que (τ ·σt ·τ) est le sous-groupe engendré par Adτ (v),
que (hg) véri�eRic(τ ∗ωg)−τ ∗ωg =

√
−1

2π
hg et que τ ∗(θX′(ωg)) véri�e iX′(τ ∗ωg) =

√
−1

2π
∂[(τ ∗(θX′(ωg))]. Ainsi, en dérivant cette égalité en t = 0 et en se souve-

nant que l'invariant de Futaki ne dépend pas de la métrique kählérienne nous
obtenons

F ′X(Adτ (v)) = F ′X(v).

Maintenant si nous prenons u ∈ ηr(M) tel que Im(u) ∈ κ(M) et τ = τs le
groupe à un paramètre engendré par u alors, en di�érentiant l'égalité précé-
dente, nous trouvons que

FX′([u, v]) = 0, ∀(u, v) ∈ ηr(M)× η(M).
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Ce que nous voulions. Ainsi, nous voyons que FX′(·) s'annule sur ηr(M). Par
unicité, on conclut que X = X ′. Ce qui permet de conclure.

�

C.6.3 Les solitons de Kähler-Ricci sur les variétés toriques
de Fano

Rappel sur les variétés toriques

Dé�nition C.6.21 On dit que(M, g, J, ω, µ) est une variété torique kählérienne de
dimension complexe n ou de dimension réelle 2n si

• (M, g, J, ω) est une variété kählérienne compacte de dimension réelle 2n.

• Il existe une action φ : Tn ×M → M e�ective et hamiltonienne du tore réel
Tn de dimension réelle n sur M .

• L'action φ s'étend en une action e�ective holomorphe φ : T ×M →M du tore
complexe T ' (C∗)n ' Rn × (S1)n M telle qu'il existe une orbite libre ouverte
et dense M0 ⊂M .

Les propriétés importantes qui découlent directement de la dé�nition sont réunis
dans la proposition suivante :

Proposition C.6.22 Le tore T dé�nit donc un tore maximal dans le groupe de Lie
Aut(M) des automorphismes biholomorphes de M . De plus, nous avons alors un
système de coordonnées holomorphes sur M0 :

M0 ' T

' (C∗)n

' Rn ×
√
−1Tn

' {u+
√
−1 v / (u, v) ∈ Rn × Rn/Zn}.

En particulier, dans ce système l'action de T est donnée par l'action naturel de T
sur lui-même i.e.

ρ : T × T −→ T
(zi)× (z̃i) 7−→ (zi · z̃i)

.

Démonstration. En e�et, vu que l'action est e�ective, nous obtenons que le mor-
phisme ρ : T → Aut(M) induit par l'action est injective. Nous pouvons donc voir T
comme un tore maximal dans le groupe de Lie Aut(M).

Maintenant, on considère la restriction de ρ à M0 :

ρ : T ×M0 −→ M0

z ×m 7−→ z ·m .
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En �xant un point base noté m0 dans ce repère, on obtient donc une application

ρ̃ : T −→ M0

z 7−→ z ·m0
.

Cette application est bien holomorphe puisque l'action est holomorphe. De plus,
cette application est bien bijective puisque l'action est libre en restriction àM0. Son
inverse est aussi holomorphe puisqu'elle est donné par

ρ̃−1 : T −→ M0

z 7−→ z−1 ·m0
.

Nous avons donc bien un isomorphisme entre M0 et T . En utilisant le fait que ρ est
un morphisme i.e. z̃ · (z · m0) = (z̃z) · m0, nous obtenons que l'action ρ est donc
donnée via cet isomorphisme par

ρ : T ×M0 −→ M0

(z̃, z ·m0) 7−→ (z̃z) ·m0
,

ce qui permet de conclure. �

On rappelle que l'on peut associer à toute variété torique kählérienne M un
polytope dit de Delzant dont on rappelle la dé�nition :

Dé�nition C.6.23 Un polytope Ω de (Rn)∗ est un polytope de Delzant (entier) s'il
véri�e :

(i) Pour tout sommet p du polytope Ω, p appartient à exactement n faces Fi1 , · · · , Fin,
dont les vecteurs normaux νi1 , · · · , νin forment une base de Rn.

(ii) Pour tout i ∈ {1, · · · , n}, νi ∈ Zd.
(iii) Pour tout sommet p, les vecteurs normaux sortants {νi1 , · · · , νin} des faces

Fi1 , · · · , Fin contenant p peuvent être choisis pour former une base de Zn.

La condition d'être de Fano qui veut dire (pour nous) que c1(M) > 0 est équiva-
lente à de nombreuses propriétés algébriques, notamment que le �bré anti-canonique
est ample, ces propriétés de la géométrie algébrique donne une caractérisation im-
portante via son polytope pour qu'une variété torique soit de Fano. Pour cela, on
introduit la notion de polytope de Fano :

Dé�nition C.6.24 On dit qu'un polytope Ω ⊂ Rn dé�ni par

Ω = {x ∈ Rn / 〈x, νr〉 ≤ cr ∀r ∈ {1, · · · , d}} ,

est un polytope de Fano si
• le polytope Ω est un polytope de Delzant,
• et le polytope Ω admet un "centre" privilégié i.e. il existe x0 ∈ Ω∗ tel que

〈νr, x0〉+ cr = 1, ∀r ∈ {1, · · · , d}.
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Remarque. Dans ce cas, quitte à translater le polytope, on peut supposer que le
centre privilégié est l'origine et donc le polytope est de la forme :

Ω = {x ∈ Rn / 〈x, νr〉 ≤ 1 ∀r ∈ {1, · · · , d}} .

Nous ferons cette hypothèse par la suite.

Lemme C.6.25 Une variété kählérienne torique (M,ω) est de Fano si et seulement
son polytope est un polytope de Fano.

Démonstration. Comme ce résultat vient de la géométrie algébrique, nous ren-
voyons par exemple à [17, 15] pour une démonstration. �

Les champs de vecteurs holomorphes sur une variété kählérienne torique
de Fano

Rappelons que le groupe des automorphismes d'une variété complexe compacte
M est un groupe de Lie de dimension �nie (voir [34] pour plus de détails) dont
l'algèbre de Lie est η(M). Ainsi le tore complexe T va engendrer une sous-algèbre
de Lie abélienne maximale η0(M). Comme C est algébriquement clos, tous les en-
domorphismes {ad v / v ∈ η0(M)} sont diagonalisables et commutent entre eux par
la formule de Jacobi, ils sont donc simultanément diagonalisable. De plus, l'espace
commun pour la valeur propre 0 est le commutant Zη(M)(η0(M)) de η0(M) dans
η(M). Ainsi, nous avons la décomposition :

η(M) = Zη(M)(η0(M))⊕α∈Φ ηα(M),

où Φ est l'ensemble des applications de η0(M) dans C non identiquement nulle et

ηα(M) = {x ∈ η(M), ∀v ∈ η0(M), advx = α(v)x.}

De plus, comme η0(M) est abélienne maximale, on peut montrer grâce à la décom-
position de Jordan que Zη(M)(η0(M)) = η0(M) (voir [46] pour plus de détails), et
nous obtenons le lemme suivant :

Lemme C.6.26 Soit M une variété torique de Fano. Si on note eta(M) l'ensemble
des champs de vecteurs holomorphes, nous avons la décomposition suivante :

η(M) = η0(M)⊕α∈Φ ηα(M),

où η0(M) est l'algèbre de Lie abélienne maximal engendrée par le tore maximal T
de la variété torique M , Φ est l'ensemble des applications de η0(M) dans C non
identiquement nulles et

ηα(M) = {x ∈ η(M), ∀v ∈ η0(M), advx = α(v)x}.
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Démonstration. On pourra consulter [46]. �

L'objectif va être d'utiliser le lemme C.6.20. Pour cela, nous introduisons quelques
algèbres et groupes de Lie importants et étudions les relations entre eux. En notant
K0 ' (S1)n le sous-groupe compact maximal de T , en remarquant que K0 est un
tore réel de dimension n, nous obtenons que T est la complexi�cation du groupe
de Lie (réel) K0 (voir [11] pour plus de détails). Nous obtenons donc le diagramme
suivant :

K0
� � // T �

� // Aut(M) .

De plus, comme T est connexe, on a que T appartient à une composante connexe de
Aut(M), or les composantes connexes de Aut(M) sont de la forme g · Aut(M)◦ où
Aut(M)◦ est la composante connexe de l'identité de Aut(M), donc en remplaçant
T par g−1 · T , nous pouvons supposer de plus que nous avons

K0
� � // T �

� // Aut(M)◦ �
� // Aut(M) .

En considérant le sous-groupe compact maximal K contenant K0 (qui existe par
le théorème de Cartan-Iwasawa-Malcev : voir [32]) dans Aut◦(M), le diagramme
devient :

K0
� � //
� _

��

T �
� // Aut(M)◦ �

� // Aut(M)

K � � // KC

+ �

99

où KC est la complexi�cation de K (qui existe puisque K est compact : voir [11]).
De plus, il existe une �èche T ↪→ KC provenant de la propriété universelle du
complexi�é. Ce qui nous donne au �nal le diagramme suivant :

K0
� � //
� _

��

T �
� //� _

��

Aut(M)◦ �
� // Aut(M)

K � � // KC

+ �

99

.

Rappelons aussi que nous avons la décomposition de Chevalley :

Aut◦(M) = Autr(M) nRu,

où Autr(M) est un sous-groupe réductif de Aut◦(M) et la complexi�cation de K et
Ru le radical unipotent de Aut◦(M). De plus, si on note η(M), ηr(M), ηu(M), κ(M)
et κ0(M) les algèbres de Lie de Aut(M), Autr(M), Ru, K et K0 respectivement,
alors on a

η(M) = ηr(M) + ηu(M)

(voir [20] pour plus de détails). Nous pouvons aussi traduire "en algèbre de Lie" le
diagramme précédent :

κ0(M) �
� //

� _

��

η0(M) �
� //

� _

��

η(M)

κ(M) �
� // ηr(M)

( �

55

.
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De plus, on a que η0(M) et ηr(M) sont les complexi�cations de κ0(M) et κ(M) i.e.

ηr(M) = κ(M)⊕
√
−1κ(M).

η0(M) = κ0(M)⊕
√
−1κ0(M),

De plus, par la théorie des groupes de Lie, nous savons que l'algèbre de Lie de
T ' (C∗)n est donnée par t = T(1,··· ,1)T ' Cn. De plus l'isomorphisme entre τ et
η0(M) est alors donné par

X : T −→ η0(M)

τ 7−→ Xτ (x) =
d

dt
|t=0 exp(−t · τ) · x

.

En utilisant cela, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme C.6.27 L'algèbre de Lie η0(M) admet une base de champs de vecteurs
holomorphes (X1, · · · , Xn) telle que

Xi|M0 =
∂

∂wi
, ∀i ∈ {1, · · · , n},

où (w1, w2, · · · , wn) = (x1 +
√
−1θ1, · · · , xn +

√
−1θn) sont les coordonnées logarith-

miques sur T ' Rn × (S1)n.

Démonstration. La première partie découle directement du fait que t ' Cn. Le
fait qu'elle véri�e

Xi|M0 =
∂

∂wi
, ∀i ∈ {1, · · · , n},

découle de l'isomorphisme X donné précédemment et du fait que l'action de T en
restriction M0 est donnée via les cordonnées logarithmiques par l'action naturelle
du tore sur lui-même (voir lemme C.6.22). �

Une métrique K0-invariante sur une variété kählérienne torique de Fano

Nous allons maintenant introduire une métrique K0-invariante provenant du fait
queM est torique. En e�et, on a vu dans la section C.1.5 que toute variété torique est
entièrement déterminée par un polytope Ω dont on note p(1), · · · , p(m) les sommets,
on dé�nit alors une fonction u0 sur Rn par

u0 : Rn −→ R

x 7−→ log[
n∑
i=1

exp(〈p(i), x〉)] .

Nous avons alors le lemme suivant
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Lemme C.6.28 La fonction u0 dé�nie précédemment est une fonction (strictement)
convexe sur Rn. De plus, en utilisant les coordonnées logarithmiques sur T ' C∗ '
Rn × (S1)n, on a que la 2-forme ωg0 sur T dé�nie par

ωg0 :=

√
−1

2π
∂∂u0,

est une métrique kählérienne K0-invariante où K0 est le sous groupe compact maxi-
mal de T i.e. on a vu, via les cordonnées logarithmiques, que K0 ' (S1)n. De plus,
on a que la fonction gradient Du0 : x ∈ Rn 7→ (∂1 u

0(x), · · · , ∂n u0(x)) ∈ Rn est un

di�éomorphisme entre Rn et l'intérieur
◦
Ω du polytope Ω et qu'il véri�e

| log det(u0
ij) + u0| <∞, u0

ij := ∂i∂ju
0.

Démonstration. Pour la première partie du lemme, il su�t de remarquer que u0

est une fonction strictement convexe sur Rn. En e�et, sa matrice hessienne est alors
dé�nie positive et donc ωg0 sera bien positive. De plus, comme elle ne dépend pas
des variables d'angles θ1, · · · , θn, elle sera bien K0-invariante.

Pour la seconde partie, cela découle directement de l'expression de la di�érentielle
Du0 : x ∈ Rn 7→ (∂1 u

0(x), · · · , ∂n u0(x)) ∈ Rn. Un calcul direct nous donne que

Du0(x) =


∑

1≤k≤m

e〈p
(k),x〉p

(k)
i∑

1≤k≤m

e〈p
(k),x〉


1≤i≤n

.

De plus, si on note D2u0 : x ∈ Rn 7→ (∂i∂j u
0(x)) ∈ Mn(R) la matrice hessienne de

u0, on obtient que

∂i∂j u
0(x) =

∑
1≤u≤m

∑
1≤v≤m

e〈p
(u),x〉e〈p

(v),x〉[p
(u)
i p

(u)
j − p

(u)
i p

(v)
j ]( ∑

1≤k≤m

e〈p
(u),x〉

)2 .

�
Par la suite, on devra étudier les fonctions

gr : Rn −→ R
x 7−→ log[1− 〈Du0(x), νr〉]

,

où νr est le vecteur normal entrant dé�nissant la r-ième face du polytope Ω i.e. on a
Ω = {x ∈ Rn / ∀r ∈ {1, · · · ,m}, 〈x, νr〉 ≤ 1}. On remarque que cette application
est bien dé�nie puisque d'après ce qui précède Du0 est un di�éomorphisme de Rn

sur Ω i.e. 1− 〈Du0(x), νr〉 > 0 pour tout x ∈ Rn.
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Lemme C.6.29 Les dérivées des fonctions gr sont bornées sur Rn, autrement dit
la norme du gradient des gr est bornée i.e. il existe C > 0

‖Dgr(x)‖ ≤ C, ∀x ∈ Rn.

Démonstration. On calcule la dérivée ∂i gr(x) en utilisant les expressions calculées
plus haut :

∂i gr(x) = ∂i
(
log[1− 〈Du0(x), νr〉]

)
= −

∂i( 〈Du0(x), νr〉 )

1− 〈Du0(x), νr〉

= −
〈∂i (Du0)(x), νr〉
1− 〈Du0(x), νr〉

,

or on a
Du0 : x ∈ Rn 7→

(
∂1 u

0(x), · · · , ∂n u0(x)
)
∈ Rn,

ainsi
∂i (Du

0)(x) =
(
∂i∂1 u

0(x), · · · , ∂i∂n u0(x)
)
.

Nous obtenons donc

∂i gr(x) = −

n∑
j=1

∂i∂j u
0(x)(νr)j

1−
n∑
j=1

∂j u
0(x)(νr)j

= −

∑
1≤k≤m

e〈p
(k),x〉

( ∑
1≤k≤m

e〈p
(k),x〉

)2

∑
1≤u,v≤m

n∑
j=1

e〈p
(v),x〉e〈p

(u),x〉[p
(u)
j p

(u)
i − p

(u)
j p

(v)
i ](νr)j

∑
1≤k≤m

e〈p
(k),x〉[1−

n∑
j=1

p
(k)
j (νr)j]

.

En simpli�ant, cela nous donne

∂i gr(x) =

∑
1≤u,v≤m

n∑
j=1

e〈p
(v),x〉e〈p

(u),x〉[p
(u)
j p

(v)
i − p

(u)
j p

(u)
i ](νr)j

∑
1≤u,v≤m

e〈p
(u),x〉e〈p

(v),x〉[1−
n∑
j=1

p
(u)
j (νr)j]

.

Commençons par remarquer que le dénominateur n'est jamais nul. En e�et, pour
tout face Fr = {x ∈ Rn / 〈x, νr = 1}, il existe un sommet p(k) n'appartenant pas à
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cette face Fr i.e. [1−
n∑
j=1

p
(u)
j (νr)j] > 0. Nous pouvons ainsi ré-écrire la dérivée sous

la forme

∂i gr(x) =

∑
1≤u,v≤m

n∑
j=1

e〈p
(v),x〉e〈p

(u),x〉[p
(u)
j p

(v)
i − p

(u)
j p

(u)
i ](νr)j

∑
1≤u,v≤m
p(u) 6∈Fr

e〈p
(u),x〉e〈p

(v),x〉[1−
n∑
j=1

p
(u)
j (νr)j]

.

Maintenant, nous posons

Θmax := max
1≤u,v≤m

[p
(u)
j p

(v)
i − p

(u)
j p

(u)
i ](νr)j, Θmin := min

1≤u,v≤m
[p

(u)
j p

(v)
i − p

(u)
j p

(u)
i ](νr)j

et

Ωmax := max
1≤u,v≤m
p(u) 6∈Fr

[1−
n∑
j=1

p
(u)
j (νr)j], Ωmin := min

1≤u,v≤m
p(u) 6∈Fr

[1−
n∑
j=1

p
(u)
j (νr)j].

Ainsi, en remarquant que 0 < Ωmin ≤ Ωmax, nous obtenons

Θmin

Ωmax

≤ ∂i gr(x) ≤
Θmax

Ωmin

,

ce qui permet de conclure �
Continuons en dé�nissant aussi

v(x) : Rn −→ R
x 7−→ max{〈x, p(k)〉 / k = 1, · · · ,m} ,

et nous avons alors le lemme :

Lemme C.6.30 La fonction v véri�e

v ≤ u0 ≤ logm+ v.

et
v(y) ≥ 〈z, y〉 ∀z ∈ Ω.

Démonstration. Pour la première inégalité, remarquons que

max
i
〈x, p(i)〉 ≤

m∑
i

〈x, pi〉 ≤ m max
i
〈x, pi〉,

en prenant l'exponentielle puis le logarithme de cette inégalité, on trouve

v ≤ u0 ≤ logm+ v.
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Pour l'autre inégalité, rappelons que nous avons dé�ni

Ω = {x ∈ Rn / ∀r ∈ {1, · · · ,m}, 〈x, νr〉 ≤ 1}.

En prenant une face Fr := {〈x, νr = 1〉 / x ∈ Rn} telle que pk appartienne à cette
face, on obtient

〈p(k), νr〉 = 1.

et par dé�nition du polytope, nous avons que p(k) appartient à n faces Fr1 , · · · , Frn .
De plus les vecteurs normaux (νri) forment une R-base de Rn ainsi pour tout y ∈ Rn,

v(y) ≥ 〈p(k), y〉 =
n∑
i=1

yi〈p(k), νri〉 =
n∑
i=1

yi.

et

〈y, z〉 =
n∑
i=1

yi〈νr, z〉 ≤
n∑
i=1

yi,

ce qui permet de conclure. �

Maintenant, nous remarquons qu'en utilisant les coordonnées logarithmiques
(w1, w2, · · · , wn) = (x1 +

√
−1θ1, · · · , xn +

√
−1θn), nous avons alors

ωng0 =

(
1

π

)n

det(u0
ij)dx

1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dΘ, (55)

où dΘ est la forme volume standard sur K0 i.e. dΘ = dθ1 ∧ · · · ∧ dθn.

De plus, cette métrique peut s'étendre sur M en une métrique kählérienne K0-
invariante véri�ant en plus ωg0 ∈ c1(M). (voir [4] pour plus de détails).
Ainsi, nous nous trouvons sous les hypothèses du lemme C.6.6 qui nous donne donc
l'existence et l'unicité d'une fonction h0 ∈ C∞(M,R), véri�ant

Ric(ωg0)− ωg0 =

√
−1

2π
∂∂h0,

∫
M

eh
0
gωng0 =

∫
M

ωng0 . (56)

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.31 En gardant les notations introduites précédemment, nous avons

∂∂
(

det(u0
ij)e

u0+h0
)

= 0 sur Rn.

De plus, après normalisation, nous obtenons

det(u0
ij) = e−h

0−u0 sur Rn. (57)
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Démonstration. Pour simpli�er les notations, nous posons :

f : Rn −→ R
x 7−→ det(u0

ij(x))eu
0(x)+h0(x) .

Nous avons alors que sur T ' (C∗)n ' Rn × (S1)n

∂∂f =
∂f

∂wi∂wj
dwi ∧ dwj,

or f est à valeurs réelles donc

∂∂f =
∂f

∂xi∂xj
dwi ∧ dwj,

et ainsi en restriction à Rn, nous avons

∂∂f =
1

4

∂f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

= 0 (par le theorème de Schwarz),

i.e. nous avons bien
∂∂
(

det(u0
ij)e

u0+h0
)

= 0 sur Rn.

Or, comme | log det(u0
ij)+u

0| <∞, nous obtenons que f est une fonction harmonique
bornée, elle est donc constante. Nous pouvons alors renormaliser h0 pour obtenir une
fonction h véri�ant

Ric(ωg0)− ωg0 =

√
−1

2π
∂∂h

et
det(u0

ij) = e−h−u
0

. (58)

�
Nous travaillerons avec cette fonction h renormalisé. Nous posons donc pour la

suite la fonction h ∈ C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg0)− ωg0 =

√
−1

2π
∂∂h,

et
det(u0

ij) = e−h−u
0

. (59)

Terminons par un dernier lemme qui nous sera utile par la suite et qui exploite
le fait que ωg0 est K0-invariante :
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Lemme C.6.32 Soit un champ de vecteur holomorphes Z ∈ η0(M) tel que ImX ∈
κ0(M). Alors la fonction θZ ∈ C∞(M,C) véri�ant

iZωg0 =

√
−1

2π
∂θZ ,

∫
M

eθZωng0 =

∫
M

ωng0 .

est, en fait, réelle i.e. θZ ∈ C∞(M,R).

Démonstration.
En utilisant la formule de Cartan et le fait que iXωg est une (0, 1) est ∂-fermée,

on a vu que

LZωg0 =

√
−1

2π
∂∂θZ .

De plus, on remarque que iZωg = iZωg. En e�et, si on écrit que localement Z = Zi∂i
alors on a d'une part que

iZωg0 = −
√
−1

2π
gijZ

j
dzi.

et d'autre part que

iZωg0 =

√
−1

2π
g0
ij
Zidzi

= −
√
−1

2π
g0
ji
Z
i
dzj.

Ainsi nous obtenons grâce à la formule de Cartan que

LZωg0 = d ◦ iZωg0
= d ◦ (iZωg0)

= d ◦ iZωg0

= −
√
−1

2π
∂∂θZ

= −
√
−1

2π
∂∂θZ

=

√
−1

2π
∂∂ θZ .

En combinant ces deux résultats, nous obtenons que
√
−1

2π
∂∂[θZ − θZ ] = LZ−Zωg0

= L2
√
−1Im(Z)ωg0

= 2
√
−1LIm(Z)ωg0

= 0 (car g0 est K0-invariante et Im(Z) ∈ κ0(M)).
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Ainsi nous obtenons que
θZ = θZ + c.

Pour conclure, il su�t de remarquer que θZ = θZ . Pour cela, on va utiliser l'unicité
du lemme C.6.7. En e�et, on a que θZ est l'unique fonction θZ ∈ C∞(M,C) véri�ant

iZωg0 =

√
−1

2π
∂∂θZ ,

∫
M

eθZωng0 =

∫
M

ωng0 .

Or, grâce au fait que θZ = θZ + c, nous obtenons aussi que

iZωg0 =

√
−1

2π
∂∂ θZ .

De plus, en prenant le conjugué de l'expression
∫
M
eθZωng0 =

∫
M
ωng0 , nous obtenons

que ∫
M

eθZωng0 =

∫
M

ωng0 .

Ce qui permet de conclure. �

Étude des solitons de Kähler-Ricci dans le cas des variétés torique de
Fano

Nous gardons les notations introduites dans les sections précédentes.

Lemme C.6.33 Soit M une variété de Fano torique. Il existe alors un unique
champ de vecteurs holomorphe X ∈ η0(M) tel que sa partie imaginaire Im(X) ∈
κ0(M) engendre un sous-groupe compact dans Aut(M), et qui véri�e

FX(v) ≡ 0, ∀v ∈ η(M).

Démonstration. On utilise le lemme C.6.19 pour l'algèbre de Lie K contenant
K0. Il existe alors un unique champ de vecteurs holomorphe X ∈ ηr(M) tel que sa
partie imaginaire Im(X) ∈ κ(M) engendre un sous-groupe compact dans Aut(M),
véri�ant

FX(v) ≡ 0, ∀v ∈ ηr(M).

De plus, le champs de vecteurs X est nul ou il appartient au centre de ηr(M). Ainsi
comme η0(M) ⊂ ηr(M) est abélienne maximale, nous avons que X ∈ η0(M) et que
ImX ∈ κ0(M). De plus par le lemme C.6.20, nous avons aussi que

FX([u, v]) = 0, ∀(u, v) ∈ ηr(M)× η(M).

Maintenant, comme η0(M) ⊂ ηr(M), on a

∀v ∈ η0(M), FX(v) = 0.
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Comme nous avons η(M) = η0(M) ⊕α∈Φ ηα(M), par linéarité, il su�t que nous
montrons :

∀α ∈ φ, ∀xα ∈ ηα(M), FX(xα) = 0.

Si ηα(M) = {0} alors il n'a rien à montrer. Sinon, on peut, par dé�nition de φ,
trouver v ∈ η0(M) telle que α(v) 6= 0. Ainsi nous obtenons

FX(xα) = α(v)−1FX([v, x]) = 0, ∀xα ∈ ηα(M).

Ce qui permet de conclure. �

En utilisant le lemme C.6.27, on peut donc écrire que le champ de vecteurs
X ∈ η0(M) véri�ant FX(v) = 0 pour v ∈ ηr(M) s'écrit

X =
∑
i

ciXi, ci ∈ C.

Nous avons donc un champ de vecteurs X qui est un bon candidat à être un
champ de vecteurs associé à un soliton de Kähler-Ricci. Il reste donc à déterminer
la métrique g associée. Pour cela, remarquons tout de suite que le couple (X,ωg0)
véri�e la condition nécessaire (lemme C.6.5 ) pour être un soliton de Kähler-Ricci :

Lemme C.6.34 En gardant les notations introduites précédemment, nous avons
que LX ωg0 = 0 est une (1, 1)-forme réelle i.e.

LImXωg0 = 0.

De plus, si on prend une fonction φ ∈ C∞(M,R) qui est aussi K0 invariante alors,
en notant ωφ = ωg0 +

√
−1

2π
∂∂φ, on obtient aussi

LImXωφ = 0.

On peut aussi remarquer que θX ∈ C∞(M,R) où θX est la fonction véri�ant

iZωg0 =

√
−1

2π
∂∂ θZ ,

Démonstration. Pour la première assertion, il su�t de remarquer que ImX ∈
κ0(M) et que ωg0 est K0-invariante.

Pour la seconde assertion, il su�t de remarquer que si φ est K0-invariant alors
ωφ et aussi K0-invariant.

Pour le dernier point, il su�t d'appliquer le lemme C.6.32. �

Ce lemme nous montre donc que nous pouvons chercher la métrique g sous la
forme

ωg = ωg0 +

√
−1

2π
∂∂φ.

C'est ce fait que nous exploiterons dans la section C.6.4 en ramenant l'équation
des solitons de Kähler-Ricci à une équation de Monge-Ampère. Pour le moment,
nous allons nous intéresser aux constantes ci associées au champ de vecteurs X.
Commençons par un premier lemme :
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Lemme C.6.35 En gardant les notations précédentes, on a que les constantes ci
sont réelles i.e.

ci ∈ R, ∀i ∈ {1, · · · , n}.

Nous avons donc que le champs de vecteurs X ∈ η0(M) véri�ant FX(v) = 0 pour
tout v ∈ ηr(M) s'écrit

X :=
∑
i

ciXi, ci ∈ R.

Démonstration. On peut écrire

ci = ai +
√
−1bi, ∀i ∈ {1, · · · , n}.

Ainsi, on a que

X =
∑
l

clX
k

=
∑
l

(al +
√
−1bl)(

∂

∂xl
+
√
−1

∂

∂θl
)

=
∑
l

(
al

∂

∂xl
− bl

∂

∂θl

)
+
√
−1
∑
l

(
bl
∂

∂xl
+ al

∂

∂θl

)
.

Nous avons donc

ImX =
∑
l

(
bl
∂

∂xl
+ al

∂

∂θl

)
,

or ImX ∈ κ0(M) qui est engendré par la famille ( ∂
∂θl

), ce qui impose

bi = 0, ∀i ∈ {1, · · · , n},

et permet de conclure. �

En utilisant le lemme C.6.7 sur les champs de vecteurs donnés par le lemme
C.6.27, nous obtenons qu'il existe une unique fonction θXi ∈ C∞(M,C) telle que

iXiωg =

√
−1

2π
∂θXi ,

∫
M

eθXiωng =

∫
M

ωng .

Nous avons alors le lemme suivant qui nous donne une expression pour les θXi :

Lemme C.6.36 Les θXi véri�ent les formules suivantes :

θXi =
∂u0

∂xi
+ bi, bi ∈ R. (60)

En particulier, on remarque que les fonctions θXi sont des fonctions à valeurs réelles.
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Démonstration. Il su�t d'écrire dans les coordonnées logarithmiques l'équation
(60). En e�et, on a

ωg0 =

√
−1

2π
u0
ij dw

i ∧ dwj.

Ainsi pour tout v = vi
∂

∂wi
∈ η(M), nous avons

ivωg0 =

√
−1

2π
u0
ijv

idwj

On applique la formule précédente à v = Xi = ∂
∂wi

, nous obtenons alors

iXiωg0 =

√
−1

2π
u0
ij dw

j.

D'un autre côté, nous avons que
√
−1

2π
∂θXi =

√
−1

2π
∂jθXidw

j.

Nous obtenons alors
∂i∂ju

0 = ∂jθXi , ∀j ∈ {1, · · · , n},

d'où
∂j[−∂iu0 + θXi ] = 0, ∀j ∈ {1, · · · , n}.

Comme M est une variété compacte, on a donc l'existence d'une constante bi ∈ C
telle que

θXi = ∂iu
0 + bi =

∂u0

∂xi
+ bi.

(La dernière égalité résulte du fait que u0 est K0-invariant.)
Pour conclure, il su�t de montrer que θXi est à valeurs réelles, nous obtiendrons

donc bien que bi est réelle (puisque ∂iu0 l'est aussi). Ceci est tout simplement une
conséquence du lemme C.6.32 que l'on peut appliquer puisque ImX i = ∂

∂θi
∈ κ0(M).

�

Nous allons déterminer les constantes bi. Pour cela, on remarque que

∂[∆θv + θv + v(h)] = 0,

où ∆ est le laplacien pour la métrique g0 (voir le lemme C.6.14). Donc comme M
est compacte, on a que

∀v ∈ η(M), ∃cv ∈ C, v(h) = cv −∆θv − θv. (61)

On remarque au passage que la constante cv est entièrement déterminée par la
condition de normalisation de l'équation (38). Montrons maintenant que nous avons
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bi = cXi . Pour cela, grâce à l'égalité (61) et en faisant une intégration par parties,
nous avons ∫

M

(θv − cv)ehωng0 =

∫
M

(−v(h)−∆θv)e
hωng0 = 0.

Maintenant, en utilisant les équations (59) et (55), nous voyons que∫
M

(θXi − cXi)ehωng0 =

∫
Rn

(
∂u0

∂xi
+ bi − cXi

)
e−u

0

dx.

Or nous avons que ∫
Rn

∂u0

∂xi
e−u

0

dx = 0.

En e�et, nous avons∫
Rn

∂u0

∂xi
e−u

0

dx =

∫
Rn−1

(∫ +∞

−∞

∂u0

∂xi
e−u

0

dxi

)
dx\{i}

=

∫
Rn−1

(∫ +∞

−∞
(e−u

0
i )′dxi

)
dx\{i}

où u0
i : R → Rn est la i-ième application partielle de u0 i.e. u0

i est la fonction
u0 : t ∈ R 7→ (x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xn) ∈ R où les xk sont �xés. D'où∫

Rn

∂u0

∂xi
e−u

0

dx =

∫
Rn−1

[e−u
0
i ]+∞−∞dx\{i}.

Pour conclure, il su�t donc de montrer que

lim
t→±∞

u0
i (t) = +∞.

Pour cela, en utilisant l'expression de u0, on voit que

u0
i (t) = log

(
m∑
k=1

Ake
p
(k)
i ·t

)
,

où Ak est une constante positive. Il su�t donc de montrer que

∀i ∈ {1, · · · , n}, ∃(k, h) ∈ {1, · · · ,m}2, pki > 0 et phi < 0.

La traduction géométrique de cette proposition est que pour toute coordonnée xi
dans Rn, il existe deux sommets du polytope Ω∗ tels que l'un ait sa i-ième coordonnée
strictement positive et l'autre strictement négative. Ce qui est le cas puisque dans le
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cas d'un polytope de Fano, nous avons vu que 0 appartient à l'intérieur du polytope.
Ainsi nous obtenons que∫

M

(θXi − cXi)ehωng0 = (bi − cXi)
∫
Rn
e−u

0

dx.

or comme
∫
Rn e

−u0 > 0, nous bi = cXi i.e.

θXi =
∂u0

∂xi
+ cXi . (62)

Nous avons alors le lemme suivant qui nous servira quand nous voudrons déterminer
notre estimation à la section C.6.4 :

Lemme C.6.37 Soit X =
∑

i ciX
i un champ de vecteurs déterminé par le lemme

C.6.33. Les constantes c1, · · · , cn véri�ent alors les équations∫
Ω

yi exp(
n∑
l=1

clyl)dy = 0, i = 1, · · · , n. (63)

Démonstration. Pour cela, on se souvient que l'invariant de Futaki a pour expres-
sion :

FX(v) =

∫
M

v(h− θX)eθXωng0 ,

nous obtenons, grâce à l'équation (61) et en faisant une intégration par partie que

FX(v) = −
∫
M

(θv − cv)eθXωng0 .

or comme nous avons θXi = ∂u0

∂xi
+cXi (équation (62)), nous obtenons que FX(Xi) = 0

est équivalent à ∫
Rn

∂u0

∂xi
exp(

n∑
l=1

cl
∂u0

∂xl
) det(u0

pq)dx.

ce qui est équivalent à l'équation (63) par le changement de variable yi = ∂u0

∂xi
. �

C.6.4 Existence des solitons de Kähler-Ricci dans le cas to-
rique

Rappelons que nous voulons démontrer le théorème suivant :

Théorème C.6.38 Il existe un soliton de Kähler-Ricci sur toute variété compacte
torique kählérienne de Fano.
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La méthode de la continuité

On commence par ramener l'équation (32) à une équation de Monge-Ampère
complexe comme dans le cas du �ot de Kähler-Ricci. Pour cela, on considère l'équa-
tion {

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− ϕ)

(g0
ij

+ ϕij) > 0
(64)

On montre que résoudre cette équation de Monge-Ampère complexe (64) est
équivalent à résoudre l'équation normalisée des solitions de Kähler-Ricci (32). La
démonstration est similaire à celle du cas du �ot de Kähler-Ricci (voir démonstration
du lemme C.5.11).

Maintenant, comme la métrique ωg0 est K0-invariante, on cherche des solutions
ϕ à l'équation (64) qui sont aussi K0-invariantes. Donc si ϕ = ϕt est une solution
K0-invariante de l'équation (66) alors en posant u = ut = u0 + ϕt ∈ C∞(Rn,R), on
obtient

θX +X(ϕ) =
n∑
l=1

cl
∂u

∂xl
+ cX .

En e�et, on a le calcul suivant :

θX +X(ϕ) = θ∑
l clXl

+
c∑
l=1

clXl(ϕ) (par dé�nition de X et u)

=
∑
l

clθXl +
∑
l

clXl(u)−
∑
l

clXl(u
0) (par linéarité)

=
∑
l

clθXl −
∑
l

cl
∂u0

∂xl
+
∑
l

cl
∂u

∂xl
(car u0 et ϕ sont K0-invariants)

=
∑
l

cl[θXl −
∂u0

∂xl
] +
∑
l

cl
∂u

∂xl

=
∑
l

clbl +
∑
l

cl
∂u

∂xl
(grâce au lemme 60),

En particulier, on a que θX + X(ϕ) ∈ C∞(Rn,R) (puisque les constantes cl et bl
sont réelles) et donc que u satisfait l'équation de Monge-Ampère réelle :

det(uij) = exp(−cX − u−
n∑
l=1

cl
∂u

∂xl
), sur Rn. (65)

Nous avons alors deux propriétés importantes que nous résumons dans la proposition
suivante :

Proposition C.6.39 Nous avons les propriétés suivantes :
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(i) La fonction u est convexe.

(ii) Du(Rn) = Du0(Rn) =
◦
Ω.

Démonstration. L'assertion (i) résulte de la deuxième équation de (64) et l'asser-
tion (ii) découle des propriétés des fonctions convexes en remarquant que ϕ = u−u0

est bornée. �

L'objectif pour démontrer le théorème d'existence est d'appliquer la méthode
de la continuité, on considère alors l'équation suivante dépendant d'un paramètre
t ∈ [0, 1] : {

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ)

(g0
ij

+ ϕij) > 0
(66)

On remarque tout de suite que l'équation (64) correspond au cas où t = 1. Nous
pouvons reformuler l'équation précédente sous la forme suivant :

Lemme C.6.40 En posant ωϕ := ωg0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ, l'équation (66) est équivalente à

résoudre : Ric(ωϕ)− tωϕ − (1− t)ωg0 =

√
−1

2π
∂∂(θX +X(ϕ)) = LXωϕ

(g0
ij

+ ϕij) > 0
(67)

Démonstration. Pour le voir, partons de l'équation

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ),

nous prenons alors le log de cette équation et nous la di�érentions pour obtenir
√
−1

2π
∂∂ log det(g0

ij
+ ϕij)

=

√
−1

2π
∂∂ log det(g0

ij
) +

√
−1

2π
∂∂ h−

√
−1

2π
t ∂∂ ϕ−

√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)).

La seconde équation de (66) nous dit que ωϕ est une métrique kählérienne donc on
peut considérer Ric(ωϕ) et donc en utilisant l'expression 15, nous obtenons

−Ric(ωϕ) = −Ric(ωg0) +

√
−1

2π
∂∂ h−

√
−1

2π
t ∂∂ ϕ−

√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)).

Maintenant, on se souvient que Ric(ωg0)− ωg0 =
√
−1

2π
∂∂ h, d'où

−Ric(ωϕ) = −ωg0 −
√
−1

2π
t ∂∂ ϕ+

√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)).
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Maintenant, l'astuce est de remarquer que ωg0 = t ωg0 + (1− t)ωg0 et donc

−Ric(ωϕ) = t ωg0 + (1− t)ωg0 −
√
−1

2π
t ∂∂ ϕ−

√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ))

= −t

(
ωg0 +

√
−1

2π
∂∂ ϕ

)
− (1− t)ωg0 −

√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ))

= −t ωϕ − (1− t)ωg0 −
√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)),

que l'on peut écrire sous la forme
√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)) = Ric(ωϕ)− tωϕ − (1− t)ωg0 .

Pour conclure, il su�t de montrer que
√
−1

2π
∂∂ (θX +X(ϕ)) = LXωϕ,

ce qui est une conséquence du fait θX(gϕ) = θX + X(ϕ) (voir démonstration du
lemme C.6.11 ) et de l'équation (39). �

La méthode de la continuité consiste à montrer trois propriétés :
• Il existe une solution pour le temps t = 0.
• S'il existe une solution ϕt0 au temps t0 ∈ [0, 1[ alors il existe δ > 0 tel qu'il
existe une solution ϕt pour tout t ∈ [t0, t0 + δ[.
• Sil existe une solution ϕt pour tout temps t ∈ [0, ε1[ alors il existe une solution
ϕε1 au temps ε1.

Grâce à ces trois propriétés, nous pouvons conclure qu'il existe une solution au temps
t = 1 et donc qu'il existe une solution à l'équation (64). En e�et, pour le voir posons

Tmax = sup
{
t ∈ [0, 1] / Il existe une solution ϕt à l'équation (66) pour le temps t

}
.

Commençons par remarquer que Tmax existe car l'ensemble des temps où il existe
une solution est non vide par le première point (il existe une solution au temps
t = 0). Maintenant, l'idée est de montrer par l'absurde que Tmax = 1. Supposons
donc que Tmax < 1. Par le première point, on sait qu'il existe une solution au temps
t = 0, on peut donc appliquer le deuxième point et obtenir qu'il existe une solution
sur un intervalle de la forme [0, δ[ donc Tmax > 0. Nous avons alors deux possibilités
soit ce supremum est atteint ou non :

� Supposons que Tmax est atteint i.e. il existe une solution pour tout t ∈ [0, Tmax].
On peut donc appliquer le deuxième point pour t0 = Tmax et obtenir qu'il
existe δ > 0 tel qu'il existe des solutions sur l'intervalle [Tmax, Tmax+ δ[, ce qui
contredit la maximalité de Tmax. Ce qui est absurde.

� Supposons que Tmax n'est pas atteint i.e. il existe une solution pour tout t ∈
[0, Tmax[. On utilise alors le troisième point pour obtenir une solution au temps
t = Tmax et on conclut alors comme dans le cas précédent que c'est absurde.
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Ainsi nous obtenons bien que Tmax = 1 et donc que l'équation (64) admet une
solution.
Remarque. Une manière plus topologique de voir cette méthode consiste à consi-
dérer l'ensemble S des temps où il existe une solution :

S := {t ∈ [0, 1] / Il existe une solution ϕt à l'équation (66) pour le temps t
}
,

et à montrer que c'est un ouvert fermé non vide de [0, 1], on pourra alors conclure par
connexité de l'intervalle [0, 1]. Les trois points précédents reprennent ce principe. En
e�et, le premier point montre que l'ensemble S est non vide, tandis que le deuxième
et le troisième traitent respectivement le caractère ouvert et fermé de l'ensemble S.

Existence d'une solution au temps t = 0

L'existence d'une solution au temps t = 0 revient à résoudre l'équation :

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)).

Ce type d'équation a fait l'objet de l'article [61] de Zhu dans lequel il montre par des
arguments similaires (en utilisant notamment la méthode de la continuité) que cette
équation admet une unique solution. De plus, on peut montrer (voir lemme .1.12)
qu'il existe donc des solutions ϕt à l'équation (66) sur un intervalle de la forme [0, δ[
avec δ > 0. On est donc ramener à travailler sur un intervalle de la forme [ε0, 1] avec
ε0 > 0 où il sera plus facile de travailler par la suite. On considère donc :

S := {t ∈ [ε0, 1] / Il existe une solution ϕt à l'équation (66) pour le temps t
}
,

et on veut donc montrer que S est un ouvert fermé non vide de [ε0, 1]. Comme nous
avons montré qu'il existe une solution en ε0, il nous reste à montrer que
• S'il existe une solution ϕt0 au temps t0 ∈ [ε0, 1[ alors il existe δ > 0 tel qu'il
existe une solution ϕt pour tout t ∈ [t0, t0 + δ[.
• Sil existe une solution ϕt pour tout temps t ∈ [ε0, ε1[ alors il existe une solution
ϕε1 au temps ε1.

Caractère ouvert de l'ensemble des solutions

Dans cette section, nous voulons montrer que :
• S'il existe une solution ϕt0 au temps t0 ∈]0, 1[ alors il existe δ > 0 tel qu'il existe
une solution ϕt pour tout t ∈ [t0, t0 + δ[.

La démonstration de ce fait repose sur le théorème des fonctions implicites. Pour
cela, considérons l'application

F : C 3(M)× [0, 1] −→ C 1(M)

(ϕ, t) 7−→ log

(
det(g0

ij
+ ϕij)

det(g0
ij

)

)
− (h− θX −X(ϕ)− tϕ)

.
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Si ϕt0 est une solution au temps t0 alors on a F (ϕt0 , t0) = 0. Maintenant, on calcule
la dérivée de F dans la direction de ϕ au point (ϕt0 , t0) :

L(ϕt0 ,t0)F (ψ, t) = ∆
′
ψ + t0ψ +X(ψ),

où ∆
′
est le laplacien par rapport à la métrique ωϕt0 . Comme cet opérateur est in-

versible pour tout t ∈ [0, 1[ (voir la section .1.4), le théorème des fonctions implicites
nous donne l'existence de δ > 0 tel que pour tout t ∈]t0, t0 +δ[, il existe ϕt ∈ C 3(M)
véri�ant F (ϕt, t) = 0 et tel que l'application t 7→ ϕt est continue.

Il reste à voir que ωϕ est bien une métrique kählérienne. Cela repose sur le critère
de Sylvester :

Théorème C.6.41 Une matrice A = (Aij)1≤i,j≤n est dé�nie positive si et seulement
si

det(Ap) > 0, ∀p ∈ {1, · · · , n},

où Ap = (Aij)1≤i,j≤p est la matrice extraite de A en prenant les p premières lignes
et colonnes. �

En combinant ce critère au fait que l'application t 7→ ϕt est continue, nous obtenons
que l'applicatin f : t ∈ [t0, t0 + δ[ 7→ (det((gϕ)1, · · · , det((gϕ)n) ∈ Rn est continue
et donc comme f(t0) ∈ (R∗+)n (puisque ωg0 > 0) nous voyons qu'en réduisant δ, on

peut supposer que f(t) ∈ (R∗+)n i.e. ω0 +
√
−1

2π
∂∂ϕt > 0 pour tout t ∈ [t0, t0 + δ[. Il

reste à montrer que ϕt est lisse or ceci est une conséquence directe du théorème de
régularisation des solutions de l'équation de Monge-Ampère (voir la section .1.6 ou
[59, 25] pour plus de détails).

Caractère fermé de l'ensemble des solutions

Dans cette section, nous voulons montrer :
• Pour tout ε0 ∈]0, 1[, s'il existe une solution ϕt pour tout temps t ∈ [ε0, ε1[ alors il
existe une solution ϕε1 au temps ε1.

Passons maintenant à la preuve. Celle-ci repose sur l'obtention d'une constante
C > 0 indépendante du temps t, telle que la famille (ϕt)t∈[ε0,ε1[ soit bornée pour la
norme C 3 i.e.

‖ϕt‖C 3(M) ≤ C.

Supposons que nous ayons cette majoration, celle-ci sera démontrée dans la sec-
tion suivante, alors en utilisant le théorème d'Arzelà-Ascoli, on obtient qu'il existe
une fonction ϕε1 : M → R telle que, quitte à extraire une sous-suite, elle véri�e

ϕtn
C 2

−→ ϕε1 , quand tn −→ ε1.
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Comme la convergence est C 2, on peut passer à la limite (simple) dans l'équation
(66) :

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ).

et d'obtenir que ϕε1 véri�e

det(g0
ij

+ (ϕε1)ij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕε1)− ε1ϕε1).

c'est-à-dire qu'elle est solution de (66) au temps t = ε1. De plus, la solution ϕε1 est
bien lisse et ceci est encore une conséquence directe du théorème de régularisation
des solutions de l'équation de Monge-Ampère (voir la section .1.6 ou [59, 25] pour
plus de détails).

Il reste à montrer que ωg0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ dé�nie bien une métrique kählérienne, cela

est une conséquence du lemme suivant :

Lemme C.6.42 Si ϕ est une solution de l'équation

(ωg + +

√
−1

2π
∂∂ϕ)n = eF+ϕωng ,

où ωg est une métrique kählérienne et F une fonction lisse sur M à valeurs réelles.
Alors il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de M , ωg, supM |F |, et
de infM ∆F telle que

C−1(gij) ≤ (gij +

√
−1

2π
ϕij) ≤ C(gij).

Démonstration. On renvoie à [59]. �

Démonstration de l'estimation à priori

Nous voulons donc montrer que :
• Si la famille (ϕt)t∈[ε0,1] est solution de l'équation (66), alors il existe C > 0 indé-
pendante du temps t, telle que la famille (ϕt)t∈[ε0,1] soit bornée pour la norme C 3

i.e.
‖ϕt‖C 3(M) ≤ C.

La première étape consiste à réduire cette estimation a priori à une estimation
uniforme sur la famille (ϕt)t∈[ε0,1] i.e. il existe une constante C > 0 uniforme telle
que

‖ϕt‖C 0 ≤ C.

En e�et, en utilisant les calculs de l'appendice A de [59], on peut montrer l'inégalité
suivante :

Lemme C.6.43 Soit ϕt = ϕ une solution de 66 au temps t ∈ [ε0, 1]. Alors il existe
deux constantes c et C telles que

n+ ∆ϕt ≤ C · exp
(
c[ϕt − inf

M
ϕt]
)
· [1 + exp

(
− t sup

M
ϕt
)
].
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Démonstration. C'est une conséquence des calculs de Yau et de Calabi fait dans
l'appendice A de [59]. On peut également consulter [55]. �

Donc si nous avons que ϕ est uniformément bornée pour tout t ∈ [ε0, 1]. Nous
obtenons alors qu'il existe une constante C > 0 uniforme telle que

n+ ∆ϕt ≤ C, ∀t ∈ [ε0, 1].

Nous avons alors le lemme suivant qui permet de conclure :

Lemme C.6.44 Soit (ϕt)t∈[ε0,1] une famille de solutions de 66 pour les temps t ∈
[ε0, 1]. Il existe une constante C > 0 uniforme telle que

‖ϕt‖C 3(M) ≤ C.

Démonstration. On pose

S := girgjsgktϕijkϕrst.

Par les calculs de Yau et Calabi dans l'appendice A de [59], on obtient que S ≤ C
pour une constante C > 0 uniforme. Le lemme s'en déduit alors. On pourra aussi
consulter [55]. �

Nous somme donc ramener à montrer que :
• Si (ϕt)t∈[ε0,1] est une famille de solutions à (66) pour les temps t ∈ [ε0, 1] alors il
existe une constante C > 0 uniforme telle que

‖ϕ‖C 0 ≤ C.

La deuxième étape consiste à réduire l'équation précédente à montrer que supM ϕt <
C où C est une constante positive uniforme indépendante de t. En e�et, rechercher
C > 0 telle que

‖ϕ‖C 0 ≤ C,

est équivalent à chercher C et C̃ telle que

sup
M

ϕt ≤ C et C̃ ≤ inf
M
ϕt,

or on a une inégalité de type Harnack :

− inf
M
ϕt ≤ C(1 + sup

M
ϕt).

(voir [55, 58] pour plus de détails). Ce qui permet de conclure.
Nous somme donc ramener à montrer que :

• Si (ϕt)t∈[ε0,1] est une famille de solutions à (66) pour les temps t ∈ [ε0, 1] alors il
existe une constante C > 0 uniforme telle que

sup
M

ϕt ≤ C.
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La dernière étape consiste donc à montrer cette inégalité.

Nous aurons besoin d'un lemme concernant les domaines convexes que nous
énonçons immédiatement pour plus de simplicité :

Lemme C.6.45 Soit Ω un convexe borné de Rn. Alors il existe un unique ellipsoïde,
appelé ellipsoïde minimal de Ω, qui a un volume minimal parmi tous les ellipsoïdes
contenant Ω et tel que

1

n
E ⊂ Ω ⊂ E,

où 1
n
E est la dilatation de facteur 1

n
et qui préserve le centre de E. De plus si T est

une application a�ne telle que |T | = 1 qui laisse invariant le centre x0 de E i.e.
T (x) = A(x − x0) + x0 où A est une matrice) et telle que T (E) est une boule BR,
alors on a

BR/n ⊂ T (Ω) ⊂ BR,

où les boules BR/net BR ont même centre.

Démonstration. Comme la preuve n'apporte aucune information importante sup-
plémentaire, on renvoie à [26, 25]. �

Nous aurons aussi besoin du principe de comparaison pour les fonction convexes
suivant que nous énonçons avant de commencer :

Théorème C.6.46 Si u et v sont deux fonctions convexes dé�nies sur l'adhérence
Ω d'un ouvert Ω de Rn qui véri�ent |∇u(E)| ≤ |∇v(E)| pour tout borélien E de Ω
alors on a

min
x∈Ω
{u(x)− v(x)} = min

x∈∂Ω
{u(x)− v(x)},

où |∇u(E)| désigne la mesure de ∇u(E) pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Comme la preuve n'apporte aucune information importante sup-
plémentaire, on renvoie à [25]. �

Maintenant, remarquons que si ϕ = ϕt est une solution de l'équation (66) alors
en posant u = ut = u0 +ϕt, on obtient (comme dans l'équation (65)) que u satisfait

det(uij) = exp(−cX − w −
n∑
l=1

cl
∂u

∂xl
), sur Rn, (68)

où w = wt = tu+ (1− t)u0. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.47 On a
mt = inf

x∈Rn
wt(x) ≤ C,

où C > 0 est indépendante de t ∈ [ε0, 1].
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Démonstration. Commençons par remarquer que

mt < +∞, ∀t ∈ [ε0, 1].

Cela repose sur le fait qu'une fonction convexe sur Rn qui a un point critique ad-
met un minimum global. Pour appliquer ce résultat, on remarque que wt est bien
une fonction convexe comme barycentre des deux fonctions convexes u et u0, pour
conclure, il su�t donc de montrer que 0 ∈ Dwt(Rn). En e�et, cela résulte du calcul
suivant

Dwt(Rn) = tDu(Rn) + (1− t)Du0(Rn) (par dé�nition de w)

= t
◦
Ω + (1− t)

◦
Ω (lemme C.6.28 et proposition C.6.39)

=
◦
Ω (car

◦
Ω est convexe)

et de la dé�nition C.6.24 qui nous donne que 0 ∈
◦
Ω. Nous posons alors

Ak := {x ∈ Rn / mt + k ≤ w(c) ≤ mt + k + 1},

et nous avons alors les propriétés élémentaires suivantes qui découlent directement
du fait que w est convexe et que mt ≤ +∞ :
• Ak est borné pour tout k ≥ 0 et ∪kAk = Rn

• mt ∈ A0.
• ∪ki=0Ai est convexe pour tout k ≥ 0.
De plus, comme u et u0 sont convexes, nous avons que (uij) et (u0

ij) sont des
matrices positives, en particulier il y a un résultat d'algèbre linéaire qui nous donne
que

det(wij) = det(tuij + (1− t)u0
ij) ≥ det(tuij) + det((1− t)u0

ij),

or comme (u0
ij) est positive, nous avons det((1− t)u0

ij) ≥ 0 d'où

det(wij) ≥ det(t · uij)
≥ tn · det(uij) (propriété du déterminant)

≥ tn · e−cX−nd · e−w (par l'équation (68))

où d = sup{clyl / y ∈ Ω∗}. Ainsi comme t ∈ [ε0, 1], nous obtenons

det(wij) ≥ C0e
−mt dans A0,

où C0 = εn0e
−cX−d−1. En utilisant le lemme C.6.45, il existe une transformation

linéaire y = T (x) avec |T | = 1 laissant le centre de l'ellipsoïde minimal de A0

invariant, telle que
BR/n ⊂ T (A0) ⊂ BR.
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et donc préservant l'inégalité précédente. Nous avons alors

R ≤
√

2nC
−1/2n
0 emt/2n.

En e�et, on considère l'application

v : Rn −→ R

y 7−→
1

2
C
−1/2n
0 emt/2n[|y − yt|2 − (

R

n
)2] +mt + 1

,

où yt est le centre de l'ellipsoïde minimal de A0. Un calcul nous donne que

det(vij) = C0e
−mt dans T (A0),

et que v ≥ w sur ∂T (A0) donc sur T (A0) par le principe de comparaison(voir [25]).
En particulier, nous avons

mt ≤ wt ≤ v(yt) = −
1

2
C

1/n
0 emt/n(

R

n
)2 +mt + 1,

ce qui nous donne bien l'inégalité souhaitée.
Maintenant, par la convexité de w, nous obtenons

T (Ak) ⊂ B2(k+1)R,

de plus on remarque que
∪kAk = Rn.

De plus, comme T est de norme 1, c'est une isométrie a�ne de Rn dans Rn donc un
isomorphisme, ainsi la famille

(
T (Ak)

)
k∈N est aussi un recouvrement de Rn. Nous

obtenons donc, en notant ωn l'aire de la sphère Sn−1, que∫
Rn
e−w ≤

∑
k

∫
T (Ak)

e−w

≤
∑
k

e−mt−k|T (Ak)|

(car ω ≥ −mt − k sur Ak et donc sur T (Ak) car T est une isométrie)

≤ ωn
∑
k

e−mt−k|2(k + 1)R|n (car T (Ak) ⊂ B2(k+1)R)

= ωn
(2R)n

emt

∑
k

(k + 1)n

ek
≤ Cemt/2

(car
∑

k
(k+1)n

ek
est convergente d'après le principe de d'Alembert par exemple et

grâce aussi à l'inégalité R ≤
√

2nC
−1/2n
0 emt/2n. )
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En remarquant que cette inégalité est invariante par transformation linéaire T
véri�ant |T | = 1, nous obtenons donc

emt/2 ≥
1

C

∫
Rn
e−w,

de plus, en utilisant l'équation (68), cela nous donne

emt/2 ≥
∫
Rn

det(uij) · ecX · exp(
∑
l

∂u

∂xl
dx),

on conclut alors grâce au changement de variables y = Du(x) que

emt/2 ≥
1

C

∫
Ω

exp(
∑
i

ciyi)dy =: C̃,

où C̃ est bien indépendant de t (grâce à la dernière égalité). Au �nal, nous obtenons
bien, en passant au logarithme, que

mt ≤ C,

où C est une constante positive indépendante de t. �

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.48 Soit xt = (xt1, · · · , xtn) ∈ Rn un point où est atteint le minimum
de w = wt. Alors on a

|xt| ≤ C,

où C est une constante uniforme.

Démonstration.
On raisonne par l'absurde, on suppose donc que

∀C > 0, ∃t ∈ [ε0, 1], |xt| > C.

Remarquons pour commencer que pour tout vecteur unitaire ξ ∈ Rn, on a∫
Rn

∂u0

∂ξ
e−wdx = 0.

En e�et, nous avons grâce à l'équation (63) que :

0 =

∫
Ω

yi exp(
n∑
l=1

clyl)dy,
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en faisant le changement de variable y = Du(x), nous obtenons

0 =

∫
Rn

∂u

∂xi
exp(

n∑
l=1

cl
∂u

∂xl
) det(upq)dx

= e−cX
∫
Rn

∂u

∂xi
e−wdx (grâce à l'équation (68))

Or nous avons que w = t · u+ (1− t) · u0 donc

u =
1

t
· w −

1− t
t
· u0,

ainsi
∂u

∂xi
=

1

t
·
∂w

∂xi
−

1− t
t
·
∂w

∂xi
.

Nous obtenons donc∫
Rn

∂w

∂xi
e−wdx =

∫
Rn−1

(∫ +∞

−∞

∂w

∂xi
e−wdxi

)
dx\{i}

=

∫
Rn−1

(
[e−wi ]+∞−∞

)
dx\{i},

où la fonction wi : R→ R est la i-ième fonction partielle de w, c'est-à-dire qu'elle est
dé�nie par wi : x ∈ R 7→ w(x1, · · · xi−1, x, xi+1, · · · , xn) ∈ R où les autres variables
x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn sont �xées au départ. Nous remarquons alors que∫

Rn

∂w

∂xi
e−wdx = 0.

En e�et, on a vu dans la démonstration du lemme C.6.47 que
∫
Rn e

−wdx est �nie et
donc e−wi(x) → 0 quand x→ ±∞.

Si nous revenons à la première équation, nous obtenons donc

0 = −
1− t
t
e−cX

∫
Rn

∂u0

∂xi
dx,

d'où ∫
Rn

∂u0

∂xi
e−wdx = 0, ∀i ∈ {1, · · · , n}.

Ainsi

0 =

∫
Rn

∂u0

∂ξ
e−wdx,
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pour tout vecteur unitaire ξ ∈ Rn.
L'objectif maintenant est de montrer que∫

Rn

∂u0

∂ξ
e−wdx > 0.

Ce qui amènera une contradiction.

On rappelle que

Ω = {x ∈ Rn / ∀r ∈ {1, · · · , d}, 〈x, νr〉 ≤ 1}.

De plus, en utilisant l'expression de Du0 (voir la démonstration du lemme C.6.28),
on obtient que

lim
|x|→+∞

dist(Du0(x), ∂Ω) = 0.

Ainsi en posant pour tout r ∈ {1, · · · , d},

gr(x) := log[1− 〈Du0(x), νr〉],

on a
∀M > 0, ∃C > 0, ∃r ∈ {1, · · · , d}, |xt| > C et gr(x

t) < −M.

De plus, en remarquant que ‖Dgr‖ est bornée par une constante A > 0 sur Rn (voir
lemme C.6.29), nous obtenons par l'inégalité des accroissements �nis appliquée sur
une boule BR(xt) de centre xt et de rayon R :

|gr(x)− gr(xt)| ≤ ‖Dgr‖ ‖x− xt‖ ≤ AR.

Ce qui nous donne, en prenant R̃ = R/A,

gr(x)− gr(xt) ≤ R̃,

nous obtenons alors

gr(x) ≤ R̃ + gr(x
t) ≤ R̃−M, ∀x ∈ BR(xt).

En utilisant l'expression de gr et en passant à l'exponentielle, cela nous donne

1− 〈Du0(x), νr〉 ≤ eR̃−M ,

que l'on peut écrire, en posant ξ = νr/|νr|, sous la forme

1− eR̃−M

|νr|
≤ 〈Du0(x), ξ〉, ∀x ∈ BR(xt).

d'où en se rappelant que Du0(x) = ∂u0(x)
∂ξ

, on a

1− eR̃−M

|νr|
≤
∂u0(x)

∂ξ
, ∀x ∈ BR(xt).
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Donc, on a ∫
BR(xt)

∂u0

∂ξ
e−wdx ≥

1− eR̃−M

|νr|

∫
BR(xt)

e−wdx.

Maintenant, remarquons que∫
Rn
e−wdx = ecX

∫
Ω

exp(
n∑
l=1

clyl)dy := β.

Donc, en utilisant la dé�nition de la limite, pour tout t ∈ [ε0, 1] et pour tout ε > 0
petit, il existe Rε tel que pour tout d > Rε, on a∫

Rn\Bd(xt)

e−wdx ≤ ε.

En particulier, nous posons ε = β
8|νr|d0 où d0 := sup{|x|/ ∈ Ω}. De plus, comme

∂u0

∂ξ
∈ Ω, nous obtenons que

|
∫
Rn\Bd(xt)

∂u0

∂ξ
e−wdx| ≤ d0 ε ≤

β

8|νr|
.

On sait que l'application f : d ∈ R+ 7→
∫
Bd(xt)

e−wdx ∈ R véri�e

lim
r→+∞

f(r) = β,

ainsi, par dé�nition de la limite, il existe B > 0 telle que pour tout d > B, on a∫
Bd(xt)

e−wdx ≥
1

2
β, on obtient quitte à prendre R su�samment grand (en particulier

plus grand que Rε) ∫
BR(xt)

∂u0

∂ξ
e−wdx ≥

1− eR̃−M

2|νr|
β

et, en prenant M = R̃ + log 2 > 0, nous obtenons∫
BR(xt)

∂u0

∂ξ
e−wdx ≥

β

4|νr|
> 0.

Ainsi, nous obtenons que ∫
Rn

∂u0

∂ξ
e−wdx > 0.

Nous avons donc notre contradiction et cela termine la preuve. �

Nous avons alors tous les pré-requis pour conclure que la fonction ϕ est bornée
supérieurement :
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Lemme C.6.49 Soit ϕ = ϕt une solution de l'équation (68) pour tout t ∈ [ε0, 1].
Alors on a

sup
M

ϕ ≤ C,

pour C > 0 indépendante de t ∈ [ε0, 1].

Démonstration. Rappelons que nous avons dé�ni

v(x) = max{〈x, p(k)〉|k = 1, · · · ,m},

et que nous

v ≤ u0 ≤ logm+ v,

(voir le lemme C.6.30). En utilisant le fait que u est convexe, nous obtenons par
l"inégalité de convexité que

ut(0) ≥ 〈z,−y〉+ ut(y), ∀y ∈ Rn,

où z = Du(y) ∈ Du(Rn) = Ω∗ (voir lemme C.6.39). Ce qui se ré-écrit sous la forme

ut(0) + 〈z, y〉 ≥ +ut(y), ∀y ∈ Rn.

Or, la proposition C.6.30 nous donne que

v(y) = max
i
〈y, p(i)〉 ≥ 〈y, z〉.

Ce qui nous donne
v(x) + ut(0) ≥ ut(x) ∀x ∈ Rn,

Ainsi, grâce à la première inégalité du lemme C.6.30, nous avons

ϕt = ut − u0 ≤ v − u0 + ut(0) ≤ C + ut(0),

Il su�t donc de montrer que u(0) est uniformément borné. Pour cela, on considère
le point minimal xt de wt. Par le lemme C.6.48, nous avons que

|xt| ≤ C.

De plus, comme Dw(Rn) =
◦
Ω qui est borné, on a que

|Dw(Rn)| ≤ d0 := sup{|x| / x ∈ Ω},

donc en utilisant le théorème des accroissement �nis, nous obtenons

|w(0)− w(xt)| ≤ ‖Dw‖∞ · |xt|.
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où Dw(x) est le gradient en x de w. De plus, grâce au lemme C.6.48, nous savons
qu'il existe une constante C > 0 indépendante de t telle que |xt| ≤ C, ce qui implique
que

|w(0)− w(xt)| ≤ d0 · C.

Par le lemme C.6.47, on a que w(xt) = mt ≤ C̃ où C̃ est une constante indépendante
de t. Donc on a

−C̃ − d0 · C ≤ w(0) ≤ C̃ + d0 · C,

or, comme w = tu+ (1− t)u0, on a

−C̃ − d0 − (1− t)u0(0) · C ≤ t · ut(0) ≤ C̃ + d0 − (1− t)u0(0)

or, par dé�nition de u0 (voir le lemme C.6.28), on a que u0(0) = logm donc

−C̃ − d0 · C − (1− t) logm ≤ t · ut(0) ≤ C̃ + d0 · C − (1− t) logm

or comme m est un entier strictement positif, nous obtenons que logm ≤ 0, ce qui
implique que

−C̃ − d0 − logm · C ≤ t · ut(0) ≤ C̃ + d0

d'où
t|ut(0)| = |t · ut(0)| ≤ θ,

où θ est une constante positive indépendante de t. Comme nous avons pris t ∈ [ε0, 1],
nous pouvons diviser par t et majorer par 1

ε0
et nous obtenons donc bien que

|ut(0)| ≤ Θ,

avec Θ une constante positive indépendante de t. �

Remarque. On remarque qu'il est donc bien important de ne pas chercher à obtenir
l'estimation sur l'intervalle [0, 1] mais sur un intervalle de la forme [ε0, 1] pour à la
�n pouvoir diviser par t et majorer par 1

ε0
.
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.1 Annexe : Étude du linéarisé de l'application F

dé�nie dans la section C.6.4

Dans cette section, nous voulons étudier le linéarisé

L(ϕt0 ,t0) : C k(M) −→ C k−2(M)

ψ 7−→ ∆
′
ψ + t0ψ +X(ψ)

,

où ∆
′
est le laplacien par rapport à la métrique ωϕt0 := ωg0 +

√
−1

2π
ϕt0 , de l'équation

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ). (69)

Nous allons utiliser la théorie des opérateurs elliptiques, nous aurons donc besoin
d'introduire les espaces d'Holder Ck+α(M), notamment pour obtenir le théorème
.1.8, ce que nous ferons dans la partie suivante. En particulier comme M est com-
pacte, le lemme .1.5 nous permettra en particulier d'étudier l'application L(ϕt0 ,t0)

sur les espaces d'Hölder C k+α(M) (pour k ∈ N et α ∈]0, 1[) :

L(ϕt0 ,t0) : C k+α(M) −→ C k−2+α(M)

ψ 7−→ ∆
′
ψ + t0ψ +X(ψ)

.

L'objectif �nal est bien entendu de montrer que L(ϕt0 ,t0) est inversible.
On introduit une notation qui nous servira par la suite :

MX = {φ ∈ C∞(M,R) / ωg +

√
−1

2π
∂∂φ > 0 et Im(X)(φ) = 0}.

.1.1 Espaces d'Hölder

Cas de Rn

Pour commencer, nous allons dé�nir les fonctions de Hölder sur un domaine
Ω ⊂ Rn dont le bord est au moins C 1, pour plus de simplicité, on peut aussi
supposer que Ω est une boule ouverte de Rn. On �xe donc Ω un tel domaine.

Dé�nition .1.1 On dit qu'une fonction f : Ω → R est α-höldérienne, pour α ∈
]0, 1[, si on a

sup
x,y∈Ω, x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

< +∞.

On note alors C α(Ω) l'ensemble des fonctions α-höldérienne. On peut alors munir
cet espace d'une norme dite norme C α par

|f |Cα := sup
x,y∈Ω, x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

On peut alors montrer le lemme suivant :
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Lemme .1.2 Pour tout α ∈]0, 1[, l'espace C α(Ω) muni de la norme C α est un
espace de Banach. En particulier, C α(Ω) est complet.

Démonstration. On pourra consulter [22]. �

Une première généralisation de cette notion est la suivante : pour tout k ∈ N et
pour tout α ∈]0, 1[, on pose

|f |C k+α := sup
x∈Ω, |l|≤k

|∂lf(x)|+ sup
|l|=k
|∂lf |Cα ,

où l = (l1, · · · lj) ∈ Nj est un multi-indice (et on pose |l| := j) et

∂l =
∂

∂xl1
· · ·

∂

∂xlj

et on pose
C k+α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω) / |f |C k+α ≤ +∞}.

On peut montrer comme précédemment que

Lemme .1.3 Pour tout k ∈ N et pour tout α ∈]0, 1[, l'espace C k+α(Ω) muni de la
norme C k+α est un espace de Banach. En particulier, C k+α(Ω) est complet. �

Cas d'une variété riemannienne compacte

On veut étendre la notion de fonctions α-holdériennes au cas d'une variété rie-
mannienne compacte M .

L'idée naturelle est d'utiliser le fait que M est compacte, on peut alors recouvrir
M par un nombre �ni d'ouverts de cartes :

M = ∪mj=1Uj.

et localement sur ces cartes, M est di�éomorphe à un domaine Ω ⊂ Rn on peut
dé�nir la norme C k+α sur chaque ouvert Uj et dé�nir une norme "globale" sur M
par

|f |C k+α := sup
1≤i≤m

|f |Uj |C k+α .

Une autre manière qui coïncide avec la précédente mais qui peut permettre de dé�nir
cette notion sur une variété non nécessairement compacte est la suivante. On �xe
une variété riemannienne connexe (M, g) et note d la distance sur M induite par la
métrique g. Pour tout fonction f : M → R, on dé�nit alors :

|f |Cα = sup
x,y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

,

cette notion peut s'étendre à tout type de tenseur, grâce au transport parallèle le
long des géodésiques par rapport à la connexion de Levi-Civita :

|T |Cα = sup
x,y

|T (x)− T (y)|
d(x, y)α

,
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où la di�érence T (x)− T (y) est calculé en transportant T (y) au point x le long de
la géodésique minimal (pour la connexion de Levi-Civita) joignant x à y. On pose
alors

|f |Cα := sup
M

(|f |+ |∇f |+ · · ·+ |∇kf |) + |∇kf |Cα .

On pose alors comme précédemment

C k+α(M) := {f ∈ C k(M) / |f |C k+α ≤ +∞}.

On peut alors montrer comme pour Rn que

Lemme .1.4 Pour tout variété compacte M , pour k ∈ N et pour tout α ∈]0, 1[,
l'espace C k+α(M) muni de la norme C k+α est un espace de Banach. �

Remarquons que comme M est une variété compacte, nous avons diam(M) ≤
+∞ et donc pour tout (x, y) ∈M2 et 0 ≤ α < β ≤ 1

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

=
|f(x)− f(y)|
d(x, y)β

· d(x, y)β−α ≤
|f(x)− f(y)|
d(x, y)β

diam(M)β−α.

Ainsi nous obtenons le lemme suivant :

Lemme .1.5 Pour toute variété riemannienne compacte M , pour tout k ∈ N et
pour tout 0 < α < β < 1, nous avons les inclusions suivantes :

C k(M) ⊂ C k+α(M) ⊂ C k+β(M) ⊂ C k+1(M).

�

.1.2 Opérateurs Elliptiques

Commençons par traiter le cas de Rn avant de l'étendre au cas des variétés
riemanniennes compactes M . On dit qu'un opérateur L est un opérateur di�érentiel
d'ordre 2 s'il est de la forme

L(f) =
n∑

j,k=1

ajk
∂2f

∂xj ∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf, ∀f ∈ C∞(Ω,R),

où ajk et bl appartient à C∞(Ω,R) qui véri�ent en plus ajk = akj.
On dit alors qu'un opérateur L di�érentiel d'ordre 2 est elliptique si la matrice

ajk(x) est dé�nie positive pour tout x ∈ Ω, et on dit que L est uniformément
elliptique s'il existe λ,Λ > 0 tels que

λ|v|2 ≤
n∑

j,k=1

ajk(x)vivk ≤ Λ|v|2, ∀(x, v) ∈ Ω× Rn.

Nous avons le lemme dit des estimations locales de Schauder :
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Théorème .1.6 Soit Ω ∈ Rn un domaine et soit L un opérateur di�érentiel d'ordre
2 uniformément elliptique avec comme constantes Λ et λ. On considère un domaine
Ω
′ ⊂ Ω tel que d(Ω

′
, ∂Ω) > 0 et on suppose α ∈]0, 1[ et k ∈ N. Alors il existe C > 0

tel que si L(f) = g alors on a

|f |C k+2+α(Ω′ ) ≤ C(|g|Ck+α(Ω) + |f |C0(Ω)),

où C est une constante dépendant uniquement de k, α,Ω,Ω
′
, de la norme C k+α des

coe�cients de L, de λ et Λ.
De plus, si f est, en fait, C h (pour h > 2) alors f est, en fait, C h+k+2+α quand

L(f) et les coe�cients de L sont C k+α.

Démonstration. On pourra consulter [22]. �
On veut maintenant étendre cette notion au cas des variétés riemanniennes com-

pactesM . Pour cela, on procède de la même manière que pour les espaces d'Hölder :
on peut recouvrir M par un nombre �ni d'ouverts de cartes :

M = ∪mj=1Uj.

On dit que L : C∞(M,R)→ C∞(M,R) est un opérateur linéaire di�érentiel d'ordre
2 si par restriction sur les ouverts Uj, il est de la forme :

L(f) =
n∑

j,k=1

ajk
∂2f

∂xj ∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf, ∀f ∈ C∞(Ω,R),

où ajk et bl appartiennent à C∞(Ω,R) qui véri�ent en plus ajk = akj. On étend alors
les dé�nitions d'opérateurs elliptiques et uniformément elliptiques. En particulier,
comme M est compacte, ces deux notions coïncident. De plus, comme M peut être
recouvert par un nombre �ni d'ouverts de cartes, on obtient le théorème suivant dit
des estimations de Schauder :

Théorème .1.7 Soit L un opérateur di�érentiel d'ordre 2 (uniformément) elliptique
avec comme constantes Λ et λ sur une variété riemannienne compacte M .

|f |C k+2+α(M) ≤ C(|g|Ck+α(M) + |f |C0(M)),

où C est une constante dépendant uniquement de k, α,Ω,Ω
′
, de la norme C k+α des

coe�cients de L, de λ et Λ.
De plus, si f est, en fait, C h (pour h ≥ 2) alors f est, en fait, C h+k+2+α quand

L(f) et les coe�cients de L sont C k+α. �

Remarque. La seconde propriété s'appelle aussi la propriété de régularisation des
opérateurs elliptiques.
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.1.3 Adjoint formel d'un opérateur

On travaille sur une variété riemannienne orientée et compacte M dont on �xe
une forme volume dV et on considère un opérateur P linéaire di�érentiel d'ordre 2.
On peut alors dé�nir un produit scalaire 〈·, ·〉 sur C∞(M,R) par

〈f, g〉 =

∫
M

fg dV, ∀f, g ∈ C∞(M,R).

On peut étendre (C∞(M,R), 〈·, ·〉) en un espace d'Hilbert L2(M) constitué des fonc-
tions f : M → C mesurables de carrés sommables i.e. telle que

‖f‖ =

∫
M

|f |2 dV ≤ +∞.

On a alors le produit scalaire 〈·, ·〉 sur L2(M) dé�ni par

〈f, g〉 =

∫
M

fg dV, ∀f, g ∈ L2(M).

On dit que Q est un adjoint formel à l'opérateur linéaire P si on a

〈Pf, g〉 = 〈f,Qg〉, ∀f, g ∈ C∞(M,R).

On note souvent l'adjoint formel de P par P ∗. De plus, on dit que P est auto-adjoint
si P ∗ = P .

Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème .1.8 Soit L un opérateur elliptique d'ordre 2 à coe�cients lisses sur une
variété riemannienne compacte M . Pour tout k ∈ N et pour tout α ∈]0, 1[, on a que
L : (kerL)⊥ ∩ Ck+2+α(M)→ (kerL∗)⊥ ∩ Ck+α(M) est un isomorphisme.

Démonstration. On pourra consulter [22]. �

Le fait que nous travaillons dans un espace d'Hilbert permet d'utiliser la théorie
spectrale pour obtenir un résultat sur les valeurs propres de Lϕ,t :

Théorème .1.9 Soit L un opérateur di�érentiel linéaire d'ordre 2 elliptique auto-
adjoint sur une variété riemannienne compacte M . Alors les valeurs propres de L
constituent une suite de réels (λk)k∈N telle que limk→+∞ |λk| = +∞. De plus, les
espaces propres Vλk sont de dimension �nie et on a une somme directe hilbertienne

L2(M) = ⊕kVλk .

Démonstration. On pourra consulter [6]. �
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.1.4 Inversibilité de L(ϕt0
,t0)

Revenons à notre problème. Nous voulons montrer que

L(ϕt0 ,t0) : C k+α(M) −→ C k−2+α(M)

ψ 7−→ ∆
′
ψ + t0ψ +X(ψ)

,

est inversible pour t0 ∈]0, 1[. Pour cela, nous allons utiliser le théorème .1.8, nous
allons donc montrer que
• l'opérateur L(ϕt0 ,t0) est un opérateur linéaire di�érentiel d'ordre 2 et elliptique,
• l'opérateur L(ϕt0 ,t0) est auto-adjoint (modulo le choix d'une forme volume
convenable),
• on a ker(L(ϕt0 ,t0)) = {0} et donc ker(L∗(ϕt0 ,t0)) = {0} (puisque L est auto-
adjoint).

En combinant ces 3 points, il est clair que le théorème .1.8 permet de conclure.

Commençons par remarquer que le premier point est direct par dé�nition d'un
opérateur elliptique sur une variété compacte M . Il reste donc à montrer les deux
derniers. Ceci est le but de la �n de cette section.

Pour cela, on considère le produit scalaire 〈·, ·〉 suivant :

〈f, g〉 =

∫
M

fg eθX+X(φ)ωng , ∀f, g ∈ C∞(M,R),

qui nous donne donc un espace d'Hilbert L2(M,R) comme expliqué précédemment.
Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme .1.10 Soit φ ∈ MX et t ∈ [0, 1[. On considère L̃(φ,t) = ∆′ + X(·). Nous
avons alors pour toutes fonctions f, g ∈ C∞(M,C)∫

M

gL̃(φ,t)fe
θX+X(φ)ωnφ =

∫
M

fL̃(φ,t)ge
θX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

〈∂f, ∂g〉ωφ eθX+X(φ)ωnφ .

En particulier, on a que L(φ,t) est auto-adjoint pour le produit scalaire 〈·, ·〉 i.e. pour
toutes fonctions f, g ∈ C∞(M,R)∫

M

gL(φ,t)fe
θX+X(φ)ωnφ =

∫
M

fL(φ,t)ge
θX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

(〈∂f, ∂g〉ωφ − tfg) eθX+X(φ)ωnφ .

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que f et g sont à
support dans un ouvert U ⊂ M dans lequel il y a un repère local holomorphe et
orthonormal (ωi) où ωφ =

√
−1

2π
ωi ∧ ωi. On remarque que dans ce repère, nous avons
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que les coordonnées X i de X sont égales aux i-dérivées covariantes (θX +X(φ))i de
la fonction (θX +X(φ)) . En e�et, on a (voir le lemme C.6.11 par exemple) que

iXωφ =

√
−1

2π
∂[θX +X(φ)],

or comme ωφ =
√
−1

2π
ωi ∧ ωi, en écrivant en coordonnées l'inégalité précédente, nous

obtenons bien que

X i = (θX +X(φ))i. (70)

Ce résultat combiné au choix d'une "bonne" forme volume va être la clé de cette
démonstration. Rappelons aussi que la fonction θX + X(φ) est à valeurs réelles
(puisque φ ∈MX), ce qui permettra de simpli�er certaines égalité. Nous avons alors∫
M

gL̃(φ,t)fe
θX+X(φ)ωnφ

=

∫
M

g(fii +X ifi)e
θX+X(φ)ωnφ (par dé�nition de L̃)

=

∫
M

g(fii + (θX +X(φ))ifi)e
θX+X(φ)ωnφ (par l'équation (70))

=

∫
M

g(f ii + (θX +X(φ))if i)e
θX+X(φ)ωnφ (par les formules de la secition C.4.2)

=

∫
M

g(f ii + (θX +X(φ))if i)e
θX+X(φ)ωnφ (car (θX +X(φ)) ∈ C∞(M,R))

=

∫
M

gf iie
θX+X(φ)ωnφ +

∫
M

g(θX +X(φ))if i)ω
n
φ

= −
∫
M

[gf i + g(θX +X(φ))if i]e
θX+X(φ)ωnφ

+

∫
M

[g(θX +X(φ))if i)]]e
θX+X(φ)ωnφ (en faisant une intégration par parties)

= −
∫
M

gf ie
θX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

〈∂g, ∂f〉ωφ eθX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

〈∂f, ∂g〉ωφ eθX+X(φ)ωnφ .

Par symétries des rôles, on obtient aussi que∫
M

fL̃(φ,t)ge
θX+X(φ)ωnφ = −

∫
M

〈∂f, ∂g〉ωφeθX+X(φ)ωnφ .

Ce qui permet de conclure à la première égalité. La seconde partie du lemme s'en
déduit aussitôt car L(φ,t)ψ = L̃(φ,t)ψ + tψ. �

Maintenant, nous devons montrer que le noyau de L(φ,t) est trivial. Nous mon-
trerons un résultat un peu plus précis :
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Lemme .1.11 Pour tout t ∈]0, 1[ et pour toute solution φ = φt de (66) au temps
t, nous avons que les valeurs propres de L(φt,t) sont strictement positives. En par-
ticulier, les valeurs propres de L(φt,t) constituent une suite λk de réels positifs qui
diverge i.e.

0 < λ1 < λ2 < · · · < λk < λk+1 < · · · < +∞,

et donc
ker(L(φt,t)) = ker(L∗(φt,t)) = {0}

Démonstration. On garde les notations et les conventions de la preuve précédente.
Soit λ une valeur propre et ψ une fonction propre associée i.e.

∆′ψ + tψ +X(ψ) = −λψ.

On a alors

λ

∫
M

ψiψie
θX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

(∆′ψ + tψ +X(ψ))iψie
θX+X(φ)ωnφ

= −
∫
M

(ψjjiψi + tψiψj)e
θX+X(φ)ωnφ −

∫
M

[Xjψiψij(X
j)i + ψiψj]e

θX+X(φ)ωnφ ,

en faisant une intégration par partie et en utilisant les formules de Ricci de la section
C.4.2, nous obtenons

=

∫
M

([Rij − tδij − (Xj)i]ψiψj)e
θX+X(φ)ωnφ +

∫
M

[ψi jψi j]e
θX+X(φ)ωnφ ,

et comme φ est solution de l'équation (66), nous obtenons donc

=

∫
M

[(1− t)gijψiψj]eθX+X(φ)ωnφ +

∫
M

[ψi jψi j]e
θX+X(φ)ωnφ .

Comme 0 < t < 1, on a que ψ n'est pas une constante et donc il existe un indice i
tel que ψiψi 6≡ 0 d'où∫

M

ψiψie
θX+X(φ)ωnφ ,

∫
M

[(1− t)gijψiψj]eθX+X(φ)ωnφ > 0,

et ∫
M

[ψi jψi j]e
θX+X(φ)ωnφ ≥ 0.

Ce qui permet de conclure.
�

Le cas où t = 0 est plus compliqué, nous le traitons dans la section suivante.
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.1.5 Le cas où t = 0

Dans la section C.6.4, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme .1.12 Il existe des solutions à l'équation (66) sur un intervalle de la forme
[0, δ[ avec δ > 0.

L'existence au temps t = 0 découle de l'étude faite dans la section .2 et nous vou-
drions aussi utiliser le théorème des fonctions implicites, or le linéarisé au temps
t = 0 n'est pas inversible sur les espaces C k+α(M), en e�et, le noyau contient les
fonctions constantes. L'idée va être de perturber la fonction F pour obtenir le ré-
sultat.

Démonstration. Posons la fonctionnelle

a(φ) =

∫ 1

0

∫
M

φse
θX+X(φs)ωφs ∧ ds, ∀φ ∈ C2+α(M),

où φs est un chemin de 0 à φ dans C 2+α(M) et ωφs = ω0
g +

√
−1

2π
φs. On considère la

fonction F normalisée :

F : C 2+α(M)× [0, 1] −→ C 0+α(M)

(ϕ, t) 7−→ log

(
det(g0

ij
+ ϕij)

det(g0
ij

)

)
− (h− θX −X(ϕ)− tϕ)− a(φ)

.

Nous verrons dans la section .2 qu'il existe une fonction lisse ϕ0 telle que

F (ϕ0, 0) = 0, a(ϕ0) = 0.

On peut alors calculer le linéarisé de F (φ, t) par rapport à la première variable au
point (ϕ0, 0) :

L(ϕ0,0)ψ = ∆
′
ψ +X(ψ)−

∫
M

ψeθX+X(ϕ0)ωnϕ0
,

où ∆
′
est le laplacien par rapport à ωφ0 . Nous verrons aussi dans la section .2

que cet opérateur est inversible. En utilisant le théorème des fonctions implicites,
nous obtenons donc qu'il existe des fonctions φt ∈ C2+α(M) pour t ∈ [0, δ[ telles
que F (φt, t) = 0. De plus, ces fonctions sont en fait C∞ grâce au théorème de
régularisation des équations de Monge-Ampère (voir [59, 25] pour plus de détails).
En posant

ϕt = φt +
a(φt)

t
,

et en réduisant δ pour que ωϕt soit une métrique kählérienne, nous obtenons des
solutions à l'équation (66) sur l'intervalle [0, δ[. �
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.1.6 Regularisation de l'équation (69)

Dans cette section, nous allons expliquer pourquoi il est su�sant de chercher
des solutions de régularité C 3+α à l'équation (66). En e�et, toute solution de ré-
gularité au moins C 3+α sera automatiquement C∞. Ce fait est appelé principe de
régularisation des équations de Monge-Ampère et provient du théorème de régula-
rité elliptique (voir le théorème .1.7 par exemple).

Nous travaillons donc sur l'équation

F : C 3+α(M)× [0, 1] −→ C 1+α(M)

(ϕ, t) 7−→ log

(
det(g0

ij
+ ϕij)

det(g0
ij

)

)
− (h− θX −X(ϕ)− tϕ)

.

et nous prenons un couple (φ, t) ∈ C 3+α(M)× [0, 1] tel que F (φ, t) = 0 i.e.

log

(
det(g0

ij
+ φij)

det(g0
ij

)

)
− (h− θX −X(φ)− tφ) = 0.

Plaçons nous dans un système de coordonnées locales (z1, · · · , zn). Comme tous les
termes sont au moins C1,α, on peut dériver par rapport à la variable zl :

(gφ)jk(∂lgjk + ∂l∂j∂kφ)− ∂l log det(gjk)− t∂lφ− ∂l(h− θX)−Xk∂l∂kφ = 0.

On peut l'écrire sous la forme
E(∂lφ) = h,

avec E un opérateur elliptique d'ordre 2 à coe�cients C∞ et h ∈ C∞. On conclut
alors en utilisant le théorème de régularisation des opérateurs elliptiques (voir lemme
.1.7).
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.2 Annexe : Solution de l'équation 66 pour t = 0

.2.1 Introduction

Nous voulons montrer que l'équation (66) pour t = 0 :{
det(g0

ij
+ ϕij) = det(g0

ij
) exp(h− θX −X(ϕ))

(g0
ij

+ ϕij) > 0
(71)

admet une solution. Cela passe par l'étude des équations de type soliton de Kähler-
Ricci. En e�et, on sait depuis les travaux de Calabi et Yau que si on se donne Ω une
(1, 1)-forme réelle représentant la première classe de Chern. Il existe une métrique
kählerienne g telle que sa forme de Kähler ωg véri�e

Ric(ωg)− Ω = 0.

Nous nous intéresserons à une généralisation de cette équation s'inspirant des
solitons de Kähler-Ricci : on cherche un couple (X, g) véri�ant

Ric(ωg)− Ω = LXωg, (72)

où g est une métrique kählérienne et X est un champ de vecteurs holomorphe.

Avant d'énoncer le théorème d'existence et d'unicité, il nous faut quelques nota-
tions. Rappelons pour commencer que le groupe des automorphismes d'une variété
complexe compacte M est un groupe de Lie de dimension �nie (voir [34] pour plus
de détails) dont l'algèbre de Lie est η(M). Maintenant, si K un sous-groupe compact
maximal de la composante connexe de l'identité Aut◦(M) du groupe des automor-
phismes holomorphes Aut(M) de la variété M , alors la décomposition de Chevalley
nous donne que

Aut◦(M) = Autr(M) nRu,

où Autr(M) est un sous-groupe réductif de Aut◦(M) et la complexi�cation de K
et Ru le radical unipotent de Aut◦(M). De plus, si on note η(M), ηr(M), ηu(M) et
κ(M) les algèbres de Lie de Aut(M), Autr(M), Ru et K respectivement, alors on a

η(M) = ηr(M) + ηu(M).

On pourra consulter [20] pour plus de détails.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant qui a été initialement
démontré par Zhu dans son article [61] :

Théorème .2.1 Soit (M,ωg) une variété compacte kählérienne de Fano, soit Ω ∈
c1(M) une forme dé�nie positive et soit X ∈ η(M) un champ de vecteurs holo-
morphe. Alors il existe une forme de Kähler ω appartenant à la classe de cohomologie
[ωg] de ωg solution de l'équation (72) si et seulement si
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(i) le champ de vecteurs X appartient à une sous-algèbre de Lie réductive ηr(M)
du groupe de Lie Autr(M) ⊂ Aut◦(M),

(ii) la partie imaginaire de X engendre un sous-groupe compact à un paramètre de
Aut◦(M).

(iii) LXΩ est une (1, 1)-forme réelle.

De plus cette solution est unique dans la classe de cohomologie [ωg]. �

Dans la section suivante, nous monterons que les trois conditions sont nécessaires.
Ensuite, en utilisant la méthode de la continuité, nous montrerons qu'elles sont
su�santes.

.2.2 Conditions nécessaires

Dans cette section, nous voulons montrer que les conditions énoncées sont né-
cessaires Pour cela, on �xe une variété kählérienne de Fano compacte (M,ωg) et on
considère une solution (X, g) sur la variété M à l'équation (72) i.e. nous avons la
relation suivante

Ric(ω)− Ω = LXω.

Ainsi, en se souvenant que Ω et Ric(ωg) sont des (1, 1)-formes réelles, nous obtenons
que LXωg est aussi une (1, 1)-forme réelle i.e. LImXωg = 0, où ImX est la partie
imaginaire de X. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition .2.2 Soit une variété kählérienne de Fano compacteM et on considère
un soliton de Kähler-Ricci (X, g) sur la variétéM . Nous avons alors les conséquences
suivantes :

(i) La dérivée de Lie LXωg est une (1, 1)-forme réelle i.e. LImXωg = 0,

(ii) la partie imaginaire ImX du champ de vecteurs X engendre un sous-groupe
à un paramètre compact (φt)t∈R composé d'isométries pour ω où (φt)t∈R est le
�ot associé à ImX.

Démonstration. Le premier point a déjà été prouvé.
Pour le second point, comme M est une variété compacte, le �ot de ImX est

global i.e. ImX engendre bien un sous-groupe à un paramètre (voir [45] pour plus
de détails sur le �ot). De plus, par ce qui précède et par les propriétés du �ot, on a

0 = LImX =
d

dt
|t=0((φt)∗ω).

ainsi, comme φ0 = id (propriété du �ot), nous obtenons

(φt)∗ω = (φ0)∗ω = ω, ∀t ∈ R,

ce qui permet de conclure. �
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En considérant Aut◦ la composante connexe de l'identité de Aut(M), il existe un
sous-groupe compacte K de Aut(M) contenant le sous-groupe engendré par ImX et
telle que nous ayons

Aut◦(M) = Autr(M) nRu,

où Autr(M) est un sous-groupe réductif de Aut◦(M) et la complexi�cation de K
et Ru le radical unipotent de Aut◦(M). De plus, si on note η(M), ηr(M), ηu(M)
et κ(M) les algèbres de Lie de Aut(M), Autr(M), Ru et K respectivement, nous
obtenons que ηr(M) est la complexi�cation de K et que X ∈ ηr(M).

Nous avons donc montré les conditions (i) et (ii) du théorème (.2.1). La propo-
sition suivante montre alors la dernière condition :

Proposition .2.3 En gardant les notations précédentes, nous avons que LXω est
une (1, 1)-forme réelle.

Démonstration. Nous avons déjà vu que ixω est une (0, 1)-forme réelle ∂-fermée
et donc en combinant la théorie de Hodge et le fait que LXω est une (1, 1)-forme
réelle, nous obtenons qu'il existe θ ∈ C∞(M,R) véri�ant

LXω = ∂ iX(ω) =

√
−1

2π
∂∂θ.

De plus, en choisissant un système de coordonnées locales dans lequel on a

ω =

√
−1

2π
∂∂φ,

où φ ∈ C∞(M,R). Nous obtenons alors que

LXω =

√
−1

2π
LX(∂∂φ) =

√
−1

2π
∂∂(X(φ) ).

Ainsi nous obtenons
∆X(φ) = ∆θ,
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où ∆ est le Laplacien associé à la métrique ω. Maintenant, en notant ω = hijdz
i∧dzj,

remarquons que nous avons

LXRic(ω) = −
√
−1

2π
∂∂(X(log det(hkl))

=

√
−1

2π
∂∂(hklX i(hkl)i)

=

√
−1

2π
∂∂(hklX i(hkl)i)

=

√
−1

2π
∂∂(hklX i(φkl)i)

=

√
−1

2π
∂∂(hkl(X i φi)kl)− hkl(X i)kφil)

=

√
−1

2π
∂∂(hkl(X(φ))i − (Xk)k)

=

√
−1

2π
∂∂(∆(X(φ))),

ainsi nous obtenons que

LXRic(ω) =

√
−1

2π
∂∂(∆(θ)).

De plus, nous avons

LX(LXω) =

√
−1

2π
∂∂θ

=

√
−1

2π
∂∂(hklθlθk)

=

√
−1

2π
∂∂(‖θ‖2

ω).

En combinant ces deux égalités, nous obtenons

LXΩ =

√
−1

2π
∂∂(∆θ + ‖θ‖2

ω),

ce qui permet de conclure. �

.2.3 Méthode de la continuité

Nous voulons utiliser la méthode de la continuité. La première étape consiste à
réduire l'équation (72) à une équation de Monge-Ampère.

Avant de commencer, rappellons que nous �xons un champ de vecteur holo-
morphe X appartenant à une sous-algèbre réductive ηr(M) de η(M) et tel que sa
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partie imaginaire engendre un sous-groupe compact à un paramètre de M . Nous
supposons aussi que LXΩ est une (1, 1)-forme réelle. De plus, on note K le sous-
groupe compact maximal de Aut◦(M) engendré par ηr(M), on considère alors une
métrique kählérienne K-invariante ω dont on note ωg :=

√
−1

2π
gijdz

i∧dzj la forme de
Kähler. En particulier, nous obtenons que LXωg est une (1, 1)-forme réelle sur M
et ainsi par la théorie de Hodge, il existe une fonction lisse à valeurs réelles θX sur
M telle que

LXω = ∂ iX(ω) =

√
−1

2π
∂∂θX .

De plus, comme Ω ∈ c1(M), il existe une unique fonction f ∈ C∞(M,R) véri�ant

Ric(ωg)− Ω =

√
−1

2π
∂∂f,

∫
M

efωng =

∫
M

ωng . (73)

�
En utilisant la preuve de la proposition .2.3, on voit que LXRic(ωg) est une

(1, 1)-forme réelle sur M . Ceci combiné au fait que Ω est aussi dé�nie positive, nous
obtenons que √

−1

2π
LXω(∂∂f) =

√
−1

2π
(X(f))

est une (1, 1)-forme réelle sur M et que donc X(f) est à valeurs réelles.

Soit ωφ = ω +

√
−1

2π
∂∂φ une solution à l'équation (72) :

Ric(ωφ)− Ω = LXωφ.

D'après ce qui précède, nous voyons que cette équation est équivalente à l'équation
suivante : {

det(gij + φij) = det(gij) exp(f − (θX +X(φ)) + c)
(gij + φij) > 0

(74)

où c est une constante.

Nous allons utilisé la méthode de la continuité sur l'équation (74), mais avant
cela, nous allons la normaliser. Comme X(φ) est une fonction à valeurs réelles, on
introduit les deux espaces suivants :

MX = {φ ∈ C∞(M,R) / ωφ > 0, X(φ) ∈ C∞(M,R)},

et
WX = {φ ∈ C∞(M,R) / X(φ) ∈ C∞(M,R)}.

On dé�nit alors pour tout φ ∈MX :

It(φ) =

∫ 1

0

∫
M

φet(θX+τX(φ))ωnτφ ∧ dτ.
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On considère alors l'équation suivante dépendant d'un paramètre t ∈ [0, 1] :{
det(gij + φij) = det(gij) exp(f − t(θX +X(φ)) + It(φ))

(gij + φij) > 0
(75)

Comme θX est une fonction lisse à valeurs réelles sur M , on obtient que X(φt) et
une fonction lisse à valeurs réelles si φt sont des solutions lisses de l'équation (75).
De plus, on voit facilement, en prenant le log et en di�érentiant, que l'équation (75)
est équivalente à

Ric(ωφt)− Ω =

√
−1

2π
∂∂t (θX +X(φt) = tLXωφt . (76)

Ainsi, l'équation (72) correspond à t = 1. On considère donc l'ensemble

S = {t ∈ [0, 1] / Il existe une solution lisse φt à l'équation (75) au temps t }.

Et nous voulons montrons que S est un ouvert fermée non vide de [0, 1]. Ainsi par
connexité, on aura S = [0, 1] et donc l'équation (75) admettra une solution, ce que
nous voulions. Remarquons tout de suite que S est non vide puisque le théorème de
Calabi-Yau montre qu'il existe une solution à l'équation (76) au temps t = 0 :

Ric(ωφ0)− Ω = 0.

Caractère ouvert de S

Avant de commencer, introduisons la notation suivante :

H k(M) = WX ∩ C k(M),

et dé�nissons le produit scalaire 〈·, ·〉 sur cet espace par :

〈f, g〉 =

∫
M

fget(θX+X(φ))ωnφ .

On peut alors étendre H k(M) en un espace de Hilbert L2(M,R).

Dans cette section, nous voulons montrer que :
• S'il existe une solution ϕt0 au temps t0 ∈ [0, 1[ alors il existe δ > 0 tel qu'il existe
une solution ϕt pour tout t ∈ [t0, t0 + δ[.

La démonstration de ce fait repose sur le théorème des fonctions implicites. Pour
cela, considérons l'application

F : H 3(M)× [0, 1] −→ H 1(M)

(ϕ, t) 7−→ log

(
det(g0

ij
+ ϕij)

det(g0
ij

)

)
− f − t(θX +X(ϕ)− It(ϕ)

.
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Si ϕt0 est une solution au temps t0 alors on a F (ϕt0 , t0) = 0. Maintenant, on calcule
la dérivée de F dans la direction de ϕ au point (ϕt0 , t0) :

L(ϕt0 ,t0)F (ψ, t) = ∆
′
ψ + t0X(ψ) +

∫
M

ψetθX+X(φ))ωnφ ,

où ∆
′
est le laplacien par rapport à la métrique ωϕt0 . Comme cet opérateur est

inversible pour tout t ∈ [0, 1[ (voir la proposition .2.4), le théorème des fonctions
implicites nous donne l'existence de δ > 0 tel que pour tout t ∈]t0, t0 + δ[, il existe
ϕt ∈H 3(M) véri�ant F (ϕt, t) = 0. De plus, le théorème de régularité de l'équation
de Monge-Ampère nous donne que ϕt est, en fait, lisse.

Il nous reste à montrer que L(φ,t) est inversible, pour cela nous montrerons que
c'est un opérateur elliptique d'ordre 2 auto-adjoint sur L2(M) de noyau nul.

Proposition .2.4 Nous avons les deux propriétés suivantes :

(i) Soit φ ∈MX . Alors L(φ, t) est un opérateur auto-adjoint pour 〈·, ·〉 i.e.∫
M

gL(ϕ,t)f e
t(θX+X(φ))ωnφ =

∫
M

fL(ϕ,t)g e
t(θX+X(φ))ωnφ .

(ii) Si Ω est dé�nie positive dans c1(M) et que ϕ = ϕt est une solution à l'équation
(76) au temps t. Alors les valeurs propres de L(ϕ,t) sont strictement positives.

Démonstration. On pose L̃(ϕ,t)f = ∆
′
f+ tX(f). De plus, sans perte de généralité,

on peut supposer que f et g sont à support dans un ouvert U ⊂ M où il y a un
repère local holomorphe et orthonormal (ωi) où ωφ =

√
−1

2π
ωi ∧ ωi. On remarque que

dans ce repère, nous avons que les coordonnées X i de X sont égales aux i-dérivées
covariantes (θX +X(φ))i de la fonction (θX +X(φ)) . En e�et, on a (voir le lemme
C.6.11 par exemple) que

iXωφ =

√
−1

2π
∂[θX +X(φ)],

or comme ωφ =
√
−1

2π
ωi ∧ ωi, en écrivant en coordonnées l'inégalité précédente, nous

obtenons bien que

X i = (θX +X(φ))i.
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En utilisant la formule d'intégration par parties, nous obtenons∫
M

gL̃(ϕ,t)f e
t(θX+X(φ))ωnφ

=

∫
M

(gfii + tgXifi)e
tθX+X(φ))ωnφ

=

∫
M

(fgii + tfgiX i + tfgiXi + tgfXii + t2fgXiX i)e
tθX+X(φ))ωnφ

− t
∫
M

(fgiXi + gfXii + tfgXiX i)e
tθX+X(φ))ωnφ

=

∫
M

(fgii + tfXigi)e
tθX+X(φ))ωnφ

= (fgii + tfX(g))etθX+X(φ))ωnφ

= (fL̃(φ,t)ge
tθX+X(φ))ωnφ ,

ce qui démontre le point (i).

Soit λ une valeur propre de L(φ,t) et ψ une fonction propre de λ i.e.

∆
′
ψ + tX(ψ)−

∫
M

ψet(θX+X(φ))ωnφ = −λψ.

Traitons deux cas. Si ψ est une constante non nulle alors on a λ =
∫
M
et(θX+X(φ))ωnφ >

0. Sinon si ψ n'est pas constant, il existe un indice i tel qu'on a que ψiψi 6= 0 et donc
en utilisant la formule d'intégration par parties et les formules de Ricci, on obtient

λ

∫
M

ψiψie
t(θX+X(φ))ωnφ

= −
∫
M

(∆
′
ψ + tX(ψ))iψie

t(θX+X(φ))ωnφ

= −
∫
M

ψjjiψie
t(θX+X(φ))ωnφ − t

∫
M

(Xjψiψij +Xjiψiψj)e
t(θX+X(φ))ωnφ

=

∫
M

(Rij − tXij)ψiψje
t(θX+X(φ))ωnφ +

∫
M

ψijψije
t(θX+X(φ))ωnφ

=

∫
M

Ωijψiψje
t(θX+X(φ))ωnφ ,

on conclut en utilisant le fait que Ω est dé�nie positive et donc comme ψiψi 6= 0, on
a λ > 0. On a donc démontré le point (ii). �

Caractère fermé de S

Comme dans la section C.6.4, nous voulons montrer que :
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• Pour tout ε0 ∈]0, 1[, s'il existe une solution ϕt pour tout temps t ∈ [ε0, ε1[ alors
il existe une solution ϕε1 au temps ε1.

Passons maintenant à la preuve. Celle-ci repose sur l'obtention d'une constante
C > 0 indépendante du temps t, telle que la famille (ϕt)t∈[ε0,ε1[ soit bornée pour la
norme C 3 i.e.

‖ϕt‖C 3(M) ≤ C.

Supposons que nous ayons cette majoration, celle-ci sera démontrée dans la sec-
tion suivante, alors en utilisant le théorème d'Arzelà-Ascoli, on obtient qu'il existe
une fonction ϕε1 : M → R telle que, quitte à extraire une sous-suite, elle véri�e

ϕtn
C 2

−→ ϕε1 , quand tn −→ ε1.

Comme la convergence est C 2, on peut passer à la limite (simple) dans l'équation
(71) :

det(g0
ij

+ ϕij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕ)− tϕ).

et d'obtenir que ϕε1 véri�e

det(g0
ij

+ (ϕε1)ij) = det(g0
ij

) exp(h− θX −X(ϕε1)− ε1ϕε1).

c'est-à-dire qu'elle est solution de (71) au temps t = ε1. De plus, il reste à montrer que
ϕε1 est lisse et ceci est encore une conséquence directe du théorème de régularisation
des solutions de l'équation de Monge-Ampère (voir la section .1.6 ou [59, 25] pour
plus de détails).

La première étape consiste à réduire cette estimation a priori à une estimation
uniforme sur la famille (ϕt)t∈[ε0,1] i.e. il existe une constante C > 0 uniforme telle
que

‖ϕt‖C 0 ≤ C.

En e�et, en utilisant les calculs de l'appendice A de [59], on peut montrer l'inégalité
suivante :

Lemme .2.5 Soit ϕt = ϕ une solution de 71 au temps t ∈ [ε0, 1]. Alors il existe
deux constantes c et C telles que

n+ ∆ϕt ≤ C · exp
(
c[ϕt − inf

M
ϕt]
)
· [1 + exp

(
− t sup

M
ϕt
)
].

Démonstration. C'est une conséquence des calculs de Yau de Calabi fait dans
l'appendice A de [59]. On peut également consulter [55]. �

Donc si nous avons que ϕ est uniformément bornée pour tout t ∈ [ε0, 1]. Nous
obtenons alors qu'il existe une constante C > 0 uniforme telle que

n+ ∆ϕt ≤ C, ∀t ∈ [ε0, 1].

Nous avons alors le lemme suivant qui permet de conclure :
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Lemme .2.6 Soit (ϕt)t∈[ε0,1] une famille de solutions de 71 pour les temps t ∈ [ε0, 1].
Il existe une constante C > 0 uniforme telle que

‖ϕt‖C 3(M) ≤ C.

Démonstration. On pose

S := girgjsgktϕijkϕrst.

Par les calculs de Yau et Calabi dans l'appendice A de [59], on obtient que S ≤ C
pour une constante C > 0 uniforme. Le lemme s'en déduit alors. On pourra aussi
consulter [55]. �

Nous somme donc ramener à montrer que :
• Si (ϕt)t∈[ε0,1] est une famille de solutions à (71) pour les temps t ∈ [ε0, 1] alors il
existe une constante C > 0 uniforme telle que

‖ϕ‖C 0 ≤ C.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition .2.7 Soit φt une solution à l'équation (76) au temps t. Alors il existe
une constante uniforme C telle que |φt| ≤ C.

Démonstration. Nous aurons besoin d'un lemme qui vient de l'étude des surfaces
de Riemann (pour la preuve, on pourra consulter [61]) :

Lemme .2.8 Soit (M,ωg) une variété kählérienne, soit X un champ de vecteurs
holomorphe non trivial et soit φ ∈ MX . Alors il existe C > 0 indépendante de φ
telle que |X(φ)| ≤ C. �

Ce lemme nous donne en particulier qu'il existe une constante C1 uniforme telle que

|It(φt)| ≤ C1.

En e�et, l'équation (72) nous donne

eIt(φt)
∫
M

ef−t(θX+X(φt))ωng =

∫
M

ωnφt =

∫
M

ωng .

Maintenant, posons f̃t = It(ϕt)+f−t(θX+X(φt)). Ainsi, nous obtenons |f̃t| ≤ C2

pour une constante C2 uniforme et l'équation (75) devient

det(gij + (φ̃t)ij) = det(gij)e
f̃t ,

où φ̃t = φt − ct où ct est choisi pour que supM φ̃t = −1. De plus, par un argument
classique sur les estimations C 0 des équations de Monge-Ampère (voir [53]), nous
obtenons qu'il existe une constante C3 > 0 telle que |φ̃t| ≤ C3.
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De plus, nous avons

It(φt) =

∫ 1

0

∫
M

φte
t(θX+sX(φt))ωnsφtds

= ct

∫ 1

0

∫
M

et(θX+sX(φt))ωnsφt ∧ ds+

∫ 1

0

∫
M

ϕ̃te
t(θX+sX(φt))ωnsφtds,

en utilisant le lemme énoncé en début de preuve, on obtient qu'il existe C4 > 0 telle
que

|ct
∫ 1

0

∫
M

et(θX+sX(φt))ωnsφt ∧ ds− It(φt)| ≤ C4.

Par conséquent, nous obtenons qu'il existe une constante uniforme C5 > 0 véri�ant

|ct| ≤ C5.

Au �nal, nous obtenons

|φt| ≤ |φ̃t|+ |ct| ≤ C3 + C5.

�
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