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Chapitre 1

Descriptif de mon cursus au sein du
Magistére

J’al intégré le magistére d’Orsay en 2014 lorsque je me suis inscrit en troisiéme
année de licence de mathématiques fondamentales et appliquées (L3 MFA) aprés
trois années de classes préparatoires. J’ai ensuite poursuivi par la premiére année de
master de mathématiques fondamentales et appliquées (M1 MFA) et la deuxiéme
année de magistére. Pour terminer par le master M2 recherche : Analyse, Arithmé-
tique et Géometrie (M2 AAG) et la troisiéme année de magistére qui m’ont conduit
maintenant & commencer une thése sous la direction de Nefton Pali sur les solitons
de Kéhler-Ricci.

1.1 L’année de L3 MFA

L’année de L3 est une année assez généraliste, j’ai donc suivi le tronc commun
composé des cours suivants :
o Algébre,
Calcul différentiel,
Intégration de Lebesgue,
Equations différentielles,
Analyse complexe,
Probabilité,
Analyse de Fourier,
Calcul formel.
Ces cours m’ont permis d’obtenir des connaissances solides dans toutes les domaines
des mathématiques (algébre, analyse etc.). Mais j’ai aussi vu que j’étais plutot inté-
ressé par les matiéres plus algébriques.

De plus, le magistére nous a ajouté deux options et j’ai choisi de suivre les deux
cours suivants :

e Théorie des graphes,

e Programmation Algorithmiques.



Le premier m’a particuliérement intéressé, notamment pour les liens entre la théorie
des graphes et ’algébre. Nous avions aussi un cours supplémentaire de compléments
de topologique qui m’a permis de consolider mes bases en topologie et analyse fonc-
tionnelle que j’avais étudié personnellement sur mon temps libre par la lecture du
livre d’analyse fonctionnelle de Brézis et par le livre de topologie générale de Dixmier.

Durant cette année, j’ai aussi eu I'occasion de faire mon mémoire de magistére
en bindme avec Nicolas Retailleau et sous la direction de Frédéric Paulin. Le mé-
moire consistait a ’étude des hexagones hyperboliques. Ce mémoire a commencé
par ’étude des espaces hyperboliques, pour ensuite étudier les hexagones hyperbo-
liques et leur classification en dimension 2 et 3. Finalement, nous avons étendu cette
classification en dimension 5 grace aux quaternions. Ce mémoire fut 'objet d’une
publication dans les annales de la faculté des sciences de Toulouse. Ce mémoire fut
une expérience trés enrichissante car il fut un premier contact avec la recherche ma-
thématique, j’ai notamment appris a rédiger un article mathématique, en apprenant
par exemple & écrire en KTEX.

1.2 L’année de M1 MFA

L’année de M1 MFA est plus spécialisée et nous avions le choix entre différents
cours. Au vue de mon profil plutot algébrique, j’ai donc choisi les cours suivant :

e Algébre,

e Arithmétique,

e Géométrie,

e Distributions.
Le cours de géométrie dispensé par Antoine Chambert-Loir m’a beaucoup intéressé
car il y développait un langage issu de la théorie des catégorie et de la théorie des
faisceaux qui complétait donc trés bien mes connaissances de géométrie différentielle
que j’avais a I’époque et qui provenait d’ouvrages plus classiques comme le livre d’in-
troduction aux variétés différentielles de Lafontaine.

Le magistére 2 nous a ajouté deux cours spécifiques :

e Compléments de théorie spectrale et d’analyse harmonique,

e Introduction aux systémes dynamiques.
Le premier m’a permis de réviser et de compléter mes notions d’analyse complexe
de mon année de L3. De plus, chaque cours avait 'originalité d’étre divisé¢ en deux
parties, la premiére était un cours magistral dispensé par Frédéric Paulin et la se-
conde partie était la correction d’exercices d’applications du cours qui permettait
de bien comprendre et d’assimiler le cours.

Cette année-13, j’ai fait mon mémoire de M1 sous la direction de Joél Merker et
en bindme avec Adrien Poulenard. Nous avons travaillé sur le théoréme de Torelli
pour les surfaces de Riemann. Ce mémoire fut trés prenant et intéressant, il m’a



permis d’acquérir une grande autonomie dans la recherche et I'apprentissage tout
en peaufinant mes capacités de rédaction.

1.3 L’année de M2 AAG

J’ai ensuite directement poursuivi par le M2 AAG en orientant mon parcours
vers la géométrie en suivant les cours de

e Théorie des schémas

e Géométrie analytique complexe.
Au début, j’ai été trés intéressé par la théorie des schémas mais je me suis rendu
compte au fil du temps que ce n’était pas fait pour moi. J'ai donc orienté mon mé-
moire de M2 vers la géométrie complexe et j’ai donc travaillé avec Nefton Pali sur les
solitons de Kéhler-Ricci sur les variétés kihériennes compactes. Cela a débouché sur
la thése que je commence actuellement et dont les grandes lignes seront expliquées
dans la section suivante. Ce stage m’a permis d’améliorer mon autonomie et mes
capacités de rédaction. En effet, les articles que j’ai lu n’étaient pas toujours trés
clairs, j’ai donc di souvent compléter par moi-méme les démonstrations.

Au cours de cette année, il n’y avait pas de cours spécifiques au magistére, j’ai
juste du faire une présentation de mon sujet de mémoire & 'oral. Cette expérience
m’a permis d’améliorer mon aisance a l'oral et de préparer ma soutenance.

1.4 Conclusion

Mes deux premiéres années de Magistére m’ont permis de me préparer au Master
2 AAG en ajoutant aux cours classiques de licence et de master des cours spécifiques
préparant aux masters de recherches. Le cours de théorie spectrale m’a par exemple
servi & nouveau lors de mon mémoire de M2 lors de I’étude de certains opérateurs.
De plus, la troisiéme année en paralléle du M2 m’a permis de me préparer a ma
soutenance, grace notamment & un oral "spécifique magistére".



Chapitre 2

Les solitons de Kahler-Ricci

Un probléme célébre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique
d’Finstein sur une variété donnée (voir par exemple [7]).Une telle métrique g est
une métrique riemannienne qui est proportionnelle a son tenseur de Ricci, noté Ric,
c’est-a-dire qu’il existe un réel \ appelé constante d’Einstein tel que

Ric = )\g.

Cette équation est importante car elle est reliée & [’équation d’Einstein :

1
Ry, — §gle + Aguw = KT,

ou R et T sont les tenseurs de courbure et de torsion, et A et x des constante, qui
décrit en relativité générale comment la matiére et I’énergie modifient la géométrie
de I'espace-temps. Dans ce mémoire, nous nous placerons du point de vue de la
géométrie complexe et nous travaillerons en particulier sur des variétés kahlériennes
compactes, dont la métrique g induit une (1, 1)-forme réelle w que 'on appelle forme
de Kdihler. On peut s’intéresser a une équation similaire :

Ric(w) = \w,

ou Ric(w) est la forme de Ricci associée 6 w (dont nous rappellerons la définition ci-
dessous). Une métrique vérifiant une telle équation sera appelée dans ce cas métrique
de Kdhler-FEinstein.

Pour étudier cette équation, il existe un lien entre ces métriques et la conver-
gence du flot de Kdhler-Ricci. Ce dernier consiste en une famille w; de métriques
kdhlériennes dépendant d’un paramétre de temps ¢ variant dans un intervalle de R
de la forme [0,7] ou 7" € RU {+o0} vérifiant

0 .
5= —Ric(w), w|i—o = wo,

ou wy est une forme de Kéhler fixée au départ. On peut montrer (voir la section 3.3
de |10]) qu’il existe une solution maximale & cette équation définie sur un intervalle
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[0, Thnaz| O Thnar € RU{+00}. L’idée maintenant est de déterminer 7,,,,, et d’étudier
la limite de w; quand ¢ tend vers T,q.. Ici, les résultats ne sont pas généraux et
dépendent d’un invariant cohomologique de la variété kihlérienne compacte M sous
laquelle nous travaillons : la premiére classe de Chern ¢, (M ). Nous pouvons la définir
comme la classe de cohomologie (réelle) de la forme de Ricci Ric(w) (pour une forme
de Kahler w sur M quelconque, on montre qu’elle ne dépend pas d’un tel choix :
voir proposition 1.19.1 de [21]). Ce qui sera important, ce sera le "signe" de ¢;(M)
(dont nous rappellerons la définition plus loin).

En effet, si ¢;(M) < 0 ou ¢1(M) = 0 alors on peut montrer que 7,,,, = +00 et
que la solution maximal w(t) de 'équation du flot de Ricci (modulo renormalisation)
converge vers une métrique de Kihler-Einstein. Par contre le cas ot ¢;(M) > 0 est
plus difficile, en effet, on peut montrer qu’il existe des variétés compactes M dont
la premiére classe de Chern est positive (on dit que c’est une variété de Fano)
qui n’admettent pas de métriques de Kéhler-Einstein (voir par exemple [54]). Nous
introduisons donc la notion de soliton de Kdhler-Ricci. On dit que (X, g) est un
soliton de Kdhler-Riccr sur M si

e X est un champ de vecteurs holomorphe sur M,

e ¢ est une métrique kihlérienne sur M
telle que

Ric(wg) — wg = Zx (wg),

ol on a posé :

e w, est la forme de Kéahler associée g,

e Ric(w,) est la forme de Ricci associée wy,

o Zx(wy) est la dérivée de Lie de w, dans la direction de X.
On remarque immeédiatement que cette équation généralise bien celle de Kéhler-
Einstein, en effet il suffit de prendre X = 0 pour la retrouver.

Dans la section, j’expliquerai de maniére plus rigoureuse la discussion précédente.
Par la suite, j’expliquerai mon travail de mémoire et les problémes qu’ils restent a
résoudre et qui font 'objet de ma thése.

2.1 Rappels et notations

Dans cette section, nous supposerons connues les notions de base de géométrie
différentielle.

Si on considére une variété kihlérienne (M, g) de dimension n, on rappelle que
la métrique kihlérienne g € T(Q*T*M) et la forme de Kihler w € T(AYT*M) ont
les expressions locales suivantes :

N
W= 93 dz' N\ dz’. (2)

11



(On rappelle aussi que nous notons (g7) I'inverse de la matrice (9:5)-)

On définit alors la forme de Ricct par :

V-1 , , 0?
On définit alors la premiére classe de Chern c;(M) comme la classe de cohomo-
logie de de Rham de la (1, 1)-forme réelle Ric(w) :

c1(M) = [Ric(w)|pr-

De plus, on peut montrer que ¢;(M) ne dépend pas de la métrique kéhlérienne choi-
sie (voir proposition 1.19.1 de [21]).

Sia= \/—_1ai;dzi Adzi est une (1, 1)-forme réelle alors on dira que a est positive
(respectivement négative) et notera a > 0 (respectivement a < 0) si la matrice
hermitienne (a, ;) est définie positive (respectivement définie négative). Maintenant
si ) est une classe de cohomologie de de Rham alors on dira que €2 est positive
(respectivement négative) et notera a > 0 (respectivement a < 0) s’il existe o € )
telle que a > 0 (respectivement a < 0).

Terminons par une remarque concernant la notation. Comme nous travaillerons
avec la forme de Kéahler w plutét qu’avec la métrique riemanienne g, nous noterons
les variétés kdhlérienne comme les couples (M, w) (plutot que (M, g)), et cela n’a
aucune importance a la vue des équations (1) et (2).

2.2 Le flot de Ricci

Maintenant, prenons (M,wy) une variété kihlérienne compacte de dimension
complexe n. On dit que la famille w = w(t) = w; de formes de Kahler (dépendant
d’un parameétre ¢ € I ou I est un intervalle de R contenant 0) est solution du flot de
Kdhler-Ricci sur M avec comme condition tnitiale wy si elle vérifie

0
7= —Ric(w),  w|i=o = wo. (4)

Par la suite, il nous faudra considérer (pour la convergence, voir section 2.4) une
équation un peu plus générale :

ﬁ@ = —Ric(0) —vw, W|=o = wo, (5)
ot
ou v € {0,1}. Et si v = 1 alors on appelle cette équation : 1’équation du flot de
Kahler-Ricci normalisé.

En fait, on peut voir que I’équation (5) avec v = 1 est une renormalisation de
I'équation (4). Plus précisément on a le lemme suivant :

12



Lemme 2.2.1 Soit (ws)ser une solution de Uéquation (4). Alors (0)er est une
solution de l’équation (5) avec v =1 ot

w(s)
s+1

w(t) = et t=log(s+1).
Démonstration. On commence par remarquer que
t=1log(s+1) <= s=¢" —1,

et grace a expression (15), nous avons

Ric(w;) = Ric(ws).

Ainsi, on a :
ﬁ&:%§: L 2w(et —1) —w(ef — 1)
ot ot Os et
= j_ ; ((s+1) % w(s) — w(s))
= j_ . ((s + 1) Ric(ws) — ws) = Ric(@) + @,
ce qui permet de conclure. O

2.3 Existence et unicité de solutions maximales

Dans cette section, nous allons étudier ’existence et I'unicité d’une solution maxi-
male pour I’équation (4) :

9 .

—w = —Ric(w), W= = wo-

ot

La premiére étape va étre de déterminer une borne supérieure au temps d’existence
d’une solution. En effet, supposons que (w;) soit une solution définie sur un intervalle

[0,#[. Alors en prenant les classes de cohomologie de I’équation (4). On obtient

0 9 : L
5 [w(t)] = [a w(t)] ( car la dérivée par rapport au temps n’intervient
pas dans les calculs de cohomologie)
= —[Ric(w)] (d’aprés 'équation (4))
= —c1(M) (d’aprés la définition de ¢;(M)).

13



Comme le membre de droite ne dépend plus de temps, on obtient donc
w(t)] = [wo] — ter(M) vVt € [0,1], (6)

or w(t) est une forme de Kéhler i.e. w(t) > 0, nous obtenons ainsi une condition
nécessaire pour que le flot existe sur [0,#[, on doit avoir

t' <sup{t >0/ [wo] —tcr (M) >0} = T.

Nous pouvons montrer que la condition est, en fait, suffisante. Ce résultat est da a
Cao dans le cas ot ¢1 (M) est nul, il a été ensuite démontré par Tian-Zhang en toute
généralité.

Théoréme 2.3.1 Il existe une solution mazimale w(t) a l’équation du flot de Ricci-

Kdhler (4) définie sur lintervalle 0, T].

Démonstration. On pourra consulter la section 5.2.4 du mémoire de M2 mis en
annexe ou la section 3.3 de [10]. O

2.4 Convergence du flot de Kahler-Ricci

Dans cette section, nous allons discuter de la convergence du flot de Ricci. Cepen-
dant, il est nécessaire avant de faire un rappel sur les métriques de Kéhler-Einstein.

Soit M une variété complexe. On dit que wgp est une métriqgue de Kdihler-
Einstein sur M si wig est une métrique kihlérienne et s’il existe p € R tel que
Ric(wkp) = pwie. (7)
On dit alors que pu est la constante d’Einstein de wig.
L’existence de métriques de Kéhler-Einstein implique des conditions algébriques

fortes sur la premiére classe de Chern. En effet, si nous prenons les classes de coho-
mologie alors nous avons que

c1(M) = [Ric(w)] = plwiel,

or wig est une métrique kidhlérienne, elle est donc définie positive i.e. wgp > 0.
Nous avons donc trois possibilités pour la premiére classe de Chern ¢y (M) :

(i) er(M) < 0sip<0,

(i) e1(M)=0sipu=0,

(ili) ¢,(M)>0sip>0.
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Nous avons alors des résultats concernant I’existence et I'unicité des métriques
de Kéhler-Einstein selon ces trois cas :

e Dans le cas ou ¢1(M) < 0, nous avons en particulier le théoréme d’Aubin-
Yau (|2]) qui nous donne 'existence et 1'unicité de solutions a cette équation dans
le cas ot ¢ (M) < 0. On pourra consulter la page 122 de [10] pour des références
historiques.

Théoréme 2.4.1 Sur une variété complexe compacte M dont la premiére classe
de Chern c1(M) est négative, il existe une unique métrique de Kdhler-Einstein de
constante d’Einstein = —1 0

e Dans le cas ot ¢1 (M) = 0, la conjecture de Calabi démontrée par Yau (voir [59])
répond a la question de I'existence de solutions a 1’équation de Kahler-Einstein :

Théoréme 2.4.2 Soit (M,w) une variété compacte kihlérienne et soit R € c¢;(M).
Alors il existe une unique métrique kdhlérienne g dont la forme de Kahler w vérifie

[w] = [@], Ric(w)= R.

En particulier, si c;(M) = 0 alors il existe dans toute classe de cohomologie de
HYY (M) une métrique de Kihler-Einstein w dont la constante d’Einstein est nulle.
O

e Dans le cas ot ¢;(M) > 0, il existe des variétés dont la premiére classe de
Chern est positive qui n’admettent pas de métrique de Kéhler-Einstein. On pourra
consulter larticle |54].

Dans la suite, nous allons étudier les liens entre le flot de Kahler-Ricci et les
métriques de Kéhler-Einstein. Pour cela, on va étudier la convergence du flot de
Kéihler-Ricci selon le signe de la premiére classe de Chern ¢;(M).

2.4.1 Etude dans le cas ot ¢;(M) < 0

On considére une variété kiahlérienne (M, wy) telle que ¢;(M) < 0 et on suppose
de plus que
wp € —c1(M).

En appliquant le théoréme 2.3.1, on obtient qu’il existe une unique solution maximale
a Péquation (4) :

9 .
—w = —Ric(w), W= = wo.

t
et que cette équation est dgﬁnie sur l'intervalle [0, 7] ot
T :=sup{t >0/ [wo] — ter (M) > 0}.
or on sait que wy € —c1(M) et ¢1(M) < 0 donc
[wo] —ter(M) = —(t+ 1)1 (M) > 0, Vt > 0,
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d’ou
T = +o0.
On a donc une solution w = w(t) définie pour tout ¢ > 0 & I'équation (4). En prenant
les classes de cohomologie de I’équation (4), on obtient
w®)] = (1 +t)er (M),

et donc w(t) diverge quand ¢ tend vers l'infini. On ne peut espérer faire converger
ce flot. Pour cette raison, on considére I'équation de Kéhler-Ricci normalisée (5)

0 .
= —Ric(w) —w, W= = wo.

Nous avons vu alors grace au lemme 2.2.1 que cette équation admet aussi une solu-
tion w(t) définie pour tout ¢ > 0. Cette fois-ci, en passant aux classes de cohomologie,
on obtient que

w(t)] = —e1(M).

Nous avons alors le résultat suivant di a Cao :

Théoréme 2.4.3 Soit w = w(t) la solution de ’équation du flot de Kdihler-Ricci
normalisée (5). Alors w converge de maniére € vers la métrique de Kdhler-Einstein
WKE € —C1 (M)

Démonstration. On pourra consulter la section 3.4 de [10]. O

2.4.2 Etude dans le cas oil ¢;(M) =0

On considére une variété kithlérienne (M, wy) telle que ¢ (M) = 0.
En appliquant le théoréme 2.3.1, on obtient qu’il existe une unique solution
maximale & ’équation (4) :
0

aw = —Ric(w), wli=o = wo.

et que cette équation est définie sur l'intervalle [0, 7] ot
T :=sup{t >0 / [wo] — ter (M) > 0}.
Or on sait que ¢;(M) =0 et w > 0 donc
[wo] — ter (M) = [wo] >0 VYt >0,
d’out
T = +o0.

On a donc une solution w = w(t) définie pour tout ¢ > 0 & I'équation (4). En prenant
les classes de cohomologie de cette équation, on obtient

w(t)] = [wol.

On peut alors montrer le résultat suivant (on renvoie a la section 3.4 de [10] pour
une démonstration) :
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Théoréme 2.4.4 La solution w(t) 4 l’équation (4) converge de maniére € vers
Punique métrique de Kahler-Einstein wkp € [w). O

2.4.3 Etude dans le cas oil ¢;(M) > 0

Comme dit précédemment, il n’y a pas toujours existence de solutions a I’équa-
tion de Kahler-Einstein sur une variété M dont la premiére classe de Chern ¢y (M) est
positive, voir par exemple [54]. On introduit donc une nouvelle équation : I’équation
des solitons de Kdhler-Ricci.

Soit (M,w) une variété kihlérienne compacte connexe dont la premiére classe
de Chern est positive. Par la suite, ces variétés seront appelées variétés de Fano
compactes. De plus, comme ils joueront maintenant un role important, nous notons
n(M) T'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur M (voir le mémoire en
annexe pour plus de détails).

Définition 2.4.5 Soit M une variété de Fano compacte. On dit que le couple (X, g)
est un soliton de Kdhler-Ricci si

o X en(M).

e g est une métrique kdihlérienne sur M
telle que

Ric(wy) — wy = Lx (w,), (8)

ot

o w, est la forme de Kdhler associée g,

o Ric(wy) est la forme de Ricci associée w,,

o Lx(wy) est la dérivée de Lie de w, dans la direction de X.

Remarque. Cette notion généralise la notion de métrique de Kéhler-Einstein, en
effet si on prend X = 0 alors on retrouve I’équation de Kéhler-Einstein.

La motivation pour introduire cet objet est contenue dans le théoréme suivant
di a Tian et Zhu :

Théoréme 2.4.6 Soit M une variété kdhlérienne de Fano admettant un soliton
de Kdihler-Ricci (9is, X). Alor le flot de Ricci wy, converge vers wg,, pour une
condition initiale gy bien choisie.

Remarque. Nous n’expliciterons pas la métrique gg, pour plus de détails, on pourra
consulter [57].

Démonstration. On pourra consulter [57]. O

2.5 Les questions du domaine

Lorsque nous avons une équation, les premiéres questions qui se posent concernent
I'existence et 'unicité.
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2.5.1 L’unicité des solitons de Kahler-Ricci

Il existe un résultat général (théoréme 3.2 de [56]) concernant 'unicité démontrée
par Xu-Jia Wang et Xiaohua Zhu :

Proposition 2.5.1 Soit une variété compacte de Fano M. Si (X, g) et (X', g') sont
des solitons de Kdhler-Ricci alors il existe o € Aut(M)° tel que

’

wyg=0"wy, X = (™) (X).

(o Aut(M)° est la composante conneze de lidentité du groupe Aut(M) des auto-
morphismes holomorphes de M.) O

2.5.2 L’existence des solitons de Kahler-Ricci

Il n’existe pas de résultats généraux sur l'existence de solitons de Kéhler-Ricci.
Par contre on peut montrer I'existence de solitons de Kéhler-Ricci sur des variétés
compactes de Fano "particuliéres". Plus précisément, nous avons en vue le théoréme
suivant di & Xu-Jia Wang and Xiaohua Zhu ([58]) :

Théoréme 2.5.2 [l existe un soliton de Kdhler-Ricc sur toute variété compacte
torique kdhlérienne de Fano. O

Remarque. Pour la définition d’une variété torique, nous renvoyons au mémoire en
annexe.

La démarche

Un soliton est un couple (X, g) composé d’un champ de vecteurs holomorphe de
X et d'une métrique kihlérienne g. La démarche consiste dans un premier temps a
chercher le champ de vecteurs X. En effet, il existe sur tout variété M de Fano pour
tout X € n(M) une fonctionnelle Fy : n(M) — C dit invariant de Futaki en X telle
que si X est un champ de vecteurs associé a un soliton alors F'xy = 0. Il existe un
résultat sur les variétés toriques qui stipule I'existence d’un tel champ de vecteurs.
Il reste alors & construire la métrique associée. Nous cherchons la métrique sous la

forme
!

—1_
Wy = Wy + 783(;5,

oll ¢ € €°(M,R) et ¢g° est une métrique construite "a la main" en utilisant I’hypo-
thése de M est torique. Nous avons une description explicite de cette métrique (voir
la section 3 de larticle [4]). L’argument final pour conclure utilise la méthode de la
continuité dont nous expliquons le principe dans le paragraphe suivant.

Par hypothése, nous avons déja notre champ de vecteurs X € n(M) et nous
cherchons une métrique g4 dont la forme de Kéhler a pour expression : wy, = wyo +

%58@ ol ¢ € €°(M,R). En utilisant les expressions locales de la forme de Kéhler
18



(équation (2)) et de la forme de Ricci (équation (3)), nous obtenons que résoudre
cette équation est équivalent & résoudre [’équation de Monge-Ampére suivante :

(9)

det(g +;5) = det(g” )exp(h Ox — X(¢) — @)
(g +%]) >0,

ou h et 0y appartiennent a €°°(M,R) et vérifient :

v—1 _
Ric(wgp) — wgpo = ——00h, / Wy = / Wyo,
2 M M

iXU)g —69)(7 / €9XW () = / W;Lo.
M M

On introduit alors I’équation suivante qui dépend d’un paramétre ¢ € [0, 1] :
det(g: +0;7) = det(gls) exp(h — Ox — X (p) — 1)

(10)
(g +¢5) >0

On remarque tout de suite que I’équation (9) correspond au cas ol ¢t = 1. La méthode
de la continuité consiste alors a considérer 'ensemble S des temps o il existe une
solution :

S:={t €0,1] / Il existe une solution ¢; a 'équation (10) pour le temps ¢},

et & montrer que c’est un ouvert fermé non vide de [0, 1], on pourra alors conclure par
connexité de Pintervalle [0, 1]. Pour montrer qu'il est non vide, on montre I'existence
d’une solution au temps t = 0, on cherche donc a résoudre I’équation :

det(gls + ;) = det(g2) exp(h — bx — X ().

Ce type d’équation a fait 'objet de D'article [61] de Zhu dans lequel il montre
que cette équation admet une solution. Pour montrer que S est ouvert, on utilise le
théoréeme des fonctions implicites en considérant ’application

F:|€3M)x|[0,1] — €Y (M)

det(g3- + ¢;7)
t 1 Ty TWZ

> —(h—0x — X(p) —tp)
Pour montrer que S est fermé, on utilise le théoréme d’Arzéla-Ascoli en montrant
une estimation uniforme sur le potentiel p. Pour plus de détails, on pourra consulter
la section 6.4 du mémoire de M2 en annexe qui suit la démarche de I’article original
[58]. Pour une référence plus pédagoqique, on pourra aussi consulter le livre [51] qui
utilise la méthode de la continuité dans le cadre des métrique d’Einstein.
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Les limites de la démonstration

Cette construction de la solution est faite de maniére "ad hoc". Nous n’avons
pas de formules explicites pour les champs de vecteurs solitoniques. Il est difficile de
déterminer tous les champs de vecteurs solitoniques ( par contre on peut facilement
vérifier qu'un champ solitonique en est un par 'invariant de Futaki notamment). De
plus, la méthode de la continuité ne donne pas I’expression du soliton, nous savons
juste qu’il existe.

2.5.3 Les question qu’ils restent a résoudre

Un point important serait d’obtenir une expression explicite des solitons de
Kahler-Ricci. Pour cela, il serait intéressant de faire des calculs explicites sur les
variétés toriques en s’inspirant des travaux d’Eveline Legendre par exemple de [37].
Une étape importante serait par exemple d’obtenir une expression explicite, ou une
nouvelle expression, de 'invariant de Futaki dans le cadre torique, on peut méme
imaginer introduire un nouvel invariant en s’inspirant par exemple de [38] qui fait
le lien entre solitons de Kéhler-Ricci et les 2-formes hamiltoniennes. Cette étape
fait, on pourrait ensuite calculer les valeurs propres positives de la dérivé de Lie en
intervenant dans 1’équation des solitons et de détecter des relations entre les espaces
propres et la géométrie différentielle de la variété.
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Annexe A

Mémoire L3 : Sur la classification des
hexagones hyperboliques en
dimension 5

Comme une partie du mémoire a été publiée sous une version améliorée, j’ai
préféré mettre Iarticle plutét que le mémoire lui-méme.
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Résumé

Le but de cet article est d’énoncer un théoréme de classification des hexagones
hyperboliques a angles droits dans 1’espace hyperbolique réel de dimension 5, en
utilisant une distance quaternionique entre les géodésiques.

The aim of this paper is to give a classification of the right-angled hyperbolic
hexagons in the real hyperbolic space H3, by using a quaternionic distance between
geodesics lives in H3.

Introduction

Un hezxagone a angles droits (orienté) de 1'espace hyperbolique réel Hj} est un sex-
tuplet (51, Se, S5, S4, S5, S6) de géodésiques orientées de Hit de dimension n > 2 telles
que S;_1 # S;11 et que S; et S;11 soient orthogonales pour ¢ modulo 6. Le groupe
des isométries préservant l'orientation de Hy agit diagonalement sur I’ensemble des
hexagones a angles droits de HE. Sin = 2, 3, la classification des hexagones a angles
droits modulo isométrie préservant ’orientation est bien connue, voir par exemple
[19] et [52]. Le but de cet article est de donner une telle classification pour n =5 &
I’aide des quaternions.

Soit H le corps des quaternions de Hamilton, muni de sa structure euclidienne
usuelle. Son groupe multiplicatif H* agit par conjugaisons simultanées sur H x H x H,
par z-(a,b,c) = (vax™', zbx~!, wcx™'). Le birapport de quatre éléments a, b, ¢, d deux
a deux distincts de H est [a,b, c,d] = (¢ —b)~(c — a)(d — a)~*(d — b).

Dans le modéle du demi-espace supérieur H3 = {(z,{) e H x R : ¢ > 0} muni
L . . ds2+dt? c 1. . . 1ss .
de la métrique riemannienne ds? = “5—, considérons trois géodésiques orien-
tées «, B, d’extrémités deux a deux distinctes o, a™, 57,87, v", v, telles que
v soit orthogonale a a et [ et orientée de a vers § si vy Na # v N [. On peut
alors définir la distance quaternionique entre les deux géodésiques orientées «,
par A(a, 8,7v) = [at, 87,9",77]. La norme de ce quaternion décrit la longueur du
segment perpendiculaire commun a «, 3 et son quotient par sa norme la rotation
nécessaire pour passer de o a 3 aprés translation paralléle le long de ce segment,
par les liens bien connus entre le groupe des quaternions de norme 1 et SO(4) (voir
par exemple le chapitre 8 de [50]).
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Le but de cet article est de démontrer le théoréme de classification suivant, disant
que les hexagones hyperboliques en dimensions 5 sont déterminés par les longueurs
quaternioniques de trois cotés consécutifs, comme en dimensions 3 avec les longueurs
complexes dans [19].

Théoréme L’application qui au sextuplet de géodésiques (Si,S2,S3,S4, S5, 5)
associe (A(Sg, S2,51), A(S1,S3,52), A(Ss, Sy, S3)) induit une bijection de l’ensemble
des hexagones o angles droits non dégénérés de H, modulo isométries préservant
lorientation, sur l’ensemble des triplets de quaternions non dégénérés, modulo conju-
gaisons simultanées.

Nous définirons les termes "non dégénérés" plus tard (dans le cas des hexagones,
il s’agit de demander que les points d’intersection avec S; de S;_; et S;;1 soient
distincts pour tout ¢ modulo 6 et que \S; soit orienté de S;_; vers S;;1). Dans une
premiére partie, nous commencerons par rappeler et définir les outils algébriques et
géométriques nécessaires a notre étude et dans une seconde partie, nous démontre-
rons le théoréme de classification énoncé plus haut.

Avant de commencer, nous tenons a remercier Frédéric Paulin pour ses conseils
et les améliorations qu’il a apportés a cet article.

A.1 Outils algébriques et géométriques

A.1.1 Quaternions et homographies quaternioniques

Dans cet article, nous noterons H le corps des quaternions de Hamilton. Si ¢ € H,
nous noterons g son conjugué, n(q) = ¢q sa norme et tr(q) = ¢ + g sa trace. Soit
H=HU {oc} le compactifié d’Alexandroff de H, les actions par translations a
gauche et a droite de H sur lui-méme s’é¢tendent continiment de maniére unique
a H. Notons M, (H) 'anneau des matrices 2-2 a coefficients dans H et GLo(H) le
sous-groupe des matrices inversibles de M, (H).

Si A= ( CCL Z ) € My(H), on définit le déterminant de Dieudonné de A par

A(A) = (n(a)n(d) + n(b)n(c) — tr(acdb))?,

et on a les deux propriétés suivantes :

(1) A(A) # 0 si et seulement si A inversible,

(2) A(AB) = A(A)A(B).
Concernant la théorie du déterminant de Dieudonné, on pourra consulter [16] et
[8]. On peut alors définir le sous-groupe fermé SLy(H) de GLo(H) comme le noyau
du morphisme continu A : GLy(H) — R, c’est-a-dire le groupe topologique des
matrices de déterminant de Dieudonné égal a 1. Par la suite, nous aurons besoin du
lemme suivant (nous renvoyons au lemme 17 de [49] pour une démonstration) :

23



Lemme A.1.1 Le groupe SLy(H) est engendré par les matrices de la forme :
1 4 0 —1
01 /7\1 0

Pour terminer avec les notations, dans cet article, nous utiliserons le modéle
du demi-espace supérieur Hy = {(z,£) € Hx R : ¢ > 0} muni de la métrique
riemannienne ds? = d‘g%;dﬁ, dont le bord a Vinfini est H = H U {co}.

[’action par homographies de SLy(H) sur H est définie en posant, pour tous les

ou 0 € H.

~ a b
ceHet A= ( ’ d) € SLy(H),
ac”t St 2 = OO
A-z= 00 siz=—c"td
(az +b)(cz +d)™! sinon.

Il est bien connu que lapplication (A, z) — A - z est bien une action, et que cette
action est transitive sur les triplets de points deux & deux distincts de H (voir par

exemple [29] et [44]). Pour toute matrice A = ( CCZ Z ) € SLy(H) et tout élément
(2,t) € H3, posons
o ~ 12
A.(Z’t>_<(az+b)(cz—|—d)+act’ t )
n(cz +d) +n(c)t? 'n(cz+d) +n(c)t?

Par exemple par le lemme 6.6 de [48], 'application (A, (z,t)) — A-(z,t), dite exten-
sion de Poincaré, est une action isométrique du groupe SLy(H) sur Hy, qui s’étend

continiment & H par 'action par homographies. De plus, cette action induit un
isomorphisme de PSLy(H) = SLy(H)/{Z1d} sur le groupe des isométries préservant
I'orientation de H.

A.1.2 Le birapport quaternionique

Définition A.1.2 Le birapport de quatre points a,b,c,d € H deux a deuz distincts
est
[a,b,c,d] = (c —b) " (c—a)(d—a) ' (d—0).

Il s’étend continﬁmentl de maniére unique, aux quadruplets (a, b, ¢,d) de points
deux & deux distincts de H tels que b # oo, en posant
[00,b,¢,d] = (c—b)~'(d—b),
[a,b,00,d] = (d —a)~"(d —b),
[a,b,c,00] = (c —b) " (c—a).
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Mais par contre (contrairement & ce qui est affirmé en fin de page 1045 de [27]),
le birapport [a, b, ¢, d] pour a, b, ¢ fixés deux a deux distincts dans Hn’a pas de limite
quand b tend vers oo, car I'ensemble des valeurs d’adhérence de [a, b, ¢, d] est alors
exactement 1’ensemble des conjugués u'(c — a)(d — a)"'u de (¢ — a)(d — a)™?, ou
u € H*. Nous poserons alors

[a,00,¢,d] = (c —a)(d—a)™".
Remarque. On remarque que le birapport est a valeur dans H*.

On pourra consulter [27] au sujet du birapport quaternionique ou 'on peut trou-
ver une autre démonstration de la proposition suivante.

Proposition A.1.3 Soit A = ( : g ) € SLy(H), pour tous les a,b,c,d deux a

deuz distincts dans H, nous avons

(Yo +0)[a,b,c,d](vb+ )" siyb+5#0
la, b, c,d] sinon.

[A-a,A-b,A~c,A-d]:{

Démonstration. Commencgons par montrer le résultat pour les matrices qui en-
gendrent SLy(H) données par le lemme A.1.1 :
0

1
tous les u, v € H* distincts,

(A u—Av)=@w''—uH=ut(u—-vv?

(1) Soient A = _01 > et a,b,c,d € H deux deux a distincts, on a alors, pour

On obtient alors en étudiant les cas suivants : si les 4 points sont dans H*, si
I’un est nul, si I'un est égal a I'infini et si deux points sont égaux respectivement
a 'infini et zéro.

bla, b, c,db™? sib+#0

la, b, c,d] sinon,

[A-a,A-b,A-c,A-d]:{

ce qui est la propriété demandée.

(2) Soit A = ( (1) f ), on a alors, pour tous les u,v € H distincts

(A-u—A-v)=(u—w),
et on obtient bien pour a, b, c,d € H deux a deux distincts
[A-a,A-bjA-c,A-d] =a,b,cd].
Le résultat général s’en déduit par récurrence sur la longueur de I’écriture d’un
¢lément de SLy(H) comme produit des matrices qui engendrent SLo(H). O

Corollaire A.1.4 Le groupe SLy(H) préserve les birapports réels et la norme des
birapports.

Démonstration. Il suffit de se souvenir que n(zy) = n(z)n(y) et que le centre de
H est R. O]
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A.1.3 Propriétés des géodésiques dans H,

Par géodésique de Hy, nous entendons une application isométrique de R dans Hf.
Nous appellerons arc géodésique la restriction d’une géodésique & un sous-intervalle
compact de R.

Rappelons (voir par exemple [5] et [9]) que les géodésiques de H sont les demi-
cercles, contenus dans le demi-espace supérieur, orthogonaux a H x {0} et dont
le centre est sur H x {0} et les demi-droites verticales. Nous noterons |a, b[ un tel
demi-cercle, ot a et b sont les points d’intersection du demi-cercle avec H x {0} et
Ja, 00| les demi-droites verticales ot a est le point d’intersection de la demi-droite
verticale avec H x {0}. Rappelons que l'intersection entre deux géodésiques d’images
distinctes est soit vide soit réduite a un point, et que pour toute géodésique |a, b| de
H?,, il existe une isométrie préservant Porientation 6 de HE telle que 6(]a, b[) =]0, ool.

Le résultat suivant étend le cas bien connu des dimensions 2 et 3.

Lemme A.1.5 Soient a,b,c,d € H deuz o deux distincts, alors les deux géodésiques
la,b| et ]e,d] sont orthogonales si et seulement si [a,b,c,d] = —1.

Démonstration. Considérons deux géodésiques |a,b| et |c, d] d’extrémités deux a
deux distinctes, nous pouvons toujours supposer a isométries prés que |a, b[=]0, 00|
et |e,d[=]1, z[, avec x # 1,0, co. Dans ce cas, nous avons

[0,00,1,2] = 2™
Il s’agit donc montrer que |0, ool et |1, z[ sont orthogonales si et seulement si x = —1.
Il est immeédiat que |1, —1] et ]0, co[ sont bien orthogonales. Il reste & montrer que
c’est la seule possibilité. Déja, comme les tangentes & une demi-droite verticale
sont des droites verticales, il faut que la tangente au demi-cercle soit une tangente
horizontale, or la tangente a un cercle est perpendiculaire au rayon, ce qui impose
que le centre soit l'origine, et le point d’intersection des géodésiques sera alors le
point (0, 1), ce qui nous impose maintenant x = —1. O

Définition A.1.6 Soient trois géodésiques orientées L, M et N, on dit que N est
une perpendiculaire commune a L et M si elle est orthogonale a la fois o L et a M,
et, lorsque LNM # M NN, si N est orientée de L vers M. On dit alors que le triplet
(L,M,N) est un double pont.

La définition suivante prolonge la notion de distance complexe définie, par exemple
dans [19], pour étudier et classer les hexagones a angles droits en dimension 3.

Définition A.1.7 Soient trois géodésiques orientées L = ]a,b], M = |c,d[ et N =
le, f[, telles que (L, M, N) soit un double pont. On pose alors A(L, M, N) = [b,d, f, €]
et on appelle A(L, M, N) la distance quaternionique de L a M.

Remarque. En gardant les notations de la définition précédente, on peut remarquer
que ce birapport est toujours bien défini (donc a valeur dans H*); en effet, si L et
M admettent un double pont alors a, b, ¢, d sont deux & deux distincts et comme N
est perpendiculaire & M et N, on a e, f distincts de a, b, ¢, d.
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Proposition A.1.8 Soit (L, M, N) un double pont constitué des trois géodésiques
orientées L = |a,b[, M = |c,d[ et N = le, f[. Alors on a n(A(L,M,N)) # 1 si et
seulement si L et M ne se coupent pas ou de maniére équivalente si et seulement si
LNN#MNN.

Démonstration. Nous pouvons supposer que N = ]0,00[, M = |—1,1[. Comme
L doit étre orthogonale & N, L est de la forme |—a,a| avec a # 0, on a alors
A(L,M,N) = [a,1,00,0] = a" .

Supposons n(A(L, M, N)) = n(a™!) # 1. Alors L est un demi-cercle de rayon
différent de 1 de centre 0, ce qui permet de conclure. Supposons, maintenant, que
n(A(L,M,N)) =n(a"') =1 alors L est un cercle de rayon 1 de centre 0 et on aura
LNN=MnNN={(0,1)}. O

A.2 Classification des hexagones a angles droits dans
Hi

A.2.1 Définition d’'un hexagone i angles droits

Définition A.2.1 On appelle hexagone a angles droits dans HY, tout sextuplet de
géodésiques orientées S=(S1,59,53,54,55,5) dans Hy, vérifiant :

(1) pour tout i mod 6, S; est orthogonal a S;,1,
(2) pour tout i mod 6, S; est distinct de S;yo,

et on note, pour tout i mod 6, H; = S;NS; 1. Le point H; est appelé le i sommet
de Uhexagone et l'arc géodésique [H;, Hiy1] est le ¢ coté. Nous dirons que S est
non-dégénéré si H; # H; 1, et si S; est orienté de H; 1 vers H; pour tout ¢ mod 6.
Par la suite, lorsque nous parlerons d’hexagones a angles droits, nous supposerons
qu’ils sont toujours non dégénérés. De plus, (S;_1,Siv1,5;) est un double pont et on
écrira alors A; = A(S;_1, Siv1,5:) et Ay = A;(S) lorsqu’il est utile de le préciser.

Par la proposition A.1.8; la condition (2) est automatiquement vérifiée.

A.2.2 Théoréme de classification
Pour tout triplet (qi, g2, g3) de quaternions, posons
a=1+q)" (1-q),

b=(1-q)" (1+aq),
c=qlgs—1)(1+g3) ",
d=q (14 q3) (g3 — 1)_17
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et notons 7 l'ensemble des triplets (q1,¢2,q3) € H x H x H tels que le systéme

suivant
[a7 b’ x? y} = _1
[z, y,c,d] = —1
admette une unique solution (x,y) € H x H avec a,b,x,y et x,y,c,d deux a deux

distincts. On dit que le triplet (¢, ¢2, ¢3) de quaternions est non dégénéré s’il vérifie
les conditions suivantes :

@, @, GFO

n(q1) , n(g) , n(g) #1

(1,2, 3) € T

n(lg2, ¥, 0,a]) , n(lb,d,z,y]) . n(ly,1,d,d)# 1L

N N SN S
(\]
—_ D N —

4

Par la suite, on notera ﬁﬂ/ﬂ I’ensemble des triplets d’éléments de H non dégénérés.

Remarque. Les expressions de a, b, ¢, d sont bien définies dans H si et seulement si
respectivement q; # —1, q1 # 1, q3 # —1, q3 # 1. Ces conditions sont vérifiées sous
les hypotheéses (1) et (2).

Théoréme A.2.2 Soit (q1,q2,q3) un triplet non dégénéré de quaternions, alors il
eriste un unique hexagone (S, Sa, S3, S4, S5, S¢) tel que

Sl:]_1>1[> 52:](),00[7 Ay =q, Ay =q, Ag=gs.

Démonstration. Lorsque nous écrirons |a, b[, la géodésique sera orientée de a vers
b. De plus, comme nous cherchons des hexagones non dégénérés, nous n’aurons pas
a nous occuper de la condition (2) de la définition A.2.1, elle sera automatiquement
vérifiée d’aprés la remarque qui suit la définition A.2.1.

Fixons S; = ]—1,1[et S, =]0,00[. On notera S; = |s;, s{"[. A cause des relations
d’orthogonalité et de double pont, on peut remarquer que pour ¢ = 1,3,4,6, on a
s # 00.

Déja la condition (1) est nécessaire d’aprés la remarque qui suit la définition
A1.7.

(1) Commencons par déterminer Ss.
La géodésique S3 est orthogonale a S5 si et seulement s’il existe x € H* tel
que Sz = |—z,z[. Or Ay = [1,2,00,0] = z. D’ott Ay # 0 et

Sg — ]—AQ,AQ[.

Réciproquement S5 =] — g2, g2[ est une géodésique bien définie si et seulement
si ga # 0, ce qui est assuré par la condition (1). De plus H; # H, si et seulement
si n(ge) # 1 (voir la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la condition (2).
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(2)

Déterminons Sg.
Nous devons avoir A; = [sg, 00, 1, —1} , ce qui donne aprés calcul, A; # 1 et

se =(1—A) A+ A).

De plus, par le lemme A.1.5, les géodésiques Sg et S7 sont orthogonales si
et seulement si [sg,sg, -1, 1} = —1, ce qui donne aprés calcul en utilisant
Ay # 0, si et seulement si

sg = (1+A) " (1—Ay).

Réciproquement, étant donné (qi, qo, q3) vérifiant les conditions (1) a (4), po-
sons

a=1+aq)" 1-a),

b=(1-aq) (1+aq).
La géodésique Sg =]a,b[ est bien définie si a et b le sont, ¢’est-a-dire si ¢; #
—1,1 et si a # b, c’est-a-dire, aprés calcul, si ¢ # 0. De plus Hg # H; si
et seulement si n(q;) # 1 (par la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la
condition (2).
Déterminons Sy.
Nous devons avoir Az = [OO,SI,A27_A2:| (en particulier Az # 0), ce qui
donne par équivalence

Sjl_ = AQ (]. + Ag) (Ag - 1)_1 .

De plus, S5 et Sy sont orthogonales si et seulement si [—Ag, AV sj{] = -1,
c’est-a-dire si et seulement si (en utilisant le fait que Ag, Az # 0)

s; =0 (A5 —1)(1+As) ",
Réciproquement, posons
c=q(a—1)1+g)",

d=q(1+qs) (s —1)".

La géodésique Sy =|c,d[ est bien définie si ¢ et d le sont, ¢’est-a-dire si g3 #
—1,1 et si ¢ # d, c’est-a-dire, aprés calcul, g2 # 0 et si g3 # 0, ce qui est assuré
par les conditions (1) et (2). De plus Hy # Hj si et seulement si n(g3) # 1 (par
la proposition A.1.8), ce qui est assuré par la condition (2).
Il ne reste plus qu’a déterminer Ss.
La géodésique Sy orthogonale & Sy et Sg existe et est unique si et seulement si
le systéme
[SZ,SI,ZL’,y] = -1
{ [xayvsﬁ_’sg_] = -1
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admet une unique solution (z,y) € H? avec 2 # y. On a alors
55 :]I', y[
Réciproquement si posons S5 =]z, y[ avec (z,y) la solution du systéme

{ [a,b,z,y] = —1

[fE,y,C,d] _17

ce qui est assuré par la condition (3).

(5) De plus Hy # Hy, Hy # Hs, Hs # Hg si et seulement si respectivement

([3;7‘91’_756736} # 1, n([34756735755] # 1, n([sgaé’;,si»%] # 1, grace a la

proposition A.1.8, ce qui est assuré par la condltlon (4).

En conclusion, nous avons donc bien construit un hexagone a angles droits. De plus,
le raisonnement précédent a été fait par équivalence, donc tout hexagone vérifie bien
ces conditions. Par la suite, on notera alors S(Ay, Ay, A3z) cet hexagone. 0
Notons Hexy™ ensemble des hexagones a angles droits orientés a isométrie conser-
vant l'orientation prés. Le groupe multiplicatif H* agit par conjugaisons simultanées
sur H x H x H, par x - (a,b,¢) = (zaz™!, 2bz™! zcx™'). Notons Q le quotient de
(ZH par cet action. On a alors le corollaire suivant.

Corollaire A.2.3 L’applicalion suivante est une bijection entre Qy et Hex: :

f: Qy — Hext
(A1, A9, A5) — S(A1, A9, Ay)

Démonstration. Le fait que cette application est bien définie provient du théoréme
précédent. La surjectivité est évidente, en effet dés qu’on a un double pont, la dis-
tance quaternionique est définie. L’injectivité est une conséquence du lemme A.1.3
et du fait que PSLy(H) est isomorphe au groupe des isométries de Hj, préservant
Porientation. O
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Annexe B

Mémoire M1 : Sur le théoréme de
Torelli pour les surfaces de Riemann
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Introduction

Dans le présent mémoire nous nous intéresserons au probléme de classification
des surfaces de Riemann compactes (connexes et sans bord) a biholomorphisme prés.
Le théoréme de Torelli pour les surfaces de Riemann répond partiellement a cette
question, en la ramenant a classifier des objets bien plus simples (essentiellement
linéaires) que sont les variétés abéliennes principalement polarisées. Nous présen-
tons le théoréme ainsi qu’'une preuve due & A. Andreotti. La preuve se déroule en
deux étapes : la premiére consiste a associer a toute surface de Riemann un tore
complexe : sa jacobienne. Puis, & montrer comment on peut reconstruire la surface
a partir de cette derniére. Le procédé de reconstruction fait intervenir des objets ex-
térieurs a la jacobienne mais, qui se déduisent d’un autre objet linéaire trés simple
canoniquement associé¢ a la surface de Riemann, sa forme d’intersection. C’est la
deuxiéme étape de la démonstration qui nécessite des outils mathématiques plus
sophistiqués que nous présenterons. La jacobienne munie de la forme d’intersection
appartient a une classe d’objets appelés tores complexes principalement polarisés.
Nous nous intéresserons également au probléme inverse a savoir, étant donné un
tore complexe principalement polarisé est-il la jacobienne d’une surface de Riemann
compacte munie de sa forme d’intersection ? Nous montrerons qu’une condition né-
cessaire est que ce tore soit plongeable dans un espace projectif au quel cas on dit
que c’est une variété abélienne. Pour cela nous nous appuierons sur le théoréme de
plongement de Kodaira dont nous donnons également une preuve.

Pré-requis

Dans ce mémoire, nous avons supposé connu les notions de bases de géométrie
différentielle et de topologie algébrique comme les formes différentielles et la coho-
mologie de De Rham comme exposées dans [36, 46, 28] mais aussi des notions de
base de géométrie complexe et de surfaces de Riemann, que nous pouvons trouver
par exemple dans [42, 31, 39, 43].
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B.1 Classification des surfaces de Riemann compactes

Soient S et S" deux surfaces de Riemann compactes connexes, et soit f: S — S’
une application lisse. Nous souhaitons déterminer si f est un biholomorphisme. On
sait que si f est holomorphe alors c’est un biholomorphisme si et seulement si elle est
également bijective. Si f est holomorphe non constante la surjectivité est immédiate,
f est injective si et seulement si elle est de degré 1. C’est cette observation qui justifie
tout ce qui va suivre.

Nous pouvons réinterpréter le degré en termes de lapplication f,: m(S) —
m1(S"), induite par f entre les groupes fondamentaux de S et S’. En effet, soit z
dans S et v : [0,1] — S un lacet basé en z alors lorsque ¢ € [0, 1] varie de 0 & 1
le lacet f o~ est parcouru deg(f) fois, au sens ou il existe g € m(5’, f(2)) tel que
£ = [f o] = g% et tout sous groupe cyclique de 7 (S, f(2)) contenant f,[7]
est contenu dans < g >, en particulier si f, est un isomorphisme alors deg(f) = 1.
Une condition nécessaire pour que f soit holomorphe est que le tiré-en-arriére par
f de toute forme différentielle holomorphe sur S” est holomorphe sur S. Pour toute
surface de Riemann S, notons (S) le C-espace vectoriel des formes différentielles
holomorphes sur S. Nous avons donc deux conditions nécessaires pour que f soit un
biholomorphisme, premiérement que :

f* : 7T1(S, Z) — 7T1<S/a f(Z))
est un isomorphisme et deuxiémement que :

F(Q(87) < Q(S).

B.1.1 Application des périodes

Nous venons de voir que le caractére biholomorphe d’une application lisse entre
surfaces de Riemann compactes est conditionné par un morphisme de groupe, (le
poussé en avant des classes d’homotopies du groupe fondamental de la surface de
départ) et un morphisme d’espace vectoriel (le tiré en arriére des formes holomorphes
sur la surface d’arrivée). Notons que f, et f* sont reliées par la relation de dualité
suivante :

Vy:S = S,V € Q(9), /f*w/ = / W'
v fsv
Comme les formes holomorphes sont fermées, leur intégrale le long d’un lacet ne
dépend pas de la classe d’homotopie de ce dernier, ainsi nous pouvons définir ’ap-
plication suivante :
s | Q9) xm(S) — C
W) — [,

appelée application des périodes. Nous remarquons quelle vérifie les axiomes sui-
vants :

(A1) Vwe QS), ms(w,-): (m(5),.) — (C,+) est un morphisme de groupes
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(A.2) ¥V [v] € m(S), ms(-,[7]) : @ — C est C — linéaire.

Nous verrons (et cela est le but de ce mémoire) que le triplet (mg,Q(S),m1(5))
caractérise entiérement S & biholomorphisme prés.

Toute la difficulté réside maintenant dans le probléme inverse. Etant donné deux
triplets (m,V,G) et (7', V/,G’) ot G et G’ sont deux groupes, V et V' sont deux
C-espaces vectoriels et 7 : V X G = Cet 7 : V x G — C vérifient les axiomes
(A.1) et (A.2) ainsi que deux isomorphismes ¢ : G — G’ et b : V' — V tels que le
diagramme suivant commute

(¢,1d)
T

1

! /
~ GV

GxV

C

A quelles conditions peut-on trouver des surfaces de Riemann compactes S et S’ et
un biholomorphisme f: S — S’ tels que :

G =m(9), ¢'=m(5), ¢ = f.
V=0(5), V' =S, ¢ =f,
mT=Tg, 7T/:7T5/.

Nous serons alors ramené a classer les triplets vérifiant ces conditions. La premiére
étape consiste a décrire les groupes fondamentaux des surfaces de Riemann com-
pactes, et a calculer la dimension de leur espace de formes holomorphes.

B.1.2 Groupe fondamental des surfaces de Riemann com-
pactes

Pour déterminer le groupe fondamental de S, il nous faut décrire sa topologie.

En tant que variété complexe compacte connexe sans bord de dimension 1, S est en

particulier une variété lisse réelle compacte et connexe sans bord de dimension 2.
Nous admettons ici le résultat de théorie de Morse suivant :

Théoréme B.1.1 Toute variété réelle lisse, compacte, conneze et sans bord de di-
mension 2 est diffeomorphe a un tore a g trous.

La remarque précédente montre que ce théoréme s’applique aux surfaces de Rie-
mann compactes, ce qui nous améne a la notion de genre.

Définition B.1.2 (Genre) Dans le cas d’une surface de Riemann compacte, [’en-
tier g est appelé genre de la surface.
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Puisque le genre est invariant par biholomorphisme, étant donné un entier g, il
nous suffit de classifier les surfaces de genre g. On a alors le résultat suivant :

Lemme B.1.3 5@ S est une surface de Riemann compacte de genre g, alors son
groupe fondamental m1(S) est engendré par 2g générateurs ||, ..., [Yay] ayant pour
seule relation :

['Yl]-[”Vngl}-hl]il-thrl]il [%’H’Ygﬂ‘}-hi]il-hgﬂ]il [79]-[72g]-[%1]71-[’729]71 =1

Démonstration. Nous choisissons un point de base x € S ainsi que des lacets
M- -+, Y2g comme sur le dessin suivant :

Alors les classes d’homotopie de ces lacets forment un systéme de générateurs
pour 71 (S).

Si nous découpons maintenant S le long des lacets ~; nous obtenons un polygone
P(S) dont les 4g cotés parcourus dans le sens horaire sont (dans 'ordre) :

—1 —1 —1 —1 —1 —1
Y15 Vg+1, N1 7’Yg+17 w5 Vi Va+in Vi 7’794,-1‘7 779772g77g 7V29'

=:[Vi,Yg+i)
Il nous est alors possible de rétracter le lacet [[?_,[7i, V444 constituant le bord

du polygone P(S) en passant par 'intérieur de ce dernier, ce que nous illustrons sur
la figure suivante :
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Nous obtenons donc la relation attendue.

Réciproquement, si 7y est un lacet basé en x alors v est homotope & un produit de
v;, donc nous le considérerons comme tel. Si la classe d’homotopie de v est triviale,
nous pouvons le rétracter sur un point z que nous pouvons choisir intérieur a P(5).
Tous les sommets de P(S) étant identifiés & x (aprés recollement), ils sont tous
envoyés sur z. Le lacet v est donc un multiple de [[7_,[7:,V4+i], et par récurrence
immeédiate, y est une puissance de [[7_; [7i, Vg+i)- O

Le groupe H,(S,Z) est abélianisé de 7 (S) :

HY(S,Z) = m(S)/[m1(S), m(S)]
=: Ab(m(9)).

Or d’apreés le lemme précédent 7 (S) différe du groupe libre & 2g générateurs par la
seule condition que TT7_, [[v], [vg+:]] =1 ainsi

Ab(mi(S)) = Ab( ®}2, Z) = 7%,
ol ®:7,7 est le groupe libre & 2g générateurs. Ainsi :
H,(S,Z) = Ab(m(5)) = Z9;

Le premier groupe d’homologie H;(S,Z) étant un objet simple (linéaire) nous
allons reconstruire le groupe fondamental de S & partir de ce dernier, ’objectif étant
de manipuler des objets linéaires.

B.1.3 Variété Jacobienne d’une surface de Riemann com-
pacte

Dans ce qui suit nous identifions les éléments de m(S5) et de son abélianisé
H,(S,7Z), nous utiliserons des notations multiplicatives ou additives selon que 'on
travaille dans le premier ou le second. Le premier groupe d’homologie étant 1'abé-
lianisé du groupe fondamental il différe de ce dernier par les relations qui lient les
cycles. Nous pouvons retrouver ces relations en regardant la fagon dont les cycles
s’intersectent les uns les autres. Etant donné deux cycles nous pouvons définir leur
nombre d’intersections (qui ne dépend que de leur classe d’homologie). Pour tout
(a,b) € Hy(S,Z) nous noterons gs(a, b) le nombre d’intersections de a et b. L’appli-
cation qg : H1(S,7Z) — Z est alors une forme Z-bilinéaire antisymétrique dite forme
d’intersection (nous renvoyons a [24] chapitre 0) 4) pour une discussion détaillée).
Remarquons que les cycles ([y;]) s'intersectent de la fagon suivante :

Isii€[l,g]etj=g+i

vi,j €[1,29] gs(fvl:[y]) = ¢ —1sijelligleti=g+j
0 sinon
Autrement dit la matrice de gg dans la base [y1],. .., [y, de H1(S,Z) s’écrit :
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Q:<_Ig 09)

La meilleure facon de la voir est de choisir des lacets cy, ..., cy, homologues
respectivement a i, ..., 72, comme sur le dessin suivant :

La base [71],...,[72] étant la seule dans laquelle la matrice de ¢g est () nous
voyons que 7 (.S) est entiérement déterminé par la donnée de H,(S,Z) et gs. Si I'on
connait Hq(S,Z) et qg alors il suffit de prendre comme systéme de générateurs la
base dans laquelle la matrice de gg est () et comme relations la relation de I’énoncé
du lemme précédent.

Afin de déterminer la dimension de ©(S) nous allons nous appuyer sur un résultat
de théorie de Hodge dont nous énoncons ici un cas particulier.

Théoréme B.1.4 (Théoréme de Hodge). Pour toute surface de Riemann compacte
S ona:

Hn(S) 2 Q(S) @ Q(S).

~—

D’aprés le théoréeme de de Rham on a H'(S,C) & H},(S) ainsi

CY~27%xC H.(S,Z) ® C= Hy{(S,C) = Hl(S, C) = HC}R(S) = Q(S) @ Q(9).
Nous en déduisons le

Théoréme B.1.5 Pour toute surface de Riemann compacte de genre g, Q(S) est
un C-espace vectoriel de dimension finie g.

Faisons maintenant le lien avec le tiré-en-arriére f* : Q(S’) — Q(9), les es-
paces Q(S) et 2(S5’) étant tous deux isomorphes a C? nous pouvons voir f* comme
un endomorphisme de C9. L’application des périodes mg définie plus haut vérifiant
I'axiome (A.1) (et (C,+) étant abélien) elle se factorise en une forme bilinéaire sur
Q(S) x Ab(m1(9)) = Q(S) x Hi(S,Z) a valeurs dans C (que nous nommerons encore
application des périodes) définie par
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s | QS) x Hi(S,Z2) — C
@) — fw

Cette application va nous permettre de réaliser H;(S,Z) comme un réseau du
R-espace vectoriel sous-jacent & CY grace a la proposition suivante

Proposition B.1.6 Soient [c1],...,[cag] une base Hi(S,Z) et wy,...,w, une base
de QU(S) alors la matrice de wg relativement a ces bases est de rang (réel) mazimal
égal a 2g, elle est appelée matrice des périodes de S, nous la noterons Qg.

Démonstration. Nous devons montrer que les vecteurs colonnes \; de €)g forment
une famille R-libre de 2¢g vecteurs de CY, nous avons

f[cz‘] Wi
VZG[[LQQH, )\z:
f[cz‘] Wy

Supposons par I'absurde qu’il existe des réels non tous nuls ay, ..., as, tels que

0= CL1./\1 + -+ (129.>\2g.

Nous conjuguons cette relation et obtenons

0= al.)\_1+“'+a29.)\_2g,

avec

VZE[[LQQ]];)\_ZZ :
f[cz‘]w_g

Introduisons alors la matrice de taille 2g x 2g :

o))
Qs Mo ay)

ainsi le vecteur colonne non nul de coordonnées (ay, . .., as,) appartient au noyau
de cette derniére, le rang de Q* est donc strictement inférieur & 2g, i.e. il existe des
nombres complexes non tous nuls py, .. ., ftg, M1, . . ., 7y, au moyen desquels on obtient
une combinaison linéaire nulle de lignes de Q2* i.e. :

g

g
}(Z piw; + i),
j=1

J=1

Vi €[1,2¢], 0:/

[ei

Or si nous introduisons les deux 1-formes holomorphes :
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g g
=D mwy et ¢=) 7w,
j=1 Jj=1

les relations précédentes se récrivent

Vi €[1,2¢], 0 :/ (w+ ¢).
[ci]
Comme la forme w + ¢ est d’intégrale nulle le long de tout cycle, d’aprés le théo-
réme de de Rham elle est exacte. La décomposition du théoréme de Hodge montre

alors qu’elle est nulle, ce qui contredit I'indépendance linéaire de la base w;, ..., w,
de Q(S9). O

Nous obtenons alors un réseau Ag C C9 =2 R?9 défini par :

Ag=ZMN D O LIy 277 = H(S,7).

Remarquons que le réseau Ag est indépendant du choix de la base de Hy(S,Z)
(en conséquence nous choisirons la base [v1],...,[y2] dans la définition des ();)).
Soit ([c1], ..., [c2g]) € H1(S,Z)* une autre base. Alors il existe B € GLy,(Z) une
matrice de passage telle que :

Vi e[l,2g9] ZB” Yil,

ainsi en prenant [c;| pour base de H; (S, Z) dans la définition de Qg et en notant pour
tout i € [1,24 a; = 3272, B; ;.\ les nouveaux vecteurs colonnes obtenus, le réseau
WZ® - @ agyZ est inclus dans Ag et son indice dans ce dernier est |Det(B)| = 1,
on a donc égalité des réseaux.

En identifiant H;(S,Z) & Ag0, nous pouvons voir gg comme une forme bilinéaire

antisymétrique sur Ag. Le résultat suivant nous incite a considérer le tore #(S) =
C9/As.

Proposition B.1.7 Soit V un C-espace-vectoriel de dimension g et A C V = R
un réseau alors (AN AN)* = H2(V/N, 7).

Démonstration. Appliquer la formule de Kiinneth & un produit de g cercles. [

En effet nous pouvons alors réinterpréter la forme d’intersection gs comme étant
la classe de cohomologie d’une 2-forme entiére sur le tore ¢ (.59).

Définition B.1.8 (Jacobienne) Le tore complexze 7 (S) = C9/Ag est appelé jaco-
bienne de S.
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Remarquons que la définition de la jacobienne ¢ (S) dépend du choix d'une
base de §2(S). Cependant pour deux choix de bases différents les tores obtenus sont
isomorphes. En effet, si (a, . .., ay) une autre base de €2(.5) alors il existe une matrice
de changement de base P € GL,(C) telle que

g
Vi€llglay = Pijws
i=1

ainsi en prenant (g, ..., a,) pour base de (S) dans la définition de Qg et en notant
pour tout i € [1,2¢9] a; = Zfil P; ;.\ les nouveaux vecteurs colonnes obtenus, le
réseau Ag = Z.\i, ..., L.y, est envoyé sur le réseau A = Z.a; @ --- @ Z.ayy par

la matrice P, les tores CY/Ag et CY9/A sont donc biholomorphes. Nous introduisons
alors la structure suivante :

Définition B.1.9 Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie et A un réseau
du R-espace vectoriel sous-jacent, on appelle polarisation de M = V /A toute forme
forme bilinéaire alternée définie positive sur V' q prenant des valeurs entiéres sur A.
Si [q) désigne l’élément de H*(M,Z) qui représente q le couple (M, [q]) est appelé
tore complexe polarisé.

Le lemme d’algébre linéaire suivant nous permet de classer les polarisations sur
un tore complexe donné.

Lemme B.1.10 Soit V un C-espace vectoriel de dimension complere g et A un
réseau du R-espace vectoriel sous-jacent et q une forme bilinéaire alternée sur V
prenant des wvaleurs entiéres sur A alors il existe des entiers dy,...,d, ayant la

propriété de divisibilité successive di|...|d, et une base réelle (vy, ..., veq) telle que
N=7.v,® - D L.y, et dans laquelle

d 0 ... 0

0 A N '
(—A 0), avec A= o
0 -~ 0 d,

Dans le cas d’une polarisation les entiers (d;) sont strictement positifs et sont
appelées diviseurs élémentaires de la polarisation, si ils sont tous égaux a 1 la polari-
sation est dite principale. Remarquons que par définition la polarisation gs de ¢ (.5)
est principale, on dit que le tore complexe (_Z (5), [¢s]) est principalement polarisé.
Remarquons que la donnée du tore complexe polarisé (_# (5), gs) est équivalente &
celle de (mg, (S5), m1(S5)). La jacobienne ¢ (S) détermine le réseau Ag = Hy(S,Z)
et nous avons vu comment recréer m(S) a partir de H,(S,7Z) et qs, de plus , par
définition Ag est engendré par les vecteurs colonnes de la matrice des périodes
g, on récupére donc 'application des périodes g : Hy(S,Z) = Ab(m(S)) — C
que l'on étend naturellement & m(S). Le C-espace vectoriel 2(S) est de dimen-
sion finie égale a la dimension de _#(S) en tant que variété complexe. Décrivons
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maintenant les morphismes de tores complexes polarisés. Soient (M = C9/A,[q])

t (M' = C9/N\,[¢']) deux tores complexes polarisés. On dit que F' : M — M’ est
un morphisme de tores complexes polarisées si F' est holomorphe et F*[¢'] = [q].
Notons que les diviseurs élémentaires sont préservés par les isomorphismes de tores
complexes polarisés, la polarisation [¢s| de _#(S) étant principale nous nous inté-
resserons aux tores complexes principalement polarisés. Nous allons maintenant voir
qu’un biholomorphisme entre surfaces de Riemann compactes f : S — S’ induit un
isomorphisme entre leur jacobiennes (_# (5), [gs]) et (_Z(5"), [¢5]). Les applications
Q08 = Q(S) et fo: Hi(S,Z) — Hy(S',Z) sont des isomorphismes. Notons
M(f*) == Mat, ,(f*) € GL,(C) la matrice de f* relativement aux bases wy, . ..w,
de Q(S) et wy, ..., wy de Q(S"). De méme, notons M (f.) := Matp ) (fs) € GLyg(R)
la matrice de f. dans les bases [v1], ..., [12,] de H1(S,Z) et [v1], ..., [v3,] de H1(S', Z).
La formule d’adjonction suivante :

Vy] € Hy(S,Z), Yo € Q(S), mo(fe, h]):/

[

(F) ! = /f = )

se traduit en termes de matrice des périodes par :
tM(f*)QS - QS/M(f*)
d’ou
Qg = "M(f*).Q¢.M(f)".
Comme l'application f, : m(S) — m(S’) est un isomorphisme et nous avons la
relation [_;[fe[vi]s felvg+:]] = 1, ainsi il existe une permutation 7 € Sy, telle que

pour tout ¢ on ait fi[v;] = [v5,]. Ainsien passant a 'abélianisé, M (f.) est la matrice
de la permutation &, en particulier M (f.)~! = *M(f.), d’ou :

Qg = M(f*).Qs. ML)

Les vecteurs colonne de la matrice Qg."M( f,) sont donc (dans l'ordre) Ao(1y, . . ., Ao(2g)-
L’application f, : H1(S,Z) — Hy(S’,7Z) préserve les intersections entre les cycles, ce
qui se traduit par :

gs([l: 1)) = as (febil, fol)) = as (D)) D)), VisJ
Prenons i € {1,...,¢g} alors gs([vi],[7;]) = 1 si et seulement si j = i+ g et 0
sinon donc gs ([v5;), [15(;]) = 1 si et seulement si j = i+ g et 0 sinon. Or
s ([Vz@)s V5y]) = 1 st et seulement si o(j) = (i) + g et O sinon. Ainsi on a
(i +g) = o(i) + g, il existe donc une permutation o € &, telle que pour tout

ie{l,...,g} on ait :
a(i) =o(i)
o(i+g)=0(i)+g.
Soit x1,...,%4,Y1,.-.,Yy la base duale de la base Aq,..., A\2g du R-espace vectoriel

sous-jacent a CY9, alors les z; = z; + y; forment un systéme de coordonnées com-
plexes de CY et la matrice M(f,) agit par permutation sur ces coordonnées via la
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permutation o. L’application

F:|Cv — ¢
z — "M(f*)M(f.).z:= 'M(f*)o.z

est donc un isomorphisme de C-espaces vectoriels et :

{ F(As) = As

qs' (F'(N), F(N))) = gs(Ni, Aj) Vi, 5.

Ainsi f induit un biholomorphisme F' : #(S) — _#Z(S5') qui factorise F, et par
construction de F' nous avons F*[qs/] = [gs], et donc F' réalise bien un isomor-
phisme de tores complexes polarisés entre (_# (5),[gs]) et (_Z(5’),[¢s/]). En défini-
tive nous sommes intéressés par la question suivante étant donné (M = C9/A, [q])
t (M’ =C9/N\[¢']) deux tores complexes principalement polarisés et F': M — M’
un isomorphisme de tores complexes polarisés a quelles conditions sont-ils induits
par un biholomorphisme f :S — S’ entre des surfaces de Riemann compactes S et
S’. La réponse a cette question n’est que partiellement connue, cependant nous ver-
rons que la jacobienne d’une surface de Riemann compacte est une variété abélienne
(un tore plongeable dans un espace projectif complexe), ce qui nous donne déja une
condition nécessaire. L’objectif final de ce mémoire est de montrer le théoréme de
Torelli selon lequel si M = #Z(S) et M' = _#Z(5') alors F' est automatiquement
induit par un biholomorphisme f :.S — S’. En voici I’énoncé :

Théoréme B.1.11 Si S et S’ sont des surfaces de Riemann compactes telles que

(7 (), las]) = (F(5), las'])

en tant que variétés abéliennes principalement polarisées alors :

S=g

en tant que surfaces de Riemann.

B.2 Reconstruction d’une surface de Riemann
a partir de sa jacobienne

Nous avons vu comment associer a toute surface de Riemann compacte S un
objet essentiellement linéaire, sa jacobienne ¢ (S). Nous allons maintenant faire le
chemin inverse qui consiste a reconstruire S a partir de sa jacobienne. Le procédé
repose sur le fait que si C' désigne un plongement de S dans un espace projectif alors
il est possible de reconstruire C' & partir de I'ensemble C* des hyperplans projectifs
tangents a C'.

Nous commencons par introduire la notion de diviseur sur une surface de Rie-
mann compacte, 1'idée des diviseurs est de fournir un modéle pour les poles et lieux
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d’annulation des fonctions ou de formes méromorphes sur une surface de Riemann
compacte. Nous noterons . (S) l'ensemble des fonctions holomorphes globales sur
S et AS) Pensemble des 1-formes méromorphes sur S. Nous verrons plus tard
une définition plus générale (sur toute variété complexe) des diviseurs.

B.2.1 Diviseurs sur une surface de Riemann compacte

Définition B.2.1 (Diviseur) Soit S une surface de Riemann compacte. On ap-
pelle diviseur sur S toute combinaison linéaire & coefficients entiers (relatifs) loca-
lement finie de points de S. En particulier, S étant compacte, un diviseur est une
combinaison linéaire finie de points de S. Un diviseur s’écrit donc

ot les n; sont dans 7 et les p; des points de S. Un diviseur peut étre vu comme une
fonction de S dans Z a support fini en posant D(p) =n; sip=1p; et D(p) =0 sip
n'est pas l'un des p;. On note Div(S) l'ensemble des diviseurs de S qui admet une
structure de groupe additif naturelle, a chaque diviseur on peux associer son degré

deg(D) = Z n;.

Enfin on dit qu’un diviseur est effectif si tous ses coefficients sont positifs.

On muni également Div(S) d’une relation d’ordre partiel, on dit qu’un diviseur
D est plus grand qu'un diviseur D’ (et on note D > D’) si D — D’ est effectif.
Les points a coefficients positifs s’interprétent comme des zéros, ceux a coefficients
négatifs comme des poles, la valeur absolue du coefficient étant la multiplicité. Soit
f € #(S) une fonction méromorphe sur S et w € #ZQ(S) une 1-forme méromorphe
sur S alors au voisinage de tout point p € S on peut écrire

_ 9
f_hpa

et

w(z,) = qP(Zp)d "
rp(2p)
ou g, et h, sont des fonctions holomorphes définies sur un voisinage de p dans 5,
zp une coordonnée locale centrée en p et g, et 1, des fonctions holomorphes sur un
voisinage de 0 dans C.
On peut alors définir les diviseurs de zero et de poles de f et w respectivement :

divo(f) :== Z Ord,(g,).p, dive(w) := Z Ordy(gp).p

peS peES

et
dive(f) == Z Ord,(hy).p, dive(w) := Z Ordy(r,).p

peES peS
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ou Ord,() désigne l'ordre du pole ou du zéro de la fonction au point p. La
définition de ces diviseurs est évidement indépendante du choix de g, hy, 2, g, et
rp et les sommes sont bien localement finies. Enfin on définit les diviseurs de f et w
comme étant respectivement

div(f) := dive(f) — divee(f),

et
div(w) := dive(w) — divee (w).

Définition B.2.2 Un diviseur de fonction méromorphe est dit principal, un divi-
seur de 1-forme méromorphe est dit canonique, deux diviseurs qui different d’un
diviseur principal sont dit linéairement équivalents.

Remarquons que tous les diviseurs ne sont pas principaux, en effet, une condition
nécessaire étant d’étre de degré nul, car une fonction méromorphe sur une surface
de Riemann compacte admet autant de zéros que de poles comptés avec multi-
plicité. Définissons maintenant le tiré-en-arriére d’un diviseur par une application
holomorphe :

Définition B.2.3 Soient S et S deuz surfaces de Riemann compactes et soit f :
S — 8" une application holomorphe, si D' est un diviseur sur S’ on définit son
tiré-en-arriére par f que U'on note f*D’ par :

£10' = " mult,(f).D'(f(p))

peX

o mult,(f) est la multiplicité de f en p, c’est a dire ['unique entier m tel qu’on
puisse trouver des coordonnées locales au voisinage de p et de f(p) dans lesquelles
f(p) =0 et f est de la forme z — 2™.

B.2.2 Application d’Abel Jacobi

L’application d’Abel-Jacobi va nous permettre de réaliser un plongement de §
dans P9~! dont I'image sera notée C' C P97!, et de reconstruire C*.

Définition B.2.4 Soit py € S un point fixé Uapplication d’Abel-Jacobi est définie
par
e Div(S) — _Z(9)

D = Zle n;p; +—— (Zle n; pp;i Wiy ..., Zle n; pi wg) '

Notons que la définition est indépendante du choix d’un chemin d’intégration du
point py aux points du diviseur en effet deux tels chemins différent d’'un cycle.
Nous définissons également les symétrisés de S.

Définition B.2.5 Soit d € N* on définit S'9 le d-ieme symétrisé de S comme étant
l’ensemble de tout les diviseurs effectifs de degré d. On notera encore p la restriction
de Uapplication d’Abel-Jacobi a S et Wy = pu(S@).
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Nous admettons provisoirement les résultats suivants :

Proposition B.2.6 Soit d € N*
i ) S est une variété complexe compacte de dimension d,

ii) L’application p: S'D — 7 (S) est holomorphe et sa différentielle est généri-
quement de rang mazimal (pour la topologie de Zariski).

iii) L’image Wy est une sous variété analytique de dimension d de Z(S).

Notons toutefois le troisiéme point découle des deux premiers et du théoréeme de
l"application propre dont nous donnons I’énoncé sans preuve :

Théoréme B.2.7 (Théoréme de l'application propre) (admis) Soient X et'Y deux
variétés complexes, f : X — Y wune application propre holomorphe et soit V C X
une sous variété analytique. Alors f(V') est une sous variété analytique de Y .

La variété complexe S@ étant compacte, 'application holomorphe p : @ —
J (S) est propre, ainsi W, est une sous variété analytique de _# (5). La différentielle
de pu: S@ — J(S) étant génériquement de rang maximal égal a d la dimension de
Wy est d.

O

La jacobienne ¢ (S) étant un tore complexe de dimension g, son espace tan-
gent holomorphe en tout point ({T/\l’o(/(S))}Aef(s)) s’identifie naturellement a
C9. Ainsi si X C _#(5) est une sous variété analytique de dimension k de _#(.5)
et Xyeg = X\ Xsing U'ensemble des points non singuliers de X', nous pouvons définir
Papplication de Gauss associée a X :

gX: Xreg — G(kag)
A TV(X) Ty Z(9) =C9°

Notons C' = G, (W1)reg) € G(1,9) = P91 et B C G, (Wy-1)reg) C
G(g —1,9) = (P9"")* Pensemble des points de branchement de %y, _,, c’est-a-dire
I'image par 'application %y, , des points de W,_; ot elle est singuliére. Nous avons
en vue le résultat suivant : Si g > 3 alors C est un plongement de S dans P9~ de plus
B = C*. Ainsi si S et S sont deux surfaces de genre g >3 et F': _Z(5) — Z(9)
est un biholomorphisme tel que F'(W, ;) = W,_, (a translation prés) alors F' in-
duit un biholomorphisme entre W, _; et W;_; et donc également entre C* = B et
C™ = B, comme C et C’ sont des plongements respectifs de S et S’ dans P9~! nous
voyons que F' induit un biholomorphisme entre S et S’. Nous verrons plus tard le
théoreme de Riemann qui stipule que W,_; est entiérement caractérisée a translation
prés par la polarisation [gg], ainsi si F' est un isomorphisme de variétés abéliennes
principalement polarisées entre (_#(5), [gs]) et (_Z(5), [gs]), on a (& translation
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prés) F(W,_1) = W/_,, ce qui achévera la preuve du théoréme de Torelli. La dé-
monstration de ces résultats va nous occuper pendant le reste de ce mémoire, nous
les rappellerons au fur et a mesure avec le niveau de détails qui convient. Pour le

moment revenons a la preuve de la proposition C.2.23.

i ) Nous devons montrer que le d-éme produit symétrique S (@) de S est une va-
riété complexe de dimension d. Le produit cartésien S = S x --- x S est clairement
une variété complexe de dimension d. Le d-éme groupe symétrique G, agit holo-
morphiquement sur S? son action est donnée par la permutation des coordonnées,
a tout 7 € G, on associe 'application holomorphe suivante :

T gé — g
(plv--'7pd) — (pT(l)a"'apT(d)) '

De cette maniére, G4 peut étre vu comme un sous-groupe du groupe Aut(S?) des
automorphismes biholomorphes de S?. En tant qu’espace topologique le quotient

S =578,

est donc séparé (il s’identifie naturellement & S@ car étant donné un diviseur effectif
D =nip; + -+ + ngpr de degré d sur S nous pouvons former un d-uplet contenant
n; fois p;, 'ambiguité de cette définition réside alors dans le choix de 'ordre des
éléments du d-uplet), S@ est également compacte en tant que quotient (séparé) de
la variété compacte S? . Il reste & construire des systémes de coordonnées locales
sur S@. Soit un point quelconque

D =np; + - +npr € S(d),

dont les poids n; sont supérieurs ou égaux a 1 et de somme égale & d. Au voisinage
de chaque p; € S, choisissons une carte holomorphe locale (Uj, z;) sur S centrée en
p; et donnons nous en n; copies :

Vie[l,n;]; V5 €[1,k] Jﬂ(z](-l), . ,z](-nj)) = Z Hz](-mi),

1<my <--<my<nj i=1
qui sont définies et holomorphes sur le produit

Ui x - xU; = (Uj)™.
La collection de toutes ces fonctions

(C115 -y Olpgseenn-- s Okds---s Oln)



fournit un systéme de coordonnées holomorphes sur un voisinage de D dans S@
OJ

ii) Montrons maintenant que p : S@ — #(S) est holomorphe et calculons sa
différentielle. Soit D = p; + - -+ + pg un diviseur dont tous les points sont deux a
deux distincts. Notons que cette propriété est générique au sens ot elle est vrai sur
un ouvert de Zariski, les diviseurs vérifiant cette propriété seront dit génériques (en
effet nous disposons d’un systéme de coordonnées locales au voisinage de tout point
de S dans ce voisinage I’ensemble des diviseurs non génériques sont données par
les points dont au moins deux coordonnées sont identiques). Au voisinage de D le
symétrise S@ s’identifie & S¢, sur lequel I'application

d
Zl:l K pil w1
p(pr+ -+ pa) = pu(p1, ..., pa) = :

d Dl
D1 po Y9

est clairement holomorphe. Lorsque certains points du diviseur se rejoignent, ces
valeurs restent bornées, ainsi en passant par les fonctions symétriques élémentaires
qui constituent des cartes sur S, le théoreme d’élimination des singularités bor-
nées de Riemann & plusieurs variables complezes assure que pu : S@ — F(S) est
holomorphe en touts les diviseurs, y compris ceux qui sont non génériques. Nous
calculons maintenant la différentielle de p : @ — F(S) en D. Les p; étant deux
a deux distincts, si les z; sont des coordonnées holomorphes locales centrées en les
p; alors (z1,...,2q) est un systéme de coordonnes holomorphes locales sur S au
voisinage de D. Les formes holomorphes w; sont décrites localement au voisinage des
p; par des fonctions holomorphes h; ;. Nous écrivons localement :

Viell,g];Vi€[l,d] wi(z) = hij(z5)dz;.
Dans ces coordonnées au voisinage de D tout diviseur s’écrit :
2+ + Zd,

ot les z; sont proches des z;(p;) = 0. En intégrant le long de chemins allant de p, &
p; puis le long de chemins allant de p; & z; nous obtenons :

. d . d )
Zj:l pzo] w1 2 =1 pI;J Wi+ 25 fp? w1
plzr+ o0+ 2q) = : = : mod(Ag)
d i d . d )
Zj:l pzoj Wy ijl pIZ)] Wy + Zj:l fpzjj Wy

constante + Zjﬁ fpz,j hyj(25)dz;
J

constante + 2?21 fpz.j hg.j(25)dz;
J
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En différentiant les constantes disparaissent et nous obtenons la matrice jacobienne
de I'application d’Abel Jacobi au point D :

w1

hia(p) -.. hia(pa) d_zl(pl) d_zd(pd)
Jpp = : : = : :
h ,1(p1) h 7d(pd) ﬁ ﬂ

g g 2 (pl) dzg (Pd)

Nous souhaitons maintenant examiner le rang de cette matrice. Pour cela nous
introduisons ’application canonique :

oS — P9—1
w1

p [d—zp(P),

Yy
L
dz,

@)

ol z, est une coordonnée holomorphe au voisinage de p € S . Notons que cette
définition est indépendante du choix de la coordonnée z,. En effet, si w, est un
autre choix coordonnée les changement de variable entraineraient une multiplication
simultanée de tous les facteurs par (dw,/dz,)(p) # 0. Ainsi ¢k est définie partout
ou les (w;) ne s’annulent pas simultanément, nous verrons que cela n’est jamais le
cas, nous ne nous soucions donc pas de son domaine de définition pour le moment.
Nous remarquons que les (¢x (p;)) sont les projectivisés des vecteurs colonnes de la
matrice jacobienne de 'application d’Abel Jacobi. Notons alors

¢ (D) = ¢x(p1),-- -, ¢x(Pa)

le sous espace projectif de P9~! engendré par les points ¢ (p1), ..., dx(ps). Ceci
nous amene a la proposition suivante :

Proposition B.2.8 57 le diviseur D = p; + --- + pq est générique au sens ot les
(pi) sont deux & deux distincts alors,

rang(Jpp) = dim ¢ (D) + 1.

Démonstration. Le rang de Jpu correspond a la dimension du sous-espace vecto-
riel engendré par ses vecteurs colonne qui est lui méme le dé-projectivisé de ¢x (D)
d’ou le «+1» dans la formule.

O

Remarquons également que 'on a :

¢K = gW1 © (HJlS)v

en effet application 4y, o (,u‘s) : S — P97 est définie pour tout z € S par :

G, 0 (1] )(2) = [ (2) -+ 5oy (2)]
= [;—Z;@), . .,;"—;@)}
= ¢ (2).
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Par conséquent montrer que %y, o (u!s) réalise un plongement de S dans P9~}
revient & montrer que ¢ réalise un plongement de S dans PY~1. Nous devons main-
tenant étudier 'application canonique ¢g, et plus généralement les applications
holomorphes de S vers un espace projectif auxquels nous consacrons la section sui-
vante.

B.2.3 Applications holomorphes d’une surface de Riemann
vers un espace projectif

La présente section porte sur ’étude des applications holomorphes d’une surface
de Riemann compacte & valeurs dans un espace projectif complexe. Pour définir une
telle application il nous faut généraliser la notion de fonction méromorphe sur S. La
raison est que pour n € N*, une application holomorphe ¢ : S — P" est donnée par

Od=|po:...: Dy

otl les ¢; ne sont pas nécessairement des fonctions méromorphes globales sur S. Elles
sont données localement par des fonctions méromorphes (¢;,) définies respective-
ment sur des ouverts (U,) recouvrant S et reliées par la condition de compatibilité
suivante :

Il existe une famille d’applications (g.s) que nous appellerons fonctions de tran-
sition de ¢, qui sont holomorphes définies sur les (U, N Us), ne s’annulant pas et
vérifiant :

ViVa VB  ia = Gap-ip

Cette condition est nécessaire pour que les définitions de ¢ sur les (U,) se recollent
sur les intersections et définissent une application globale sur S, en effet en changeant
d’ouvert toutes les coordonnées projectives sont multipliées par un méme facteur non
nul qui varie holomorphiquement en fonction du point. Quitte & permuter les ¢; nous
pouvons supposer que ¢y n’est pas identiquement nulle sur S (ni sur aucun ouvert
de S), ainsi en posant

i

bo

otl les f; sont des fonctions méromorphes globales sur S. En effet pour tout « et tout
f3 les fonctions holomorphes f; o = ¢ia/¢0.a €t fig = ¢ip/Pos coincident sur U,NUg
et se recollent donc en une fonction globale. Comme ¢ = [¢g : ... : ¢, = [fo: ... 1 fa
nous pouvons supposer que les ¢; sont des fonctions méromorphes globales, 'am-
biguité dans le choix des fonctions méromorphes (¢;) définissant ¢ réside dans le
fait qu’un (n + 1)-uplet de fonctions méromorphes (go, . . ., g,) définit la méme ap-
plication si et seulement si il existe une fonction méromorphe non identiquement
nulle A telle que Vi g; = \.¢;. Notons qu’étudier 'application ¢ est équivalent a
étudier n’importe quelle composée de ¢ avec un changement de coordonnées pro-
jectives de P". Le choix d’une famille génératrice de n + 1 vecteurs (A.fo,..., A.fn)
de A.Vectc(do, - .., ¢,) ou A appartient au groupe multiplicatif .Z (S)* des fonctions

Vi fi =
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méromorphes globales non identiquement nulles sur S, permet de construire une
application

fipeS=Ap).fo) .. : Xp).fulp)] = [fol@) : - : fulP)],

qui se déduit de ¢ par un changement de coordonnées projectives. En effet multipli-
cation par A est un isomorphisme linéaire de V' := Vectc(¢o, . .., ¢,) sur A.V. Nous
définissons une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble des applications holomorphes
de S dans P" par

f:[f03-~3fn]Ng:[903'--3971]

s1 et seulement si

N e #(S)" tel que Vectc(fo,- .-, fn) = AVecte(go, - - Gn)-

E = |_| V.

e (S)*

Posons

Alors . (S)* agit naturellement sur E et le quotient paramétre I’ensemble des ap-
plications équivalentes a ¢, de plus :

E/(S) =P(V).

Nous nous intéressons maintenant au probléme inverse a savoir si V- C .#(S) est
un sous espace vectoriel de dimension finie a quelles conditions P(V') paramétre-t-il
une classe d’équivalence d’applications holomorphes de S dans P" pour la relation
~, et si ¢’est le cas un élément de cette classe d’équivalence définit-il un plongement
de S dans P™? La section qui suit est consacrée & cette question, elle repose sur
'observation que 'on peut "graduer" les sous espaces de dimension finie de .Z(S)
au sens oil un tel espace est toujours inclus dans un espace de la forme

{fe#(S)/div(f)+ D > 0}
pour un certain diviseur D de S.

Lemme B.2.9 Soit V C .#(S) un sous espace vectoriel de dimension finie alors il
existe un diviseur D de S tel que V C {f € .#(S)/div(f) + D > 0}

Démonstration. Soit (fo, ..., f,) une base de V' et posons
D = —min;(div(f;)) :==p € S — —min;(div(f;)(p))

alors soit f = ) .a,.f; un élément de V et p € S alors Ord,(f) = min,;(Ord,(f;))
dot div(f) > —D. O

Ce résultat motive I’étude systématique des espaces

({f € #(S)/div(f) + D > 0})

DeDiv(S)”
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Systémes linéaires

Soit S une surface de Riemann compacte et soit

D= anpl € Div(95)

un diviseur quelconque sur S, nous introduisons ’espace de fonctions méromorphes
globales suivant

L(D) = {f € .#(S)/div(f) + D > 0}.

Une fonction f méromorphe sur S est dans £ (D) si et seulement si pour tout
p € S 'une de ces deux conditions est remplie :

i) Si D(p) > 0 alors f admet un pole d’ordre au plus D(p) en p.

ii) Si D(p) < 0 alors f admet un zero d’ordre au moins — D(p) en p.

Remarquons que £ (D) est un C-espace vectoriel. Rappelons que deux diviseurs D et
D’ de S sont dit équivalents si leur différence est un diviseur principal. Nous noterons
~ la relation d’équivalence linéaire des diviseurs. Nous avons alors la proposition
suivante :

Proposition B.2.10 Si Dy et Dy sont deux diviseurs linéairement équivalents sur S
et X € A (S)* une fonction méromorphe non nulle sur S telle que Dy = Do+ div(\)
alors la multiplication par X donne un tsomorphisme d’espaces vectoriels complexes

L(Dy) = N2 (Dy).

Démonstration. Soit f € Z(D;), c’est a dire div(f) > —D;. Alors div(\f) =
div(A) + div(f) = div(A) — Dy = — Dy, ainsi Af € £ (D3) d’ou \..Z(Dy) C Z(D»),
par symétrie on obtient (1/A)..Z(Ds) C Z(D;). Comme les multiplications par A
et par (1/\) sont inverses 'une de 'autre, le résultat en découle. O

Définition B.2.11 (Systéme linéaire complet) On appelle systéme linéaire com-

plet associé au diviseur D 'espace des diviseurs effectifs linéairement équivalents a
D.
|D| ={E €Div(S) / E~D , E>0}.

Notons que deux diviseurs linéairement équivalents définissent le méme systéme
linéaire complet. Considérons 'application Pp : Z(D)* — |D| qui a toute fonction
méromorphe non nulle f € Z(D) associe le diviseur div(f) + D. Le lemme qui suit
permet de faire le lien avec la section précédente.

Lemme B.2.12 L’application Pp se factorise en une bijection Pp : P(Z(D)) —
|D| définie par :
Pp: | P(Z(D)) — |D|
Vecte(f) —— div(f)+ D~
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Démonstration. Comme div(Af) = div(f) pour toute constante A € C* I'appli-
cation Pp est bien définie. Soit E € |D|. Comme E ~ D, il existe une fonction f
méromorphe non nulle sur S telle que E = div(f)+ D, comme E > 0, la fonction f
appartient & Z (D), ce qui prouve la surjectivité de Pp. Soient f,g € Z(D) telles
que Pp(f) = Pp(g), alors div(f) = div(g). Ainsi div(f/g) = div(f) — div(g) = 0, si
bien que f/g n’a ni zéros ni poles sur S. La surface de Riemann S étant compacte,
f/g est donc une constante non nulle A € C*. Les fonctions f et g engendrent la
méme droite vectorielle de £ (D), par conséquent Pp se factorise bien en Pp qui est
bijective. 0

Définition B.2.13 (Systéme linéaire) Un systéme linéaire associé & un diviseur
D est un sous ensemble du systéme linéaire complet |D|, qui correspond via Pp a
un sous espace linéaire de P(£ (D))

Les systémes linéaires associés au diviseur D € Div(S) sont les Pp(P(V)) pour
V' parcourant 'ensemble des sous espaces vectoriels non triviaux de Z(D). Pour
V C Z(D) un sous espace vectoriel, nous dirons que Pp(P(V)) est le systéme
linéaire associé a D engendré par V.

A toute application holomorphe ¢ = [fo,..., fu] de S dans P™ nous pouvons
associer un systéme linéaire, en posant D = —min;{div(f;)} le systéme associé a D
engendré par Vectc(fo, ..., fn) C Z(D) noté |¢| est appelé systeme linéaire associé
@ ¢ (ou définit par ¢).

|6 == Pp(P(Vecte(fo, - -, fn))) = {div(h) + D / h € Vecte(fo, .-, fa)}.

Pour définir le systéme |¢| nous nous sommes appuyé sur le diviseur D = —min;{div(f;)}
dont la définition dépend des applications coordonnées (fy,. .., f,) choisies pour re-
présenter ¢. Le lemme suivant montre que le systéme |¢| est indépendant de ce choix

et ne dépend que de ¢.

Lemme B.2.14 Le systéme || est bien défini, indépendamment du choix des fonc-
tions coordonnées utilisées pour définir ¢

Démonstration. Soient go, ..., g, € .#(S) d’autres fonctions méromorphes sur S
définissant ¢ c’est a dire telles que ¢ = [fo : ... : fu] =[g0 : ... : gn) alors il existe une
fonction A € Z(S)* telle que Vi g; = Af;. Comme div(g;) = div(\) + div(f;) ainsi
en notant D' = —min;{div(g;)} nous obtenons que D’ = D — div(\). En particulier
D ~ D' ainsi |D| = |D’|. De méme les systémes Pp(Vect{f;}) et Ppy (Vect{g:})
coincident. En effet, un membre de Pp(Vect{g;}) est de la forme

div() aigi) + D' = div(d aMf;) + D'

= div(z a;fi) + div(\) + D'
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C’est donc un membre de Pp(Vect{f;}), nous obtenons ainsi une inclusion, lautre
inclusion s’obtient par symétrie, il y a donc égalité des systémes. 0

Les systémes linéaires paramétrent les classes d’équivalence d’applications ho-
lomorphes vers un espace projectif complexe pour la relation ~, comme nous le
montrons dans la proposition suivante :

Proposition B.2.15 Deuz applications holomorphes de S dans un espace projectif
complexe sont équivalentes pour la relation ~ si et seulement si elles définissent le
méme systéme linéaire .

Démonstration. Soient f = [fo : ... : fu] et ¢ = [go : ... : gn] des applications
holomorphes de S dans P". Posons V; = Vectc(fo, ..., fn) » Vg = Vecte(go, - - -, gn),
D = —min;(div{f;}) et D' = —min,;(div{g;}). Supposons que |f| = |g|, alors

quitte & appliquer un changement de coordonnées linéaires on peut supposer que
Vi div(f;) + D = div(g;) + D’. En posant h; = f;/g; on voit que div(h;) = D' — D
est constant et ne dépend pas de ¢ comme tous les quotients h; ont le méme divi-
seur ils sont tous égaux a multiplication par une constante non nulle prés, quitte a
ajuster les g; en les multipliant par les constantes (non nulles) appropriées, on peut
supposer qu'il existe h € .#(S)* telle que Vi f; = h.g;, ainsi Vy = h.V, d’ou f ~ g.
Réciproquement supposons f ~ g, soit alors h € #Z(S)* telle que Vy = h.V,, il
suffit de reprendre les arguments qui précédent dans le sens inverse pour conclure

que [f] = |g]. m

Nous pouvons maintenant reformuler la question de la section précédente : a
quelle conditions un systéme linéaire paramétre-t-il une classe d’équivalence d’ap-
plications holomorphes de S dans P" pour la relation ~?

Etant donné n + 1 fonctions méromorphes fo, ..., f, € .#(S), une obstruction
évidente au fait ¢ =: [fp : ... : f,] soit une application holomorphe globalement
définie de S vers P" est que les f; ne doivent pas s’annuler simultanément en un
point. Un point ou les f; s’annulent simultanément est appelé point base. Cette
notion se traduit en termes de systémes linéaires.

Définition B.2.16 (point base) Soit Q un systéme linéaire (associé a un diviseur
de S), un point p € S est appelé point base du systéme @ si tout diviseur de @
contient le point p, i.e. si :

VE €@, E>p.

L’ensemble des points bases de () est appelé lieu base de ().
La proposition qui suit montre que la présence de points bases est en fait la seule

obstruction a ce qu’un systéme linéaire représente une classe d’équivalence d’appli-
cations holomorphes de S dans P" pour la relation ~.

Proposition B.2.17 Soit Q C |D| un systéme linéaire sans points bases associé au
diviseur D se S et dimension projective n, alors il existe une application holomorphe
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@ de S vers P™ telle que Q = || de plus ¢ est entierement déterminée & équivalence
pres pour la relation ~. Autrement dit il y a une correspondance bijective entre
les systémes linéaires sans point base de dimension n et les classes d’équivalence
d’applications holomorphes de S wvers P" pour la relation ~.

Démonstration. Soit V C .Z(D) un sous espace vectoriel tel que Q = Pp(P(V)),
de sorte que les diviseurs de @) soient de la forme div(f)+ D pour f dans V. Choisis-
sons une base fo,... f, de V alors ¢ =: [fo : ... : f,] est une application holomorphe
globalement définie de S vers P". De plus nous avons déja vu que si ¢’ : S — P™ est
une autre application holomorphe alors |¢'| = @ = || si et seulement si ¢’ ~ . O

La question naturelle qui se pose alors est de déterminer & quelles conditions un
systéme linéaire définit un plongement de S dans un espace projectif complexe, un
tel systéme est dit trés ample. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante
dans le cas des systémes linéaires complets. Soit D € Div(S) un diviseur sur .S, nous
supposerons que le systéme linéaire complet |D| est sans point base, choisissons ¢p :
S — PP)~1 une application holomorphe représentant | D), i.e. telle que |pp| = |D].
Alors | D] est trés ample si et seulement si ¢p est un plongement ce qui est le cas
si et seulement si pp sépare les points et les tangentes de S. Nous commencons
par étudier la séparation des points en nous appuyant sur deux lemmes. Soit D un
diviseur sur S et D' = > n;.p; un diviseur effectif sur S alors Z(D — D’) est le sous
espace de Z (D) constitué des fonction s’annulant a l'ordre D(p;) + n; au moins et
pi (si D(p;) +n; = 0) ou admettant un poéle d’ordre au plus —D(p;) — n; et p; (si
D(p;) +n; < 0). Le lemme qui suit permet de borner la dimension de £ (D — D').

Lemme B.2.18 Soit S une surface de Riemann compacte, D un diviseur sur S et
soit p un point de S alors soit (D —p) = ZL (D), soit £ (D —p) est de codimension
1 dans Z(D).

Démonstration. Choisissons une coordonnée locale z centrée en p, et soit n =
—D(p). Alors toute fonction f € Z(D) a une série de Laurent en p de la forme
cz"+ termes d’ordre supérieur. Posons « : £ (D) — C Papplication qui envoie toute
fonction f € Z(D) sur le coefficient d’ordre n de sa série de Laurent. L’application
a est clairement linéaire et son noyau est exactement 2 (D — p). Si « est identique-
ment nulle on a Z(D —p) = Z(D) dans le cas contraire a étant une forme linéaire
sur Z(D), I'espace £ (D — p) est donc un hyperplan, i.e. il est de codimension 1. [J

Par une simple récurrence il découle de ce lemme que si D est un diviseur sur S
et D' est un diviseur effectif sur S alors :

dim Z(D — D') > dim £ (D) — deg(D’).

Lemme B.2.19 Soit S une surface de Riemann compacte et D € Div(S) un divi-

seur tel que |D| est sans points base. Fizons un point p € S. Alors il existe une base
fos -+ fn de ZL(D) telle que Ord,(fo) = —D(p) et Ord,(f;) = —D(p) pour i > 1.
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Démonstration. Considérons le sous espace £ (D — p) C Z(D) de codimen-
sion 1, et soit fi,..., f, une base de Z(D — p). Prolongeons la en une base de
Z (D) en ajoutant une fonction méromorphe fy € Z(D)\Z(D — p). On a alors
Ord,(f;) = —D(p) + 1 > —D(p) pour tout ¢ > 1. Si de plus Ord,(fo) > —D(p),
alors fo € Z(D — p), ce qui est contradictoire. Ainsi Ord,(fo) = —D(p). O

Nous avons alors un critére de séparation des points :

Proposition B.2.20 Soit S une surface de Riemann compacte, et soit D un divi-
seur sur S tel que |D| est sans point base. Fizons p et q deuz points distincts de S.
Alors op(p) = ¢p(q) si et seulement si £ (D —p—q) = ZL(D —p) =L (D —q).
Ainsi wp sépare les points si et seulement si pour toute paire de points distincts p
et ¢ de S, on a dim Z(D —p—q) =dim.Z(D) — 2.

Démonstration. Comme un changement de base de £ (D) équivaut a compo-
ser ¢p par un changement linéaire de coordonnées, nous pouvons vérifier quand
vp(p) = ¢p(q) dans n’importe quelle base. Nous choisissons la base donnée par le
lemme précédent, ainsi nous avons : ¢p(p) = [1 : 0 : ... : 0]. Par conséquent on a
©p(p) = vp(q) si et seulement si p(q) =[1:0:...:0] ce qui revient a demander
que Ord,(fo) < Ord,(f;) pour i > 1. Comme ¢ n’est pas un point base de |D| ceci se
produit si et seulement si f1,... f, forme une base de Z(D — q). Or par définition
la famille fi,... f, est une base de .Z(D — p), ainsi le critére précédent est équi-
valent a I'égalité Z (D —p) = £ (D — q). Cette condition signifie que toute fonction
f e Z(D) telle que Ord,(f) > —D(p) vérifie également Ord,(f) > —D(q), ainsi p
et ¢ étant distincts on a Z(D — q) = L(D —p) C Z(D — p — q), par définition
on a linclusion inverse et donc égalité des trois espaces Z(D — q), Z(D — p) et
Z(D —p—q) ce qui prouve la premiére assertion. Comme |D| est sans point base,
on a dim.Z(D —p) = dim Z(D — q) = dim Z (D) — 1, ainsi dim .Z (D — p — q) est
égal & dim .Z (D) —1 ou a dim £ (D) — 2. Si pp sépare les points, alors on voit grace
a la premiére assertion que .2 (D —p—q) est un sous espace propre de .Z(D —p) pour
tout p et pour tout ¢ et doit donc étre de dimension £ (D) — 2. Réciproquement si
dim Z(D — p — q) = dim .Z(D) — 2 pour tout p et ¢ distincts, alors les inclusions
Z(D—-p—q) C Z(D—p) C Z(D) sont strictes pour tout p et ¢ distincts, ainsi
pp sépare les points. O

Il reste maintenant & déterminer un critére pour que @p sépare les tangentes.
Intuitivement on fait tendre ¢ vers p dans ce qui précéde, on a alors le lemme suivant :

Lemme B.2.21 En reprenant les notations de la proposition précédente, supposons
que @p soit injective. Fixons un point p € S. Alors l'tmage de ¢p est un plongement
holomorphe de S au voisinage de op(p) si et seulement si £ (D —2p) # L (D — p).

Démonstration. L’application ¢p étant injective, par le théoréme d’inversion lo-
cale, 'image de ¢p est un plongement holomorphe de S au voisinage de ¢p(p) si et
seulement si la différentielle de pp en p est injective (il suffit qu’elle soit non nulle
car S est de dimension complexe 1). Soient fo, ..., f, les coefficients de ¢p, nous
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pouvons les choisir de sorte que I'ordre de fy en p soit minimal égal & —D(p) et les f;
soient d’ordre strictement supérieur pour ¢ > 0, on a alors fy(p) # 0 car | D| est sans
point base. Alors la différentielle de ¢p en p est non nulle si et seulement si il existe 7
tel que L (f;/ fo)(p) # 0, ce qui est le cas si et seulement 'ordre de f; en p est au plus
—D(p)+1i.e. sietseulement si f; € Z(D—p)\-L(D—2p), ce qui prouve le lemme. [J

En faisant la synthése des deux résultats précédents on obtient la caractérisation
suivante :

Proposition B.2.22 Soient S une surface de Riemann compacte et D un diviseur
sur S dont le systéme linéaire associé |D| est sans point base. Alors pp est un
plongement si et seulement si pour tous points p et q dans S (non nécessairement
distincts) on a :

dim Z(D —p—q) =dim Z(D — p) — 2.

L’application canonique

Nous appliquons maintenant les résultats qui précédent a l'application cano-
nique :

gbKZ S — P9t

que nous avons rencontré lors de I’étude de 'application d’Abel Jacobi. Commencgons
par remarquer que la discussion qui précéde concerne bien le cas de 'application
canonique, en effet soit K un diviseur canonique sur 9, i.e. le diviseur d’une 1-forme
méromorphe sur S, alors |K| est exactement I'ensemble des 1-formes holomorphes
sur S (en particulier il ne dépend pas du choix du diviseur canonique K), ainsi nous
avons :

P ~ PK.

Dans la suite, nous utiliserons le théoréme de Riemann-Roch pour les surfaces de
Riemann dont nous donnons ’énoncé (nous renvoyons a [24] pour une preuve).

Théoréme B.2.23 (Riemann-Roch) (admis) Soit S une surface de Riemann
compacte de genre g et soient D un diviseur sur S et K un diwviseur canonique
sur S. Alors on a l’égalité suivante :

dim Z (D) — dim Z(K — D) = deg(D) — g + 1.

O
Il nous faut cependant vérifier que |K| est sans point base afin d’assurer que ¢ est
globalement définie, on s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme B.2.24 Soit S une surface de Riemann compacte. S’il existe p € S tel que
dim .Z(p) > 1 alors S est isomorphe & la sphére de Riemann P
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Démonstration. L'hypothése implique I'existence d’une fonction méromorphe non
constante dans Z(p). Cette fonction a nécessairement des poles, mais le seul pole
possible est un pole d’ordre 1 en p. Dans ce cas la fonction f vue comme fonction
holomorphe f : S — P! est de degré 1, c’est donc un isomorphisme. O

Nous en déduisons comme corollaire que si S est de genre au moins 1 alors
'espace Z(p) est constitué des fonctions constantes en particulier dim £ (p) = 1.

Lemme B.2.25 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 1 et soit K
un diviseur canonique sur S. Alors le systéeme linéaire canonique |K| est sans point
base.

Démonstration. Fixons p un point de S. On doit prouver que (K —p) # Z(K),
il suffit pour cela de montrer que dim Z (K —p) = dim £ (K)—1. D’aprés le théoréme
de Riemann-Roch on a :

dim Z(p) — dim Z(K — p) =deg(p) —g+1=—g+2.

Or comme dim .Z(K) = g et d’aprés le lemme précédent on a dim . Z(p) = 1, le
résultat en découle. O]

Nous poursuivons donc I’étude de ’application canonique dans le cas ot le genre
est supérieur ou égal a 2, il apparait alors que son comportement dépend fortement
de la notion suivante :

Définition B.2.26 Une surface de Riemann compacte S est dite hyperelliptique s’il
existe une application holomorphe f : S — P! de degré 2.

A titre informatif nous donnons le résultat suivant en revoyant a [43] pour une
preuve :

Proposition B.2.27 Toute surface de Riemann compacte de genre 2 est hyperel-
liptique.

Nous commencons par traiter le cas non hyperelliptique, par la remarque qui précéde
nous pouvons supposer le genre supérieur ou égal & 3 :

Proposition B.2.28 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 3
alors Uapplication canonique ¢ est un plongement si et seulement st S n’est pas
hyperelliptique.

Démonstration. Comme g > 3 > 1 le systéme linéaire |K| est sans point base
ainsi ¢x est globalement définie. D’apreés la section précédente ¢ = wi n’est pas
un plongement si et seulement si il existe des points p et ¢ de S (avec éventuellement
p = q) tels que dim Z(K — p — q) # dim Z(K) — 2. Le systéme linéaire | K| étant
sans point base on a dim Z(K —p — q) < dim # or comme dim Z(K —p —q) >
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dim % — 2 = g — 2, ceci ne peut se produire que si dim . Z(K —p—¢q) =g — 1. En
appliquant le théoréme de Riemann-Roch on obtient que :

dmZ(K—p—q)=—deg(p+q)+1—g+dmZ(p+q) =g—3+dim.Z(p+ q).

Ainsi 'application ¢x n’est pas un plongement si et seulement s’il existe des points
p et ¢ dans S tels que dim.Z(p + q) = 2. Si tel est le cas Z(p + ¢q) contient des
fonction non constantes, or une fonction non constante de Z(p + q) est une ap-
plication holomorphe de degrés 2 de S vers la sphére de Riemann P! ainsi S est
hyperelliptique. Réciproquement si S est hyperelliptique alors il existe une appli-
cation holomorphe f : S — P! de degré 2, soient alors p et g les antécédents par
f de co € PL. Comme dim.Z(0) est I'espace des fonctions holomorphes globales
sur S et que ces derniéres sont les fonctions constantes on a dim.Z(0) = 1, ainsi
1 =dim Z(p+q—(p+q)) = dim Z(p+q)—2 d’otu dim .Z(p+¢q) < 2, en conséquence
nous avons prouvé que pour g > 3 'application canonique ¢x : S — P91 est un
plongement si et seulement si S n’est pas hyperelliptique. 0

Si S n’est pas hyperelliptique alors ’application canonique réalise un plongement
de S dans P91 et 'image C := ¢ (S) est une courbe algébrique projective lisse de
degré 2g—2 au sens ol son intersection avec un hyperplan de P9~! est génériquement
de cardinal 2g —2 i.e. il existe un ouvert U C (P~!)* pour la topologie de Zariski tel
que pour tout Hyperplan H de P9~! contenu dans U on ait #(H N ¢ (S)) = 2g — 2.

Nous nous intéressons maintenant au degré de la courbe projective C' := ¢ (S) C
P9=1) ¢’est a dire le nombre de points d’intersection (comptés avec multiplicité) de
¢x(S) avec un Hyperplan H C P! ne contenant pas C. Plus généralement soit
X une surface de Riemann compacte plongée dans un espace projectif P" et G
un polynéome homogéne de n + 1 variables ne s’annulant pas uniformément sur X,
nous allons compter les points d’intersection entre {G' = 0} et X avec multiplicité.
Soit p € X C P tel que G(p) = 0 et soit F' un polynome homogéne de n + 1
variables de méme degré que G ne s’annulant pas en p (il en existe forcément quitte
a choisir F' = z¢ ou x; est une coordonnée homogéne ne s’annulant pas en p). Dans
ce cas le quotient G/F est alors une fonction méromorphe sur X qui s’annule en
p. On définit Pentier divyx(G)(p) comme étant 'ordre d’annulation en p de G/F.
Si ¢ € S est tel que G(q) # 0 on pose divy(G)(g) = 0. Notons que le diviseur
divx (G) est indépendant du choix du polynome F', par conséquent il est bien défini.
En effet si 'on choisit un autre polyndéme homogéne F” ne s’annulant pas en p
ona G/F = (F'/F)(G/F'") or la fonction F'/F ne s’annule pas en p ainsi 'ordre
d’annulation en p de G/F”" est le méme que celui de G/F et ne dépend que de G.
Remarquons que le degré du diviseur divx (G) ne dépend que du degré de G :

Lemme B.2.29 Soient G, et Gy deuz polynémes homogénes non identiquement
nuls de méme degré sur X alors deg(Gs) = deg(G1).

Démonstration. Le quotient G;/G5 étant une fonction méromorphe sur X le di-
viseur div(G;/G2) est principal ainsi

diVX(Gl) — diVx(GQ) = le(G1/G2) = 0.
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Maintenant si H C P" est un hyperplan ne contenant pas X (il est toujours
possible d’en trouver un car 'intersection de tous les hyperplans projectifs est vide)
alors H est défini comme le lieu d’annulation d’un polynéme L homogéne linéaire
(i.e. de degré 1) qui n’est pas identiquement nul sur X et si L' est un autre po-
lynome homogéne linéaire décrivant H alors L et L’ sont égaux a multiplication
par une constante non nulle prés ainsi divy (L) = divy(L’) nous pouvons donc po-
ser divy(H) := divx(L). Nous définissons le degré deg(X) de la courbe X C P
comme étant le degré du diviseur divy(H), ce dernier est indépendant du choix de
I’hyperplan H ne contenant pas X donc ceci est une définition cohérente. On peux
généraliser la notion de diviseur d’intersection d’une surface de Riemann plongée a
la notion de diviseur d’intersection de ’application de plongement, plus générale-
ment si f : X — P" est une application holomorphe telle que f(X) est une courbe
projective lisse et que G est un polynome homogéene en n + 1 variables non unifor-
mément nul sur f(X) alors on définit le diviseur d’intersection de f relativement a
G comme étant le diviseur f*div;x)(G). Observons que le diviseur f*div;x)(G) est
donné en tout point p € X par :

[rdivex) (G)(p) = multy,(f)divsx) (G)(f(p))
= mult, (f)Ordsq) (G/F)
— Ord, (G/F) o )

Nous sommes particuliérement intéressés par le diviseur d’intersection de f relati-
vement & un hyperplan H C P" ne contenant pas f(X). Dans ce cas, on a le lemme
suivant :

Lemme B.2.30 S@ ’hyperplan H C P" est défini par une équation linéarre L =
Yaix; = 0 ot les x; sont des coordonnées homogénes sur P". Soient fy,..., fy

des fonctions méromorphes sur X telles que f = [fo : ... : fu], posons D =
—min{div(f;)}. Alors on a :

Démonstration. Fixons un point p € X, et choisissons j tel que Ord,(f;) = —D(p)
est d’ordre minimal. Dans ce cas, la coordonnée z; ne s’annule pas en p, ainsi par
la remarque précédente

frdivyx) (H)(p) = Ord,((L/x;) o f)
= Ordp((zaifi)>/fj)

= div((zaifi))(p) —div(f;)(p)
= ordp((Zaifm +D(p)
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Il découle de ce lemme que
deg(f*divy(x)(H)) = deg(D)

car div((>_;a;f;)) est principal donc de degré nul. Nous sommes maintenant en
mesure de démontrer la proposition suivante :

Proposition B.2.31 Soit f : X — P" une application holomorphe dont [image
Y = f(X) est une courbe projective lisse. Alors le degré de f est relié au degré de
Y par la formule suivante :

deg(f*divy (H)) = deg(f). deg(Y")

ot H CP" est un hyperplan ne contenant pas Y. En particulier si D est un diviseur

tres ample sur S (i.e. tel que pp réalise un plongement de X dans l'espace projectif )
on a :

deg(Y') = deg(D)

Démonstration. Soit L un polynéme homogéne linéaire en n + 1 variables définis-
sant ’hyperplan H alors :

deg(f*divy(H)) = ) mult,(f).div(L)(f(p))

peX

:Z Z mult, (f).div(L)(f(p))

9€Y pf~'({q}

= div(L)(q) Y mult,(f)

qeY pf~'({q}

— Z div(L)(q) deg(f)

qey
= deg(f) deg(div(L)),
]
D’aprés la proposition précédente, pour calculer le degré de C' := ¢k (S) pour

g = 3 il suffit de connaitre le degré du diviseur canonique K mais une simple
application du théoréme de Riemann-Roch montre que :

deg(K) = —dim Z(K — K)+dim Z(K)+g — 1,

or Z(K — K) est 'ensemble des fonctions holomorphes globales, il est donc de
dimension 1, et .Z(K) est isomorphe a €2(.S) qui est de dimension g d’oi :

deg(K) =29 — 2.

En conséquence nous avons montré la proposition suivante :
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Proposition B.2.32 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g > 3 alors
b+ S — P71 est un plongement et U'image C = ¢ (S) est une courbe projective
lisse de degré 2g — 2 de P9~ appelée courbe canonique. O

Nous admettons le résultat suivant et renvoyons a [24] pour une preuve. C’est
cet argument qui va nous permettre de montrer que la différentielle de 'application
d’Abel Jacobi est génériquement de rang maximal.

Proposition B.2.33 Soit S une surface de Riemann compacte de genre g alors sa
courbe canonique C = ¢ (S) C P9~ nest contenue dans aucun hyperplan projectif
de P91, O

On rappelle que I'image Wy := p(S@) de S par 'application d’Abel Jacobi
est une sous variété analytique de la jacobienne ¢ (5) de dimension égale au rang
générique de la différentielle de p. L’étude de I'application canonique de la section
précédente permet de montrer que W, est de dimension d. Soient py,...,ps—1 des
points de S tels que ¢k (p1),...,¢x(pg—1) € C engendrent un hyperplan projectif
H c P97! alors comme C ¢ H les vecteurs

w1 w1

d_Zl(pl) d—zl(ngl)
s ) b s e Cg’
Yy Yy
2y (pl) dz, (Pg 1)
i.e. la matrice Wy wy

d—zl(pl) d—Zd(Pd)
Wy Wy
dz; (p1) dzy (pd)

est de rang maximal g — 1, or cette derniére est précisément la matrice jacobienne de
p: SO 5 7(S)en D' =39 p; € SOV et la matrice formée des d premiéres
colonnes est la matrice jacobienne Jpu de yu: S@ — #(S)en D =3¢ p, € S@.
Ainsi la différentielle de p : S@ — #(9) est de rang maximal d sur 'ouvert de
Zariski des diviseurs de S@ engendrant des sous-espaces projectifs de dimension
maximale d & savoir :

{p1+---+pa| dim (¢x(p1),. .., ¢x(pa)) < d}
(%)
= SO\{D=pi+---+pa| Y (minew(Jpp))* = 0},

=1

oil (mineur?(Jpu)); sont les mineurs d’ordre d de la matrice Jpu. Par conséquent la
sous-variété analytique Wy C _Z(S) est de dimension d.
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B.2.4 Le théoréme de Torelli (version faible)

Nous consacrons la section suivante a la preuve d’une version faible du théoréme
de Torelli sur laquelle s’appuiera la preuve du théoréme de Torelli. Nous avons pu
observer que l'application d’Abel Jacobi et "application canonique sont intimement
liées. En fait la connaissance de I'application d’Abel Jacobi permet de reconstruire la
courbe canonique de plusieurs facons. Le procédé de reconstruction que nous allons
utiliser & toutefois ’avantage de se déduire entiérement de structures plus simples,
a savoir la forme d’intersection, c’est cette observation qui permettra de démontrer
le théoréme final.

Pour le moment nous avons en vue 1’énoncé suivant :

Théoréme B.2.34 Soient S et S’ des surfaces de Riemann compactes de méme
genre g > 2 et soient pn 2 SD —  F(S) et p: §'D - F(S) leurs applica-
tions d’Abel-Jacobi respectives. Si les sous-variétés analytiques W,y := u(SW=) C
F(S) et W)_y = p(S"97V) C _#(9) sont biholomorphes alors S et S" sont biho-
lomorphes.

Nous ne traiterons que le cas non hyperelliptique (voir [24], p.362 pour une preuve
compléte). La preuve s’appuie sur le lemme suivant, nous renvoyons a (|24], p.361)
pour une preuve :

Lemme B.2.35 Notons C* C (P9~1)* l’ensemble des hyperplans projectifs tangents
a C, de méme nous notons C™ 'ensemble des hyperplans tangents a C'. Alors si C*
et C™ sont isomorphes alors C' et C' le sont aussi. Notons que C et C' étant des
plongements respectifs de S et S” dans P9=! via leur application canonique, 'exzistence
d’un isomorphisme entre C* et C™ entraine [’existence d’un isomorphisme entre S

et 5.
]

La surface S n’étant pas hyperelliptique, 'application canonique est un plonge-
ment et la courbe canonique de S est une courbe projective lisse de degré 2g — 2.
On rappelle que (W), désigne I'ensemble des points réguliers de W, considérons
Iapplication de Gauss :

gWg—l: (Wg—l)reg — (Pgil)*
A TY(W,) c TV (7(9)) =T,
et
gW1 (Wl>reg — ]P)g_l
A TR C T (S)) = T

On rappelle également que Gy, o (/L‘S) = ¢y car, pour tout z € S :

G, 0 (1] )(2) = [ (2) -2 2oy (2)]
= [;"—Z;@), . .,;"—;@)}
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Ainsi pour tout D = p; + -+ +p, € SU™Y tel que (D) € (W,_1)peg On a :

qu—l © (M’S@ﬂ))(D) = gW1 ° (M’S)(pl)a s 7gW1 © (ﬂ‘s)(pg*ﬁ
- ¢K<p1)v s ,¢K(pg—1)7

i.e. 'espace tangent & W,_; en p(D) est hyperplan engendré par les points ¢x (p;)
sur la courbe canonique C' := ¢ (.5). La surface S étant non hyperelliptique, nous
avons vu que le nombre (sans multiplicités) de points d’intersection de C' avec un
hyperplan projectif de P9~! est toujours fini car C' n’est contenue dans aucun hyper-
plan projectif, C' étant de degré 2g — 2 ce nombre est génériquement égal a 2g — 2
ainsi 'application %y, , posséde un nombre fini de pré-images en tout point et ce
nombre est génériquement égal a
2g — 2
( g—1 ) ’

car le nombre de points d’intersection de C' avec 'hyperplan engendré par les ¢x (p;)
est génériquement de 2g — 2 il y a donc (2;__12) facons de réaliser cet hyperplan via
Iapplication %y, _,. Soit B C (P9=1)* T'ensemble des points de branchement de
“%w,_,, ¢’est a dire, I'image des points ou %y, _, est singuliére. Soient 2y, ..., 2,1 des
coordonnées locales aux voisinages des points pi,...,ps—1 sur S. Observons que si
Ihyperplan H = ¢x(p1), ..., ¢x(pg—1) est tangent & C en p;, alors D € B, en effet
si tel est le cas cela signifie que la droite tangente a C' en p; est contenue dans H
ainsi :

0

8Z'gWg—1 © (M‘S(gfl))(D) = 07

(2

i.e. (D) est un point singulier de %y, _,. Le lemme suivant montre que W,_; permet
de reconstruire C' :

Lemme B.2.36 Notons B l'adhérence de B dans (P9~1)* pour la topologic de Za-
riski, alors on a :

B=cC*

Démonstration. Notons V' C (P97')* la sous-variété propre de (P9~1)* formée des
hyperplans ne coupant pas C' en 2g—2 points (V" est éventuellement vide, mais il n’en
sera pas ainsi dans le cas hyperelliptique). L’observation précédente montre que tout
hyperplan H tangent a C' et non contenu dans V' est dans B. Réciproquement, si H
n’est pas tangent a C, alors H rencontre C' en 2¢g—2 points distincts 2, (H), .. ., 2292
qui varient analytiquement avec H. Pour H' proche de H, les (299__12) branches de
“%w,_, sont données par :

{DI(H/) =z, (H') + -+ Zig_1(H/)}1={i1,...,ig_l}c[ll,zg—zll’

et comme deux de ces branches ne se croisent en H, H ne peut étre un point de
branchement. Nous avons donc montré que :

B C C* partout
B = C* sur (P9 1)"\V.
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La sous-variété C* C (P971)* est irréductible ¢’est 'image de {(p, H) | H D T,(C)} C
C x (P971)* par la seconde projection, or ce dernier est un fibré au dessus de C' a
fibres irréductibles, et est donc irréductible. L’égalité

B=C*
en découle. O

Ainsi un isomorphisme entre W,_; et W, _, induit un isomorphisme entre B=C*
et B’ = C™, donc entre S et S', ce qui achéve la preuve dans le cas non hyperellip-
tique.

Dans la suite du mémoire nous démontrons le théoréme de Riemann qui stipule
que W,_; est entierement déterminé a translation pres par la forme d’intersection
lgs] ainsi si F': (_Z(5),[gs]) = (F(5), [gs’]) est un isomorphisme de tores princi-
palement polarisés i.e. F"*[qs/] = [gs] alors F(W, ;) = W/, a translation prés, ce
qui induit un isomorphisme entre W, _; et W,_, donc entre S et S’ ce qui prouve
le théoréme de Torelli dans le cas ou le genre est supérieur ou égal a 2, dans le cas
du genre 1 la surface de Riemann est isomorphe a sa jacobienne. La démonstration
du Théoréme de Riemann s’appuie sur le fait que la jacobienne d’une surface de
Riemann est plongeable dans ’espace projectif, en conséquence nous présenterons le
théoréme de plongement de Kodaira qui donne une condition nécessaire et suffisante
sur une variété complexe pour étre plongeable dans un espace projectif puis nous
I’appliquerons au cas des jacobiennes avant de terminer avec la preuve du théoréme
de Riemann.

B.3 Faisceaux et cohomologie des faisceaux

B.3.1 Définitions fondamentales

Avant de définir la notion de faisceau, nous avons besoin de définir deux catégories
(pour les définitions de base de théorie des catégorie, on renvoie a [18, 23|). La
premiére est tout simplement la catégorie des groupes abéliens Ab. Pour la seconde,
si X est un espace topologique, on note T'op(X) I'ensemble des ouverts de X. On peut
alors définir une catégorie sur Top(X) en prenant pour morphismes les applications
de restriction. Nous pouvons maintenant définir la notion de préfaisceau :

Définition B.3.1 Un préfaisceau % de groupes abéliens sur X est un foncteur
contravariant de la catégorie Top(X) dans la catégorie Ab.

De maniére moins formelle ou pour les non-initiés a la théorie des catégories, un
préfaisceau .Z est la donnée pour tout ouvert U de X d’un groupe % (U) et pour
toute paire d’ouverts (U, V') de X telle que V' C U C X d’un morphisme de groupes
puv o F(U) = F(V) appelés morphismes de restriction satisfaisant :

(1) puu = Id pour tout U € Top(X),
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(2) pour tous ouverts U, V,W tels que W C V C U le diagramme suivant est
commutatif
F(U) = F(V)

PVW
PUW l

F(W).

Par la suite, on écrira O‘V pour pyy (o) pour tout o € F(U).
Nous pouvons définir une catégorie ayant pour objets les préfaisceaux sur X en
définissant les morphismes de préfaisceaur de la facon suivante :

Définition B.3.2 Soient .% et 4 deux préfaisceaur sur X. Un morphisme de pré-
faisceaur o : F — 4G est la donnée pour tout ouvert U de X d’un morphisme
ay : F(U) = 9(U) tel que pour toute paire d’ouverts (U, V) de X telle que V C U,
le diagramme suivant commute :

F(U) =9 (U)
P;(lv) ﬂ»g(kl)]’.v

Nous pouvons maintenant définir la notion de faisceau en demandant au préfaisceau
de remplir une condition supplémentaire :

Définition B.3.3 Un préfaisceau ¥ est un faisceau s’il vérifie la condition sui-
vante : pour tout ouvert U de X et toul recouvrement d’ouverts {U;}ie; de U, s’il
existe une famille {o; € F (U;),i € 1} satisfaisant

i UiﬂUj = 0-7 U’LmUj,

alors il existe o € .F (U) tel que pour tout i € I,

o = 0;.

U;
Les éléments de .7 (U) sont appelés les sections de F au dessus de U, et siU = X
alors on dit que ce sont des sections globales. De plus, par la suite, nous devrons
souvent travailler avec les intersections d’un recouvrement, nous introduisons donc
la notation suivante : si {U;};er est un recouvrement de X, on pose U;; = U; N U;.
Comme un faisceau est un préfaisceau, la notion de morphisme de faisceaux est
la méme que pour les préfaisceaux : si .Z et 4 deux faisceaux sur X, un morphisme
de faisceauxr o 1 F — 94 est simplement un morphisme de préfaisceaux o : % — 4.
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B.3.2 Suite exacte de faisceaux

Dans cette section, nous allons définir la notion de suite exacte de faisceaux en
s’inspirant de la notion similaire dans la théorie des groupes. Nous commencerons
donc par définir les notions de noyau, de conoyau et d’'image d’un (pré)faisceau, nous
verrons que le noyau d’un faisceau est un faisceau, par contre I'image et le conoyau
d’un faisceau ne sont que des préfaisceaux, cela nous aménera a la faisceautisation qui
permettra "de tranformer" un préfaisceau en faisceau. Une fois, cette construction
faite, nous pourrons définir la notion de suite exacte de faisceaux. Pour commencer,
on va définir le noyau, le conoyau et I’tmage d’un préfaisceau.

Soient .# et ¢ deux préfaisceaux d’un espace topologique X et soit a: . F — ¥
un morphisme de préfaisceaux. On note les morphismes de restriction de .# par p
et ceux de & par p. On définit le préfaisceau noyau du morphisme « et on le note
ker(a) par

ker(a)(U) = ker(ay : F(U) - 4 (U)),

pour tout ouvert U de X, et comme ker(ay) C % (U) on définit les morphismes de
restriction par

QUV = pUV|ker(aU)'

On définit de la méme facon le préfaisceau image de « et on le note im(a) par
im(a)(U) =im(ay : F(U) - 94(U)),

pour tout ouvert U de X, et comme im(ay) C ¢4(U) on définit les morphismes de

restriction par
wov = pUV‘im(aU)'

On définit le préfaisceau conoyau et on le note coker(a) par
coker(a)(U) =94 (U)/im(ay).

Il reste a définir les morphismes de restriction, pour cela on remarque que le dia-
gramme commutatif

F(V)Z=9(V)
nous donne que pyy(im(ay)) C im(ay) et on peut donc définir par restriction le

morphisme ﬁUV‘im(aU)im(aU) — im(ay) qui grace au théoréme de factorisation

nous donne un morphisme [pyy]| : coker(ay) — coker(ay) tel que
Y(U) "= (V)

j%U,V
[buv]

coker(ay) — coker(ay).
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On définit alors les morphismes de restriction de coker(ay ) par [pyv] : coker(ay) —
coker(ay) pour tous ouverts U et V de X tel que V C U.

La principale différence entre d’un coété le noyau et de 'autre le conoyau et
I'image est la proposition suivante :

—~

Proposition B.3.4 Soient .7 el F deus faisceaur sur X et soit o : F — F un
morphisme de faisceauz. Alors le faisceau noyau ker(a) est aussi un faisceau.

Démonstration. voir [42]. O

Par contre, comme nous ’avons déja signalé, 'image et le conoyau d’un faisceau
n’est pas un faisceau. Pour définir correctement ces faisceaux, nous allons devoir
faire appel a la faisceautisation :

Proposition B.3.5 Soit . un préfaisceau de X, il existe alors un faisceau FT et
un morphime 0 : F — F T vérifiant la propriété universelle : pour tout faisceau &
et pour tout morphisme ¢ : .F — 4, il existe un unique morphisme ¢ : FT — ¢

tel que

F_%

| A

FT.

Démonstration. voir [23, 42]. O

On définit ainsi [image et le conoyau d’un morphisme de faisceaux o : % — ¥4
comme le faisceautisé du préfaisceau im(«) et coker(«) respectivement.

Maintenant, comme les notions de noyau, d’image et de conoyau sont bien dé-
finies, nous pouvons étendre la notion de suite exacte de groupes aux faisceaux. Il
faut pour cela introduire le faisceau nul noté 0 défini de maniére évidente pour tout
ouvert U de X par 0(U) = 0 ou le zéro dans le membre de droite correspond au
groupe trivial.

Définition B.3.6 Une suite de faisceaur sur X

Qn

S Tl I By 2 T —
est dite exacte en F,, si a, 0a,_1 =0 et ker(ay,) = im(a,_1). De plus, elle est dite
exacte si elle est exacte en tout F,.

Un exemple important et fondamental de suite exacte est la suite exacte courte de
faisceaux :

0— F 59—
Dans ce cas, nous voyons que .# = ker(¢) et S = coker(y)). On dit alors que #
est un sous-faisceau de 4 et que S est le faisceau quotient de & par 7.

B.3.3 Exemples importants de (pré)faisceaux

Dans cette section, nous définirons quelques faisceaux importants pour notre
mémoire.
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(Pré)faisceau constant

Soit X un espace topologique. On définit le préfaisceau Z constant sur I'espace
X par B
Z(U)={f:U —Z ] f constante}

pour tout ouvert U de X.

Par contre ce préfaisceau n’est pas, en général, un faisceau. Par exemple dés
que X n’est pas connexe, cela n’est plus le cas. En effet, supposons, pour simplifier,
que X a deux composantes connexes X; et Xy et prenons {U; };c; un recouvrement
ouvert de X, quitte & prendre un raffinement, on peut supposer que pour tout ¢ € I,
U; C Xy ou U; C X;. On considére alors la famille {o; € Z(U;)}ic; définie par

o 0 st U; C X
TTV1 siUCX,

et on a bien o;|,, = o;|, . Par contre cette famille ne vérifie pas la condition des
7 1%

faisceaux, car sinon il existerait o € Z(X) tel que

o

U'L' = Ui?

c’est- a-dire qu’elle vérifierait

g

. 0 st U; C X
ui 11 siUyCc Xy’

ce qui est absurde car o doit étre constante.

Pour résoudre le probléme, on doit remplacer les fonctions constantes par les
fonctions localement constantes : on définit donc le faisceau Z constant sur I'espace
X par

Z(U) ={f:U — Z / f localement constante}

pour tout ouvert U de X. On peut alors montrer que Z est le faisceautisé de Z.

Faisceaux fréquents en géométrie complexe

Dans cette partie, on va définir les faisceaux qui interviennent de maniére récur-
rente en géométrie complexe. Certains seront redéfinis dans la suite, pour les autres,
nous renvoyons a |24|.

Soit M une variété complexe, on définit :
1) O(M) le faisceau des fonctions holomorphes sur M,
2) O(M)* le faisceau des fonctions holomorphes ne s’annulant pas sur M,
3) A (M) le faisceau des fonctions méromorphes sur M,
)

(
(
(
(4

A (M)* le faisceau des fonctions méromorphes non identiquement nulle sur
M,
(5) QF le faisceau des formes holomorphes k-différentielles sur M,
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(6) Q27 ou parfois 277" noté le faisceau des formes holomorphes (p, q)-différentielles
sur M,

O(L) le faisceau des sections holomorphes sur un fibré en droites L sur M.
%> le faisceau des fonctions lisses sur M.
/% 1e faisceau des formes k-différentielles lisses.

¥ le faisceau des k-formes fermées sur M.

La suite exacte exponentielle

Soit M une variété complexe. Une suite exacte courte importante est la suite
exponentielle :
0—7Z-—=0Z 0" —0

ou ¢ est simplement le faisceau inclusion i.e. 1y : Z(U) — O(U) est I'inclusion des
fonctions localement constantes sur U dans les fonctions holomorphes sur U. Et
expy @ O(U) — O(U) est donnée par (expy(f))(z) = exp(2inf(2)).

Montrons que cette suite est bien exacte. Déja, 'injectivité de ¢ est direct car
une inclusion est toujours injective. Il reste a étudier la fonction exponentielle, déja
elle est correctement définie car I'exponentielle d’'une fonction holomorphe est bien
une fonction holomorphe ne s’annulant pas, de plus c¢’est bien un morphisme car
on a la formule : exp(f + g) = exp(f) exp(g). De plus, son noyau est bien Z car si
exp(f) = 1 alors f est bien une fonction localement constante a valeurs dans Z. Pour
terminer, il reste & justifier la surjectivité de ’exponentielle qui est une conséquence
directe de l'existence d’un logarithme local pour toute fonction holomorphe.

B.3.4 Cohomologie des faisceaux
Rappel sur les complexes de cochaines

Un complexe de cochaines C' = (C*,0*) est une suite de A-modules (C™),en et
de morphismes de modules appelés morphismes de cobord 6™ : C™ — O™ tels que
" o™ = 0 pour tout entier n. Un morphisme de complexes de cochaines f : C — D
est une suite de morphismes de modules (f" : C" — D"),cn telle que f"*1 o " =
d" o f™ pour tout n € N. On définit l’espace des n-cocycles Z"(C) = ker(é : C"™ —
C™ ) et lespace des n-cobords B™(C) = ker(§ : C"~' — C™). Comme 6% = 0, on
peut définir le n-iéme groupe de cohomologie de C par H"(C') = Z™(C)/B"(C). Un
morphisme f de complexes induira alors une application f*: H"(D) — H™(D). Une
suite exacte de complexes de cochaines est la donnée notée

0—C-1D%E—50

de complexes de chaines C, D, F et de morphismes de chaines f : C' — D, g: D — F
tels que pour tout n, la suite de morphismes de modules

0—cm S pr S pr s
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soit exacte. On a un résultat important qui s’appelle le lemme du serpent que nous
énongons ici, on renvoie a [47] pour la démonstration.

Lemme B.3.7 Soit une suite exacte courte de complexes de cochaines

0—Cc-L D% E 0,

il existe alors pour tout n un morphisme 6" : H"(E) — H""(C) une suite exacte
longue de modules

o HYE) S 5o e) LS gDy S B () XS HYYD) —

O
Ce sont ces notions qui sont définies pour le moment sur des modules que nous
allons étendre aux faisceaux dans la section suivante.

Cohomologie de Cech

Soit .# un faisceau, soit % = {U,}aca une famille localement finie d’ouverts
recouvrant X et soit un multi-indice I = {ig,...ix} C A. On pose Ur = NcrU;.

Définition B.3.8 On définit le complexe de Cech € (% ,.F) par
0 —CU,F)— C(U,F)—C*U,F)— ...

ou
u,F)= ] ZW.
|[I|=k+1
Nous dirons alors qu'un élément o € €*(U , F) est une k-cochaine et nous écrivons
0 = (01)|11=k41 avec op € F(U;). On définit le morphisme de cobord par

5ol U,F) — (U, F)
(0D i=kt1 > (607)|11=k+1

ol
k+1

(601) = (1) (0s-5y

i=0
Sit e d(CH(U,F)), on dit que T est un cobord, et si T € ker(5), on dit que T est
un cocycle.

o)

On vérifie par le calcul que
6% =0,

on peut donc définir la notion de groupes de cohomologie :
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Définition B.3.9 On définit le p-ieme groupe de coholomologie de Cech de ¥ en
prenant la limite inductive (voir par exemple le chapitre 1 de [23] pour une définition)
sur les recouvrements localement finis % de X :

HY (X, 7F) = @H”(%,ﬁ).
4
ou HP (% , F) est le p-ieme groupe de coholomologie du complexe de Cech de € (% , F)
ker(6 : €P(U , F) — €"*H U, F))

P = s e, 7) = 6@, 7))

Et nous pouvons aussi obtenir une suite exacte longue en cohomologie a partir
d’une suite exacte courte de faisceaux :

Lemme B.3.10 Toute suite exacte de faisceauz
0 —F —9G —H—0

induit une suite exacte longue en cohomologie

o — HY(X, F) — H(X,9) — H'(X, ) —
— HY(X, ) — HY(X,9) — HY (X, ) — --- .

Démonstration. Remarquons que nous avons une suite exacte de complexes de
groupes donnée par

0 —bC U, ) —C(U,9G)— €U, #) — 0.

En appliquant alors le lemme B.3.7 du serpent, il suffit de "passer a la limite induc-
tive" et de se rappeler qu’une limite inductive de suite exacte est encore une suite

exacte (voir par exemple le chapitre 1 de [23| pour une preuve de ce fait).
0J

Résolutions de De Rham et de Dolbeault

Il existe un lien entre d’un coté la cohomologie de De Rham ou de Dolbeault et
de T'autre la cohomologie de Cech. Plus précisément, sur une variété complexe M,
le lemme de Poincaré dit que HY,,(M) = 0 pour tout entier p > 1 et pour tout
ouvert convexe U C M, ce qui se traduit par le fait que la suite, dite résolution de
De Rham :

0—R—C*-L g L m? ..

est exacte. De méme, le lemme de d-Poincaré dit que HE(M) = 0 pour tout entier
p = 1 et pour tout polycylindre U C M, ce qui se traduit par le fait que la suite,
dite résolution de Dolbeault :

2 B
0— QF — QPO Sy pl 25 P2 o

est exacte. On admettra alors le résultat suivant (voir |24] pour la démonstration) :
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Proposition B.3.11 On a les isomorphismes entre groupes de cohomologies :
Hpp(M) = HP(M,R),

et :

HE(M) = HP(M, ),

B.4 Diviseurs

B.4.1 Rappels sur les variétés complexes

Soit M une variété complexe. On rappelle que V. C M est une hypersurface
analytique de M si V' est une sous-variété analytique de M de codimension 1 i.e.
dim(M) — dim(V') = 1, autrement dit, si pour tout p € V, il existe un voisinage
U dans M de p et une fonction holomorphe f : U — C telle que U NV = f~1(0).
On dit alors que f définit localement V' au voisinage de p (ou encore que f est une
définition locale de V' au voisinage de p), et f est unique a multiplication prés par
une fonction holomorphe non nulle au point p.

Soit V' une hypersurface analytique de M. On dit que V est irréductible, s’il
n’existe pas d’hypersurfaces analytiques Vi et V5 de M tel que V = V; U V5. En
particulier, on remarque que si V est irréductible alors V' est connexe. De plus,
pour tout hypersurface analytique V' de M ., on peut la décomposer comme union
d’hypersurfaces analytiques {Vi}icq1,...ny irréductibles :

V=WVuWhu.---uV,.

B.4.2 Notion de diviseurs

On considére toujours une variété complexe M.

Définition B.4.1 Un diviseur D sur M est une combinaison linéaire a coefficients
entiers localement finie d’hypersurfaces analytiques de M, un diviseur D s’écrit donc

ot les a; € 7 et les V; sont des hypersurfaces analytiques et irréductibles de M.

Remarque. On rappelle que localement fini signifie que pour tout point p € M, il
existe un voisinage de p dans M qui ne rencontre qu'un nombre fini de voisinages
V.

On note Div(M) I'ensemble des diviseurs de M qui est naturellement un groupe
pour 'addition. De plus, on dira qu’un diviseur D est effectif s’il s’écrit
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D=Y a-V

avec les a; € N, et on note D > 0.

Soient V' une hypersurface analytique irréductible de M, un point p € M et une
fonction holomorphe f définissant localement V' au voisinage de p. Considérons une
autre fonction holomorphe g définie sur un voisinage de p. On définit alors [’ordre
de g sur'V au point p, que l'on note ordy,,(g), comme le plus grand entier a € N tel
que g = f*h dans O),. Or, on se rappelle que la condition de coprimalité dans les
anneaux Oy, est locale (voir |?] pour plus de détails), donc la fonction p — ordy,,(g)
va étre localement constante sur V' qui est une hypersurface analytique irréductible
donc connexe, ainsi la fonction est constante. On peut donc définir ainsi [’ordre de
g sur V., que l'on note ordy(g), par son ordre sur V' en un point quelconque de
V. Terminons ce paragraphe en remarquant que ’on a pour toute fonction h et g
holomorphes définis sur V,

ordy(gh) = ordy(g) + ordy (h).

Maintenant, soit f une fonction méromorphe sur M, elle s’écrit donc localement

_9
f_h/’

ol g et h sont des fonctions holomorphes premiéres entre eux. Pour toute hypersur-
face analytique irréductible V' de M, on définit 'ordre de f par

ordy(f) = ordy(g) — ordy(h).

Si ordy (f) =n > 0alors on dit que f aun zéro d’ordren en Vet siordy(f) =n <0
alors on dit que f a un pdle d’ordre n en V. Et on définit le diviseur d’une fonction
méromorphe par

(f)=> ordy(f)-V,

%
le diviseur des zéros de f par

(flo=>_ordy(g)-V.
%
et le diviseur des poéles par
(f)oo = Z 0TdV<h) V.
%

Et nous avons la relation
(f) = (o= (oo

On dira que le diviseur D est principal s’il existe une fonction méromorphe f sur
M tel que D = (f).
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On peut interpréter Div(M) grace a la théorie des faisceaux. Pour cela, on rap-
pelle que .Z* est le faisceau des fonctions méromorphes sur M non identiquement
nulle et 0* le sous-faisceau de .Z* des fonctions holomorphes non identiquement
nulles.

Proposition B.4.2 Un diviseur D est une section globale du faisceau quotient

M) 6"

Démonstration. Soit {f} une section globale de .Z*/0*, elle est donnée par un
recouvrement {U,} de M et une famille {f, : U — C} de fonctions méromorphes
non identiquement nulles tel que

Ainsi on a
ordy(fa) = ordy(fs),
ce qui permet d’associer a {f} le diviseur

D =) ordy(fa)-V
Vv

otl pour chaque hypersurface analytique irréductible V', on choisit a tel que VNU, #
(). Maintenant, soit D un diviseur donné par

D:Zai"/;y

on peut trouver un recouvrement {U,} tel que pour dans U,, tous les V; ont des
fonctions de définition locale g; , € #*(U,). On pose alors

~TLo e

On a donc réussi a définir une section globale de .Z*/0* a partir de D. O

De plus, par définition méme des groupes de cohomologie des faisceaux, on a que
'ensemble des sections globales de .#*/0* correspond au groupe H°(M, . #*|0*).
Ce qui permet d’avoir un isomorphisme

H(M,.4* ] 6%) = Div(M).

B.4.3 Tiré-en-arriére d’un diviseur

Soit f : X — Y une fonction holomorphe entre deux variétés complexes M
et soit Z une hypersurface analytique irréductible de Y. On suppose, de plus, que
f(X) n’est pas contenu dans Z alors f~!(Z) est bien une hypersurface analytique
de X, dans le cas contraire f~1(Z) = X et donc f~'(Z) ne pourrait pas étre de
codimension 1. Donc on peut définir le tiré-en-arriére d’un diviseur D par 7 : M — N
si m(M) ¢ D en associant au diviseur D = ({U,}, {f.}) sur N le diviseur 7*D =

{71 (Ua)}, {7 fa}) sur M.
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B.5 Fibrés vectoriels

B.5.1 Définitions fondamentales

Définition B.5.1 Soit M une variété compleze de dimension n. Un fibré vectoriel
holomorphe sur M (ou de M) de rang r est la donnée de

(1) Une variété complexe E
(2) Une application holomorphe w: E — M telle que

(3) pour tout p € M, E, =: 7~ (p) est un espace vectoriel compleze de dimension
r que [’on appellera fibre en p.

(4) 1l existe un recouvrement d’ouverts {U;}icr de M et une famille de biholomor-
phismes {h; : 7 1(U;) — U; x C"},¢; telle que le diagramme suivant commute :

-1

h-
Uj X (CT%’/T_I(U]')

et telle que hj g, : B, — {p} x C" P2 C" est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.On dit que h; est une trivialisation de E au dessus de Uj.

Maintenant, si on prend deux trivialisations ¢ et ¢;, on peut alors définir I’ap-
plication g;; : U; N U; — GL,(C) définie par la formule (h; o h; ") (p,v) = (p, g;;(p)v)
pour p € U; N Uj, c’est alors une application holomorphe et que nous appellerons
fonction de transition de E relativement a ¢; et ;. On vérifie facilement que les
fonctions de transition vérifient :

guv(z) -gyu(x) =1 Yz e UNYV,

Réciproquement la donnée des fonctions de transition permet de reconstruire le fibré
vectoriel. Plus précisément si on se donne % = {U,} un recouvrement de M et une
famille de fonctions lisses gop : Uy N Usg — GLj satisfaisant les deux formules
précédentes, alors il existe un unique fibré vectoriel complexe £ — M ayant pour
fonctions de transition la famille {gn5}. Pour le voir il suffit de considérer

E= |_|(Ua X (Ck)/ ~,

ol ~ est la relation d’équivalence identifiant (x,y) & (z, gag(x) - y). Et 'on munit
E de la structure de variété lisse induite par les inclusions U, x C¥ < E. On peut
résumer cela dans la proposition suivante :

Proposition B.5.2 Un fibré vectoriel est entiérement déterminé par ses fonctions
de transition.
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L’exemple le plus simple possible de fibrés vectoriels mais qui sera trés utile par

la suite est donné par le fibré trivial sur M de rang r qui est donné par M x C"
muni de la premiére projection pry : M x C" — M.

La seconde étape aprés avoir défini un nouvel objet, est de définir les applications
entre ses nouveaux objets.

Définition B.5.3 Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes sur M, une fonc-
tion holomorphe f : E — I est un morphisme de fibré vectoriel complexe si
f(E,) C F, et fo = flg, : Ex — F, est linéaire. De plus, on dira que f est
un isomorphisme si pour tout x € M, f, est un isomorphisme, et dans ce cas on
dira que E et F sont isomorphes. Et en dernier lieu, un fibré vectoriel compleze sera
dit trivial s’il est isomorphe au fibré trivial M x CF 2% M.

Nous avons vu qu’'un fibré vectoriel est entiérement déterminé par la donnée de ses
fonctions de transition, nous allons maintenant chercher une condition sur les fonc-
tions de transition pour que deux fibrés soient isomorphes. Partons de deux fibrés
vectoriels E =5 M et FF 225 M, on peut toujours supposé que les fonctions de tran-
sition de F et de F' sont données sur le méme recouvrement (quitte a prendre un raf-
finement) {U, }acr de M déterminés respectivement par les fonctions de transition
{905 }apeas €t fas}tapew, nous notons aussi h, : 71 (U,) = U, x C" les trivialisa-
tions associées & E et k, : 71 (U,) — U, x C" celles associées & F. Si p: E — F est
un isomorphisme de fibrés vectoriels alors I'application k,opoh ! : Uy xC" — U, xC"
est de la forme (idy,, fia) 00 pio : Uy — GL,(C) est une fonction holomorphe. Alors,
la suite d’égalité

(kaokgl) o (kgo,uohgl) = k:ao,uohgl = (kqopoh,t) O(haohgl),

nous donne que
Ja,618 = oo
On peut alors résumer cela de la facon suivante :
Proposition B.5.4 Soient E et F' deux fibrés vectoriels sur M donnés respective-
ment par les fonctions de transition {gas}apes € {faptapews. Alors E et F sont

isomorphes si et seulement s’il existe une famille {11, : Uy — GL,.(C)}oewr de fonc-
tions holomorphes telle que

Va, B € o, fa,ﬁluﬁ = MaFa,B-

Nous terminons cette section par deux définitions importantes.

Définition B.5.5 Une section o d’un fibré vectoriel E sur M au dessus de M est
une application lisse 0 : U — E telle que o(x) € E, pour tout x € M, autrement
dit, telle que le diagramme suivant est commutatif :
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Un repére local de E au dessus de U est une collection o4, ...,0% de sections de
M au dessus de M telle que {o1(x), ..., 01(x)} soit une base de E, pour tout x € U.

A partir d’une trivialisation ¢, on peut construire les sections

oi(x) = ¢y’ (@, €),

ol les e; forment une base de C*. Et cette famille o; forme un repére local de E au
dessus de U.

B.5.2 Tiré-en-arriére d’un fibré vectoriel

Soit E %5 M un fibré vectoriel de rang r et soit f : F —s M une application
holomorphe. Le tiré-en-arriere par f de M est le fibré vectoriel noté f*M défini de
la maniére suivante. Posons

S'M =A{(z,y) e Fx E: f(z) = p(y)}
muni de ses deux projections
p:| ffM —
(z,y) — @

et
fi|l M — E
(T,y) — vy

Il existe alors une (unique) structure de variété sur f*M telle que f*M L5 F oest
un fibré vectoriel de rang r tel que f soit holomorphe, et que le diagramme suivant
commute

F—M

Pour cela, on commence par remarquer que la commutativité du diagramme est
évidente, il reste alors a munir les fibres d’une structure de C-espace vectoriel et
f*M d’une structure de variété rendant p holomorphe. Déja f induit une bijection
évidente entre p~' () = {x} x Ey(,) et Ef(), on peut alors munir les fibres p~'(x)
d’une structure de C-espace vectoriel. Considérons alors un recouvrement ouvert
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{Ui}ier de M et des trivialisationi{hi : pY(U;) = U; x C"}ier au dessus de U de
M. Considérons alors 'ensemble {h; : p~1(f~1(U;)) — f~H(U;) X C}ier oU

B | pUN) — fNU) < C
(z,y) = (p(z),praohi(y))’

cette application est un homéomorphisme d’inverse

B FHU) x T o— NNUN)
(2,y) > (@ b7 (f(x),)

En effet, pour le voir on remarque que 'on a le diagramme commutatif suivant :

fHO) < e =

On peut alors munir f*M de l'atlas maximal contenant les cartes (p(f~(U;)), h;). On
vérifie alors facilement, toujours a l'aide du diagramme précédent, que les fonctions
de transition sont bien holomorphes, ce qui munit bien f*M d’une structure de
variété complexe répondant au probléme. Pour la suite, la construction ne sera pas
utile, ce qui sera important sont les deux faits suivants :

(1) les fonctions de transition de f*M sont alors les tirés-en-arriére des fonctions
de transition de M par f,

(2) (f*M)s = My).

B.5.3 Fibrés en droites

Un fibré en droites (compleze) est un fibré vectoriel de rang 1. Considérons donc
un fibré en droites L — M, par définition, on peut donc trouver un recouvrement
ouvert {Uy}tacy de M et des trivialisation {¢, : 7 1(U,) — U, X C}aewr. Dans
ce cas, les fonctions de transition g.5 : U, N Us — C* définissent des fonctions
holomorphes qui ne s’annulent pas et satisfaisant

9ap(x) - gpa(z) =1 Yz e UNV,

9os() - 95(2) - gra(z) =1 Ve €UNV NW.

Nous avons vu dans la section précédente, a la propostion C.3.2, qu'un fibré
vectoriel (donc un fibré en droites) est entiérement déterminé par ses fonctions de
transition. De plus, grace a la proposition C.3.4, il y a une bijection entre I’ensemble
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des fonctions de transition et ’ensemble des fibrés en droites, grace a ces deux
remarques nous allons définir sur ce dernier ensemble une structure de groupe. Pour
cela, nous allons utiliser la remarque faite a la section précédente, qui nous dit
qu’'un fibré vectoriel (donc un fibré en droites) est entiérement déterminé par ses
fonctions de transition. Partons de deux fibrés en droites L et Z, quitte a prendre
un recouvrement plus fin, on peut toujours supposé que les fonctions de transition
de L et de L sont données sur le méme recouvrement {U, },cy de M, déterminés
respectivement par les fonctions de transition {gas}ases €t{Gas}a,per, on définit
le fibré L ® L par les fonctions de transition {ga s - Justapesr. On définit aussi L*
par les fonctions de transition{ggﬁl}a,ggﬂ et on vérifie alors facilement que L ®
L* correspond a un fibré trivialisable. Nous pouvons définir un groupe Pic(M) en
considérant I’ensemble des fibrés en droites modulo isomorphismes muni de ces deux
lois, compatibles avec la relation d’équivalence, précédentes.

Nous avons aussi une interprétation de Pic(M) en termes de théorie des faisceaux.
Pour les notions et les notations, on renvoie a la section B.3.4. Nous avons alors
I'isomorphisme

HY(M, 0%) = Pic(M).
En effet, les fonctions de {gos € 0*(U,NUg) représentent une 1-cochaine sur &*(M)
qui vérifie
9ap(x) - gpa(z) =1 Yz e UNV,
0u5(2) - 93r(2) - Gral) =1 Yz €U AV AW,

ce qui nous donne 6({gag}) = 0 donc {gap} est un cocycle. De plus, la proposi-
tion C.3.4 nous dit que {gns} et {gap} définissent le méme fibré en droites si et
seulement{ g, - ’gV;é} est un cobord.

B.5.4 Lien entre fibrés en droites et diviseurs

Dans cette section, nous allons exploiter la cohomologie des faisceaux pour établir
un lien entre Div(M) et Pic(M). Gréace a la proposition B.4.2, on sait qu’un diviseur
D est la donnée d’un recouvrement ouvert {U, }ocr de M et d’une famille {f,}aco
telle que f, € .#*(U,) pour tout o € 7. Donc les fonctions

o
af —
s
sont sur U, N Uz des fonctions holomorphes, ne s’annulant pas et
g g . fa fﬂ -1
o gpa =77 =1L
fﬂ fa
De plus sur U, NUgNU,, on a
fa J8 1y

gaﬁ'gﬁw‘gwa:f—ﬁ'f—'f—a:
~



Ainsi ensemble {U, }acwr de M et la famille {gap}ace telle que gos € 0*(U, N Up)
donnent des fonctions de transition et donc par la proposition C.3.2 un fibré en
droites que l'on note [D]. De plus, si f, € .#*(U,) sont d’autres fonctions définissant

D, alors hy, = fo/fa € O*(U,) et

J —h—g i
af — == — Yap ' 7T
/s «

donc par la proposition C.3.4, [D] et [5] sont isomorphes et donc définissent le méme
élément dans Pic(M). On peut donc considérer application

[]:]Div(M)

— Pic(M)
D — '

[D

De plus, D et D sont deux diviseurs donnés respectivement par les familles {g,} et
{Ga}, alors D + D est donné par {g, - go} d’oll

[D+ D] = [D]® (D],

donc [ ] est un morphisme de groupe. On voit aussi facilement que

Maintenant, si on considére que D = (f) ot f est une fonction méromorphe sur M,
alors on peut prendre pour fonctions définissant D la famille { fi;, } alors on a sur
UaNUsg, fo/fs =1dou [D] trivial. Réciproquement, soit D un diviseur défini par
la famille {f,} et tel que [D] est trivial, alors il existe une famille {h,} telle que
he € 0*(U,) telle que

Jfa ha
- = GaB = 7
fs 7 hy
d’otu la fonction définie sur chaque U, par
f - fa : h;I

est une fonction méromorphe globale sur M telle que D = (f). On résume cela ainsi

Proposition B.5.6 Le fibré vectoriel [D] associé a un diviseur D sur M est trivial
st et seulement si D est le diviseur d’une fonction méromorphe sur M.

O
On dit alors que D et D sont deux diviseurs linéairement équivalents et on écrit
D~ DsiD=D-+(f)pour f € #*(M) ou de maniére équivalente si [D] = [D].
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B.5.5 Sections holomorphes et méromorphes sur un fibré en
droites

Soit L — M un fibré en droites, ayant pour trivialisations ¢, : Ly, — U, X
C' au dessus du recouvrement {U,} de M et pour fonctions de transition {g.s}
relativement a g,s3. Les trivialisations induisent alors des isomorphismes :

o §ﬁ(L)(Ua) — ﬁ(Ua)
s — {sai=¢i(s)eOo(UNU,)}"’

cela signifie qu’une section holomorphe de L au dessus d’un ouvert U C M est donnée
par la famille de fonctions holomorphes {s, := ¢%(s) € 6(UNU,)} satisfaisant

Sa = Gap " S

dans U NU, NUg.
On définit aussi une section méromorphe s de L au dessus de L par une famille de
fonctions méromorphes {s, € .Z(UNU,)} satisfaisant s, = gas-ss dans UNU,NUs.
Si s est une section méromorphe globale de L alors s, /s € 0*(U, € Up) et pour
toute hypersurface irréductible V' C M, on a

ordy (so) = ordy(sg).
On peut donc définir U'ordre de s sur V' par
ord(s) = ordy(sa)

pour tout « vérifiant U, NV # (), on définit le diviseur (s) de la section méromorphe
s par
(s) = Zordv(s) V.
v
On a alors que (s) est effective si et seulement si s est holomorphe.

Maintenant si D € Div(M) est donné par {f, € .#(Ua)}, ces fonctions f,
définissent alors une section méromorphe de [D] telle que (s;) = D. Réciproquement,
si L est donné par les trivialisations {¢,} et par les fonctions de transition {g,s} et
si s est une section méromorphe globale de L, on a que

Sa

%7
et donc L = [(s)]. On a donc montré le lemme suivant :

Lemme B.5.7 D est un diviseur tel que [D] = L, alors il existe une section mé-
romorphe s de L tel que (s) = D, et pour tout section méromorphe de L, on a
L = [(s)]. En particulier, L est un fibré en droites associé a un diviseur D de M
st et seulement s’il existe une section méromorphe globale non identiquement nulle.
Et L est un fibré en droites d’un diviseur effective si et seulement s’il posséde une
section holomorphe non triviale.
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B.5.6 Meétrique et connexion

Soit F un fibré vectoriel sur une variété complexe M, dans cette section on note
['(E) 'ensemble des sections de E.

Métrique hermitienne et métrique kihlérienne

On appelle métrique hermitienne h sur E la donnée d’un produit scalaire her-
mitien sur chaque fibre F, qui varie de maniére lisse avec x € M. A toute métrique
hermitienne, on peut lui associer une (1,1) forme réelle w = —Imh qui sera dite
forme associée, on dira alors que h est une métrique kihlérienne (ou de Kahler) si
w est fermée i.e. dw = 0, dans ce cas on dit que w est une forme de Kdihler.

On rappelle qu’une (1,1) forme est positive si pour tout v € T, (L), la matrice

—v—1<0O(z)|lv,v >¢ Hom(E,, E,)

est définie positive. En termes de coordonnées locales z = (z1, .., z,) sur M, cela
signifie que la forme w s’écrit :

w= Z hij(z)dzi A dZ;,

ot la matrice (h;;(2)) est définie positive pour tout z. Ainsi nous obtenons le lemme
suivant que nous servira a construire des métriques kdhlériennes par la suite :

Lemme B.5.8 Soit w une (1,1) forme réelle fermée positive, alors il existe une
métrique h tel que w soit sa forme de Kdhler associée.

O

Connexion et Courbure

Définition B.5.9 Une connexion sur un fibré vectoriel E sur M est une application
V:I'(FE) — T(E®TM*) qui vérifie la régle de Leibniz :

V(f-0)=f-V(o)+df ®o,
pour tout f € €°(M) et 0 € I'(E).

Soit % un ouvert de M sur lequel E est trivial et prenons {ey, ..., e, } un repére local
de E au dessus de %, on peut alors écrire :

Vie:) =Y bije;,
J

ou 0;; est une l-forme sur M. On dit que la matrice § = 0, ; est la matrice de
connexion par rapport a ey, ..., e,. Fin particulier, la donnée d’un repére local eq, ..., e,
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et de 6 déterminent uniquement la connexion V. En effet, pour tout section o de E
au dessus de %, on peut écrire 0 = ) . 0;e; et on a alors :

V(o) = Z doie; + Z oV (e;) = Z(da(j) + Z 0i0;;)e;.

La matrice 6 dépend du choix d’un repére local. En effet, prenons un autre repére
local € = {ey,...é,} tel que

a(z) =Y g(2)e5(2),

De; = Z dgije; + Zgikekjeja

0z =dg- g " +g0eg ",

alors
donc

ol g est la matrice ayant pour coefficients les (g;;).
Maintenant, si on se donne une connexion V sur E, nous définissons 'opérateur

VP T(E) — r(/p\ EQQTM")

vérifiant
VP (A f)=dp @ f+ (1)’ AV,
oup € I'(APE) et f e T'(E).

Nous avons en particulier 'opérateur
2
vV’ :T(E) — T(\EQTM)

qui est en particulier I'( E')-linéaire car si o est une section de E et f une fonction
lisse, on a

V(fo)=V(f-V(o)+df @ g) = —df AV (o) +df AV(a)+ f- V(o).
d’ou
Vi(fo)=f V(o)
On peut comme pour la connexion, écrire que

VQBZ' = Z @Lj X €;

La matrice ©, = O, ; est la matrice de 2-formes, appelée matrice de courbure de V
par rapport au repére local e = {ey, ..., ¢, }. Par définition,

VQ(GZ') = V(Z G)i,j & Gj) = V(dGZJ — Z@,vk A @ij) X Gj,
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et on a I’équation de structure de Cartan

0, =dO, — 0. A O..

Maintenant, si on prend un autre repére local € = {1, ..., €, } dans lequel V2 a pour
matrice de courbure Oz = 0, ;. Si €; = ) g;je; 0l g = g;; est une matrice inversible
alors

V& = V2> gie)) = > 9iiOker = Y 9iOingi e,
donc

@gzg-@e-g_l.
De plus si E est un fibré en droites alors k = 1 et g € C* donc

652 @67

et on 'appelle courbure de E.

Terminons par une définition importante pour la suite. Soit < | > une métrique
hermitienne sur un fibré E et V une connexion de courbure ©. On rappelle qu'une
(1,1) forme, et donc que la courbure, est positive si pour tout v € T, (L), la matrice

—V—1<0O(z)|v,v >€¢ Hom(E,, E,)

est définie positive. En termes de coordonnées locales z = (21, ..,2,) sur M, cela
signifie que la forme w s’écrit :

w=Y_hydziAdz,

avec la matrice (h;j) définie positive. Dans ce cas, nous dirons que E est un fibré
positive de M.

B.5.7 Classe de Chern
Soit. M une variété complexe de dimension n. On a la suite exacte de faisceaux
0 —72Z—0C— 0" —0,
qui nous donne en cohomologie I'existence d’un morphisme
§: H' (M, 0*) — H*(M,Z).

De plus, comme on a un isomorphisme 6 : Pic(M) — H'(M, 0*), on peut définir
la premiére classe de Chern du fibré en droites par :

c1:| Pic(M) — H?*(M,Z)
L — §(0(L)).

Comme nous avons une injection H*(M,Z) — H#%,(M), nous noterons aussi par
abus ¢;(L) 'image de ¢;(L) par cette injection.
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Et si D est un diviseur, on définit la premiéere classe de Chern du diviseur par

c1: | Div(M) — H*(M,Z)
D +— Cl([D])

Comme conséquence directe de la définition, nous avons les propriétés suivantes :
C1 (L X z) = Cl(L) + 1 (Z),

C1 (L*> = —C (L)

De plus, si f : M — N est une application holomorphe entre deux variétés com-
plexes, le diagramme suivant commute :

HY (M, 6*) —= H*(M,7)

f*T ]f*

HY(N, 0*)—— H*(N,7Z),
et donc la classe de Chern est fonctorielle :
a(f*L) = f*(a(L)).
Le résultat essentiel concernant les classes de Chern est la proposition suivante .

Proposition B.5.10 Pour tout fibré en droites L — M ayant pour courbure ©, on

(L) = [E ©

5 € Hip(M).

Démonstration. Soit L — M un fibré en droites ayant pour trivialisations {¢,}
et pour fonctions de transition {g,s} relativement a un recouvrement % = {U,},
de plus quitte a prendre un raffinement, on peut supposer que les ouverts U, sont
simplement connexes. Cela permet de poser

v—1
haﬁ = lOg Jap,
27

et
Zapy = hap + hgy = Nay

ainsi par définition de 0, on obtient que la famille {z,4,} est un cocycle représentant
c1(L).

Maintenant, prenons une connexion D sur L. En terme du repére local e,(z) =
¢ 1(2,1) sur U,, D est donné par une matrice de connexion qui est dans le cas des
fibrés en droites une 1-forme 6,. De plus, nous avons montré dans la section B.5.6
que

O = Gasl8905 + A9as - Gup
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donc
03 — 0o = 9opdgap = d(10g gas).

De plus la courbure © vérifie 'équation (voir section B.5.6) :
©=db, —0,N0,=db,,

donc © est une 2-forme fermée. On peut alors donner une formule explicite en
utilisant I'isomorphisme de de Rham (voir section B.3.4). Pour cela, nous avons les
suites exactes de faisceaux

0—R— & — & —0.

et
0 — o) — ' — o} — 0.

qui donne alors deux isomorphismes en cohomologie :

H()(%Q) 01 1
ngl)ﬁ H' (<)

et
H' (7)) 2 H*(R)

Pour calculer 6;(0), on remarque que O est localement donnée par df, et on voit
alors par définition de d; que

01(0) = {05 — ba}.
Maintenant, 05 — 0, = —dlog g.s donc

62(51(@) == 52({05 - Ga}) = —27T\/—_1€1(L).

B.6 Théoréme de Plongement de Kodaira

B.6.1 Enoncés équivalents

Le théoréme de plongement de Kodaira donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une variété complexe soit projective, a savoir plongeable dans un es-
pace projectif. Il se fonde sur des critéres topologiques et géométriques. Soit N € N*
et soit M une variété complexe. Si M est plongeable dans I’espace projectif complexe
PV alors quitte & plonger M, on peut supposer que M est une sous-variété de PV,
En temps que telle, M hérite naturellement de certains attributs géométriques et to-
pologiques de son espace ambiant PV . Etant un fermé du compact PV, la variété M
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est nécessairement compacte. Les coordonnées homogeénes z; de PV se restreignent
a M et 'application

v | M — PN
p — lz20],®) a2, ()]

est simplement l'inclusion de M dans PV, en particulier, ¢’est un plongement. Plus
généralement, étant donné un plongement ¢ : M — PV on a :

qb = [qb*ZO e ¢*ZN]

Afin de déterminer les contraintes de nature géométrique a I'existence d’un plonge-
ment, on commence par remarquer que les coordonnées homogénes forment une base
de I’espace des sections d'un fibré en droites holomorphe @pn (1) sur PV (on le notera
simplement &'(1) si N n’est pas précisée, de plus tous les fibrés en droites seront sup-
posés holomorphes dans ce qui suit), ainsi étant donné un plongement ¢ : M — PV,
le choix d’une base de I'espace des sections du fibré ¢*Opn (1) fournit un plongement
de M dans PV qui différe de ¢ 4 un changement linéaire de coordonnées prés. De
fagon générale, il y a une correspondance (dans un sens que nous précisons) entre
les morphismes de M vers un espace projectif et les espaces de sections de fibrés en
droites sur M.

Soit ¢ : M — PV une application holomorphe. La fonction ¢ est dite non
dégénérée si son image ¢(M) C PV n’est contenue dans aucun hyperplan projectif
de PV. En restreignant PV au plus petit sous-espace projectif contenant ¢(M) que
I'on note V(¢), et en composant par un isomorphisme de V(¢) vers P4 V(@) nous
obtenons un morphisme non dégénéré ¢ : M — PImV)  défini a un choix de
coordonnées homogénes de P4imV(9) prés, i.e. 4 composition par un automorphisme
de P4 V(9) pres. Les morphismes ¢ et ¢ représentent une méme application dans la
mesure ol ils correspondent a une méme facon d’envoyer M vers un espace projectif
a un choix de coordonnées homogenes prés, en particulier ¢ est un plongement si
et seulement si ¢ en est un. Pour cette raison on peut se restreindre a 'étude des
morphismes non dégénérés de M vers PV modulo les automorphismes de PV. Soit
L — M un fibrés en droites et £ C H°(M, L) un espace de sections, on appelle point
base de E tout point p € M tel que Vs € E, s(p) = 0. Le résultat suivant permet
d’établir une bijection entre les espaces de sections de fibrés en droites sur M sans
point base et les morphismes non dégénérés de M vers un espace projectif modulo
les automorphismes de ce dernier.

Théoréme B.6.1 Pour toute variété complexe compacte M et pour tout fibré en
droites L — M. L’espace H°(M, L) des sections holomorphes de L est un C-espace
vectoriel de dimension finie.

Démonstration. On a H°(M, L) = H°(M,Q°(L)). La théorie des formes harmo-
niques L-valuées nous donne I'isomorphisme HY(M,Q%(L)) = 5#°%(L) or M étant
compacte dime(#%°(L)) < +o0. O
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Soit £ C H°(M,L) un espace de sections de L sans point base. D’aprés le
théoréme ci-dessus, l'espace E est de dimension finie et donc on peut choisir une
base sg,...,sy de E. L’application

g | M — PN
p = [s0(p):...:sn(D)]

est bien définie (car sans point base) et holomorphe car les sections so, ..., sy sont
données par des fonctions holomorphes sur des ouverts de trivialisation, et en pas-
sant d’un ouvert a 'autre elles sont toutes multipliées par la fonction de transition
associée qui ne s’annule pas. De plus tg est non dégénérée car sg,...,Sy est une
famille libre. Réciproquement si ¢ : M — PV est une application holomorphe non
dégénérée alors nous pouvons poser

Ly = ¢"Opn(1) et E, = Vect(¢* 2, ..., 0" 2n).

Par définition L4 est un fibré en droites sur M, E, C H(M, Ly), et I'application
Lg,, dont la définition dépend du choix d’une base de Ey, différe de ¢ a composition
par un automorphisme de P¥ prés. Nous avons donc des bijections inverses I'une de
lautre

(lé/ioggh‘lfserrr;e;ﬂ{]lon dégénérés . { (L, E)‘L — M un fibré en droites }
0 - _
modulo automorphismes de PV E C H(M,L),dim(E) = N +1
o — (¢*Opn (1), Vect(p*zo, ..., 0% 2n))
LE i (L, E).

On appelle point base du fibré en droites L — M tout point base de H°(M, L). Si
L est sans point base, on note ¢z, := tgo(rs,1). Notons que si £ C H°(M, L) est sans
point base alors L aussi et que g est un plongement si et seulement si ¢y, en est un.
Dans ce cas, le fibré¢ L est dit trés ample. La bijection qui précéde implique alors le
résultat suivant :

Proposition B.6.2 Soit M une variété complexe compacte alors M est plongeable
dans un espace projectif si et seulement si M admet un fibré en droites trés ample.
De plus un fibré en droite L — M est tres ample si et seulement si il existe N € N*
et un plongement ¢ : M — PV tel que :

L~ gb*ﬁpN(l).
H

On dit que L est ample s'il existe k& € N* tel que L®* est trés ample. Nous
montrerons que (1) est un fibré positif (i.e. ¢;(€(1)) > 0) et qu’en conséquence
une condition nécessaire pour que L soit ample est que L soit positif. En effet,
supposons que L est ample, on peut alors trouver &k € N* tel que L®* soit trés
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ample. Cela signifie qu’il existe un entier N € N* et un plongement ¢ : M — PV tel

que :
L% ~ ¢*0(1),
d’ou
ke(L) = ai(L®) = ei(¢70(1)),

puis, par fonctorialité de la premiére classe de Chern,

c(¢"0(1)) = ¢"cr(6(1)),

enfin comme ¢ est un plongement et ¢;(€(1)) > 0, on a :
1
C1<L) = E(b*Cl(ﬁ(l)) > 0.

Réciproquement, le théoréme de plongement de Kodaira affirme que la positivité est
un critére suffisant pour qu’un fibré en droite L — M soit ample. En voici ’énoncé :

Théoréme B.6.3 (Théoréme de plongement de Kodaira) Soit M une variété
compacte complexe et L — M un fibré en droites positif alors L est ample. Plus pré-
cisément il existe ko € N* tel que Vk > ko le fibré L®F est trés ample.

Avant d’entamer la démonstration du théoréme donnons en un énoncé équivalent
souvent utile. D’apreés le théoréme de plongement de Kodaira M est plongeable dans
un espace projectif si et seulement s’il existe un fibré en droites positif L — M i.e.
tel que c;(L) > 0 or ¢;(L) € H*(M,Z) s’identifie a la classe de cohomologie d’une
2-forme fermée sur M via l'inclusion :

j:H*(M,Z) — H*(M,C) = H}(M).
De plus une telle forme est nécessairement de type (1,1). On définit alors :
HYY(M,Z) = {w € H*(M,Z)/j(w) € H"D (M)}

(on rappelle que H®D(M) est le groupe de cohomologie de Dolbeault des (1,1)

formes) et
H*(M,Z) 4y = 1 0 L(Div(M)).

Ainsi M est projective si et seulement s’il existe sur M une (1,1)-forme fermée
entiére et positive w telle que [w] € H?(M,Z)a,. En particulier, si M posséde une
(1, 1)-forme fermée positive alors elle est kithlerienne, le théoreme de Lefschetz (1,1)
permet alors d’obtenir un énoncé optimal.

Théoréme B.6.4 Soit X une variété kihlerienne compacte, on a l’égalité suivante :
H*(X,Z) oy = HYV(X, 7).

Voir [39] pour une preuve.
OJ
Le théoréme de plongement de Kodaira admet alors la reformulation suivante :
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Théoréme B.6.5 Une variété complexe compacte M est plongeable dans un espace
projectif si et seulement si elle admet une (1,1) forme w fermée et positive dont la
classe de cohomologie [w] est rationnelle.

Démonstration. Si [w] € H*(M,Q) alors il existe k € Z tel que [kw] € H*(M,Z),
comme w est de type (1,1) la forme kw l'est aussi i.e. [kw] € HOY (M, Z). Comme
la forme w est positive, fermée et de type (1, 1), la variété M est kiihlerienne. Ainsi,
en appliquant le théoréme de Lefschetz (1,1), il existe un fibré en droites L — M tel
que ¢1(L) = [kw]. Le fibré en droites L est donc positif. Réciproquement, supposons
que M soit projective i.e. il existe un plongement ¢ : M — PN. Alors L = ¢*0(1)
est fibré en droites positif sur M. Pour conclure, il suffit de prendre w dans la classe
c1(L) ie. [w] = c1(L). O

B.6.2 Reésultats sur ’espace projectif

Dans la section qui suit nous montrons les résultats concernant I'espace projectif
que nous avons précédemment évoqués. Nous définissons dans un premier temps
le fibré &'(1) puis, nous introduisons la (1,1)-forme fermée positive wpg sur es-
pace projectif qui est un représentant de ¢1(&(1)), en particulier, nous obtenons la
positivité de O'(1).

Le fibré tautologique &/(1) sur PV
On commence par définir le fibré &(—1) sur PV par :

O(—1)={(,2) e PV xC"*/z €1},

muni de sa premiére projection :

Proposition B.6.6 0(—1) — PV est un fibré en droites.

Démonstration. On peut munir PV d’un recouvrement fini d’ouverts (Ui)ie{i,...N}
o Uy = {z € PV / z; # 0}. Alors la trivialisation de ¢(—1) au dessus de U; est
donnée par :

\I/Z' : 7T_1(UZ') — Uz x C
(l,z) — (L,z)
et les fonctions de transitions sont alors pour tout I = [z : -+ : 2n] :

\Ijij |C — C
Zi .
0 — 0-—
%
O
On remarque que la fibre de &(—1) — PV au dessus de [ est naturellement

isomorphe a .
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Définition B.6.7 On définit le fibré tautologique O(1) comme le dual de O(—1)
i.€.

(1) = (6(-1))"

Par définition du dual d’un fibré, la fibre de &'(1) — PV au dessus de [ est natu-
rellement isomorphe a [*, et les applications de coordonnées zg, - - - , z,, forment alors
une base des sections de O/(1).

La métrique de Fubini-Study

On peut définir une métrique de Kéhler sur I'espace projective P". Pour cela, on
considére le recouvrement d’ouverts fini (U;)ic(s,...ny 00 U; = {2 € P" / 2; # 0} muni
des applications :

;i : ;) — Cr R
[20 2] ['z_‘z...é_}..é_ﬁ]’
d’inverses
ot cr — U
(wo, -+ ywy) > Jwo-e wimy, 1wy - wy)

On définit alors

et son tiré-en-arriére par ¢; est donc

)

w; = ——
2

99log (1+ Z ‘wl|2) e VT,

1=0
Proposition B.6.8 La famille de (1,1)-formes {w;}icqi,.. ny se recollent sur les-
pace projectif P* en une (1,1)-forme globale wrgs € o7 WV (P).

Démonstration.
On doit vérifier que pour tout (i,7) € {1,--- ,n}?:

w = w

U;NU; UiﬁU]"

On commence par remarquer que
n Zl Z; " Z1 Zi “ 2l
log (3 1717) =tog (|7 | 21) =los(| ) + 102 (3| ).
=0 Jou=0 7! J =0
il suffit donc de montrer que sur U; N Uj :

0910g(| ") = 0
J
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Comme = est la i-iéme fonction coordonnées sur Uy, cela provient de
J

La2) = 05 = o(5) =0

2z z

8510g(|z‘2) =9(

2z
O

Nous arrivons a la proposition importante :

Proposition B.6.9 La (1,1) forme wrs est une forme de Kdhler, la métrique as-
sociée a cette forme sera dite métrique de Fubini-Study.

Démonstration.
il faut donc vérifier que wrg soit une (1, 1) forme fermée réelle définie positive.
Déja, elle est bien de type (1, 1), elle est fermée car

v—1_—
O(w;) = ——0"0log(—) =0,
2m
et elle est réelle car o
90 = 00 = —90.

Il reste & montrer qu’elle est définie positive, déja cette vérification peut se faire sur
chaque ouvert U; séparément. Par le calcul, on trouve que

u Sodw; Ndw; (Y widw;) A (O widw;)
+Z|wi - 2 2 ’
2w 2w

90 log (1

que 1'on peut écrire :

8510{; —|—Z‘wz = 1+Z|w’ Zhijdwi/\d@
avec
hi = (1 A2NSss — s
i = ( +Z|w1|)w Wi .

Il faut donc montrer que la matrice h = (h;;) est définie positive. Pour cela, soit
u € C" tel que u # 0. En notant (,) le produit scalaire hermitien usuel sur C", on
obtient :

u'hu = (u,u) + (w, w)(u, u) — u'ww'a

qui donne aprés développement et simplification :
u'hu = (u7 'LL) + (w7 w)(u7 u) - ‘(wa 'LL)|2

On conclut alors grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz. OJ
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B.6.3 Une premiére esquisse de la preuve

Pour plus de clarté nous exposons dans un premier temps la preuve du théoréme
de plongement de Kodaira dans le cas particulier des surfaces de Riemann com-
pactes, la preuve générale reposant sur les mémes arguments mais faisant intervenir
des outils plus compliqués que nous introduirons par la suite. Nous en profitons éga-
lement pour exposer quelques points abordés précédemment et montrer que toute
surface de Riemann compacte est projective.

Nous avons vu dans les sections précédentes qu'une variété complexe compacte
M est projective si et seulement s’il existe un fibré en droites L — M sans point
base tel que ’application :

Ly, . M — PN
p > [so(p):...:sn(p)]

est un plongement (ou (s, ...,sy) est une base quelconque de H°(M, L)). Par dé-
finition, I'application ¢;, est un plongement si et seulement si :

(1) Elle sépare les points i.e. ¢y, est injective, et
(2) Elle sépare les tangentes i.e. sa différentielle est injective en tout point.

Ces conditions peuvent se reformuler de la fagon suivante :

(1) Par définition I'application ¢y, est injective si et seulement si les sections de L
séparent les points de M i.e. si et seulement si pour tout x,y € M tel que = # y, il
existe une section s € HO(M, Oy(L)) tel que s(x) # s(y). Cela équivaut a demander
Va,y € M, ry # r, ou pour tout x € M, r, est la forme linéaire :

re:| H(M,Oy(L)) — L,~C
s — s(z)

Or r, # 1y si et seulement 'l existe s € H(M, Oy (L)) telle que r,(s) = 0 # r,(s),
remarquons que cela implique en particulier que le fibré L est sans point base. On

peut résumer cela en demandant que :
Toy =7 Dry: | HH(M,Oyu(L) — L,®L,
s — s(x)@s(y)

est surjective pour tout z,y € M tel que x # .

(2) L’injectivité de la différentielle de ¢, en un point donné de M est indépendante
de la base (sq,...,sy) de H*(M, Oy (L)) choisie dans la définition de ¢z. Six € M
alors il existe une section sy € H°(M, Oy (L)) telle que so(x), = ri(sg) # 0. Ainsi,
en choisissant une base (s1,...sy) de Ker(r,) nous obtenons une base (sg,...,Sy)
de H°(M, Oy (L)) telle que sq # 0, et pour tout i > 0, s; = 0. Enfin, en posant pour
tout i,t; := s;/so, application ¢y, lue dans la carte Uy := {zy # 0} est donnée par :

| M — CN

y — (t1,...,tn) "’ t(z) = =tn(x) =0.
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Ainsi la différentielle T,ep, : T, M — TLL(m)]P’N de ¢, en x étant injective si et seulement
si sa matrice jacobienne (en lisant dans les cartes) est de rang maximal. On obtient
que Tty est injective si et seulement si les 1-formes dtq, ..., dty engendrent ’espace
cotangent (T/°M)*. Ceci peut se reformuler de la fagon suivante : si ¢, et ¢z sont
deux trivialisations de de L au dessus d’ouverts U,, Uz C M contenant x et g, g la
fonction de transition associée. Soit s € Ker(r,), en posant s, := ¢%s et sz := Pps
ON & So = (o353 AINSi :

d(Sa)e = Ga,s()d(5p)x + 55(7)d(go8)e
= o,5(2)d(35) .-

Les formes linéaires d(sa)x se recollent donc en une forme linéaire L,-valuée, ds, €
(THM)* @ L,. On définit alors Papplication :

d, : | Ker(r,) — (TMM)*® L,

T — ds,
Comme " a(6t5,) .
aSi o aSi)z *
e = e = Gt OO Gy
B so(w)

il résulte de la discussion qui précéde que la différentielle de ¢, en x est injective si
et seulement si d, est surjective. En notant ., (respectivement .#2) le faisceau des
fonctions holomorphes sur M s’annulant en x a Pordre 1 (respectivement & ’ordre
2) et 7, le faisceau des fonctions holomorphes sur M s’annulant en x et en y on
obtient (pour x # y) les suites exactes courtes de faisceaux suivantes :

Tz,y

0— ﬁ]y[(L) ® j%y — ﬁ]\/j(L) — Lg; D Ly —>07
et
0— Ou(l)®I2— Oy(l)® I, 2= (THM)* ® L, —0.

En effet Oy (L) ® ., est le faisceau des sections holomorphes de L s’annulant en
zety, Oy(L)® F, et Oy(L) ® F2 sont respectivement les faisceaux de sections
holomorphes de L s’annulant & l'ordre 1 et & 'ordre 2, or par définition d,(s) = 0 si
et seulement si s s’annule a 'ordre 2 en x. Notons que 'on a :

H(M, Oy (L) ® £,) = Ker(r,),
H(M, Oy (L) ® £,,) = Ker(r,) N Ker(r,).

Ces suites donnent alors naissance a des suites exactes longues en cohomologie :

0— HO(M, Oy (L) ® F,,) — H(M, Oy (L)) =% L, ® L, —
— H' (M, 0y(L)® Sy ) — ...

95



0 —s HY(M, Oy (L) ® I2) — H' (M, Oy (L) ® ;) -2 (THM)* @ L, —»
Ainsi une condition suffisante pour que les applications 7., et d, soient surjectives

est que :
HY (M, Oy (L) ® 2) = 0 = H' (M, Oy (L) ® I,.,).

On dispose du théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano qui constitue ’argument
essentiel sur lequel se fonde la preuve du théoréme de plongement de Kodaira :

Théoréme B.6.10 Soit M une variété kahlerienne compacte de dimension com-
plexe n, L — M un fibré en droites positif on a alors :

HY (M, QP(L)) =0 Yp+q>n.

(on renvoie a |?| pour une preuve) O
De plus pour tout fibré en droites L' — M, par définition du fibré canonique,
Ky := Q"(M) nous avons :
O(L)=L® Ky ie L =Q"L ®Kj,).

Ceci incite a réaliser les faisceaux .2 et %, , comme des faisceaux de sections de
fibrés en droites. En effet si L(x,x) — M et L(x,y) — M sont des fibrées en droites
tels que Oy (L(z,z)) = 2 et Oy (L(x,y)) = S, on obtient :

Ou(L) ® Ivy = Ou(Q"(L® Lz, y) @ Ky),

et
Ou(L)® I = O (L@ L(z,7) @ K}y).

En particulier, comme n+1 > n, on a :
H'(M,0n(L) ® S,,) = H'(M,04(Q"(L® L(z,y) @ Ky)),
et

il suffit de montrer que si L est positif, il existe kg € N* tel que pour tout k > kg
et tout z,y € M avec x # y, les fibrés L ® L(x,y) ® K3, et L ® L(z,z) ® K}, sont
positifs. Il faut donc construire (si possible) les fibrés L(z,y) et L(x,z) et étudier
leur courbure. Remarquons que pour un diviseur

D =Y n;.V; € Div(M),

ou les V; sont des sous variétés irréductibles de codimension 1 de M et un fibré en
droites L' — M [D], en notant [D] le fibré en droites associé & D on obtient que

Ou(L' ® [D))
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est le faisceau des sections méromorphes de L' ayant des poles uniquement le long
des V; tels que n; > 0 et d’ordre inférieur ou égal a n; et s’annulant a 'ordre au
moins —n; le long des V; tels que n; < 0.

Revenons maintenant au cas des surfaces de Riemann. Soit S une surface de
Riemann compacte, soit L — S un fibré en droite et soit x,y € S tel que x # y. Les
points x et y sont alors des diviseurs sur .S. On peut alors choisir L(z,y) = [—z—y] et
L(x,x) = [-2x], notons Kg := Q'(S) le fibré canonique de S i.e. le fibré des formes
différentielles holomorphes sur S. Nous devons maintenant étudier la courbure de
Chern des fibrés L®* @ [—z — y] @ K% et L®* @ [—22] ® K% pour k > 0. Pour cela,
nous introduisons la notion de degré d’un fibré en droites qui permet de caractériser
la positivité dans le cas des surfaces de Riemann. Une surface de Riemann compacte
étant en particulier une variété réelle compacte orientable de dimension réelle 2 nous
pouvons considérer la forme volume w de S et nous notons :

Vol(S) = /Sw > 0.

On obtient alors un isomorphisme :
I:|H*(S,R) — R
1
—
g Vois) s
inclusion j : H%(S,Z) < H?(S,R) donne alors une identification Ioj : H*(S,Z) ~
Z nous définissons alors le degré d’un fibré en droites L' — S par :

deg(L')y=Tojoci (L)

(On omet par la suite la référence a j en considérant que ¢ (L') € H?*(S,R) et
deg = I o ¢y). On a alors le résultat suivant :

Proposition B.6.11 Soit L' — S un fibré en droites alors L est positif si et seule-
ment si deg(L') > 0.

Démonstration. Soit I’ une 2-forme fermée sur S représentant ¢, (L’) alors la classe
de cohomologie forme volume w engendrant H?(S,R) 'isomorphisme [ : H?(S,R) ~
R implique que ¢;(L') = deg(L')[w] or w est positive ainsi L’ est positif si et seule-
ment si deg(L') > 0. O

Le résultat qui suit justifie la terminologie qui précéde

Lemme B.6.12 Soit D € Div(S) un diviseur sur S alors deg(|D]) = deg(D).

Démonstration. On rappelle que pour une variété complexe compacte M et un
diviseur D sur M, ¢;([D]) est le dual de Poincaré de D. Soit x € S un point de S
alors le dual de Poincaré de x est [w] ainsi, deg([z]) = I([w]) = 1, par conséquent, si
D =3 "n;p; € Div(S) on a :

deg([D]) = I(> _milw]) = > n; = deg(D).
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Notons que cela prouve en particulier le Théoréme de Lefschetz sur les classes
(1,1) pour les surfaces de Riemann compactes, en effet on a :

L(Div(S)) € H*(S,Z)w, € HYY(S,Z) = H?(S,Z) C H*(S,R)
I: H?(S,R) ~ R est un isomorphisme
I(L(Div(S))) = Z = I(H*(S,Z)).

ce qui implique P'égalité H?(S,Z)u, = HY (S, Z). Nous sommes maintenant en me-
sure de prouver le théoréme de plongement de Kodaira pour les surfaces de Riemann
compactes. Pour tout £ € N* on a :

deg(L%* ® [~x — y] ® K§) = kdeg(L) — deg([z + y]) — deg(Ks)
= kdeg(L) — 2 — deg(Ky)

deg(L? @ [~z — y] ® K§) = k deg(L) — 2deg([z]) — deg(Ks)
= kdeg(L) — 2 — deg(Ky).

Supposons donc que L — S est positif i.e. deg(L) > 0, prenons

deg(Kg) + 2
ko > g(Ks)
deg(L)
alors pour tout k > kg, pour tout =,y € S avec x # y les fibrés L®* ®O[—$Q;€y] ® K3
et L% @ [~22] ® K sont positifs ainsi, I'application tjex : S — PR ALY et un
plongement, ce qui achéve la preuve. 0

La formulation équivalente du théoréme de plongement de Kodaira basé sur le
théoréme (1,1) de Lefschetz nous permet d’énoncé un corollaire important :

Corollaire B.6.13 Toute surface de Riemann compacte est projective

Démonstration. Soit S une surface de Riemann compacte et w sa forme volume
quitte a diviser par Vol(S) on peut supposer que w est entiére, alors w est une (1,1)-
forme fermée positive entiére sur S, par conséquent, S est projective. 0

Ce résultat combiné au théoréme de Chow (voir [14] pour plus de détails), selon
lequel toute sous-variété analytique projective est en fait algébrique, montre que
I’étude des courbes algébriques complexes projectives est équivalente a I’étude des
surfaces de Riemann compactes.

Dans la preuve qui précéde nous avons représenté les sections globales des fais-
ceaux .Z, et .#2 par des sections globales de fibrés en droites associés aux diviseurs
—2x et —z —y or en dimension complexe n > 1, —2x et —z —y ne sont pas des divi-
seurs. La stratégie adoptée pour la preuve générale reste cependant essentiellement
inchangée, pour contourner cette difficulté, on modifie la variété M au voisinage des

98



points z et y afin d’y faire apparaitre des diviseurs. On construit alors une variété
complexe compacte M appelée éclaté de M en x et y qui est naturellement munie
d’une projection 7 : M — M telle que tM\7 ' (z) Un  (y) = M\{z} U {y} est
un isomorphisme et 77!(z) et 77! (y) sont des diviseurs de M, on applique alors la
stratégie qui précede a M. Cela implique d’étudier les courbures des fibrés en droites
L — M et K3z, ce que nous ferons aprés avoir défini la notion d’éclatement d’une
variété complexe en un point. Puis nous achéverons la preuve en montrant comment
se ramener a M.

B.6.4 Eclatement en un point

Nous définissons maintenant la notion d’éclatement d’une variété complexe en un
point, dans tout ce qui suit M désignera une variété complexe compacte de dimension
n > 2.

Soit A C C™ un polydisque centré en lorigine. On note z = (z1,...,2,) les
coordonnées euclidiennes dans A et [ = [ly,...,1,] et les coordonnées homogénes
correspondantes dans P!, On considére la sous-variété A de A x P! définie par

A={(z1) e AxP"N\V(i,j) € [|L,n]2zl; = 21} = {(z.]) e Ax P} /z €}

Alors, la projection canonique 7 : (z,1) € A z € A induit un isomorphisme entre
A\71({0}) et A\{0} de plus 7=2({0}) ~ P"~L. On appelle éclatement de A en
lorigine la donné de A et .

Soit x € M, et soit U C M un ouvert contenant x et z : U — A des coordonnées
locales centrées en z. En identifiant 7 et m o 27! on a un isomorphisme :

7 A\r ' ({z}) — U\{z}.

Définition B.6.14 On appelle éclatement de M en x la donnée de la variété com-
plexe M, obtenue en recollant M\{z} et A par Uapplication T i.e.

M, = M\{z}| JA.

et de la projection naturelle 7 : Mx — M.

On a alors un isomorphisme induit 7 : M, — M\{z}. De plus, 7~ 1({z}) est un
diviseur de ]\796 que 'on appelle diviseur exceptionnel et que I'on notera E, ou E.

Notons que cette construction est indépendante du choix des coordonnées z :
U — A. En effet, si {z] = fi(z)} sont d’autres coordonnées dans A, I'isomorphisme
[+ A\E — A'\E' peut étre étendu & E en posant f£(0,1) = (0,1), ou

0 f]
Z (9372
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De méme, on voit que l'identification
L: E — P(TH(M))
0
0,1 l;.
(0.0 = [Z 821}

est indépendante du systéeme de coordonnées choisi.

Nous donnons, maintenant, une description plus précise de la géométrie de M,
au voisinage de . On commence par construire des coordonnées locales au voisinage
de E dans M, on a

U= 7T71(U) = {(Z,l) e U x Pt Zl'lj = Zjli},

et on pose _

Les (ﬁi)ie{l .n} forment donc un recouvrement d’ouverts de (7, on définit alors les
coordonnées locales (2(7););eq1,.. ny dans chaque U; définies par

Lz

Z(i)j:l_i:_

pour tout j # i et

Sur ﬁi, on définit la projection

T Mx —
((2(0)1y ey 2(0)gy oy 2(0)n) > (2(2)5.2(0) 1, ey 2(2) 4y ey 2(0)i2(2) )

et le diviseur E par

Dans 172 N ﬁj, on a

: 2(J)k
2(i), = R
Z(Z)] =z j)z_lv

et

Comme E = (z;) dans U;, le fibré en droites [E] est donné dans U par les fonctions
de transition

N
&)
o~

7

gy =20)i=_ =71
j
dans U; N (7j. On peut donc réaliser [E]|; en identifiant les fibres

(%) [E)eay = {Ml, o 1), A € C.
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Fibré canonique d’un éclatement

Nous allons calculer le fibré canonique Kp; en fonction de K.
Lemme B.6.15 On a K3; =7 Ky + (n — 1)E.

Démonstration.

Soit U = {Uy, U, }o un recouvrement de M par des ouverts munis de coordonnées
locales tel que pour tout «, on ait x € Uy et x ¢ U,. De plus, on a aussi des
coordonnées locales (21, ..., z,) définies sur tout ouvert de U rencontrant Uj.

Soient (wja)icf1, ny des coordonnées locales sur U,. Notons

<

= {U, =7 NU,),U; = 7" (Uy N {l; # 0}}

le recouvrement correspondant pour Mx Nous allons maintenant calculer les fonc-
tions de transition {gij, gia, gap} Pour Ky; en termes des coordonnées (2(4);) jef1, n}

sur [71 et (W*wi7a)i€{17...’n} sur ﬁa. Par définition, les fonctions de transition de Kj\/\i:c
sont données par les déterminants des matrices de changement de coordonnées que
'on notera {.J;;, Jin, Jop}. Dans U; N Uj, on a

2(j)i = 2(1); 7,

zj = 2(1);.2i,
et pour tout k # i, j
2(f)k = 2(r-2(0);
Pour simplifier les notations notons X; = z(i); et Y, = z(j)x ainsi nous avons
1

S/Z':_7
X;

et pour tout k # i,

Pour terminer, on pose

oYy
Jij = Mat (a_Xl) (k1)e{l,...n}2"

On supposera i < j. Soit (k,l) € {1,--- ,n}? tel que k #¢,5. On a :

6(Xk Olsz' l# k,j

e X7 )5 sil=k
0X, 0X, _]Xk . .
~2 5 [ =7y,

J
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o, %) 0sil# ]
ox,  0X, —5 sinon,
J
et
0silt i
ov, _oxixy) ) 4 o
ox,  0X, Z_‘ZZ SZ‘ -/
Xj st l=r1.
Ainsi
-X
1 1
X; 2 0
j
-1 -1
X; 0 X2
0 0 —X;2
~1 A4
X; X2
9ij = det(Ji;) =
-1 T Aj-1
0 X; 2
J
X, 0 0 2 0
A+l -1
X2
j
) 0
~X, .
X2 5
j

Si on remonte les iéme et jéme lignes respectivement a la premiére et la seconde
ligne et on décale les iéme et jéme colonnes en position 1 et 2, on a alors effectué

2(i — 14 j — 1) permutations. Ainsi

0 —-X j*?
Xj Zi

-X;
_ 0 X2
gij = J
X

0 _-n
X

0 0

0

;0

0 0

0 —X;!

Enfin en développant par rapport a la premiére colonne on obtient

9ij = det(Jy;) =

J
102

Z(Z)j—n—i-l



De méme dans ﬁa N [71‘,

et
T W o = 2.2(1)k,

d’oll giq = det(Jia) = 2" *. Enfin
9ap =T Gaog

ol g, sont les fonctions de transition de Ky pour les coordonnées (w;q)ic{1, n}
dans U, et (w;g)icq1,.. n} dans Ug.

Le diviseur E est donné par (z;) dans U; et par (1) dans U,. Ainsi les fonctions
de transition de [E] relativement & U sont :

Zi

hz = = _la
J Z] Z(Z)]
hia = Zi,
et
has = 1.

Nous en déduisons les fonctions de transition du fibré K37 @ [E]*~"*

fij = gij.h[j”H = z(z’);”“.z(i)?’l =1,
fia = gia-hi T =1,
et
fap = 77*9;5'
On voit alors que Ky @ [E]®7"*! est le tiré-en-arriére via 7 du fibré sur M donné
par les fonctions de transition
€oa = 1,
et
€ap = 9;67
ce qui nous donne bien

K ® [E]P™ = 1° Ky,
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Lemme de positivité

Nous allons maintenant calculer la courbure des fibrés [E] et [— E]. Nous construi-
sons une métrique sur [E] comme suit : soit hy la métrique sur [E]|5 définie en termes
de la représentation () par :

(I, ooy L) 2 = (1112

Soit o € HO(]TJ;, O([E])) telle que (o) = E, i.e. o ne s’annule pas sur Mm\E, et soit
h la métrique définie sur [E] \ , par :

lo(2)] = 1.

Pour € > 0, notons U, = {p € U/||z(p)|| < €} et posons U, = 7~ (U) Soit (p1, p2)
une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (Us,, M, AU de M,, et soit
h la métrique globale donnée par :

h = pl-hl + pz.hg.

On calcule maintenant la courbure de [E] pour cette métrique. Pour simplifier les
notations, posons Qg = /—1/20 ot Oz désigne la courbure de [E]. On rappelle
qu'’il existe une unique connexion sur [E] respectant h et la structure complexe. Si
0(p) désigne la matrice de connexion dans un repére local alors on a 0z = Oh/h1
ol on identifie h et sa matrice dans le méme repére. Si e est une section telle que

le(2)]? = h(z), on a :
Om = b = dlog(h(z)) = ddlog(le(2)|?) = —2v/—1dd“log(|e(2)|?),
ou d° = —@(8 — 9). Reprenons le calcul de courbure. On a plusieurs cas :
1) Sur Mm\ﬁgm pp=1,p=0ie|o]>?=1et
Qe = —dd‘log(|o|*) = 0.

2) Sur U\E ~, U\{z} en considérant la représentation (x) on peux supposer que
o est donnée au dessus de U, par o(z,[l) = z alors :

Qe = —dd‘log||z||” = —1"*w,
ol w est la (1, 1)-forme associée a la métrique de Fubini-Study sur P! et
= (z,))eU.~1leP" "
Par continuité on a —Qg = 7w sur U, en particulier,
—Qp)lp =w > 0.
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Ainsi si Q_pg) désigne \/—1/2 fois la forme de courbure de la métrique duale sur
[E]*=[—FE],on a:

0 sur Mx\ﬁge,
Q[_E] = —Q[E] = Z 0 sur (75,
> 0 sur TH(E) € TX(M,) ¥p € E.

On supposera a partir de maintenant que L est positif. Soit h; une métrique sur L
de forme de courbure ©, alors Qp = 1/—1/20, soit une forme positive. On a alors
Qﬂ—*L = W*QL.

Ainsi Q7 > 0 sur M;\E i.e. pour tout p € E et pour tout v € T,(M,)

(150, T) = (Qp; w00, T0) > 0

avec égalité si et seulement si w,v = 0 i.e. si et seulement si v est tangent & E. Ainsi,
on a :
> 0 partout,

Qg = —QE = >0 sur Mx\E,

> 0 sur T,°(M,)/T,°(E) Vp € E.

Dans ce qui suit nous fixons L — M un fibré en droites positif. La forme Q_g

étant bornée dans (725\(76 et ().p v étant strictement positive on a alors le lemme
suivant :

Lemme B.6.16 Pour k € N* assez grand la forme

Qe porg—pg) = kQrr + Qg

est partout strictement positive.

Les mémes arguments permettent de montrer que : -
Lemme B.6.17 sin € N* alors il existe ko > 0 tel que pour tout k > kg le fibré
7 L% @ [-nE]
est positif.
OJ
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B.6.5 Preuve du théoréme

On peut maintenant passer a la preuve générale du théoréme de plongement de
Kodaira :

Démonstration. Soit (z,y) € M? tel que z # y, on doit montrer que :
(1) 7, est surjective,
(2) d, est surjective.

On commence par prouver que

Ty HO(M, O(L®*)) — LE% & L2*

est surjective pour k assez grand. Soit 7 : M — M Véclatement de M en x et y et
soit B, = 7 *({z}), B, = 7' ({y}) les diviseurs exceptionnels. Notons E = E, + E,
et L = n*L. Alors le tiré-en-arriére via 7 définit un isomorphisme :

7« H(M, 6y (LE%)) — HO(M, 6p (LE)).

La projection 7 induisant un isomorphisme de M\ E, U E, vers M\{x,y} le tiré-en-
arriére d’une section est nul si et seulement si cette section est nulle d’ou I'injecti-
vité. Pour la surjectivité, une section globale & de L®* induit une section de L®k
au dessus de M\{z,y}, le théoréme d’extension de Hartogs d’aprés lequel toute
fonction holomorphe sur une variété complexe privée d’une sous variété fermée de
codimension au moins 2 se prolonge de facon unique a la variété toute entiére (voir
|14]) montre alors qu’elle s’étend en une section globale o € H°(M, O(L®*)). Par
définition L#* est trivial le long de E, et E, i.e.

T ®k ~ T ®k
L¥|g, ~ E, x Ly,

et _ _
L®* g, ~ E, x LY,
d’ol B
HY(E, Op(L®)) ~ L@ ~ L3,

Si rp désigne la restriction & E alors le diagramme suivant commute

HO(M, O3(L%*)) —2— H°(M, (L))

HO(M, G(L®*)) L8 @ L8*,

par conséquent 7, est surjective si et seulement si 7y lest.

Maintenant, nous avons la suite exacte de faisceaux
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0 — O7(L%* @ [~E)) — O5(L%%) 12 05(L%*) — 0,

il suffit donc de montrer que Hl(ﬁ, ﬁ’ﬁ(z(@k ® [—FE])) = 0 pour k assez grand.
Le calcul de courbure que nous avons effectué, nous permet de choisir ky tel que
L® @ [-nE] est positif pour tout k > ky soit k; tel que L=* ® K3, a une forme de
courbure positive sur M pour tout k > kq i.e. le fibré L&k ® m* K}, admet une forme

de courbure semi-définie positive sur M pour k > k1. En posant kg = k1 + ko, alors
pour tout k > kg on a

Oy (L™ @[~ E)) = U (L o[- EloKy) = O (L or K)o (L™ M e[-nE])).

Or le fibré (L% @ n*K%,) @ (L®% 1 @ [—nE)) est positif et n+ 1 > n ainsi d’apres
le théoréme d’annulation de Kodaira

H'(M, Oy (L%* ® [~ E))) = H'(M, (L*" @ 7" K};) © (L @ [-nE])) = 0
d’oti la surjectivité de rg et donc de r, .

Pour montrer la surjectivité de d, on procéde de facon analogue. Soit M5 M
I’éclaté de M en z. De nouveau, 'application de tiré-en-arriére donne un isomor-
phisme

7™ H'(M, Oy (L)) — HO(M, O (7 LF)).

Si o € H°M, Oy (L%%)) alors o(z) = 0 sii ¢ = 7*0 est nulle sur E ainsi 7* se
restreint en un isomorphisme

7 HO(M, 7, (L%%)) — H°(M, O (L%")).
Comme précédemment, on a I'identification
H(E, 65(L* © [-E))) = L$" ® H'(E, Ox([-E))) ~ LT* ® (T}°)"
En conséquence le diagramme suivant commute

HO(M, 65(L%" @ [~E))) —2— H(M, O(L** @ [-E]))

HO(M, 7,(L#")) L3* @ (T,°)

de

Par conséquent d, est surjective si et seulement si rg 'est.

Nous avons la suite exacte de faisceaux

0 — (L% @ [2E])) — O3(L% @ [-E)) 25 05(L% @ [-E]) — 0.
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Choisissons ky et ky tels que L& @ K3, est positif sur M et L9 @ [—(n+ 1)E] est
positif sur M pour tout & > ky. Pour k > ko = ki + ko, on a

Oy(L%* © [2B)) = QR (LM @ 7 K3p) © (L9 @ [ (n + 1) E))).

En appliquant le théoréme d’annulation de Kodaira comme dans le cas précédent

on obtient . _
H' (M, 05(L*" ® [-2E])) = 0

pour k > k.

Nous avons donc montrer que pour tout (z,y) € M? tel que x # v, il existe un
entier k, ,, tel que pour tout k > k., , Yrer(x) # Yrer(y) et Yper sépare les tangentes
en z. Ainsi pour k > k,,, on obtient par continuité que ¢ er(z") # Yrer(y’) pour
tout 2’ et pour tout 3’ dans des voisinages convenables de = et y respectivement. Le
théoréme d’inversion locale assure que ;o1 sépare les tangentes au voisinage de x.

On conclut par compacité de M.
O

B.7 Réseaux et Tores complexes

B.7.1 Définitions générales

Soit V un R-espace vectoriel de dimension réelle n € N*, on rappelle qu’un
sous-groupe additif A de V est discret de rang r < n s’il est de la forme

N="7e, ®Zes® --- D ZLe,,

ou (eq,...e.) est une famille de vecteurs R-indépendants de A ; on dit alors que cette
famille est une Z-base (ou base entiére) de A. En particulier, on dira que A est un
réseau s’il est de rang maximal r = n, c’est-a-dire si son rang est égal a la dimension
(réelle) de V.

Maintenant, soit V' un espace vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1
et soit un réseau A C V, c’est-a-dire d’aprés ce qui précéde, un sous-groupe additif
discret de rang 2n de V = R?" isomorphe a Z*". On considére 'espace quotient

M :=V/A,

que l'on appelle tore complere. On rappelle que 'on peut munir M d’une structure
de variété complexe en définissant la famille de cartes W‘Q : Q= 7w(Q) ou Q est
un ouvert de V' qui ne rencontre aucun de ses translatés par des éléments de Q (on
dira que ) est A-petit). On remarque qu’alors les changements de cartes sont des
translations par des éléments de A qui sont donc bien des fonctions holomorphes.

Pour terminer, on dira que le tore complexe est une variété abélienne s’il est
plongeable dans un espace projectif.
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B.7.2 Formes différentielles sur un tore complexe

Nous conservons les notations de la section précédente. Soit donc V' un espace
vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1, soit un réseau A C V et soit le
tore complexe M = V/A muni de sa projection canonique 7 : V — M.

Notre premier objectif va étre de montrer que les formes différentielles sur M
sont les formes différentielles sur V' qui sont A-invariantes, c¢’est-a-dire les formes
différentielles qui s’écrivent localement de la facon suivante :

w = Z Wy, dry A« ANdxy,

11 <+ <gr <20

avec des coeflicients w;, ;. qui sont A-périodiques. Ces fonctions w; ; vérifient donc
pour tout x € V et pour tout A € A :

Wj..j. (T + X)) = wjyj, (7).

Dans cet objectif, avec A € A, on considére la translation 7y :x € Vi x—A e V.
Il découle de la définition d’un tore complexe que le diagramme suivant commute :

| VLI v

N

M.

Maintenant, étant donné une forme différentielle w sur M, on peut considérer son
tiré-en-arriére 7w sur V, et alors en utilisant le fait que le tiré-en-arriére est contra-
variant et que le diagramme précédent commute, on obtient

T (W*(w)) = (7r o 7/\)*(@) =" (w),
donc 7*w est bien A-invariante.

Réciproquement, si nous partons d’une forme différentielle A-invariante 6 sur V,
nous voulons construire une forme différentielle w sur M telle que 7*w = 6. Pour cela,
on va utiliser le fait que définir une forme différentielle sur une variété revient a la
définir sur un atlas avec des conditions de recollement adéquates. Plus précisément,
il s’agit du résultat suivant pour la démonstration duquel on renvoie a [46] et [36].

Lemme B.7.1 Soit M une variété différentielle et soit (U;,¢;) un atlas sur M. Se
donner une forme différentielle w sur M équivaut a se donner une forme w; sur
chaque ouvert ¢;(U;) avec la condition de compatibilité

bi(UiNU;) (¢i © ¢j_1)*(wﬂ"¢j(UimUj))'

Dans notre cas, nous pouvons prendre l'atlas formé des cartes A-petites définies
dans la section précédente. On définit alors pour toute carte (€2, W‘Q), wq = w|Q, les
conditions de comparabilités sont alors directement vérifiées puisque les changements
de cartes sont des translations par des éléments de A.

Le second objectif de cette partie est de montrer que toute forme différentielle
sur M est cohomologue (au sens de De Rham) a une forme différentielle a coefficients
constants. Pour commencer, on aura besoin du lemme suivant :
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Lemme B.7.2 Si w une forme différentielle fermée sur M et T une translation de
M, alors que T™*w — w est exacte.

Démonstration. On sait que dans un tore complexe une translation est homotope
a l'identité. De plus, un résultat classique de cohomologie de De Rham nous dit que
le tiré-en-arriére est un invariant homotopique (voir [46]), on a donc

[T*w]pr = [W|DR,

et par définition de la cohomologie de De Rham, cela signifie que 7*w — w est exacte.
O

Maintenant, soit II un pavé de V de cOtés une base entiére de A et soit g une
application de V' a valeurs dans C. On définit alors sa moyennée g : V' — C par

_ Jn9G+y)dy
fn dy .

Une conséquence directe de la formule de changement de variables est le lemme
suivant

9(2)

Lemme B.7.3 Si g est A-périodique alors g est constante.

Si w est une forme différentielle sur M, elle s’écrit donc

w = Z Wi dry A« Adxy,

1<j1 < <jr<2n
avec les wj, . A-périodiques, on pose alors
w = Z mdazl/\-~-/\dmr,
11 < <Gr <2
avec les w;, . des constantes (d’aprés le lemme B.7.3).

Proposition B.7.4 Si w une forme différentielle sur M alors

[w]pr = [W]DR-

En particulier, cela signifie bien que toute forme différentielle sur M est cohomologue
(auw sens de De Rham) & une forme différentielle a coefficients constants.

Démonstration. On a 7, (w)(z) = w(z + y) donc

Ju(72 w(2) — w(2))dy
Judy 7

on peut donc utiliser le lemme B.7.2, il existe donc 7, une forme différentielle telle
que dn, = 77, w —w d’ou

w(z) —w(z) =
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dn,)d
5(2) — w(z) = Y,
fn Y
que ’on peut encore écrire

@(z) —w(z) = —d(ffn 735@;)7

ce qui permet de conclure. O
Et nous avons le corollaire suivant
Corollaire B.7.5 On a les isomorphismes entre les espaces vectoriels suivants :
NV* =5 Hpp(M)
et
APV @ NV =5 7279( M, C).
Démonstration. Il suffit de montrer le premier isomorphisme, en effet, comme
Hpp(M) = @ 7#7(M,C),
prq=r

le second isomorphisme sera juste la restriction du premier isomorphisme a chaque
HAPI(M,C). Le caractére linéaire est trivial, pour la surjectivité, c’est une consé-
quence directe de la proposition B.7.4. Il reste & montrer l'injectivité, pour cela
prenons une base (eq,...es,) de A et une forme différentielle qui s’écrit

w = E Wi dry A= Ada,.
1< < <gr<2n
. e , Ny
En faisant 'intégrale de w sur le pavé II; ; de coté e; ..., e; , on trouve que
Iy, .y

Alinsi si w est exacte, alors d’aprés le théoréme de Stokes, I'intégrale précédente sera
nulle donc tous les wj, ;. aussi et I'injectivité est démontrée. O

B.7.3 L’espace des (1,1) formes différentielles sur un tore
complexe
Nous allons, dans cette section, introduire deux bases de 'espace des (1,1) formes
différentielles sur un tore complexe.
Nous avons montré, dans la section précédente, que sur un tore complexe, toute

forme différentielle fermée est cohomologue & une forme différentielle & coefficients
constants, en particulier, on a I'isomorphisme suivant

AV (M, C) = NPV*Q ATV
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Ainsi, si on note z = (21, ..., 2,) les coordonnées euclidiennes sur V' et si on prend
{dz1,...,dz,} et {dz7, ..., dZ,}, les 1-formes correspondantes, on obtient

AV (M, C) = Cldz A dZitizt,m | j=1,.n-

De plus, en utilisant I’homologie et la dualité de Poincaré, on obtient que si on se
donne (A1,...\2,) € A®" une base entiére de A et en remarquant que cette base
est, par définition, aussi une base réelle de V. on obtient, en notant (xy,...x,) les
coordonnées dans cette base et (dxy,...drs,) les 1-formes correspondantes sur M,

que
/ dl’j = 6i,j~
Ai

%I(M, Z) = Z{d(lfl, .. dl‘gn}

Ainsi on a

Dans cette base, on a une expression des coordonnées en terme d’intégrales, plus
précisément, soit w une (1, 1)forme on peut écrire que

W = Zwi,jdxi VAN dl’j.

Y]

Intégrons w sur le pavé 1I; ; de coté \; et ;. Nous obtenons que

/ W= Wi — Wii = 2Wi,
11

2%
1/
Wij == w.
2 Ju

,J

d’ou

Nous avons le lien suivant entre ces deux bases. Si on note II = (II;,) la matrice

2n x n telle que
dxi - Z Hi,adza + Z T’,adZ7

alors la matrice II = (II,I) est la matrice de changement de base de {dza,dZ;} &

Nous avons aussi la matrice de changement de bases duale ie. de {dz;} a
{dz4,dZ5}. Cette matrice de changement de base a la particularité d’étre la ma-
trice des périodes de A C V' (voir section 7?7 pour la définition et les propriétés de
la matrice des périodes) En effet, si on prend (A1, ...\2,) € A*™ une base entiére de
A et (eyq,...,€e,) une base complexe de V. On pose la matrice de passage de la base
{dz;} ala base{dz,,dZa} Q = (Wai)a=1,.n , i=1,.2n qui vérifie donc

)\i: E Wa,iCa-
«a
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Ce qui nous donne, par dualité

dz, = E Wa,idx;,
i

d%: E waﬂ-dxi.
i

Faisons maintenant l'intégrale de dz, sur \;, comme

/ dl‘j = (SiJ‘,
Ai

on obtient par linéarité de l'intégrale

/ dzo = Wa-
A

Ce qui montre que €2 est bien la matrice des périodes. On note alors la matrice de

changement de bases de {dz;} & {dza,dZ.} par Q = < % ) Et on a la formule
suivante e

QI = [2n7
que l'on peut aussi écrire (grace au produit matriciel par blocs)

Qll = 1,

Q= 0

B.7.4 Cohomologie du tore

Par la suite, nous aurons besoin des groupes de cohomologie du tore, nous al-
lons les calculer dans cette section. Pour cela, nous aurons besoin de la formule de
Kiinneth :

H™X xY,Z)= @ H'(X,Z)® H'(Y,Z).
pHg=m

On renvoie a [28] pour plus de détails sur cette formule.

Proposition B.7.6 On a un isomorphisme canonique :

H*(V/A,Z) = \ H'(V/A,Z).
Démonstration. On considére 'application

al| N HYV/N,Z) — H*(V/A,Z)
GA NG G
pour tout n € N et on étend par linéarité aux autres éléments. De plus, « est bien

un morphisme car le cup-produit est antisymétrique.
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On sait que V/A est homéomorphe a (S')?", on applique alors la formule de
Kiinneth,

I{m(‘//‘AJZ)g @ Hh((Sl)2n*17z)®®Hzn(Sl’Z)
i1+io=m

et en utilisant le fait que H*(S',Z) = 0 pour tout k > 1 (voir [47] pour une démons-
tration si besoin), on obtient

H™V/AZ)= @ H'(S'Z)®- - H* (S 7).

0<i,..i2n <1

i1 +...igy=m
Pour la suite, on pose H''»2n = H (S Z) ® --- @ H?(S', Z), donc
H"(VINZ) = H

0<iy,...72n, <1

i1+ igp=m

donc h"™(VA,Z) = (2m”) = dim(AN"H"(V/A,Z)). Donc « est surjective comme tous
les groupes de cohomologie du 2n-tore sont les cup-produits de ceux de dimension
1. O

B.8 Variété abélienne et conditions de Riemann

B.8.1 Rappel d’algébre linéaire sur les formes bilinéaires

Soit V un C-espace vectoriel de dimension (complexe) n > 1, on rappelle qu'une
application w : V x V' — C est R-bilinéaire si

Ve,y,z €V, VA€ R, w(x + Ny, 2) = w(z, 2) + Aw(y, 2)

et
Ve,y,z € V, VA €ER, w(z,z + \y) = w(z,x) + Aw(z,y).

Elle est dite alternée si
Va:,y € V7 w(x,y) = —w(y,x),

ou de maniére équivalente,
Ve eV, w(x,z) =0

et si on prend un réseau A C V, on dit qu’elle est entiére sur le réseau A si elle est
a valeurs entiéres sur le réseau, c’est-a-dire :

VA0 €A, w(N0) eZ.
Prenons maintenant une base réelle (Ay,...,\y,) de V, en considérant la matrice
frQy = w(x,y),
on dit que Q représente w dans la base (réelle) (A1,..., Ag,) de V.
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Lemme B.8.1 Soit w une forme R-bilinéaire alternée sur V, entiére sur le réseau

A. Il existe alors des entiers dy,...,d, ayant la propriété de divisibilité successive
di|...|d,, et il eriste une base entiere (\1,...,\o,) de A dans laquelle
d 0 .. 0
_ 0 A B 0 ds :
w-(_A O>’ avec A= o
0 --- 0 d,

Démonstration. Pour tout A € A, on considére Iensemble {w(X\,X) / X € A} C Z
(car w entiére), on voit facilement c¢’est un idéal de Z donc de la forme d\Z avec
dy > 0. Posons alors §, = min{dy / A € A, d) # 0} et prenons (A;, A, 1) € A?
tel que w(A, A1) = dp et grace au fait que l'idéal est de la forme d)\Z, on a les
relations de divisibilité valable pour tout A € A,

InJw(A, A) et dalw(A, Ayq)-
Maintenant, on considére I’ensemble
(ZX, ® ZAy)) " = {ANEA / w(A M) =0 et w(\, A\up1) =0},
et on a la décomposition
A= (ZX\ © ZApi1)* © (ZXN, © ZAps).
En effet, si on prend A € A, alors grace aux relations de divisibilité précédentes

w()\b)\))\ w(>‘7)\n+1)

—— A1 A € ZXN B LAy
Ia da

et
N (w(Al,n e )

¢ \n+l + )\1 € (Z)\l D Z)\n+1)L.
oA oA

On considére maintenant le sous-groupe discret A = (ZA\; & ZAn41)* et soit (z,y) €
A? tel que w(z,y) = dz. Alors, en écrivant la division euclidienne de d5 par d,, on a

05 = qop + 1, avec 0 <7 < dp.

On voit que w(z — gA1, Yy + Aps1) = 7 et comme z — g\; et y+ A\, 11 appartiennent a
A donc par minimalité de 5, on a 7 = 0 et donc d,|d5. On peut alors conclure par
récurrence sur le rang de A. U

On s’intéresse maintenant aux (1,1) formes sur V, c’est-a-dire, aux formes R-
bilinéaires alternées qui sont en plus C-linéaires a droite et C-antilinéaires a gauche,
elles vérifient donc

Vae,y,z €V, VA€ C, w(x 4+ Ny, 2) = w(z, 2) + w(y, 2)
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et
Vo, y,z € V, VA€ C, w(z,z + \y) = w(z,x) + lw(z,y).

Une telle forme s’écrit en termes de coordonnées
w = Zwi,jdzi N dz;,
2%
et la matrice antisymétrique € = (w; ;)i jeq1,...ny vérifie
Va,y, € V, "TQy = w(x,y)

Elle sera dite réelle si elle est a valeurs réelles, ce qui peut se traduire par le fait que
la matrice € est antihermitienne i.e. Q = —'Q). Comme on préfére travailler avec des
matrices hermitiennes i.e. Q = Q, on écrira plutot

w =V —1 Zwmdzi VAN dZ_],
1,J

avec 0 = (wj;)ije(1,..,n} hermitienne. De plus, une (1, 1)forme réelle sera dite définie
positive si elle vérifie

Vo € V\ {0}, w(z, vV—1z) > 0.

Ce qui est équivalent a demander que la matrice €2 vérifie
Q="Q et Vo eV \{0}, 70z > 0.

Une matrice vérifiant ces deux propriétés est dite hermitienne et définie positive et
on écrira H > 0.
Remarque. Il est important de remarquer pour la suite que se donner une (1,1)
forme est équivalent & se donner une matrice hermitienne définie positive.

Nous pouvons aussi appliquer le lemme B.8.1 & une (1, 1) forme w, il existe alors
une base entiére {\1,... Ay, } de A dans laquelle w est représenté par

d 0 ... 0

Q= 0 4 ., avec A= 0 d
-4 0 o 0
0 --- 0 d,

Comme w est définie positive, on a que la matrice 2 est inversible donc les d; sont
non-nuls et on a le lemme suivant :

Lemme B.8.2 En gardant les notations précédentes, on a que la famille {\,...; A\, }
est une base complexe de V.

Démonstration. Déja, par définition la famille {\;, ..., A, } est R-indépendante. Et
considérons W 1'espace vectoriel engendré par cette famille qui est donc un espace
vectoriel réel de dimension (réelle) n. Maintenant soit « € W tel que x # 0, on a
alors par positivité de w, w(z,v/—1z) > 0 et donc /—1z & W car wyy est nulle (le
bloc en haut & gauche de la matrice de w est nulle) d’ou W N /—1W = {0} d’ou
V=WaJ/-1W. O
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B.8.2 Conditions de Riemann

On rappelle que le tore complexe M est une variété abélienne si et seulement si
on peut le plonger dans un espace projectif.

Notre principal objectif va étre d’obtenir des conditions, dites de Riemann, pour
s’assurer qu’'un tore complexe est une variété abélienne. Afin d’obtenir ces conditions,
notre principal outil va étre le théoréme de plongement de Kodaira, en particulier,
sous la forme suivante :

Proposition B.8.3 M est une variété algébrique si et seulement s’il existe une
forme de Hodge sur M i.e une forme fermée positive de type (1,1) de classe de
cohomologie entiére (ou rationnelle).

Partons, donc d’une telle forme w qui s’écrit en coordonnées locales par
=V _
17]

en utilisant le fait que toute forme différentielle fermée est cohomologue & une forme
différentielle a coefficients constants, notre proposition précédente devient

Proposition B.8.4 M est une variété algébrique si et seulement s’il existe une
forme de Hodge sur M i.e une forme fermée positive de type (1,1) a coefficients
constants de classe de cohomologie entiére (ou rationnelle).

Maintenant, comme w est une forme de Hodge a coefficients constants, on peut aussi
écrire que
1
W = —Z qudl'i N dﬂ?j,
2 -
ol la matrice ) = (¢; ;) est une matrice antisymeétrique a coefficients entiers de taille

2n x 2n. En utilisant la formule de changement de bases introduite dans la partie
précédente, on obtient que

1
=g ‘Zﬁ 0. (Ti0dze + T adZy) N (T gdzg + T 3dZ5),
17]7a7

en développant, on obtient

1
w = 3 Z Qij Tia Tip dzo N\ dg

i?j7a7ﬁ

1
+5 D i Tia Tip 42 A dZ5

i,5,0,3
1 .
+ 5 'Zﬂ Gij (Tia Tig — i Tja) dza N dZ5.
27]7a7
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( Remarque. Pour la derniére égalité, on utilise le fait que
—Ti g Tja A2a NdZg = T8 Tjo dzg N\ dZg.)

Comme w est une forme de Hodge, elle est de type (1,1), ce qui est équivalent au
fait que les deux premiéres lignes de ’égalité précédente doivent étre nulles, ce qui
est équivalent au fait que

Gij Tia mip =0 V(i j,, )
ce qui peut se traduire matriciellement par
TIQTI = 0.

De plus, toujours par le fait que w est une forme de Hodge donc positive, on obtient
que w est positive si et seulement la matrice

1 —
v (g—mma T~ s m)) - —V-1'ToI

est une matrice hermitienne définie positive. On obtient ainsi la premiére condition
de Riemann qui s’énonce ainsi :

Théoréme B.8.5 M est abélienne si et seulement s’il existe une matrice antisy-
métrique a coefficients entiers Q) telle que

IQTI = 0,

et
—v/—1 TIQTI > 0.

Il y a un corollaire a cette premiére condition, en I'exprimant en fonction de la
matrice IT = (I1,1T). En effet, on a

~ = ani — tHQﬁ TIQII

t _ 1 — o

HQH_(tH)Q(H H) (tHQH tHQH)’
or IQII =! TIQII = 0 et TIQI = —TIQII d’ott

~ = H 0
J— J— t —
g (40,

avec H > 0. Ainsi on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.8.6 M est abélienne si et seulement s’il existe une matrice antisymeé-
trique a coefficients entiers Q) telle que

~ = H 0
—a) — t —
avec H > 0.
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Passons a la seconde condition de Riemann qui s’exprimera en utilisant le chan-
gement de bases duales du précédent i.e avec la matrice des périodes. On rappelle
que nous avons les deux égalités précédentes :

Q= I,
Q= 0 °

que la premiére égalité peut encore écrire
Q=1""

On obtient alors 1'égalité

V1 HIIQIT! = —/—1 'QQ0.
D’ou la seconde condition de Riemann qui s’énonce ainsi

Théoréme B.8.7 M est abélienne si et seulement s’il existe une matrice antisy-
métrique a coefficients entiers Q) telle que

10010 = 0,

et
—/—1'00Q7'Q > 0.
et avec le méme corollaire que précédemment :

Corollaire B.8.8 M est abélienne si et seulement s’il existe une matrice antisymé-
trique a coefficients entiers Q) telle que

s (H 0
—v-10Q Q‘(o —tH)’
avec H > 0.

La derniére condition de Riemann s’exprime a I’aide du lemme B.8.1 démontré
a la fin de la partie précédente. Comme w est une forme de Hodge a coefficients
constants, on peut utiliser le lemme B.8.1, il existe alors une base {1, ..., \,} telle
qu’en termes de coordonnées réelles xq, ..., z9, sur V, on ait

n
W = Z 5zdl’l VAN den_H,
=1

ou les §; € Z* (car w est définie positive). La base {1, ..., \,} étant aussi une base
complexe de V' (voir corollaire B.8.2 ), on peut considérer la base {ej,...,e,} ou
e; = 5{1/\1-. En écrivant la matrice de passage de la base {dv1,...,dy,} a la base
{dey, ...,de,}, qui est égale a la matrice des périodes, s’écrit

Q=(0; Z).
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On utilise alors la condition de Riemann II appliquée a ces bases. On doit donc avoir
Q10 =0,

et
—V/—11007'Q > 0.

Ce qui dans ces bases, nous donne

() () () - 215772

et

0< —v=1( Ay Z)(AZ1 Agl)<%5>:—\/—_1(2—t7):21mz.

Ce qui nous donne la condition de Riemann III :

Théoréme B.8.9 M est une variété abélienne si el seulement s’il existe une base
entiere de {1, ..., \an } et une base complexe {eq,...,e,} de V telles que

Q=(4s Z).

avec Z symétrique et ImZ > 0.

B.8.3 Polarisation

Définition B.8.10 La classe de cohomologie [w] d’une forme de Hodge sur une
variété abélienne M est appelée polarisation de M.

D’apres ce qui préceéde, il existe une base dan laquelle w s’écrit

w= Z 0adxo N\ dTpiq

o 0y € Z et 040011

Définition B.8.11 Les i, sont appelés les diviseurs élémentaires de la polarisation.
Et si 0, = 1 pour tout v alors on dit que w admet une polarisation principale.

B.9 Fibré en droites sur un tore complexe

B.9.1 Notion de multiplicateurs

Commencons par montrer que tout fibré en droites sur C™" est trivial, pour cela
il suffit de montrer que Pic(M) est trivial. Pour cela, on sait que grace au lemme de
Poincaré

AN C", 0) =0,
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mais aussi que comme C" est contractile, on a
H*(C",7) = 0.
Et donc la suite exacte courte
HHC", 0) — A (C", 0%) — H#*(C",7)

devient

0 — HHC", 0%) — 0
don 1 (C", 0%) = 0. Or# (C", 0*) = Pic(M) donc Pic(M) = 0.

Prenons maintenant un fibré en droites L — M. On peut alors considérer son
tiré-en-arriere 7*L de L sur V', qui est par ce qui précede trivial, on peut donc en
particulier considérer une trivialisation globale

¢o: 'L —V xC.

Maintenant on sait que

V(z,\) e Vx A\, (n°L), = Lnzy = (7" L) 1 4x,
de plus nous avons isomorphisme entre chaque fibre et C :

¢z : (W*L)Z ;> C et ¢z+/\ : (W*L>z+)\ ;> C
On obtient aussi un automorphisme de C donné par

¢Z+)\ o ¢;17

or un automorphisme de C est une homothétie (non nulle) donc entiérement déter-

minée par

ex(z) € C.
Maintenant, on remarque que 1’on a la relation suivante pour (A, X) c A
ex(z 4+ Nea(z) = ex(z + X)ex(z) = e5,.(2).
En effet, on a trivialement la relation suivante
qbz-i-/\-i-X © qbz_i)\ 0 ¢,1)0 ¢z_1 = ¢z+>\+X o qbz_l
Définition B.9.1 On appelle multiplicateurs de L ’ensemble

{ex € O(V)}aea-
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La donnée d'un ensemble de multiplicateurs caractérise entiérement le fibré en
droites. En effet, réciproquement, si on se donne une famille {e)} ca tel que ey €
0*(V) pour tout A € A. En considérant 'espace quotient

L=(VxC)/~
ou ~ est définie par
(z,0) ~(z+ Nex(z)-¢) V(2N eV xCxA

Alors L est un fibré en droites sur M qui a pour multiplicateurs la famille {ey}xca
en question.

Terminons par remarquer qu’il suffit de définir les multiplicateurs sur une base
entiére du réseau A.

B.9.2 Construction de fibrés en droites

L’objectif de cette partie est de construire un fibré en droites ayant une classe
de Chern positive arbitraire.
On commence par un lemme de simplification :

Lemme B.9.2 Soit L — M un fibré en droites donné, il existe alors une base du
réseau A et une trivialisation globale qui induisent une famille de multiplicateurs sur
la base du réseau {ey,} tel que pour tout o € {1,...,n} on ait

€\, — 1.

@

Démonstration. Si on se donne une base entiére {Ay, ..., Ay, } de A avec {A, ..., A\, }
C-linéairement indépendant dans V. On a alors

V/ZA, s A} = (T,

Et comme Z{\1,...,\,} C A = ker(m), il existe m : Z{\1,..., \n} —> M tel que le
diagramme suivant commute (théoréme de factorisation)

V = M

|

V/ZIM, o A}

De plus, grace au lemme de Poincaré, on a
HH(CH,0) =0 et H*(C)",0)=0
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on obtient alors que la premiére classe de Chern est un isomorphisme i.e
¢, SAH(CH, 0%) = H*((CH",Z),

cela signifie que tout fibré en droites sur (C*)" est entiérement déterminé par sa
premiére classe de Chern. Prenons, maintenant, pour tout fibré en droites L sur M,
une base entiére {1, ..., Ao, } de A tel que

(L) = Z 0adTo N ATy .

a=1
On remarque aussi que x,,, est une fonction correctement définie sur V/Z{\, ..., A\, }
donc [dz,4a] = 0 € Hhp(V/Z{)\,...;  \n}), Aot ¢i(miL) = 7*(ci(L)) = 0 et donc

IT5 est trivial. Si on prend alors une trivialisation ¢ : 77 L — (C*)™ x C, on peut
choisir une trivialisation ¢ de 7*Lqui étend ¢, et nous avons

ex,(2)=1 VYaed{l, .., n}

O
Prenons maintenant une (1, 1) forme entiére positive a coefficients constants, on
sait qu’il existe une base entiére de A tel que

w = Z 00dTo NdTpio 0o €EZL°
a=1
on pose alors pour « € {1,...,n}

€q = (5;1)\a.

De plus cette famille est une base complexe de V' (voir partie précédente) et on a

€1

( )\1 te )\Qn ) = Q7
€n

le

tQ(dﬂﬁl dl’gn):
dzy,
avec

O=(2; Z),

ou Z vérifie
Z=""7 et Im(Z) > 0.

On peut maintenant énoncer le lemme important :
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Lemme B.9.3 Le fibré en droites L — M donné par les multiplicateurs suivants
ex, =1 et ey, 1o =exp(—2miz,) VYa € {l,..,n}

vérifie

Démonstration. Il faut commencer par vérifier que les expressions données sont
bien des multiplicateurs, le fait que ce soient des fonctions holomorphes non nulle
est direct, il reste a justifier qu’ils vérifient la relation

ex. (2 F Ag)ers(2) = exs (2 + Aa)en, (2).

Il y a plusieurs cas a traiter :
(1) «, B < n, alors ici tout est clair puisque touts les termes valent 1.

(2) a <netf >n alorsicion a,
ex,(z+Ag) =en,(2) =1
Il faut donc prouver que

exy(2) = exs (2 + o),
ce qui est le cas puisque la coordonnée a-iéme de A\, est d,, et comme J, € 7Z,
le résultat en découle.

(3) B < mneta>=n,cecas est le méme que le cas précédent, par symétrie des
roles de a et 5.

(4) o = n et 5 > n, pour travailler on va supposer que «, 5 < n et écrire "n + a"
et " n+ p". On a alors

e,\nﬂj(z + Atra)rnia (2) = exp(—27i(28 + Zga + 24)),

car la -iéme coordonnée de A, ;, est Z,3, maintenant on utilise le fait que Z
est symétrique, pour obtenir

€anis (2 T Antag)rnia (2) = exp(—27i(25 + Zag + 2a))

et on conclut en remarquant que la a-ieme coordonnée de A, g est Za,.

Maintenant, supposons que ¢ : 7L — V x C est une trivialisation donnée par les
multiplicateurs précédents. On va calculer la classe de Chern de ce fibré en droites.
Commencons par prendre 6 de L au dessus de U, alors § = ¢*(7*0) est une fonction
analytique satisfaisant

0(z + Ao) = 0(2),
0(z + Miva) = exp(—2im2,)0(2).
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Réciproquement, une telle fonction définit une section de L. Maintenant, en prenant
une métrique || — || sur L qui s’écrit

16(=)]1* = h(=)|6(=) P,

pour toute section 0 de L. De plus, la fonction A satisfait alors pour tout A € A

h(2)0(2)* = [10(2)[* = h(z + N)[0(z + N)[*.
d’ou
h(z+ Aa) = h(2),
R(z 4 Anta) = | exp(2im2q)[2h(2).
Et réciproquement, toute fonction A définit une telle métrique sur L. Maintenant,
en décomposant la matrice de passage Z en partie réelle et imaginaire i.e sous la

forme Z = X + /—1Y, en particulier comme Y > 0, Y est inversible et on pose
W =Y =1 On a alors que la fonction

h(z) = exp(r/2 3 Was((20 — %) (25 — T — 2iY35)
af
vérifie les propriétés précédentes et définit donc une métrique sur L.
Maintenant, on va calculer la courbure associée a cette métrique

1
O = 00log 7
o .
= Taa(z Was((2a — Za) (25 — Z5 — 21Y3))
of
— T
= Ta(z Wap((2a — Za)dzs + (25 — 25 — 2iYp)dza)
of
=7 Y Wapdza A dZj.

a’/B

Maintenant en utilisant le fait que

dzg = 0,dT, + Z 2080dT 043,

B
%5 = 6odto + Y Zagdinis.
B

On trouve que

O =7 Wapbadsdza A dZ5

a?ﬁ

+ 7 Z Wa,g(sa(Z_g,y — Zg,y)dl’a N d{L‘n_;,_7
a,By

4+ Z WaﬂéaZ_ﬂndexnﬂ N dzyy.
a,B,7m
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Pour conclure, on utilise le fait que Z =! Z et que W =! W, d’ou la nullité de la
premiére et de la derniére ligne dans ce qui précéde. Ainsi

OL =7 Y Wapda(Zsy — Zpy)da A dnis

a,By
d’ou
O =mV=1)_ WapbaVsydaa Adtp
a,Byy
et ainsi
O, =7mv-1 Z 0adzo A ATy r,
a,By
ce qui donne bien
v
c(L) = [7@] = [w].

O

B.9.3 Reésultats concernant le translaté d’un fibré en droites

On considére un fibré L — M de classe de Chern positive. Prenons p € M et
posons 7, la translation dans M de vecteur p. On peut alors considérer le fibré 7 L.
On a alors les deux lemmes suivants

Lemme B.9.4 On a l’égalité suivante :

(L) = (L)

I

Démonstration. On sait que

c (T;L) =T,C1 (L).

Or, on sait que la translation 7, est homotopique & l'identité et que le tiré-en-arriére
est un invariant homotopique d’ou

ci(rp L) = Id e (L) = c1(L).

O
Et le second lemme est le suivant :

Lemme B.9.5 Tout fibré en droites ayant une classe de Chern nulle peut-étre réa-
lisé grace a des multiplicateurs constants.

Démonstration. On considére le diagramme de faisceaux suivant ou les lignes sont
des suites exactes courtes :

0 - Z — 0 — 0 — 0
I
0 - %72Z —- C — C = 0
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qui nous donne en cohomologie,

(M, 0) & HY (M, 0% S HYM,Z)

Tiz - Tis !
HY(M,C) 5 HY(M,C") — H*(M,Z)
Déja, grace au théoréme de Dolbeaut, i} représente la seconde projection dans la
décomposition de H'(M,C) en H'(M)"Y @& H*M)%! donc elle est en particulier
surjective. Ensuite, soit 6 € ker(cl) alors par exactitude on a 6§ € Im((Q2), c’est-a-dire
qu’il existe § € H' (M, O) tel que Q(f) = 6. Or comme 7} est surjective, on peut
toujours trouver O tel que ij(0) = #. Par commutativité maintenant, on a

0 =Qoi(0) =i500(6),

d’ott § € Im(i}), i.e 6 est cohomologue & un cocycle a coefficients constants. On

conclut alors en utilisant I'isomorphisme entre le groupe des fibrés en droites Pic(M)

et le H'(M, 0*), qui dit qu’en particulier les fonctions de transition sont alors don-

nées par les cocycles. 0
Nous pouvons maintenant énoncer notre premiére propriété

Proposition B.9.6 Deux fibrés sont translatés 'un de l'autre si et seulement si
leurs multiplicateurs différent d’une constante.

Démonstration. Comme tous les fibrés qui se déduisent de I'un & 'autre par trans-
lation ont la méme classe de Chern, on peut supposer que L a la forme de la propo-
sition B.9.3. Soit p € M, les multiplicateurs de 7,L sont pour a € {1,..,n}

e\, (2) =en(z+p) =1,

Enia(2) = Enirg (2 4 1) = exp(=2im (20 + fa)).
Ce qui permet de conclure. Réciproquement, on suppose que L est toujours donné
par les multiplicateurs de la proposition B.9.3 et que L’ est un autre fibré dont les
multiplicateurs différent de ceux de L par une constante, de plus quitte & utiliser le
lemme de simplification B.9.2, on peut supposer que pour tout a € {1,..,n}

€y, — 1,

/ —
v = Cnta " Ca-
V=1

o 27

Alors en posant p =Y log(ca) - €q €V, 0n a que L' = 7 L. O
Proposition B.9.7 Deux fibrés sont translatés ['un de 'autre si et seulement si ils

ont la méme classe de Chern.

Démonstration. Le sens direct est une conséquence directe d’'un lemme qui pré-
céde. Pour le sens réciproque, on se donne deux fibrés L et L' sur M ayant la méme
classe de Chern, on a alors directement que

a(L*@L)=c(l)—ca(L)=0.

Alors en utilisant la proposition B.9.6, les multiplicateurs de L* ® L’ sont des
constantes. Or par définition les fonctions de transition de L* ® L’ sont les rap-
ports des fonctions de transition de L’ et de L. On conclut alors facilement. O
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B.10 Théoréme de Riemann

B.10.1 Fonctions et diviseurs Théta

Nous conservons les notations de la section précédente. Soit donc V' un espace
vectoriel complexe de dimension (complexe) n > 1, soit un réseau A C V et soit le
tore complexe M = V/A. On supposeras, de plus, que M est une variété abélienne.
Dans la section précédente, nous avons introduit la notion de multiplicateurs et
réalisé tout fibré en droites positif L — M comme quotient du fibré trivial V' x C.
Nous allons maintenant décrire les sections de tels fibrées que 'on réalisera comme
des fonctions holomorphes entiéres sur V' satisfaisant des équations fonctionnelles
imposées par les multiplicateurs. L’étude de ces fonctions nous permet de prouver
le résultat suivant :

Théoréme B.10.1 Soit L — M un fibré en droites positif et 61, ...,0, les diviseurs
élémentaires de la polarisation ¢ (L) de M. Alors

R°(L) = dim(H°(M, O(L)) = ﬁ 5.

=1

Démonstration. Choisissons une base {\i, ..., Ay, } une Z-base de A telle que en
terme des coordonnes duales z, ..., xo, on ait

i=1

Posons pour tout i € {1,--- ,n}, v; = \;/d;. On choisit z1, ..., z, les coordonnées
complexes correspondantes sur M i.e. pour lesquelles la matrice des périodes Q) de
A est normalisée sous la forme

Q= (As,2)
avec Z symétrique et Y = Im(Z) > 0.

Le résultat B.9.7 nous dit que le fibré L est déterminé a translation prés par sa
classe de Chern, donc le fibré Ly donné pour tout i € {1,---n} par les multiplicateurs
uy, = 1 u}\nH(Z) _ 62W\/?1Zi,

a la méme classe de Chern que L. Par ailleurs h°(L) étant invariant par transla-
tion on pourra supposer que L = 7,Lg ou 7, désigne la translation par u et

w= % zn: Zi V.
i=1

Des multiplicateurs définissant L sont donnés par
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Vz € V; 6)\i<z> = U/\i<z_ﬂ) = 17

SV (Z> = Uy, (Z — M) = 6_27“/_7121'_7"\/—7121',1‘.

Par conséquent toute section 0 de L est donnée par une fonction holomorphe
entiére 0 sur V satisfaisant les conditions suivantes pour tout i € {1,--- ,n} et pour
tout z € V :

(1) 0(z+ X) = ex(2)0z = 0(2),
(2) 0(2 + )\n+z) = €exp (2)9(2) — e—?wﬁzi—ﬁﬁZi,ie(Z).
D’aprés la premiére condition, 6 est périodique par rapport au sous-groupe Ay C

A engendré par les {\,...,\,}, elle admet donc un développement en séries de
Fourier sous la forme

Vz eV, 0(z) = > aexp(2mV/—1(1, 2)),

leAT

ot A} désigne le réseau dual de A; vu comme réseau de I'espace vectoriel réel en-
gendré par {\, ..., \, }. En posant # la base {g_z}ie{l,...,n}a onaque Matz(A, ..., \p) =
As donc on a A} = A;'Z" d’ott (moyennant un changement d’indice)

(x)Vz eV, 0(z) = Z ajexp(2mv/—1{1, A5 'z)).

lezn

La condition (2) impose alors des conditions sur les coefficients de Fourier (a;);ezn
de 6 : pour tout Vi € [|1,n]|] et pour tout z € V', on doit avoir

62+/\i+n = Z alel'p(Qﬂ- v _]‘<l’ Agl(z + )\1+n)>)

lezn

= Z aexp(2mV/—1{, A5t Niyn).exp(2mv/—1(1, A1 2)).

lezn
Or d’aprés (2)

9(2, + )\n-‘ri — 6—27'(\/?121‘_7'(\/?121',2'9(2)

= ¢ 2Vl 12 ajexp(2mV/—1{1, A5 '2))

lezn

= Z al+A56iexp(—7rv _1Zi,i)-6$p(27r\/ —1<l, Agl(z + )‘H-n)))

lezn

Donc, par unicité du développement en séries de Fourier, nous obtenons

(%) appge, = exp(2rvV =11, Ashpyi) + ™V —=1Z;;).a; .
Ainsi 0 est complétement déterminé par le choix des coefficients
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{CL[ / = (ll, ,ln> e 7" Vi € [|1,n|],0 <l < 6@}

par conséquent on a

R°(M, 0 (L)) < ﬁa

Pour prouver 1'égalité il faut vérifier que toute série de Fourier de la forme pré-
cédente est convergente. On a

0(z) = > (> appexp@evV=1{'+1,A;'z)))

OSl; <6;Vi leAsZ™

= Z e:cp(27r\/_ U, A5 Zal/+A51 exp( 277\/_<A5l A z)))-

0<l/<6;Vi lezn
Posons alors pour tout I’ € Z™ tel que pour tout i € {1,--- ,n}, 0 <1} <9, :

—1/1’ AL — -1
(**) Ql/(Z) _ 627r\/ (A z) E al/+A§l‘62ﬂ—\/ I(Asl,A; z))
lezn

Par linéarité de la relation de récurrence (x) entre les coefficients, une fonction
Théta générale est de la forme

9(2) = Z al/ﬂl/(z),

0<l'<o

il suffit donc de prouver que les séries (s*) convergent. En notant b, = ay4ay, on a
pour tout i € {1,--- ,n}:
bl+6i - al'+A5l+A58i

, 1 . — L
GQW\/TI((Z +A50),A5 )‘"+1>+7r\/71Z1’1'al’+A5l

eQwﬁ(l,An+i)+27T\/—71(l’,Ag1An+i>+Tr\/lei,i'

On résout ces relations en posant
b = e /=L Z)+2m/—T(AS Z1)
i.e.
by = e~ (l,Y1)—2 <Agll’,Yl)'
ouY = Im(Z), or Y étant définie positive nous avons
(LYl > .||l
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pour une certaine constante ¢ > 0 et

(A, YD < ]

pour une certaine constante ¢’ > 0. Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0
telle que

—cllt]]?

|bl| <e

pour ||I|| assez grand. Ainsi les séries (%) convergent uniformément sur les com-
pactes de V ~ C". 0]

Notons maintenant que si w = ¢;(L) définit une polarisation principale de M
alors H°(M, O(L)) est de dimension 1 et est engendré par la section 6 correspondant
a la fonction

0(z) = Z VL2 w1 (L2)
lezr

qui satisfait pour tout i € {1,-,n} et pour tout z € V" :

0(z 4 €;) = 0(2),0(z + Appy) = e 2V 1EHZ0/2) g(2) et 0(2) = O(—2)

La fonction ¢ précédente est appelé fonction 6 de Riemann de la variété prin-
cipalement polarisée (M, [w]), le diviseur © = [0] = w({z / 6(z) = 0} est appelé
diviseur théta de Riemann de la variété principalement polarisée (M, [w]). De plus,
comme h°(M,0(L)) = 1, © est entiérement défini par L et par conséquent est
défini a translation prés par la polarisation [w].

B.10.2 Variétés Jacobiennes et application d’Abel Jacobi

Prenons S une surface de Riemann compacte de genre ¢ > 1. On sait que
H,(S,Z) est un groupe abélien de rang 2g dont une base est formée d’éléments
{M,...724} ayant un nombre d’intersection nul sauf pour les cas suivants :

Vi Vg+i =1 €t Ygrj - = —1,

pour tout j € {1,--- ,n}.Une telle base est appelée base canonique. On considére
une base {wi,...w,}de 'espace (S) des 1-formes holomorphes sur S. On définit
alors le vecteur période par

e

71

ffyl Wy

et la matrice des périodes de taille 2g x g par

)‘j:

M=( A - Ay ).

On a les 2 résultats suivants dont on renvoie & |42] pour les démonstrations :
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Lemme B.10.2 II ne dépend que des classes d’homologies des courbes ;.

Lemme B.10.3 les vecteurs Ay, ..., Aoy sont R-indépendants.

On peut ainsi définir le réseau dans C9 :
A — Z)\l @ @ Z)\Qg

et donc le tore complexe
7 (8) = CY/A,
que 'on appellera jacobienne de S. Un résultat important concernant les variétés

jacobiennes est le théoréme des relations bilinéaires de Riemann, on renvoie toujours
a [42] pour la démonstration :

Théoréme B.10.4 La matrice des périodes 11 vérifie les deux relations suivantes

OO =0 et v—1IQ'TI >0

0 I
o=( % ¢)
O

Un des corollaires important de ce théoréme est le suivant (on consultera toujours
[42] pour une preuve) :

o

Corollaire B.10.5 Pour toute base canonique H1(S,Z), il existe une base de (S)
dans laquelle la matrice des périodes s’écrit

n= (1, 7).
Une telle matrice est dit matrice de périodes normalisée et vérifie
Z =7 et Im(Z)>0.

O
Il en résulte que si xq, ..., T24 sont des coordonnées réelles sur C? duales a la base
{A1, ., Agy} la forme

g
w = Z dzr; N dxgy,

i=1

définit une polarisation principale sur ¢ (5) = C7/A.

Nous définissons maintenant 'application d’Abel-Jacobi :
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Définition B.10.6 Soit pg € S un point fizé. L’application d’Abel-Jacobi est définie
par
e Div(S) — _Z(9)
D = Zi:l np; = (Zi:l U pi Wi, ..o Ei:l n; pIZ) wg)

Notons que la définition est indépendante du choix d'un chemin d’intégration du
point py aux points du diviseur car deux tels chemins différent d’un cycle.

Nous définissons également les symétrisés de S par :

Définition B.10.7 Soit d € N*. On définit S\Y le d-ieme symétrisé de S comme
étant l’ensemble de tout les diviseurs effectifs de degrés d. On notera encore i la
restriction de Uapplication d’Abel-Jacobi ¢ S et Wy = pu(S@).

Nous admettrons les résultats suivants (on renvoie toujours a [42| pour les dé-
monstrations)

Proposition B.10.8 Soit d € N*. On a alors :

(1) SD est une variété complere de dimension d.

(2) L’application i : SY — 7(S) est holomorphe et sa différentielle est généri-
quement de rang mazimal (pour la topologie de Zariski).

(3) L’image Wy est une sous variété analytique de dimension d de # ().

Théoréme B.10.9 La restriction de i a S\9 est surjective ie W, = _#(95).

B.10.3 Le théoréme de Riemann

Nous avons en vue le théoréme de Riemann pour les variétés abéliennes principa-
lement polarisées d’aprés lequel le diviseur © de la jacobienne de S est un translaté
de W91, Nous commencons par un premier résultat utile a la démonstration :

Lemme B.10.10 Soit A € #Z(S). On note ©) = (6)) (ot 0\(2) = 0(z — X)) le

diviseur théta du fibré translaté Ly = 7y L. On a alors deux cas possibles :
(1) La courbe A%(S) est inclue dans O,

(2) Le nombre d’intersections comptées avec multiplicité de AL(S) avec O est g.
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Démonstration. N
Supposons que 4(S) ¢ ©. Soit z € S alors p(z) € O si et seulement si O(u(z)) =
0, il suffit donc de compter les zéros de la section p*0 de p* L.

On identifiera la base {71, ...,724} de Hy(S,Z) définie a la section précédente &
des cycles les représentant et vérifiant pour (i,7) € {1,---,g}* tel que i # j :

Yi N Y =D = Yopi N Vgrs €6 F (Vi N Ygpi) = 1.

En découpant S le long des (7;)ic(1,.. 29}, On peut représenter S comme un poly-
gone A dans le plan complexe dont les cotés parcourus dans ’ordre induit par ['orien-
tation de DA correspondant aux cycles i, v,41,7; ngrll, Vi Yaris Vi 75;32- e
En notant iz : A — C9 le relevé de p donné par l'intégration de py a z dans A, alors
d’aprés le théoreme de l’argument, le nombre de zéros de 1*6 est donné par

1 ~
/T Jon dlog(8(1u(2))).

Nous allons évaluer cette intégrale en calculant séparément la contribution des
cotés v; et v, 1, Yg+i €t ”ngi- Si z et z* sont des points correspondants sur ; et v !
respectivement alors

(2 /Wz /wz / w; + /wz /wz—Zﬂ,
Yg+i

i.e.
(") = 1(z) + A1,
d’ou
O(i(=)) = e 2T 2002 ().
Donc

dlog(0(fi(z)) + dlog fi(2))

1
27y —1 v 27r\/

dlog _gm/fuﬁj(z)%,j/?))

- [ e

J

:/szl.
v

J

27r\/_
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En transposant ce raisonnement a 7,4 ;, fygj:j si z et z* sont des points correspon-
-1 .
dants sur 7,4, et 7, on obtient

ainsi 0(p(z*)) = 0(u(2)), et

dlog(6(1i(=)) dlog(6(p(2)) = 0.

1
+ -
2/ —1 J-1

Vg+j

1
2my/—1 Yot

En sommant toutes ces contribution nous obtenons que le nombre de zéros comp-
tés avec multiplicité de p*0 dans A est g.
O

Pour A € #(S), écrivons le diviseur (;*6)) sous la forme

(17 0y) = pr(A) + ... +pg(N).

On a alors le lemme suivant :

Lemme B.10.11 [l existe une constante k € _Z(S) telle que VA € F(S) tel que
w(S) ¢ ©, on ait

Zﬂ(pi(/\)) +r=A

Démonstration. Comme précédemment, en représentant S comme le polygone A
dans le plan complexe, et en notant p : A — CY le relevé de i, nous avons que "6y
s’annule exactement aux points z;(\). Et donc par le théoréeme des résidus, on a

1 ~
B 271'\/—1 (')Aluz

Pour conclure, on calcule cette intégrale de la méme facon que dans le lemme
précédent. O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme de Riemann :

> Hi(z(N) (2).dlog(6x(7i(2)).

Théoréme B.10.12 Si k désigne la constante du lemme précédent alors
O = Wg—l + K.

Démonstration. On commence par prouver que W,_; C ©_,. Soit D = p; +
oDy € S un diviseur générique. Nous avons alors que les points (Pi)ief1,qg sSONL
deux & deux distincts, la différentielle de p : S — #(S) en D est injective et,
p(S) ¢ Oyt p(py- En posant

A= (D) +~,

on a alors, par le lemme précédent,
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OxNu(S) =p1(A) + ... +py(N).

Comme 0(p) = 6(—p) et en utilisant le fait que pour tout ¢ € {1,---, g},
Ox(u(pi(N))) = 0, on obtient

O(1(pr(N) + . + p(pg—1(A)) + &) = O(X — p(py)) = Ox(1(py) =0

B O (1) + . + (py1)) = 0.

Ainsi ¢1*0_,, s’annule sur un ouvert de Zariski de SU=1, et donc, par continuité, sur
S~V en entier. Ce qui nous donne bien W, ; C ©_,.
Maintenant ©_,, et W,_; étant des diviseurs de _#(S), nous pouvons écrire

6_5 = CL.Wg_l + @/

pour a € N* et ©" un certain diviseur effectif de #(5). Nous montrons d’abord
que a = 1 puis que © = 0. Pour cela, remarquons que #(u(S), W,_;) > g. Comme
involution  — —x agit comme l'identité sur Hy(_Z (S)) = Hi(_Z (S))NH:1(_Z (9)),
le cycle —p(S) est homologue & p(S). Prenons A = pu(p1) + ... + p(p,) un point
générique 7 (S) tel que —u(S) & Wy_y — A, alors —u(S) et Wy_q se rencontrent en

des points isolés, et pour tout ¢ € {1,---,¢g} on a
= M(ij) —AeW,1 = A
J#i

Ainsi #(u(S), W,—1) > g. Or nous avons
W F(u(S), Wy 1) + #(u(S), &)

Comme nous pouvons choisir A de sorte que u(S) ¢ ©' + A, alors #(u(S5),0’) > 0,
ainsi a = 1, #(u(S), Wy_1) = g et #(u(S),0’) = 0. Il reste & montrer que ©' = 0.
Comme #(pu(S),0") =0,

YA€ F(S) u(S) N6 £ 5 = u(S) C O

il s’en suit que

Vie 7(S)e\nW, =g =W, C 0O,

car nous avons la suite d’implications suivante :

1(p1) + p(p2) € O

= (1(p2) € Oxtu()
= Vp3 € S, pu(p3) € Oxnipip)
= Vps €S, p(p) + p(p;) € O
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= Vpi.ps €S, pu(py) + pu(ps) € O)

ainsi Wy C ©). D’oti par récurrence immeédiate
VneN*Vie #Z(S)e\nW,+#a=W,Co6\.

Or, d’aprés le théoréme d’Abel-Jacobi W, = # () ainsi O\ N W, = @ i.e. ©) = 0.
0J
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Annexe C

Mémoire M2 : Sur les solitons de
Kahler-Ricci dans les variétés de
Fano toriques
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Introduction

Un probléme célébre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique
d’Einstein. Une telle métrique g est une métrique riemannienne qui est proportion-
nelle & son tenseur de Ricci, noté Ric, c’est-a-dire qu’il existe un réel \ appelé
constante d’Einstein tel que

Ric = )\g.

Cette équation est importante car elle est reliée & [’équation d’Einstein :

1
R, — §gWR + Ag = KT,

qui décrit en relativité générale comment la matiére et ’énergie modifient la géomé-
trie de 'espace-temps. Dans ce mémoire, nous nous placerons du point de vue de la
géométrie complexe et nous travaillerons en particulier sur des variétés kahlériennes
compactes, ainsi toute métrique ¢ induit une (1, 1)-forme réelle w que 'on appelle
forme de Kdhler et on peut s’intéresser & une équation similaire :

Ric(w) = I,

ou Ric(w) est la forme de Ricci associée ¢ w. Une métrique vérifiant une telle équa-
tion sera appelée dans ce cas métrique de Kihler-Einstein.

Pour étudier cette équation, il existe un lien entre ces métriques et la conver-
gence du flot de Kdhler-Ricci. Ce dernier consiste en une famille w; de métriques
kdhlériennes dépendant d’'un parameétre de temps t variant dans un intervalle de R
de la forme [0, T ou T € R U {+o0} vérifiant

9 .

aw = —Ric(w), wlt=o = wo,

oll wy est une forme de Kahler fixée au départ. On peut montrer qu’il existe une
solution maximale & cette équation définie sur un intervallee [0, T},4.[ 00 Tpar € RU
{+00}. L’idée maintenant est de déterminer 7,,,, et d’étudier la limite de w; quand
t tend vers T),q.. Ici, les résultats ne sont pas généraux et dépendent d’un invariant
cohomologie de la variété kihlérienne compacte M sous laquelle nous travaillons :
la premiére classe de Chern ci(M). Nous pouvons la définir comme la classe de
cohomologie (réelle) de la forme de Kéhler Ric(w) (pour une forme de Kéhler sur M
quelconque, on montre qu’elle ne dépend pas d’un tel choix). Ce qui sera important,
c’est le "signe" de ¢ (M).

En effet, si ¢;(M) < 0 alors on peut montrer que 7},,, = +00 et que la solution
maximal w(t) de I'équation du flot de Ricei (modulo renormalisation) converge vers
une métrique de K&hler-Einstein. Par contre le cas ot ¢ (M) > 0 est plus difficile,
en effet, on peut montrer qu’il existe des variétés compactes M dont la premiére
classe de Chern est positive (on dit que c’est une variété de Fano) qui n’admettent
pas de métriques de Kéahler-Einstein. Nous introduisons donc la notion de soliton de
Kdhler-Ricci. On dit que (X, g) est un soliton de Kahler-Ricci sur M si
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e X est un champ de vecteurs holomorphe (complexe) sur M,
e ¢ est une métrique kihlérienne sur M
telle que
Ric(wg) — wg = Zx (wg),

oll on a posé :

e w, est la forme de Kéhler associée g,

o Ric(w,) est la forme de Ricci associée wy,

o Zx(wy) est la dérivée de Lie de w, dans la direction de X.
On remarque immeédiatement que cette équation généralise bien celle de Kéhler-
Einstein, en effet il suffit de prendre X = 0 pour la retrouver. L’objectif final de ce
mémoire est alors de montrer I'existence de solitons de Kéhler-Ricci sur des variétés
compactes de Fano "particuliéres". Plus précisement, nous avons en vue le théoréme
suivant :

Théoréme C.0.13 [l existe un soliton de Kdhler-Ricci, qui est unique modulo les
automorphismes holomorphes, sur toute variété compacte torique kdhlérienne de
Fano.

Le mémoire sera divisé en plusieurs parties. La premiére partie aura pour objectif
de définir la notion de variétés toriques et de montrer quelques propriétés intéres-
santes qui réapparaitront a la fin dans la démonstration du théoréme d’existence de
solitons de Kéahler-Ricci. La deuxiéme et la troisiéme partie auront pour objectif de
définir les notions de géométrie kihlérienne nécessaire & la compréhension du mé-
moire. La quatriéme partie et la cinquiéme partie introduisent et étudient la notion
essentielle de flot de Kdhler-Ricci et démontrent les résultats de convergence énon-

cés plus haut. Finalement la sixiéme partie et derniére partie étudie les solitons de
Kéhler-Ricci.

141



C.1 Géométrie symplectique

C.1.1 Variété symplectique
Définitions générales

Dans cette partie, nous allons juste rappeler les notions de variétés symplectiques
et de symplectomorphismes.

Définition C.1.1 On dit que le couple (M,w) est une variété symplectique si :
(1) M est une variété différentielle
(2) we T(NT*M) est une 2-forme fermée non-dégénérée.

Remarque. Pour tout x € M, T, M est un R-espace vectoriel muni d’une forme bili-

néaire antisymétrique non dégénérée w,. Matriciellement, la forme w, est représentée
par une matrice antisymétrique inversible donc

0 # det(w,) = det(—w,) = (—1)"™7=M det(w,).

Cela implique que la dimension de T,M doit étre paire. Or le supremum des
dimension de T, M est égal a la dimension de M donc M est obligatoirement une
variété différentielle de dimension paire.

L’exemple le plus simple mais qui nous servira dans la section C.1.5 est [’es-
pace vectoriel symplectique standard de dimension 2n : (R*",w) ot R?" est I'espace
vectoriel réel canonique de dimension 2n muni de la forme bilinéaire w définie par :

(0 I,
“=\ -1, o )

de plus, si (z1, -+ ,Tp, Y1, -+ ,Yn) sont les coordonnées dans R?" alors
n
w = Z dx; N\ dy;.
i=1

Terminons par la définition de morphismes symplectiques et de symplectomor-
phismes :

Définition C.1.2 Soient (M,w) et (N,n) deuz variétés symplectiques. Une appli-
cation différentiable f : (M,w) — (N,n) est un morphisme symplectique si

f'n=w.

Remarque. Comme w est non dégénérée, d, f est alors un isomorphisme linéaire
pour tout x € M et donc f est un difféomorphisme local.

De plus, si f est un difféomorphisme (global) alors on dit que f est un symplec-
tomorphisme (ou difféomorphisme symplectique). On peut alors définir Symp(M,w)
comme le groupe (pour la composition usuelle des applications) des symplectomor-
phismes de (M, w). Terminons en disant que deux variétés symplectiques sont sym-
plectomorphes §’il existe un symplectomorphisme entre elles.
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Champ de vecteurs hamiltoniens

Dans cette partie, nous allons définir les notions de champs de vecteurs hamilto-
niens et localement hamiltoniens. Pour cela, on considére une variété symplectique
(M,w).

L’idée va étre d’exploiter le fait que w soit non-dégénérée, cette propriété va
induire un isomorphisme entre le fibré tangent et cotangent de M (comme dans
le cas des espaces vectoriels de dimension finie ol un produit scalaire induit un
isomorphisme entre 'espace vectoriel et son dual), cela va nous donner un lien entre
les fonctions lisses de M et les champs de vecteurs de M par 'intermédiaire de leur
application tangente.

Plus précisément, 'isomorphisme (de fibrés vectoriels) entre TM et T*M est
donné par

W’ ™ — T*M
XelT,M — Yw((Y,X)eTiM) "

Maintenant, si f € €°°(M,R) alors df € T*M, donc l'isomorphisme précédent nous
donne 'existence et 'unicité d’un champ de vecteurs Xy vérifiant

w(Y, X¢(x)) =df,(Y) VY € T,M,
ce qui nous conduit a la définition suivante :

Définition C.1.3 Soit f € C*°(M,R), On appelle champ de vecteurs hamiltonien
associ€ a f, et on le note Xy, l'unique champ de vecteurs sur M vérifiant :

w(Y, X¢(x)) =df(Y) VY € T, M.

Remarque. La condition précédente peut encore se ré-écrire, en utilisant le produit
intérieur, de la facon suivante :

Z.Xf (w) = —df

Les champs de vecteurs pour lesquels il existe une application f € €>°(M,R)
vérifiant la relation précédente seront importants pour la suite, ce qui nous conduit
a la définition suivante :

Définition C.1.4 Soit X € I'(T'M). On dit que X est hamiltonien siixw est exacte
i.€.

df € €°(M,R), ixw = df.
On dit que X est localement hamiltonien si ixw est fermée i.e.
d(in) = 0.

On note (M) l’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens et (M) en-
semble des champs de vecteurs localement hamiltoniens.
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Remarque. La définition C.1.4 est compatible avec la définition C.1.3.

Nous avons alors la suite exacte suivante :
0 — H(M) > Hoe(M) "> Hp,n(M) — 0,

ot ¢ est 'inclusion de 57 (M) dans .5,.(M) et 7 est I'application qui a X € J#,.(M)
associe la classe de cohomologie de De Rham de w’(X). En particulier, on voit que
tous les champs de vecteurs localement hamiltoniens sont hamiltoniens si H},p (M)
est nul i.e. par exemple si M est contractile.

Terminons avec une autre caractérisation du fait d’étre localement hamiltonien :

Lemme C.1.5 Soit X € I'(T'M). Le champ de vecteurs X est localement hamilto-
nien si et seulement si le flot (¢y)er de X préserve la forme symplectique w de M
i.e. pjw = w pour toutt € 1.

Démonstration. On utilise la formule de Cartan qui nous dit que
gx :doix+ixod,

et donc comme w est fermée alors

Lxw = d(ixw).
On a les équivalences suivantes :
doixyw=0<+= Lxw=0
— d%gb;‘w lio =0 (par définition de la dérivée de Lie,
on a que %qf):w li—o = Zxw)
= djw=pw =w, Vtel (car ¢y = id).

Pour obtenir la derniére équivalence, on remarque le sens direct vient du fait que

E|t:t0¢tw = %|s:0¢t0+sw = ¢t0 £|s=0¢tw = thong-

O

C.1.2 Action d’un groupe de Lie sur une variété symplectique

Dans cette partie, on fixe une variété symplectique (M,w) et un groupe de Lie
G, d’algébre de Lie g, qui agit sur M par 'application :

op:|GxM — M
(g.x) — g-x°
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Remarque. On rappelle que si G agit sur M alors on définit le stabilisateur d’un
point x € M par
G.={9€G, g-z=uzx}.
Alors on dit que 'action de G est effective (ou fidéle) si
m G, = {1}7
xeM

et que 'action de G est libre si
Vee M, G,={1}.

De plus, on rappelle aussi que ¢ induit un morphisme de groupe entre G et Dif f(M)
par

¢:|G — Diff(M)
g — olg,))

En particulier, 'action est effective si et seulement si p est injective.

Action symplectique

Commencons par la définition d’une action symplectique :
Définition C.1.6 On dit que ¢ est une action symplectique si
9(g,")'w=w, VgeG,
autrement dit si ¢ est un morphisme de groupe entre G et le groupe des symplecto-
morphismes Symp(M) de M.

Pour définir la notion d’action hamiltonienne, nous avons besoin de la notion de
champs de vecteurs fondamentauz.

Soit £ € g. On peut associer a { un champ de vecteurs X¢, dit champ de vecteurs
fondamental associé a & (pour Uaction de ¢) par la formule :

Xe:|M — TM
d .
r — a(b(exp(—tﬁ),a:)]t:o

Remarque. Une propriété importante qui découle de la définition est que X est le
champ de vecteurs sur M dont le flot est donné par (t,z) — ¢(exp(—t§), x).

Le lemme suivant permettra de chercher une condition nécessaire et suffisante
pour que tout champ de vecteurs fondamental soit hamiltonien.

Lemme C.1.7 Soit ¢ est une action symplectique. Tout champ de vecteurs fonda-
mental X¢ (pour Uaction de ¢) est localement hamiltonien i.e. pour tout & € g, le
flot de X¢ préserve la forme symplectique de w de M.

Démonstration. D’aprés la remarque précédente, le flot de X, est donné par
¢r = olexp(—t€), z) or cette application préserve la forme symplectique car
laction ¢ est symplectique, on conclut alors grace au lemme C.1.5. U
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Action hamiltonienne

Passons a la définition d’une action hamiltonienne :

Définition C.1.8 On dit que ¢ est une action hamiltonienne s’il existe une appli-
cation | : M — g* vérifiant

(1) ¢ est une action symplectique.

(2) Pour tout & € g, le champ de vecteurs fondamental X¢ est hamiltonien i.e.

Veé € g, Iut € €°(M,R), ixW = dus.

(3) L’application
©:lg — F°(M,R)

§ —

est un morphisme d’algébre de Lie (ou €°°(M,R) est munie du crochet de
Poisson).

On pose alors
M — g
p — (= pfp)
L’application p est appelée application moment de action de G par ¢.

[

Remarque. L’hypothése (3) de la définition précédente est nécessaire car sans elle
I'application X,Y — {0(X),0(Y)} — 0(|X,Y]) n’est que localement constante, on
demande donc que cette constante soit nulle. On pourra consulter [3| pour plus de
détails.

Remarque. On peut montrer que les actions hamiltoniennes sont définies a partir
de l'application moment de la fagon suivante :

Définition C.1.9 On dit que ¢ est une action hamiltonienne s’il existe une appli-
cation p: M — g* vérifiant
(1) ¢ est une action symplectique.
(2) Pour tout & € g, si on pose us = p — (u(p), &) alors
d,uE = Z.ng,
i.e ut est Uapplication hamiltonienne du champ de vecteurs fondamental asso-
cié a €.
(8) L’application p est G-équivariante i.e.

ot Ad* est l’action coadjointe de G sur g*.

Pour plus de simplicité et de concision dans les énoncés qui suivent, nous intro-
duisons la notion de G-espace. On dit que (M, w, G, i) est un G-espace si
o (M,w) est une variété symplectique,
e (G un groupe de Lie agissant de maniére hamiltonienne sur M et d’application
moment 4.
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Propriétés de ’application moment

Dans cette partie, nous allons énoncer quelques propriétés de 'application mo-
ment qui nous seront utiles par la suite. Pour cela, nous fixons (M,w, G, i) est un
G-espace et nous noterons ¢ 'action de G sur M, g I'algébre de Lie de G et n la
dimension de g comme R-espace vectoriel.

Nous allons commencer par étudier I"application :

X:lg — T(TM)
€|—> X{ ’

Proposition C.1.10 L’application X est R-linéaire et donc définit en particulier
un tenseur
Xel(TM)®g".

De plus, ce tenseur a alors pour expression :
X=) Xe®(&),
i=1

0l (&)iz1,..n est une base de g.

Démonstration. Nous devons montrer que

VEEN €@ xR, X-

§+)\£:Xg+>\-X§.

Commencons par rappeler que

Xe(w) = 2 0(exp(~1€), @) lio

il faut donc montrer que

d ~ d ~ d
T (exp(—t(§ + AE), )|i=0 = %éb(exp(—tﬁ)y ) |1=0 + )\EWGXP(—%% ) |i=o-

Autrement dit, en posant pour tout £ € g :

Qgi R — M
t > plexp(—t),x) ’

nous devons montrer que pour tout x € M :

d d d
g ternel=o = 0% limo A 80 o,

ie.
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Pour le calcul, on va poser :

©=6x:1G — M
y — oy, x)’
ainsi que pour tout £ € g :
H g
— t-

TgZR
t &’

ainsi on a que
(d¢ = O oexporg.

Avant de passer au calcul, nous rappelons que I'application tangente de I'exponen-
tielle d’un groupe de Lie en 0 est égale a I'identité (avec les identifications usuelles)
i.e.

do exp = idg,

et que comme 7¢ est linéaire, nous avons

doTe(1) = 7¢(1) = €.
Maintenant, passons au calcul :

dOQg+)\.§(1) =d.O o dyexp o d07'§+>\.5(1)
= de@ O dng+)\.£(1)
—dOE+ )€
— 0,08) + d.6(\ - ©))
= de@ e} dQTg(l) + A de@ e} dng(l)
= d.© odoexpo dyTg(1) + A+ d.© odgexpo dore(1)
= doﬂg(l) + A - dof2(1).

Ainsi, X est R-linéaire. De plus, d’aprés les propriétés du produit tensoriel, il définit
donc un tenseur
Xel(TM)®g".

De plus, ce tenseur a alors pour expression :
n
i=1

ol (&)i=1,.. » est une base de g et X; = X (&) = Xg,, ce qui permet de conclure.
O
Une conséquence de cette proposition est que la famille de sections X, engendre
un sous-fibré de T'M. La question est de déterminer le rang de ce sous-fibré. Plus
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particulierement, nous allons chercher une condition sous laquelle X va étre injec-
tive i.e. la famille de sections X, engendre un sous-fibré de rang n. Une condition
suffisante va étre que l'action ¢ est libre. Avant de démontrer ce fait, nous allons
devoir étudier plus en détails 'application moment.

Pour cela, on remarque que I'application moment p est une application de M
dans g* et donc son application tangente 7,1t en un point p € M est une application
R-linéaire de 7,M dans g*. Nous allons déterminer 'image et le noyau de cette
application linéaire.

Proposition C.1.11 Soit p: M — g* Uapplication moment d’une action hamil-
tonienne d’un groupe G, d’algebre de Lie g. Alors, pour tout p € M, nous avons

ker dyp = (T,(G - p))“lr == {fveT,M | w|,(v,u) =0 YueT,(G-p)},

et
imdyu =g, :={peg/(p.& =0 VEeg,},

ot G -p est l'orbite de p sous l'action de G et g, est 'algebre de Lie du stabilisateur
G\ de p sous laction de G.

Démonstration. Le résultat découle directement du résultat de géométrie différen-
tielle

T,(G-p) = {XE’p /€€ g} = Vect(Xe, [p, -+, Xe,lp),

(voir [45] pour une démonstration) et du fait suivant
(dot(Y),€) = —ix.w(Y) = w(Y, X¢), VE€g, ¥reM, VY €T,M.
0

Corollaire C.1.12 Si ¢ est une action libre alors pour tout p € M on a que d,u
est surjective i.e tous les points de M sont des points réguliers de application .

Démonstration. En effet, on a

¢ est libre <= Vpe M G,=0
= VpelM g,=0
= VpeM g,=¢"
= Vp € M, d,u est surjective.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.1.13 Si ¢ est une action libre alors le sous-fibré engendré par la
famille de sections (Xg,)i=1,.. n est de rang n i.e. X est injective.
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Démonstration. Nous allons montrer que X est injective. Soit £ € g tel que X (&) =
0 ie.
Vpe M, X¢,=0eT,M,
d’ou
iX£w|p =0e€ T;M
Or ix.wl|, = dpp, nous avons donc d,u : TM — g* est Papplication nulle, ce qui
contredit le fait que T, soit surjective, d’apres le corollaire C.1.12. 0

C.1.3 Variété torique symplectique

Les actions hamiltoniennes qui vont nous intéresser par la suite sont celles don-
nées par l’action du tore T¢ de dimension d sur une variété symplectique de dimen-
sion 2d. Cela nous conduit a la définition de wvariété torique symplectique :

Définition C.1.14 Un triplet (M,w, 1) est une variété torique symplectique de di-
mension 2d si (M,w) est une variété symplectique de dimension 2d munie d’une
action hamiltonienne et effective du tore T? de dimension d et d’application mo-
ment L.

Avant de donner quelques exemples de variétés toriques, nous allons donner une
autre caractérisation des actions hamiltoniennes du tore. En effet, en voyant T¢
comme un produit de d-copies de la sphére S; i.e. T? = S; x -+ X Sy, nous voyons
que T? est un groupe de Lie abélien donc la représentation adjointe et co-adjointe de
T? est triviale. Ce fait combiné au fait que I'algébre de Lie de T¢ est (isomorphe a)
R? nous donne la caractérisation suivante pour les actions hamiltoniennes du tore :

Lemme C.1.15 Soit une action symplectique effective du tore T¢ sur (M,w). Alors
cette action est hamiltonienne si et seulement s’il existe une application p @ M —
(R* (o RY est considéré comme 'algébre de Lie de T?) satisfaisant :

o Pour toute base (&)i=1... 4 de R, Uapplication ps : x — {(u(x),&;) est une
application hamiltonienne associée au champs de vecteurs fondamental X,
invariante par action de T¢ sur M.

De plus, dans ce cas, p sera alors [’application moment de cetle action.

Démonstration. Comme dit plus haut, T¢ étant abélien, on a que la représentation
co-adjointe de T? est triviale donc si p est application moment d’une action du tore,
elle va vérifier

(ulg - m), &) = (u(m), &),

qui peut encore s’écrire
pE(g-m) = pt(m), V(g,m) e G x M,

i.e. u est G-invariante pour tout & € R? et donc a fortiori pour toute base de R,
Ce qui montre que la condition est nécessaire.
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Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de remarquer que par linéa-

rité on a
d

(u(2),€) = 3" N (ul2), &),

j=1

ce qui nous donne que
d
ME — Z )\j ’uij.
j=1

Pour conclure, il faut donc montrer que ué est G-invariante, ce qui est le cas puisque
les 1% le sont, et que u est la fonction hamiltonienne du champ de vecteurs fonda-
mental X¢, ce qui résulte de la suite d’égalités suivante :

d d
dpt = Z Aj dp® = Z Aj ixéjw - i(E?q X)W T X
j=1

j=1
(la derniére égalité résulte de la proposition C.1.10). 0

Cette proposition nous permet de définir facilement des actions hamiltoniennes
du tore. L’exemple le plus simple que nous pouvons construire, mais qui nous servira
a construire toutes les variétés toriques compactes dans la section suivante, est donné
dans la proposition suivante :

Proposition C.1.16 Considérons l’espace vectoriel réel R* de dimension 2d muni
de sa forme symplectique w usuelle :

(0 L
“\ -1, 0 )"

Alors en utilisant lisomorphisme usuel entre R* et C? donné par

I (R*4 — C4

(2, 2 1i<jen (T +iYhigj<n
et celui entre T¢ et (S1)?, nous avons que l'action naturelle de T¢ sur R*! donnée
par
gb : (Sl)d xC? — ¢
(b1, yta) X (21,0 y2a) V> (Li-21,000 ta- 2a)
est hamiltonienne d’application moment
e Ct — R

S Jzal?)
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Démonstration. Il suffit de traiter le cas d = 1 i.e. Paction de S* sur C définie par

gbl S;xC — C
tXxz — t-z°

Commencons par vérifier que cette action est bien symplectique i.e.
o(t,)'w=w,Vt €S.
On sait que w s’écrit en coordonnées locales sous la forme

VT
2

dz N dz,

w =

et donc pour tout t € S;, on a

o, )'w = \/__1d¢(t, JNdP(t, ) = @t-% dzNdzZ = g t]* dzndz = \/2__1

Yy - dzN\dz = w.
2

Ainsi, on a bien que ¢ est une action symplectique.

Maintenant, nous allons utiliser le lemme précédent pour montrer que 'action
est hamiltonienne i.e. il suffit de chercher une application hamiltonienne pour le
champ de vecteurs fondamental associé ¢ qui est un générateur de ’algébre de Lie
Tlgl =17-Rde Sl.

De plus, on sait que I'application exponentielle de groupe de Lie pour S; est
donnée par ’exponentielle complexe usuelle :

exp: | T1S; — $

i-x —> exp(i-x)’

Un calcul simple nous donne alors que le champ de vecteurs fondamental associé a
7 est
Xitx—1i-x,

et un second calcul nous donne bien que p a pour expression
w:]C — R

1 .
—  —|z]?
-

C.1.4 Réduction symplectique

Lemme C.1.17 Soit G un groupe de Lie compact tel que (M,w, G, p) soit un G-
espace.

Alors pour toute valeur réguliére ¢ € M de p invariante sous la représentation
co-adjointe de G, u~'(c) est une sous variété G-invariante de M.
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De plus, si laction de G est libre, M//.G := u='(c)/G est alors une variété
symplectique (dite quotient symplectique de M par G) de dimension égale & (dim M —
2dim G) telle que si on note W la forme symplectique sur M//.G alors elle vérifie

w = 1w,
ot i : put(c) = M est Uinclusion et w: u=t(c) — M/ /.G est la projection canonique.

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n’apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie a [41] par exemple. 0

Lemme C.1.18 Soit un groupe de Lie compact G tel que (M,w,G, 1) soit un G-
espace et soit N un sous-groupe de Lie fermé de G.

Alors Uaction de N induite par celle de G nous donne que (M,w, N, uy) est un
N-espace tel que Uapplication moment uy est définie par

pn =1"op

ot 1 est l'application adjointe de [inclusion i : n — g de l'algébre de Lie n de N
dans 'algébre de Lie g de G.

De plus, si N est un sous-groupe distingué de G alors pour tout ¢ € g* invariant
sous laction co-adjointe de G tel que N agisse librement sur py (c) o ¢ = i*(¢),
alors nous avons que l'action G/N induite par celle de G sur M//.N est hamilto-
nienne d’application moment (p — ¢)|,—1()-

Démonstration. Nous définissons 'action de G/N sur M//.N par

0:|G/NxM//.N — M//.N
(gl lz]) =— lg-2
Il faut montrer que cette application est bien définie i.e. g -z € u]_\,l(c) et que

[g- 2] ne dépend que de la classe de g et de la classe de z. Commengons par montrer
que g -z € uy'(c). Pour cela, on utilise le fait que

2 € py(c) == (u(z) —¢,§) =0, YEen
On a alors la suite d’égalités suivante :

(g - 2) — ¢, §) = (Ady(u(z)) — Adyc, §)
= (u(z) — ¢, Ady—:§)
=0,

donc g - z appartient bien a p,]_\,l(c). Maintenant, pour montrer que [g - z] ne dépend
que de la classe de [g] et de [z]. Pour cela, on utilise le fait que N est un sous-groupe
distingué. En effet, si on prend g := gh un représentant de gN et 2 := h -z un
élément de Vorbite de Nz alors [g- 2] = [(gh) - (h - 2)] = [g - Z], il suffit de prendre
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k=g- (h?L)_lg_1 qui appartient bien a N car N est distingué et de remarquer que
k((gh) - (h-2))=g-z.

Comme (u(z) — ¢,&) = 0 pour tout £ € n et pour tout z € uy'(c) on a que
v:=(u—7c) ‘#_1(6) est & valeur dans I’annulateur n° de n dans g*. De plus, comme on
N

a un isomorphisme entre n° et g/n, on peut voir # comme un morphisme de uy"(c)
a valeurs dans (g/n)*.

Nous voulons passer au quotient I'application v afin d’obtenir une application
v:M//.N — (g/n)*. Il faut donc montrer que pour tout g € N,on av(g-z) = v(z).
Pour cela, on remarque que pour tout g € N, on la suite d’égalité suivante :

On conclut en montrant que v est 'application moment associée & la forme w
définie dans la proposition C.1.17 i.e

{dv, [€]) = —w(-, Xg)),

ce qui est une conséquence directe de la formule vérifiée par @ et par w (voir propo-
sition C.1.17) : i*w = 7m*w. O

Remarque. Comme la projection canonique u : g — g/n est surjective, on a que son

adjoint u* : (g/n)* — g* est injective. On peut alors remarquer (voir la preuve juste
au-dessus) que le plongement affine [ = u*+4¢ nous donne le diagramme commutatif :

pn (€ —>= (")) C g

| |

M ~— (g/n)*.

ou ¢ est la projection canonique. De plus, comme [ est injective et que g est sur-
jective, I'application moment est 'unique application v : M — (g/n)* rendant le
diagramme précédent commutatif.

Notre principale utilisation de la réduction symplectique sera dans la section

suivante pour la construction de variétés symplectiques pour le théoréeme de classi-
fication des variétés toriques compactes.
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C.1.5 Classification des variétés toriques symplectiques com-
pactes

Polytope de Delzant

Définition C.1.19 Un polytope A dans (R™)* est défini comme lintersection de
demi-espaces :

A={ze®) [ (wv)>N ic{l,-- d}},
ot d>n, v; € R" et \; € R.
Pour tout ¢ € {1,--- ,d}, on définit ’ensemble

o :=AN{x e (R")" / (x,v;) = N},

et on dit que o; est une face de A. On dit aussi que v; est alors un vecteur normal
a 0;.
Nous terminons cette section avec la définition d’un polytope de Delzant :

Définition C.1.20 Un polytope A de (R™)* est un polytope de Delzant rationnel
s’il vérifie :
(i) Pour tout sommet p du polytope A\, p appartient  exactementn faces oy, -+ , 0,
dont les vecteurs normauz v;,, - -- ,v;, forment une base de R".

(ii) Pour touti € {1,---,d}, v; € Z".
De plus, si A vérifie la condition suivante :

(111) Pour tout sommet p, les vecteurs normauz sortants {vy,, -+ ,v; } des faces
Ty, 0 contenant p peuvent étre choisis pour former une Z-base de

/S

alors on dit que A est un polytope entier de Delzant.

n

Théoréme de classification des variétés toriques

Nous avons le théoreme de Delzant suivant qui permet de classer les variétés
toriques modulo symplectomorphismes :

Théoréme C.1.21 ] existe une bijection entre les variétés toriques symplectiques
et les polytopes de Delzant donnée par

{variétés compactes toriques et symplectiquesy/ ~ — {polytopes de Delzant entiers}
(M, w,p) — (M) '

ot ~ est la relation d’équivalence "modulo symplectomorphismes”.
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Construction de Ma

Dans cette partie, nous allons nous donner un polytope de Delzant A et construire
la variété torique (Ma,wa, ) telle que pa(Ma) = A ie. nous allons montrer la
surjectivité de 'application décrite dans le théoréme C.1.21. L’idée va étre d’obtenir
M comme le quotient symplectique de I'espace vectoriel symplectique standard de
dimension 2d par I'action naturelle d’un sous-groupe N de dimension (d—n) du tore
T? = RY/277Z°.

Fixons un polytope de Delzant A de (R™)* défini comme l'intersection de demi-

espaces :
A= {.%’ € (Rn)* / <.75,UZ> 2 )\h (AS {17 7d}}7

oud>n,u; €Z"et \; € R.

Nous pouvons voir Z% comme le groupe libre abélien engendré par les d faces
o; de A et donc voir R? comme ’espace vectoriel obtenu en tensorisant : R¢ =
74 ®7 R. Nous pouvons donc considérer 'espace vectoriel symplectique standard
R2d _ Zd ®Z R2.

De plus, sur I'espace R?*? vu comme Z¢ ®7 R? , nous pouvons définir I'action
hamiltonienne naturelle (voir la proposition C.1.16 de la section C.1.3) du tore T¢
définie de la facon suivante :

lat, -+ ,a E a; @ (r;,0; g 0, ® (r;,0; + aj),

ot a1, - ,aq) est la classe de (ap, - ,a,) € R? modulo 27Z% et ot R? ~ C est
muni des coordonnées polaires (r,6). L’application moment est alors donnée par :

e ]Rd — (Rd)*
1 d

zo] rots) = 33505
j=1

ou les o7 forment la base duale de celle des 0.
Terminons les notations en introduisant le morphisme de groupe u : Z¢ — Z"
défini par :
u: 74 —s Z"

Zk o — Zk u;

Ce morphisme est correctement défini grace a la proprlete (i) de la définition C.1.20
des polytopes de Delzant. On note aussi v : R — R"™ le morphisme d’espaces
vectoriels induit par le précédent, il est donné par :

U R? — R”

Z)\ -0 —> Z/\ U
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Gréace a la propriété (i) de la définition C.1.20 des polytopes de Delzant, on
obtient que ce dernier morphisme est surjectif. Enfin par passage au quotient, nous
obtenons un morphisme induit entre les tores T? et T", que noterons encore u :
T¢ — T™. De plus, comme le précédent est surjectif, celui-ci sera aussi surjectif. On

notera alors
N := ker(u : T* — T™),

et
n:= ker(u : R — R").

Par la suite, nous aurons besoin de deux propriétés de 'application u que nous
énoncons maintenant :

Lemme C.1.22 A partir de Uapplication v : RY — R™, nous pouvons définir son
application adjointe u* : (R™)* — (RY)* qui aura pour expression :

ut | (R — (R

d
T Z(x,uj)a;"
j=1

De plus, on a que l'annulateur n° de n dans (RY)* est égal @ imu* :

Démonstration. On rappelle que u* est 'application définie par

?

u* | (RY)* — (RY)*
r — Touw

et que
n° = {z e RY)* /x|, =0}.

Maintenant, comme R? est engendré par la famille (¢;)i=; ... 4 alors (R?)* est engendré
par la base duale (07);—1.... 4, ainsi

d
u*(z) = inaf.
i=1

or pour tout i € {1,--- ,d}, on a, par définition de la base duale, que
z; = (u(z),04) = xou(o;) = (z,u;).

Maintenant, pour montrer que n° = imu* on raisonne par double inclusion. Si
y € im(u*) alors il existe = € (R™)* tel que y = x o u et donc pour tout n € n, nous
avons

y(n) = zou(n) = z(u(n)) = x(0) = 0,
d’ou imu* C n°. Pour l'inclusion réciproque, prenons y € n° alors s’il existe x €
(R™)* tel que y = z o u alors y(©) = xou(h) on 6 € u~'(O). Pour que cette appli-
cation soit bien définie, il faut avoir u~1(0) # (), ce qui est le cas car u surjectif, et
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que y(O) ne dépend pas du choix de 6 dans u~1(0), ce qui est le cas puisque si 0; et
05 appartiennent a u~'(0) alors 0; — 6, appartient n d’ott zowu(f;) = xowu(f). L’ap-
plication ainsi construite prouve que y € im u*, ce qui donne I'inclusion réciproque. [J

Nous pouvons passer maintenant a la construction de notre variété Ma. Pour
cela, on considére I'action de N sur R?? obtenue par restriction de celle de T? sur R??.
Par le lemme C.1.18, I'action de N est encore hamiltonienne avec comme application
moment uy = i* o g ou i* : (R%)* — n* obtenu comme I’adjoint de l'inclusion
i : n < R% On considére maintenant I'ensemble de niveau py'(c) ot ¢ := i*(—\)
avec A := (A, -+, \ag) 1= D00, Nt

Commencons par remarquer que :
py' () ={veR*/3Ize R, puw)+A=u ()}
En effet, on a la suite d’équivalences suivante :

v € uH(e) == pn(v) = = i*(~N)
<~ pn(v) — " (=A) =0
= (p=A)=0
—pu—en’
< u— X €imu” grace au lemme C.1.22.
< Jr e (R")", ul)+\=u*(2)

Maintenant, en utilisant ’expression de 'adjoint u* (que nous avons calculé dans le
lemme C.1.22) et en exprimant coordonnée par coordonnée, on obtient que si

d
v=">0;®(r;0)),
j=1
alors

vE Ly () &= Tr e R, V=1, .d li(z) = (z,u;) — ;=

1\3. | uﬁ\g

En posant [ := (I3,--- ,l,), on obtient que
v € uy'(e) = p(v) € iml.

De plus, I'élément z € (R™)* est entiérement déterminé par v. En effet, on a que

2
re
VJ < {1, ,d}, <33',Uj> :)\]—FEJ
et la famille des {u; / j =1,--- ,d} engendre l'espace R". Et comme, on a que
2
\V/] € {17 7d}a <I7uj> = /\]+§]Z )\j7
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on a que x € A. On peut donc définir 'application suivante :

vilpy () — A
v T

Proposition C.1.23 L’application v vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) v(v) =z € A appartient o Uintérieur de A (c’est-a-dire le complémentaire des
faces) si et seulement si pour tout i € {1,--- ,d}, on ar; #0.

(ii) v est surjectif,

(ifi) Vo € ux'(e), 1(v(v)) = (o),

(iv) Yo € v (z), T -v=v"1(z).
Démonstration.
(i) Sipourun j € {1,---,d}, onar; =0 alors [;(z) = 0 et donc (z,u;) = \; d’ou

x € ;. Pour la réciproque, on peut remonter le raisonnement précédent.

(ii) Soit z € A. On a donc
Vie{l,---,d}, (z,u;) >\,
on peut donc écrire que
Vie{l o dy, () = A5+ ey,

avec €; > 0. En posant r; := 2, /25, on obtient que

Vied{l,---,d}, (z,u;)=X\+

1\3‘ | mjw

Et donc on a que

VJE {1, ,d}, Tj: \/2<l’,’u]'>—Aj.

d

. c 13212 o
Ainsi I'élément v =} %,

(iii) Direct par définition des différentes applications qui apparaissent.

o; ® (r;,0) convient.

(iv) Soit v = 2?21 0; @ (r;,0;) € v1(x) et soit a1, - ,aq) € T On a alors que
d
[y, -+, aq] U:ZUJ®(TJ7QJ+CLJ)7
j=1
donc p([ar, -+, aq-v) = pv) = l(x) € imld’on [a1, - ,aq-v € uy'(c) et plus
particuliérement [a;,- - ,aq] - v € v~ }(z). Ce qui nous donne I'inclusion T¢ -

v C v~ !(x). Montrons maintenant 'inclusion réciproque. Soient deux éléments
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v = z‘;:l o, ® (rj,0;) et v = Zle o; @ (ﬂ,gj) appartenant a v~*(z). On a
alors que pour tout j € {1,--- ,n}:

d’ou
7”]‘ :Fj7 Vj € {1, ,n}.

Ainsi, en posant pour tout j € {1,--- ,n}, a; = 5] — 0;, on obtient
d
U= 050 (r;,0;+a;) = [ar, -+ a4 - v.
j=1

On obtient donc l'autre inclusion v~*(z) C T¢ - v. Ce qui permet de conclure.
U

Proposition C.1.24 L’ensemble de niveau p~'(c) est compact. En particulier, p
est propre.

Démonstration. Pour commencer, comme g~ ! est continue alors 1~ !(c) est fermé
comme image réciproque d’un singleton (donc¢ d’un fermé) par une application conti-

nue. De plus, pour tout élément v = ijl 0; @ (r;,0;) € p='(c), on a:

(T%,"' vr?l) = /L(ZI}) =Cc= Z*<)‘) = <)‘17"" 7/\d)'

Cela signifie que p~'(c) est borné. Donc nous obtenons que p~'(c) est un fermé
borné et comme nous sommes dans R? qui est un espace vectoriel de dimension
finie, 1~!(c) est compact.

Comme 'image réciproque de tout singleton est compact, nous avons que u est
bien propre. O

Corollaire C.1.25 L’ensemble de niveau py'(c) est compact.

Démonstration. En effet, d’aprés la proposition C.1.23, on a que

plpy' () = 1(A).

On conclut grace au fait que p est propre (proposition C.1.24) et que [(A) est
compact comme image d’'un compact par une application continue. 0

Nous allons maintenant étudier Paction de T¢ et de N sur py'(c). Pour cela
nous notons (T¢), (respectivement N,) le stabilisateur de z sous l'action de T¢
(respectivement de V). Commencons par la propriété suivante :

Proposition C.1.26 Nous avons que A° = {V(v) /v € py(c), (T, = {()}}
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Démonstration. Nous allons étudier le stabilisateur de v sous 'action de T dans
le cas ou p(v) € A° ou que p(v) ¢ A°.

Commencons par le cas ou u(v) € A°. En effet, dans ce cas, nous savons grace a
la proposition C.1.23 que

d
v:Zaj(X)(rj,@j)a r; #0 Vje{l,---,d}.
j=1

Soit [ay, -+, aq] € T Supposons que
[a17... ’ad} 'U:U,

nous avons alors que

Vje{l,"' 7d}> ej:8j+a’j?

cela signifie que
Vie{l,---,d}, a; =0.

Nous avons alors que
{(11,“‘ ,ad] = [[)7... 7()]_

Traitons maintenant le cas ou u(v) € A°. Cela signifie que v(v) appartient a k
faces 0j,,--- ,0j,, grace a la proposition C.1.23, cela nous donne que

vie{l, -k}, r; =0.

Quitte & renuméroter, on peut supposer que j; = ¢ pour tout ¢ € {1,---  k}. En
faisant un raisonnement similaire au cas précédent, nous avons alors que

(T%, = {[a1,- - ,ax,0,--- ,0] / a; € R/Z}.

|
Nous allons montrer que 'action de N est libre. Dans ce cas, nous pourrons
utiliser le lemme C.1.17 et obtenir que M = p~!(c)/N est une variété symplectique

Proposition C.1.27 L’action de N sur uy'(c) est libre i.e.
Yo € piy'(e), N, ={0}.
Démonstration. Commencons par remarquer que nous avons
N, = (T%), N N.

En premier lieu, traitons le cas ou u(v) est un sommet de A. Gréace a la propriété
(1) de la définition C.1.20 des polytopes de Delzant, nous obtenons qu’il existe un
ensemble d’indice I = {iy,--- ,i,} tel que v appartienne aux faces o;, -+ ,0;,.
Quitte & renuméroter, on peut supposer [ = {1,--- ,n} et nous avons alors montré
dans la démonstration de la proposition C.1.26 que

(Td)v - {[ala"' ,an70,"‘ ,0] / a; GR/Z}
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Posons alors
(RY), := 77 1((T%),) € R? ot 7 : R — T est la projection canonique,

et
(%), := (R, NnZ-.
Or en considérant u|ga), : (RY). — R envoie les vecteurs {o; / i = 1,---,n}
sur la Z-base {v; / i = 1,--- ,n} (par la propriété (i7i) de la définition C.1.20 des
polytopes de Delzant), nous obtenons que u : (T¢), — T™ est bijective. Ainsi, comme
N = ker(u), nous obtenons que N N (T%), = {0}.
Pour le cas général, si p(v) appartient a une face, il suffit de remarquer que son

stabilisateur va étre inclus dans le stabilisateur d’un sommet appartenant a cette
face. O

Comme dit précédemment, nous avons alors que M := py'(c)/N est une va-
riété symplectique compacte de dimension 2d — 2(d — n) = 2n. En effet, comme N
agit librement sur py'(c), ¢ est une valeur réguliére de uy et donc py'(c) est une
sous-variété fermée de R?? et donc le quotient M := py'(c)/N est une variété sym-
plectique compacte de dimension 2n par le lemme C.1.17. Maintenant, on conclut
grace au point (zi¢) de la proposition C.1.23 et & la remarque qui suit la démons-
tration du lemme C.1.18 que v induit une application moment ayant pour image A
pour I'action naturelle du tore T" = T/N sur M = uy'(c)/N.

Grace a cette construction, nous pouvons obtenir un résultat intéressant qui nous
donne un systéme de coordonnées sur

M°={peM/ (T"),={0}},
donné par ’application moment .

Proposition C.1.28 Soit (M,w, ) une variété torique symplectique. On note A
le polytope de Delzant, et A° 'intérieur de ce polytope. En posant

Me={peM/ (T"), ={0}},

nous avons alors

M° ~ A° x T™.

Démonstration. Par la proposition C.1.24, nous savons que p est une application
propre. De plus comme l'action de T" restreint a M° est libre, on a grace a la
proposition C.1.12 que p est une submersion. Terminons en remarquant que g est
surjective grace a la proposition C.1.23. En résumé, p est une submersion surjective
et propre donc d’aprés le théoréeme de fibration d’Ehresmann, p est une fibration.
Ainsi, pour tout z € A°, il existe un voisinage ouvert U C A° de x tel qu’on ait le
diagramme commutatif suivant

pHU) —=U x p~ ()

S

U.
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En particulier, comme z € A°, on a grace a la proposition C.1.23 que p~'(c) ~ T".
Donc p est une fibration de fibre T". On conclut alors en remarquant que p est
trivialisable car A° est convexe donc contractile. ([l
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C.2 Géomeétrie kahlérienne
Commencons par rappeler la définition d’une variété compleze :

Définition C.2.1 Soit M une variété différentielle réelle de dimension (réelle) 2n.

Une carte complexe de M est un couple (U,v) ot U est un ouvert de M et 1 un
difféeomorphisme de U dans un ouvert de C".

Si (U, 1) et (Us,1b9) sont deuz cartes complexes alors on définit la fonction de
transition par 1o = Py o Pyt YUy NUy) — Y(Uy NUL). On dit alors que M
est une variété complexe de dimension complexe n s’il existe un atlas {U;, 1; }ier de
cartes complexes tel que les fonctions de transitions sont des fonctions holomorphes
entre ouverts de C".

Maintenant, si M est une variété complexe munie d’un atlas {U;, 1; };cr de cartes
complexes, alors on dit alors qu'une fonction f : M — C est holomorphe si pour tout
1€ l,onaque fo wi_l :(U;) € C" — C est une fonction holomorphe. En particu-
lier, nous voyons directement que si on écrit ¢); = (21, - , 2,) alors les z; sont des
fonctions holomorphes. On dit alors que les z; forment un systéeme de coordonnées
holomorphes. De plus, si (wy,--- ,w,) est un autre systéme de coordonnées holo-
morphes alors, comme les fonctions de transitions sont holomorphes, nous obtenons
que pour tout i € {1,--- ,n}, la fonction w; est holomorphe par rapport a z1, -« - , z,,.

Une autre maniére de définir la notion de variété complexe passe par la notion
de structure presque complexe. C’est ce point de vue que nous allons introduire
maintenant, et nous verrons grace au théoréme C.2.5 sous quelles conditions les
deux points de vue coincident.

C.2.1 Etude des variétés presque complexes et complexes
Structure presque complexe et complexe

Commencons par introduire la notion de structure presque compleze :
Définition C.2.2 Soit M une variété différentielle réelle de dimension 2n.

Une structure presque complexe sur M est la donnée d’un endomorphisme J :

TM — TM sur le fibré tangent réel de M vérifiant J|12J = —idg,ar pour tout p € M.
On dit alors que le couple (M, J) est une variété presque compleze.

Remarque. De maniére équivalente, cela revient & demander I’existence d’une struc-
ture d’espace vectoriel complexe sur 7,M pour tout p € M. En effet, J|, permet de
définir une structure d’espace vectoriel complexe sur V' par la formule suivante :

(a+i-b)-v=a-v+0b-J(v), Y(a,b,v) € R xR xT,M.

Et réciproquement si 7,M est un espace vectoriel complexe pour tout p € M, en
définissant J|, comme la multiplication par ¢ pour tout p € M, nous obtenons bien
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une structure presque complexe sur M.

Les exemples les plus importants de variétés presque complexes sont donnés par
les variétés complexes. En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition C.2.3 Si M est une variété complexe alors il existe une structure
presque complexe naturelle sur M.

Démonstration. Soit ¢ : U C M — V C C” une carte holomorphe de M. Comme
1 est en particulier un difféomorphisme, nous obtenons que 'application tangente
dvy induit un isomorphisme :

T,M =5 C" VpeU.

Maintenant, grace a ce isomorphisme, nous poulons définir la structure presque
complexe J par
J(v)=1i-v, YveT,M.

Pour que ceci soit correcte , il faut s’assurer que cette application J ne dépend pas
de I'identification choisie entre T, M et C" i.e. indépendante de la carte holomorphe
choisie. Or, ceci est une conséquence directe du fait que les changements de cartes
sont holomorphes i.e. leur différentielle est C-linéaire.

De plus, si nous prenons des coordonnées locales (21, - , z,) dans M et que nous
écrivons z; = x; +1 - y; ol x; et y; sont des fonctions réelles, nous obtenons que
(%)i:L...n U (%)izlv...n est une base de T, M et que J est alors défini par

0 0 0 0

i=1,--n.

O

Par contre, la réciproque n’est pas vraie. Une structure presque complexe n’induit

pas toujours une structure de variété complexe. Ce qui nous conduit & la définition
suivante :

Définition C.2.4 Soit M une wvariété différentielle réelle munie d’une structure
presque complexe J.

On dit que J est une structure intégrable sur M si J est induit par une structure
complezxe (au sens de la proposition C.2.3).

On dit aussi que (M, J) est une variété compleze, ou que J est une structure
complezxe sur M.

Terminons cette section en donnant une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une structure presque complexe soit complexe. Il s’agit du Théoréeme de Newlander-
Nirenberg, que nous énoncons sans démonstration.

Pour cela, on introduit le tenseur de Nijenhuis N7 défini par

NY(X,)Y) = [X,Y]|+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY].
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Théoréme C.2.5 Soit M une variété différentielle réelle munie d’une structure
presque complexe J. Une condition nécessaire est suffisante pour que J soit une
structure intégrable est que le tenseur de Nijenhuis N7 est nul.

Démonstration. Comme la démonstration n’apporte aucune information utile pour
ce mémoire, on renvoie a [30]. O

Fibré tangent d’une variété presque complexe
Si (M, J) est une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n, nous avons
J|p = —Z.dTp]y[, Vp € M,

ainsi pour tout p € M, J|, admet X? 4+ 1 comme polynome caractéristique et donc
1 et —i comme valeurs propres. Cela induit la décomposition suivante :

TrM :=T,M @ C=T,"M & T" M,

ou T M et THOM sont respectivement 1’espace propre associé a i et —i, et comme
cette décomposition est vraie pour tout p € M, nous obtenons une décomposition
du fibré

T°M :=TM @ C =T""M @ T"' M.

De plus, en remarquant si v € T,M alors

1 1
u= é(u —iJu) + é(u +iJu),

et que
1 . 1.0 1 . 0,1
E(u—zJu) €T, M, §(u—|—zJu) €T, M,

Nous obtenons que T"°M est engendré par les (u — iJu) pour u € TM et T)»' M
par les (u+ iJu) pour u € TM .

De plus, si M est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T1°M
et TO' M sont appelés respectivement fibré tangent holomorphe et anti-holomorphe
de T®M. De plus si 21 = o1 + Y1, , 2n = & + iy, sont des coordonnées locales
holomorphes de M, alors en posant pour tout j € {1,--- n}:

o 1,0 .0
82]‘ o 2<81‘] Z@yj)
et
o 1,0 .0
(%j o 2(81'] —H@yj)’
nous obtenons la proposition suivante :

Proposition C.2.6 Soit M une variété compleze. Le sous fibré TVYOM (respective-

ment T M ) est engendré localement par les sections aiv e ,61 (respectivement
21 Zn

par les sections 8%1, cee a% .

UJ
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Fibré cotangent d’une variété presque complexe

Soit (M, J) une variété presque complexe, on peut définir I'action de J sur le
fibré cotangent T*M par

J:|\T*"M — T*M
a — aqoJ -

Comme J~! = —J, on peut aussi définir
Ja=—aoJ
En remarquant que
JoJ(@)=aoJ 'oJ '=—a, VaeT"M,
nous obtenons que
J? = —idpepr -

Ainsi, nous obtenons aussi une décomposition du complexifié du fibré cotangent
T*M¢ :=T*M ®r C = T*%'M ¢ 7100,

ol les sous-fibrés T*1OM et T*%1 M sont respectivement les espaces propres de J
associés a la valeur propre ¢ et —i. De plus, comme dans le cas du fibré tangent, on
a que T*O0M est engendré par la famille {a + iJa / o € T*M} et que T*' M est
engendré par la famille {a —iJa / o € T*M}.

Le lemme suivant fait le lien entre la décomposition du fibré tangent et celui du
fibré cotangent.

Lemme C.2.7 Soit (M, J) une variété presque compleze. On a alors
TM ={aeT*M | «(Z) =0, VZ €T M}

et
T'M ={aeT*M | a(Z)=0, YZeT""M}

Démonstration. Faisons la démonstration pour le fibré T*%! M. 11 suffit de montrer

que
V(u,w) € TM x T*M, (w—iJw)(u—iJu)=0.
En développant par linéarité et utilisant la définition de J, le résultat en découle
trivialement. 0
De plus, en notant APYM etA%P M les p-iéme puissances extérieurs de THOM et
T M respectivement, de plus on notera APYM = AP°M ® A0 . Nous obtenons
grace aux proprié¢tés de la puissance extérieur que

AEM ~ @D APIM.
pta=Fk
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Les sections de APYM sont appelées formes différentielles de type (p, ¢) et on notera
'espace des formes différentielles de type (p, ¢) par Q»9M. En particulier, nous avons
aussi la décomposition suivante :

AQe(M) = > (M),
p+q=k
ou Qc(M) est le complexifié de I'espace des formes différentielles réelles Q(C) et
Q, (M) = APQH0 @ A1QOL
De plus, si M est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T*0 M et

T*91 M sont appelés respectivement fibré cotangent holomorphe et anti-holomorphe
de TEM. De plus si 2y = 21 + Y1, -+ , 2, = Ty + 1Y, sont des coordonnées locales
holomorphes de M, alors en étendant par C-linéarité la dérivée extérieure et en
posant pour tout j € {1,--- ,n} :

dz; = dx; + idy;
et

dfj = de — Zdy]
nous obtenons la proposition suivante :

Proposition C.2.8 Soit M une variété compleze. Le sous fibré AYOM (respective-
ment AY'M ) est engendré localement par les sections dzy, -+ ,dz, (respectivement
par les sections dzy,--- ,dz,). Et de plus, une base de AP1M est donnée par

{dzil/\---/\dzl-p/\dzjl/\--~/\d3jq, i1<"‘<ip, j1<<]q}

Par la suite, on notera pour I = (i1,--- ,4,) tel que iy < --- <,
dzr = dziy N+ Ndz,,

et
dzy =dzy N A dzip,

Objets holomorphes sur une variété complexe

Dans cette partie, nous allons étudier plus en détails, les champs de vecteurs et
les formes différentielles d’une variété complexe (M, J) de dimension (réelle) 2n.
Nous avons vu dans la proposition C.2.8 que I’ensemble
{dziy N Ndzyy NdZj N Ndzy,, i < <idp, 1 <cer < g}
était générateur de QP9(M). Ainsi, comme d(dz;) = 0, nous obtenons que si
o = ZCZCYLJdZ[ A dEJ,
I,J

ou les ay ; sont des fonctions réelles lisses. Ainsi, day ; appartient a Q(M) et nous
pouvons décomposer day ; en parties de type (0,1) et de type (1,0), et obtenir que
do est la somme d’une forme de type (p,q+ 1) et d’une forme de type (p+ 1, q).
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Définition C.2.9 Pour toute forme différentielle o de type (p,q) sur une variété
complexe Mn, on définit Do comme la composante (p,q+ 1) de da et da comme la
composante (p+ 1,q) de da.

On obtient ainsi deux applications :
O : QPU(M) — QPYHI(M)

et
BE Qp’q(M) — Qp’q“(M).

De la définition, il résulte les propriétés suivantes que nous résumons dans la pro-
position suivante :

Proposition C.2.10 Les opérateurs O et O vérifient la régle de Leibniz i.e.
AaApB)=0(a)AB+ (=1)"* A0,

et
IanpB)=0a)AB+ (=)Ao,

De plus, on a

et
9 =0=090+00 = 0.
O
Maintenant, nous allons interpréter la notion de fonctions holomorphes a 'aide
des formes différentielles.

Proposition C.2.11 Soit f : M — C une fonction lisse. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) La fonction f est holomorphe
(2) Z(f)=0,VZ € T"' M.
(8) df est une forme différentielle de type (1,0).

Démonstration. Cela découle directement de la définition de T%' M et de celle des
(1,0)-formes. O

La définition suivante étend la notion d’holomorphie aux champs de vecteurs et
aux formes différentielles.

Définition C.2.12 Un champ de vecteurs appartenant o T'(TYOM) est dit holo-
morphe si Z(f) est holomorphe pour toute fonction f holomorphe localement définie
sur M.

Une forme w de type (p,0) est dite holomorphe si Ow = 0.

Un champ de vecteurs réel X appartenant & I'(TM) est dit holomorphe si sa
composante X — iJX dans T'(T*°M) est holomorphe.
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Nous avons la caractérisation suivante des champs de vecteurs réels holomorphes.

Lemme C.2.13 Soit X un champ de vecteurs réels sur une variété complexe (M, J).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est holomorphe.
(2) £xJ =0.
(3) Le flot de X est constitué de transformations holomorphes de M.

Démonstration. Cela est juste une ré-écriture de la définition d'un champ de
vecteurs holomorphe. O

En traduisant en coordonnées locales les propriétés suivantes, nous obtenons la
caractérisation suivante :

Lemme C.2.14 Soit M une variété compleze. Alors Z € T(T°M) est un champ
de vecteurs holomorphes si et seulement si Z s’écrit localement Z = 72,0/0z; avec
les Z; des fonctions holomorphes. De méme, w € QY9 est holomorphe si et seulement
si elle s’écrit localement w = > w;0/0z; avec w; holomorphe. O

Notons un lemme trivial dont nous aurons besoin par la suite :

Lemme C.2.15 Soit M une variété complexe. Si X est un champ de vecteurs ho-
lomorphes alors JX est aussi un champ de vecteurs holomorphes. O

Terminons cette section par le lemme 00 local, en bidegré (1,1) :

Lemme C.2.16 Soit w € QF' (M) NQ%(M). On a alors I’équivalence entre
(i) w est fermée i.e. dw = 0.

(7i) Pour tout point x de M, il existe un voisinage et une fonction réelle u définie
sur ce voisinage ouvert U de x telle que

w|y = i00u.

Démonstration. Comme la démonstration et un peu longue et fait appel a des
résultats de cohomologie, on renvoie a [14] par exemple. O

C.2.2 Etude des variétés kithlériennes
Définitions générales

Rappelons qu’une métrique riemannienne g sur une variété différentielle M est
un tenseur qui & tout point p de M associe un produit scalaire (i.e. une forme
bilinéaire symétrique définie positive) sur 'espace vectoriel réel T,M. On dit alors
que (M, g) est une variété riemannienne.

L’idée de cette partie est d’analyser les conditions sous lesquelles, une métrique
riemannienne est compatible avec une structure presque complexe.
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Définition C.2.17 Soit g une métrique riemannienne sur une variété presque com-
pleze (M, J).

On dit que g est compatible avec la structure J si
9l (X,Y) = gl,(J,X, J[,Y), Vpe M, V(X,Y)€ (TPM>2'

Remarque. L’extension par C-linéarité de g & TMC vérifie

o g(Z,W)=g(Z,W), YZ,W € TMEC,

e 9(Z,7) >0,

e g(Z,W)=0, YZ,W € T*°M x T M.
On peut montrer que réciproquement un tenseur symétrique sur 7MC vérifiant ces
propriétés définit par restriction une métrique compatible avec J sur T'M.

Si (M, g, J) est une variété presque complexe telle que g soit compatible avec J,
on définit alors la forme de Kdhler w associée a la métrique g comme la 1-forme
vérifiant w(X,Y) := ¢g(JX,Y) pour tous champs de vecteurs X et Y sur M. De plus,
comme ¢ est définie positive, nous obtenons que w est non-dégénérée. Remarquons
aussi que l'on peut retrouver la métrique a partir de sa forme de Kéahler par la
formule g = w(-, J-).

Définition C.2.18 Soit (M, J) une variété complexe de dimension n. Une métrique
hermitienne h sur M est un tenseur qui & tout point p de M associe un produit
scalaire hermitien (i.e. une forme hermitienne définie positive) sur ’espace vectoriel
complexe TpM(C. On dit alors que (M, h) est une variété riemannienne. On dit alors
que (M, h) (ou (M, h,J) si on veut préciser la structure compleze) est une variété
hermilienne.

Si (M, J) est une variété complexe alors toute métrique riemannienne g compa-
tible avec J définit une métrique hermitienne en posant h := g—1iw. Réciproquement
se donner une métrique hermitienne g est équivalent & se donner une métrique rie-
mannienne g compatible en prenant g := Re(h) et la forme de Kéahler associée g est
alors w = —Im(h), on peut donc aussi parler de la forme de Kihler associée a une
métrique hermitienne.

Définition C.2.19 On dit que la variété riemannienne presque compleze (M, g, J)
est une variété kahlérienne si

e g est compatible avec J,

e la structure presque complexe J est intégrable,

e la forme de Kihler associée w est fermée.

On dit alors que g (ou h voire méme w) est une métrique kihlérienne.

Remarque. Une définition équivalente est de dire qu'une variété kidhlérienne est
une variété hermitienne telle que la forme de Kéhler associée a la métrique est fer-
mée.
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En particulier, nous obtenons que (M,w) est une variété symplectique. Nous
obtenons ainsi une autre définition d’une variété kihlérienne qui fait le lien avec la
géométrie symplectique :

Définition C.2.20 Une variété kihlérienne (M, g, J,w) est une variété complexe
riemannienne et symplectique vérifiant

g(J-7 ) = w('> ')7

ot g est la métrique riemannienne, J la structure complexe et w la forme symplec-
tique.

La motivation principale pour étudier les métriques est di au fait que w est
fermée et que nous pouvons donc appliquer le 9d-lemme (voir lemme C.2.16 et on
obtient que pour tout point x de M, il existe un voisinage et une fonction réelle u
définie sur ce voisinage ouvert U de x telle que

wly = i00u.

La fonction u s’appelle un potentiel de Kdhler local.

Expressions en coordonnées locales

Dans cette section, nous donnons quelques expressions en coordonnées locales.
Si M est une variété complexe de dimension n munie d’une métrique hermitienne h

alors si on prend U, (21, - , 2,) des cordonnées locales alors on a
h’U = E hjﬁdzj &® dzk,
1<jk<n

ol (h;;) est une matrice hermitienne positive & coefficient €. Ainsi, nous avons
alors que

7

wlo = =Tm(h)y = 3 (h=0)|u
7

= 5 ( Z hjEde X dzk — Z hjEde & dgk)
1<j,k<n 1<j5,k<n

= % ( Z hjEde ® dEk - Z @d@ ® de)
1<j,k<n 1<j,k<n

— % ( Z hjEde X dzk — Z hkgdzj X de)
1<5,k<n 1<j,k<n

1<j,k<n
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or on sait que
de VAN dzk = de (029 dzk - dzk &® de

d’ou

wlo =5 D iz A dz
1<j,k<n

En particulier, on voit clairement que w est alors une 2-forme réelle (car partie
imaginaire d’une métrique hermitienne) positive (car (h;;) est une matrice définie
positive) de type (1,1) (au vu de l'expression locale).

Maintenant, si M est une variété kdhlérienne alors dw = 0. Or comme w est
réelle, dw = 0 est équivalent a dw = 0, ce qui se traduit en coordonnées locales par
I’égalité :

Oh.z  Ohg
ik Ik .
——=—" 1<k 1l<n.
0z 0z~ JEE=n
De plus, un calcul simple nous donne que
w/\n Z _

1<j<n

ou z, = ¥, + ty,. Ainsi on a donc que la forme volume dV associée a la métrique

hermitienne vaut

w/\n

dV = —.
n!

Ce qui peut encore s’écrire si M est compacte sous la forme

/ W' =nlVol,(X) > 0.
X

Réduction kihlérienne

Au vu du lien qui existe entre variété kihlérienne et variété symplectique, nous
allons étendre les résultats C.1.17 et C.1.18 au cas des variétés kidhlériennes.

Théoréme C.2.21 Soit (M, g, J,w) une variété kdhlérienne munie d’une action
d’un groupe de Lie compact G agissant par isométrie de maniére libre et hamilto-
nienne dont on note Uapplication moment par p: M — g* (ot g est lalgébre de Lie
de G).

Alors M/ /.G est une variété kihlérienne.

De plus, si la dimension de G est égale a la moitié de celle de M alors p: M — g*
est un G-fibré principal sur son image. Ainsi, nous obtenons une métrique g surim p
telle que p soit une submersion riemannienne de (M, g) sur (im u, q).

De la méme maniére, si N est un sous-groupe normal de G alors le groupe
quotient G /N agit de maniére libre et hamiltonienne sur le M//.N et fait de 'ap-
plication moment v : M — (g/n)* un G/N-fibré principal au dessus de son image,
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et on peut aussi définir une unique métrique sur im v telle que v soit une submersion
riemannienne. De plus, si on note | := u* + ¢ Uapplication affine entre imv et im p
induite par Uinclusion u* : (g/n)* — g*, alors on a I*Greq = Grea-

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n’apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie a [60] par exemple. O

C.2.3 Variété torique kihlérienne
Définitions générales

On va étendre la notion de variété symplectique et torique au cas des variétés
kdhlériennes. Pour étendre cette définition, nous allons exploiter le fait que

T" = iR/2inZ C C/2ixZ = T2

Définition C.2.22 On dit que(M, g, J,w, p) est une variété torique kihlérienne de
dimension complexe n ou de dimension réelle 2n si

o (M, g, J,w) est une variété kahlérienne compacte de dimension réelle 2n.

o [l emiste une action ¢ : T" x M — M hamiltonienne et effective du tore réel
T™ de dimension réelle n sur M.

o L’action ¢ s’étend en une action holomorphe et effective ¢ : T¢ x M — M
du tore complexe T¢ de dimension n sur M telle qu’il existe une orbite libre
ouverte et dense My C M.

En particulier, une variété kithlérienne torique (M, g, J, w, i) est une variété sym-
plectique torique (M, w, ). On a donc une application

X:|R* — T(TM)
f — Xg ’

olt X¢ est le champ de vecteurs sur M dont le flot est donné par (¢, z) — ¢(exp(—t§), x).
Or comme ¢ est maintenant une action holomorphe, nous obtenons que 'application
x — ¢(exp(—tf),x) est holomorphe (pour tout ¢ et pour tout &) et donc grace a
la condition (3) du lemme C.2.13 et C.2.15, nous obtenons que X¢ et JX, sont des
champs de vecteurs réels holomorphes pour tout £ € R™. En particulier, nous avons
la proposition suivante qui nous servira dans la partie C.2.3 :

Proposition C.2.23 Soit (M, g, J,w, 1) une variété torique kihlérienne telle que
Paction du tore T™ soit libre et soit (§1,--- ,&,) une base de R™. Alors la famille
Xeyy oo, Xy, J X0, J X, est une base de T'M.

Démonstration. Grace au théoréme C.1.13, on sait que X engendre un sous-fibré
de rang n. De méme JX engendre un sous-fibré de rang n car J est un isomorphisme
(son inverse est —.J). Pour conclure, il suffit de montrer que

(X) N (JX) = {0},
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ot (X) et (JX) sont respectivement les sous-fibrés engendrés par X¢ ,---, X, et
par JX¢,, -, JXg,. Pour cela, nous allons montrer que (X) est orthogonal a (JX).
Par linéarité, il suffit de le montrer pour les vecteurs de bases i.e.

g(XSMJXf]) - 07 V(Zm?) S {1» 7”}2~

Cela résulte de la suite d’égalités suivante :

9(Xe,, JX¢,) = w(Xe,, Xe,) ( car w et J sont compatibles)

= {u& 1} ( par définition du crochet de Poisson

et de laction hamiltonienne)

— pl68) (car p est un morphisme d’algébre de Lie)

=’ =0 (car le tore réel T" est abélien).
O
Par dualité, nous obtenons un corollaire important. Avant de I’énoncer, nous
allons introduire quelques notations. Pour cela, on fixe une base (&,---,&,) de

(R™)*. Maintenant, si X € I'(TM) @ R™ et o € I'(T*M) ® R™ s’écrivent
X:i:Xi@)fi et OZZZ”:O%@Sa
i=1 1
alors on définit JX € I'(TM) @ R™ et Ja € I'(T*M) ® R" comme
JX = iJXi@)ﬁi et Jo = iJai@)éf.
i=1 1

Corollaire C.2.24 Soit (M, g, J,w, 1) une variété torique kihlérienne telle que lac-
tion du tore T™ soit libre. Alors il existe un tenseur a € I'(T*M) @ R™ vérifiant

[ J Oé(X) — id]Rn
e Les composantes de o et de Ja sont des formes différentielles fermées qui

forment une base de T*M.

De plus, en écrivant localement sur un ouvert U de M que a = dt et Ja = —dy ou
y,t : U — R™, nous obtenons que y + it est une carte holomorphe locale de M.

Démonstration. D’aprés la proposition C.2.23, nous avons une base T'M donnée
par la famille (Xy,---,X,,JX;, -+ ,JX,). Nous pouvons construire par dualité
la base (X7,---, X}, (JX1)%, -+, (JX,)*) qui est une base de 1 formes fermées de
T*M. On pose alors

a=> X/®¢.
=1

Par définition, elle vérifie bien
O{(X) = ian,
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et on alors que
n

Ja=Y (JX))'®¢.
i=1
Comme X est holomorphe alors « est aussi holomorphe i.e. a+¢Ja est une 1-forme
holomorphe. Ainsi en écrivant localement que o« = dt et Ja = —dy ou y,t : U C
M — C", ce qui est possible comme elles sont fermées, alors y +1it : U C M — C"

est une carte holomorphe sur U.
OJ

Potentiels de Kihler pour les variétés toriques kihlériennes

Dans cette section, nous considérons une variété torique kihlérienne (M, g, J, w, x)
de dimension complexe n. En particulier, on a le tenseur défini dans la section C.1.2
X € I'(TM) ® R™ vérifiant ixw = —dzx. De plus, grace a la proposition C.2.23 et le
corollaire C.2.24, nous avons l'existence d’un tenseur o € I'(T* M) ® R" vérifiant

e Les composantes de o et de Ja sont des formes différentielles fermées qui
forment une base de T M.

Maintenant, en remarquant que iyw et Ja engendrent le méme sous-fibré o7 de
rang n de T*M : I'annulateur de ’espace tangent aux orbites de I'action du tore.
Nous obtenons que

ixwile = Y F@)ig- (Jo)sls Yo €M, Vi=1,--- n

k=1

ot F(x);; € R. Nous obtenons ainsi une matrice F'(x) € M,(R) et donc une appli-
cation F' : M — M,(R) qui a un point x € M associe la matrice F'(z). De plus,
M,(R) ~ Hom(R" R™) donc on peut voir F'(z) comme un tenseur appartenant a
R™ ® R™ s’exprimant

F(2) =) Fulx) & 04

k=1 i=1

De plus, comme Ja € T(T*M) @ R" ~ T'(T*M ® (M x R™)), nous avons alors que
Jal, =20 ail, ®& € o, @ R" ~ R™ @ R" ~ Hom(R",R™) dont I'expression est
alors

Jal, |R" — R»

Y or— Yl Jail(Y) &

Ainsi F(x) o af, € Hom(R",R™) et a pour expression

F(z)oJal, | R" — R™

Y — Yo > Fir(e)Jogl(Y) - (&)*
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or
ixwile = Y F(@)ig- (Jo)sl, Yo €M, Vi=1,---,n
k=1

nous obtenons que

n

(F(z)o Jal,)(Y) =) ixwilo(Y) - &

k=1
Donc, on peut définir une application

(F,Ja) | M x R* —s R™
(:C7 Y) — (Z = ZZ::L Zlgl — ZZ:l Zka’x(Y) : Zz) ’

De plus, a € T'(T*M ® R™), en utilisant I'isomorphisme canonique entre R™ et R™,
nous obtenons que a € I'(T*M ® R™) tel que

R* — R™
Vo= Y k) (&)

in|x

Nous obtenons alors que
in = <F, JCY>

De méme, nous construisons G € Hom(R™,R") tel que
Ja = (G,a).

De plus, comme nous avons «(X) = idgn, nous obtenons que Ja(JX) = idg~ et

donc que
F(z) = F(z) o Ja|,(JX).

De plus, comme « = (F, Ja), nous obtenons que
F(z) = (ixw)]o(JX]:) = w|o( Xz, JX]2) = gla(X]ey Xz)-

Cela nous donne, en particulier, que pour tout x € M, on a F(x) € R" ® R" est
symétrique et défini positif. De méme, nous voyons que pour tout € M, on a
G(z) € R™ @ R™ est symétrique et défini positif.

De plus, comme nous avons que localement dx = ixw et dy = Ja, ainsi

Vr € {17 T 7n}7 dxr = ZFrsdysa dyr = ZGrsdI&
s=1 s=1

Maintenant, on sait qu’une forme différentielle s’écrivant Y .| G,sdxs est fermée
si et seulement si la matrice (G,s) est la matrice hessienne par rapport a la variable
x = (x1,-++,2,) d'une fonction G. Ainsi, dans notre cas, nous avons l'existence
d’une application G : R™ — R telle que la matrice (G,;) soit la hessienne de G.
De plus, comme dy, = ZZ G,sdzg, nous avons y,. = 0G/0x,. De la méme maniére,
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nous avons l'existence d’'une fonction F': R™ — R définie par rapport & la variable
y = (y1, - ,yn) telle que la matrice (F,) soit la hessienne de F', en particulier, nous
avons aussi que p, = 0F/0ys.

Remarquons que F' et GG sont reliées par la tmnsformation de Legendre i.e.

F+G= Z 0 Zyrayr

En effet, si on considére la fonction
O:|R*"xR" — R

nous voyons que

d:(0(,y)) = dG — du((,y)

= Z _dxr i yrdxr
r=1

", 0G
= (axr — ¥y, )dz,,
or nous venons de voir que
yr = 0G/0x,,
ainsi nous avons
d(O(-,y)) =0,

i.e. © est indépendant de la valeur de . De méme on montre que d,(0(z,-)) =0 et
donc O est constant. Ainsi, quitte a rajouter une constante, on a que F+G = (x,y).
Terminons en remarquant que F' est un potentiel de Kdhler i.e

w=Y_ F..dy, Adt, =i90F.

On dit alors que G est le potentiel symplectique (ou de Kdhler dual). Ce potentiel
dual nous permet de paramétrer les métriques de Kéahler sur les variétés toriques
ayant une forme symplectique fixée. En effet, nous avons le résultat suivant :

Proposition C.2.25 Soit G une fonction de R™ dont la matrice hessienne (G,s)
est définie positive ayant pour inverse la matrice (F,s). Alors

> (Gpodw,da, + Fodt,dt,)

78

est une métrique kahlérienne ayant pour forme de Kdhler

W= Zd:m Adt,,

dont l’application moment est x. 0]
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De plus, grace au lemme C.2.21, on a que l'application moment z induit une
métrique ¢,.q sur imx telle que = soit une submersion riemannienne. Ainsi, nous
obtenons que g,.q est donnée par

Gred = Z Grsdxrdxs-

T,
Terminons par la proposition suivante :

Proposition C.2.26 Soil (M, g) une variété kihlérienne torique de dimension réelle

2d. Notons My louvert de T? ot action est libre. Alors i : ]\Afo — U C R*™ est un
T fibré principal.

Maintenant, soit N un sous-groupe de T¢ de codimension n avec comme applica-
tion moment pux = i* o pu, otr i* : R¥ — n* est la projection canonique sur n* et soit
¢ € R™ tel que ¢ = i*(¢) est une valeur réguliere de uy et tel que laction de N sur
pt(c) est localement libre. Alors M = ug'(c)/N est une variété kihlérienne. De
plus, en notant g la métrique sur g et q : ual(c) — M la projection canonique, alors
action de T sur M préserve uy'(c) et donc induit une action hamiltonienne du
tore quotient : T" := T¢/N sur M avec comme application moment v définit par :

voq= —C.

De plus, si on note AQ [tmage de v restreint a My, alors le quotient 1/51(0) N ]\Afo
par N et si pose | == u* —¢ ou u* : (g/n)* — g* est l'adjoint de la projection
canonique g — g/n, alors la métrique réduite gr.q sur Ng est le tiré-en-arriere de |
de la métrique réduite sur U et donc si G:U —R estle potentiel dual de g sur MO
alors G = Gol: Ay — R est le potentiel dual de g sur M.

Démonstration. Comme les actions coadjointes de T? et N sont triviales alors N
est un sous-groupe distingué de T¢ alors toutes les assertions, excepté la derniere,
sont conséquences du lemme C.1.18. Tl reste donc a établir que G = [*G est le
potentiel dual sur le quotient. Cela est une conséquence du lemme C.2.21, en effet
comme [ est une fonction affine par rapport a la connexion (affine) plate D et D sur
Ag et U, on a alors B o

Dd(l*G) = 1"DdG = l*gred = Gred-

Formule de Guillemin

Nous avons vu précédemment que toute variété torique symplectique compacte
peut étre obtenue comme le quotient symplectique de I'espace vectoriel symplectique
standard R??. En utilisant I’isomorphisme entre R? et C, P’action du tore T¢ est
donnée par

[al’... ,ad] . (Zla"' Zd) — (ewlzb... ’ewdzd)
ot [ay, - ,a4] € RY/277Z4 ~ T9 et z = r;e. Ainsi, R?* peut étre équipé d’une
métrique kihlérienne, que ’on notera g, plate compatlble avec la forme symplectique
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L3 dz; A dz; et induit (grace au lemme C.2.21) donc une métrique kihlérienne
canonique sur M appelée métrique de Guillemin que I’on notera g. De plus, toujours
grace au lemme C.2.21, nous avons que cette métrique sur M induit une métrique
réduite g,.q sur U'intérieur Ay du polytope de Delzant A de M. Dans cette section,
nous allons donner des formules explicites pour le potentiel de Kahler et le potentiel
dual pour la métrique réduite greq.

Pour cela, commencons par rappeler (voir section C.1.20) que pour toute variété
torique (M, w, ), nous avons un diagramme commutatif

py (¢) ——R*
|

M —Y A C R™.

ou 'application [ est définie par

| R — R
v — (l(x), - lg(x))

ot l;(z) = (uj,z) — \; avec u; € Z"™*.

Nous allons donc étudier en particulier le sous-ensemble ouvert de C? ou T? agit
librement et 'ouvert M, de M correspondant. Nous allons pouvoir utiliser le lemme
C.2.21 pour calculer les différentes métriques intervenant. En effet, 'idée va étre
de calculer la métrique réduite §,.q et le potentiel dual induit par p sur U C R%
provenant de la métrique plate sur R?¢ ~ C? et de les tirer en arriére par [ pour
obtenir la métrique réduite g,.q et le potentiel dual G sur A, grace a la proposition
C.2.26.

Comme ¢ est la métrique plate sur R?? ~ C?, on a que

d
~:Zdzdz

J=1

on fait alors le changement de variable z; = ;e et on obtient donc
d
g=>Y (dr}+r3dp?),
7j=1

et comme p; = 7"]2- /2, nous avons finalement

g=) 5>+ 2udf}
o cHd
On conclut alors que
_ o1& d
Gred = 5 o
=1 M



grace au fait u est une submersion riemannienne.
Pour le potentiel dual G associé gy i.e. une fonction G : R? — R vérifiant

9*G _0 vr o
OusOty A
et -
0*G 1 v
s 2 >
On obtient alors que
1.4
=33 o

Maintenant, grace a la proposition C.2.26, on sait que I*(Greq) = Grea et G = Gol.
Ainsi, en faisant le changement ;; = [;(x), on obtient que

1 <A di2

—_E _J

gred—2‘ lja
J=1

et
d

G = %le(x)loglj(x).

j=1

On calcule le potentiel de Kdhler F' en utilisant la transformation de Legendre. En
effet, la coordonnée duale y de I'application moment x est donnée par

Zu] log l;(z) + u,.

Ainsi, le potentiel de Kéhler est donné par

F = —G(a)+ () = 53 ((fug,2) — () oghy (@) + ()

j=1

_ %Z (1) + A + Ay log [;(2)).

j=1

De plus, comme le potentiel est défini & une constante additive prés, on peut dire
que

:%Z z) + X\ logly()).

Résumons cela dans la proposition suivante :
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Proposition C.2.27 Soit (M,w) une variété torique compacte d’application mo-
ment v: M — A CR™ ou le polytope de Delzant est donné par

A:{xeRn*:lj(I)>O, jzl,-'-,d},

0w lj(x) = (uj, x) — \; pour u; € Z" et \; € R. En munissant M de la métrique de
Guillemin g, on obtient que la métrique réduite sur A est

d 2
1 dl:
- _ § _J
Gred 9 2 lj )
=1
et le potentiel dual et le potentiel de Kdhler sont donnés respectivement par

d

G = 53" L) logly(x),

et
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C.3 Reésultats sur les connexions

C.3.1 Rappels sur les fibrés vectoriels holomorphes
Définitions générales

Soit M une variété complexe et m : £ — M un fibré vectoriel complexe au-
dessus de M (i.e. 7~ 1(x) est un C-espace vectoriel pour tout z € E). On dira alors
que E est un fibré vectoriel holomorphe si les trivialisations de E sont des fonctions
holomorphes. Plus précisément, on a la définition suivante :

Définition C.3.1 Soit M une variété complexe de dimension n. Un fibré vectoriel
holomorphe sur M (ou de M) de rang r est la donnée de

(1) Une variété complexe E
(2) Une application holomorphe m: E — M telle que

(3) pour tout p € M, E, =: 7~ *(p) est un espace vectoriel compleze de dimension
r que l’on appellera fibre en p.

(4) 1l existe un recouvrement d’ouverts {U;}ier de M et une famille de biholomor-
phismes {h; : 7 1(U;) = U; x C" },¢; telle que le diagramme suivant commute :

-1

h
Uj X (CT;>7T_1(U]')

et telle que hj g, : B, — {p} x C" P2 C" est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.On dit que h; est une trivialisation de E au-dessus de Uj.

Maintenant, si on prend deux trivialisations ¢; et ¢;, on peut alors définir ’appli-
cation g;; : U;NU; — GL,(C) définie par la formule (hiohj_l)(p, v) = (p, gij(p)v) pour
p € U;NUj, c’est alors une application holomorphe que nous appellerons fonction
de transition de E relativement & ¢; et ;. On vérifie facilement que les fonctions
de transition vérifient :

guv(z) - gvu(z) =1 Yz e UNYV,

guv(z) - gvw(z) - gwu(z) =1 Ye e UNV NW.

Réciproquement la donnée des fonctions de transition permet de reconstruire le fibré
vectoriel. Plus précisément si on se donne % = {U,} un recouvrement de M et une
famille de fonctions holomorphes g, : U,NUsz — G Ly, satisfaisant les deux formules
précédentes, alors il existe un unique fibré vectoriel complexe £ — M ayant pour
fonctions de transition la famille {g,5}. Pour le voir il suffit de considérer

E= |_|(Ua X Ck)/ ~,
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ol ~ est la relation d’équivalence identifiant (x,y) & (z, gap(x) - y). Et 'on munit
E de la structure de variété lisse induite par les inclusions U, x C¥ < E. On peut
résumer cela dans la proposition suivante :

Proposition C.3.2 Un fibré vectoriel complexe est entierement déterminé par ses
fonctions de transition. 0

La seconde étape aprés avoir défini un nouvel objet, est de définir les applications
entre ces nouveaux objets.

Définition C.3.3 Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes sur M, une fonc-
tion holomorphe f : E — F est un morphisme de fibrés vectoriels complexes si
f(E,) C F, et fo = flg, : Ex — F, est linéaire. De plus, on dira que f est un
1somorphisme si pour tout x € M, f, est un isomorphisme, et dans ce cas on dira
que E et F sont isomorphes. Et en dernier lieu, un fibré vectoriel complexe sera dit

trivial $7il est isomorphe au fibré trivial M x CF 22 M.

Nous avons vu qu’'un fibré vectoriel est entiérement déterminé par la donnée de ses
fonctions de transition, nous allons maintenant chercher une condition sur les fonc-
tions de transition pour que deux fibrés soient isomorphes. Partons de deux fibrés
vectoriels £ = M et F =5 M, on peut toujours supposer que les fonctions de
transition de E et de F' sont données sur le méme recouvrement (quitte a prendre un
raffinement) {U, }aewr de M déterminés respectivement par les fonctions de transi-
ti0n {ga g tasew €6{ fas }ta.sew, nous notons aussi b, : 7 H(U,) — U, x C" les triviali-
sations associées a F et k,, : W_I(Ua> — U, xC" celles associées a F. Sipu: E — F est
un isomorphisme de fibrés vectoriels alors I'application k,opoh ! : UyxC" — U, xC"
est de la forme (idy,, fta) 00 pio : Uy — GL,(C) est une fonction holomorphe. Alors,
la suite d’égalités

(k‘aokﬁ_l) o (kgo,uohgl) = ko[o,uohg1 = (kqopoh,t) o(haohgl),

nous donne que
foplis = Hafa,s-

On peut alors résumer cela de la facon suivante :

Proposition C.3.4 Soient E et ' deux fibrés vectoriels sur M donnés respective-
ment par les fonctions de transition {gas}apes € {faptapews. Alors E et F sont
isomorphes si et seulement s’il existe une famille {fio : Uy = GL,.(C)}oew de fonc-
tions holomorphes telle que

Va,B € A, faplts = Haa,s-

Avant de passer aux exemples, on va donner deux définitions importantes.
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Définition C.3.5 Une section o d’un fibré vectoriel E sur M au-dessus de M est
une application lisse o : U — E telle que o(x) € E, pour tout x € M, autrement
dit, telle que le diagramme suivant est commutatif :

M-—=-F

PN

M

Un repére local de E au-dessus de U est une collection oy, ...,0r de sections de
M au-dessus de M telle que {o1(x), ..., 01(x)} soit une base de E, pour tout v € U.

A partir d’une trivialisation ¢, on peut construire les sections

oi(z) = ¢y’ (@, €),

ou les e; forment une base de C*. Et cette famille o; forme un repére local de E
au-dessus de U.

Exemples importants

Passons maintenant aux exemples :

e L’exemple le plus simple possible de fibrés vectoriels mais qui sera trés utile
par la suite est donné par le fibré trivial sur M de rang r qui est donné par
M x C" muni de la premiére projection pr; : M x C" — M.

e Comme nous avons vu dans la proposition C.2.3, le fibré tangent d’une variété
complexe est un fibré holomorphe.

e Terminons les exemples en donnant la construction du tiré-en-arriére d’un fibré
par une application holomorphe. Soit E -~ M un fibré vectoriel de rang r et
soit f : ' — M une application holomorphe. Le tiré-en-arriere par f de E
est le fibré vectoriel noté f*M défini de la maniére suivante. Posons

M ={(z,y) € Fx E: f(x) =p(y)}

muni de ses deux projections

p:| ffM —
(z,y) — x’
et
f:l ffM — FE
(,y) — y

I existe alors une (unique) structure de variété sur f*M telle que f*M 25 F
est un fibré vectoriel de rang r tel que f soit holomorphe, et que le diagramme
suivant commute
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f*Mf_>E

| b

Pour cela, on commence par remarquer que la commutativité du diagramme
est évidente, il reste alors a munir les fibres d’une structure de C-espace vecto-
riel et f*M d’une structure de variété rendant p holomorphe. Déja f induit une
bijection évidente entre p~'(z) = {z} X Ef(;) et Ef(,), on peut alors munir les
fibres p~!(z) d’une structure de C-espace vectoriel. Considérons alors un recou-
vrement ouvert {U; };e; de M et des trivialisations {h; : p~(U;) — U; x C" }ier
au-dessus de U de M. Considérons alors ensemble {h; : p~L(f~X(U;)) —
f71(U;) x C}ier on
hio | pH(fHU) — ) xC
(z,y) — ((x),pra o hi(y)) ’

cette application est un homéomorphisme d’inverse

B FHU) x T NNUN)
(2,y) > (o, h7 ((f(2),)

En effet, pour le voir on remarque que ’on a le diagramme commutatif suivant :

fxid

YUy xcr UxCr

On peut alors munir f*M de I'atlas maximal contenant les cartes (5(f~1(U;)), hs).
On vérifie alors facilement, toujours a l'aide du diagramme précédent, que
les fonctions de transition sont bien holomorphes, ce qui munit bien f*M
d’une structure de variété complexe répondant au probléme. Pour la suite,
la construction ne sera pas utile, ce qui sera important sont les deux faits
suivants :

(1) les fonctions de transition de f*M sont alors les tirés-en-arriére des fonc-
tions de transition de M par f,

(2) (f*M)e = My().
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Fibrés en droites

Un fibré en droites (complexe) est un fibré vectoriel holomorphe de rang 1. Consi-
dérons donc un fibré en droites L — M, par définition, on peut donc trouver un re-
couvrement ouvert {U, }acr de M et des trivialisation {¢g, : 71 (Uy) — Ua X Clacw-
Dans ce cas, les fonctions de transition t,5 : U, N Ug — C* définissent des fonctions
holomorphes qui ne s’annulent pas et satisfaisant

taﬂ(l‘) . tﬁa(JZ) =1 VeeUnNnYV,
tap(z) - tay(x) - tya(x) =1 Yo e UNV NW.

Nous avons vu dans la section précédente, a la propostion C.3.2, qu'un fibré
vectoriel (donc un fibré en droites) est entiérement déterminé par ses fonctions de
transition. De plus, grace a la proposition C.3.4, il y a une bijection entre ’ensemble
des fonctions de transition et l'ensemble des fibrés en droites, grace a ces deux
remarques nous allons définir sur ce dernier ensemble une structure de groupe. Pour
cela, partons de deux fibrés en droites L et L, quitte & prendre un recouvrement
plus fin, on peut toujours supposer que les fonctions de transition de L et de L sont
données sur le méme recouvrement {U, }ocs de M, déterminés respectivement par
les fonctions de transition {ga.s}ta.ses €t{Jus}ases, on définit le fibrée L @ L par
les fonctions de transition {ga s - §ap}apesr. On définit aussi L* par les fonctions de
transition{go_(ﬁl}aﬁe « et on vérifie alors facilement que L ® L* correspond a un fibré
trivialisable, pour cela on notera L* par —L ou L~!. Nous pouvons définir un groupe
Pic(M) en considérant I’ensemble des fibrés en droites modulo isomorphismes muni
de ces deux lois, compatibles avec la relation d’équivalence, précédentes.

Structure holomorphe sur un fibré vectoriel

Pour tout fibré holomorphe &£ — M, on peut définir le fibré des formes différen-
tielles E-valuées. Pour cela, on pose

APUE) == APT"M ® E.
De plus, on notera 'espace des sections de ce fibré par
OPUE) =T (APT*"M @ F).
On va définir le d-opérateur 9 : QP4(E) — QP+ (E) vérifiant
©« 0 =0
e Pour tout av € QP9(M) et pour tout 5 € Q"*(E), on a la régle de Leibniz
AaAB)=0aAB+ (—1)"*AIB.
Pour cela, si 0 € AP(E) telle que

o= (01, ,0%)
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dans un ouvert de trivialisation de E. Comme les o; sont des (p, q) formes, on définit
0o = (0o, ,00%).

Pour que cette définition soit correcte, il faut montrer que cette expression ne dépend
p as de l'ouvert de trivialisation. Supposons que o = (71, -+ ,0,) dans un autre
ouvert de trivialisation. Donc, par les propriétés du fibré vectoriel, on a que

k
@ = Zgjlo-h \V/j € {17 7k}
=1

ou les fonctions gj; sont des applications holomorphes. Nous avons donc

k
05 =0( Z 9i101) (par définition)
=1
k
= Z d(guor) (par linéarité de l'opérateur 0)
=1
k
= Z d(gu) N oy + gy00y. (par la régle de Leibniz)
I=1
k
= Zgizgal. (car les fonctions gij sont holomorphes).

Ainsi dans 'intersection des deux ouverts de trivialisation, on obtient bien que les
deux définitions coincident, ce qui permet de conclure.

Par la suite, les opérateurs vérifiant les deux propriétés précédentes seront im-
portants, ce qui nous conduit & la définition suivante :

Définition C.3.6 Une structure pseudo-holomorphe sur un fibré vectoriel compleze
E est un opérateur 0 : WI(E) — QPITY(E) satisfaisant la regle de Leibniz :

anB)=0a B+ (—1)T*ANIB, VYae QPUM),BcQE).
De plus, si 9 = 0, on dit alors que O est un opérateur holomorphe.

Remarquons qu’il existe une structure holomorphe naturelle sur un fibré vectoriel
holomorphe donnée par le J-opérateur dont la construction donnée au début de cette
section. Mais la réciproque est aussi vraie :

Proposition C.3.7 Un fibré vectoriel compleze E est holomorphe si et seulement
s’il admet une structure holomorphe 0.

Démonstration. Comme la démonstration est un peu longue et n’importe aucune
information importante pour la suite, on renvoie a [35]. O
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C.3.2 Courbure d’une connexion

Soit M une variété complexe de dimension n et £ — M un fibré vectoriel
complexe au dessus de M.

Notions de connexions et de courbures

Définition C.3.8 Une connezxion sur E est un opérateur différentiel C-linéaire V :
[(E) — QYE) satisfaisant la regle de Leibniz :

V(fo) = df @ o + fVo, Vfe%>(M,C),ocT(E),
ot QY (E) est l'espace des 1-formes E-valuées i.e. Q'(E) :==T(A'T*M @ E).

Remarque. Grace au lemme de tensoralité, on a la définition équivalente d’une
connexion est qu'une connexion sur E est une application V : (0,X) € I'(E) x
['(TM) — Vxo € I'(E) vérifiant

e [’application V est C-bilinéaire.

e Pour toute fonction f € C*°(M,C), on a Vyx = fVxo.

e Pour toute fonction f € C*°(M,C), on a Vx(fo) = X(f)o + fVxo.

On peut alors étendre la connexion au fibré QP(F) := I'(APT*M ® E) des p-formes
E-valuées sur M par
Viw®o)=dw®o+ (—1)’wAVo, Yw®oeQP(E),
ou le produit extérieur se comprend de la facon suivante :
wA Vo = Zw/\e;‘ ® Vo,

=1

ou {e;} est une base locale de T'M.

Définissons maintenant ['opérateur de courbure RV : T'(F) — Q*(E) par

RV:|T(E) — Q%E)
o — V(Vo)

Lemme C.3.9 ['opérateur de courbure RV vérifie
V(fo) = fV%o), Vfec€>(M),ocT(E).

Démonstration. En effet, on a que

V3(fo)=V(df ® o+ fVo) ( par la régle de Leibniz)
—dfRo—df No+df Ao+ fV0 ( par la régle de Leibniz)
= fVio (car d*=0)

On a alors la propriété importante suivante :
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Proposition C.3.10 L’opérateur de courbure est une 2-forme End(FE)-valuée sur
M i.e.
RY € T(A°T*M ® End(E)).

Démonstration. Comme RY est ¢ *-linéaire (voir le lemme C.3.9), par le lemme
de tensoralité, on obtient que

RY eT(E* @ AX(T*M) ® E),
on conclut alors en se souvenant que End(F) ~ E* ® E. O

Pour terminer, donnons une expression en coordonnées locales de 1'opérateur de
courbure. Soit un repére local {0y, - 04} de E ie. o1, -+, 04 forment une base
pour toute fibre au-dessus d’un ouvert U C M. On définit les 1-formes de connezxion

1
locales ~;; € Q'(U) par

k
VO'Z = Z’%] &® ;.
j=1

On définit aussi les 2-formes de courbure locales Ry, € Q*(U) par

k
=) Rj®o;
j=1
Nous avons alors
k
Z '®0;=RY(0;) (par définition des formes de courbure)
j=1
=V (V(0)) (par définition de l'opérateur de courbure)
k
=V( Z Vij @ 05) (par définition des formes de connexions)
k
= Z V(’yij ® Uj) (par linéarité de la connexion)
j=1
k k
= Z drij — Z Vit A ’n] ® 0; (par la régle de Leibniz)
J=1 =1

Alinsi, par unicité de la décomposition selon une base, on obtient que

k
RY =dyy =Y (aAvy), 1<i,j<k.

=1
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Structure hermitienne et connexion de Chern

Soit ' — M un fibré vectoriel complexe de rang k au-dessus d’une variété
complexe M.

Définition C.3.11 Une structure hermitienne H sur E est un morphisme de fibrés
vectoriels H : E ® E — C tel que pour tout v € M, H|, : E, ® E, — C soit une
forme sesquilinéaire hermitienne i.e.

(i) H(-,v) est C-linéaire pour tout v € E,.
(ii) H(u,v) = H(v,u), Yu,v € E,.
(ii1) H(u,u) > 0,Vu # 0.
(iv) H(u,v) est une fonction sur M lisse pour toutes sections lisses u et v de E.

Un fibré vectoriel muni d’une structure hermitienne est appelé fibré vectoriel hermi-
tien.

Remarque. Les conditions précédentes nous disent qu’en particulier H est C-anti-
linéaire en la seconde variable. La troisiéme condition nous dit que H est non dégé-
néré. Ainsi, on peut voir H comme un isomorphisme C-anti-linéaire H : £ — E*.

Remarque. Tout fibré vectoriel complexe admet au moins une structure hermi-
tienne. En effet, si le fibré est trivial (et donc pour les fibrés trivialisables), il suffit
de prendre le produit scalaire hermitien usuel pour chaque fibre. Pour le cas général,
on utilise le cas précédent que I'on globalise grace & une partition de I'unité subor-
donnée a un recouvrement de trivialisations du fibré.

Remarque. La notion de structure hermitienne est une généralisation a un fibré
vectoriel complexe quelconque la notion de métrique hermitienne introduite dans
la définition C.2.18. En particulier, une métrique hermitienne sur le fibré tangent
définit une structure hermitienne sur le fibré tangent.

Si € est un ouvert de trivialisation muni d’un repére de trivialisation eq,--- ,e,,
on peut définir la matrice h;; avec comme coefficients C*°(2) par

hij(z) = (ei(x), e5(7)), Va € Q.
On peut alors définir un accouplement sesquilinéaire naturel par

{,:}:|®(E)x QUE) — QPtY(M)
(s,t) — {s,t} ’

ou {s,t} est défini localement de la fagon suivante : si on a que s et ¢ s’écrivent

localement comme
T T
s:g 0; X e; ett:E T; ® €,
=1 7j=1
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on pose

{S,t}: Z O'i/\?j<€i,€j>.

1<ig<r

Définition C.3.12 Une connexion D est compatible avec la structure hermitienne
H (ou H-hermitienne) si on a

d{s,t} ={Ds,t} + (=1)"{s, Dt}, Vse QP(E), t € QIE).
Nous avons alors la caractérisation suivante des connexions hermitiennes :

Proposition C.3.13 Soit (E, H) — M un fibré vectoriel hermitien de rang k au-
dessus d’une variété complexe M et soit une connexion V sur E. Si U est un ouvert
de trivialisation de E alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) La connexion V est hermitienne.

(ii) On a pour tout couple (i,7) € {1,--- ,r}?
Vij = —Vji-

o les 75 sont les 1-formes de coordonnées (pour 'ouvert de trivialisation U )de
la connexion V.

Démonstration. Soit U est un ouvert de trivialisation de E. Considérons un repére
orthonormé ey, --- e, associé a cette trivialisation, cela signifie que (e;,e;) = 9§
ainsi si s et t s’écrivent localement comme

r r
S:ZUZ'@@ et t:ZTj®e]~,
i=1 j=1

YRl

on a

{s,t} = Z o; N\ Ti.

1<i<r

De plus, un calcul simple nous donne que

d{s,t} =d( Z o; NT;) (par définition)
1<i<r
= Z d(o; AT;) (par linéarité)
1<i<r
= Z d(o;) NTi + Z (=1)Po; AN d(T;) (par la régle de Leibniz)
1<i<r 1<i<r
= {ds,t} + (—1)?{s, dt} (car le repére est orthonormé).

Maintenant, en utilisant les 1-formes de coordonnées et la régle de Leibniz, on obtient

que
Ds = Z (dJH— Z 'Yij/\o'j)®€i7

1<i<r 1<j<r
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et donc

{DS,t}: Z (dO’l—i— Z %;j/\O'j) NT;.

1<ilr 1<5<r
:{ds,t}+ Z ’}/Z'j/\O'j NT;.
1<i,j<r

(on utilise encore le fait que la base est orthonormée pour les calculs)
De méme, on trouve que

{s, Dt} = > oA (dTi+ D> 7y AT)).

1<i<r 1<j<r

={s.dt} + > 0i AT, AT

1<j<r

or la connexion V est hermitienne si et seulement si
d{s,t} = {Ds,t} + (—=1)?{s, Dt}, Vs e QP(E), t € QUE).

En combinant les 3 égalités précédentes, on obtient donc que la connexion V est
H-hermitienne si et seulement si

> Ao AT+ (=17 > i AF AT =0.

1<i,j<r 1<i,j<r

Or comme s est une p-forme et 7;; une 1-forme on a que
0 Ny NTo = (=1)P3,, Aoy AT

Ainsi notre connexion V est hermitienne si et seulement si

> (i) Ao AT =0,

1<ij<r

or cela doit étre vrai pour tout forme différentielle donc V est hermitienne si et
seulement si on a pour tout couple (7,5) € {1,--- ,r}?

Yij = ~Vji-

O

Supposons que M soit une variété complexe. On a alors les projections canoniques

70 AYE) — AYY(E) et 7% 0 AY(E) — A®Y(F). Pour tout connexion V sur F, on
peut alors définir les opérateurs

\VARES SRR VA vaq(E) N Qp-ﬁ-l,q’
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et
Vo’l — 7TO,l oV : Qp,q(E) N Qp,q+17

satisfaisant la régle de Leibniz :
VA9 (w®o)=0w®o+ (1) 9w A Vo,

et
Vi (w®o)=0w® o+ (—1)Tw AV,

pour tout w € QP4(M) et pour tout o € I'(E). En particulier, on obtient que V%!
est une structure presque holomorphe sur E pour tout connexion V. Le théoréme
suivant est alors une conséquence du théoréme C.3.7 :

Théoréme C.3.14 Soit M une variété complexe et E — M un fibré vectoriel com-
pleze sur M. S’il existe une connexion V sur E telle que la composante (RY)%? de
type (0,2) de lopérateur de courbure RY est nulle alors E est un fibré holomorphe
ayant pour structure holomorphe V1.

Démonstration. Commencons donc par remarquer que

RY = V(o)
— (VI,O 4 V0’1>2(U)
— (vl,O)Z(U) 4 (Vo,l)Q(O,) 4 (Vl,ovo,l 4 VO,1V1,0>(U).

Ainsi, par unicité de la décomposition dans une somme directe, nous obtenons que
la composante de type (0,2) de Popérateur de courbure RV vaut

(RV)O,Q — (v0,1)2.

Or nous avons vu que V%! est un opérateur pseudo holomorphe, donc si (RV)%2

s’annule alors, nous obtenons que V%! est un opérateur holomorphe. Nous pouvons

alors conclure grace au théoréme C.3.7. 0
La réciproque est aussi vraie, grace au théoréme suivant :

Théoréme C.3.15 Soit M une variété complexe et soit (E,a H) un fibré vectoriel
hermitien et holomorphe. 1l existe alors une unique connexion H-hermitienne V sur
E wvérifiant VO = 0. Cette connexion s’appelle la connexion de Chern (associée a

detaH).

Démonstration. Il suffit de définir la composante de type_(l7 0) de V puisque la
composante de type (0,1) doit par hypothése étre égale & 0. On cherche donc un
opérateur V%! : T'(F) — Q(F) satisfaisant la régle de Leibniz

V% (fo)=0f @ o + fV%0o.

Pour cela, on remarque que le fait que H soit paralléle & V peut se ré-écrire sous
la forme

d(H(o,7)) = H(Vo,7)+ H(o,VT).
194



Prenons maintenant la composante de type (0,1) de I’égalité précédente. Nous ob-
tenons alors que

O(H(o,7)) = H(V*'o,7) + H(0,V"'7), Vo, € T(E).
Or nous savons que V* = 9 ainsi
H(V™o,7)=0(H(0,7)) — H(0, V"), Vo,7 € T(E).

On peut alors conclure a l'existence et & l'unicité grace au fait que H est non-
dégénéré. O

Remarque. En utilisant le fait que H peut-étre vu comme un C-anti-linéaire iso-
morphisme entre E et £*, on obtient une expression de V¥ et donc de V :

Ve = H 1 (0H (o)),

et donc _ _
V=0+H 'odoH.

Remarque. La courbure de la connexion de Chern est appelée Courbure de Chern.

Comme il existe toujours au moins une structure hermitienne sur un fibré com-
plexe (voir la remarque qui suit la définition C.3.11), en appliquant le théoréme
C.3.15 avec le théoréme C.3.7, on obtient la réciproque du théoréme C.3.14 que
nous pouvons reformuler ainsi :

Théoréme C.3.16 Soit M une variété complexe et E — M un fibré vectoriel com-
pleze sur M. E est un fibré holomorphe ayant pour structure holomorphe V%! si et
seulement s’il existe une connexion V sur E telle que la composante (RY)%? de type
(0,2) de lopérateur de courbure RY est nulle. 0J

Premiére classe de Chern d’un fibré vectoriel

On va étudier dans cette section les fibrés en droites i.e. les fibrés vectoriels
complexes de rang 1. Soit L — M un fibré en droites. Comme il est de rang 1, un
repére local au dessus d’un ouvert de trivialisation U est constitué d’une section
locale o au dessus d’un ouvert de trivialisation U ne s’annulant en aucun point. De
plus tout autre section 7 s’écrit comme 7 = Ao ot A € €°(U, C).

Maintenant, si L est muni d’une connexion V, nous avons défini les 1-formes de
connexion associées & V. Or leur nombre est égal au rang du fibré donc dans notre
cas, il y a aura une seule forme v € Q'(U) vérifiant

V(o) =7®o,

et donc
V(r)=V(Ao) = (d\+ \y) ®o.
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De plus, I'expression de la courbure se simplifie aussi pour devenir
RVo =R®o,

avec R = dy € Q*(U) (en effet vy Ay = 0). En particulier, comme End(L) ~ C,
lopérateur de courbure RY s’identifie & une 2-forme fermée.
Maintenant, si V est une autre connexion, elle s’écrit aussi localement sur U sous
la forme
Vo) =F®0,

avec 7 € QY(U). En particulier, on obtient aussi que
V(r)=V(Ao)=([d\+N\)®@0c

Le.
(V-V)(r)=AN®@oc=T®@I =I®T,
avec I' = (v —7) € QY(M). Et donc la courbure vaut

RV =di®o=(dy+dl)®c= (R’ +dl)®0c

On remarque donc que la classe de cohomologie de De Rham [RY]pr € H*(M,C)
ne dépend pas du choix de la connexion V. De plus, on a vu dans la partie pré-
cédente qu’en prenant une connexion hermitienne, on a que RV = —RY donc
%RV € H?*(M,R). On appelle cette classe de cohomologie : la premiére classe
de Chern de L et on I'a note ¢;(L).

Or nous avons une connexion hermitienne particuliére dont on connait une ex-
pression : la connexion de Chern. Nous allons exploiter cette connexion pour obtenir
une autre expression de la premiére classe de Chern.

En effet, comme L est de rang 1, la structure hermitienne H est donc loca-
lement sur un ouvert de trivialisation U, une fonction réelle strictement positive
H € ¢>(U,R%). Quitte a prendre un raffinement, on peut supposer que les ouverts
de trivialisation sont simplement connexes ainsi que H s’écrit localement comme
H = e ¢ ainsi Vo s’écrit localement sur U (voir remarque du théoréme C.3.15)
comme

Vo =00 + e %0(ef0).

et donc RY s’écrit localement sur U comme

Ve,

Terminons par donner des propriétés de la premiére classe de Chern qui découlent
directement de la derniére formule (ou méme de la définition) :

Lemme C.3.17 Si E et F sont deux fibrés en droites alors on a
® 61<E & F) = Cl(E) + Cl(F),
o ci(EY) =—c(F).
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Premiére classe de Chern d’une variété kihlérienne

Soit L. — M un fibré en droites sur une variété complexe M. On sait que L
est entierement déterminé (modulo isomorphisme) par ses fonctions de transitions
(to)acw associées & un recouvrement de trivialisations (U, )acr- Elles vérifient alors

taﬁtﬁ'y = toz’y V(O./, ﬁ>7) € %Sa
taptpa = 1, V(Oé,@) € o

De plus, si H est une structure hermitienne sur L, il définit en restriction a chaque
ouvert de trivialisation une fonction H, € €*(U,, R ) vérifiant la relation

Ha = |t/37a|2H/3, V(Oé,ﬁ) c JZ{2.

Réciproquement, une collection (H,)qcr de fonctions telle que H, € €°(U,,R")
pour tout o € A et telle que 'on ait la relation

Ha = |t/37a’2H/3, V(Oé,ﬂ) € %2,
définit donc une structure hermitienne H sur L.

Maintenant si M est une variété complexe munie d’un recouvrement de cartes
(Ua, (25, -+ 22)), on définit le fibré canonique K par ses fonctions de transition

tag € %OO(UO( N Uﬁ,@) par
92!
tag = det ( (azq> )

J

En effet, grace aux formules de changement de variables et a la multiplicativité du
déterminant, les fonctions t,4 vérifient bien

taplpy =tay V(a,B,7) € o,
laptpa = 1, V(O&,B) c o

Remarque. On peut montrer que le fibré Kj; est isomorphe au fibré des formes
différentielles de degré maximale i.e. & Q™" (M) (si on note n la dimension complexe
de M).

On définit alors le fibré anticanonique K;;' comme I'inverse du fibré canonique
Ky et on a donc (voir lemme C.3.17)

a(Ky') = —c(Ky)

Définition C.3.18 Si M est une variété complexe, on définit la premiere classe de
Chern de la variété M, et on la note c1(M), par

(M) =e(Ky') = —ei(Ky)
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Si g est une structure hermitienne alors la matrice g associée a 1'ouvert, U, est
hermitienne définie positive donc det(g*) > 0. On pose alors

H, = det(g*)™', VYae .

On définit alors une collection (H,)qcor de fonctions telle que H, € €°(U,,R%) qui
vérifient grace a la formule de changement de variables et & la multiplicativité du
déterminant :

Ha = |t/37a|2H/3, V(Oé,ﬁ) c JZ{2,

donc cette collection définit une structure hermitienne H sur K,,. De plus, on a
alors localement (voir la section C.3.2 sur la premiére classe de Chern d’un fibré en
droites)

VI
ca(Kuy) = [738 log det g].

Connexion de Levi-Civita pour les variétés kihlériennes

Dans cette section, nous allons considérer une variété hermitienne (M, h, J) dont
on notera g la métrique riemannienne associée et w la forme associée.

On sait que h définit une structure hermitienne sur (7'M, J). De plus, on a
aussi un opérateur holomorphe naturel 9 sur QP4(TM). Donc, d’aprés le théoréme
C.3.15, il existe une connexion v que l'on appellera connexion de Chern de M,
vérifiant Vh = 0 et VO = 0.

Nous avons aussi une autre connexion naturelle sur M donnée par la géométrie
riemannienne : la connexion de Levi-Civita. En effet, on a le résultat de géométrie
riemannienne suivant :

Théoréme C.3.19 Pour toute variété riemanienne (M,g), il existe une unique
connexion V sur M vérifiant :

o VY — Vy X = [X,Y] (on dit que V est sans torsion).

e Vg=0 (on dit que g est paralléle & V).
Cette connexion s’appelle la connexion de Levi-Civita (associée a g). 0

En appliquant ce résultat a la variété (M, g), on obtient donc la connexion de Levi-
Civita sur M (associé a g) que I'on notera V par la suite.

Commencons par un résultat utile pour la suite :

Théoréme C.3.20 Une métrique hermitienne h sur une variété presque complexe
(M, J) est kihlérienne si et seulement si J est paralléle par rapport a la connexion
de Levi-Civita de h.

Démonstration. Au cours de la démonstration, nous aurons besoin du lemme
suivant que nous énoncons et démontrons tout de suite :
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Lemme C.3.21 Soit h une métrique hermitienne sur une variété presque complexe
(M, J) dont on note V la connexion de Levi-Civita. Alors J est intégrable si et
seulement st on a

(Vix )Y = J(VxJ)Y, V(X,Y)ecTM?.

Démonstration.
Fixons un point x € M et étendons X et Y en des champs de vecteurs paralléles
pour V en z (voir lemme C.4.4). On peut alors écrire

N(X,Y) = [X, Y]+ J[JX,Y] + J[X,JY] - [JX, JY]
=J(Vx)Y = J(Vy )X — (V,;XJ)Y + (Vv J)(X)
= (J(VxJ)Y = (VuxJ)Y) = (JVy )X — (Vv J)X).
Cela nous donne directement le sens réciproque. Pour le sens direct, on pose
AX,Y,Z) =h(JVxJ])Y — (VyxJ)Y, Z).

On voit directement que A(X,Y, Z) = A(Y, X, Z). De plus, comme J et Vx.J sont
des opérateurs anti-symétriques qui anti-commutent, on trouve que A(X,Y,7) =
—A(X, Z,Y). Ainsi par permutation circulaire, on a que
AX)Y, Z)=-AY,Z, X)=A(Z,X,)Y)=—-A(X,Y, Z),
ce qui permet de conclure O
Maintenant, passons a la démonstration du théoréme. Le sens direct découle
directement des défnitions, en effet un calcul direct nous donne que si J est paralléle

pour V alors N’ s’annule et comme w = h(J-, ), on a aussi que Vw = 0 d’ott dw = 0.
Pour le sens réciproque, on considére le tenseur

B(X,Y,Z):=h((VxJ)Y, Z).
Comme J et Vx.J anti-commutent, on obtient
B(X,Y,JZ) = B(X,JY, 7).
De plus, le lemme nous donne que
B(X,Y,JZ)+ B(JX,Y,Z) = 0.
Alors en combinant les deux relations qui précédent, on obtient
B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) = 0.
Enfin, en utilisant le fait que dw = 0, on obtient que
B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) =0,

et
B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X)+ B(Z,X,JY) = 0.
Ces deux relations combinées avec la précédente nous donnent que 2B(X,Y, JZ) =0

i.e. J est paralléle pour V. 0
Nous pouvons alors démontrer un résultat important :
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Proposition C.3.22 Soit (M, h, J) une variété hermitienne. La connexion de Chern
V coincide avec la connexion de Levi-Cwita V si et seulement si (M, h,J) est une
variété kahlérienne. 0

Démonstration. Comme la démonstration est longue et n’apporte aucune infor-
mation supplémentaire utile par la suite, on renvoie a [14] par exemple. 0]

200



C.4 Le Tenseur de Ricci

C.4.1 Rappels de géométrie riemannienne

Considérons une variété différentielle lisse réelle M. Commencons par rappeler
la définition de métrique riemannienne :

Définition C.4.1 Une métrique riemannienne g est un tenseur de type (2,0) tel
que pour tout p € M, g|, est une forme bilinéaire symétrique définie positive. On dit
alors que (M, g) est une variété riemannienne.

Remarque. Toute variété réelle lisse admet au moins une métrique riemannienne.
En effet, si le fibré est trivial (et donc pour les fibrés trivialisables), il suffit de prendre
le produit scalaire euclidien usuel pour chaque fibre. Pour le cas général, on utilise
le cas précédent que ’on globalise grace a une partition de I'unité subordonnée a un
recouvrement de trivialisations du fibré.

Si (M, g) est une variété riemannienne alors pour tout p € M, I'espace tangent
T, M de M en x est donc un espace euclidien pour le produit scalaire g|,. De plus,
comme g|, est définie positive, g|, est en particulier non-dégénérée, nous avons donc
un isomorphisme entre T'M et T*M donné par

g T™M — T*M
X eT,M —s (Y gl(Y,X)eTM)

Terminons en donnant une expression locale pour les métriques riemanniennes.

En effet, si (U, (z!,---,2")) est une carte locale munie des coordonnées locales
(z',--+,2"). On a alors une base locale de I'(T*U) donnée par (dx!,--- dz.) et
sa base locale duale sur I'(TU) donnée par (9 = 52, , 8, = 52). On peut alors

écrire
glv = E gijdz' @ da’,
1<i,j<n

ol (g;;) est une matrice symétrique définie positive a coefficients dans ¢*°(U) ap-
pelée la matrice de g dans la carte locale U. Nous noterons ¢/¢ la matrice inverse de
la matrice (g;;) (qui existe puisque que g est définie positive).

Résultats généraux sur les connexions

Dans cette section, on fixe (M, g) une variété riemannienne et £ — M un fibré
vectoriel réel au dessus de M.
Commencons par rappeler la définition d'une connezion :

Définition C.4.2 une connezion sur E est une application V : (0,X) € T'(E) X

L(TM)w— Vxo € I'(E) vérifiant
o L’application V est R-bilinéaire.
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e Pour toute fonction f € C*(M,C), on a Vyx = fVxo.
e Pour toute fonction f € C*(M,C), on a Vx(fo) = X(f)o+ fVxo (régle de
Leibniz).

On définit alors les symboles de Christoffel de V par rapport a un systéme de
coordonnées locales (z%) par
FZ = dﬁk(Vaiaj),

ou de maniére équivalente par

Vo,

(3

8j = Fk 8k

]

Toute connexion V sur E induit une connexion V* sur le fibré dual E* de E par
la formule

(Vi) (o) = X(I(0)) — I(Vxo), Y(X,1,0) € (TM) x D(E*) x T(E).

De plus, si E — M est un second fibré vectoriel sur M muni d’une connexion V.
On peut alors définir une connexion V @& V sur £ & E par la formule

(Ve V)x(0c®d)=Vxo+Vxa, Y(X,0,5) e (TM)x(E)xT(E),
et une connexion V@V sur E® E par la formule
(VeV)x(c®3)=Vxo®5+0®Vxs, Y(X,0,5)cD(TM)x(E)x(E),

En posant par convention Vxf = X(f), on peut alors définir par récurrence une
connexion (V*)®* @ V® sur chaque fibré tensoriel (E*)®* @ E®.

Maintenant, on peut remarquer que les connexions sont des opérateurs locaux
dans le sens suivant :

Lemme C.4.3 Soit E — M un fibré vectoriel au dessus de M muni d’une connexion
V et soient deux sections o et o de E. Pour tout point p € M, s’il existe un voisinage
ouvert de p tel que o|y = oy alors (Vxo)(p) = (Vxo)(p).

Démonstration. Prenons une fonction plateau f valant 1 sur un voisinage ouvert
de p et valant 0 en dehors de U. Maintenant, en appliquant la régle de Leibniz, on
trouve que

(Vx(fo))(p) = f(0)(Vx(0))(p) + (Lx (/) (p)o(p)-

Or comme f est une fonction plateau au voisinage de p, on a f(p) = let (Lx(f))(p) =
0 donc

(Vx(fo))(p) = f(p)(Vx(0))(p),

on peut alors conclure en remarquant que fo = fo. O
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Grace au lemme précédent, si p € M et v € T,M, alors on peut définir sans
ambiguité :
V.o(p) :=Vxo(p), Yo eTl'(E),
ou X est un champ de vecteurs tel que X (p) = v. On dira alors qu’une section o de
E est parallele dans la direction X € I(T'M) au point p € M si Vxo = 0.

Terminons par un lemme qui nous sera utile dans la suite :

Lemme C.4.4 Pour tout X € T,M et oy € E|,, il existe une section locale o
paralléle dans la direction X au point p satisfaisant o(p) = oo.

Démonstration. Soit (U, (z1,--- ,z,n)) une carte locale centrée en p et soit un
repére local centré en p (oy,---,0%) de E. Prenons une section locale 7 de E telle
que 7(p) = 0. Il existe alors des réels (a1, -+ ,a,) et (by, -+ ,bx) tels que

0
X = Zaz‘a—xi(P),

Vx1 = Z bjoi(p).

Si X = 0 alors il n’y a rien a faire. Sinon, on peut supposer que a; # 0 et alors
o:=17—(z1/a1) Y bjo; permet de conclure. O

Connexion de Levi-Civita

Commencons par énoncer a nouveau le théoréeme de Levi-Civita qui nous donne
Pexistence d’une connexion particuliére importante : la connexion de Levi-Civita.

Théoréme C.4.5 Pour toute variété riemannienne (M,gq), il existe une unique
connexion V sur M vérifiant :

o VxY — Vy X = [X,Y] (on dit que V est sans torsion,).

e Vg=0 (on dit que g est paralléle a V).
Cette connexion s’appelle la connexion de Levi-Civita (associée a g).

Démonstration. Si V est une connexion sans torsion pour laquelle g est paralléle
alors on a

X(g(Y, 7)) = g(VxY, Z) + (Y, VxZ), V(X,Y,Z) € (TM)"

Par symétrie des roles de X, Y et Z, on obtient en faisant une permutation des
variables, on trouve aussi que

Y(9(Z. X)) =9(VyZ,X)+g(Z,VyX),

et que
Z(g(X,Y)) =g(VzX,Y) 4+ g(X,VzY).
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Maintenant si on ajoute les deux premiéres équations et en soustrayant la derniére,
on trouve alors

29(VxY,2) = X(g(Y. Z) + Y (9(Z,X) — Z(9(X.Y)
(on a utilisé pour simplifier 'expression le fait que g est symétrique et que V est
sans torsion.) Comme pour tous X et Y fixés, 'expression de droite est € linéaire

en Z, on conclut a l'existence et a 'unicité grace a la non-dégénérescence de g (et
donc & Iisomorphisme ¢°). O

Une propriété importante de la connexion de Levi-Civita est que les symboles de
Christoffel associés a cette connexion s’expriment par rapport a la métrique et aux
dérivées de la métrique. Plus précisément, on a le lemme suivant :

Lemme C.4.6 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et soit V la
connezion de Levi-Civita associée g. Dans des coordonnées locales (z*,---  z"), les
symboles de Christoffel sont donnés par

F% = Z 9" (891 + 0ig1 — Dugij).
1<k,I<n
ot (gF) est la matrice inverse de la matrice (gy.) associée a la métrique g.
Démonstration. Il suffit de traduire I’égalité
29(VxY, 2) = X(9(Y, Z2) + Y (9(Z, X) = Z(9(X,Y)
—9([X, Z].Y) = g([Y, Z], X) + 9([X, Y], Z),

que nous avons établie dans la démonstration du théoréme C.4.5, en coordonnées
locales en remplacant X par 0;, Y par 0;, et Z par 0Oy. O

Tenseur de courbure

Soit (M, g) une variété riemannienne dont on notera V la connexion de Levi-
Civita. Posons ’application suivante :

RY:| (TM)? — T(TM)
(X,Y.Z) +— VxVyZ-VyVxZ—VixyZ "
Lemme C.4.7 L’application RY est € (M )-multilinéaire.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la régle de Leibniz pour les
connexions et de la formule suivante pour le crochet de Lie :

[fX,gY] = fglX, Y]+ f2x(9)Y — 927 (/)X

O
Par le lemme de tensorialité, RV définit donc un tenseur de type (3, 1). Cela nous
conduit & la définition suivante :
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Définition C.4.8 On appelle tenseur de courbure, le tenseur de type (3,1) défini
par

RY(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —VixyZ, Y(X,Y,Z)€e(TM)>.

De plus, on définit aussi le tenseur de Riemann R comme le tenseur de type (4,0)
par la formule

R(X,Y,Z,T) =g(RV(X,Y)Z,T), Y(X,Y,ZT)ecT(TM)*"
On dira alors que la métrique g est plate si R est nul.

Terminons sur le tenseur de courbure par le lemme suivant qui nous donne les
symétries de ce tenseur.

Lemme C.4.9 Nous avons les formules suivantes :
(1)) R(X,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y)
(i) RIX,Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,T)+ R(Z,X,Y,T) =0 (premiére identité de Bian-
chi).
() (VxR)Y,Z,T,W)+ (VyR)(Z, X, T,W) + (VzR)(X,Y,T,W) = 0 (seconde
identité de Bianchi).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la régle de Leibniz pour les
connexions. 0J

Tenseur de Ricci

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 7.
Définition C.4.10 On définit le tenseur de Ricci de (M, g) par
Ric(X,Y) :=Tr{V — RV, X)Y}.
Remarque. On peut aussi le définir par la formule suivante :
Ric(X,Y) =Y R(e;, XY, e;),
i=1

ol (€;)i=1,.. » est une base locale orthonormale pour T'M.

Une métrique riemannienne g sur une variété M est dite métrique d’Einstein s’il
existe A € R tel que

Ric(X,Y) = g(X,Y) V(X,Y) € TM?>

De plus, si A = 0 alors on dit que g est Ricci-plate.
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C.4.2 Tenseur de Ricci dans le cas kihlérien et conséquences

Dans cette partie, on fixe une variété kihlérienne (M, h, J) (ou h est la métrique
hermitienne, J la structure complexe) dont on notera w la forme de Kéhler associée

et V la connexion de Chern (qui est aussi la connexion de Levi-Civita par le lemme
C.3.22).

Définitions et propriétés
On rappelle que le tenseur de Ricci est donné par
Rie(X,)Y)=Tr{V — R(V,X)Y},

ou R est le tenseur de courbure de Riemann.
De plus, comme J est V-paralléle (voir lemme C.3.20), en utilisant le lemme
C.3.20, on obtient que

R(X,Y)JZ =JR(X,Y)Z, Y(X,Y,Z) e (TM)>.
De plus, grace aux symétries du tenseur de courbure (lemme C.4.9), on obtient

R(X,Y,JZ,JT) = R(X.,Y, Z,T)
= R(JX,JY,Z,T),

ainsi en prenant un repére orthonormé local {e;}, nous avons que

2m
Ric(JX,JY) = R(e;, JX,JY,¢e;)
=1
2m
= R(Je;, X,Y, Je;)
=1

= Ric(X,Y).

Définition C.4.11 On définit le tenseur de Kdhler-Ricci Ric(w) par
Ric(w)(X,Y) = Ric(JX,Y), V(X,Y)eI'(T'M).
Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.4.12 Le tenseur de Ricci d’une variété kdhlérienne satisfait :

Ric(X,Y) = %TT(R(X, JY) o J).
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Démonstration. Soit (e;) un repére local de T'M orthonormé. En utilisant la pre-
miére identité de Bianchy et les symétries du tenseur, on a

2m
Ric(X,Y) =Y R(e;, X,Ye;)

=1
2m

= R(e;, X, JY, i)
=1
2m

=> (= R(X,JY,e;, Je;) — R(JY, e1, X, Je))
=1
2m

=Y R(X,JY, Jej e;) + R(Y, Jei, X, Je;)
=1

= Tr(R(X,JY)o.J) — Ric(X,Y)

Corollaire C.4.13 Le tenseur de Ricci Kihler vérifie alors
2Ric(w)(X,Y) =Tr(R(X,Y)o J).
En particulier, Ric(w) est fermé.

Démonstration. La premiére égalité vient directement de la définition. Grace a
cette expression, on a alors

2d(Ric(w))(X,Y, Z) = 2((Vx(Ric(w)))(Y, Z) + (Vy (Ric(w)))(Z, X) + (Vz(Ric(w)))(X,Y))
=Tr((VxR)(Y.Z)+ (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y)) o J)
= 0.

Expressions en cordonnées locales

Considérons alors un systéme de coordonnées locales (z%). On a alors la base
associée sur TMC donnée par

O i= 2 et Opim
a.—a—zae a.—a—za.

Posons alors

hap = h(04,08), Y(A,B)€{l,--- m,1,--- m}>
207



Avant de continuer, faisons deux remarques concernant les notations;

Remarque. A partir de maintenant, nous utiliserons les lettres romaines majus-
cules pour les indices appartenant a l’ensemble {1,--- ,m,1,--- m} et les lettres
grecques minuscules {1,---,m}. De plus, on utilisera la convention @ = .

Remarque. De méme, a partir de maintenant, nous utiliserons les conventions de
sommations d’Einstein. Selon cette convention, quand 'indice d’une variable appa-
rait deux fois dans un terme, on sous-entend la sommation sur toutes les valeurs
que peut prendre cet indice. Cet indice est dit muet. On le fait figurer une fois en
position supérieure, une fois en position inférieure.

Maintenant, comme h est hermitienne, on obtient que
hag = hgz =0,

et
h37a - hO‘:B = hﬁ’a'

On définit alors la matrice de (h,3) associée a la métrique h et on notera la matrice

inverse (h*?). On a donc la formule

hog BT = 6ay.
On définit alors les symboles de Christoffel par la formule suivante

Vo,08 = 'S 500,
que l'on peut encore ré-écrire sous la forme

I'l s = d2c(Vo,0p).
Par définition, on obtient alors que
9, =T

De plus, comme V est sans torsion (voir par exemple la définition C.4.5 de la
connexion de Levi Civita), on obtient que

FZB = F%A»
et comme T est V-paralléle (voir le lemme C.3.20), on obtient que
v
FAE = 0.
En conclusion, les symboles de Christoffel non nuls sont
v v
L et Faﬁ’
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qui sont reliés par la formule
YT
Lop = Faﬁ’
Nous allons maintenant déterminer ’expression des symboles de Christoffel FZYB en
fonction de la matrice (h,g) de la métrique h. Pour commencer, remarquons que,
comme FSS =0,on a

Vo, 05 = 0.
Ainsi, on a que
Donc on a 5
—Oh o~
7, =h0—2
b 0%4

Maintenant, on calcule en coordonnées locales 'expression de la courbure. On
pose alors

R(04,08)0c = RYp-0p,
et

RABCD = R(8A7 aB? aC: aD)

= hpeR.pc.
Maintenant, comme T°M est paralléle, nous obtenons que

R’Y

Y » o
ABS RAB§ = 0.

De plus, en utilisant les symétries du tenseur de courbure, nous voyons que les seuls
termes non-nuls sont

Ropys: Baprs: Hapys: Haps,
et
Ré

afy’ afyr S oBy:

R_ R, R
afBy’
Nous obtenons alors
R)5 05 = R(Da, 05)0,
= —V%(Vaa 0)
— Vo (1%, 05)
B or?

oy
0zg °
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Ce qui nous donne que

5
5 _ _8FM
ofy aZa )
Alinsi, nous obtenons aussi que
Ric.5 = Ricz. = R
— po_
o Raﬁ'y
arg,

Lien entre tenseur de Ricci et premiére classe de Chern

Commencons par rappeler un lemme de calcul de différentiel :

Lemme C.4.14 Soit h = (h;;) une matrice hermitienne inversible. Considérons les
trois applications suivantes

h:|]R — GL,(C)
t — (hy(?) 7

h:|R — GL,(C)
t — (RY(1) = (hy(t) "
et

d:|R — C
t — det(h(t))

On a alors .
d'(t)=d(t) Y hi(t)n(t).
i,j=1

Démonstration. C’est une conséquence directe des formules de Cramer par exemple.
O

On peut aussi le reformuler ainsi pour les fonctions a plusieurs variables :

Lemme C.4.15 Soit A = (A;) une matrice hermitienne inversible dont on notera
A~1 = (A7) la matrice inverse. Si les coefficients de A dépendent d’une variable s,
on obtient alors

0 to (0
—_— = Jt —_— il
S detA=3 A ( 851413) det A.

ij=1
En utilisant un de ces lemmes, nous obtenons alors la proposition suivante :
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Lemme C.4.16 Nous avons [’expression suivante pour le tenseur de Ricci :
Ric(w) = —v—lf)glog(det(hag)).
Démonstration. On a vu que
_Oh =
re =re, =h"—22
o e 0z,

Ainsi, en utilisant le lemme C.4.14, on obtient que

1 Odet(h,5) dlogdet(h,s)

re =r1re¢ =
e det(h,z) 0z, 0z,
d’ou
Ri 9*log det(h,3)
ZCQB-_-_- 8za823 )
Ce qui permet de conclure. O

Un lemme important qui découle de I'expression calculée a la fin de la section C.3.2 :
Lemme C.4.17 Si (M,w) est une variété kihlérienne alors on a

a(M) = %[Rz‘c(w)].

Remarque. On peut aussi définir

v—1
ch(w) == WRQECZZO‘ A dzﬁ,

avec

9*log det(h,3)
B 02423

Y

R,z =
afin d’obtenir ’expression
c1(M) = [Ric(w)].

Nous préciserons le moment venu les conventions adoptées.

Coordonnées normales

On appelle systéme de coordonnées normales en p, un systéme centré en p rem-
plissant les deux conditions suivantes

9.5(p) =06,5 et Okg,5(p) = 0.

En particulier, les symboles de Christoffel dans ce systéme s’annulent en p.

Grace a 'expression des symboles de Christoffel, on a la proposition suivante qui
nous dit qu’en tout point, il existe un systéme de coordonnées normales tel que 'on
puisse en plus diagonaliser un tenseur dans ces coordonnées :
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Lemme C.4.18 Soit g une métrique sur M et soit S un tenseur hermitien. Pour
tout point p de M, il existe un systeme de coordonnées centré en p tel que

9.5(P) =045, Su(P) = Aaluz: Okga3(p) =0

Démonstration. L’existence d'un systéme de coordonnées (z!,--- | 2") centré en p
répondant aux deux premiéres conditions est une conséquence directe des lemmes
de diagonalisation en algébre linéaire. Pour la derniere, on définit le systéme de
coordonnées (21,--- | z") au voisinage de p par

o~ 1 e
2t =2 — §T§-k(0)z32k Vi=1,--- n.
On vérifie alors que ce systéme de coordonnées remplit les conditions du lemme. [

Dérivées covariantes
Soit f € C*(M,C), on définit alors les dérivées covariantes Vi f et Vi f par
Vif = 0uf et Of

Ces dérivés peuvent s’étendre aux tenseurs de la fagon suivante. Si nous prenons
X el(TYWet Y € (T ie.

X =X'9; et Y =Y'0,
alors on définit

VEXZ = (‘)EXZ,

VY= 8,Y",

ViY' =0y + T Y7

Et si nous prenons une (1,0)-forme « et une (0, 1)-forme 3 i.e.
a=a;dz et B :=bdz,
alors on définit

Via; := Opa; — I‘;kaj,
Viza; = Ora,,
Vib; == Okb;,
Vibs = Ob; — T b,

J
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Et nous étendons cela a tout type de tenseur de maniére naturelle. Par exemple
prenons un tenseur W = (W;7), on a alors

— = . lf I —
VoW =0, W7 + 1, W, =T, W,
VW = 0mWy + T}, W) — Tl W7,

Terminons par remarquer qu'une métrique kahlérienne g induit une norme |- |,
pour tout tenseur défini de la fagon suivante : Si nous prenons X € I'(T'Y et
Y € T(T%) ie.

X =X0; et Y =Y'0,
alors on définit
|X|§ = gﬁXiﬁ,
V|2 = g5V,

Et si nous prenons une (1,0)-forme « et une (0, 1)-forme 3 i.e.
a=a;dz et B :=bdz,
alors on définit
‘04’3 = gﬁaia_ja

B2 = T,

Et nous étendons cela & tout type de tenseur de maniére naturelle. Par exemple
prenons un tenseur W = (W;7), on a alors

(W12 = 9" g59,aWiIW7P.

Nous pouvons aussi étendre de maniére naturelle la notion de produits scalaires (-, -),
aux différents types de tenseurs. Par exemple si nous prenons deux (0, 1)-formes
et 0 qui s’écrivent localement

Bi=bdz' et §:=d;dz
alors on définit .
<ﬁ,5>g = gﬂbgdg
Terminons par une remarque concernant la notation. Par la suite, afin d’améliorer

la lecture de certaines équations, nous écrirons en indice les dérivées covariantes de
la fagon suivante :

VoV, VyViof = fovpa-
Attention a 'ordre inverse qui est fait pour que
(fa)ﬂ = V/BVOéf = foz,ﬁ'
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Formules de commutations des dérivés covariantes

On rappelle que nous avons définit le tenseur de courbure d’une métrique kihlé-
rienne g par

B™ g = =0T

Nous pouvons descendre ou monter d’un ou plusieurs indices de ce tenseur en utili-
sant la métrique g. Par exemple, on pose

R = g™ i1
En utilisant les symboles de Christoffel, on a montré que
Rii; = —0i059,5 + 97 (0i913) (059,
et que donc le tenseur de Ricci s’exprime en fonction du tenseur de courbure par

Ik k
Ry =9 "Ryg; = Ri" 5.

J j

Nous avons alors les formules suivantes dites formules de commutations des dérivées
covariantes (ou de Ricci) :

Proposition C.4.19 Soit X € T(T'%) et Y € T(T™'). On a alors les expressions
locales suivantes :

X =X0; et Y=Y0,
De plus, si on pose [V, V5| =V, V; — V:Vy, on a

Vi, VIX™ = Ri™ 13X (1)
YV, Vi X™ = 0 (2)
[V ViIX™ =0 (3)
Vi, ViY™ = —R™ Y7 (4)
Vi, VY™ =0 (5)
[V VIIY™ =0 (6)

Démonstration. La vérification est immeédiate et peut étre faite en coordonnées
normales pour simplifier. On pourra consulter [59]. O

On peut aussi définir les formules de commutations pour les formes différentielles :

Proposition C.4.20 Soit une (1,0)-forme « et soit une (0,1)-forme 5. On a alors
les expressions : . '
a=a;dz" et [:=bdz,
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De plus, si on pose [V, V5| = Vi, V; — V5V, on a

Vi, Vilai = =R ™ am (7)
Vi, ViJa; =0 (8)
(Vi Via; =0 (9)
Vi, V3lbm = Rmﬂdbm (10)
Vi, Vilbm =0 (11)
Vi Vilbm =0 (12)

Démonstration. De méme, la vérification est immeédiate et peut étre faite en co-
ordonnées normales pour simplifier (voir [59]). O

Remarque. On peut étendre ces formules pour des tenseurs de tout type mais elles
ne seront pas utiles dans la suite, on pourra consulter [59] pour plus de détails.
Notions de convergences

Fixons une variété kihlérienne compacte (M,w). Si f est une fonction sur M,
on définit la norme €° de f sur M par

I/

¢o(M) = Sup | f]-
M

De méme, on a vu, dans la section C.4.2, que nous pouvons définir la norme ||,
d’un tenseur W, on définit alors la norme sur M de W par :

w

¢0(M,g) = | W1, EO(M)-

Maintenant, en considérant la dérivée covariante réelle associée a la métrique ggr =
Re(g), on définit pour toute fonction f le tenseur VI f dont les composantes sont
(VR)i, -+ (VR)i, f, et de méme pour tout tenseur W. On définit alors la norme €*
sur M pour tout fonction f et pour tout ouvert U C M :

I1f

¢0(U,9)»

k
. m
g = > IVES
m=0
et de maniére similaire pour tout tenseur W.

Finalement, on dit que la famille T, de tenseurs converge de maniére €°°(M, g)

vers T, si
t—o0

Vk S N, HE - Too %ﬂk(jw’g) — O

Théoréme d’Arzela- Ascoli

Soit X et Y deux espaces métriques. On considére 'ensemble €'(X,Y") des fonc-
tions continues de X dans Y. On dit que .# C € (X,Y) est une famille équicontinue
si

Ve>0, YEX, 36>0,, Y(f,y)€F x Bs(z), dy(f(z), f(y)) <e,
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(ot Bs(z) désigne la boule fermée de centre x et de rayon 4.)
De plus, on dit que que .# est une famille ponctuelle bornée si

Jyp €Y, VeeX, 3C=C(z) <oo, VfeF, dy(f(z) y0) < Cla).
On a alors le théoréme d’Arzela-Ascoli -

Théoréme C.4.21 Soit X etY deux espaces métriques localement compacts. Alors
une famille # C C(X,Y) est compacte pour la topologie compacte-ouverte si et
seulement si F est une famille équicontinue, ponctuellement bornée et fermée.

Démonstration. On pourra consulter [33]. O

Une conséquence importante est que si # C C(X,Y) est une famille compacte,
alors toute suite (f,,) C .# admet une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact de X. Nous pouvons utiliser ce fait pour extraire une sous-suite de toute
suite de sections ayant des dérivées bornées :

Corollaire C.4.22 Soit (M, g) est une variété et E un fibré vectoriel de M et fizons
une métrique g et une connexion V sur E et T'M Soit Q@ C M un ouvert dont
Uadhérence Q) est compacte et p € NU {oo}. Alors pour toute suite (£,) de section
sur E au dessus de Q telle que

sup sup |V < C < oo,
OSOCSP"FI TL’GQ

alors il existe une section & de Elg et une sous-suite de (§x) qui convergen vers {u
de maniére €7 sur Q.

Démonstration. On réduit la preuve de ce théoréme au théoréme d’Ascoli. En
effet, on fixe une collection finie d’ouverts de trivialisation de Q et on applique le
théoréme d’Arzela-Ascoli a chaque composante de VP&, pour tout ouvert de trivia-
lisation, en effet les composantes de VP&, sont controles par celle de VPTLE, par le
théoréme des accroissement finis. On pourra consulter [1] O

Un cas particulier important est le cas ou le fibré E correspond au fibré trivial
au dessus de M une variété compacte. Alors pour toute suite de fonctions (g;) €
€*(M,R) bornée pour la norme €%, on peut extraire une sous-suite qui converge
pour la norme €%~

Théoréme d’intégration par parties

Nous aurons besoin des formules d’intégration suivantes. Une référence pour des
détails supplémentaires est par exemple |35].
La premiére formule importante est la formule de Stokes :
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Proposition C.4.23 Soit M une variété différentielle (réelle) orientée compacte a
bord. Alors on a pour toute (n — 1)-forme « :

fute= fe
M oM

En particulier, si M est sans bords alors

/dazO.
M

Démonstration. voir [12, 35, 46| par exemple. O

Maintenant, on considére que M est une variété riemannienne orientée i.e. elle est
munie d’une métrique riemannienne g qui induit donc une métrique riemannienne
g sur OM et on peut définir la forme volume de g par

dO'g = il/dug|8M7

ol v est le champ de vecteurs normaux sortant a OM et du, ma formule volume
associée a g sur M. En particulier, pour tout champ de vecteurs X € I'(M), on a

ixdpglon = (X, v)4dog,

et on définit la divergence de X comme la fonction div(X) € €°°(M,R) vérifiant la
formule suivante :

d(ixdpy) = divXdp,.
On peut montrer que le lemme suivant qui donne une expression locale pour la
divergence :

Lemme C.4.24 Soit M une variété riemannienne orientée et soit X = X'0; un
champs de vecteurs sur M. Alors on a la formule suivante

1
div(X) = \/Wa (X'/det g)
Démonstration. On peut encore consulter [12, 35, 46| par exemple. O

On a alors le théoréme de la divergence qui est une conséquence directe de la
formule de Stokes (voir [12]| par exemple) :

Lemme C.4.25 Soit M une variété riemannienne orientée compacte et soit X =
X'0; un champs de vecteurs sur M. Alors on a la formule suivante

/dz’de,ug:/ (X, v)ydo;
M oM

En particulier st M est sans bords, nous avons
/ divXdug, = 0.
M
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Terminons les rappels avec un théoréme d’intégrations par partie. Pour cela, on
rappelle que si (M, g) est une variété riemannienne alors on définit le laplacien A
associé a la métrique g comme la trace par rapport a g de la dérivée covariante
seconde (par rapport & la connexion V de Levi-Civita) i.e.

Af =tr,V2f = g"V,V,f, VfeE°(MR).
Nous avons alors le théoréme suivant dit théoréeme d’intégration par partie :

Théoréme C.4.26 Soit (M, g) une variélé riemanienne et soient u,v € €°°(M,R).
On a alors les formules suivantes :
o Si M est compacte et sans bords alors on a

/ Audp = 0.
M

e Si M est compacte alors on a

ov ou
vAu — uAv)d :/ Uu— — v—1do.
/ o= | (gt =03

En particulier, si M est compacte sans bords alors on a

/ vAu du:/ uAv dp.
M M

e Si M est compact alors on a

ov
/uAvdu—i—/ (Vu, Vv>d,u:/ u——do.
M M om Op

En particulier, si M est compacte sans bords alors on a

/ ulAv dp = —/ (Vu, Vu)du.
M M

Démonstration. On renvoie a [12]. O

Ce théoréme d’intégration par partie a une expression particuliérement agréable
dans le cas des variétés kihlériennes compactes (sans bords) que nous donnons dans
le théoréme suivant :

Théoréme C.4.27 Soit M une variété compacte kdhlérienne dont on note g la
métrique kihlérienne et soient u,v € €°(M,C). On a alors les égalités suivantes

/M@u,gv) wZ:—/MUAguwg:—/MUA_ng;L.
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Principe du maximum

Nous aurons besoin d’une notion de principe de mazimum que nous introduisons
ici. Fixons une variété kihlérienne compacte (M,w). Commencons par introduire
quelques notations et opérateurs.

Soit a une (1,1)-forme réelle. Elle s’écrit donc localement sous la forme o =
V—=lagdz" Ndz’, on écrira que o > 0 si la matrice a;; est définie positive et o < 0 si
elle est définie négative. De plus, on remarque que « est une métrique kihlérienne
si et seulement si o > 0. De plus, si une classe de cohomologie a € H%’]IR(M) s’écrit
comme « = [w] pour une métrique de Kéhler w, on dit que « est une classe de
Kahler et on écrit a > 0.

Maintenant, si & = v/—la;dz" A dz/ Nous définissons aussi la trace de a par
rapport & la métrique w par la formule

Tr(a) = g’
et 'opérateur laplacien par rapport a la métrique w par
Af = V=1t (00f) = ¢7'0:0;f Vf € €>(M).
Nous avons le lemme élémentaire de calcul différentiel suivant

Lemme C.4.28 Soit f une fonction lisse réelle sur M (sans bord) qui atteint son
mazimum (minimum) en un point xy de M, nous avons alors au point xy :

df =0 et /—109f <0 (>0).
O

Remarque. La condition /—199f < 0 (> 0) peut étre remplacé par la condition
Af <0 (>0).

Par la suite, nous rajouterons un parameétre ¢ de temps dans nos équations, ce
qui nous obligera a considérer des fonctions f(z,t) définies sur M x [0,7]. Nous
avons alors le résultat suivant appelé principe du mazimum (parabolique)

Lemme C.4.29 Soit T' € R} et soit M une variété compacte sans bord. Si f =
f(z,t) est une fonction lisse sur M x [0,T] qui atteint son mazimum (minimum)
au point (xg,tg) € M x [0,T'] alors on a ty =0 ou on a au point (xg,ty) l'inégalité
suivante :

of

520(§0) et df =0 et Af<0(>0).

O

Terminons par un corollaire important du principe du maximum (qui par la suite
sera aussi appelé principe du maximum) :
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Corollaire C.4.30 Soit T' € R’ et soit M une variété compacte sans bord. On
suppose que f = f(x,t) est une fonction lisse sur M x [0, T satisfaisant l'inégalité

diﬁé? ent'l-elle Suivante
at f ’

sup  f(x,t) < sup f(z,0).
(x,£)EM x[0,T] zeM

Alors on a linégalité suivante

Démonstration. Fixons 7" € [0,T[. Pour tout € > 0, on définit la fonction f. :=
f —et. Comme M est compact, la fonction f. admet un maximum en un point
(x0,t0). Supposons que ty > 0 alors par le principe du maximum (lemme C.4.29),

nous obtenons
0
0 S (a - A) fe(antU>7

0 0
(a— A) fé-(l’(),to) = (&_ A) f([[‘o,to) -5

comme par hypothése, on a (% — A) f <0, nous obtenons

or on a que

0
0 S (E_ A) fe(x07t0> S —E,

ce qui est absurde donc tyg = 0. Ce qui nous donne donc

sup  f(z,t) < sup  fe(x,t) +eTo < sup f(z,0) + T,
(z,£)eM x[0,T] (z,£)eM x[0,T] zeM

Comme ¢ et T} sont arbitraires, le résultat s’en déduit. O

Remarque. Nous obtenons le méme résultat pour I'infimum d’une fonction f si on

remplace (& — A)f <0 par (& —A)f > 0.
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C.5 Etude du flot de Kihler-Ricci

C.5.1 Le flot de Kahler-Ricci

Avant de commencer, faisons quelques rappels sur les objets que nous allons
utiliser dans cette section. Si on considére une variété kihlérienne (M, w) de dimen-
sion n, on rappelle que la métrique kdhlérienne g et la forme de Kdhler w ont les
expressions locales suivantes :

\/ - . i
W= ——9; dz' N dZ’ (14)

(On rappelle aussi que nous notons (¢’*) 'inverse de la matrice (9:5)-)

Pour des raisons de simplifications des expressions ultérieurs, nous adopterons la
convention suivante pour le tenseur de Ricci :

v—1 . :
Ric(w) = Q—Rg dz' NdZ’, R = 0;07logdet(g;7). (15)

™

On définit alors la courbure scalaire R par la formule suivante :
R:=g¢"R;.
(O 11 i t 0 t O 0 )
n rappelle aussi que nous notons 0; := — et 0 :== —.
bp q 0zt I o
De plus, nous normaliserons aussi la forme de Kéhler de la facon suivante :
v—1 , ,
w=——g7dz" NdZ’. 16
5 i (16)
Au cours de nos calculs, nous aurons besoin de l'opérateur trace associ€ a la
métriqgue w que nous noterons Tr,, défini par
vt (M) — ‘Jioo(M)
a:=+—-1lazdz! NdZ — g¢lay;

Tr,, : (17)

De méme, nous aurons besoin de ['opérateur laplacien associé a la mélrique w
que nous noterons A, défini par

A,:|E°(M) — %ioo(M) (18)
fo— FO0f
Terminons par rappeler les égalités suivantes :
v—1 _
R =Tr,(Ricw)), Au(f) = Tr, (90f). (19)

27
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Définitions

Maintenant, prenons (M,wy) une variété kihlérienne compacte de dimension
complexe n. On dit que la famille w = w(t) = w; de formes de Kéhler (dépendant
d’un paramétre t € I C R ou [ est un intervalle contenant 0) est solution du flot de
Kdhler-Ricci sur M avec comme condition initiale wq si elle vérifie

0
7= —Ric(w),  wli=o = wo. (20)

Par la suite, il nous faudra considérer (pour la convergence, voir section C.5.3) une
équation un peu plus générale :

0
a&] = —Ric(®) — vw, W|=o = wo, (21)

ou v € {0,1}. Et si v = 1 alors on appelle cette équation : 1'équation du flot de
Kahler-Ricci normalisé.

En fait, on peut voir que I’équation (21) avec v = 1 est une renormalisation de
I'équation (20). Plus précisément on a le lemme suivant :

Lemme C.5.1 Soit ws une solution de I’équation (20) pour tout s € R. Alors w;
est une solution de I’équation (21) avec v =1 pour tout t € R on

w(t) = :j_(F—S)I, t =log(s+1).
Démonstration. On commence par remarquer que

t=log(s+1) = s=¢"—1,
et grace a expression (15), nous avons

Ric(w;) = Ric(ws).

Ainsi, on a :
0 _ _ Os Ow
ot~ ot s
. %w(et —1) —w(e —1)
=¢€ o2t
1 0
=3 1 ((s +1) 75 w(s) — w(s))
1 .
= - =1 ((S + 1) Ric(ws) — ws)

= RZC(&}Q + (:)t,

222



ce qui permet de conclure. O

Terminons par un lemme qui nous donnera I'équation différentielle qui régit
I’évolution de la matrice inverse de la métrique.

Lemme C.5.2 Soit g = g(t) une famille de métriques solutions de I’équation

0
—qg=h ie. —gqg;=h; Vij=1---.n,
ot ? ot Y = M T
ot h est un tenseur de type (2,0). Alors on a que
9 i .
_gJ:g g]hkly VZ,]:].,"',TL

ot

Démonstration. Commencons par remarquer que nous avons, par définition du
produit matriciel, que

9% i = iy
En différentiant cette expression, nous obtenons que
0 . o
ik ik
(815 )Gk + g (8tgkl)
or on a que % gij = hyj, ainsi
0 . ‘
(& lk)gkz = _gmhkl-
En multipliant par ¢, nous obtenons que
0 . .
gﬂ(a g = —g"' 9" hi.
On conclut alors en remarquant que gﬂ(a Y gr = 5 “. En effet, comme g est

symétrique, on a gx = g ainsi
0 d ... .
gl — ik — (kY Jl
or on a vu au début de la preuve que g**gy; = 4,;, ainsi on a
0 . 0 . 0 ..
gl — ik — (__tk S0 = (—qt
0

On peut appliquer le lemme précédent avec I’équation du flot de Kéahler-Ricci
(21) :
0 _ o
= —Ric(0) —vw,  W|=o = wo,

nous obtenons ainsi le corollaire suivant
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Corollaire C.5.3 Siw = w(t) est une solution de l’équation du flot de Kdhler-Ricci
(21) alors on a

o - .
59" = 9% (R — vgp)-

Evolution de la courbure scalaire

Dans cette section,nous allons étudier I’évolution de la courbure scalaire d’une
solution & I'équation 21. Rappelons pour commencer que 'on définit la courbure
scalaire R d’une métrique w par

R :=Tr,(Ric(w)) = gﬁRﬁ = —gﬁ@-a;log det g. (22)

Lemme C.5.4 Soit R = R(t) la courbure de w = w(t) ot w est une solution de
(21). Alors on a

OR _ )
= AR + |Ric(w)|* + VR,

ot |Ric(w)|? est la norme au carré de Ric(w) i.e. |Ric(w)]* = ghg;kRﬁsz. De plus,
on a alors
R(t) > —vn — Coe ",

ot Cp :=infy (R(0) — vn).
Démonstration. Faisons le calcul :

O 5= 2 (~g79,0-10g det définition de R, voir (22
5% _a(—g ;05 log eg). (par définition de R, voir (22))

0 -. -0
= — (— g")0;0- — q¥(— 0.0~
<8tg )0;0;logdet g — g ((% 9;0<log det g).

Remarquons alors que

—g" (= 3:0-logdet g) = —g"[0:0- (ﬁ log det g)]
ot " Tt
- 20

= —g[0:0; (glk:a )] (d’aprés le lemme C.4.15)
_ gf[az-@; (gik(Rki +vg))] (car w solution de (21))
— gij [813; (gl sz + vy, l)]
_ gf[ai(%R] (par def. de R, voir (22))
— AR (par def. de A, voir (18))
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et que

0 - -
—(a g7)0;0;logdet g = —g"* g (R; + vgu) R ( d’apreés le lemme 15)
— g* g/ (R + vg) Rz (d’aprés I’équation (C.5.3))
= gzkgﬂRmRﬁ + l/ggkgﬂgkiRﬁ (d’aprés 'équation (15))

= "¢ Ry Ry + vg"'0,, R;;
= ggk gﬂszRg + l/gﬁ R
= |Ric(w)|* + vR (par def. de R et de |Ric(w)| )

Nous avons donc bien

OR o
Frb AR + |Ric(w)|* + vR.

Maintenant, en remarquant que n|Ric(w)|> > R?, on obtient

0 R?
~ _A >
((% >R_n+uR

1
=—R(R+vn)
n

1
= E(R +vn)? — v(R + vn)

Nous obtenons donc que

(% - A) (e (R +wn)) >0,

on utilise alors le principe du maximum pour obtenir que
R(t) > —vn — Coe ™,
ou Cy := infp(R(0) — vn). O
Nous avons alors le corollaire suivant qui concerne la forme volume.

Corollaire C.5.5 Soit w = w(t) la solution de l’équation (21) sur [0,T] et soit Cy
la constante déterminée par le théoréme C.5.4. On a alors
e Siv =20 alors
w™(t) < e®hw™(0), Ve[0T
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e Siv =1 alors il existe une constante positive uniforme C' telle que

w(t) < e“0=eym(0), Vi e [0,TT.

Démonstration. Commencons par remarquer que

i 0
9 59k = —R —nv.

En effet, partons de I’équation (21), nous avons

0
7 —Ric(w) — vw.

ot

Il suffit alors de prendre la trace de cette équation :

Ow »
Tr,, <E> = —Tr,(Ric(w) — vw),

or, on a par définition de R (voir I’équation (22)) que Tr,(Ric(w)) = R et par
définition de la trace (voir I’équation (17)), on a que Tr,w = n, d’ou

Ow
— = —R—nw.

ot

On conclut alors en exprimant en coordonnées le terme %—‘: grace a 'équation (17) :

Ow 5.0
ot g agki-
Nous avons alors
0 w"(t) 0 det(g(t))
—|log——= | = = [ log———= d’aprés I’équation (2
5 <0g w”(O)) 5 <0g 3ct(9(0)) (d’aprés I’équation (26))
= a1 det(g(t)) a1 det(g(0))
Tt ar 08N
0
= alog det(g(t)) (car g(0) ne dépend pas du temps)
-0
=¢ 5 9 (d’aprés le lemme C.4.15)
=—R—vun (égalité démontrée au début)
< Coe™™ (d’apres le lemme C.5.4).
On conclut alors en intégrant par rapport a ¢t 'inégalité précédente. O
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Evolution de la trace

Dans cette section, on considére une variété complexe compacte M et nous allons
étudier comment varie la trace d’une solution w au flot de Kéhler-Ricci par rapport
4 une métrique w fixée.

Proposition C.5.6 Soit © une métrique kihlérienne sur une variété complexe com-
pacte M et soit w = w(t) une solution au flot de Kihler-Ricci (21). Alors nous avons

0 b e
(@ — A) Tryw = —v Trg —g" Ryyjig; — 7' 9% 9" Vig,1Vigrq:

ot g, V, R sont respectivement la métrique, les dérivés covariantes et la courbure par
rapport a w.

Démonstration. Pour faire le calcul, nous nous placons dans un systéme normal
(voir lemme C.4.18) pour la métrique §. Nous avons alors

ATrzw = g% 00,5 g;5)
= g% (059" + 6" 97 OuO9,;
= ¢"Ry19; — 0”97 9" 0,9,10;917,

ki
et
0 Ji
gTr@(w) = —¢" Rz — vTry(w).
Ce qui nous donne directement le résultat. 0]

La proposition nous donne alors une estimation cruciale pour la suite :

Proposition C.5.7 Soit @ une métrique kihlérienne sur M et soit w = w(t) une
solution a 'équation (21). Il existe alors une constante C dépendant uniquement de
la borne inférieure de la courbure bisectionnelle de g telle que

0 .
(E) log Tryw < C'Tr, w — v.

Démonstration. Commencons par remarquer que

Alog f = gijaia;,logf (d’aprés I’équation (18) )

- 05
()

. 005 f — 0ifo5f
=9
f2
_Af ol
fooP

(par def. de A et de | - |?)
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Ensuite, on a
[0Trs ’3 i G ke =
T, T9 Vig,iVigkg < 0.

Pour le démontrer, on remarque que cette inégalité est ponctuelle, on peut donc
utiliser un systéme normal (voir lemme C.4.18) tel que g soit l'identité et tel que la
métrique g est représentée par une matrice diagonale. Nous avons alors en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

0T 2 =Y g"0, (Z 9jj> 9; (Z gkk)
i j k
= Z Z gﬁ((’),-gﬁ)ajfgkg
Gk i

1/2
<> (Z g“l@gjjl2> (Z g“l&gkk|2)
.k i i

2

1/2

) 1/2
=1 (Z g“l@gjjIQ)
7 7

2

1/2
J )
< Z 9n Z 9" 9”10ig51"

< (Trp(w Z 9" 9 09505957

1,5,k

(On utilise la condition de Kéhler 0,97 = 0;g;; & 'avant-derniére ligne.)

Et enfin, en posant

C = — inf {R

zeM “”

(C' est bien fini car nous prenons I'infimum d’une fonction continue sur un compact),
on a

glkszjigz] Z gkkRkkugu - C Z gkk Z 9i; = Trw )(Trw dj)

En combinant ces trois résultats, nous obtenons le résultat souhaité. (]
Par la suite, nous aurons besoin d’un dernier résultat qui se démontre de maniére
similaire aux précédents :
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Théoréme C.5.8 Soit w = w(t) une solution a l'équation de Kdhler-Ricci (20) sur
M x [0,T] avec 0 < T < 00. 8"l existe une constante Cy telle que

1
— < w <
C > W S G,

0
alors pour tout m = 1,2, -+, il existe une constante C,, telle que
Hw<t) ((,)ﬂ'm(M7go) S Cm

Démonstration. On pourra consulter [13]. O

C.5.2 Existence et unicité de solutions maximales

Dans cette section, nous allons démontrer 'existence et 'unicité d’une solution
maximale pour I’équation (20) :

0= —Rie(w), i

—w = —Ric(w), w|i=o = wo.

ot t=0 0

La premiére étape va étre de déterminer une borne supérieur au temps d’existence
d’une solution. En effet, supposons que (w;) soit une solution définie sur un intervalle
[0,#'][. Alors en prenant les classes de cohomologie de 1’équation (20). On obtient

0 9 : o
5 [w(t)] = [E w(t)] ( car la dérivée par rapport au temps n’intervient
pas dans les calculs de cohomologie)
= —[Ric(w)] (d’aprés I’équation (20))
= —c1(M) (d’aprés le lemme C.4.17)

Comme le membre de droite ne dépend plus de temps, on obtient donc
[w(t)] = [wo] — ter (M) VYt € [0,t], (23)

or w(t) est une forme de Kéhler i.e. w(t) > 0, nous obtenons ainsi une condition
nécessaire pour que le flot existe sur [0,#[, on doit avoir

t' <sup{t >0 / [wo] — ter(M) > 0} =: T.
Nous allons montrer que la condition est, en fait, suffisante :

Théoréme C.5.9 Il existe une solution mazimale w(t) a l’équation du flot de Ricci-
Kdhler (20) définie sur lintervalle 0, T7. O

La démonstration demande quelques résultats avant d’étre faite. Nous allons
d’abord la ramener & une équation de Monge-Ampeére parabolique.
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L’équation de Monge-Ampére parabolique

Avant de commencer, nous aurons besoin d’un préliminaire concernant les formes
volumes. Prenons (M, w) une variété kihlérienne compacte, on a la formule

1 (v=1\"
W' = <T> det(g;)dzy ANdzy A -+ Ndzy N dZy, (24)

Tl

et on définit
1 n
T) det(g;)dzy Ndzy A -+ ANdzp N\ dZ,. (25)
De plus, on sait que toute forme volume () sur M va s’écrire localement comme
n
Q= <—> alzh, - 2" doy AdZL A - Ndzy A dZ,
oll o est une fonction localement définie sur M a valeurs dans R*, on fait souvent

I'abus de noter la fonction « par €). De plus, si v est a valeurs dans R, on définit
alors localement

log Q) := log a,
en particulier on a alors
logw" = log det(g;5)- (26)
fini =Py — V55
De plus, on peut définir la (1,1)-forme 5—=00log ) := 5—=001og . Pour que cela

ait un sens, il faut remarquer que méme si a dépend des coordonnées holomorphes,
on peut montrer que pour —3;188 log €2, ce n’est pas le cas.

Terminons par un lemme qui nous servira par la suite :

Lemme C.5.10 Soit (M,w) une variété kihlérienne compacte et soit 0 € —cy(M).
1l existe alors une forme volume Q0 sur M telle que

v—1 _
——001log Q) = 0.
2

Démonstration. si § € —c¢; (M) alors —0 € ¢, (M) et donc Ric(w) € ¢ (M) et donc

_1 _
Ric(w) + 6 = ~—00h,

2
que 1'on peut encore écrire

0= gag(log det(g;)) + h)

— Lo logldet(g)en)
Y L5(10g ).

™
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ot ) est la forme volume définie localement par
v/ —1 "
Q= (T) " det(g;5) dzy Adzy A+ A dzy A dZ,

ie. Q= elwn. O

Nous allons montrer qu’il existe une solution a 'équation (20) sur un intervalle
[0,7"[ ot T < T en la ramenant a une équation de Monge-Ampére parabolique.

Nous allons définir une forme de Kéahler de référence w; dans chaque classe de
cohomologie [wy| —tcy (M) pour t €]0, 7] (cette classe est de Kéhler cart < 7" < T').
En particulier, il existe une forme de Kéahler n telle que

n S [WO] — T/01<M).
Et on définit @w; comme le chemin linéaire entre wy et 7 i.e.
Wy = wo + tx € [wo] — ter (M), Vit €]0,T7],
ou
1
X = = ) € —ea (M)

En utilisant le lemme C.5.10, on sait qu’il existe une forme volume €2 sur M vérifiant
v—1

90log Q) = _ 9, M 27
Tor 0g —X—ath—Cl( )- (27)

On cherche maintenant une famille ¢ = ¢(t) = ¢; de fonctions lisses définies sur
M a valeurs réelles telle que

Op (W + %= _185@”) V=1 _
_ = 1 2 L =0 — ° 2
gy og O , W+ o 009 >0, ©li=0=0 (28)

Et on a alors le résultat suivant :

Lemme C.5.11 Résoudre l’équation du flot de Kdhler-Ricci (20) est équivalent
résoudre ’équation de Monge-Ampére (28).

Démonstralion. SOlt gD une solution de l’e’quation (28) POSOHS alors
w W .
t 2 t

On a donc, d’aprés la deuxiéme équation de (28), que w(t) > 0 i.e. w(t) est une
forme de Kahler. De plus, elle vérifie bien la condition initiale w(0) = wy d’aprés la
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troisiéme équation de (28) et le calcul suivant montre qu’elle est bien solution du
flot de Kéhler-Ricei (20) :

o 0 VI __ (o
—w:—wt+—aa< ¢>

ot ot 2w

ot

v—1 _ =1 — vV—1 _
=d; + 7@8((10g(@t + 718(9@)”) — 2—85’(10g Q). (voir I'équation (28))

™

Grace a la formule (27), le premier et le dernier termes se simplifient, on obtient
donc

0 -1 __ R VA S
a W = 788((10g(u}t + 7889075) )
N/ =1 _
= 2—88(10g w(t)") (par définition de w(t))
7r
V=1 _
= 2—88(10g det(g(t)7)) (voir I’équation (26))
7r
= Ric(w) (voir 'équation (15)) .

Réciproquement, si w est une solution de I’équation 20 alors, en utilisant le 90-
lemme, on peut trouver un potentiel p(t) tel que

/o

RS Y

Quitte & rajouter une constante, on peut supposer que p(t) vérifie

/M Bt = 0.

De plus, le théoréme de régularité parabolique, nous dit que ¢ est lisse sur M X
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[0,7"[. Donc nous obtenons

s S/ o
788 logw" = 788 log det(g;7) (voir 'équation (26))
= — Ric(wy) (voir équation (15))
0 : .
= o W (voir I’équation (20))
V=1 _
=5 (wr + —88@’) (par définition de w(t))

J1 N e
¥ o9l gQ+—aa(a‘f

) (voir I’équation (27))

Or M est une variété compacte donc les seules fonctions pluri-harmoniques sont les
constantes, ce qui nous donne :

n

op w
g = log q + c(t),

ou ¢: [0, T"[— R est une fonction lisse. Maintenant, on pose

o(t) = B(t) - / (s)ds — G(0),

et on a alors que ¢ est une solution de (28). En effet, il est clair que ¢(0) =0 et le
calcul suivant montre que.

dp o(a(t fo s)ds — 2(0))
ot ot
dp
WTL
= log 5] (par définition de c(t))
68
= log (& + 57 99¢0)" (par définition de w(t)).

Q
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On peut remarquer que w(0) = wy donc @y est constant, ainsi nous avons

=1 _ v—1 _ t
Wi + ——00¢p; = Wy + ——00[p; — / c(s)ds — (0)]
2m 2 0

VAT
= W+ 5 005
= w(t)
>0

Estimations pour le potentiel et la forme volume

Nous gardons les notations introduites a la section précédente pour 1'équation
de Monge-Ampére (28) sur un intervalle [0, Tp,0.[ pour 0 < T < T < T.

Dans cette section, on se donne une solution sur ¢ = (t) a (28) sur un intervalle
0, ngx[. L’objectif de cette partie est de déterminer des estimations pour ¢ et pour
Q= da—f.

Commencons par le lemme suivant :

Lemme C.5.12 [ eziste une constante uniforme C > 0 telle que

||g0(t) €O (M) < C, Vt € [O,Tmax[. (29)
Démonstration. Commencons par déterminer une borne supérieure. L’idée va étre
d’appliquer le principe du maximum a 6 := o — At ot A > 0 est une constante que
I’on déterminera plus tard.

Grace a Péquation (28), nous obtenons que

00 v+ ¥=1900)"
_:log(w+ 2n ) — A.
ot Q

Fixons maintenant ¢’ €]0, T},,4.[. Comme M X [0,t'] est compact, 6 atteint son maxi-
mum en un point (xg, to), nous allons choisir A de telle sorte que to = 0. Supposons
par I'absurde que ¢y > 0. Nous obtenons alors par la proposition C.4.29 qu’au point
(x0,to), nous avons

dp (@ + X=L86) W, "
<=1 2n —A<I ° _ A
< 5y =los 0 =18 g

Si nous prenons A > 1 + SUpPy/(o.7,...] log% ( < oo car M est compacte), nous

obtenons
~n
Wy

0 <log —A< -1,

ce qui est absurde. Ainsi nous obtenons que ty = 0 et donc SUP a7 [0,4/] 0 < supy; 0= =
0 d’out
o(x,t) < At < ATpae, V(x,t) € M x [0,t].
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Comme t' est choisi arbitrairement, nous obtenons notre borne supérieure pour ¢
sur [0, Thaz[-

Pour la borne inférieure, on raisonne de la méme facon en étudiant © := ¢ 4 Bt
wi

ol B est une constante positive vérifiant B > 1 —inf;x(0,7...] 10g (‘;n et en utilisant
le principe du maximum. ]

Nous voulons maintenant déterminer une estimation pour la forme volume ou,
grace a I'équation (28), une estimation de ¢.

Lemme C.5.13 Il existe une constante uniforme C > 0 telle que sur M x [0, Tynaz|,

1
FL< W) < 0N,

ou de maniere équivalente que ¢ est une fonction uniformément bornée.
Démonstration. Commencons par remarquer qu’une borne supérieure est donnée

par le corollaire C.5.5. Il reste donc a déterminer une borne inférieure. Commencons
par remarquer que

0p _ 0 (&+ 000" aords Téauati
i E(log Q ) ( d’aprés I’équation 28)
0 V=1 —
= —(log(w + —1830)") (car © ne dépend pas de t)
ot 2
9 , |
= a(log det(w(t); + 005 ) (d’aprés I’équation (26))

2 det[w(t)ﬁ + 0;0; 0]
det[w(t)ﬁ + 0,05 0]
-0 -
= w(t)" [(w(t); + 0:05 0] (d’aprés le lemme C.4.15)

= Ay, @+ Try, x (d’aprés les équations (17) et (18))

De plus, on sait que w(t) = w(t) + %859@(25), ainsi
Awt Pt = Trwt (w(t) - ajt)

=N — Trwt d)t'

Ainsi, en posant @) := (7" —t)¢+ ¢+ nt et en utilisant les deux égalités précédentes,
nous obtenons

(E—A)Q:(T'—t)Trwx—i—n—A(p

ot
= Tr, (& + (T" — t)x)

=Tr,wpr >0
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(La derniére inégalité résulte du raisonnement suivant. L’inégalité étant ponctuelle,
on peut se ramener a ’étudier dans un systéme normal ol w est égal a I'identité et
ou wyr est diagonalisé (lemme C.4.18), dans ce cas Tr, wy est égale a la somme des
valeurs propres de wy qui sont strictement positives car wy est défini positif.)

Ainsi, en utilisant le principe du maximum, nous obtenons que la fonction () est
uniformément bornée par son infimum a ¢t = 0 donc

n

w
(T'—t)p+p+nt <T i]r\14f log ﬁo, sur M x [0, Thnaz|,

on conclut alors en utilisant le fait que ¢ est uniformément borné et que 77 — ¢ >
T — Tyae > 0. O

Borne uniforme pour la métrique

On suppose a nouveau que nous avons une solution ¢ a ’équation (28) sur
I'intervalle 10, T)n0.[ pour 0 < Thee < 77 < T. Commengons par un lemme qui
donne une borne uniforme pour la trace :

Lemme C.5.14 [l existe une constante C' > 0 uniforme telle que sur M X [0, Tynaz|,
Tr,, w < C.

Démonstration. On considere ) := log Tr,,, w — Ap pour A > 0 que l'on détermi-
nera plus tard. Pour ¢’ €]0,T,,.[, comme M est compact, on obtient que @) atteint
son maximum en un point (zg,%y). On peut supposer que t, > 0, en effet, si ¢t = 0
alors
Q <logTrg,wo — Ap
d’ou
Q <logn — Ap,

on conclut alors grace au fait que la fonction ¢ est bornée par le lemme C.5.12.
Donc on suppose tg > 0 et en utilisant le principe du maximum et le lemme C.5.7,

on obtient qu’au point (xg, o), il existe Cy une constante positive ne dépendant que
de la borne inférieure de la courbure bisectionnelle de gq telle que :

O<8A
<l 2)¢

< CoTrywy — Ap+ AAp

= Tr,(Cowy — Awy,) — Alog % + An
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(Pour obtenir la derniére égalité, on utilise la formule Ay = n — Tr, &, que nous
avons démontré dans la preuve du lemme C.5.13, et 'équation (28)).

Remarquons maintenant que pour A suffisamment grand et indépendant de tg,
nous obtenons que
A(Ijto — (Co + 1)w0 > 0.

En effet, comme w,, = w + tyX, nous avons
Ay — (Co + Nwy = [A = (Co + 1)|wo + AtoXx,

or on a que x = 7(n — wp) ou n > 0, ainsi

Aty
T

4+ A = 22 (G + Do

A(,:)to — (C() + ].)(.UO = T

On conclut alors grace au fait que n > 0 et que 0 < tg < T" < Tyqz-
Grace au fait que Aw,, — (Cy + 1)wy > 0, nous obtenons que

Tro,(Adsy, — (Co + 1)wo) > 0.

En effet,'inégalité étant ponctuelle, on peut se ramener & 1’étudier dans un systéme
normal ot w est égal a I'identité et on (Awy, — (Co + 1)wp) est diagonalisé (lemme
C.4.18), dans ce cas la trace est égale a la somme des valeurs propres de (Aw;, —
(Co + 1)wp) qui sont strictement positives car Ay, — (Co + 1)wy est définie positive.
D’ou, par linéarité de la trace,

Tr, (Cowo + Adyy) < — Try(wo).

En utilisant cette inégalité avec la précédente, nous obtenons que
"
Tr,(wo) + Alog T < An,
donc, par le lemme C.5.13, il existe une constante positive uniforme C' telle que
o
Tr, (wo) + Alog 0 <C.

0

Au point (g, o), on considére le systéme normal (voir lemme C.4.18) tel que

ot les \; sont des réels strictement positifs car g est définie positive. Dans ce systéme,
on obtient que

w™ "1
Tr,, (wy) + Alog w_{} s ;(}\—zjt Alog A\;),
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d’ou

1
ZW* Alog)\) < C

=1

De plus, comme la fonction x +— % + Alogx pour x > 0 est uniformément bornée
inférieurement, on obtient que

1 ~
Alog \; < >\—+Alog)\l- <C VYi=1,---,n.

On a donc une borne supérieure uniforme pour \; et donc pour Tr,, w aussi. Ainsi
Q(zo,1p) est bornée supérieurement uniformément donc @) est aussi bornée supé-
rieurement uniformément sur M x [0, ¢[ pour tout ¢’ < T,.,. On conclut alors en
utilisant le lemme C.5.12. O

On a alors le corollaire suivant qui nous servira pour démontrer le théoréme
d’existence et d’unicité de solutions maximales dans la section suivante :

Corollaire C.5.15 Il existe une constante C' positive uniforme telle que nous avons
sur M x [0, Traz ],

—wy < w < Cwy.
oS WS 0

Démonstration. La borne supérieure provient directement du lemme C.5.14. En
effet, I'inégalité étant ponctuelle, on peut se ramener a I’étudier dans un systéme
normal oil wy est égal a l'identité et ol (w) est diagonalisé (lemme C.4.18) i.e.

ou les \; sont des réels strictement positifs (car g est définie positive). Dans ce
systéme, le lemme C.5.14 nous donne que

i)\i = Tr,,w < C,
i=1
et comme les \; sont strictement positives, nous obtenons que
N<C, Yi=1,--- n.
Or dans ce systéme, © := (Cwy — w) est donnée par

@ij =(C=N) =103

AR

or d’aprés l'inégalité précédente, © est donc une matrice diagonale a coefficients
strictement positifs donc nous obtenons que © est définie positive i.e.

Cwg —w > 0.
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Pour la borne inférieure, continuons de travailler dans le systéme normal ol wqy est
égal a lidentité et ou (w) est diagonalisé (lemme C.4.18) i.e.

ou les \; sont des réels strictement positifs (car g est définie positif). On a alors
l'inégalité suivante (on utilise le fait que les A; sont des réels strictement positifs) :

1+ N 1 < T A+ )t
ce qui nous donne
1 LW
tr, wo < (Try,w)" " — < C.

(n—1)) wn

(La derniére inégalité résulte du lemme C.5.13.)

On peut alors conclure en faisant le méme raisonnement que pour la borne su-
périeure. O

Théoréme d’existence et d’unicité de solutions maximales

Rappelons que nous voulons montrer le théoréme suivant

Théoréme C.5.16 [ existe une unique solution mazimale w(t) a I’équation du flot
de Kdhler-Ricci (20) pour tout t € [0,T] ot

T :=sup{t >0 / [wo] —ter(M) > 0}.

Démonstration. D’aprés le lemme C.5.11, on est ramené a étudier I’équation de
Monge Ampére parabolique (28). La théorie des opérateurs elliptiques nous donne
alors le lemme suivant :

Lemme C.5.17 L’équation (28) admet une unique solution mazimale sur un in-
tervalle [0, Thaz| avec Thaw < T

Démonstration. Comme le linéarisé de 'équation (28) est I'opérateur A, qui est
elliptique, la théorie des opérateurs elliptiques (voir [40, 22]) nous donne directement
Pexistence et I'unicité d’une solution. Le fait que 7T,,, < T résulte, quant a lui, de
la discussion au début de la section C.5.2. 0

Il faut donc montrer que T},,, = T. Raisonnons par I’absurde, et supposons que
Tnae < T, on va montrer que I'on peut prolonger la solution sur un intervalle de la
forme [0, Thnar + €] 00 € > 0, ce qui contredira la maximalité de T},

En combinant le corollaire C.5.15 et le théoréme C.5.8, nous obtenons une esti-
mation € pour w(t) sur [0, T),q.[- Ainsi, par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on a

w(t) L5 w(Thnaz) pour t — T,
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ol wW(Tpmaz) > 0 prolongeant ainsi la solution sur U'intervalle [0, T,,.]. Or le lemme
C.5.17 nous donne aussi (en faisant une translation au niveau du temps) I'existence
de solution locale pour toute condition initiale. Ainsi, on peut prolonger la solution
a un intervalle de la forme [0, T},4. + €[ 011 € > 0, ce qui contredit la maximalité de
Tz On a donc bien T,,,, = T. O

C.5.3 Convergence du flot de Kahler-Ricci

Dans cette section, nous allons discuter de la convergence du flot de Ricci. Cepen-
dant, Il est nécessaire avant de faire un rappel sur les métriques de Kahler-Einstein.

Soit M une variété complexe. On dit que wgpr est une métriqgue de Kdihler-
Einstein sur M si wigp est une métrique kihlérienne vérifiant

Ric(wkg) = pwre, p € R. (30)
On dit alors que p est la constante d’Einstein de wig.

L’existence de métriques de Kédhler-Einstein implique des conditions algébriques
fortes sur la premiére classe de Chern. En effet, si nous prenons les classes de coho-
mologie alors nous avons d’apreés le lemme C.4.17 que

c1(M) = [Ric(w)] = plwke],

or wipg est une métrique kidhlérienne, elle est donc définie positive i.e. wgrp > 0.
Nous avons donc trois possibilités pour la premiére classe de Chern ¢y (M) :

(i) (M) <0sip<o0,
(i) (M) =0sip=0,
(i) e1(M) <0sip>0.

Nous avons alors des résultats concernant l’existence et I'unicité des métriques
de Kéhler-Einstein selon ces trois cas :

e Dans le cas o ¢1(M) < 0, nous avons en particulier le théoréme d’Aubin-Yau
(|2]) qui nous donne ’existence et 1'unicité de solutions a cette équation dans le cas
ou Cl(M) < 0.

Proposition C.5.18 Sur une variété complexe compacte M dont la premiére classe
de Chern c1(M) est définie négative i.e. c;(M) < 0 alors il existe une unique mé-
trique de Kahler-Einstein avec comme constante d’Einstein p = —1 U

e Dans le cas ou ¢ (M) = 0, la conjecture de Calabi démontrée par Yau (voir [59])
répond a la question de I'existence de solutions a ’équation de Kéhler-Einstein :
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Théoréme C.5.19 Soit (M,w) une variété compacte kihlérienne et soit R € ¢1(M).
Alors 1l existe une unique métrique g dont la forme de Kihler w vérifie

W] = [@], Ric(@) =R

En particulier, si ¢;(M) = 0 alors il existe dans toute classe de cohomologie de
HYY(M) une métrique de Kihler-Einstein w dont la constante d’Einstein est nulle.

O

e Dans le cas ot ¢; (M) > 0, il existe des variétés dont la premier classe de Chern
est positive qui n’admettent pas de métrique de Kéhler-Einstein. On pourra consul-
ter article [54].

Dans la suite, nous allons étudier les liens entre le flot de Kéhler-Ricci et les
métriques de Kahler-Einstein. Pour cela, on va étudier la convergence du flot de
Ké&hler-Ricci selon le signe de la premiére classe de Chern ¢ (M).

Etude dans le cas ot ¢;(M) < 0

On considére une variété kiahlérienne (M, wy) telle que ¢;(M) < 0 et on suppose
de plus que
wp € —c1(M).
En appliquant le théoréme C.5.16, on obtient qu’il existe une unique solution maxi-
male a I’équation (20) :
9 .
—w = —Ric(w), w|=o = wp.

ot

et que cette équation est définie sur l'intervalle [0, T ot
T :=sup{t >0/ [wo] — ter (M) > 0},
or on sait que wy € —c1 (M) et ¢ (M) < 0 donc
[wo] — ter (M) = —(t + 1)ey (M) > 0Vt > 0
d’ou
T = +o0.

On a donc une solution w = w(t) définie pour tout ¢ > 0 & I'équation (C.5.3). En
prenant les classe des cohomologies de cette équation, on obtient

w(t)] = (1 + t)er (M),

et donc w(t) diverge quand ¢ tend vers 'infini. On ne peut espérer faire converger
ce flot. Pour cette raison, on considére I'équation de K&hler-Ricci normalisée (21)

0
—w = —Ric(w) —w, W= = wp.

ot
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Nous avons vu alors grace au lemme C.5.1 que cette équation admet aussi une solu-
tion w(t) définie pour tout ¢ > 0. Cette fois-ci, en passant aux classes de cohomologie,

on obtient que
) w(t)] = —ar(M).

Nous voulons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoréme C.5.20 Soit w = w(t) la solution de I’équation du flot de Kdihler-Ricci
normalisée (21). Alors w converge de maniére €>° wvers la métrique de Kahler-
Finstein de wxp € —ci1(M). O

L’idée va étre de se ramener & nouveau a une équation de Monge-Ampére et
d’obtenir ensuite des estimés sur le potentiel de Kéahler afin d’étudier précisément
la convergence. Commencons par nous ramener a I’étude d’'une équation de Monge-
Ampére, en raisonnant comme dans la section C.5.2. Par le lemme C.5.10, il existe
une forme volume 2 vérifiant

Qaéloga =wp € —1(M), / Q :/ wy.
2 M M

(e

On considére alors [’équation de Monge-Ampére parabolique normalisée :

dp (wo + ‘/2—?85@)” V-1 _
e 0g Q -, Wt 78390 >0, ¢l=o=0. (31)

On montre que résoudre 'équation de Monge-Ampére parabolique normalisée
(31) est équivalent a résoudre I’équation du flot de Kéhler-Ricci normalisée (21).
La démonstration est similaire a celle du cas non-normalisée (voir démonstration du
lemme C.5.11) : si ¢ = p(t) et une solution de (31), on montre que w :_wo—i-%@ggp
est solution de (21). Pour le sens réciproque, on utilise & nouveau le d0-lemme pour
obtenir la solution. En particulier, dans notre cas, la solution ¢(t) est définie pour
tout ¢ > 0. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.5.21 Soit ¢ une solution de l’équation (31) définie pour toutt > 0. On
a alors

(i) 1l existe une constante uniforme C' telle que pour tout t € [0, 00,
1¢lloan < Ce™.
(1) Il existe une fonction ¢ € €°(M,R) telle que pour tout t € [0, o0,
le(t) = pocllgoqan < Ce™.
(iti) |l (t)

(iv) Il existe une constante uniforme C’ telle que sur M x [0,00[, la forme volume
de w(t) vérifie

g0y est uniformément bornée pour t € [0, 00].

1
—wp <w" < C'wyp.

Cl
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Démonstration.

(i) Remarquons que

ot t

¢ a( <wo+§a&o>n> .
lo - ¢

0 V-1 ,
=9 <log(w0 + 73890) ) -

9 J
ainsi on obtient que

0 0

oty ot t < .

(9t(e p)=€ep+e Er
=e'p+e(Ap—9)
=e'Ap
= A(e').

Donc en utilisant le principe du maximum, on obtient que

sup  (e'p(x,t)) < sup go(x) =: C.
(2,)EMX[0,T] zeM

( C' < 400 car on prend le maximum d’une fonction continue sur un compact).
On a donc
o) < C V(z,t) e M x[0,T].
d’ou
o(x) < Ce' V(z,t) € M x [0,T].
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Et comme le résultat est vrai pour tout couple V(z,t) € M x [0,T[, on obtient
bien

lollgoan < Ce™".

(ii) Pour tout (¢,s) € R? on a
o(a.s)—elent)] = | [ plewdnl < [l uldn < [ Cevdn = Cet-e)
t t t

ainsi ¢ converge uniformément vers une fonction ., € €°(M,R). De plus, en
prenant la limite quand s — +oo dans l'inégalité précédente, on obtient bien

lo(t) — poollzo(ary < Ce™.

(On utilise (i) pour passer la deuxiéme inégalité).
(iii) Cela est une conséquence de (ii).
(iv) Cela est une conséquence de (i) et (iii) en utilisant 1’équation (31).
0J

Maintenant, en utilisant le fait que ¢ est bornée uniformément de maniére €,
on obtient le lemme suivant :

Lemme C.5.22 [l existe une constante uniforme C telle que sur M x [0, 00] telle
que la solution w(t) a l’équation (21) vérifie

1

—wy <w < Cw.

oo S WS

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du lemme C.5.14, on pose
Q = log Tr,,, w — Ay et on utilise le principe du maximum. O

On peut alors démontrer le théoréme de convergence énoncé en début de section :

Théoréme C.5.23 Soit w = w(t) la solution de I’équation du flot de Kihler-Ricci
normalisée (21) converge de maniére €>° vers la métrique de Kdihler-Einstein de
WKE € —C1 (M)

Démonstration. En utilisant la proposition C.5.8 et le lemme C.5.22, on a une
estimation uniforme ¢’ de w(t) et comme ¢ est €*°-bornée (voir lemme C.5.21),
on obtient une estimation uniforme € pour ¢(t). De plus, on a, d’aprés le lemme

C.5.21 que
(2.000
So(t) 7 Poo-

t—o00

En utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli et I'unicité de la limite,il existe une suite
(tr)ken de réels telle que tp — 400 et telle que p(tx) — ¢ de maniére C*°. On
montre maintenant qu’il y a convergence sans passer par une sous-suite. Pour cela,
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on raisonne par ’absurde. On suppose donc le contraire, il existe donc k € N, ¢ > 0
et une suite (¢;);en de réels tel que t; — +oo vérifiant

(i) — Poollerary > €,
or d’aprés ce qui précéde ¢(t;) est une suite de fonctions €**-uniformément bornée,

on peut donc appliquer & nouveau le théoréme d’Arzela-Ascoli pour obtenir une
sous-suite o(t;,) qui converge de maniére €* vers @ et donc en passant a la limite

[P0 — Poo eh(M 2 €,
d’out
Poo 7 Poo-
Or, comme ¢(t;;) converge uniformément vers ¢, nous obtenons une contradiction.
Donc on a

Pour conclure, il suffit de montrer que wo, = wg + 2—85<p00 est une métrique
™

de Kéhler-Einstein. Or par le lemme C.5.21, on a que

[ollgoan < Ce™,
ainsi

¢t—>—ﬂ>>o 0.

En passant alors a la limite quand ¢ — oo dans 1'équation (31) :

W =1 _
2—3810,@;9 = wy € —Cl(M),
m

nous obtenons
n

Ozlog§_¢m7

d’on
v—1 _ v—1 _ "
——00ps, = ——00log &,
27 2 Q

or, on a 85% log Q = wy (par définition de Q), d’ou
-1 _ -1 _
Weo = W + ——00p = ——00logwl,,
2 27
de plus, grace a I’équation (26) qui nous donne que
logw? = log det(gs0),
ainsi
Jv—1 _
Woo = 2—88 log det(gs ),
T

or d’aprés 1'équation (15), on a que le membre de droite vaut —Ric(ws), ainsi on a
que

Woo = —Ric(wy),
i.e. Wy, est une métrique de Kéhler-Einstein de constante d’Einstein v = —1. 0
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Etude dans le cas ou1 ¢;(M) =0

On considére une variété kithlérienne (M, wyg) telle que ¢ (M) = 0.
En appliquant le théoréme C.5.16, on obtient qu’il existe une unique solution
maximale a 'équation (20) :

0 .
EW = —Ric(w), wlt=o = wo.

et que cette équation est définie sur l'intervalle [0, T ou
T :=sup{t >0 / [wo] — ter (M) > 0},
or on sait que ¢;(M) =0 et w > 0 donc
[wo] — ter (M) = [wo] >0 Vit >0

d’ou
T = +o00.

On a donc une solution w = w(t) définie pour tout ¢ > 0 & I'équation (C.5.3). En
prenant les classes de cohomologie de cette équation, on obtient

w(®)] = [wol.

On peut alors montrer le résultat suivant (on renvoie a larticle de [2] pour une
preuve) :

Théoréme C.5.24 La solution w(t) a l’équation (20) converge de maniére €°° vers
Punique métrique de Kihler-Einstein wkp € [wo). O
Etude dans le cas ot ¢;(M) > 0

Comme dit précédemment, il n’y a pas toujours existence de solutions a I’équa-
tion de Kéhler-Einstein sur une variété M dont la premiére classe de Chern ¢ (M) est
positive, voir par exemple [54]. On introduit donc une nouvelle équation : [’équation
des solitons de Kdhler-Ricci. Ceci sera 'objet de la section suivante.
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C.6 Etude des Solitons de Kihler-Ricci

C.6.1 Les solitons de Kahler-Ricci

L’équation des solitons de Kahler-Ricci

Soit (M, w) une variété kihlérienne compacte dont la premiére classe de Chern
est positive i.e. c;(M) > 0. Par la suite, ces variétés seront appelées variétés de Fano
compactes. De plus, comme ils joueront maintenant un réle important, nous notons
n(M) Pensemble des champs de vecteurs holomorphes complexes sur M.

Définition C.6.1 Soit M une variété de Fano compacte. On dit que le couple (X, g)
est un soliton de Kdhler-Ricci si

o X € n(M) i.e. X est un champ de vecteurs holomorphe,

e g est une métrique kdhlérienne sur M
telle que

Ric(wy) — wy = Lx(wy), (32)

0t

o w, est la forme de Kdhler associée g,

o Ric(w,) est la forme de Ricci associée w,,

o Lx(wy) est la dérivée de Lie de wy dans la direction de X.

Remarque. Cette notion généralise la notion de métrique de Kihler-Einstein, en
effet si on prend X = 0 alors on retrouve I'équation de Kéhler-Einstein (30).

Remarque. La condition d’étre de Fano n’est pas nécessaire car elle découle de
'équation (32). En effet, on a

Ric(wy) — wy, = Lxw,
= d(ixwy) + ix(dw,) (formule de Cartan)

= d(ixwy) (car w, est fermée)

or ixw, est une (0, 1)-forme O-fermée (résultat démontrée dans la suite) donc d’aprés
la théorie de Hodge (voir [6] pour plus de détails), il s’écrit

ing =« +5¢,

ou « est une (0, 1)-forme harmonique et ¢ une fonction appartenant & (M, C).
ainsi nous obtenons que

Ric(wy) — wy = O(ixwy) (car ixw, est O-fermée)
= 0(a+ 09) (d’aprés ce qui précede)
= 00¢ (car « est harmonique)
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donc en passant aux classes de cohomologie et en utilisant le fait que Ric(w,) est
un représentant de ¢; (M) (lemme C.4.17), nous obtenons que ¢ (M) est représentée
par la métrique w, et donc ¢; (M) est obligatoirement positive. Ceci nous donne une
condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton Kéhler-Ricei :

Lemme C.6.2 Soit M une variété de Fano compacte. Si (X, g) est un soliton de
Kihler-Ricci alors la forme de Kdhler w, associée a la métrique g vérifie w, € ¢ (M).

O

Les théorémes d’existences et d’unicités

Les deux questions importantes lorsque nous étudions une équation sont I'exis-
tence et 'unicité de solutions. Dans le cas des solitons de Kéhler-Ricci, Il existe un
résultat concernant l'unicité démontrée dans [55, 56] :

Proposition C.6.3 Soil une variété compacte de Fano M. Si (X, g) et (X', g') sont
des solitons de Kdahler-Ricci alors il existe o € Aut(M)° tel que

’

wyg=0"wy, X= (™) (X).
(o Aut(M)° est la composante conneze de lidentité du groupe Aut(M) des auto-

morphismes holomorphes de M.) O

Par contre, nous n’avons pas de résultats généraux concernant 1’existence. Par
contre, nous pouvons montrer ’existence sur des variétés de Fano particuliéres : les
variétés toriques de Fano et ce résultat sera ’objectif de la fin du mémoire.

Théoréme C.6.4 [l existe un soliton de Kdihler-Ricci, qui est unique modulo les au-

tomorphismes holomorphes, sur toute variété compacte torique kahlérienne de Fano.
O

Remarque. On remarque que grace au résultat précédent sur 'unicité, il suffit de
montrer qu’il existe un soliton de Kéahler-Ricci sur toute variété torique.

Pour démontrer ce résultat, nous commencerons par une étude de I’équation des
solitons afin de dégager des conditions nécessaires sur le couple (X, g) pour qu’il
soit un soliton de Kéhler-Ricci. Cela nous conduira & introduire une fonctionnelle :
I'invariant de Futaki qui sera une obstruction a l'existence de solitons. Et I’étude de
cet invariant dans le cas torique nous permettra grace a la méthode de la continuité
de démontrer le théoréeme C.6.4.

Etude de I’équation des solitons de Kihler-Ricci

Dans cette section, nous allons étudier les conséquences de 1'existence de solitons
de Kéahler-Ricci sur une variété kdhlérienne compacte de Fano.
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Pour cela, on fixe une variété kihlérienne de Fano compacte M et on considére
un soliton de Kéhler-Ricci (X, g) sur la variété M i.e. nous avons la relation suivante

Ric(wy) — wy = Lxwy.

Ainsi, en se souvenant que w, et Ric(w,) sont des (1, 1)-formes réelles, nous obtenons
que ZLxw, est aussi une (1, 1)-forme réelle i.e. L,xw, = 0, ott ImX est la partie
imaginaire de X. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.6.5 Soit une variété kahlérienne de Fano compacte M et on consi-
deére un soliton de Kdhler-Ricci (X, g) sur la variété M. Nous avons alors les consé-
quences suivantes :

(1) La dérivée de Lie Lxw, est une (1,1)-forme réelle i.e. Lmxw, =0,
(i1) la partie imaginaire ImX du champ de vecteurs X engendre un sous-groupe

a un paramétre compact (¢y)ier composé d’isométries pour w ow (Py)ier est le
flot associé a ImX.

Démonstration.

Le premier point a déja été prouvé.

Pour le second point, comme M est une variété compacte, le flot de ImX est
global i.e. ImX engendre bien un sous-groupe a un paramétre (voir [45] pour plus
de détails sur le flot). De plus, par ce qui précéde et par les propriétés du flot, on a

d
0= o%mX - d_t|t:0((¢t)*w)-
ainsi, comme ¢y = id (propriété du flot), nous obtenons
(Pr)sw = (do)sw = w, VI ER,

ce qui permet de conclure. O
Avant d’étudier plus en détail cette équation, faisons quelques rappels afin de
fixer les notations et conventions. Si g est une métrique kihlérienne alors g s’écrit

localement,
g=g;dz @dZ. (33)

(On rappelle aussi que nous notons (g7) 'inverse de la matrice (9:5)-)

De plus, la forme de Kéhler w, associée a g et la forme de Ricci Ric(w,) associée
a w, s’écrivent alors

V=T
W= 59 dz" N dz’, (34)
v—1 . ‘
Ric(w,) = ——R; d2' NdZ, R = —0;0;log det(gg). (35)

27

Avec ces notations nous pouvons étudier 1’équation (32). Pour commencer, nous
pouvons supposer que w, € ci(M) (voir lemme C.6.2). Alors, comme Ric(w) €
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c1(M) (voir lemme C.4.17), nous obtenons par le 99-lemme qu’il existe une fonction
hy € € (M,R) telle que

| ey
Ric(wy) —w, = 788%.
De plus, hy est entiérement déterminée modulo une constante, on normalise alors en

demandant en plus que
hg, m __ n
/ eMwy = / Wy
M M

o wy = wy A -+ Awy la forme volume associée & w,. En effet, comme wy est une
forme volume, nous avons que

hg, n n
/egwg>0 et/wg>0,
M M
wn
0 = log —th il I
Jue Wy

hg+0, n __ n
/ e wg = / wg.
M M

De plus, cette normalisation détermine enticrement hy. En effet, supposons que hy

donc en posant

on obtient bien que

et 7Lg vérifie cette condition, alors par hypothése on a que
hg = hy+0,

en prenant l'intégrale, on obtient

6 hg, n __ hg+6, n _ hg, m __ no__ hy
e/e wg—/e wg—/e Wy = Wy = e wg,
M M M M M

donc comme fM ehgwg > 0, nous obtenons que ¢ = 11i.e. § = 0. Ce qui permet de
conclure a l'unicité. Récapitulons ce que nous venons de démontrer :

Lemme C.6.6 Soit M une variété de Fano compacte. Alors pour toute métrique
kihlérienne g telle que sa forme de kéihler w, € c1(M), il existe une unique fonction

hy € €>(M,R) vérifiant

Ric(wy) —wy =

~——00h hoy — n 36
27T a g /];/[6 wg [wwg ( )
]
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Exploitons maintenant le fait que X est une variété de Fano i.e. ¢;(M) > 0. En
effet, si on prend un champ de vecteurs X holomorphe alors on a que ixw, est une
(0, 1)-forme O-fermée. Pour le voir, on écrit X s’écrit sous la forme

X=X 0
T 9

ot les X' sont des fonctions holomorphes. Alors en utilisant 'équation (16), nous
obtenons que

iXUJg = #gﬁdez]’

ainsi le calcul suivant montre le résultat :

Oixwy) = O(g5X")dz" N dZ

= (Ok(g7) X" + 9;501(X"))dz" N dZ’
= (O

0

k(957 ) XHdz" A dF (car les X" sont holomorphes)

(La derniére égalité résulte de la condition de Kéhler qui nous donne que
I(9;) = 95(9:%);
or comme le produit extérieur est alterné i.e.
dz8 A d77 = —d7 A dFF,
nous obtenons que pour tout ¢ fixé :

Za_k@ﬁ)dzk NdZ =0,

k?j

ce qui permet de conclure.)

Maintenant, la théorie de Hodge nous donne le résultat suivant
20 (M, C) = #°H(M,C) & Im(D),

ou %' (M, C) est Uensemble des (0, 1)-formes harmoniques sur M et Z%'(M,C)
I'ensemble des (0, 1)-formes 0 fermées (voir [14] par exemple pour plus de détails).
De plus, comme ¢y (M) > 0, on a d’aprés [’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano que

A" (M,C) =0, (37)

i.e. il n’existe pas de (0, 1)-forme harmonique sur M (voir par exemple [6] pour plus
de détails). Ainsi nous obtenons

Z%YM,C) =Im(9),

ce qui nous donne le lemme suivant
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Lemme C.6.7 Soit M une variété de Fano compacte. Pour tout champ de vecteurs
holomorphe X € n(M), il existe une unique fonction Ox € € (M, C) vérifiant

Ve
ixWy = 00y, /Meexwg = /ng. (38)

27

Nous avons alors ’égalité

W =1 _
.,?Xwg = 7689){ (39)

Démonstration. L’existence vient de la discussion qui précéde, tandis que I'unicité
vient de la condition de normalisation (seconde équation) comme dans la démons-
tration du lemme C.6.6. L’égalité 39 résulte de la formule de Cartan :

Lxwy = d(ixwy) +ix(dwy) (formule de Cartan)
= d(ixwy) (car w, est fermée)
= gd@@x} (grace a l’équation (38))
= \/2—_:1858)(. (par le lemme C.2.10)

O

Nous avons alors le résultat suivant qui fait le lien entre les fonctions Ox et hy :

Proposition C.6.8 En gardant les notations des lemmes C.6.6 et C.6.7, nous ob-
tenons que si (X, g) est un soliton de Kdhler-Ricci alors hy = 0.

Démonstration. Commencons par rappeler que nous avons I’égalité 39 :

W/ =1 _
wag = 7889}(

Or comme (X, g) est un soliton de Kéhler-Ricci, par I'équation des solitons de
Kéihler-Riccei (32), nous avons que

J_1 _
2—880X = Zx(wy) = Ric(w,y) — wy.

T
Or, par I’équation 36, nous avons aussi

v—1 _
2—83[19 = Ric(wy) — wy.

T

Ainsi Ox et h, vérifient la méme équation, et de plus, par hypothése, les fonctions

Ox et hy vérifient la méme condition de normalisation, on conclut alors par unicité

de Ox (voir lemme C.6.7). O
Nous avons alors le corollaire suivant :
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Corollaire C.6.9 Soit (X, g) un soliton de Kihler-Ricci sur une variété kihlérienne
M. Alors la fonction Ox € €°°(M,C) vérifiant

ixwg——‘éex, /M "X wh = /M Wy, (40)

est une fonction réelle i.e. Ox € €°°(M,R).

Démonstration. Cela découle directement du fait que 0x = h, et que la fonction
hy € € (M,R). O

C.6.2 L’invariant de Futaki pour les solitons de Kahler-Ricci
Une premiére définition de I’invariant de Futaki

Dans cette section, on considére une variété M de Fano compacte et une métrique
kéhlérienne g sur M telle que sa forme de kihler w, € ¢;(M). On sait qu’il existe,
d’apreés le lemme C.6.6, une unique application h, € €°°(M,R) vérifiant

Ric(wy) —wy = aﬁhg, el = / Wy
M M
On définit alors l'invariant de Futaki pour les solitons de Kdihler-Ricci qui nous

donnera une condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton de Kéhler-Ricci.

Définition C.6.10 Soit une variété M de Fano compacte et soit une métrique kdh-
lérienne g sur M telle que sa forme de kihler w, € ¢i(M). Pour tout champ de vec-
teurs holomorphe X € n(M), on définit la fonctionnelle Fx, appelée fonctionnelle
de Futaki, par

Fx:|\nM) — C
v / v(hy — QX)eQXw;L '
M

ot on note :
o hy est l'unique fonction appartenant & €°°(M,R) vérifiant

V=1 _
Ric(wy) —wy = ?88119, /M ehgw; = /Mw”

g’

e Ox est l'unique fonction appartenant @ €°° (M, C) vérifiant

. v 1 Ox, n __ n
IxWy = 80)(, / e Xwy = / Wy
M M

(voir les lemmes C.6.6 et C.6.7 pour plus de détails)

Au vu de la définition, il semblerait que la fonctionnelle F'x dépend de la métrique
wy € ¢1(M) mais le lemme suivant montre qu’il n’en est rien et que la fonctionnelle
de Futaki F'x est un invariant holomorphe appelé invariant de Futak: :
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Lemme C.6.11 Soit une variété M de Fano compacte et une métrique kihlérienne
g sur M telle que sa forme de kihler w, € c1(M). Alors, pour tout X € n(M) la
fonctionnelle Fx est indépendante de la métrique kihlérienne g.

Démonstration. La preuve que nous donnons est tirée de [56]. Soit ¢’ une autre
métrique kdhlérienne telle que wy, € ¢;(M). D’aprés le 00-lemme, Il existe une
fonction ¢ € €°°(M,R) telle que

/o

1 _
Wy = Wy + ——000¢.
g g 1T gb

e La premiére étape de notre démonstration consiste a montrer que

Ox(g') = Ox(9) + X(9) +c,

ou ¢ est une constante. Pour cela, on remarque que d’un c6té nous avons

L30x() + X(0)] = vy + L 310,

p

2

et de I'autre coté, nous avons

/T

. . e
Zx(wg/) = Zx<wg —+ 788(25)

YL (070,

= ing +

Pour conclure, il suffit de remarquer que
ix (996) = X (6)]
En effet, si on écrit localement X = X'0;, nous avons alors d’une part
00¢ = (0,0;¢) dz' N dZ’
d’on _ B o
ix(00¢) = (0,0,¢0) X'dz’.

Et d’autre part, nous avons aussi

X(9) = X' (0:9),

= (5381¢>XZ + (0:0)(0;X")d7’
= (0;0,0)X"dz’ (car X est holomorphe)
= (0,0;0)X"dz’ (car ¢ est a valeurs réelles).
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e [a seconde étape consiste & montrer que la constante c est nulle i.e.
O0x(g") = 0x(g) + X ().

Pour cela, nous définissons les métriques kihlériennes w,, par la formule

—

_1 _
Wy, = wy + (s — 1)78&;5, Vs e [1,2].

E]

Remarquons que nous avons

d
ds ( Wos ) = A9 Was (41)
ou Ay est 'opérateur laplacien associé a wy, et
X(f) - <59X<gs>757>wg37 vf E chO(M, (C) (42)

(on démontrera ces égalités a la fin de la preuve.)

Nous pouvons aussi remarquer que le premier point de la démonstration nous
donne que pour tout s € [1,2], il existe ¢ telle que

0x(gs) = 0x(g9) + X(9) + c..

Ainsi, nous obtenons que

d
o Mexp(GX(g) + (s = 1) X(¢))wy.
d
:/ d—(exp(é’x(g) + (s — 1)X(¢))W;Ls) (interversion dérivée et intégrale)
A ds

:/ (A + X(9)) exp(Ox(g) + (s — 1) X (¢))wy.  (grace a la formule précédente)
M

Or, en utilisant la formule d"intégration par partie et la formule (42), nous
obtenons que

/M Avd exp(x(9) + (s — 1) X (6)).

= /M@gzﬁ,g[expwx(g) + (s = 1)X(¢)]) wy,

. /M 6,305 (9) + (5~ DX(@)]) exp(¥x(g) + (s — DX(0) "

(06,0[0x(9) + (s = 1)X(9) + c]) exp(fx(g) + (s — )X () vy,
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Ce qui implique que

d

o Mexp(ﬁx(g) + (s = 1)X(¢))wy, =0,

donc nous avons
[ exp(Ox(o) + (s = DX = | explbx(g)e
M M
ce qui nous donne, grace a 'unicité démontrée dans le lemme C.6.7, que

Ox(g9) + (s = 1)X(p) = Ox(gs), Vse€[l,2],

donc en particulier, en prenant s = 2 que

Ox(g) + X () = 0x(d),

ce que nous voulions.
La troisiéme étape consiste a remarquer que
: Wy
h, = hg —log — — ¢ +c,
g wn
g

ol ¢ est une constante. En effet, nous avons

V-1 __ . _
T 00h,, = Ric(wy) — wy

v—1__
= Ric(wy) —wy — 2—33925

= Ric(wy) — Ric(w,) + Q@@h - Q@aqﬁ

En écrivant cela en coordonnées, nous obtenons que
_ w?
d0[h,, — hy + log w—i+ ¢ =0,
g

ce qui permet de conclure.
La quatriéme étape consiste & montrer que pour tout (X, v) € n(M)? on a

/ v(hy — Ox(g)e” D = / v(hy — 0x(g))e* @,
M M

ce qui achévera donc la démonstration du lemme. Pour cela, on rappelle que
nous avons les métriques kdhlériennes w,_ par la formule

Ve

wgs = wg + (S — 1)785¢, \V/S € []_, 2],
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et nous posons aussi

Wiy
hs = hy, — Ing_i,_ (s—1)¢p, Vse[l,2].
g

COHIHIGHQOHS par remarquer que

VT

Ric(w,,) — wy, = 785@, (43)
et que
dhs
= (A0 +9). (44)

(Nous démontrerons ces deux égalité a la fin de la preuve.) Remarquons aussi
tout de suite que nous avons

De plus, on rappelle qu’en faisant un raisonnement similaire & celui de la
section C.6.1, nous obtenons qu’il existe une fonction ¢ € €°°(M, C) telle que
pour tout v € n(M) fixé :

N

io(wg,) = 73%
et que nous avons la formule suivante :
v(f) = (09,0 [)u,, VI € E(M,C). (46)

(on démontrera cette égalité a la fin de la preuve.)
On définit alors

f:l,2 — C
s —> / v(hs — Hx(gs))eQX(gs)w;‘S '
M
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On obtient alors, en utilisant les équations (43), (45) et (44), que

4 d
ZZS) T ds (/M olhs = 9X(gs>)6ex<gs>w;)

d
aagwm—ﬁ@m&W@;
d
d
0 s n
/vh Oy (ge))e X(g)%[u)gs]

<

+
g

/u he = Ox(g.)]) X0t

J, i

d
/ (hs — Ox(gs))e 0x(gs) E[w;s]

g

_|_

< 0) o B (0] ¥

E

+
E

V(=D — ¢ — X ()@

I
s\

X () v(hy — Ox(gs))e?> @)

gs

+
S

(b, = x(g.))e" 0

gs®

- / o=~ 6= X)) 0y
M
+ /M(AS + X(¢)) v(hs — Hx(gs))eOX(gs)wgs.

_l_
E\

De plus, grace a I’équation (46), nous obtenons

T /@¢Qﬁ¢ﬁ®>ﬂm%&

/ (O, D)., "X
+/M(As + X(¢)) v(hs — 0x(gs))e OX(gS)Wgs'
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Maintenant, en faisant une intégration par partie, nous obtenons que

- [ Guypem = [ @600,
= [ @500,
M
+ [ @000
M
- [ @oamenn
M

—l—/MX(qb)eGX(gs)wwgs (voir I'équation (42)).

Ce que nous pouvons écrire sous la forme

| @000 —— [ ((20)+ X))o e,

De méme, on montre que

/<3w,8¢> Oxlge)y :—/M[lﬁA¢+U(Qx(gs))qﬂeex(gs)w;

Ainsi, en utilisant les équations (47) et (48), nous avons

df (s)
ds

/ V(A0 + X(¢))e* )
# [ (Aot X ulh ~ bx(g)0
M

_ /M (At X (6)) (Ast) + v(Bx (9.)))e 0!

En simplifiant cette expression, nous obtenons que

df (s)
ds

— /M(As + X (0)(Asth + ¥ + v(hy))ePI)wn

On pose maintenant
b= Asw + ¢ + U(hs>

et nous avons alors que
Op = 0.
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(Cette égalité sera démontré a la fin de la preuve.)
Donc en faisant une intégration par partie, nous obtenons que

df (s)

ds

— [ @036, —0
M ) ‘

Ainsi nous obtenons que f(1) = f(2), ce qui permet de conclure.

Il nous reste & montrer les 5 égalités énoncées au cours de la démonstration.
e Commencons par montrer ’équation (41) :

d n n
ds ( Wos ) = A0 Wos-
En effet, on a

S (W) = % (detlws + (s = 1)oz] dV)

(ot on a posé ¢;5 = 9;0;¢ et dV la forme volume standard)

det|w;z + (s — 1)) )dV

= (
ij d

=w,] E(wﬁ + (s — l)gbi;) det(gs)dV

=w, ¢7 det(gs)dV

-804,

(ou Ay est 'opérateur laplacien associé a w,, ).

e Passons a la démonstration des équations (43) et (44) :

. v—1_— dhg
RZC(CL)QS) — wgs = 788}18, % = —(As¢ —+ ¢)

On rappelle que

L’équation (43) découle alors directement de 1'égalité précédente en utilisant
les expressions des différents termes de la somme. Pour 'autre égalité, le calcul
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suivant permet de conclure :

dhs d | det g,

ds _ds\ ' ® det, —9
=0

:—9]% ((9s)ij>_¢

—gﬁa ( g5+ (s — 1)0,0;¢ ) —¢
= —g" (8:9;0 ) — ¢
= As¢ - ¢

e Ensuite, il y a I’équation (46) :

u(f) = (09,0 [)u,,-

Comme cette égalité est ponctuelle, pour la montrer nous pouvons nous placer
dans un systéme normal pour w,, en un point quelconque et faire le calcul en
ce point. Ainsi comme v est holomorphe, il s’écrit localement sous la forme
v = v'0;. Ainsi, nous obtenons que

o(f) = V'O, f = Uiﬁ;

or, daps un systéme normal pour wy,, l'égalité i,(w,,) = %51# nous donne
que v/ = 0,1 pour tout j € {1,--- ,n}, ainsi nous obtenons

v(f)=0;¢ 0; f.
On conclut en se souvenant que nous sommes dans un systéme normal pour
wy, et donc que dans ce systéme le membre de droite vaut bien (91,0 f).,. -

El

e De méme, 'équation (42) est identique a la précédente (en remplagant v par
X.
e Il reste & démontrer I'égalité (49) :

Op = 0.

Remarquons que I'équation est ponctuelle, on se place dans un systéme de
coordonnées normal centré (en un point = de M quelconque) pour la métrique

gs i-e. au point x, nous avons g;; = d;;. Ainsi, I'égalité i, (w,) = —gjazp devient
vl = 07 (o1 les v; sont les cordonnées locales du champ de vecteurs v i.e. on
a v =v'0;). Au point z, nous avons donc

b= AS@/J + w + U(hs)
= 0,01 + 1 + 0yp O;hs
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On peut encore I’écrire pour plus de lisibilité :

p = V5 + U+ Yi(h)i.

On a donc

Py = Vg + 5+ Ui(he)i + Vi(he) 5
= Vg + Roitbm + 5 + ¥5(hs)i + ¥3(hs) 5 (par les formules de Ricci)
= R, iVm + 5 + Yi(hs) i3 (puisque 9; = v" est holomorphe)
= R, itbm + 5 + ¥:(R7 — 95) (par définition de hy)
=0.

!

La premiére propriété importante de cet invariant est qu’il nous donne une obs-

truction a l'existence de solitons de Kéahler-Ricci. Plus précisément, nous avons le
résultat suivant :

Lemme C.6.12 Soit M une variété de Fano compacte et soit (X, g) un soliton de
Kihler-Ricci sur M. Alors ltnvariant de Futaki Fx pour le champs de vecteur X
est nul i.e. F'x = 0.

Démonstration. Nous avons vu dans le lemme C.6.11 que linvariant de Futaki
ne dépend pas de la métrique choisie, nous prenons donc la métrique g associée au
soliton de Kahler-Ricci (X, g). Or, nous avons vu dans le lemme C.6.2 que

hy = 0x(9),
d’ou
U(hg - 9X(9>) = O, Vv € n(M)7

or par définition, la fonctionnelle F'x a pour expression :

FX(U):/ v(h—QX)eexwg,
M

ce qui permet de conclure directement.
OJ
Maintenant, 'objectif va étre de démontrer qu’il existe un soliton de Kéhler-
Ricci sur toute variété de Fano torique compacte. Plus précisément, nous voulons
démontrer :

Théoréme C.6.13 I existe un soliton de Kdhler-Ricci sur toute variété torique
kdhlérienne de Fano. O

Cela va passer par une étude de I'invariant de Futaki dans le cas torique, ce que nous
ferons dans la section C.6.3, ot on utilisera ’existence d’une métrique et de champs
de vecteurs holomorphes particuliers dont on connait les expressions. Nous pourrons
ainsi démontrer dans la section C.6.4 'existence de solitons de Kéhler-Ricci sur les
variétés toriques de Fano grace a la méthode de la continuité.
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Une autre formulation de ’invariant de Futaki

On garde les notations introduites dans les sections précédentes. Rappelons que
si on a métrique kdhlérienne g telle que sa forme de kihler w, € ¢;(M), il existe une
unique fonction h, € € (M, R) vérifiant

V=1 _
Ric(wy) —wy = 7&9}19, /M ehgwg = /M Wy -

De plus si X est un champ de vecteurs holomorphe alors on a qu’il existe une unique
fonction 0x € €>°(M, C) vérifiant

. Vv _ 9X n __ n
IxWy = —89X, / e Xwy = / Wy
M M

On a alors le lemme suivant :

Lemme C.6.14 Nous avons la relation suivante :
J[AOx + X (h,) +0x] =0,
ot A est le laplacien associé a wy.

Démonstration. Il suffit de calculer les trois termes séparément et de voir qu’ils
se simplifient mutuellement entre eux. O
Comme M est compacte, le principe du maximum nous dit que

—(AQX —|— X(hg>) = 0)( + C,

ol ¢ est une constante. On peut donc renormaliser la fonction #x en une fonction
fx qui vérifie donc

=1 _ N
ing = 2—89)(, AQX +X(hg) = —‘9)(. (50)
s
Remarquons que cette renormalisation est équivalente a demander que gx vérifie

/ 5Xeh9wg =0.
M

En effet, cela résulte de la formule d’intégration par parties qui nous donne que

/ Aaxehgwg = —/ (56’)(,56%)%1@05
M M
= /(59X,5h )wnehgw’g"”

et / X hgw

( La derniére égalité résulte du fait que d0x = ixw,.) Nous avons alors le lemme
suivant :
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Lemme C.6.15 Soit (M,w,) une variété de Fano compacte. Pour toute fonction
¢ € €°(M,R), on peut définir une métrique kihlérienne g telle que sa forme de
Kihler wg soit égale a
V=1 _
Wy = Wy + 2—(’98¢
T

De plus, la forme wy appartient & c;(M) et donc il existe 6(g") € € (M,C) telle

que
. V-1_— ~ ~
IxWy = 736&' (9"), Agbx + X(hy) = 0x(g),

ol hy est définie par le lemme C.6.6 pour la métrique g'. Nous avons alors la relation
sutvante :

Ox(g") = Ox(g) + X(¢).

Démonstration. Commencons par introduire quelques notations. Pour tout s €
[1,2], on pose

vV—1 _
g, = wy + (s — 1)L 00, (51
2
et
wn
hs = hg - 1Og wgns - (S - 1>¢a (52)

g

et Ox(gs) € €=(M,C) telle que

| VI~ .
IxWg, = 7880)((95)7 /]\/[ 9X<gs)6hg5wgs = 0. (53)

Remarquons que e ~
Bl (g5) — Bx — (s — 1)X(6)] = 0

(voir la démonstration du lemme C.6.11 pour une preuve de ce fait), ainsi par le
principe du maximum, nous obtenons qu’il existe des constantes ¢, telles que

aX(gs) - gX + (8 - 1)X(¢) + Cs. (54)
Nous posons maintenant
6s) = [ [+ (s = DX () + e,
M
Par I’équation 52,0on obtient que

G(5) = [ [ + (s = DX (6) + eI,
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Ainsi nous obtenons grace aux équations (51) et (54) que

= /M<X (6)+ = B + (5= DX (9) + )= ou

dey  ~
- [ 0@ + 52 - Bl
M

Or grace a la formulation d’intégration par parties, nous avons que

[ (0= Bxlaerchug, -0

(voir la démonstration du lemme C.6.11 pour une preuve de ce fait), ainsi nous

obtenons que
dG d cg .
E(S) = /Me W -

Maintenant, en remarquant que h,, = hy (voir la démonstration du lemme C.6.11
pour une preuve de ce fait), nous obtenons par la condition de normalisation de
I'équation (53) que

Gls) = /M B+ (s — 1)X(9) + eJetswl =0

ainsi, comme fM ehswgs > (0, nous avons

dc,
ds

=0,
d’ou
cs =0 =0,Vs e[l,2].

Nous avons donc bien _ B _
Ox(g) = O0x(g92) = Ox + X ().

On considére maintenant la fonctionnelle suivante :
foinM) — C

7 — eezw;‘ '
M

Il semblerait que cette fonctionnelle dépende de la métrique kdhlérienne g mais
il n’en est rien comme le montre le lemme suivant :

Lemme C.6.16 Soit une variété M de Fano compacte et une métrique kihlérienne
g sur M telle que sa forme w, € c¢i(M). Alors la fonctionnelle f est indépendante
de la métrique kdhlérienne g.
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Démonstration. Prenons une autre métrique _g’ telle que sa forme w, soit aussi un
représentant de ¢; (M) ainsi nous avons par le 00-lemme qu’il existe ¢ € €°(M,R)

telle que
v—1

Wy 1= Wy = Wy + 785@5
De plus, nous noterons
v—1

Wip = Wy + ?85(t¢)

Remarquons tout de suite que wys est aussi un représentant de c¢;(M). Passons
maintenant a la démonstration.
e [La premiére étape consiste a montrer que

~ 1 9,
/ Pz 2@ — / 7w + / / (A + Z(9))e"7 2w A dt.
M M 0 JM

Pour cela, on remarque que

d d
E[eezﬂz(@ww] _ E[eazﬂzw) det(gt¢)]dV
g d
— Z(¢)€92+t2(¢) det(gsp)dV + E[det(gw)]egzﬂz(@dv
9. -d
= Z(¢)€02+t2(¢) det(gis)dV + (gip)" dt[(gtd’)”] det(gi)e 02+tZ(9) 1/
0. d
— Z(¢)eez+tz det(gsp)dV + (9t¢>>” dt[g” + ts;] det(geg)e D2 +2(9) g7
— Z($)e" 79 det(gus) AV + (gus) " iy det(grg)e’” 4O dV
- Z(¢)e§z+tz det(gs)dV + Ay det(gig)e 02+t2(6) g1/
d’ou ]
dt[ Oz+tZ(¢)wg¢] = (Z(¢) + At¢)eez+tz(¢)wf¢.

Ainsi, nous obtenons que

1
/O /M(Atgzﬁ—i—Z( ez+tz ¢>) n /\dt / / (dt 9Z+tz ¢)w?¢]> A dt
:/ J— / ( 92+tZ(¢) ]
o dt [ )y “us
:/ 692+Z(¢)w2_/ eezw;l.
M M
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e [La seconde étape consiste a montrer que

/66~Z+Z(¢)MZ:/ egzw;l.
M M

Cela est une conséquence de la formule d’intégration par partie qui nous donne que

| @6+ 2@, o,
M

En effet, on a

/]\4 At(b e§Z+tZ(¢)w?¢ = - /]VM<5€§Z+tZ(¢)75¢>wt¢w:L¢'

= [ 0+ t2(00),T) "
or d’apres le lemme 50, on a que izws = %5(52 +tZ(¢)) donc

/ At¢ e§Z+tZ(¢)W?¢ — / —Z(qb)egZ“Z(d’)wa-
M

M

Ce qui nous donne alors le résultat souhaité.
e [a derniére étape consiste a conclure en utilisant le lemme 50 qui nous dit que

0, + Z(¢) = 02(g)).

O

Maintenant, on veut étudier la dérivée de f au point X par rapport a v € n(M).

Le lemme suivant nous donne une expression de cette dérivée et montre en particulier
qu’elle est un multiple de I'invariant de Futaki introduit précédemment :

Lemme C.6.17 Soit M une variété de Fano compacte. La fonctionnelle f définie
par
fofnM) — C
7z —> eezwg '
M
La dérivée au point X par rapport & v € n(M) de la fonction f a pour expression

Fy(v) = / gvegxw;.
M
De plus nous avons qu’il existe une constante C' non nulle telle que
F)/((U) = C'FX(v)a

ou Fx est [tnvariant de Futaki pour le champ de vecteurs X. En particulier, nous
avons donc
Fy(v) =0 <= Fx(v) =0.
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Démonstration. On sait que

F(v) = lim J(X +tv) - f(X)

t—0 t

En remplacant f par son expression, nous obtenons que

€§X+tv — egX

Fy(v) = %1_{% P — Wy -
Or on a
2—56)(4—151) = wg(X + tU )
= Wg(X )+ twg (v, -)
v —1_~ v —1_ ~
= —09X —0(t-0,)
2

d’ou

§X+tv:é;+t'§;+ca

ol c¢ est une constante. De plus, par la condition de normalisation des différentes
fonctions, nous obtenons

/ 5x+we’“‘9w§ =0, / Ox +1- gvehgwg =0,
M M

c/ ehgwgz()
M

ce qui nous donne ¢ = 0 puisque f M ehgw;‘ > 0. Ainsi notre dérivée a pour expression

eax-i—t'@u _ egx

Fe) =lim | =
~ (1=t
= lim efx g w;‘
t=0 J s t

. (1—et'§") .

1—-1—¢-6,+ ot
-/ O oy
M

t g
= / Qveexw;}.
M

Cela démontre la premiére partie du lemme. Pour la seconde, nous allons exploiter
le fait que

0, = —AG, — v(hy,).
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Alinsi, nous avons
Flo(v) = _/ A + X (hy)e™w,
M
or grace a la formulation d’intégration par parties, nous avons que
Fy(v) = —/ v(fx — hg)eexwg.
M
Or on sait que B
HX = HX + C,
d’ou
Fy(v) = —ec/ v(0x — hg)egxwg = —eFx(v).
M
De plus, comme e # 0, nous avons donc bien
Fy(v) =0 <= Fx(v) =0.

O
Rappelons que si (X, g) est un soliton de K&hler-Ricci alors Fixy = 0 (voir lemme
C.6.12. Nous pouvons reformuler ce fait sous la forme suivant :

Lemme C.6.18 Soit M une variété compacte de Fano. Si (X, g) est un soliton de
Kdhler-Ricci alors X est un point critique de 'application :

foinM) — C

7 — eezwg'
M
O

C’est cette vision de I'invariant de Futaki que nous allons exploiter dans la section
suivante afin de trouver un champ de vecteurs ’annulant.

Etude de l’invariant de Futaki

Rappelons pour commencer que le groupe des automorphismes d’une variété
complexe compacte M est un groupe de Lie de dimension finie (voir [34] pour plus
de détails) dont l'algébre de Lie est n(M).

Maintenant, si K un sous-groupe compact maximal de la composante connexe
de T'identité Aut°(M) du groupe des automorphismes holomorphes Aut(M) de la
variété M, alors la décomposition de Chevalley nous donne que

Aut®(M) = Aut,. (M) X Ry,

ou Aut.(M) est un sous-groupe réductif de Aut®(M) et la complexification de K
et R, le radical unipotent de Aut®(M). De plus, si on note n(M), n.(M), n,(M) et
k(M) les algébres de Lie de Aut(M), Aut,.(M), R, et K respectivement, alors on a

U(M) = UT(M) + nu(M)
On pourra consulter |20] pour plus de détails.
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Lemme C.6.19 FEn gardant les notations qui précédent, il existe un unique champ
de vecteur holomorphe X € n,(M) tel que Im(X) € k(M) et vérifiant

Fx(v) =0, Yven(M).

Démonstration. En gardant les notations introduites dans le lemme C.6.18, ce
probléme est équivalent a chercher un point critique a la fonction f. On rappelle
aussi que F%(v) est la dérivée de f en X dans la direction v.

Puisque FY% est indépendante de la métrique kihlérienne g, nous pouvons choisir
une métrique kihlérienne g qui est K-invariante (une telle métrique existe toujours,
voir |20]). De plus, comme Fx est linéaire sur n,(M) et que Aut,(M) est le com-
plexifié de K, on peut se restreindre a calculer Fx(v) pour v € n,(M) tel que
Im(v) € K(M).

Ainsi, on sait que pour tout Z € n,.(M) tel que Im(Z) € (M) il existe une
fonction 0, € C>®(M,C) telle que

V=1 -
—00,.
2T

En utilisant la formule de Cartan et le fait que ixw, est une (0, 1)-forme J-fermée,
on a vu que

’ing =

N/ =1 _~
.L”ng = ?8802

De plus, on remarque que izw, = izw,. En effet, si on écrit que localement Z = Z°0;
alors on a d’une part que
. v—1 5
iZzWg = _792‘32 dz'.
et d’autre part que
v—1

v—=1 5 .
=———uyq:7 d2’.
o 9ji
Ainsi nous obtenons grace a la formule de Cartan que
gng =do igwg
=do (izwg)

=doizw,

P —
=Y 900,




En combinant ces deux résultats, nous obtenons que

/=1 _ ~ —
?88[92 - (92] = fz_gwg

2v/—1Im(2)Wg
= 2V = 1% (z)wy

=0 (car g est K-invariante et Im(Z) € k(M)).

Ainsi nous obtenons que o
QZ = GZ —+ C,

oll ¢ est une constante. Or, nous avons que
é;ehgw; =0,
M
et comme hy est une fonction réelle, en prenant le conjugué de cette intégrale, nous
obtenons aussi o
é;ehgw’; =0.
M
Ainsi ¢ = 0 et donc . )z est une fonction a valeurs réelles. De plus, en se souvenant que
9(1 nx+ry = (1 — t)@x + t9y (voir par exemple la démonstration du lemme C.6.17)
et que I'exponentielle est une fonction convexe, on obtient que f est une fonction
convexe sur 7,(M) vu comme R-espace vectoriel. Pour conclure, il suffit donc de
montrer que f est propre i.e. f(Z) diverge quand Z tend vers 'infini.

Soit (Z;)i=1,... m une base de n,(M) (en tant que R-espace vectoriel), or comme
Aut,.(M) est le complexifié de K, on peut supposer que pour tout i, on a Im(Z;) €
k(M). De plus, grace au procédé de Gram-Schmith pour le produit scalaire induit
par la métrique g, on peut considérer que (Z;) est une base orthonormée. De plus,
par le méme raisonnement qu’au début de la démonstration, on voit que les fonctions
07, associées aux champs de vecteurs Z; par 'équation (50) sont & valeurs réelles

Prenons maintenant une suite (Z;),ey de champs de vecteurs holomorphes dans
le R-espace vectoriel 7,(M) telle que [,,]Z]o,wi — +oc. Il faut donc montrer que
f(Z)) = +oo. 1l existe donc m suites réelles (f}) telle que Z; = > t17;, et comme
nous avons pris une base orthonormée, nous avons que |72 =37, [ti|*.

Comme |Z;|,, — +00, quitte & extraire, cela signifie qu'il existe au moins une
suite (7)ien telle que [tF] — +oo. Quitte & renuméroter, on peut supposer que k = 1.
Comme cette suite diverge, on peut donc extraire des sous-suites tfk telles que

ti
De plus, la suite ('i

n ) est alors bornée, quitte a extraire & nouveau, on peut sup-
Uk

. It} | . .
poser que les suites (ItTk sont convergentes pour tout i € {1,--- ,m}. Terminons
ks
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en remarquant que 1’on peut supposer aussi que tfk > 0 pour tout i € {1,--- ,m}.
En effet, il existe un nombre infini de termes positifs ou de termes négatifs dans
cette suite, quitte & remplacer Z; par —Z; et a extraire & nouveau, on peut donc
bien faire cette hypothése.

Grace a ces hypothéses, on a que

= [t
Z E | Zi = Zo, | —

oll Zy appartient a 7,(M) (vu R-espace vectoriel). On notera 6, la fonction associée
au champ de vecteur Z; par I’équation (50), on remarque tout de suite que cette
fonction est non identiquement nulle comme Z, n’est pas identiquement nul. De plus,
par le méme raisonnement qu’au début de la démonstration, on voit que 6z, est a

valeurs réelles. Maintenant, comme nous avons que [, 0z,e"w? = 0, que e"s > 0

(car h, est & valeurs réelles) et que gzo # 0, nous obtenons qu’il existe un ouvert
U C M telle 07, > 0 sur U.
En remarquant que

021*‘2?;1(’5?;?)/(’51 Zi — 0Z1 + Z tlk tlk Zi

(voir la démonstration du lemme C.6.17 pour une démonstration de cette propriété),
nous obtenons par passage a la limite :

9214-2 lk@z %QZO, [y = +o0.
=1 lk

On en déduit donc qu’il existe € > 0 assez petit tel qu’a partir d’un certain rang,
nous obtenons que

921+Z kQZ >e> 0.

=1 k

Ce qui nous donne donc

[(Zy,) = /MGXP (Z t?;ﬁz) wy
=1

- Mo
— / exp (tllk (6’21 + Z ﬁ@g)) wg
M i=2 Ik

tl
> / e“lhw? = +00, Iy — 400
U

Cela permet de conclure. En effet, la seule valeur d’adhérence possible pour la suite
(|(f(Z1)])ien est +o0. Supposons le contraire i.e. la suite admet une valeur d’adhé-
rence finie que 'on notera [ € R*. Il existe alors une sous-suite (| f(Z;,|) qui converge
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vers [. Comme nous avons pris la suite (Z;) complétement arbitraire, nous pouvons

faire le méme raisonnement pour la suite extraite (Z;, ) et donc obtenir que par

unicité de la limite | = +o00, ce qui est absurde. La suite (|(f(Z))])ien admet 400

comme unique valeur d’adhérence, elle converge donc vers cette valeur d’adhérence.

Ce qui permet de conclure que f est propre et donc termine la preuve. 0
Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition C.6.20 En gardant les notations précédentes, il existe un unique champ
de vecteurs holomorphe X € n,.(M) avec Im(X) € (M) tel que Fx(-) s’annule sur
n-(M). De plus, X est nul ou il appartient au centre de n,.(M), et nous avons

Fx([u,v]) =0, V(u,v) € n.(M) x n(M).
En particulier Fx(-) est un caractére de Lie sur n,.(M).

Démonstration. La premiére partie du lemme est une conséquence directe du
lemme précédent. Maintenant, on va traiter 2 cas séparément :

(1) Supposons que le centre de 7, (M) est réduit & {0}. Alors comme 7, (M) est une
algébre de Lie réductive, nous avons n,.(M) = [n,(M),n.(M)]. Remarqusons
que la fonctionnelle de Futaki en X = 0 devient

Fo(v) = /M o(hy)l

Cette fonctionnelle coincide avec 'invariant de Futaki pour les métriques de
Kéhler-Einstein. On voit, en particulier, que dans ce cas, Fj est un morphisme
d’algébre de Lie sur n(M). En effet, si on pose 7 € Aut(M) et o, le sous-groupe
a un parameétre engendré par v, alors on a

/M(T'Ut't_l)*(hg)wgzﬁhg((fat'7_1)_1)*(“’;)

En dérivant cette égalité en ¢ = 0, en se souvenant que 'invariant de Futaki ne
dépendant pas de la métrique kihlérienne et en remarquant que (7 -0, - 7) est
le sous-groupe engendré par Ad,(v) et que 7*(hy) vérifie Ric(m*w,) — T'w, =
%hg, nous obtenons

Fyo(Adyv) = Fy(v).
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Maintenant, si on prend 7 = 7, le groupe a un paramétre engendré par u €
n(M) alors en dérivant en ¢ = 0 ’équation précédente, nous obtenons que
FO([U7 U]) = 07 V(U, U) < 77(M>2

Ce qui montre bien que F' est bien un morphisme d’algébres de Lie. Ainsi
comme 7, (M) = [n.(M),n,.(M)], nous obtenons que Fj est identiquement nulle
sur 1,.(M). Comme 0 vérifie les hypothéses du lemme précédent, par unicité,
nous avons X = 0, ce qui permet de conclure dans ce cas.

Supposons que le centre 1.(M) de n,.(M) n’est pas réduit a zéro. En considérant
la fonctionnelle f restreint a 7.(M), on montre en utilisant les mémes argu-
ments que dans la preuve précédente que I'on peut trouver un unique champ de
vecteurs holomorphe X' € n.(M) avec Im(X’) € k(M) tel que F%.(-) s’annule
sur 7.(M). 1l reste donc & montrer que

Flo([u,v]) = 0, ¥(u,v) € 0, (M) x (M).

Soit v € n(M) et (oy) le sous-groupe a un paramétre engendré par v. Nous
avons alors

/M(T coy - 7YY (hy — Ox )X

= [ (=) 7))

= [ =070y ()

= [ (700 = ) ()

= [ (0 hy = 0x) (7))

= [ (0 (7 () = (7 ) 0 )

ou fx: est la fonction associée au champs de vecteurs X' par I'équation (50).

Maintenant, remarquons que (7-0y-7) est le sous-groupe engendré par Ad,(v),
que Ehg) vérifie Ric(m*wy)—T*w, = %hg et que 7% (0x/ (w,)) vérifie i x/ (T*w,) =
%0[(7*(9)(/ (wg))]- Ainsi, en dérivant cette égalité en ¢ = 0 et en se souve-
nant que l'invariant de Futaki ne dépend pas de la métrique kihlérienne nous

obtenons
Fie(Ad, (v)) = Fie(v).

Maintenant si nous prenons u € n,(M) tel que Im(u) € k(M) et 7 = 74 le
groupe a un parameétre engendré par u alors, en différentiant 1’égalité précé-
dente, nous trouvons que

Fyo([u,v]) = 0, ¥(u,v) € 0, (M) x (M).
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Ce que nous voulions. Ainsi, nous voyons que Fx/(-) s’annule sur n,(M). Par
unicité, on conclut que X = X’. Ce qui permet de conclure.

0

C.6.3 Les solitons de Kéihler-Ricci sur les variétés toriques
de Fano

Rappel sur les variétés toriques

Définition C.6.21 On dit que(M, g, J,w, p) est une variété torique kihlérienne de
dimension complexe n ou de dimension réelle 2n si

o (M, g, J,w) est une variété kihlérienne compacte de dimension réelle 2n.

o [l emiste une action ¢ : T" x M — M effective et hamiltonienne du tore réel
T™ de dimension réelle n sur M.

e [L’action ¢ s’étend en une action effective holomorphe ¢ : T'x M — M du tore
complexe T ~ (C*)" ~ R"™ x (S1)" M telle qu’il existe une orbite libre ouverte
et dense My C M.

Les propriétés importantes qui découlent directement de la définition sont réunis
dans la proposition suivante :

Proposition C.6.22 Le tore T définit donc un tore mazximal dans le groupe de Lie
Aut(M) des automorphismes biholomorphes de M. De plus, nous avons alors un
systéme de coordonnées holomorphes sur My :

MO ~ T
~R" x /—-1T"
~{u++v-1v / (u,v) € R" x R*/Z"}.

En particulier, dans ce systéme l'action de T est donnée par ['action naturel de T

sur lui-méme i.e.
TxT — T

p:
(z1) x (z1) — (zi-2)
Démonstration. En effet, vu que 'action est effective, nous obtenons que le mor-
phisme p : T — Aut(M) induit par 'action est injective. Nous pouvons donc voir T’
comme un tore maximal dans le groupe de Lie Aut(M).

Maintenant, on consideére la restriction de p a M, :

p:|TxMy — M,
ZXm +— z-m
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En fixant un point base noté mg dans ce repére, on obtient donc une application

piT—)MO

zZ —> zZ-mp

Cette application est bien holomorphe puisque 'action est holomorphe. De plus,
cette application est bien bijective puisque I'action est libre en restriction a My. Son
inverse est aussi holomorphe puisqu’elle est donné par

T—>MO

2z — z7lomg

i

Nous avons donc bien un isomorphisme entre M, et T'. En utilisant le fait que p est
un morphisme i.e. Z - (z - mg) = (2z) - mo, nous obtenons que 'action p est donc
donnée via cet isomorphisme par

Tx My — M,

E
(z,z-mg) —> (2z) -mg’

ce qui permet de conclure. O

On rappelle que 'on peut associer & toute variété torique kdhlérienne M un
polytope dit de Delzant dont on rappelle la définition :

Définition C.6.23 Un polytope Q2 de (R™)* est un polytope de Delzant (entier) s’il
vérifie :

(i) Pour tout sommet p du polytope Q, p appartient a exactementn faces Fy,,--- | F; ,
dont les vecteurs normauz vy, - - - ,v;, forment une base de R".
(ii) Pour touti € {1,--- ,n}, v; € Z%
(11i) Pour tout sommet p, les vecteurs normaux sortants {v;,---,v; } des faces
Fi .-+, F,, contenant p peuvent étre choisis pour former une base de Z".

La condition d’étre de Fano qui veut dire (pour nous) que ¢;(M) > 0 est équiva-
lente & de nombreuses propriétés algébriques, notamment que le fibré anti-canonique
est ample, ces propriétés de la géométrie algébrique donne une caractérisation im-
portante via son polytope pour qu’une variété torique soit de Fano. Pour cela, on
introduit la notion de polytope de Fano :

Définition C.6.24 On dit qu’un polytope Q2 C R™ défini par
Q={zeR"/ (z,1,) <c¢ Vre{l,---.d}},

est un polytope de Fano si
e [e polytope Q est un polytope de Delzant,
o ct le polytope Q admet un "centre” privilégié i.e. il existe vy € Q* tel que

(Vo) + ¢, =1, Vre{l,---,d}.
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Remarque. Dans ce cas, quitte a translater le polytope, on peut supposer que le
centre privilégié est 'origine et donc le polytope est de la forme :

Q={zeR" /(x,1,) <1 Vre{l,---,d}}.
Nous ferons cette hypothése par la suite.

Lemme C.6.25 Une variété kihlérienne torique (M,w) est de Fano si et seulement
son polytope est un polytope de Fano.

Démonstration. Comme ce résultat vient de la géométrie algébrique, nous ren-
voyons par exemple a [17, 15| pour une démonstration. O

Les champs de vecteurs holomorphes sur une variété kiihlérienne torique
de Fano

Rappelons que le groupe des automorphismes d’une variété complexe compacte
M est un groupe de Lie de dimension finie (voir [34] pour plus de détails) dont
l'algébre de Lie est n(M). Ainsi le tore complexe T' va engendrer une sous-algébre
de Lie abélienne maximale 19(M). Comme C est algébriquement clos, tous les en-
domorphismes {adv / v € ny(M)} sont diagonalisables et commutent entre eux par
la formule de Jacobi, ils sont donc simultanément diagonalisable. De plus, ’espace
commun pour la valeur propre 0 est le commutant Z, ) (1n0(M)) de no(M) dans
n(M). Ainsi, nous avons la décomposition :

77(M) = Zn(M) (UO(M)) Daca 7704<M)7
ou ® est 'ensemble des applications de 79(M) dans C non identiquement nulle et
Na(M) ={x en(M), Yven(M), ad,z=a(v)x.}

De plus, comme 79(M) est abélienne maximale, on peut montrer grace a la décom-
position de Jordan que Z,n(no(M)) = no(M) (voir [46] pour plus de détails), et
nous obtenons le lemme suivant :

Lemme C.6.26 Soit M une variété torique de Fano. Si on note eta(M) l'ensemble
des champs de vecteurs holomorphes, nous avons la décomposition suivante :

(M) =no(M) Bacao 1a(M),

ot no(M) est lalgébre de Lie abélienne mazimal engendrée par le tore maximal T
de la variété torique M, ® est l'ensemble des applications de no(M) dans C non
tdentiquement nulles et

Na(M) ={z en(M), Yven(M), ad,x=a(v)x}.
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Démonstration. On pourra consulter [46]. O

L’objectif va étre d’utiliser le lemme C.6.20. Pour cela, nous introduisons quelques
algébres et groupes de Lie importants et étudions les relations entre eux. En notant
Ky ~ (S1)™ le sous-groupe compact maximal de 7', en remarquant que K, est un
tore réel de dimension n, nous obtenons que T est la complexification du groupe
de Lie (réel) Ky (voir [11] pour plus de détails). Nous obtenons donc le diagramme

suivant :
Ky —— T —— Aut(M) .

De plus, comme T est connexe, on a que 1" appartient & une composante connexe de
Aut(M), or les composantes connexes de Aut(M) sont de la forme g - Aut(M)° ou
Aut(M)° est la composante connexe de l'identité de Aut(M), donc en remplacant
T par g—! - T, nous pouvons supposer de plus que nous avons

Koy —— T —— Aut(M)° —— Aut(M) .
En considérant le sous-groupe compact maximal K contenant Ky (qui existe par

le théoréme de Cartan-Iwasawa-Malcev : voir [32]) dans Aut®(M), le diagramme
devient :

K[O( T Aut(M)° = Aut(M)
K Kc

ou K¢ est la complexification de K (qui existe puisque K est compact : voir [11]).
De plus, il existe une fleche T < K¢ provenant de la propriété universelle du
complexifié. Ce qui nous donne au final le diagramme suivant :

K ¢ T Aut(M)° —— Aut(M)
e
K “—— K¢

Rappelons aussi que nous avons la décomposition de Chevalley :
Aut®(M) = Aut,. (M) X Ry,

ou Aut,.(M) est un sous-groupe réductif de Aut®°(M) et la complexification de K et
R, le radical unipotent de Aut®°(M). De plus, si on note (M), n.(M), n.,(M), k(M)
et ko(M) les algebres de Lie de Aut(M), Aut, (M), R,, K et K, respectivement,
alors on a

(M) = n.(M) + 1u(M)
(voir |20] pour plus de détails). Nous pouvons aussi traduire "en algébre de Lie" le
diagramme précédent :

Ko(M) —— UO(M)7 n(M)
k(M) —— n.(M)
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De plus, on a que ng(M) et n,.(M) sont les complexifications de ko(M) et k(M) i.e.
(M) = k(M) & V—1k(M).
770<M) = Ho(M) DV —L‘io(M),

De plus, par la théorie des groupes de Lie, nous savons que l'algébre de Lie de
T ~ (C*)" est donnée par t = T(y.. )T ~ C". De plus l'isomorphisme entre 7 et
no(M) est alors donné par

X | T — 770(]\/[)

d :
T — X, (x)= £|t:0 exp(—t-7)-x

En utilisant cela, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme C.6.27 L’algebre de Lie no(M) admet une base de champs de vecteurs
holomorphes (Xy, -+ ,X,) telle que

i’ v26{177n}’

Xila = B
(2

ot (wy,wa, -+ ,wy) = (v1+—161,- -+ , 2, +/—16,,) sont les coordonnées logarith-
miques sur T ~ R"™ x (S;)".

Démonstration. La premiére partie découle directement du fait que t ~ C". Le
fait qu’elle vérifie

0
D Vie{l,---,n},

découle de 'isomorphisme X donné précédemment et du fait que 'action de T en
restriction M est donnée via les cordonnées logarithmiques par l'action naturelle
du tore sur lui-méme (voir lemme C.6.22). O

Xilmy =

Une métrique Kj-invariante sur une variété kihlérienne torique de Fano

Nous allons maintenant introduire une métrique Ky-invariante provenant du fait
que M est torique. En effet, on a vu dans la section C.1.5 que toute variété torique est
entiérement déterminée par un polytope Q dont on note p(, - p(™ les sommets,
on définit alors une fonction u° sur R™ par

wW: | R — R

n

v log[) exp((p”, )]

=1

Nous avons alors le lemme suivant
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Lemme C.6.28 La fonction u® définie précédemment est une fonction (strictement)
convexe sur R™. De plus, en utilisant les coordonnées logarithmiques sur T ~ C* ~
R™ x (S1)", on a que la 2-forme wgpo sur T définie par

v =1 _
0 1= —88u0,

W0
g 2

est une métrique kahlérienne Ko-invariante ot Ky est le sous groupe compact maxi-
mal de T i.e. on a vu, via les cordonnées logarithmiques, que Ky ~ (S1)™. De plus,
on a que la fonction gradient Du® : x € R" — (0, u’(x), -+, 0, u’(x)) € R™ est un

difféomorphisme entre R™ et [intérieur Q) du polytope Q2 et qu’il vérifie

)

| log det(ug;) + u’| < o0, uf; := 9;0u’.

Démonstration. Pour la premiére partie du lemme, il suffit de remarquer que °
est une fonction strictement convexe sur R". En effet, sa matrice hessienne est alors
définie positive et donc wyo sera bien positive. De plus, comme elle ne dépend pas

des variables d’angles 6y, - - ,0,, elle sera bien Kj-invariante.
Pour la seconde partie, cela découle directement de I'expression de la différentielle
Du’:x € R" — (0;u’(z), -+ ,0,u’(z)) € R™. Un calcul direct nous donne que
1<k<m
Du(z) = —
( ) Z €<p<k),ar>
Isksm 1<i<n

De plus, si on note D*u” : x € R" — (9;0;u’(x)) € M,(R) la matrice hessienne de

u?, on obtient que

(u) 4 (v) m u u )
ST e ) )0

1<usm 1<v<m

2
( ) e<”(u)’x>>
1<k<m

Par la suite, on devra étudier les fonctions

&Oj U0<x> =

g |R* — R
r — log[l — (Du(z),v,)] "’

ol v, est le vecteur normal entrant définissant la r-iéme face du polytope 2i.e. on a
Q={zeR*/Vre{l,--- ,m}, (z,1,) <1}. On remarque que cette application
est bien définie puisque d’aprés ce qui précéde Du est un difféomorphisme de R™
sur Q i.e. 1 — (Du®(z), ) > 0 pour tout z € R™.
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Lemme C.6.29 Les dérivées des fonctions g, sont bornées sur R"™, autrement dit
la norme du gradient des g, est bornée i.e. il existe C' > 0

|Dg, ()| < C, Vo eR"

Démonstration. On calcule la dérivée 0; g.(x) en utilisant les expressions calculées
plus haut :

9; gr(z) = 0; (log[1 — (Du®(z), vr)])
0,((De(x), 1) )
1 — (Du’(x), v,)
0 (D) @), )
1 — (Du(z),v,)’

or on a

Du’:z € R — (01 u’(z), - ,0,u’(z)) € R,

ainsi

0; (Du°)(z) = (9,00 u’(z), -, 00, u'(z)) .

Nous obtenons donc

Z@'aj u® () (1),
8zgr($) = - =

1- Zﬁj u’(z) (v
j=1
Y7o N Z W [plpt — I p) (),

— 1<k<m 1<u,v<m j=1
_ . _
*) z k
Z o) 2) Z el — Zpg )(Vr)j}
1<k<m 1<k<m j=1

En simplifiant, cela nous donne

& ) g (u) u) (v) u) (u
DD e memplp)  pp) (1),

1<u,v<m j=1

Z e<p(u) P(U) Zp]u) Vr

1<u,v<m

ai gr(‘T) -

Commencons par remarquer que le dénominateur n’est jamais nul. En effet, pour
tout face F, = {x € R" / (x,v, = 1}, il existe un sommet p*) n’appartenant pas a
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cette face F, ie. [1 — E p] (v+)j] > 0. Nous pouvons ainsi ré-écrire la dérivée sous

7=1
la forme

() () v u) (u
> Z W) ) [plp® — plp (1),

1<u,v<m j=1

@ ) (p®)
> el ZPJ )

1<u,v<m
p<u> €F'r

ai gr(x) =

Maintenant, nous posons

Oz = max [pPp” — pMpt) ()5, Opin = min [p{pt” — pl“p (1),

1<u,w<m 1<u,v<m
et
n n
Q = max 1—2 W, V1 QO . :— min 1_}:(#)1/ 1
max 1§u,v§7n[ . pj ( T)j]7 mn 1§u,v§m[ . p] ( 7')]]
pgk =1 FOFT AN

Ainsi, en remarquant que 0 < Q,,5, < Q,42, NOUS obtenons

@min @maz

;
max szn

ce qui permet de conclure O
Continuons en définissant aussi

u(z): |R* — R
r — max{<$,p(k))/k::1,---,m}’

et nous avons alors le lemme :

Lemme C.6.30 La fonction v vérifie

et
o(y) > (z,y) Vz€Q

Démonstration. Pour la premiére inégalité, remarquons que
max(:z: Pt <Z z,p' <mmax(x P,

en prenant l’exponentielle puis le logarithme de cette inégalité, on trouve
<’ < logm + v.
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Pour 'autre inégalité, rappelons que nous avons défini
Q={zeR" /Vre{l,--- ,m}, (z,1v) <1}

En prenant une face F, := {(x,1, = 1) / x € R"} telle que p* appartienne & cette
face, on obtient

<p(k)7 VT> =1

et par définition du polytope, nous avons que p*) appartient & n faces F. ,--- , F, .
De plus les vecteurs normaux (v, ) forment une R-base de R™ ainsi pour tout y € R,

n n
o(y) = W, y) =D ™) =D i
i=1 i=1
et . .
= Zyi<1/r7 Z> S Zyza
i=1 i=1
ce qui permet de conclure. O
Maintenant, nous remarquons qu’en utilisant les coordonnées logarithmiques

(wy,wa, -+ ,wy) = (21 + /=101, -+, 2, +v/—16,), nous avons alors

n
1
0y 7.1
Weo = <;> det(u;;)dz™ A -+ Adx"™ A dO, (55)
ol dO est la forme volume standard sur K i.e. d© = dO; A\ --- A db,,.

De plus, cette métrique peut s’étendre sur M en une métrique kiihlérienne K-
invariante vérifiant en plus wyo € ¢ (M). (voir [4] pour plus de détails).

Ainsi, nous nous trouvons sous les hypothéses du lemme C.6.6 qui nous donne donc
Iexistence et I'unicité d’une fonction h® € C(M,R), vérifiant

Ric(wgo) —wgo = —88}10 / e g0 = /M Weo- (56)

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.31 FEn gardant les notations introduites précédemment, nous avons
65( det(ugj)e“%h0 ) =0 surR".
De plus, aprés normalisation, nous obtenons

det(uy;) = e M sur R™. (57)

283



Démonstration. Pour simplifier les notations, nous posons :
f:IR* — R
0 w9 (z)+h0(x) -
v det(uy(x))e (@)+h" ()

Nous avons alors que sur 7"~ (C*)" ~ R" x (S;)"

00f = of dw' A dw’
Ow'ow’ ’
or f est a valeurs réelles donc
90f = of dw' A dw’
- 0zi0xd ’

et ainsi en restriction & R™, nous avons

1 of
4 020
0

20f = dz' A da?

(par le theoréme de Schwarz),

i.e. nous avons bien

85( det(u%)e“%ho ) =0 sur R"

Or, comme | log det (ug;)+u"| < oo, nous obtenons que f est une fonction harmonique
bornée, elle est donc constante. Nous pouvons alors renormaliser h° pour obtenir une
fonction h vérifiant

| =
Ric(wg) — wgp = 78811
et
det(ul) = e (58)

O
Nous travaillerons avec cette fonction h renormalisé. Nous posons donc pour la
suite la fonction h € €°°(M, R) vérifiant
v—1 __
Ric(wg) — wgpo = 2—38/1,

7

et

0

det(uf;) = e " (59)

Terminons par un dernier lemme qui nous sera utile par la suite et qui exploite
le fait que wgyo est Ky-invariante :
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Lemme C.6.32 Soit un champ de vecteur holomorphes Z € no(M) tel que ImX €
ko(M). Alors la fonction 0, € C*(M,C) vérifiant

v -—1
izwgo = 7@05 /]Meezwgo = /JVIW;O.
est, en fait, réelle i.e. 07 € C°(M,R).

Démonstration.
En utilisant la formule de Cartan et le fait que ixw, est une (0, 1) est O-fermée,

on a vu que
V=1 _
Lywgp = ——0007.
27
De plus, on remarque que izw, = izw,. En effet, si on écrit que localement Z = Z°0;
alors on a d’une part que
v—1

. =3 5 i
iZWg0 = _Fgﬁz dz".

et d’autre part que

igwg = ——gLZ'dz"

Ainsi nous obtenons grace a la formule de Cartan que
Lgwg = d o izwg
=do (izwy)
=doizwg

\/ —1—
=———000,
2m

N/ =1
= 984,
27
v—1 ___

™

En combinant ces deux résultats, nous obtenons que

N/ =1 _ _
788[92 — 92] = .,%Z_ngo

= L9 /1Im(Z)Wg°
= 2\/ —1D§/ﬂlm(z)wgo
=0 (car ¢" est Ky-invariante et Im(Z) € ko(M)).
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Ainsi nous obtenons que o
QZ = GZ +c.

Pour conclure, il suffit de remarquer que 8, = 6,. Pour cela, on va utiliser I'unicité
du lemme C.6.7. En effet, on a que 7 est 'unique fonction 0, € ¢°°(M, C) vérifiant

, V=
’Lngo = 7880@ /Z\'/IGHZW;LO = /];4&};0

Or, grace au fait que 0z = 05 + ¢, nous obtenons aussi que

VT

ingO = 785 @

De plus, en prenant le conjugué de Pexpression [, eezwgo = [y Wi, nous obtenons

que
0z,,n _ n
/ e C(.)go —/ WgO~
M M

Ce qui permet de conclure. O
Etude des solitons de Kihler-Ricci dans le cas des variétés torique de
Fano

Nous gardons les notations introduites dans les sections précédentes.

Lemme C.6.33 Soit M wune variété de Fano torique. Il existe alors un unique
champ de vecteurs holomorphe X € no(M) tel que sa partie imaginaire Im(X) €
ro(M) engendre un sous-groupe compact dans Aut(M), et qui vérifie

Fx(v) =0, YvenM).

Démonstration. On utilise le lemme C.6.19 pour 'algébre de Lie K contenant
K. Tl existe alors un unique champ de vecteurs holomorphe X € n,.(M) tel que sa
partie imaginaire Im(X) € x(M) engendre un sous-groupe compact dans Aut(M),
vérifiant

Fx(v) =0, Yven(M).

De plus, le champs de vecteurs X est nul ou il appartient au centre de 7, (M). Ainsi
comme 1o(M) C n,.(M) est abélienne maximale, nous avons que X € 1o(M) et que
ImX € ko(M). De plus par le lemme C.6.20, nous avons aussi que

FX([“?”]) = 07 V(U, U) < nT(M) X U(M>
Maintenant, comme 79(M) C n,.(M), on a

Vv e ny(M), Fx(v)=0.
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Comme nous avons n(M) = no(M) @aco no(M), par linéarité, il suffit que nous
montrons :
Va € ¢p,Va, € no(M), Fx(x,)=0.

Si no(M) = {0} alors il n’a rien & montrer. Sinon, on peut, par définition de ¢,
trouver v € no(M) telle que a(v) # 0. Ainsi nous obtenons
Fx(za) = a(v) ' Fx([v,z]) =0, Vo € no(M).

Ce qui permet de conclure. O

En utilisant le lemme C.6.27, on peut donc écrire que le champ de vecteurs
X € no(M) vérifiant Fx(v) = 0 pour v € n,(M) s’écrit

X = ZCin’, ¢ €C

Nous avons donc un champ de vecteurs X qui est un bon candidat a étre un
champ de vecteurs associé a un soliton de Kéhler-Ricci. Il reste donc a déterminer
la métrique g associée. Pour cela, remarquons tout de suite que le couple (X, wy)
vérifie la condition nécessaire (lemme C.6.5 ) pour étre un soliton de Kéhler-Ricci :

Lemme C.6.34 En gardant les notations introduites précédemment, nous avons
que Lx wgo =0 est une (1,1)-forme réelle i.e.

.i/ﬂlmego =0.

De plus, si on prend une fonction ¢ € €°°(M,R) qui est aussi Ky invariante alors,
en notant wy = wgo + %85@25, on obtient aussi

On peut aussi remarquer que Ox € €°(M,R) ou Ox est la fonction vérifiant
| V=T
lzWg0 = 78892,
Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de remarquer que ImX €
ko(M) et que wyo est Ky-invariante.
Pour la seconde assertion, il suffit de remarquer que si ¢ est Ky-invariant alors

wy et aussi Kp-invariant.
Pour le dernier point, il suffit d’appliquer le lemme C.6.32. 0

Ce lemme nous montre donc que nous pouvons chercher la métrique g sous la

forme e,
-1 —
Wy = Wgo + 788¢.
C’est, ce fait que nous exploiterons dans la section C.6.4 en ramenant I’équation
des solitons de Kéahler-Ricci a une équation de Monge-Ampére. Pour le moment,
nous allons nous intéresser aux constantes ¢; associées au champ de vecteurs X.
Commencons par un premier lemme :
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Lemme C.6.35 En gardant les notations précédentes, on a que les constantes c;
sont réelles i.e.
¢ €R, Vie{l,--- n}.

Nous avons donc que le champs de vecteurs X € no(M) vérifiant Fx(v) = 0 pour

tout v € n.(M) s’écrit
X =) aXi, GeR

Démonstration. On peut écrire
C; = a; + \/—1bi, Vi € {1, - ,n}.

Ainsi, on a que

X = chXk
l

—Z al+\/_bl)(_+\/_891)

0
—Z(dla 7 bl )+\/ Z(bl +alw>.
Nous avons donc
I X—Z bi+ 9
A= Yoat T “ogt |

or ImX € ko(M) qui est engendré par la famille (-2;), ce qui impose

67 )
bi=0, Vie{l, - n},

et permet de conclure. O

En utilisant le lemme C.6.7 sur les champs de vecteurs donnés par le lemme
C.6.27, nous obtenons qu’il existe une unique fonction dx, € €< (M, C) telle que

Ix,Wg = 8(9)( /eexiw’;:/ w;‘.
M M

Nous avons alors le lemme suivant qui nous donne une expression pour les Oy, :

Lemme C.6.36 Les Ox, vérifient les formules suivantes :

B ou’

Ox + bi, b; € R. (60)

En particulier, on remarque que les fonctions Ox, sont des fonctions a valeurs réelles.
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Démonstration. Il suffit d’écrire dans les coordonnées logarithmiques 1’équation
(60). En effet, on a

u?j dw' A dw’ .

Ainsi pour tout v = v’ € n(M), nous avons

ow’
. _V —1 0 i dig?
lowgo = —5—— UiV dW
On applique la formule précédente a v = X; = %, nous obtenons alors
w
. . \% -1 0 d_j

D’un autre c6té, nous avons que

v=1_ v—=1_ ,
——00x, = —0,0x,du’.
2 21

Nous obtenons alors B B
ai(?juo = ajeXia \VI] S {17 e an}’
d’ou _
(%[—&uo + 9)(2] =0, Vje {1, s ,TL}.

Comme M est une variété compacte, on a donc l'existence d’une constante b; € C

telle que
0

0 ou
ox?
(La derniere égalité résulte du fait que u° est Ky-invariant.)
Pour conclure, il suffit de montrer que fx, est a valeurs réelles, nous obtiendrons
donc bien que b; est réelle (puisque 9;u’ 'est aussi). Ceci est tout simplement une
conséquence du lemme C.6.32 que 'on peut appliquer puisque ImX* = 2- € Ko(M).

= 90
0J

Nous allons déterminer les constantes b;. Pour cela, on remarque que

0[A0, + 6, +v(h)] =0,

ot A est le laplacien pour la métrique ¢g° (voir le lemme C.6.14). Donc comme M
est compacte, on a que

Yo e n(M),3c, € C, wv(h) =c, — Ab, — 0,. (61)

On remarque au passage que la constante c, est entiérement déterminée par la
condition de normalisation de I’équation (38). Montrons maintenant que nous avons
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b; = cx,. Pour cela, grace a 1’égalité (61) et en faisant une intégration par parties,
nous avons

/M (6, — co)ely = / (—o(h) — A8,)ewlhy = 0.

M
Maintenant, en utilisant les équations (59) et (55), nous voyons que

P
/ (Ox, — CXi)ehwgo = / (5; +b; — CXi) e da.
M R® i

Or nous avons que

En effet, nous avons

o axie T = - . axie X T\ {3}
+00 0
= / (/ (e_“z')'d:pi) d:L‘\{i}
Rr-1 —0o0

ou u) : R — R" est la i-ieme application partielle de u® i.e. u) est la fonction
wit €Rw (2q, -, 21,6, Tiq1, - ,T,) € R ol les xy, sont fixés. D’ou

ou’
/ e dr = / e~ da .
Rn aﬂfl Rn—1

Pour conclure, il suffit donc de montrer que

lim u)(t) = +o0.

t—=o0
Pour cela, en utilisant I'expression de v, on voit que
= )
ul(t) = log (Z A ) ,
k=1
ou A est une constante positive. Il suffit donc de montrer que
Vie{l,---,n}, 3k,h)e{l,---,m}? pF>0etpl<O0.

La traduction géométrique de cette proposition est que pour toute coordonnée x;
dans R", il existe deux sommets du polytope Q* tels que I'un ait sa i-iéme coordonnée
strictement positive et I'autre strictement négative. Ce qui est le cas puisque dans le

290



cas d’un polytope de Fano, nous avons vu que 0 appartient a I'intérieur du polytope.
Ainsi nous obtenons que

M .

u

0 .
or comme [, e >0, nous b; = cx, le.

oul
QXi = 8x, + Cx;- (62)

Nous avons alors le lemme suivant qui nous servira quand nous voudrons déterminer
notre estimation a la section C.6.4 :

Lemme C.6.37 Soit X = Y. ¢;X" un champ de vecteurs déterminé par le lemme
C.6.33. Les constantes cy,--- ,c, vérifient alors les équations

n

/ Yi eXp(Z Clyl>dy = Oa 1= 17 e, N (63)
Q

I=1
Démonstration. Pour cela, on se souvient que I'invariant de Futaki a pour expres-
sion :

FX(U):/ v(h—@x)eexw;o,
M

nous obtenons, grace a 'équation (61) et en faisant une intégration par partie que
Fy(v) = — /M (0, — c)e’ulh.

or comme nous avons fy, = g—qjj%—cxi (équation (62)), nous obtenons que Fx(X;) =0
est équivalent a
ou® o
exp( E & 8_x) det(u,)da.
!

=1

ce qui est équivalent a ’équation (63) par le changement de variable y; = g—f. O

C.6.4 Existence des solitons de Kahler-Ricci dans le cas to-
rique

Rappelons que nous voulons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme C.6.38 [l existe un soliton de Kdhler-Ricci sur toute variété compacte
torique kdhlérienne de Fano.
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La méthode de la continuité

On commence par ramener 1’équation (32) a une équation de Monge-Ampére
complexe comme dans le cas du flot de Kéhler-Ricci. Pour cela, on considére ’équa-
tion

det(g2 + ¢7) = det(g%)exp(h — O0x — X (p) —
{ (955 + ©i7) (955) exp(h — Ox — X () — ) (64)

0

On montre que résoudre cette équation de Monge-Ampére complexe (64) est
équivalent a résoudre I’équation normalisée des solitions de Kéhler-Ricei (32). La
démonstration est similaire a celle du cas du flot de Kéhler-Ricci (voir démonstration
du lemme C.5.11).

Maintenant, comme la métrique wgo est Ky-invariante, on cherche des solutions
¢ a l'équation (64) qui sont aussi Ky-invariantes. Donc si ¢ = ¢; est une solution
Ko-invariante de I'équation (66) alors en posant u = u; = u® + ¢; € €°(R",R), on
obtient

" Ou
(9)( +X(g0) = ;Cl%—i-c_x.

En effet, on a le calcul suivant :
Ox + X(p) = 05, ox, + Z aXi(e) (par définition de X et u)

=1
= Z alfx, + Z aX(u) — Z X (u?) (par linéarité)
1 ! !

ou° ou
= Z abx, — Z =+ Z e (car u° et o sont Ky-invariants)
. ] 8351 ] &L'l
ou’ ou
= Oy — — -
ou
= Z b + Z cla— (grace au lemme 60),
T
1 !

En particulier, on a que 0x + X(¢) € €*(R",R) (puisque les constantes ¢; et b
sont réelles) et donc que u satisfait I’équation de Monge-Ampeére réelle :

"0
det(u;;) = exp(—cx —u — Z cla—u), sur R". (65)

a
=1 ¢

Nous avons alors deux propriétés importantes que nous résumons dans la proposition
suivante :

Proposition C.6.39 Nous avons les propriétés suivantes :
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(i) La fonction u est conveze.

o

(11) Du(R™) = Du’(R") = .

Démonstration. L’assertion (i) résulte de la deuxiéme équation de (64) et Passer-
tion (#7) découle des propriétés des fonctions convexes en remarquant que ¢ = u—u’
est bornée. N

L’objectif pour démontrer le théoréme d’existence est d’appliquer la méthode
de la continuité, on considére alors I’équation suivante dépendant d’un parameétre
te0,1]:

{ det(g + ¢;7) = det(g? )exp(h Ox — X(p) —tp) (66)

(g +¢5) >0

On remarque tout de suite que I’équation (64) correspond au cas ou t = 1. Nous
pouvons reformuler ’équation précédente sous la forme suivant :

1 _
Lemme C.6.40 En posant w, = wgo + 2—80@, Iéquation (66) est équivalente a
T

résoudre :

: V-1 _—
Ric(w,) — twy, — (1 — t)wgo = 788(9X + X(p)) = Lxw,

(95 +%3) >0

(67)

Démonstration. Pour le voir, partons de ’équation

det(g3; + ¢;7) = det(gls) exp(h — Ox — X (p) — ty),

nous prenons alors le log de cette équation et nous la différentions pour obtenir

)

2—85 log det(g?f + ¢:5)

= Qaa log det(g:) + Q@@h - Qma — 585(9)( + X(9))-

La seconde équation de (66) nous dit que w,, est une métrique kihlérienne donc on
peut considérer Ric(w,) et donc en utilisant 'expression 15, nous obtenons

—Ric(w,) = —Ric(wy) + Qaah - Qwa - gaé(ex + X ().

Maintenant, on se souvient que Ric(wy) — wyo = ‘/Q—f 90 h, d’ott

‘ R R
—Ric(wy,) = —wgo — Wtﬁﬁgo + 788 (Ox + X(p)).
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Maintenant, I'astuce est de remarquer que wgpo = twg + (1 —t) wyo et donc

v—1 _ v=1 __
—Ric(w,) =twgp + (1 —t) wyo — 71&8(’%@ - 788 (Ox + X(¢))

L (W N gam) (1= g — Y108 0 + X))

= —tw, — (1 —t)wyp — gag(ex + X (),

que 'on peut écrire sous la forme

/o

V200 (0x + X(9)) = Ricluo,) — t, — (1~ g

Pour conclure, il suffit de montrer que

,/_1 _
753 (Ox + X(p)) = Lxw,,

ce qui est une conséquence du fait Ox(g,) = Ox + X(p) (voir démonstration du
lemme C.6.11 ) et de I’équation (39). O

La méthode de la continuité consiste & montrer trois propriétés :
e Il existe une solution pour le temps ¢t = 0.
e S’il existe une solution ¢, au temps to € [0, 1] alors il existe § > 0 tel qu’il
existe une solution ¢; pour tout t € [to, to + J].
e Sil existe une solution ¢, pour tout temps t € [0, e[ alors il existe une solution
Pe, au temps £1.
Grace a ces trois propriétés, nous pouvons conclure qu’il existe une solution au temps
t =1 et donc qu’il existe une solution a I’équation (64). En effet, pour le voir posons

Trnaz = sup {t € [0,1] / 1l existe une solution ¢, & I'équation (66) pour le temps ¢}.

Commencons par remarquer que T,,,, existe car ’ensemble des temps ou il existe
une solution est non vide par le premiére point (il existe une solution au temps
t = 0). Maintenant, l'idée est de montrer par Pabsurde que T),,, = 1. Supposons
donc que T}, < 1. Par le premiére point, on sait qu’il existe une solution au temps
t = 0, on peut donc appliquer le deuxiéme point et obtenir qu’il existe une solution
sur un intervalle de la forme [0, d[ donc T}, > 0. Nous avons alors deux possibilités
soit ce supremum est atteint ou non :

— Supposons que Ty, est atteint i.e. il existe une solution pour tout t € [0, T},42]-
On peut donc appliquer le deuxiéme point pour tg = T),q. €t obtenir qu’il
existe 0 > 0 tel qu’il existe des solutions sur l'intervalle [T},,4z, Trnas + 0|, ce qui
contredit la maximalité de T,,... Ce qui est absurde.

— Supposons que T},,, n’est pas atteint i.e. il existe une solution pour tout t €
[0, Tnaz[- On utilise alors le troisiéme point pour obtenir une solution au temps
t = Thhax €t on conclut alors comme dans le cas précédent que c’est absurde.
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Ainsi nous obtenons bien que T,,,, = 1 et donc que I’équation (64) admet une
solution.

Remarque. Une maniére plus topologique de voir cette méthode consiste a consi-
dérer I’ensemble S des temps ot il existe une solution :

S :={t € [0,1] / Il existe une solution ¢; & I'équation (66) pour le temps ¢},

et a montrer que c’est un ouvert fermé non vide de [0, 1], on pourra alors conclure par
connexité de I'intervalle [0, 1]. Les trois points précédents reprennent ce principe. En
effet, le premier point montre que ’ensemble S est non vide, tandis que le deuxiéme
et le troisiéme traitent respectivement le caractére ouvert et fermé de 'ensemble S.

Existence d’une solution au temps ¢ =0

L’existence d’une solution au temps ¢t = 0 revient a résoudre 1’équation :
det (g% + ;) = det(gx) exp(h — Ox — X(p)).

Ce type d’équation a fait 'objet de I'article [61] de Zhu dans lequel il montre par des
arguments similaires (en utilisant notamment la méthode de la continuité) que cette
équation admet une unique solution. De plus, on peut montrer (voir lemme .1.12)
qu'il existe donc des solutions ¢; a 'équation (66) sur un intervalle de la forme [0, J]
avec § > 0. On est donc ramener a travailler sur un intervalle de la forme [eq, 1] avec
g9 > 0 ou il sera plus facile de travailler par la suite. On considére donc :

S :={t € g9, 1] / Tl existe une solution ¢; & I'équation (66) pour le temps ¢},

et on veut donc montrer que S est un ouvert fermé non vide de [gg, 1]. Comme nous
avons montré qu’il existe une solution en g, il nous reste & montrer que
e S’il existe une solution ¢y, au temps ¢y € [gq, 1| alors il existe 6 > 0 tel qu’il
existe une solution ¢; pour tout t € [to, to + J].
e Sil existe une solution ¢; pour tout temps ¢ € [eg, 1] alors il existe une solution
P, au temps €;.

Caractére ouvert de I’ensemble des solutions

Dans cette section, nous voulons montrer que :
e S'il existe une solution ¢y, au temps ¢y €]0, 1] alors il existe 6 > 0 tel qu'il existe
une solution ¢, pour tout t € [tg, tg + 0]

La démonstration de ce fait repose sur le théoréme des fonctions implicites. Pour
cela, considérons 1’application

Fi|e3(M)x[0,1] — €M)

det(g3: + ©3)
t 1 Ty Y7
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Si 4, est une solution au temps ty alors on a F'(¢y,,to) = 0. Maintenant, on calcule
la dérivée de F' dans la direction de ¢ au point (¢, to) :

Lig i) F(0, 1) = Ay + o + X (),

ott A" est le laplacien par rapport a la métrique We,, - Comme cet opérateur est in-
versible pour tout ¢ € [0, 1] (voir la section .1.4), le théoréme des fonctions implicites
nous donne Pexistence de § > 0 tel que pour tout t €|tg, to+ d[, il existe p; € €3 (M)
vérifiant F'(py,t) = 0 et tel que 'application ¢ — ¢, est continue.

Il reste a voir que w, est bien une métrique kéhlérienne. Cela repose sur le critére
de Sylvester :

Théoréme C.6.41 Une matrice A = (A;j)1<ij<n est définie positive si et seulement
EY)

det(4,) >0, Vpe{l,--- ,n},

ot Ay, = (Aij)i<ij<p est la matrice extraite de A en prenant les p premiéres lignes
et colonnes. O

En combinant ce critére au fait que ’application ¢ — ¢, est continue, nous obtenons
que lapplicatin f : ¢ € [to,to + 0[— (det((gp)1, - ,det((gy)n) € R™ est continue
et donc comme f(ty) € (R%)" (puisque wgo > 0) nous voyons qu’en réduisant ¢, on
peut supposer que f(t) € (R})" i.e. wy + %85% > 0 pour tout t € [to,to + o[. Il
reste a montrer que ¢, est lisse or ceci est une conséquence directe du théoréme de
réqularisation des solutions de [’équation de Monge-Ampére (voir la section .1.6 ou
[59, 25] pour plus de détails).

Caractére fermé de ’ensemble des solutions

Dans cette section, nous voulons montrer :
e Pour tout gy €]0, 1], s’il existe une solution ¢, pour tout temps ¢ € [gg, &1 alors il
existe une solution ¢., au temps €;.

Passons maintenant a la preuve. Celle-ci repose sur 'obtention d’une constante
C > 0 indépendante du temps ¢, telle que la famille (¢;)¢cley e[ SOit bornée pour la
norme %3 i.e.

lleellesany < C.

Supposons que nous ayons cette majoration, celle-ci sera démontrée dans la sec-
tion suivante, alors en utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient qu’il existe
une fonction ¢, : M — R telle que, quitte a extraire une sous-suite, elle vérifie

%72
Ptn, ? Peys quand tn > €1.
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Comme la convergence est €2, on peut passer a la limite (simple) dans 1’équation
(66) :
det(g3; + i) = det(gx) exp(h — Ox — X () — tp).

et d’obtenir que ., vérifie
det(g)s + (02,)i7) = det(g) exp(h — 0x — X () — 192,).

c’est-a~dire qu’elle est solution de (66) au temps t = £1. De plus, la solution ¢., est
bien lisse et ceci est encore une conséquence directe du théoréme de régularisation
des solutions de ’équation de Monge-Ampere (voir la section .1.6 ou [59, 25| pour
plus de détails).

Il reste a montrer que wgo + 2—85(,0 définie bien une métrique kihlérienne, cela
T

est une conséquence du lemme suivant :

Lemme C.6.42 S5i ¢ est une solution de [’équation

V-1

(wg + +785§0)n = €F+prg,

ol wy est une métrique kdhlérienne et F' une fonction lisse sur M a valeurs réelles.
Alors il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de M, wy, sup,,; |F|, et
de infy; AF telle que
B v—1
¢ l(gij) < (gﬁ + 7%‘3) < C(Qi})-

Démonstration. On renvoie a [59]. O

Démonstration de I’estimation a priori

Nous voulons donc montrer que :
e Si la famille (¢;)scle,1) est solution de I'équation (66), alors il existe C' > 0 indé-
pendante du temps ¢, telle que la famille ()i, 1) soit bornée pour la norme ¢?
ie.

llotllesany < C.

La premiére étape consiste a réduire cette estimation a priori & une estimation
uniforme sur la famille (¢¢)cjeoq i.e. il existe une constante C' > 0 uniforme telle
que

pellgo < C.

En effet, en utilisant les calculs de 'appendice A de [59], on peut montrer I'inégalité
suivante :

Lemme C.6.43 Soit ¢; = ¢ une solution de 66 au temps t € [eo, 1]. Alors il existe
deux constantes c et C telles que

n+ Ag, < C-exp (clpr — i]r\14f<pt]) ‘1+exp(— tS}Vljp e)]-
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Démonstration. C’est une conséquence des calculs de Yau et de Calabi fait dans
I'appendice A de [59]. On peut également consulter [55]. O

Donc si nous avons que ¢ est uniformément bornée pour tout ¢ € [gq,1]. Nous
obtenons alors qu’il existe une constante C' > 0 uniforme telle que

n+ Ap, < C, VtE [g1].
Nous avons alors le lemme suivant qui permet de conclure :

Lemme C.6.44 Soit (¢1)icieo1) une famille de solutions de 66 pour les temps t €
[e0, 1]. Il existe une constante C' > 0 uniforme telle que

lodllesany < C.

Démonstration. On pose
S = 9"¢"d" v pra

Par les calculs de Yau et Calabi dans ’appendice A de [59], on obtient que S < C
pour une constante C' > 0 uniforme. Le lemme s’en déduit alors. On pourra aussi
consulter |55]. O

Nous somme donc ramener & montrer que :
® Si (¢t)icfeo,1) est une famille de solutions a (66) pour les temps ¢ € [go, 1] alors il
existe une constante C' > 0 uniforme telle que

||g0 %0 S C.

La deuxiéme étape consiste a réduire I’équation précédente a montrer que sup,,; p; <
C ou C' est une constante positive uniforme indépendante de ¢. En effet, rechercher
C > 0 telle que

||SO %0 S Ca

est équivalent a chercher C' et C telle que

supg, < C et C < inf gy,
M M

or on a une inégalité de type Harnack :

—inf ¢, < C(1 + sup ¢y).
M M

(voir [55, 58] pour plus de détails). Ce qui permet de conclure.

Nous somme donc ramener a montrer que :
® Si (¢1)iele,1) st une famille de solutions a (66) pour les temps t € [gg, 1] alors il
existe une constante C' > 0 uniforme telle que

sup @y < C.
M
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La derniére étape consiste donc a montrer cette inégalité.

Nous aurons besoin d’un lemme concernant les domaines convexes que nous
énoncons immédiatement pour plus de simplicité :

Lemme C.6.45 Soit Q) un convexe borné de R"™. Alors il existe un unique ellipsoide,
appelé ellipsoide minimal de ), qui a un volume minimal parmi tous les ellipsoides
contenant §) et tel que

1
—-ECQCE,
n

ot %E est la dilatation de facteur % et qui préserve le centre de E. De plus si T est

une application affine telle que |T| = 1 qui laisse invariant le centre xoy de E i.e.
T(x) = A(x — ) + xg ot A est une matrice) et telle que T(E) est une boule Bg,
alors on a

BR/n C T(Q) C Bg,

ot les boules Br,et Br ont méme centre.

Démonstration. Comme la preuve n’apporte aucune information importante sup-
plémentaire, on renvoie a [26, 25]|. O

Nous aurons aussi besoin du principe de comparaison pour les fonction convexes
suivant que nous énoncons avant de commencer :

Théoréme C.6.46 Siu et v sont deux fonctions convezes définies sur ladhérence
Q d’un ouvert Q de R™ qui vérifient |Vu(E)| < |Vu(E)| pour tout borélien E de )

alors on a
rxnég{u(@ —v(z)} = 3{25%{“(5”) —v(x)},

ot |Vu(E)| désigne la mesure de Vu(E) pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Comme la preuve n’apporte aucune information importante sup-
plémentaire, on renvoie a [25]. O

Maintenant, remarquons que si ¢ = ¢; est une solution de 'équation (66) alors
en posant u = u; = u’ + ¢y, on obtient (comme dans I'équation (65)) que u satisfait

"0
det(u;j) = exp(—cx —w — Z Cla—u), sur R", (68)

x
=1 !

ot w = w; = tu + (1 — t)u’. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.47 On a

my = inf w(z) < C,
TER™

ot C' > 0 est indépendante de t € [gg, 1].
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Démonstration. Commengons par remarquer que
my < +oo, Vt € [eg,1].

Cela repose sur le fait qu'une fonction convexe sur R™ qui a un point critique ad-
met un minimum global. Pour appliquer ce résultat, on remarque que w; est bien
une fonction convexe comme barycentre des deux fonctions convexes u et u°, pour
conclure, il suffit donc de montrer que 0 € Dw;(R™). En effet, cela résulte du calcul
suivant

Dwy(R™) = tDu(R"™) + (1 — t)Du’(R™) (par définition de w)
— 10 + (1 - t)S?Z (lemme C.6.28 et proposition C.6.39)
o (car Q) est convexe)

et de la définition C.6.24 qui nous donne que 0 € 2. Nous posons alors
A ={zeR" /my+k <w(c) <my +k+1},

et nous avons alors les propriétés élémentaires suivantes qui découlent directement
du fait que w est convexe et que m; < 400 :

e A, est borné pour tout k > 0 et UpAp = R"”

e my € Ap.

o UM JA; est convexe pour tout k > 0.

De plus, comme u et u° sont convexes, nous avons que (u;) et (ug;) sont des
matrices positives, en particulier il y a un résultat d’algebre linéaire qui nous donne
que

det(w;;) = det(tug; + (1 — t)ug;) > det(tuy;) + det((1 — t)ug;),

or comme (uj;) est positive, nous avons det((1 — t)uf;) > 0 d’ou

det(wij) Z det(t . uij)
> " - det(uyy) (propriété du déterminant)
D AR (par ’équation (68))

ou d =sup{qy, / y € Q*}. Ainsi comme ¢ € [gp, 1], nous obtenons

det(w;;) > Coe™™ dans Ay,
ot Cy = efe ex~471 En utilisant le lemme C.6.45, il existe une transformation
linéaire y = T'(z) avec |T| = 1 laissant le centre de 1’ellipsoide minimal de A,
invariant, telle que
BR/n C T(Ao) C Bg.
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et donc préservant I'inégalité précédente. Nous avons alors
R < V2ncyPremin,
En effet, on considére ’application
v:|R* — R
y o Sy~ y (SR 41
ou y; est le centre de I'ellipsoide minimal de Agy. Un calcul nous donne que
det(v;;) = Coe™™ dans T'(Ay),

et que v > w sur 0T'(Ap) donc sur T'(Ag) par le principe de comparaison(voir [25]).
En particulier, nous avons

1. R
my < wp < o(y) = —503/ emt/"(gf +my + 1,

ce qui nous donne bien I'inégalité souhaitée.
Maintenant, par la convexité de w, nous obtenons

T(Ay) C Bagt1)rs

de plus on remarque que
UpAr = R™.

De plus, comme T est de norme 1, c¢’est une isométrie affine de R” dans R™ donc un
isomorphisme, ainsi la famille (T'(Ay)), oy €st aussi un recouvrement de R". Nous
obtenons donc, en notant w, 'aire de la sphére S,,_1, que

(car w > —my — k sur A et donc sur T'(Ay) car T est une isométrie)

< wy, Z e ™ F12(k + 1)R|" (car T'(A) C Bag+1)r)
k
(2R)" (k4 1)" .
= Wp o Zk: ek S Ce

(car >, % est convergente d’aprés le principe de d’Alembert par exemple et
grace aussi a l'inégalité R < \/§n(]()_1/2”emt/2¢ )
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En remarquant que cette inégalité est invariante par transformation linéaire T
vérifiant |T'| = 1, nous obtenons donc

emt/2 > i eV

- Y

Rn
de plus, en utilisant I’équation (68), cela nous donne
m/2 det(w.:) - ecX - —d
e > /n et(ui;) - e exp(zl: e x),
on conclut alors grace au changement de variables y = Du(z) que
em/? > l/ exp(z ciyi)dy =: C
- C o Z 1J1? Y

ot C' est bien indépendant de ¢ (grace a la derniére égalité). Au final, nous obtenons
bien, en passant au logarithme, que

my S 07
ou C' est une constante positive indépendante de t. 0

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme C.6.48 Soit 2' = (2},---,2!) € R™ un point ot est atteint le minimum
de w = wy. Alors on a
] < C,

ot C' est une constante uniforme.

Démonstration.
On raisonne par I’absurde, on suppose donc que

VO >0, 3te€ls,1], |z >C.

Remarquons pour commencer que pour tout vecteur unitaire £ € R, on a

/ ou’ —y 0
—e Ydx = 0.
rr O

En effet, nous avons grace a I’équation (63) que :

O:/yiexp(zclyl)dya
@ =1

302



en faisant le changement de variable y = Du(x), nous obtenons

du " OJu
exp(z o a—xl) det(up,)dx

=e X e Ydx (grace a I'équation (68))

Or nous avons que w =t - u+ (1 —¢) - u® donc

1 1-1

ainsi

Nous obtenons donc

ow w gy T Jw wge | g
Rn 6%‘6 o /]R”—l /—oo 8$z‘6 i R

ou la fonction w; : R — R est la i-iéme fonction partielle de w, c¢’est-a-dire qu’elle est
définie par w; : x € R — w(wy, - -1, %, Tis1, - ,T,) € R ol les autres variables
X1, i1, Tir1, ", T, sont fixées au départ. Nous remarquons alors que

Ze vz = 0

En effet, on a vu dans la démonstration du lemme C.6.47 que fR" e~ "dz est finie et
donc e=*(®) — 0 quand = — +oo.
Si nous revenons a la premiére équation, nous obtenons donc

1—t ou’
X

0=— ¢ d
d’on
o “Ydx =0, Vie{l }
- aIie r=0, Vi , , M}
Ainsi
ou’ g
= —e x,
rn O



pour tout vecteur unitaire £ € R".
L’objectif maintenant est de montrer que

0

——e “dx > 0.
rn 08

Ce qui aménera une contradiction.

On rappelle que
Q:{[L’ERH/VTG{L'” 7d}7 <I7VT> S 1}

De plus, en utilisant 'expression de Du® (voir la démonstration du lemme C.6.28),

on obtient que
lim dist(Du’(x),08) = 0.

|z| =400

Ainsi en posant pour tout r € {1,--- ,d},

gr(x) = IOg[l - <Du0(x),y,,>],

on a
VM >0, 3C >0, Ire{l,---,d}, |2'|>Cet g (a')<—M.

De plus, en remarquant que || Dg,|| est bornée par une constante A > 0 sur R" (voir
lemme C.6.29), nous obtenons par I'inégalité des accroissements finis appliquée sur
une boule Bg(z') de centre x' et de rayon R :

l9- () = gr(z")] < || Dgi|| |z — || < AR.

Ce qui nous donne, en prenant R= R/A,

gr(x) = g:(a") < R,
nous obtenons alors
gr(x) < R+ g.(a') < R— M, Vz € Br(a).
En utilisant 'expression de g, et en passant a 'exponentielle, cela nous donne
1 — (Du’(z),1,) < eR’M,

que 'on peut écrire, en posant & = v,./|v,|, sous la forme

1 — eft-M 0 .
< (D@).8). Vo € Bala'),
5 s 0 _ ou(x)
d’ott en se rappelant que Du’(z) = 76> 0N a

1— ef-M ou’(z)
<
|| ¢
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Dongc, on a

/ ou® —u gy > 1 — efi-M / —y
—e Ydr > ———— e Ydx.
Br(t) 98 vl Bran

Maintenant, remarquons que

/ e Vdr = e / exp(z ay)dy == B.
" @ 1=1

Donc, en utilisant la définition de la limite, pour tout ¢ € [gq, 1] et pour tout € > 0
petit, il existe R, tel que pour tout d > R., on a

/ e Ydx <e.
R™\B(a?)

En particulier, nous posons ¢ = ou dy := sup{|z|/ € Q}. De plus, comme

0
9u_ ¢ (), nous obtenons que

o
ou’ I6]
]/ ——e dz| < dye < .
R\ By(zt) O 8|vr|

On sait que Papplication f : d € Rt — de(mt) e vdx € R vérifie

_B
8lvr|do

lim f(r) =5,

r—+00
ainsi, par définition de la limite, il existe B > 0 telle que pour tout d > B, on a

1
i) Ba(at) e “dr > 56 , on obtient quitte & prendre R suffisamment grand (en particulier

plus grand que R.)

et, en prenant M = R+ log 2 > 0, nous obtenons

/ o “dr > b >0
—e Yz > )
Br(zt) 9§ 4|v, |

Alinsi, nous obtenons que

/ o “Ydx >0
—€ xXr .
rn 0§

Nous avons donc notre contradiction et cela termine la preuve. O

Nous avons alors tous les pré-requis pour conclure que la fonction ¢ est bornée
supérieurement, :
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Lemme C.6.49 Soil ¢ = ¢, une solution de l’équation (68) pour toul t € [gg, 1].
Alors on a

sup < C,

M

pour C' > 0 indépendante de t € [ey, 1].
Démonstration. Rappelons que nous avons défini
v(x) = max{(z,p*) [k = 1,--- ;m},
et que nous
v <u’ <logm +7,

(voir le lemme C.6.30). En utilisant le fait que u est convexe, nous obtenons par
"inégalité de convexité que

u(0) = (2, —y) +wly), vy R,
ou z = Du(y) € Du(R™) = Q* (voir lemme C.6.39). Ce qui se ré-écrit sous la forme
ut(0) + (2, y) > +ui(y), Yy € R™
Or, la proposition C.6.30 nous donne que
u(y) = max(y, p”) > (y, 2).

Ce qui nous donne
() + u(0) > w(z) Vo e R,

Ainsi, grace & la premiére inégalité du lemme C.6.30, nous avons
or = u — u’ <0 —u® 4+ u,(0) < C + uy(0),

Il suffit donc de montrer que u(0) est uniformément borné. Pour cela, on considére
le point minimal 2! de w'. Par le lemme C.6.48, nous avons que

Iz < C.
De plus, comme Dw(R") = (02 qui est borné, on a que
Dw(R)| < dy = sup{jz| / = € O},
donc en utilisant le théoréme des accroissement finis, nous obtenons

|w(0) — w(z")| < [|Dwll - [27].

306



ou Dw(x) est le gradient en z de w. De plus, grace au lemme C.6.48, nous savons
qu'il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que |z'| < C, ce qui implique
que

lw(0) — w(x')| < dy - C.

Par le lemme C.6.47, on a que w(z') = m; < C ot C est une constante indépendante
de t. Donc on a _ B
—C—docS’UJ(O) SC—FCZ()C,

or, comme w = tu + (1 —t)u’, on a
—C —dy— (1 = )u’(0) - C < t-u,(0) < C +do — (1 = t)u’(0)
or, par définition de u° (voir le lemme C.6.28), on a que u°(0) = log'm donc
—C—dy-C—(1—t)logm <t-u(0) <C+dy-C—(1—t)logm

or comme m est un entier strictement positif, nous obtenons que logm < 0, ce qui
implique que B B
—C —dy—logm-C <t-u(0) <C+d

d’ou
tu (0)] = |t - w (0)] < 0,

ou 6 est une constante positive indépendante de ¢. Comme nous avons pris t € [eg, 1],
nous pouvons diviser par ¢t et majorer par % et nous obtenons donc bien que

u(0)] <O,
avec © une constante positive indépendante de t. O
Remarque. On remarque qu’il est donc bien important de ne pas chercher & obtenir

'estimation sur l'intervalle [0, 1] mais sur un intervalle de la forme [gg, 1] pour a la
fin pouvoir diviser par t et majorer par %
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.1  Annexe : Etude du linéarisé de D’application F
définie dans la section C.6.4

Dans cette section, nous voulons étudier le linéarisé

L(tptoﬂfo): cgk(M> — 65572(]\4)
Y o A+t + X(¢) 7

ott A’ est le laplacien par rapport a la métrique Wy, = Wgo + %%0, de I’équation

det (g} + ¢;7) = det(gx) exp(h — 0x — X () — tp). (69)

Nous allons utiliser la théorie des opérateurs elliptiques, nous aurons donc besoin
d’introduire les espaces d’Holder C**(M), notamment pour obtenir le théoréme
.1.8, ce que nous ferons dans la partie suivante. En particulier comme M est com-
pacte, le lemme .1.5 nous permettra en particulier d’étudier I'application L
sur les espaces d’Holder €*%(M) (pour k € N et o €]0, 1[) :

®tg,to)

L(Wto,to): cgk:—i-a(M) — (f,k_%_a(M)
Yo A+t + X(¢)

L’objectif final est bien entendu de montrer que Ly, i) est inversible.
On introduit une notation qui nous servira par la suite :

My = {6 € CZ(MR) | w, + gé)&b > 0 et Im(X)(¢) = 0}.

.1.1 Espaces d’Holder
Cas de R"

Pour commencer, nous allons définir les fonctions de Holder sur un domaine
0 C R™ dont le bord est au moins €', pour plus de simplicité, on peut aussi
supposer que €2 est une boule ouverte de R™. On fixe donc €2 un tel domaine.

Deéfinition .1.1 On dit qu’une fonction f : Q0 — R est a-héldérienne, pour a €
10,1], si on a

wp @ IO

x,yeQ, z#y lz —yl*

On note alors €(2) I’ensemble des fonctions a-holdérienne. On peut alors munir
cet espace d’une norme dite norme €* par

U O B (1]
' . z,yeN, x#y ‘.T - y‘a ‘

On peut alors montrer le lemme suivant :
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Lemme .1.2 Pour tout a €0,1[, l'espace €*(2) muni de la norme € est un
espace de Banach. En particulier, €*(Q)) est complet.

Démonstration. On pourra consulter [22]. O

Une premiére généralisation de cette notion est la suivante : pour tout £ € N et
pour tout a €]0, 1], on pose

|flgrra == sup  |8'f(z)|+sup|d'f

zeQ, |l|<k ll|=k

€y

o [ = (Iy,---1l;) € N est un multi-indice (et on pose || := j) et

0 0

=
Oxy 0w

l

et on pose

Q) ={fectQ) /If

On peut montrer comme précédemment que

Lemme .1.3 Pour tout k € N et pour tout o €]0,1[, l'espace €*+*(Q) muni de la
norme €** est un espace de Banach. En particulier, €*T(Q) est complet. O

Cas d’une variété riemannienne compacte

On veut étendre la notion de fonctions a-holdériennes au cas d’une variété rie-
mannienne compacte M.

L’idée naturelle est d’utiliser le fait que M est compacte, on peut alors recouvrir
M par un nombre fini d’ouverts de cartes :

et localement sur ces cartes, M est diffeomorphe & un domaine 2 C R™ on peut
définir la norme €%t sur chaque ouvert U; et définir une norme "globale" sur M
par

f

Une autre maniére qui coincide avec la précédente mais qui peut permettre de définir
cette notion sur une variété non nécessairement compacte est la suivante. On fixe
une variété riemannienne connexe (M, g) et note d la distance sur M induite par la
métrique g. Pour tout fonction f : M — R, on définit alors :

W @) = 1)

z,y d(xa y)a 7

cette notion peut s’étendre a tout type de tenseur, grace au transport paralléle le
long des géodésiques par rapport a la connexion de Levi-Civita :

Tle = sup T(x) = T(y)]

z,y d(a:, y)a 7
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ou la différence T'(z) — T'(y) est calculé en transportant T'(y) au point z le long de
la géodésique minimal (pour la connexion de Levi-Civita) joignant = a y. On pose
alors

[ flgo = sup(If] + [V 4+ VR + VRS

@a.
On pose alors comme précédemment

CH(M) = {f € €M) / | flignea < +o0}.
On peut alors montrer comme pour R” que

Lemme .1.4 Pour tout variété compacte M, pour k € N et pour tout o €]0,1
Uespace €**(M) muni de la norme €% est un espace de Banach. O

[
Remarquons que comme M est une variété compacte, nous avons diam(M) <
+00 et donc pour tout (z,y) € M2 et 0<a < B<1

() = fW)l _ [f(=) = f(y)]
d(z,y)~ d(z,y)?

Ainsi nous obtenons le lemme suivant :

~d(z,y) <

Lemme .1.5 Pour toute variété riemannienne compacte M, pour tout k € N et
pour tout 0 < a < B < 1, nous avons les inclusions suivantes :

EHM) C € (M) c € (M) C €FTH(M).

.1.2 Opérateurs Elliptiques

Commencons par traiter le cas de R™ avant de I'étendre au cas des variétés
riemanniennes compactes M. On dit qu'un opérateur L est un opérateur différentiel
d’ordre 2 s’il est de la forme

S ) .
L(f)—j;lajkm‘f‘;bl%—l—Cf, Vf € €(Q,R),

ol aji et b; appartient & €°°(£2, R) qui vérifient en plus a;i = ay;.

On dit alors qu’un opérateur L différentiel d’ordre 2 est elliptique si la matrice
ajp(x) est définie positive pour tout x € Q, et on dit que L est uniformément
elliptique s’il existe A\, A > 0 tels que

Aol < Z aje(z)v'v" < A)?, V(z,v) € Q x R™.
jk=1

Nous avons le lemme dit des estimations locales de Schauder :
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Théoréme .1.6 Soit (2 € R" un domaine et soit L un opérateur différentiel d’ordre
2 uniformément elliptique avec comme constantes A et \. On considére un domaine
Q' C Q tel que d(Q,00) > 0 et on suppose a €]0,1] et k € N. Alors il existe C > 0
tel que si L(f) = g alors on a

f

Grt+2ta(q)) < C<|g|C’f+a(Q) + |f|CO(Q)>a

ot C' est une constante dépendant uniquement de k, o, Q,Q, de la norme €%+ des
coefficients de L, de )\ et A.

De plus, si f est, en fait, €" (pour h > 2) alors f est, en fait, €"+ k24 quand
L(f) et les coefficients de L sont €*+.

Démonstration. On pourra consulter [22]. O

On veut maintenant étendre cette notion au cas des variétés riemanniennes com-
pactes M. Pour cela, on procéde de la méme maniére que pour les espaces d’Holder :
on peut recouvrir M par un nombre fini d’ouverts de cartes :

On dit que L : C*°(M,R) — C*(M,R) est un opérateur linéaire différentiel d’ordre
2 si par restriction sur les ouverts Uj, il est de la forme :

L(f)=> ajkm+2bl@+cf, Vf € €°(Q,R),
Jk=1 =1

ol a;i, et by appartiennent & €°°(2, R) qui vérifient en plus aj; = ag;. On étend alors
les définitions d’opérateurs elliptiques et uniformément elliptiques. En particulier,
comme M est compacte, ces deux notions coincident. De plus, comme M peut étre
recouvert par un nombre fini d’ouverts de cartes, on obtient le théoréme suivant dit
des estimations de Schauder :

Théoréme .1.7 Soit L un opérateur différentiel d’ordre 2 (uniformément) elliptique
avec comme constantes A et A sur une variété riemannienne compacte M.

f

werzra(nn) < Cllglorraqan + [ flooan),

ot C' est une constante dépendant uniquement de k, o, Q, €, de la norme €%+ des
coefficients de L, de )\ et A.

De plus, si [ est, en fait, €" (pour h > 2) alors f est, en fait, €" ™7 quand
L(f) et les coefficients de L sont €. O

Remarque. La seconde propriété s’appelle aussi la propriété de régularisation des
opérateurs elliptiques.
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.1.3 Adjoint formel d’un opérateur

On travaille sur une variété riemannienne orientée et compacte M dont on fixe
une forme volume dV et on considére un opérateur P linéaire différentiel d’ordre 2.
On peut alors définir un produit scalaire (-,-) sur €*°(M,R) par

(f.9)= [ fgdV, ¥f,ge€ € (M,R).

M

On peut étendre (¢ (M, R), (-, -)) en un espace d’Hilbert L*(M) constitué des fonc-
tions f: M — C mesurables de carrés sommables i.e. telle que

Ifll=[ [fI*dV < 4ooc.
M
On a alors le produit scalaire (-,-) sur L?(M) défini par

(f.9) = y fgdv, vf,g e L*(M).

On dit que @ est un adjoint formel & 'opérateur linéaire P si on a

(Pf.g)=(fQg), Yf,ge E€(MR).

On note souvent ’adjoint formel de P par P*. De plus, on dit que P est auto-adjoint
si P*=P.
Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme .1.8 Soit L un opérateur elliptique d’ordre 2 a coefficients lisses sur une

variété riemannienne compacte M. Pour tout k € N et pour tout « €]0, 1], on a que
L: (ker L)+ N C*2T(M) — (ker L*)* N C*T* (M) est un isomorphisme.

Démonstration. On pourra consulter [22]. O

Le fait que nous travaillons dans un espace d’Hilbert permet d’utiliser la théorie
spectrale pour obtenir un résultat sur les valeurs propres de L, :

Théoréme .1.9 Soit L un opérateur différentiel linéaire d’ordre 2 elliptique auto-
adjoint sur une variété riemannienne compacte M. Alors les valeurs propres de L
constituent une suite de réels (A )ren telle que limy_, o |A\x| = +o00. De plus, les
espaces propres Vy, sont de dimension finie et on a une somme directe hilbertienne

LZ(M) = @kV)\k.

Démonstration. On pourra consulter [6]. O
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1.4 Inversibilité de L, i)

Revenons a notre probléme. Nous voulons montrer que

Ligyan | €54°(M) — 522(0)
vo— A+t + X ()

est inversible pour ¢, €]0,1[. Pour cela, nous allons utiliser le théoréme .1.8, nous
allons donc montrer que
e lopérateur Ly, 1) est un opérateur linéaire différentiel d’ordre 2 et elliptique,
e lopérateur Ly, 1) est auto-adjoint (modulo le choix dune forme volume
convenable),
e on a ker(L,, +)) = {0} et donc ker(L’("%O’to)) = {0} (puisque L est auto-
adjoint).
En combinant ces 3 points, il est clair que le théoréme .1.8 permet de conclure.

Commencons par remarquer que le premier point est direct par définition d'un
opérateur elliptique sur une variété compacte M. Il reste donc a montrer les deux

derniers. Ceci est le but de la fin de cette section.

Pour cela, on considére le produit scalaire (-, -) suivant :

(f.q) = / g XOun i g € (M, R),
M

qui nous donne donc un espace d’Hilbert L?(M,R) comme expliqué précédemment.
Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme .1.10 Soit ¢ € #x et t € [0,1]. On considére ZW) = A"+ X(). Nous
avons alors pour toutes fonctions f, g € €°(M,C)

/ng)tferJrX(qb / fL g€9x+X(¢)
_/M<3fjag>w¢ €9x+X(¢)w$'

En particulier, on a que L,y est auto-adjoint pour le produit scalaire (-,-) i.e. pour
toutes fonctions f,g € €°(M,R)

/ 9L fOXXOGp = [ L, gefx XK@
M M

—— [ (@1.09)., - tfg) ¥,
Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que f et g sont a

support dans un ouvert U C M dans lequel il y a un repére local holomorphe et
orthonormal (w;) ot wy, = F i Awi. On remarque que dans ce repére, nous avons
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que les coordonnées X de X sont égales aux i-dérivées covariantes (0x + X (¢)); de
la fonction (0x + X(¢)) . En effet, on a (voir le lemme C.6.11 par exemple) que

ixWy = 95% + X ()],

or comme Wy = —V21uﬂ

obtenons bien que

A w', en écrivant en coordonnées l'inégalité précédente, nous

X' =(0x + X(9)): (70)

Ce résultat combiné au choix d’une "bonne" forme volume va étre la clé de cette
démonstration. Rappelons aussi que la fonction 0x + X(¢) est a valeurs réelles
(puisque ¢ € A ), ce qui permettra de simplifier certaines égalité. Nous avons alors

/M 9T o fIX O
+ Xt X w par définition de L
9(f + X1 f;)ex X @0yn defi de L
/ + (0x + X(9))sfo)e ¥ @wy (par 'équation (70))
/ + (6x + X(9)), ;)66X+X(¢)wg (par les formules de la secition C.4.2)
= [ aFat Ox + X)) O (car (Ox + X(¢)) € €(M. R))

- /M 9T X Oug+ [ glox + X ()Tl
=~ [ 1o+ 9(0x + XTI 0
+ / [9(0x + X(6))if7)]]e?x T ¢)w¢ (en faisant une intégration par parties)
M
— _/ g?g€9X+X(¢)wg
M
_ /M@g? 3f>w¢ 69x+X(¢>)wg

—— [ O ag O,

Par symétries des roles, on obtient aussi que

f Ligpge™ Oy = /M@f, 0g)u, e T

Ce qui permet de conclure a la premiére égalité. La seconde partie du lemme s’en
déduit aussitot car L) = Lgn¥ + . O

Maintenant, nous devons montrer que le noyau de L4, est trivial. Nous mon-
trerons un résultat un peu plus précis :
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Lemme .1.11 Pour tout t €]0,1[ et pour toute solution ¢ = ¢, de (66) au temps
t, nous avons que les valeurs propres de Ly, ) sont strictement positives. En par-
ticulier, les valeurs propres de Ly, constituent une suite A\, de réels positifs qui
diverge 1.e.

D<A <A <ovs <A < Apag < -+ - < +00,

et donc
ker(L(g, 1)) = ker(L{y, ) = {0}

Démonstration. On garde les notations et les conventions de la preuve précédente.
Soit A une valeur propre et @ une fonction propre associée i.e.

A"+t + X () = =\,
On a alors
A bt X @
Mo ¢
= [ @ X YO
M
- _ /M(T/’jji% + t%@/);)eeerX(qﬁ)wg — /M[Xj%%j (X7); + ¢{¢j]69X+X(¢)wZ,

en faisant une intégration par partie et en utilisant les formules de Ricci de la section
C.4.2, nous obtenons

= / ([Rig — toi; — (Xj%]lbi%)@eﬁxw)wg +/ Wz‘j%;]eeﬁx(@wg,
M M
et comme ¢ est solution de I’équation (66), nous obtenons donc

:/M[(l_t)gij%d’j]eoXJrX(@Wg+/MWU%J']€9X+X(¢)WZ-

Comme 0 <t < 1, on a que @ n’est pas une constante et donc il existe un indice ¢
tel que ¥;10; # 0 d’out

; @bi@/);eex”(%z: /M[(l _ t)9¢3¢i¢j]€9X+X(¢)wz > 0,

et

Ce qui permet de conclure.
O
Le cas ot t = 0 est plus compliqué, nous le traitons dans la section suivante.
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1.5 Lecasout=0

Dans la section C.6.4, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme .1.12 ][] existe des solutions a l’équation (66) sur un intervalle de la forme
0, 0] avec 6 > 0.

L’existence au temps t = 0 découle de I’étude faite dans la section .2 et nous vou-
drions aussi utiliser le théoréme des fonctions implicites, or le linéarisé au temps
t = 0 n’est pas inversible sur les espaces €*t%(M), en effet, le noyau contient les
fonctions constantes. L’idée va étre de perturber la fonction [ pour obtenir le ré-
sultat.

Démonstration. Posons la fonctionnelle

1
a(p) = / G XXy, Ads, Vo € CH(M),
0 M

ol ¢, est un chemin de 0 & ¢ dans €*+* (M) et wy, = wj) + %qﬁs. On considére la
fonction F' normalisée :

Fo| &> (M)x[0,1] — @"(M)

det(g)- + ¢;5)
o o S0

det(g%) ) - (h - HX - X(@) - t@) - &(¢) '

Nous verrons dans la section .2 qu’il existe une fonction lisse ¢q telle que

F(p0,0) =0, a(po) =0.

On peut alors calculer le linéarisé de F'(¢,t) par rapport a la premiére variable au
point (¢, 0) :

Liwoth = A+ X (1) — / PehxHX e
M

ot A" est le laplacien par rapport a wge,- Nous verrons aussi dans la section .2
que cet opérateur est inversible. En utilisant le théoréme des fonctions implicites,
nous obtenons donc qu’il existe des fonctions ¢; € C?*T*(M) pour t € [0,] telles
que F(¢y,t) = 0. De plus, ces fonctions sont en fait € grace au théoréme de
régularisation des équations de Monge-Ampére (voir [59, 25| pour plus de détails).
En posant

a(er)

Yy = ¢t + n )
et en réduisant J pour que w,, soit une métrique kéhlérienne, nous obtenons des
solutions a I’équation (66) sur 'intervalle [0, J]. O
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.1.6 Regularisation de I’équation (69)

Dans cette section, nous allons expliquer pourquoi il est suffisant de chercher
des solutions de régularité €3 a I’équation (66). En effet, toute solution de ré-
gularité au moins €27 sera automatiquement €. Ce fait est appelé principe de
régularisation des équations de Monge-Ampére et provient du théoréme de régula-
rité elliptique (voir le théoréme .1.7 par exemple).

Nous travaillons donc sur ’équation
F | €3(M) x[0,1] — €(M)

det(g: + ¢;7)
o o

et nous prenons un couple (¢,t) € €3*(M) x [0,1] tel que F(¢p,t) =0 i.e.

( det (g% + ?bz})
g| ——2—--

det(g%) ) — (h—=0x — X(¢) —t¢) = 0.

Plagons nous dans un systéme de coordonnées locales (z!,--- ,2"). Comme tous les
termes sont au moins C'V®, on peut dériver par rapport a la variable 2! :

(g¢)jﬁ(alng + 0,0;05¢0) — O logdet(g;z) — tAd — Oi(h — Ox) — X"0,0p¢ = 0.

On peut I’écrire sous la forme
E(al¢) = h7

avec E un opérateur elliptique d’ordre 2 & coefficients C'™° et h € C*°. On conclut
alors en utilisant le théoréme de régularisation des opérateurs elliptiques (voir lemme
1.7).
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.2 Annexe : Solution de I’équation 66 pour ¢t = 0

.2.1 Introduction

Nous voulons montrer que ’équation (66) pour ¢t =0 :

71
(6 +p5) >0 )

{ det(g2 + @i3) = det(g%) exp(h — Ox — X(p))
admet une solution. Cela passe par 'étude des équations de type soliton de Kdihler-
Ricci. En effet, on sait depuis les travaux de Calabi et Yau que si on se donne €2 une
(1,1)-forme réelle représentant la premiére classe de Chern. Il existe une métrique
kihlerienne g telle que sa forme de Kéhler w, vérifie

Ric(w,) — Q2 = 0.

Nous nous intéresserons a une généralisation de cette équation s’inspirant des
solitons de Kéhler-Ricci : on cherche un couple (X, g) vérifiant

Ric(w,) — Q = Lxwy, (72)
ou g est une métrique kihlérienne et X est un champ de vecteurs holomorphe.

Avant d’énoncer le théoréme d’existence et d’unicité, il nous faut quelques nota-
tions. Rappelons pour commencer que le groupe des automorphismes d’une variété
complexe compacte M est un groupe de Lie de dimension finie (voir [34] pour plus
de détails) dont Palgébre de Lie est (M ). Maintenant, si K un sous-groupe compact
maximal de la composante connexe de 'identité Aut®(M) du groupe des automor-
phismes holomorphes Aut(M) de la variété M, alors la décomposition de Chevalley
nous donne que

Aut®(M) = Aut,(M) x R,,

ou Aut,.(M) est un sous-groupe réductif de Aut®(M) et la complexification de K
et R, le radical unipotent de Aut®°(M). De plus, si on note n(M), n.(M), n,(M) et
k(M) les algébres de Lie de Aut(M), Aut,.(M), R, et K respectivement, alors on a

n(M) = n(M) + nu(M).

On pourra consulter [20] pour plus de détails.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant qui a été initialement
démontré par Zhu dans son article [61]

Théoréme .2.1 Soit (M,w,) une variété compacte kihlérienne de Fano, soit ) €
c1(M) une forme définie positive et soit X € n(M) un champ de vecteurs holo-
morphe. Alors il existe une forme de Kdihler w appartenant o la classe de cohomologie
[wy] de w, solution de I’équation (72) si et seulement si
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(i) le champ de vecteurs X appartient a une sous-algébre de Lie réductive n,.(M)
du groupe de Lie Aut,.(M) C Aut®(M),

(i) la partie imaginaire de X engendre un sous-groupe compact d un paramétre de
Aut°(M).
(111) ZLxQ est une (1,1)-forme réelle.

De plus cette solution est unique dans la classe de cohomologie [wy). 0

Dans la section suivante, nous monterons que les trois conditions sont nécessaires.
Ensuite, en utilisant la méthode de la continuité, nous montrerons qu’elles sont
suffisantes.

.2.2 Conditions nécessaires

Dans cette section, nous voulons montrer que les conditions énoncées sont né-
cessaires Pour cela, on fixe une variété kihlérienne de Fano compacte (M, w,) et on
considére une solution (X, g) sur la variété M a I'équation (72) i.e. nous avons la
relation suivante

Ric(w) — Q = Zxw.

Ainsi, en se souvenant que 2 et Ric(w,) sont des (1, 1)-formes réelles, nous obtenons
que Lxw, est aussi une (1, 1)-forme réelle i.e. Lnxw, = 0, ot ImX est la partie
imaginaire de X. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition .2.2 Soit une variété kihlérienne de Fano compacte M et on considére
un soliton de Kdhler-Ricci (X, g) sur la variété M. Nous avons alors les conséquences
suivantes :

(1) La dérivée de Lie Lxw, est une (1,1)-forme réelle i.e. Lmxwy, =0,

(i) la partie imaginaire ImX du champ de vecteurs X engendre un sous-groupe
a un paramétre compact (¢y)ier composé d’isoméltries pour w ot (¢y)ier est le
flot associé a ImX.

Démonstration. Le premier point a déja été prouvé.

Pour le second point, comme M est une variété compacte, le flot de ImX est
global i.e. ImX engendre bien un sous-groupe a un paramétre (voir [45] pour plus
de détails sur le flot). De plus, par ce qui précéde et par les propriétés du flot, on a

d
0= Lmx = d—t|t:0((¢t)*w)~

ainsi, comme ¢y = id (propriété du flot), nous obtenons
(h1)sw = (Po)sw = w, VtER,

ce qui permet de conclure. O
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En considérant Aut® la composante connexe de l'identité de Aut(M), il existe un
sous-groupe compacte K de Aut(M) contenant le sous-groupe engendré par ImX et

telle que nous ayons
Aut®(M) = Aut,. (M) X Ry,

ou Aut,.(M) est un sous-groupe réductif de Aut®(M) et la complexification de K
et R, le radical unipotent de Aut°(M). De plus, si on note n(M), n,.(M), n, (M)
et k(M) les algébres de Lie de Aut(M), Aut,.(M), R, et K respectivement, nous
obtenons que 7, (M) est la complexification de K et que X € n,.(M).

Nous avons donc montré les conditions (i) et (74) du théoréme (.2.1). La propo-
sition suivante montre alors la derniére condition :

Proposition .2.3 En gardant les notations précédentes, nous avons que Lxw est
une (1,1)-forme réelle.

Démonstration. Nous avons déja vu que i,w est une (0, 1)-forme réelle J-fermée
et donc en combinant la théorie de Hodge et le fait que Zxw est une (1, 1)-forme
réelle, nous obtenons qu’il existe § € €°°(M,R) vérifiant

N/ =1 _
gX(JJ = 87,X(w) = 7869

De plus, en choisissant un systéme de coordonnées locales dans lequel on a

v-=1 _
w=——009,
2T

ou ¢ € €°(M,R). Nous obtenons alors que

e

Ainsi nous obtenons

AX(9) = AW,
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ou A est le Laplacien associé a la métrique w. Maintenant, en notant w = hﬁdzi/\dzj,
remarquons que nous avons

Ly Ric(w) = _gaé(x (log det(h,;))
—~ gc‘)g(h“Xi(hkl)i)
— gaﬁ(h“Xi(h,d)i)
_ gaahklxi(qskl)i)

B gag(hkl()( Yoi)a) — WM (X )edg)

YL x (6 — (X))

27
v—1 __
= 788(A(X(¢))),
ainsi nous obtenons que
v—1 __

De plus, nous avons

vV—1 _
Lx(Lxw) = S 000

™

A /_1 _ _
= =5 —00(h"0,0,)

™

L1012,

En combinant ces deux égalités, nous obtenons

V=1 _

ce qui permet de conclure. O

.2.3 Meéthode de la continuité

Nous voulons utiliser la méthode de la continuité. La premiére étape consiste a
réduire 'équation (72) a une équation de Monge-Ampére.

Avant de commencer, rappellons que nous fixons un champ de vecteur holo-
morphe X appartenant & une sous-algebre réductive n,.(M) de n(M) et tel que sa

321



partie imaginaire engendre un sous-groupe compact & un paramétre de M. Nous
supposons aussi que Zx€) est une (1, 1)-forme réelle. De plus, on note K le sous-
groupe compact maximal de Aut®°(M) engendré par n,.(M), on considére alors une
métrique kihlérienne K-invariante w dont on note w, := % g9;7dz" NdZ la forme de
Kéhler. En particulier, nous obtenons que £xw, est une (1, 1)-forme réelle sur M
et ainsi par la théorie de Hodge, il existe une fonction lisse a valeurs réelles 6 sur

M telle que
Jv—1 _
.,S”Xw = Ehx(w) = 2—889)(

T
De plus, comme 2 € ¢;(M), il existe une unique fonction f € €°°(M,R) vérifiant

. v -1 - f n n
ch(wg)—Q—Waaf, /Me Wy —/ng. (73)

O
En utilisant la preuve de la proposition .2.3, on voit que £x Ric(w,) est une
(1, 1)-forme réelle sur M. Ceci combiné au fait que 2 est aussi définie positive, nous

obtenons que
V=1 _
2—$Xw(8(9f) = ——(X(/f))
7r 7r
est une (1, 1)-forme réelle sur M et que donc X (f) est a valeurs réelles.

-1 _
Soit wy = w + 2—88¢ une solution a I'équation (72) :
T
Ric(w¢) - Q= .,?de,.

D’apreés ce qui précéde, nous voyons que cette équation est équivalente & I’équation
suivante :

{ det(g;; + ¢5) = det(g) exp(f — (Ox + X(9)) +¢) (74)

(95 + ¢3) >0

ol ¢ est une constante.

Nous allons utilisé la méthode de la continuité sur I'équation (74), mais avant
cela, nous allons la normaliser. Comme X (¢) est une fonction a valeurs réelles, on
introduit les deux espaces suivants :

Mx ={p € €=(M,R) [ ws >0, X(¢) € €< (M,R)},

et
Wx ={¢p € €*(M,R) /] X(¢) € ¢ (M,R)}.

On définit alors pour tout ¢ € Ax :

1
wor= [ [ oo i
0 M
322



On considére alors 'équation suivante dépendant d’un paramétre ¢ € [0, 1] :

{ det(!]z’j + ¢i3) = det(ﬂij) exp(f — t(0x + X(¢)) + 1:(9)) (75)
(95 +¢5) >0

Comme 0x est une fonction lisse & valeurs réelles sur M, on obtient que X (¢;) et
une fonction lisse a valeurs réelles si ¢; sont des solutions lisses de I’équation (75).
De plus, on voit facilement, en prenant le log et en différentiant, que 'équation (75)
est équivalente a

RZ.C((U@) - Q= \/2—__185t (QX + X(¢t) = toiﬂxw@. (76)

™

Ainsi, I’équation (72) correspond & t = 1. On considére donc 1’ensemble
S = {t €]0,1] / 1l existe une solution lisse ¢; a I'équation (75) au temps ¢ }.

Et nous voulons montrons que S est un ouvert fermée non vide de [0, 1]. Ainsi par
connexité, on aura S = [0, 1] et donc I’équation (75) admettra une solution, ce que
nous voulions. Remarquons tout de suite que S est non vide puisque le théoréme de
Calabi-Yau montre qu’il existe une solution a l'équation (76) au temps ¢ =0 :

Ric(wg,) — 2 = 0.

Caractére ouvert de S

Avant de commencer, introduisons la notation suivante :
HOE(M) = Wx NEX (M),

et définissons le produit scalaire (-,-) sur cet espace par :

0 n
(f,9) =/ fge!OxHX @y,
M
On peut alors étendre S#%(M) en un espace de Hilbert L?(M,R).

Dans cette section, nous voulons montrer que :
e 5’il existe une solution ¢, au temps to € [0, 1] alors il existe 6 > 0 tel qu'’il existe
une solution ¢, pour tout t € [tg, tg + 0].

La démonstration de ce fait repose sur le théoréme des fonctions implicites. Pour
cela, considérons 1’application
F:|3(M)x[0,1] — (M)
det(g + ©;7)
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Si 4, est une solution au temps ty alors on a F'(¢y,,to) = 0. Maintenant, on calcule
la dérivée de F' dans la direction de ¢ au point (¢, to) :

Ligyy 1) F' (¥, 1) = N X (1) + ; U)et@X-&-X((b))wZ’

ot A" est le laplacien par rapport a la métrique We,,- Comme cet opérateur est
inversible pour tout ¢t € [0, 1] (voir la proposition .2.4), le théoréme des fonctions
implicites nous donne Pexistence de § > 0 tel que pour tout ¢ €ltg, to + J[, il existe
oy € A3 (M) vérifiant F(gp;,t) = 0. De plus, le théoréme de régularité de ’équation
de Monge-Ampére nous donne que ¢; est, en fait, lisse.

Il nous reste a montrer que L4, est inversible, pour cela nous montrerons que
c’est un opérateur elliptique d’ordre 2 auto-adjoint sur L?(M) de noyau nul.

Proposition .2.4 Nous avons les deux propriétés suivantes :

(i) Soit ¢ € Mx. Alors Lip,t) est un opérateur auto-adjoint pour (-,-) i.e.
/MgL(W)fet(9x+X(¢))wZ = ; fLong et(OX—i-X(qb))wZ‘

(i1) Si ) est définie positive dans c1(M) et que p = @y est une solution a I’équation
(76) au temps t. Alors les valeurs propres de L,z sont strictement positives.

Démonstration. On pose z(%t)f = A'f+tX(f). De plus, sans perte de généralite,
on peut supposer que f et g sont a support dans un ouvert U C M ou il y a un
repére local holomorphe et orthonormal (w;) ot wy, = %wi Aw'. On remarque que
dans ce repére, nous avons que les coordonnées X' de X sont égales aux i-dérivées
covariantes (6x + X(¢)); de la fonction (0x + X (¢)) . En effet, on a (voir le lemme
C.6.11 par exemple) que

IxWey = 73[9)( + X(9)],

or comme Wy = —VQ;lwi A w?, en écrivant en coordonnées I'inégalité précédente, nous

obtenons bien que

X' = (6x + X(6)):
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En utilisant la formule d’intégration par parties, nous obtenons
/ 9L (o) f Xy
M
= / (gfﬁ+thifi)€t0X+X(¢))wg
M
- t/ (f9:iX;+ 9f Xis + tfgX; X)X @y
M

- /M (fgi + tf Xigi)e! XX g

_ _ tx+X(¢)), n
= (f9iz + 1/ X(g))e™* 1wy
— (fL(¢,t)gewx+X(¢))wZ,

ce qui démontre le point (7).

Soit A une valeur propre de L, et 1 une fonction propre de A i.e.

A +tX (1) — /M et O HX@D R = .

Traitons deux cas. Si 1 est une constante non nulle alors on a A = fM et(9X+X(¢))wg >
0. Sinon si ¢ n’est pas constant, il existe un indice 7 tel qu’on a que v;9); # 0 et donc
en utilisant la formule d’intégration par parties et les formules de Ricci, on obtient

Ox+X n
)\/ et Ox+ (¢))w¢
M
S RIS
— _/M%jz‘%et(eﬁx(@)wg_t /M(XjWij+in¢i¢j)€t(ex+x(¢))wg
:/M(Ria‘_tXij)%i/fjet(eXJrX(@)Wng/Mdh‘j Tjet(eerX((ﬁ))wg

- /M QappjetOx X @y,

on conclut en utilisant le fait que €2 est définie positive et donc comme ;97 # 0, on
a A > 0. On a donc démontré le point (i). O

Caractére fermé de S

Comme dans la section C.6.4, nous voulons montrer que :
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e Pour tout gy €]0, 1], 'l existe une solution ¢; pour tout temps t € [g, £1] alors
il existe une solution ¢., au temps &;.

Passons maintenant a la preuve. Celle-ci repose sur 'obtention d’une constante
C > 0 indépendante du temps ¢, telle que la famille (¢;)¢cfey [ SOit bornée pour la
norme %3 i.e.

leellesany < C.

Supposons que nous ayons cette majoration, celle-ci sera démontrée dans la sec-
tion suivante, alors en utilisant le théoreme d’Arzela-Ascoli, on obtient qu’il existe
une fonction ¢, : M — R telle que, quitte a extraire une sous-suite, elle vérifie

%2
Pt ? Py quand tn > E1.

Comme la convergence est €2, on peut passer a la limite (simple) dans 1’équation
(71) :
det (g + ¢;7) = det(gx) exp(h — 0x — X () — tp).

et d’obtenir que ., vérifie

det (g + (02,)i7) = det(g) exp(h — 0x — X(¢2,) — e192,).

c’est-a-dire qu’elle est solution de (71) au temps ¢ = £1. De plus, il reste & montrer que
e, est lisse et ceci est encore une conséquence directe du théoréme de régularisation
des solutions de ’équation de Monge-Ampere (voir la section .1.6 ou [59, 25| pour
plus de détails).

La premiére étape consiste a réduire cette estimation a priori & une estimation
uniforme sur la famille (¢¢)ejzo1 i-e. il existe une constante C' > 0 uniforme telle
que

[etllgo < C.

En effet, en utilisant les calculs de 'appendice A de [59], on peut montrer I'inégalité
suivante :

Lemme .2.5 Soit ¢, = ¢ une solution de 71 au temps t € [eg, 1]. Alors il existe
deux constantes c et C telles que

n+ Agp, < C-exp (clor — ij{l{f e]) - [L+exp(— tSJL\}p er)]-

Démonstration. C’est une conséquence des calculs de Yau de Calabi fait dans
I'appendice A de [59]. On peut également consulter [55]. O

Donc si nous avons que ¢ est uniformément bornée pour tout ¢ € [gq,1]. Nous
obtenons alors qu’il existe une constante C' > 0 uniforme telle que

n+Ap <C, VtE [eo, 1].

Nous avons alors le lemme suivant qui permet de conclure :
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Lemme .2.6 Soil (¢)icley1] une famille de solutions de 71 pour les temps t € [go, 1].
Il existe une constante C' > 0 uniforme telle que

loellesany < C.
Démonstration. On pose
S = g" " g" o5 et

Par les calculs de Yau et Calabi dans 'appendice A de [59], on obtient que S < C

pour une constante C' > 0 uniforme. Le lemme s’en déduit alors. On pourra aussi

consulter [55]. O
Nous somme donc ramener & montrer que :

® Si (¢)iceo,1) est une famille de solutions a (71) pour les temps ¢ € [g, 1] alors il

existe une constante C' > 0 uniforme telle que

lelleo < C.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition .2.7 Soit ¢, une solution a l’équation (76) au temps t. Alors il existe
une constante uniforme C' telle que |¢:| < C.

Démonstration. Nous aurons besoin d’un lemme qui vient de I’étude des surfaces
de Riemann (pour la preuve, on pourra consulter [61]) :

Lemme .2.8 Soit (M,w,) une variété kihlérienne, soit X un champ de vecteurs
holomorphe non trivial et soit ¢ € Mx. Alors il existe C' > 0 indépendante de ¢
telle que | X (¢)] < C. O

Ce lemme nous donne en particulier qu’il existe une constante C'; uniforme telle que
|[i(0)] < C.

En effet, I’équation (72) nous donne

Ie(¢t) F—t(0x+X(¢¢)) _ _
ett/e X tw;—/w;}t—/w;‘.
M M M

Maintenant, posons f, = I, (¢;)+f—t(6x+X (¢;)). Ainsi, nous obtenons | f;| < Cy
pour une constante C uniforme et I'équation (75) devient

det(gﬁ + (¢t)zj) = det(gﬁ)eft7
ol @ = ¢ — ¢; oll ¢; est choisi pour que sup,, gfbvt = —1. De plus, par un argument

classique sur les estimations ¢° des équations de Monge-Ampére (voir [53]), nous
obtenons qu’il existe une constante C3 > 0 telle que |¢;] < Cs.
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De plus, nous avons
1
Ii(¢) = / / ¢t€t(6X+SX(¢t))ws¢tds
o Jm

1 1
= Ct/ / 6t(9x+sX(¢t))wQ¢t /\ds—i—/ / @et(eﬁsxwt))wg@ds,
0 JM 0o JMm

en utilisant le lemme énoncé en début de preuve, on obtient qu’il existe Cy > 0 telle
que

1
[ /0 /M e!Ox Xy ANds — I(¢y)| < Ch.
Par conséquent, nous obtenons qu’il existe une constante uniforme C5 > 0 vérifiant
’Ct‘ S 05.
Au final, nous obtenons

|pe] < ’$t| + o] < Cs 4 Cs.
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