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Feuille de TD n°9

Exercice 1. |Convergence en loi de variables discrétes| Soit X, X, Xo, ... des variables aléatoires a valeurs
dans N. Montrer que les trois énoncés suivants sont équivalents ! :

(i) X, 4 x

(ii) Vk e N, P(X,, = k) — P(X = k)

(iii) > ey P(Xn =k) —=P(X =k)| = 0
Exercice 2. [Loi des petits nombres| Soit X,, ~ Bin(n,p,), et X ~ Po()). On suppose que np, — A\ €
10, +00[. Montrer que, pour tout k € N,

P(X, =k) - P(X =k), quandn — oo.

Exercice 3. [Convergence uniforme des fonctions de répartition| Soit X, X1, Xs, ... des v.a. réelles de fonc-
tions de répartition F, I, Fo,.... que X, (lig X et F' continue.
1. On suppose d’abord que, pour tout n > 1, F,,(0) = F(0) =0 et F,,(1) = F(1) = 1.
(a) Soit 0 < k < m des entiers. Pour k/m < x < (k + 1)/m, montrer que :

k k k41 k+1 k+1 k
_ < Py (2 AL W VA YUY
Fao) - Fo)| < max {7 (5) = PO IR - pEED b r(E -
(b) Conclure que supy¢o 1) [Fn(z) — F(z)| — 0.
2. Montrer, dans le cas général? : sup, g |[Fn(z) — F(x)] =0
Exercice 4. [Convergence en loi et en probabilité] Soit X, X1, Xo, ... des v.a. réelles.
1. (a) Montrer que, pour tout t € R, et € > 0 :
PX, <t)—PX<t)<Pt< X <t+e)+P(X,—X|>¢)
et que
P(X <t)—P(X,,<t) <Pt—e< X <t)+P(|X,, — X| > e).
(b) On suppose que X, £, X. En déduire que pour tout t € R tel que P(X =t) =0,
lim|P(X <t)—-P(X, <t)|=0.
n
2. Réciproquement, montrer que si X, M c une constante, alors X, e
Exercice 5. [Convexité et convergence en probabilité| Soit X, Xo, ... des v.a. positives. On suppose qu'il

existe 0 < a < [ tels que E[X3] — 1 et IE[XE] — 1.
1. Soit € > 0, et v > 1. Montrer qu’il existe 6 = §(e) > 0 tel que pour tout x > 0,

7 > 1+ ’Y(w - 1) + 61|mfl|>s'

2. En déduire : E[X})] > 1+ Z(E[XS] — 1) + 6P(| XS — 1] > ¢)

3. Conclure que X, ﬂ 1.

Exercice 6. [Lemme de Slutsky| Soit (Xp,Y,)n,>1 suite de couples de variables aléatoires. On suppose

loi P
X, (i; XetY, (H) ¢ constante.

1. (i1) = (44i) est le lemme de Scheffé : commencer par noter ), (P(X = k) — P(Xn = k))1p(x=k)>p(x,=k) —> 0.
2. On pourra utiliser un homéomorphisme de R sur |0, 1]
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1. Soit £ > 0 fixé. Montrer que, pour tout entier n et tout réel v, |V — | < |v|e + 2 1y, —c[>e}-

cv

2. En déduire® que pour tous réels u et v, D(x,, v, (u,v) = Cx(u)e
3. Conclure que (X, Y,) ol (X,c).

Exercice 7. [Equicontinuité des fonctions caractéristiques de suites tendues de v.a.| Soit X, Xo,... des v.a.
réelles de fonctions caractéristiques ®x,, Px,,... On suppose que la suite (X,,)p>1 est tendue, c’est-a-dire :

supP(|X,| > M) —- 0, quand M — oo.
n

1. Montrer que ' 4 '
[B[iM — 50| < 9B(|X,| > M) + E[[e"" — 1], |X, | < M],

2. Soit € > 0. En déduire qu’on peut trouver § = d(¢) tel que pour tout |h| < 4§, pour tout ¢t € R, pour

tout n € N, ‘ ‘
|E[ez(t+h)Xn - etin” <e.

3. Conclure que la famille (®x,, ),>1 est uniformément équicontinue

lm  sup sup |, (1) — Dy, (5)] = 0
€205 t:|t—s|<e neN

Exercice 8. [Convergence des parameétres| On suppose X, Yol X et -
1. X, ~ Exp(\,), pour A, €]0,+oo[. Montrer que A, — A €]0, 400].
2. X, ~N(0,02), pour o2 €]0,+oo[. Montrer que o2 — o2 € [0, 4+o00].

Exercice 9. |[Décomposition dyadique de la loi uniforme]
1. Soit X de loi uniforme sur [—1,1]. Calculer la fonction caractéristique ® x.
2. Soit (Y;,)p>1 i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}, et X,, = Y1 | ¥;/2%. Calculer ®x,,.

(lot

3. Montrer* que X, X X.

Exercice 10. [Une construction originale de la Gaussienne|
1. Soit W ~ N(0,1). Calculer la fonction caractéristique ®yy.
2. Soit (Yy)n>1 i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}, et W;, = 1 37 | v/2iY;. Calculer log @y, .
3. Donner le développement limité & l'ordre 2 a l'origine de la fonction x €] — 7/2, 7/2[— log(cos(x)),
et en déduire que W, (lig w.

Exercice 11. |Fonction caractéristique et une équation en loi]
1. Montrer que 2(1 — cos(hx))/h? = x? quand h — 0.
2. Soit X variable aléatoire de fonction caractéristique ®x. En déduire :

dx(h) — 20 dx(—h
E[X?] < —limsup x(h) x(0) + Dx(=h)
h—0 h?

3. Applications :

(a) On suppose ®x(t) = 1+ o(t?). Montrer que X = 0 p.s.

loi
(b) On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes telles que X +Y (tof) X. En

déduire que Y = 0 p.s.

(uXn+vYn)

_ ei(uX+vc) _ (

3. On pourra écrire e’ elvXn _ gluX)pive 4 (giv¥n _ give)piuXn

4. On utilisera de fagon répétée l'identité trigonométrique sin(t) = 2sin(¢/2) cos(t/2)
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Exercice 12. |Estimation Poissonienne de sommes.|

1. Soit a,b > 0, et X ~ Po(a) et Y ~ Po(b) deux variables aléatoires indépendantes. Quelle est la loi de
X+Y?

2. Pour n entier, on pose X,, ~ Po(n). Montrer que, quand n — oo,

Xn —n (loi
\/ﬁ Y4 Ar(0,1).

3. En déduire
no L

1
e_"z% — B quand n — oo
k=0
Exercice 13. [Une construction originale de la Gaussienne, 2| Soit X1, Xo,... i.i.d. avec P(X; > 0) = 1,

E[X?] < 0o et E[X7] = 1. On pose 0% = Var(X;). Montrer® que

n .

SOX; - \/ﬁ> 0 A0, 1).

j=1

Exercice 14. [Somme auto-normalisée| Soit X1, Xo,... i.i.d. avec 0 < E[X?] < oo et E[X;] = 0. Montrer

que
7‘1— X ol
21X o N(0,1).

n 2
V 2i=1 X;

Exercice 15. [Somme auto-normalisée 2| Soit X1, X2, ... i.i.d. de loi Unif(—1,1). On pose

_ Z?:l Xj
- n 2 n 3
Zj:l Xj + Zj:l Xj

Yo

Montrer que /nY;, ol N(0,3).

Exercice 16. [Loi des grands nombres L'] Soit X7, X, ... i.i.d. avec E[|X;]] < oo et E[X;] = 0. On pose
Sn=>11 X,

2
1. On suppose de plus E[X?] < co. Montrer que S,,/n o

2. On revient au cas général (avec seulement E[|X;|] < o0). Pour R > 0 arbitraire, on introduit les
quantités tronquées suivantes :

xR — X1x|<r —E[Xl\)ﬂgR] et S,SR) = ZX;R).
=1

(a) Montrer que

(b) Montrer que

(c¢) En déduire que S, /n Lo,

5. On pourra multiplier par la quantité conjuguée



