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Capitulo 0

Introduccion

El estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales es un problema relevante
tanto en matematicas puras como aplicadas. Muchas veces no tenemos informacién
precisa sobre las soluciones de la ecuacién y conocemos su comportamiento solamen-
te en una regiéon fronteriza. O bien no conocemos con exactitud los parametros de la
ecuacion original, por lo que existe un margen de error en nuestro estudio. Por tanto
surge la necesidad de encontrar invariantes asociados a las soluciones que sean por
un lado calculables a partir de informacion restringida pero también robustos bajo
perturbaciones: estos son conocidos como invariantes topolégicos.

Comencemos por exponer méas claramente la motivacion en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Sea M una variedad suave y sea v un campo vectorial suave en
M. Fijando un punto p € M y un real ¢, este nos brinda una ecuacion diferencial
auténoma con condicion inicial, dada por

T = v(x)
ty — p.

Recordamos el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales en
variedades ([Arnold], p. 305).

Teorema 0.0.1. Para cada punto p € M, existe una vecindad U C M y un nimero
e > 0 tal que para cada punto y € U y todo t con |t — to| < e la solucion ¢(y,t)
a la ecuacion © = v(x) con condicion incial o(y,ty) = y existe, es unica, depende
diferenciablemente de y, t y satisface la condicion

oy, t+s) = p(p(y,1),s)

para |s| < e, |t| <e,|s+t] <e.
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De esto se desprende que una ecuacién diferencial auténoma en M da lugar a
una familia de difeomorfismos a un pardmetro, o mejor dicho un flujo (veremos
qué significa esto més adelante). Podemos pensar a ¢ como una aplicacién continua
p:QC M xR — M que es compatible con el grupo aditivo real.

Ejemplo 0.0.2. Consideramos el campo w en R? dado por w(x,y) = (x,y). El flujo
esta determinado por

p((x,y),t) = (ze', ye')

y se visualiza como sigue (las curvas representan las érbitas y las flechas su orienta-
cién):

Figura 1: Retrato fase cerca del origen del campo w(zx,y) = (z,y). Al origen se le conoce
como 'nodo inestable’.

Ejemplo 0.0.3. Consideremos M = R? y v el campo dado por v(x,y) = (x, —y).
Tenemos entonces una ecuacion diferencial de la forma

m - {—Iy} |

o ((z,y),t) = (we', ye™)

En este caso el flujo estda dado por

que podemos dibujar en el plano
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Figura 2: Retrato fase del campo v(z,y) = (x,—y). Al origen se le conoce como ’punto
silla’.

El indice de Poincaré-Hopf. Un invariante topolégico importante es el indice
de Poincaré-Hopf de puntos singulares aislados. Exponemos a continuacion la teoria
detréas de este indice para motivar el desarrollo del indice de Conley.

Sea v un campo en R™"*! con un punto singular aislado en el origen y B una bola
alrededor de 0 que no contenga otro punto singular. En la frontera, tenemos una
aplicacion de la esfera en si misma:

v

= — 0B =2S" — S™.
||U|| oB

f:
Pasando al dominio de la topologia algebraica, esto nos da una un homomorfismo
de grupos f. : m,(S") — m,(S™). Recordando que 7, (S™) = Z (donde el generador
puede ser la identidad Id : S" — S™), esto quiere decir que existe un nimero entero
n tal que

f«(a) = na.

El ntimero n es conocido como el grado de f. El indice de Poincaré-Hopf del
campo v en el cero se define como el grado de f tal como la construimos.

Ejemplo 0.0.4. En el primer ejemplo que dimos con el campo w(z,y) = (z,y)
el origen era un punto singular y su indice de Poincaré-Hopf era 1. En el segundo
ejemplo el indice del origen es —1.
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El indice de Poincaré-Hopf cumple, entre otras, con las siguientes propiedades:

= depende tnicamente del comportamiento del campo en una vecindad de un
punto singular (es un concepto local), de hecho, del comportamiento en la
frontera de una vecindad.

= Es invariante bajo homotopia, por lo que perturbar un poco el campo no afecta
el indice;

= tiene una correspondencia ’global’ a través del teorema de Poincaré-Hopf: Si
M es una variedad cerrada y v tiene un ntimero finito de puntos singulares,
entonces

> Ind(p) = x(M).

p punto singular.

Donde Ind(p) es el indice de p y x es la caracetristica de FEuler.

El indice de Conley de cierta manera generaliza este indice y ademés comparte mu-
chas de estas propiedades. A continuacién exponemos coloquialmente los conceptos
sobre los cuales estd basada esta teoria. Si bien regresaremos a estos con una herra-
mienta mas formal, es bueno tener una idea preliminar.

Conjuntos invariantes aislados En vista del teorema de existencia y unicidad
que enunciamos podemos considerar flujos, es decir espacios equipados de una accién
continua del grupo aditivo real (aunque casi siempre pensaremos que el flujo esté
inducido por una ecuacién diferencial). Primero hay que especificar a qué tipo de
conjuntos se les puede asociar un indice de Conley. Estos son los conjuntos aislados e
inwvariantes. Un conjunto invariante es un conjunto que permanece fijo bajo la accién
del flujo y un conjunto invariante S se dice aislado si existe una vecindad compacta
N de S tal que S es el conjunto invariante mas grande contenido en int(N). En
este contexto a N se le conoce como una vecindad aislante para S. A continuacién
presentamos algunos conjuntos aislados e invariantes.

Ejemplo 0.0.5. Sea v = (—x, —y) el campo vectorial en R?. El flujo asociado esta
dado por ¢((x,y),t) = (xe *, ye ). El origen es un punto fijado por el flujo y por
tanto un conjunto invariante. Ademas es aislado: Si IV es la bola de radio 1 entonces
el origen es el inico subconjunto invariante enteramente contenido en N. Esto se ve
en la siguiente figura.
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Figura 3: El origen es invariante aislado.

Ejemplo 0.0.6. Consideramos la ecuacién diferencial en el plano definida por

F=iz+ (J2]* = 1)%2.

Figura 4: El retrato fase de la ecuacién diferencial 2 = iz + (|z]? — 1)2z.

La 6rbita periédica C' dada por |z| = 1 es invariante y también es aislada: en efecto,
podemos tomar un anillo compacto tal que sea el inico conjunto invariante contenido
en dicho anillo.
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Figura 5: Una vecindad aislante para C.

Observamos que el origen también es un conjunto invariante aislado.

También presentamos unos 'no-ejemplos’.

Ejemplo 0.0.7. Considerando la ecuacién diferencial en el plano dado por

tenemos que el origen si es un conjunto invariante. Sin embargo, no es aislado: cual-
quier vecindad del origen contiene una infinidad de 6rbitas, por tanto el origen no es
el conjunto invariante maximal de ninguna vecindad. Hacemos un esbozo de la traza
de las soluciones:
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Figura 6: El flujo determinado por % = 22.

Ejemplo 0.0.8. Similarmente, si tenemos la ecuacion diferencial en el plano dada
por

z\ (0 =1\ (=x

y) \1 0)\y

entonces las trazas de las soluciones forman circulos infinitamente anidados alrededor
del origen. Nuevamente el origen si es invariante, pero no aislado.
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Figura 7: El origen es invariante pero no aislado.
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Un primer acercamiento al indice de Conley. Ahora damos una primera idea
sobre el indice homotépico de Conley. Dado S un conjunto invariante aislado, esco-
gemos una vecindad aislante N y consideramos el conjunto de salida Ny de N. Por
simplicidad, asumiremos que Ny es simplemente el subconjunto formado por todos
los puntos de N donde el flujo apunta hacia afuera (la definicién formal es més sutil,
y la veremos en el segundo capitulo). Luego pasamos al cociente topolégico N/ Ny
donde colapsamos todo Ny a un punto, obteniendo asi un espacio punteado. A pri-
mera vista es claro que diferentes elecciones de N y Ny rinden espacios punteados
distintos. Sin embargo, la observacién clave de Conley en [Con| es que todos estos
cocientes son homotdépicamente equivalentes. Por tanto tiene sentido hablar del tipo
de homotopia asociado a S sin preocuparnos por diferentes elecciones de N y Nj.
Hagamos unos célculos para ejemplificar esto.

Ejemplo 0.0.9. En el campo v(z,y) = (—z, —y) tenemos que el conjunto de salida
de N es vacio. Por tanto el indice homotopico de Conley asociado al origen, que
denotaremos por h({0}), estd dado por h({0}) = [D?/0] = [D* U %] = [S"] (los

corchetes denotan el tipo de homotopia). En un dibujo:

N N/O = N U {*}
0 ~
A 7

SD

Figura 8: El indice de Conley del origen en el campo v(z,y) = (—z, —y).
Ejemplo 0.0.10. En el caso de la ecuacién diferencial
s=iz+ (2> = 1)z
podemos calcular el indice homotoépico de la érbita periédica asi como del origen.
Comencemos con el del origen. Podemos tomar una bola alrededor cuyo conjunto de

salida sea su frontera. Es decir h({0}) = [B/90B], pero el cociente de un disco cerrado
por su frontera no es més que la esfera de dimension 2. Es decir hA({0}) = [S?].
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/0B

Figura 9: h({0}) = S$2.

Por otro lado, para calcular el indice de la 6rbita periodica podemos tomar un ani-
llo compacto que la encierre. El conjunto de salida consta tinicamente de la frontera
exterior del anillo:

NN\ (17777727
RN it/ s
NS\ Z2
== b
— o’
— v
v //’E:
__,.//,f . /4’,.._
—~/ f—
/] —
/‘2// /y N =
RN

7 ALRRANNRNNS
7/4 f/fj ;Jf H \ \\,\‘\‘:\ WS

Figura 10: La vecindad aislante N y su conjunto de salida Nj.

Enseguida h(C') es el cociente de colapsar un circulo del anillo a un punto: pero esto
no es mas que un disco que es contréctil. Es decir h(C) = [«].
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N/N,

A lo largo de esta tesis desarrollaremos la herramienta formal para trabajar con
el indice de Conley. El primer capitulo lidia con preliminares, ahi haremos precisas
algunas definiciones y conceptos basicos.

En el segundo capitulo definiremos los pares de indice de un conjunto aislado e
invariante. Demostraremos la asercion de Conley que mencionamos: el tipo de ho-
motopia de cualquier cociente esta bien definido. También daremos algunos ejemplos
bésicos del calculo del indice homotdpico.

Enseguida, el tercer capitulo brinda una manera de relacionar los indices de Con-
ley de conjuntos invariantes aislados en una descomposicion atractor-repulsor. Mas
precisamente, se construye una sucesion coexacta larga asociada a dicha descompo-
sicion.

Finalmente el cuarto capitulo estudia los flujos parametrizados: estos son parti-
cularmente importantes porque traducen el concepto de perturbacion de un flujo. En
particular se demuestra que el indice de Conley es localmente constante y por tanto
robusto ante perturbaciones.



Capitulo 1

Preliminares

En esta secciéon montamos nuestro espacio de trabajo: definimos los objetos sobre
los cuales podremos construir el indice de Conley y establecemos algunas propiedades.
Seguiremos de cerca al trabajo de Salamon [Sal] que retoma las ideas de Conley en
una exposicion corregida y simplificada.

1.1. Flujos

Sea I' un espacio Hausdorff.

Definicién 1.1.1 (Flujo). Un flujo en I' es una accién continua de R en I'. Esto
quiere decir que tenemos una aplicacién coninua

I'xR—T

que satisface:
= r-0 =z para toda x € I,
w (x-t)-s=x-(t+s).

Observacion 1.1.2. Como abuso de notacion nos referiremos a I' como un flujo,
dejando tmplicita la accion. Por ejemplo ‘Sea I' un flujo’. También dejaremos de
usar ¢ para denotar al flujo y usaremos -.

Definicién 1.1.3 (Subconjunto invariante). Un subconjunto S C I' se dice inva-
riante si
S-R={s-r|seSreR}==5.

19



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.4 (Invariante maximal). Dado N C S, podemos considerar el sub-
conjunto invariante mas grande contenido en NNV :

Inv(N)={ye N|v-RC N}.

Observamos que Inv(N) puede ser vacio aunque N no lo sea, como muestra el
siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.1.5. Consideramos el campo vectorial v(z,y) = (x,0) en R% El flujo
estd dado por (x,y)-t = (ze',y) y por tanto las soluciones son rectas parametrizadas
paralelas al eje x. Si escogemos a N como el cuadrado [1, 2] x [1, 2], entonces Inv(N) =
() pues toda solucién que pasa por N sale eventualmente del cuadrado.

N

Figura 1.1: El cuadrado N tiene conjunto invariante maximal Inv(N) vacio.
Del otro lado del espectro, puede ser que Inv(N) = N.

Ejemplo 1.1.6. Si v(z,y) = (—y, ) es un campo en R?, entonces el flujo esta dado
por (en notacién compleja) z - t = ze y describe circulos anidados. Si N es el disco
de radio 1 alrededor del origen, entonces Inv(N) = N.
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Figura 1.2: N es el disco unitario y coincide con Inv(V).

Ademas, si N es cerrado entonces Inv(/N) también pues la cerradura de cualquier
conjunto invariante es invariante.

Ejemplo 1.1.7. Si M es una variedad cerrada y v es un campo vectorial suave en
M, entonces la ecuaciéon diferencial

T =wv(x)

nos da por el teorema de existencia y unicidad un flujo p : @ C M xR — M.
Pero més aun, un teorema ([Arnold], p.305) nos garanitza que la compacidad de M
implica que Q2 = M x R. Es decir ¢ define un flujo sobre M.

Necesitaremos el concepto de flujo local: estos son subconjuntos del flujo que
estan definidos ’en una vecindad’. Esto se traduce como sigue:

Definicién 1.1.8 (Flujo local). Un subconjunto X de I' es un flujo local si para
todo z € X existe ¢ > 0 y una vecindad U de z tal que (UN X) - [0,¢) C X.

Las siguientes definiciones son de suma importancia, pues son los conjuntos con
los que mas trabajaremos.

Definicién 1.1.9 (Vecindad aislante). Un subconjunto compacto N de un flujo
local X es una vecindad aislante si el conjunto invariante maximal de N, Inv(NV),
estd contenido en el interior de N (relativo al flujo local X'). Es decir

Inv(N) C int V.

Definicién 1.1.10 (Conjunto invariante aislado). Un subconjunto S se llama inva-
riante aislado si existe una vecindad aislante N tal que Inv(N) = S.

Es bueno parar un momento para ver unos cuantos ejemplos:
Ejemplo 1.1.11.
» En el caso del nodo inestable v(z,y) = (z,y) el origen es un conjunto invariante

(pues es la solucién cero) y ademds es aislado. Todo cuadrado alrededor del
origen es una vecindad aislante
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Figura 1.3: El origen de un nodo inestable es aislado: cualquier otra solucién que
pasa por el interior del cuadrado eventualmente sale.

= Sin embargo, como vimos anteriormente la familia de trazas de las soluciones
de la ecuacién dada por el campo w(z,y) = (y, —z) consta de una infinidad de
circulos anidados alrededor del origen.

Figura 1.4: En una ecuacion tipo ’centro’ el origen no es aislado.

En este caso el origen no es aislado: cualquier vecindad que lo contenga también
va a contener una cantidad infinita de circulos, que también son invariantes (asi

Inv(N) # {0}).
1.2. Atractores y repulsores
Los atractores y repulsores de un conjunto aislado invariante permiten descom-

poner el flujo en pedazos mas simples. Para definirlos necesitaremos echar mano de
los conceptos de conjuntos w-limite y a-limite.
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Definicién 1.2.1 (w-limite y a-limite). Dado Y C I' definimos el conjunto w-limite
como
W(Y) = Iny (Y o, oo)> =Y Tt
>0

y el conjunto a-limite como

a(Y) :=Inv (W) = ﬂm

t>0

Estos conjuntos permiten obtener informacion asintética de las soluciones que
empiezan en Y. A continuacién enunciamos algunas propiedades de los conjuntos
a-limite y w-limite.

Proposicién 1.2.2. Sea S C I' compacto e invariante y' Y C S. Entonces w(Y)
y a(Y') son subconguntos compactos e invariantes. Ademds, si Y es conexo, w(Y) y
a(Y) lo son también.

Demostracion. Probamos el resultado para w(Y'), el de a(Y') siendo andlogo.

Por definicion, tenemos que

wY)-R=]J (ﬂY-[t,oo)) 7

reR \t>0

cUN (- Ttoo)r)

reR t>0

cUN (T

reRt>0

= U ﬂY~ [t +7,00)
reR t>0

Cw(Y)

Donde usamos que la accién es continua (para pasar la operacién al interior de la
cerradura) y que cada uno de los uniendos esta contenido en w(Y’). Asi w(Y) es in-
variante. Por otro lado, w(Y) es la interseccién de conjuntos cerrados, por lo que es
cerrado y al ser un subconjunto cerrado de un compacto, es compacto.

Finalmente, si Y es conexo, cada conjunto Y - [t,00) es conexo por continuidad
del flujo. Asi w(Y') es la interseccién anidada de conjuntos conexos, por tanto es
Conexo. 0
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Ejemplo 1.2.3. Un buen ejemplo de conjunto a-limite es el de un ciclo limite (ver
por ejemplo [Arnold]). Si p es cualquier punto distinto de cero en la siguiente figura
el conjunto a({p}) es la circunferencia unitaria.

Figura 1.5: La circunferencia unitaria es el conjunto a-limite de cualquier punto distinto
de cero.

Ejemplo 1.2.4. Consideramos el campo vectorial en la recta real v(z) = sin® (£).
Por ser 2r-periédico éste da lugar a un campo vectorial en I' = S' que tiene un tinico

punto fijo y una érbita homoclinica.

Figura 1.6: Un flujo en el circulo con S un punto fijo y U una vecindad de S.

En este caso, w(U) = S!, ya que para cualquier ¢t > 0, U - [t,00) = S!. Similarmente

a(U) =St

Definicién 1.2.5 (Atractor y repulsor). Si S es compacto e invariante y A C S
también es compacto e invariante, entonces diremos que A es un atractor si existe U
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una vecindad de A en S tal que w(U) = A. Dualmente, un subconjunto compacto e
invariante R es un repulsor si existe una vecindad V' de R en S tal que R = a(V).

Observacion 1.2.6. La definicion nos dice que un subconjunto es un atractor si
existe una vecindad que se contrae con el flujo. Andlogamente un subconjunto es un
repulsor si existe una vecindad que se dilata con el flujo.

Ejemplo 1.2.7. En la siguiente figura A es un atractor mientras que R es un repulsor.

A

Figura 1.7: Un par atractor repulsor dado por A y R.
Ahora damos una caracterizacién de un conjunto atractor:

Lema 1.2.8. Sea S C I' compacto e invariante. Un subconjunto A C S compacto
e invariante es un atractor si y solo si existe una vecindad U de A en S tal que
v - (=00,0] ¢ U para todo v € U \ A.

Demostracion. Si A es un atractor, entonces existe una vecindad U de A tal que
w(U) = A. Asi, si existiese v € U \ A tal que - (—00,0] C U entonces para todo
t>0,v=(y-—t)-tyy-—teU.Asiy € U-[t,o0) para cualquier ¢ > 0 y por tanto
v € w(U) \ A, una contradiccién.

Por otro lado, supongamos que existe U que cumple la condicién. Asi, para cualquier
v € OU existe un ty > 0 tal que - [—tg,0] ¢ U. Por compacidad, podemos encontrar
un t, > 0 tal que v - [—t*,0] ¢ U para cualquier v € 9U. Sea V una vecindad de A
tal que V' - [0,¢*] C U. Entonces V - [0,00) C U y por tanto w(V) = A. O

Finalmente enunciamos algunas propiedades de atractores y repulsores.



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.2.9. Sea S C I' compacto e invariante y A C S un atractor. Se
cumplen las siguientes.

1. Sive S yaly)NA#£D, entonces v € A.
2. 8iyveS ywly)NA#D, entonces w(y) C A.

3. A ={y eS| wh)nNA =0} es un repulsor en S, llamado el repulsor
complementario a A.

Demostracion. Sea U una vecindad de A en S tal que w(U) = A.

1. Si a(y) N A # (0, entonces existe una sucesion ¢, estrictamente creciente y no
acotada tal que v - (—t,) € U para toda n. Entonces v € w(U) = A.

2. Siw(y)NA # () entonces y-t € U para algin t > 0. Entonces w(7y) = w(y-t) C
w(U) = A.

3. Sea t* > 0 tal que U - [t*,00) C U y definamos
U*=S\U - [tr o).

Entonces S = U U U*. Més atn U* - (—o0o,t*] C S\ U y por tanto U* es una
vecindad de a(U*) € S\ U C U*. Se sigue que a(U*) es un repulsor en S.

Si v € a(U*) entonces w(y) C «(U*). Esto implica que w(y) N A = () y por
tanto v € A*. Si v € A* entonces (7 -R)NU = @ ya que de otra manera
w(y) C w(U) = A. Entonces v-R C U* y por tanto v € Inv(U*) = a(U*).
Concluimos que A* = «(U*) es un repulsor.

1.3. Descomposiciones de Morse

Este concepto nos permite dividir un conjunto invariante y compacto en con-
juntos invariantes mas chicos y orbitas que los conectan entre si. Esto generaliza el
comportamiento de los puntos criticos del flujo gradiente de una funcién de Morse
en una variedad compacta a flujos arbitrarios y conjuntos invariantes aislados.
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Definicién 1.3.1. Sea S C I' un conjunto compacto e invariante y sea PP un conjunto
finito de indices. Una coleccion finita

M={M(n)|re P}

de subconjuntos compactos invariantes de S se dice ser una descomposicion de Morse
de S si existe un orden parcial en P tal que para cualquier x € S se cumple una de
las siguientes:

» x € M(rm) para algin 7 € P,
» existen 7 < 7 en P tales que w(z) C M(m) y a(x) C M(7*)

Al orden parcial de P se le llama admisible y los conjuntos M () se llaman conjuntos
de Morse.

Una descomposicion de Morse genérica puede verse como sigue:

M(2) Q
M(3)

N,

M(1)

Figura 1.8: Una descomposicién de Morse genérica.

El orden parcial en cuestion es 3 > 2 > 1. Todas las 6rbitas van de un conjunto de
indice mayor en uno de indice menor.
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Observacién 1.3.2. Observamos que la definicion nos indica que no puede haber
ciclos entre nuestros conjuntos de Morse: toda orbita cuyos conjuntos a-limite y
w-limite estén contenidos en M (m) estd enteramente contenida en M ().

Para cualquier descomposicion de Morse existe un refinamiento natural dado por
el flujo: definiendo 7 < 7’ si existe una érbita vy tal que a(y) C M(n') y w(y) C M(n)
y extendemos transitivamente obtenemos un orden parcial en P.

El siguiente ejemplo es crucial para entender las descomposiciones de Morse (in-
cluso, jde ahi viene el nombre!).

Ejemplo 1.3.3. Sea M una variedad Riemanniana compacta y f : M — R una
funciéon de Morse. El campo gradiente negativo —V f nos da un flujo en M. Sea M
la coleccion de puntos criticos de f. Es claro que M es una colecciéon de conjuntos
compactos e invariantes. Si los valores de los puntos criticos de f son todos distintos
entre si, esto nos da una descomposicién de Morse ordenada con x > y si f(z) > f(y).
[lustramos esto con la funcién altura h como funciéon de Morse en el toro:

Figura 1.9: El flujo gradiente negativo rinde una descomposicion de Morse.

Ejemplo 1.3.4. Siguiendo la misma idea consideramos el flujo en S! como en la
siguiente figura:
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4

Figura 1.10: Un flujo en el circulo con puntos criticos marcados en rojo.

En la figura, el orden asociado a la descomposicion del conjunto de puntos criticos
dada por el flujoes A< B< D, C< D, A< FE, C<E.

Si conocemos una descomposicién de Morse, podemos obtener muchas otras mas
‘robustas’ combinando algunos conjuntos de Morse y el conjunto de érbitas que las
conectan. En el ejemplo anterior pudimos haber considerado en lugar de los pun-
tos criticos, el conjunto {A, B, D} U [E,C] donde [E,C] es el arco de E a C en el
sentido de las manecillas del reloj, que también es un conjunto compacto e invariante.

Esto se traduce en el concepto de intervalo.

Definicién 1.3.5 (Intervalo). Dado un conjunto parcialmente ordenado, decimos
que un subconjunto I es un intervalo si siempre que z,y € [ y x < z < y entonces
z el

Si M es una descomposicién de Morse con orden parcial P, denotamos por M (I)
al conjunto

M(I) = (U M(p)> U (U C(M(P)7M(Q))>

donde C'(M(p), M(q)) denota al conjunto de 6rbitas v tales que w(y) C M(q) y
a(y) € M(p). Asi definido, M (I) es un conjunto aislado e invariante.
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1.4. Teoria de homotopia

Recordamos algunas nociones basicas de la teoria de homotopia. Una exposicién
méas completa se puede encontrar en [Fom].

Definicién 1.4.1 (Espacio punteado). Un espacio punteado consta de un par (X, zo)
donde X es un espacio topoldgico y zy es un punto de X. Si el punto distinguido esta
sobrentendido lo omitiremos y nos referiremos a X como un espacio punteado. Una
aplicacion entre espacios punteados f : (X, zg) — (Y, 7o) es una aplicacién continua

tal que f (o) = yo.

Definicién 1.4.2 (Homotopia). Dos aplicaciones entre espacios punteados f,g :
(X, z9) = (Y, o) se dicen homotdpicas si existe una aplicacién continua H : X X
[0,1] = Y tal que

» H(z,0) = f(z) para todo z € X,
» H(z,1) = g(z) para todo = € X,
» H(xg,t) = yo para todo t € [0, 1].

Se puede verificar que el ser homotopico es una relaciéon de equivalencia, por lo
que si f es homotdpica a g lo denotaremos simplemente por f ~ g y a la clase de
equivalencia la marcaremos entre corchetes [f].

Dados (X, ), (Y, y0) dos espacios punteados, denotamos por [X; Y] a la coleccion
de clases de homotopia de aplicaciones entre dichos espacios.

Definicién 1.4.3 (Equivalencia homotdpica). Decimos que f : X — Y es una
equivalencia homotdpica si existe g: Y — X tal que go f ~Idx y fog ~ Idy. Dos
espacios punteados se diran homotopicamente equivalentes si existe una equivalencia
homotépica entre ellos. A la clase de equivalencia homotdpica de un espacio se le
conoce como el tipo de homotopia y se denota con corchetes: [X].
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Definicion y propiedades basicas

2.1. Definicion

En esta seccién definiremos el indice de Conley de conjuntos invariantes aislados
e investigaremos algunas propiedades fundamentales.

Como mencionamos en la motivacion, una de las propiedades del indice de Conley
es el ser calculable a partir de informacion restringida. En analogia con el indice de
Poincaré-Hopf que se puede calcular con la informacién en una vecindad del punto
singular, el indice de Conley se calcula a través de pares de indice que definimos a
continuacion.

A lo largo de esta seccion, cuando hablemos de flujo local asumiremos implicita-
mente que X C I es un flujo local métrico.

Definicién 2.1.1 (Positivamente invariante). Un subconjunto K C N se dice positi-
vamente invariante en N si siempre que tengamos v € Kt > 0 entonces v-[0,t] C N
implica que v -t € K.

Definicién 2.1.2 (Par de indice). Sea S un subconjunto invariante aislado de algin
flujo local X. Un par de indice de S es un par ordenado (N, Ny) de conjuntos
compactos tales que

= No C Ny,

= N; \ Ny es una vecindad de S en X, y
S:IHVNl\NOZ{’YGNl\NO|’Y'RCN1\N0},

31
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» para todo x € Ny y t > 0, si -[0,{] C Ny entonces = -t € Ny (Np es
positivamente invariante en Ny),

» siz € Ny ya-[0,00) ¢ Ny, entonces existe t > 0 con z-[0,t] C Ny y z-t € No.

La cuarta propiedad de la definicién nos dice que toda érbita que salga eventual-
mente de Nj tiene que salir por Ny, por eso a veces a Ny se le llama ’conjunto de
salida’. Esto se puede visualizar en la figura siguiente: notamos como toda flecha que
sale de N; pasa por Nj.

o
LV

d\
N

N
™~

A /[\\

/o

72 Y

Figura 2.1: Un par de indice tipico.

El siguiente teorema es fundamental para nuestro trabajo. No daremos una de-
mostracion completa, los detalles de esta se pueden consultar en [Sall.

Teorema 2.1.3 (Existencia de pares de indice). Sea X C I' un flujo local métrico y
N C X una vecindad aislante del conjunto aislado e invariante S C I' y sea U una
vecindad de S en I'. Entonces eziste un par de indice (N1, No) para S en X tal que
N1 y Ny son positivamente invariantes en N y N1\ No C U.

También daremos por hecho el siguiente corolario del teorema.

Corolario 2.1.4. Sea X C I' un flujo local métrico, S C X aislado e invariante
y una descomposicion de Morse {M(n) | # € P} de S con un orden admisible
Ty« Tn. Mds ain, sea (N,, No) un par de indice para S en X. Entonces existe
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una sucesion Ny C --- C N,, de conjuntos compactos tal que (N, N;_1) es un par de
indice para
k
My ={y €S |wy)Ualy) M)}
i=j

Para definir el indice de Conley necesitaremos del concepto de un sistema conezxo
simple.

Definicién 2.1.5 (Sistema conexo simple). Un sistema conezo simple consta de una
pareja (Ip, Ins) donde Ip = {(Xa, o) taca es una coleccién de espacios topoldgicos
punteados (llamados objetos) y Ip; es una coleccién de clases de homotopia entre
dichos espacios (llamados morfismos) sujetas a las siguientes condiciones:

» hom(X,Y) = {[f] € [X;Y] | [f] € Inm} es no vacio y consta de un elemento
para cada X,Y € Ip,

» Si XY, Z € lpy[f] €hom(X,Y), [g] € hom(Y,Z), entonces
lg o f] € hom(X, Z),

= hom(X, X) = {[Idx]}.

Es decir, un sistema conexo simple se ve como una coleccién de espacios punteados
y clases de homotopia de aplicaciones entre ellos:

[g0 f]

Figura 2.2: Tres espacios de un sistema conexo simple.
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También definimos el concepto de morfismo entre sistemas conexos simples.

Definicién 2.1.6 (Morfismo de sistemas conexos simples). Si I, J son dos sistemas
conexos simples, entonces ® : [ — J se dice ser un morfismo de sistemas conexos
simples si ® es una coleccién de clases de homotopia de aplicaciones de Ip en Jo
sujeta a las condiciones:

» Para cada X € Ip,Y € Jy, ®(X,Y) :={[f] : X = Y | [f] € } es no vacia y
consta de un solo elemento,

» Dadas f: X — X' € Ip,9: Y — Y’ € Jy secumple que [g lopof] € D(X,Y)
donde p € ¢(X", Y").

La siguiente proposicion es muy importante: a pesar de tener una coleccién grande
de espacios, todos éstos son homotdpicamente equivalentes.

Proposicion 2.1.7. En un sistema conexo simple, necesariamente todo morfismo
es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Si [f] € hom(X,Y), entonces existe [g] € hom(Y, X). Luego [g o
f] € hom(X, X) = {[Idx]}. Se sigue que go f ~ Id y similarmente se verifica que
fog~Id. [

Podemos finalmente dar nuestra definicién.

Definicién 2.1.8 (Indice de Conley). Sea S un conjunto aislado e invariante. Defi-
nimos su indice de Conley, denotado .#(S) como el sistema conexo simple (I, Ip)
con

Io = {N1/Ny | (N1, Ny) es un par de indice para S}
IM = {ft : Nl/N(] — N{/N(l)}

donde X/Y denota al cociente topoldgico y los f* se construirdn a continuacién.
Cuando sea importante denotar el flujo local respecto al cual trabajamos escribiremos

7(S, X).

Vamos a construir los morfismos entre nuestros espacios cociente. Para eso pro-
cederemos con tres lemas.

Lema 2.1.9 (De la homotecia). Sea N una vecindad aislante de S en un flujo local
X C T yseaU una vecindad de S en X. Entonces existe t > 0 tal que siy-[—t,t] C N
entonces v € U.



2.1. DEFINICION 35

Demostracion. Supongamos que el enunciado es falso. En particular, para cadat > 0,
existe un 7y tal que - [—t,t] C N y sin embargo v ¢ U. Podemos tomar una sucesién
creciente y no acotada t; y encontrar una sucesion 7y tales que 7 - [—tx, tg] C N
pero v, ¢ U. Luego, por compacidad, 75 tiene un punto de acumulacién, digamos
~. Puesto que t;, — oo y por continuidad del flujo tenemos que v -R C N. Es decir
v € Inv(N) = S. Sin embargo, recordando que {v,} C N\U, tenemos necesariamente
que v € N\ U: pero entonces v € S CintU y v € N \ U, una contradiccién. O

Llamamos a este lema 'De la homotecia’ puesto que el enunciado nos garantiza
que dada cualquier vecindad de S, existe una ’homotecia a lo largo del flujo’ que esta
suficientemente cerca de S.

Este lema nos permite dar un morfismo entre dos cocientes de indice.

Lema 2.1.10. Sean (Ny, Ny), (N1, N§) dos pares de indice para S. Por el lema an-
terior, existe T' > 0 tal que para todo t > T se cumplen:

w Siy-[—t,t] C Ny \ Ny entonces v € N\ N}
w Siy-[—t,t] C Ny \ Nj entonces v € Ny \ Np.
Ast, la aplicacion f: Ny/Ny x [T, 00) — N /N dada por

[y-3t]  siy-[0,2t] C No\ No,vy - [t,3t] C Ny \ N

[IV{] de otra manera,

para v € Ny yt > T es continua.
Demostracion. Procedemos siguiendo tres casos

» Sivy-[t,3t] ¢ Nj\ N[, entonces existe t* con ¢t < t* < 3t tal que y-t* ¢ N\ N{.
Asi, existe una vecindad U de - t* en I" tal que U N N\ N} = . Por conti-
nuidad del flujo, existe una vecindad W de (,t) en I" x [T, 00) tal que cuando
(+,t') € W, se cumple que 7' - t* € U y t' < t* < 3t' (en particular la imagen
inversa). Concluimos que ' - [t/,3t] ¢ N{ \ Nj y por tanto f([y'],t) = [N(]
para todo par (v/,t") € W con " € Nj.

Observamos que el caso 7 - [0,2t] ¢ N; \ Ny es andlogo. Por tanto podemos
asumir para nuestros casos restantes que v - [0,2t] C Ny \ No y v - [t,3t] C
N{\ N{.
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= Siy-[t,3t] N N} =0, entonces por la frase anterior «y - [t,3t] C Ny \ Nj. Por
hipétesis, como (y-2t)[—t,t] = v-[t,3t] C Nj\ N se cumple que v-2t € N\ Ny
y por tanto v - [0,2t] C Ny \ No. Luego f([y],t) =~ -3t € N \ N{.

Sea U una vecindad de v - 3t en I'. Por la continuidad del flujo, existe una
vecindad W de (v,t) € I' x [T, 00) tal que, cuando (v/,t") € W, se cumpla

Y [0,20 ] Ng =0, ~'-[t',3'| NN, =0, -3t e U.
Luego, si v € N; obtenemos 7' - [0,2t'] C Ny \ No, que por hipétesis implica

vt e N{\ Njyasiy - [t/,3t'] € Nj\ N{. Por lo tanto f([],t') = [y - 3t'] =
v 3t" € U para cada (7/,t') € W con v € Nj.

w - [t, 3NN # 0. En este caso se sigue (por lo que asumimos antes de comenzar
el segundo caso) que 7 - 3t € N/. Sea [U] una vecindad de f([y],t) = [N{] en
N{/N{ y definimos

U= ([UTN Ny \ Ng) U (I"\ Ny) U Ng.

Notamos que U es una vecindad de Nj en I' y ademas
[U] = (U N Np\ Np) U [Ngl.
Por continuidad del flujo, existe una vecindad W de (v,t) en I' x [T, 00) tal
que siempre que (7/,t') € W, entonces 7' - 3t € U. Esto implica que
F(YLE) e {ly' - 3¢] [N} € (UN N\ Ng) U [Ng] = [U]
para cada (7/,t') € W con v € Nj.
0

Ejemplo 2.1.11. Consideramos el punto silla. Recordamos que el flujo esta dado
por (z,y) -t = (ze',ye™"). Sean

Ny = [_]—71] X [_171]7
Ny = {_17 1} X [_]-7 1]
Ni=[=3.5] x [-3.3],
Ny — (L3} x [2.1].

Tanto (N, Ny) como (N7, N}) son pares de indice para S = {0}. En un dibujo:
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I\
AR

4
/]

i
N
17

Figura 2.3: Los dos pares de indice (N1, Ny) y (N7, Nj).

Afirmamos que para t > T = In(2) la aplicacién

[we®, ye ) Jze¥],lye| < 1,]ale™ < .

@) = {

[IV{] en otro caso.

es la construida en el lema anterior.

Tenemos que verificar que para todo ¢t > T si v - [—t,t] C Ny \ Ny entonces
v € Ni\ N} y vice versa. Notamos que la condicién (x,y) - [-t,t] C Ny \ Ny es
equivalente a decir que |ze!| = |z|et < 1y Jye= Y| = |y|e! < 1. Por tanto si t > In(2)
entonces si (z,y) - [—t,t] C Ny \ Ny se cumple que

2|2 = |2]e™® < |z)e!f < 1
por lo que |z| < 3. Similarmente se cumple que |y| < 3. Es decir (z,y) € N{ \ N.
Conversamente, notamos que la condicién (z,y) - [—t,t] C Nj\ N/ es equivalente
a decir que |z|e’ < 3 en conjuncién con |yle’ < 3. Por tanto si ¢ > In (2) entonces
estas condiciones implican que

3 In(2) , 9
- = 2) < < =
|y|2 lyle <lyle 5

por lo que |y| < 1. Similarmente |z| < 1.
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Asi, para aplicar el lema basta con considerar 7 = max{In(2),In (2)} = In(2),
como afirmamos. Se sigue que las f! mencionadas son las que obtenemos al aplicar
el lema anterior.

Fijemos por ejemplo el tiempo ¢t = 10. Entonces toda el area de N; que se en-
cuentra fuera de Nj es mapeada al punto [/V}] mientras que rectangulos verticales
suficientemente pegados al eje y son estirados a lo largo del flujo:

N N

Ny No

LN\
X7

Figura 2.4: f!0 estira rectangulos verticales a lo largo del flujo.

Pasando al cociente, la funcién f10 estira un rectdngulo estrecho a lo largo del
cociente N;/N/. Es decir se ve como muestra la figura
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NifNo NI/ NG

flﬂ

[Nul

Figura 2.5: La aplicacion f1°: Ny /Ny — Nj/N.

Asi, ya construimos nuestra familia de morfismos entre cualesquiera dos espacios
N1/Nyy Ni/N§. Ahora queremos ver que se cumple la propiedad de composicién: Es
decir que si componemos dos de estos morfismos obtenemos un morfismo homotdépico
a alguno de la familia. Para eso necesitamos el siguiente

Lema 2.1.12. Sean (N, Ny), (N7, N}), (NY, Nyj) tres pares de indice para S. Usando
el lema de la homotecia podemos encontrar T’ > 0 suficientemente grande tal que se
cumplan las condiciones del lema 2.1.10 para t > T. Aplicandolo una sequnda vez
podemos encontrar un T" > 0 tal que para todo t > T' se cumplan las siguientes
condiciones:

w siy-[—t,t] C Ni\ N} entonces v € N/'\ N{,
w siy-[—t,t] C N\ N entonces v € N\ N.

Finalmente, sea f : N1/No x [T, 00) — Ni/N} como en el lema anterior y f': Ni/
N{x[T',00) = N{'/N{ construida de manera andloga. Entonces parat > max{T,T"}
se cumple que

[v-6t], sivy-[0,4t] C Ny \ No,v-[2t,6t] C N\ N/,

[N{] de otra manera, con vy € Nj.

f/(f(h/]vt)’t) = {
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Demostracion. En realidad, por como estan construidos los morfismos, basta ver que
v-[0,2t] € Ny \ No, v+ [t,5t] € Ny \ Ng, v - [4t,6t] C N\ N es equivalente a

v 10,48 € Ny \ No v v - [2t,6t] € NI'\ NL.

Sin embargo, esto se sigue de las condiciones en 1"y T". Para explicitar esto, para
cualquier 7 € v - [2t,3t] tenemos que ' - [—t,t] C v - [t,5t] C Ni\ N{, por lo que
7" € N1\ Ny. Las otras implicaciones son anélogas. O]

Podemos demostrar el siguiente.

Teorema 2.1.13. Dado S un conjunto aislado e invariante en un flujo local métrico
X C T, las colecciones

Io = {N1/Ny | (N1, No) es un par de indice para S en X}

I =A{[f"]] f*: Ni/No — N;/N} como en el lema 2.1.10.}

forman un sistema conexo simple, llamado el indice de Conley de S y denotado por

7(S).

Demostracion. El lema 2.1.10 nos garantiza que entre cada dos espacios existe al
menos un morfismo de la forma f*. Es claro que los f* son homotdpicos entre si, pues
todos se construyeron a partir de la misma homotopia f : Ny /Ny x [T, 00) — Nj/Nj.
Mas atn, tomando N; = Nj y Ny = ] en el primer lema, obtenemos que

f° : Ni/Ny — N;/Ny es la identidad. Finalmente, la composicién de morfismos
también estd en nuestra familia, y esto se debe al lema 2.1.12. O

2.2. Indice homotépico: Primeros calculos

Para un conjunto invariante y aislado dado S, todos los espacios N1/ Ny € I son
homotépicamente equivalentes por la proposicién 2.1.7. Entonces podemos definir
sin ambigiiedad el siguiente concepto.

Definicién 2.2.1 (indice homotépico). Si S es un conjunto aislado e invariante,
definimos el indice homotopico de Conley de S como

h(S) = [N1/No|

donde (N7, Ny) es un par de indice (en particular Ny /Ny € Ip) y los corchetes denotan
el tipo de homotopia.
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Resaltamos que el indice no depende del par escogido, pues en Z(S) todos los
espacios son homotdépicamente equivalentes.

Ejemplo 2.2.2. Regresemos a nuestro 'punto silla’ en el plano. El origen juega el
papel de nuestro conjunto aislado invariante, y podemos usar a nuestro cuadrado
como vecindad aislante. Primero identificamos nuestro conjunto de salida:

EAARNY

__b_‘______,_.—-—"‘/ 1}5 N, -"‘"—-—._________&
2___-—-1.‘5—‘—‘—“-‘-‘: 0.5 0 0.5 /._'_'_1._5—.__-____

X

15

1
Figura 2.6: Un par de indice para el punto silla

Después pasamos al cociente Ni/Ny colapsando a Ny a un punto.
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N /N,

Figura 2.7: El cociente N;1/Ny, uno de los espacios de .#(55).

Finalmente, observamos que N;/N, es homotépicamente equivalente a S (con la
deformacién dibujada):

Figura 2.8: N;/Ny ~ S!, por lo que h(S) = [S!]
De donde podemos concluir que h(S) = [S!].

Ejemplo 2.2.3. Calculemos el indice homotdpico en otro ejemplo conocido: el origen
de un nodo inestable. Procedemos de manera analoga, identificamos un par de indice
para nuestro conjunto aislado invariante:
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Figura 2.9: Un par de indice para el origen en un nodo inestable.

Luego colapsamos el conjunto Ny a un punto y obtenemos un espacio muy familiar:
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Figura 2.10: Colapsando Ny a un punto, observamos que Ni/Ny es homeomorfo a S2.
Y podemos concluir que h(S) = [S?].
Ambos son casos particulares de puntos criticos hiperbélicos.

Definicién 2.2.4 (Punto singular hiperbélico). Dado v un campo vectorial suave
en R", un punto critico p se dice hiperbdlico si los valores propios de la matriz v/(p)
todos tienen parte real distinta de cero. El indice de Morse se define como el niimero
de valores propios con parte real positiva contados con multiplicidad.

Observamos un fenémeno interesante de nuestros ejemplos anteriores. En el pri-
mero, el indice de Morse era 1, y su indice homotdpico de Conley era S'. En el
segundo, el indice de Morse es 2, y su indice homotépico de Conley es S%. Esto es
mas que una coincidencia:

Proposicién 2.2.5. Si p es un punto singular hiperbolico con indice de Morse k,
entonces p es aislado e invariante y h(p) = [S¥].

Primero usaremos un lema muy importante, que nos dice que podemos calcular
el indice homotépico ’salvo homeomorfismo’. De otra manera, que si torcemos y
reparametrizamos el flujo, el indice es esencialmente el mismo. Para eso tenemos
que tener claro a que nos referimos con ’torcer y reparametrizar’, esto nos lo da la
equivalencia topologica orbital.

Definicién 2.2.6 (Equivalencia topoldgica orbital). Sean I'; A dos flujos, y un ho-
meomorfismo H : I' = A. Decimos que H es una equivalencia topoldgica orbital si H
manda Orbitas en Orbitas y preserva su orientacion. Es decir, para cada v € I' existe
7y : R — R creciente tal que

H(y-t) = H(y) - 7(1).

Observaciéon 2.2.7. Podemos asumir sin perdida de generalidad que para cualquier
veTl, 7,(0)=0. En efecto, si 7,(0) =T # 0, entonces

H(y) = H(v-0)
= H('Y) : T’Y(O)
=H(y)-T.

Luego H(v)--: R — A es periodica de periodo T, y podemos simplemente considerar

7, = 7, — T sin romper las condiciones de equivalencia orbital, y esta cumple que

70)=T—-T=0.

Y
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Proposicién 2.2.8. Sean I'; A dos flujos y H : ' — A una equivalencia topoldgica
orbital. Entonces:

» S S CT es aislado e invariante, entonces H(S) (la imagen de S bajo H) es
aislado e invariante,

» Si (N1, Ny) es un par de indice para S, (H(Ny), H(Ny)) es un par de indice
para H(S),

» Con lo anterior presente, H induce una biyeccion entre Io(S) e Io(H(S)) que
conmuta con los morfismos Iy (S) e Iny(H(S)). Esto en otras palabras es un
isomorfismo de sistemas conexos simples

H . I(S)— S (H(9)).
En particular los indices homotépicos de S y H(S) coinciden.

En un dibujo:

H(Ny)

Figura 2.11: Una equivalencia topolégica orbital 'manda pares de indice en pares de
indice’.

Demostracion. Procedemos en orden.
= Sea S C I' invariante y aislado, con vecindad aislante N. Primero observamos

que H(S) es invariante, ya que para todo s € Sy r € R, H(s)-r = H(s -
7 Yr)) € H(S-R) C H(S). Por otro lado, H(N) es compacto, y por un

S

argumento similar al previo H(Inv(N)) = Inv(H (N)). Luego
Inv(H(N)) = H(Inv(N))) = H(S) C int H(N).

Usamos las propiedades de homeomorfismo para concluir la contencién en el
interior.



46 CAPITULO 2. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS

» Verifiquemos que (H(N;y), H(Ny)) es un par de indice para H(S).
Es claro del inciso anterior que H(Ny) \ H(Ny) es vecindad aislante de S.

Sea H(x) € H(Ny) y t >0 tal que H(x) - [0,t] € H(N;). Esto quiere decir
que H(z-[0,7,1(t)]) € H(Ny), luego x - [0, 7,1 (¢)] € Ny y por ser (N7, Ny) par
de indice x - 7,71 (t) € N;. Aplicando H llegamos a que H(z) -t € H(Ny).

Sea H(x) € H(Ny) con H(x) - [0,00) ¢ H(Ny). Entonces z - [0,00) ¢ Ny,
por lo que existe t > 0 con = - [0,t] C Ny y -t € Ny. Aplicando H a estas
ecuaciones llegamos a que H(z) - [0, 7,(t)] C H(N1) y H(x) - 7,(t) € H(Np).

= Con lo anterior en mente, obtenemos un morfismo de sistemas conexos simples
I Nl/NO — H(Nl)/H(No)

Al ser H un homeomorfismo, es claro que es un isomorfismo.

Corolario 2.2.9. En la situacién anterior, h(S) = h(H(S5)).

Necesitamos un iltimo ingrediente para demostrar la proposiciéon 2.2.5, un resultado
clasico de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Una prueba se puede consultar en
[Per], pagina 118.

Teorema 2.2.10 (Grobman-Hartman). Sea & = v(z) una ecuacion diferencial en
R™ con un punto singular hiperbolico p. Entonces existe una vecindad U de p y un
homeomorfismo H : U — R™ que es una equivalencia topolégica orbital entre v y el
sistema © = Ax donde A es una linealizacion de v.

Demostracion de la proposicion 2.2.5. Por nuestro razonamiento previo junto con el
teorema de Grobman-Hartman, podemos reducirnos al caso en que nuestro campo
es de la forma

= Ax

(L] 0
= (=)

con k el indice de Morse. Podemos considerar una bola cerrada alrededor del origen
como N; y su conjunto de salida Ny. Salvo homotopia, tenemos que estamos co-
lapsando una k—esfera en el ecuador de una n—bola. Usando métodos de topologia
algebraica, por ejemplo la estructura de complejo C'W de la bola, podemos ver que
el cociente N, /Ny es homotépicamente equivalente a S*. O

donde



2.2. INDICE HOMOTOPICO: PRIMEROS CALCULOS 47

Finalmente, al ser A(S) un tipo de homotopia también podemos definir el indice
(co)homoldgico de Conley.

Definicién 2.2.11 (Indice (co)homolégico de Conley). Si H, (H*) es una teorfa de
(co)homologia, definimos el indice (co)homolégico de Conley de un conjunto aislado
e invariante S como

CH.(S) = H.(h(5))
CH*(S) = H*(h(S)).

Ejemplo 2.2.12. Supongamos que tenemos un flujo en la esfera con un conjunto
aislado e invariante en la forma de una orbita peridédica tal que ’el flujo apunta hacia
afuera’ en una vecindad. Podemos considerar el par de indice como se indica en la
siguiente figura:

Figura 2.12: La 6rbita periodica S con par de indice (N, Np).

Para calcular el indice homotépico h(S) primero colapsamos los dos trépicos de Ny,
y luego a su vez colapsamos la circunferencia a un punto para ’'pinchar’ el toro:
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NN,

Figura 2.13: El calculo de h(S5).

Por lo que los grupos de homologia estan dados por

7 n=0,1,2

0 de otra manera.

CH,(S) = {

2.3. Propiedades basicas

El indice homotdpico de Conley cumple con propiedades muy interesantes. La
primera es la capacidad de detectar conjuntos invariantes enteramente contenidas en
algiin conjunto compacto. Esto formalmente se da a través de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.1. Sea X C I' un flujo local métrico y S C X aislado e invariante.
Si h(S) # {x} (el espacio de un punto) entonces S # ().

Demostracidon. Sea (N7, Np) un par de indice para S = (). Entonces para toda v € Ny
existe un t > 0 tal que v - [0,t] & Ny \ No. Puesto que N; es compacto, podemos
encontrar un tiempo comun 7' > 0 tal que v - [0,7] N Ny # 0 para toda v € Nj.
Luego la funcién

ft([’Y]) _ {h't]a v [07t] - NI\NO

[No],  de otra manera,

para t € [0,T] es una homotopia entre fI que es la constante [Nyg] v f° que es la

identidad. Es decir h(S) = [«]. O
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En esencia, si S = () entonces podemos retraer todo Ny a Ny, como ejemplifica la
figura.

.-'1\— | —'?\r | _'\Tl

"“\"r[ ] .‘\r[ ] J\—[J
Figura 2.14: Si S = () entonces N; se retrae a Nj.

Notamos que el converso de la proposicién es falso, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. Consideramos la ecuacién diferencial # = 22 en R. El origen es

un conjunto invariante aislado, podemos calcular su indice homotépico usando un
intervalo que lo contenga como muestra la figura:

N1/ No

4"\"-1 N L
r 9 7
C =

Figura 2.15: El indice homotépico del origen en el flujo & = 22.

Como se muestra, h(0) = [x]. Sin embargo, Inv(N; \ No) = {0} # 0.

A la propiedad enunciada en la proposicién 2.3.1 a veces se le conoce como ’de-
teccion de dindmica no trivial’ pues permite predecir la existencia de soluciones
contenidas en Ny \ Ny. Esto es de particular utilidad en ecuaciones diferenciales par-
ciales, como se puede consutlar por ejemplo en [Smo].

El indice homotodpico tiene una propiedad de aditividad que se puede considerar
natural al pasar al cociente. Primero recordamos la operacion de suma cuna o "'wedge
sum’ (a veces abreviado, 'suma’) de espacios punteados.
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Definicién 2.3.3. Dados (X, ), (Y, yo) dos espacios punteados, su suma cuna o
wedge sum, denotada por (X,xo) V (Y,y0) (en general se omiten los puntos y se
escribe X V'Y') se define como el espacio punteado

<XHY> /(o ~ yo)

donde el punto distinguido es la clase de [zg] = [yo] y X [[Y denota la unién ajena
de espacios.

Ejemplo 2.3.4. Esta operacién solo 'pega’ dos espacios en su punto distinguido.
Por ejemplo si X =Y = S! con puntos distinguidos ¢ y 7 respectivamente su suma
se puede representar como en la siguiente figura.

XVY

] o
v — 0] = o

Figura 2.16: La suma de dos circulos.

Observacion 2.3.5. Un hecho de topologia algebraica que no demostraremos es que
la suma de dos espacios es compatible con el tipo de homotopia. Mas precisamente
se cumple:

(X]V[Y]=[X VY]

Referimos al lector a [Fom] para una demostracion de este hecho.

Proposicién 2.3.6. Si {S;}icr es una familia finita disjunta de conjuntos aislados
e invariantes, entonces [ [,.; S es aislada e invariante. Ademds

h (]_[ Sl-) =\/ 1(S)).

il il
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Demostracion. Es claro que [[,.; S; es invariante y compacto, pues es la unién finita
de compactos. Fijando un S;, por trabajar en un espacio Hausdorff y por compacidad
de cada S;, podemos encontrar una vecindad U; tal que S; C U; y S; NU; = 0.
Por el teorema de existencia de pares de indice, podemos encontrar un par (N;, N})
contenido en U;. Repitiendo este proceso podeoms encontrar una coleccién de pares
de indice (NN;, Ny) ajenos dos a dos, de manera que [ [,.; V; es una vecindad aislante de
[1;c; Si con conjunto de salida [, , IV;. Pasando al cociente obtenemos el resultado
buscado. O

En topologia algebraica existe otra operacion compatible con el tipo de homotopia
conocida como el producto smash (o a veces solo "producto’) denotado por X AY.
Dentro del producto de dos espacios punteados X, Y con puntos distinguidos zg, yo
tenemos un encaje de X VY dado por el subconjunto

L XVvY={(r,y) e X xY |z=zp,y€eY oy=yy, v X}

Esto se puede apreciar en la siguiente figura:

XxY

XvY

Figura 2.17: La copiade X VY en X x Y.

El producto smash es precisamente el cociente de X x Y colapsando la imagen del
encaje ¢

Definicién 2.3.7. Dados (X, zy), (Y, yo) dos espacios punteados, definimos su pro-
ducto smash denotado como (X, zo) A (Y, 4o) (0 solo X AY') como

(X xY)/(XVY).
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Ejemplo 2.3.8. El producto smash es un poco mas dificil de visualizar. La idea
es tomar el producto X x Y y colapsar una copia de su suma X V Y. Por ejemplo
si X =8y Y =S! con sus respectivos puntos distinguidos tenemos el siguiente
dibujo:

XAY = (X xY)/(XVY)

XvY

Figura 2.18: El producto smash de X = S° y ¥ = S!. Primero tomamos el producto,
identificamos una copia de X VY (marcada en azul) y colapsamos a un punto.

Observaciéon 2.3.9. Al igual que la suma, el producto smash es compatible con el
tipo de homotopia. Fs decir se satisface la siguiente igualdad:

[X]A[Y] = [X AY].

El ejemplo anterior es un caso particular de un enunciado mas general, que no
demostraremos:

Proposicién 2.3.10.
S* AS™ x2S,

Y en general para cualquier X espacio punteado
XAS"2S'AX > X.

Como el nombre lo indica, el producto de indices va a estar asociado al producto
de flujos. Hacemos la siguiente observacion.

Observaciéon 2.3.11. Si ', A son flujos, entonces el producto I' x A es un flujo con
la operacion natural (v,0) -r = (y-r,d0-71).
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Ahora si, podemos hacer clara nuestra aplicaciéon del producto smash.

Proposicién 2.3.12. Si S, S’ son aislados e invariantes en dos flujos (locales) en-
tonces su producto S x S’ es aislado e invariante en el flujo producto. Ademds

h(S x S') = h(S) A K(S).

Demostracion. S x S’ es invariante, pues es invariante en ambas componentes. El
producto de vecindades aislantes también es una vecindad aislante, por lo que S x S’
también es aislado. Ahora, supongamos que (N, No), (N;, Nj) son pares de indice
para S y S’ respectivamente. Consideramos

M1:N1><N{
My ={(z,y) € My |z € Nyoy € Ny} = (Nog x Nj) U (N, x Ny) C M.

Es claro que ambos conjuntos son compactos (por ser producto y unién de compac-
tos), y que ademads forman un par de indice para S x S’. Luego al pasar al cociente
estamos colapsando la suma de los espacios (pues colapsamos Ny y N() y por tanto
obtenemos el producto smash. O

Ejemplo 2.3.13. Esto nos pudo haber servido para probar nuestro resultado del
indice de Morse de otra manera: una vez llegado a la matriz

(L] 0
= ()

tenemos que el flujo se puede descomponer en dos partes, la estable y la inestable.
En la parte inestable es de la forma

Iy,

x-t=e*x = (ery, ey, ... eay)

que a su vez se descompone como el producto de los flujos z; - t = e'x;, pero el indice
homotépico del origen en cada uno de estos es S', como muestra la figura:
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Figura 2.19: El indice homotépico del origen en el flujo x; - t = elw;.

Por otro lado la parte inestable se descompone como el producto de flujos z; = e tx;

coni=Fk,...,ny su indice homotépico es S

Figura 2.20: El indice homotépico del origen en el flujo & = —x.

De dénde si S denota al producto de los origenes S = {(0,...,0)} se tiene que



Capitulo 3

Indice de Conley de una
descomposicion

Supongamos que tenemos una descomposicion atractor-repulsor de un conjunto
aislado e invariante S. Es decir, existen un atractor A y un repulsor R tales que todo
punto estd en A, R o bien una érbita que los conecta. ;Existe alguna relacién entre
los indices homotépicos de A, Ry S? La respuesta es si, y la relacién esta dada por
la llamada sucesién coexacta de Puppe que estudiaremos en breve.

Esto se corresponde con la teoria de Morse. Existe un operador de frontera 0 que
a cada punto critico de indice n le asocia la suma orientada de puntos criticos de
indice n — 1 adyacentes a través del flujo, lo que da lugar a la homologia de Morse.

3.1. La sucesion coexacta de Puppe

En esta seccién asumiremos que los espacios son métricos o metrizables (en par-
ticular, compactamente generados).

Comenzamos con dos construcciones bastante importantes en la topologia alge-
braica: La suspension y el cono de un mapeo.

Definicién 3.1.1 (Suspensién). Dado un espacio punteado X, definimos la suspen-
sion de X, denotada por XX como el cociente

DX = (X % [0,1]) / (X x 0)U (X x 1) U (2 x [0,1])).

Donde xg es el punto distinguido de X.

55
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Observacion 3.1.2. La suspension como la definimos algunas veces se conoce como
suspensién reducida ya que colapsamos el meridiano correspondiente a x¢ a un punto.

En estos casos la suspension se define como el cociente de X x [0,1] por X x 0 y
X x1.

Ejemplo 3.1.3. Podemos ejemplificar el uso de la suspensién observando que la
suspension del disco es la bola en dimensién tres. Es decir ¥D? 2 B;(0).

X =T X x {1} ~ (a0, 1)

2X

X = {0} X % {0} ~ (,0)

Figura 3.1: La suspension del disco unitario es la bola cerrada de dimensién tres.

Definicién 3.1.4 (Cono de una aplicacién). Dada f : X — Y una aplicacién con-
tinua entre espacios punteados, definimos el cono de f denotado por T}, como el
cociente

Ty = ((X x [0,1]) Hy> /(X x 0) U (x0 x [0,1]))

f
donde (X x [0,1]) [, Y es el la identificacién de la unién ajena (X x [0,1]) [TY con
(,1) ~ f(z) €Y.

Observaciéon 3.1.5. Notamos que tenemos una inclusion canonica Y — Tt dada
por Yy — y.

Ejemplo 3.1.6. Consideramos X =S, Y = D?y f : S — D? la inclusién estandar
del circulo en el disco. Observamos que 7T es homeomorfo a una esfera:

€T R I~ \I
\

Y
\
€T, > ’;'l
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XxI=8xI

§'xo0
xg % 1
£ f=u:8" > D*
— - 7 G ———

Yy =D?

Figura 3.2: El cono sobre la inclusién ¢ : S' — D? es homeomorfo a S2.

El cono de una aplicaciéon es relevante por la siguiente caracteristica que tiene la
inclusiéon Y — T3: Si f: X =Y y g : Y — W son continuas, entonces g o f ~ ¢ (el
tinico mapeo constante entre espacios punteados) si y sélo si existe §: Ty — W que
resuelve el siguiente diagrama

Y —Z W
Ty

Recordamos la siguiente definicién:

Definicién 3.1.7. Dados X, Y dos espacios topoldgicos punteados, denotamos por
[X; Y] al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas f: X — Y.

Fijando W un espacio topolégico punteado, una aplicaciéon continua ¢ : X — Y
induce un morfismo ¢* : [Y; W] — [X; W] dado por ¢* : f + f o . Definimos el
kernel y la imagen de ¢# como

ker o™ = {lg] € [Y;W][gop~c: X = W},
tm# = {[hogl € X W] (1] € [vi W]}
dénde ¢ : X — W es la tnica aplicacion constante.

Diremos que una sucesion de espacios punteados

X 25y y 7 (3.1)
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es coeracta si para cualquier espacio punteado W la sucesién
(X W] s—— Vs W] «—— [Z; W]
Y#

ot

es exacta: es decir si ker ¥ = Im 7.
Usando la construccién del cono, obtenemos la siguiente caracterizacién impor-
tante para que una sucesion sea coexacta. La demostracion se puede encontrar en

[Spa
Proposicién 3.1.8. La sucesion 3.1

X sy Y,z

es coexacta si y solo st se cumplen las siguientes dos condiciones
m popn~c: X — Z, es decir el problema
p

Y — 7
[
T,

tiene solucion.

= Eziste una aplicacion h : Z — T, tal que ho) ~ j 1Y < T, con j la inyeccion
canonica.
Ahora, supongamos que tenemos un espacio punteado (X, z() subespacio cerrado

de un espacio (Y,zg). Sea ¢ : X - Y y7m:Y — Y/X la inclusién y proyeccion
canodnicas, y consideremos la sucesion

X —Y "5 Y/X (3.2)

Entonces mor = ¢ : X — Y/ X, por lo que ya tenemos una de las dos condiciones de la
proposicién anterior. Para que se cumpla la segunda, basta que ¢ sea una cofibracion.

Definicién 3.1.9 (Cofibracién). Una inclusién ¢ : X < Y es una cofibracion si para
cualquier espacio W'y cualquier aplicacién continua g : (Y x 0) U (X x [0,1]) - W
el siguiente problema de levantamiento tiene solucién:

(Y x 0)U (X x[0,1]) —— W

Y % [0,1]
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Esto se representa en el siguiente dibujo:

(Y x0)U (X x[0,1])

XX[O,].] g
— W
—— Y %0

Como veremos mas adelante, esta condicién es equivalente a que el par (X,Y) sea
un retracto por deformacién de vecindad. Recordamos la definicion:

Definicién 3.1.10 (Par NDR). Sea Y un espacio topoldgico y X C Y cerrado.
Decimos que X es un retracto por deformacion de vecindad de Y si existe a : Y —
[0,1] y una homotopia 7 : Y x [0,1] — Y que cumplen:

» a(y) =0siysolosiye X (es decir a1(0) = X),
» 7(y,0) =y paratodoy € Y,

» r(x,t) = x para todo x € X y cualquier ¢ € [0, 1],
» 7(y,1) € X para todo y con a(y) <1

Abreviaremos esto diciendo que (X,Y) es un par NDR (del inglés ”Neighbourhood
Deformation Retract”).
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Un par NDR tiene entonces la informacién de una vecindad de X, en particular

todos los y € Y tales que a(y) < 1, que se deforma por retracciéon a X. Esto se
representa en la siguiente figura.

Si X,Y es un par NDR y «,r son como en la definicién 3.1.10 entonces la funcién
G:Y x[0,1] = (Y x0)U (X x [0,1])

definida por

(r(y,1),0 —2a(y)), 0<aly) <g,
Gly,0) =4 (r(y.2=2°9),0), § <a(y) <o
(.0), o <aly) <1,

es continua y satisface G(y,0) = (y,0) y G(z,0) = (z,0) para cualquier y € Y,
x € X,0 € [0,1]. El siguiente resultado da equivalencias ttiles de la definicién de
par NDR.

Proposicién 3.1.11. Sea (X, xq) sea un subespacio cerrado de un espacio métrico
(Y, x). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 1: X =Y es una cofibracion.

2. Eziste una funcion continua G @'Y x [0,1] = (Y x 0) U (X x [0,1]) tal que
G(y,0) = (y,0) y G(z,0) = (z,0) para x € X,y € Y, 0 € [0,1].

3. X, Y es un par NDR.

Si se satisface cualquiera de estas condiciones, la sucesion 3.2 es coezxacta.
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Ahora enunciamos el teorema de la sucesién coexacta de Puppe. Este mas adelan-
te nos permitira relacionar los varios indices en una descomposicién atractor-repulsor.

Teorema 3.1.12. Sea (X, ) un subespacio cerrado del espacio métrico (Y, xo).
Supongamos que X,Y es un par NDR y seanr : Y x [0,1] =Y ya:Y — [0,1]
como en la definicion 3.1.10. Sea 0 : Y/X — XX definido por

o ([y]) = {(T<y’ 1),1-2a(y)) 0<aly) <;

[X % 0] de otra manera

para y € Y. Entonces la sucesion

X — Y ————Y/X

)
(2X) 22 smyy 25 s v/X)) ——

es coexacta.

Demostracion. Usaremos con frecuencia la Proposicién 3.1.8.

Sea nx : (Y x0) U (X x[0,1]) — XX la proyeccién que colapsa (Y x 0) U
(o x [0,1]))U(X x 1) a un punto. Entonces nx oG(y,0) = ¢ es el morfismo constante
y nx o G(y,1) = 0 o por construccién. Asi definida, nx o G define una homotopia
entre ¢y d om.

Sea j : XX — T} la inclusién canénica y k: Y/X — T, dada por
k(ly]) = [y,1]. Observamos que jod ~ k : Y/X — T, a través de la homotopia
H:Y/X x0,1] — T, dada por

r(y,1),1 = 2a(y)], 0<a(y) <3,
H(ly)o) = S [r (1.2 =222 1 —0], $<aly) <o,
[y, 1 -], o <a(y) <1

Por nuestra caracterizacién en la Proposicién 3.1.8 la sucesién ¥ — Y/X — X es
coexacta.
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Por otro lado, sea ny : T, — XY la proyecciéon que colapsa Y x 1 a un punto.
Asipy o H : Y/X x [0,1] — XY nos da una homotopia entre ¢ : Y/X — XY y
Y106 :Y/X — YY. Finalmente, construimos d : ¥Y — Ts dado por

[y],2—20] € Y/X x[0,1], 1/2<0 <1,
d(ly, 0]) = § [r(y,1),20 = 2a(y)] € 2X, 0<aly) <o <1/2,
[Y/X %0, o<ay) <1,0<0<1/2.
Asi definida, la composicion d o X : XX — Ty esta dada por

[z, 20], 0<0<1/2,
[Y/X x 0], en otro caso.

doXu([z,o]) = {

doX.L es a su vez homotdpico a la inyeccién £ : ¥X — Ty através de @ : ¥X x[0,1] —
Ts dado por

[z,(1+7)o], 0<(1+7)0<1

Y/X x 0], en otro caso.

O([z,0],7) = {

Usando de nuevo la proposicién 3.1.8, la sucesiéon Y/X — LX — XY es coexacta.
Finalmente, es una consecuencia mas de la proposicion 3.1.8 que si la sucesién 3.1 es
coexacta, entonces también lo es la sucesién
) )
DX 2wy 2 vz
m

Ademas, hay un aspecto muy importante de la sucesién coexacta de Puppe. La
demostracion involucra espacios de Eilenberg-MacLane por lo que la omitiremos,
pero referimos al lector a [Fom].

Teorema 3.1.13. Una sucesion coexacta del teorema anterior da lugar a una suce-
sion ezxacta larga

- —— H(Y/X) —— H(Y) —— H°(X)

H*(Y/X) —— H*(Y) —— H*(X) —— ...
da lugar a una sucesion coexacta en cohomologia

Volvemos a los pares de indice de conjuntos aislados e invariantes.
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3.2. Pares regulares
Para poder aplicar la sucesion coexacta de Puppe, necesitamos pares de indice
‘suficientemente bonitos’. Estos se conocen como pares requlares y como probaremos

a continuacion todo par de indice se puede deformar en uno regular.

Definicién 3.2.1 (Par regular). Un par de indice (N7, Ny) para un conjunto aislado
S de un flujo local X C I es regular si la funcién 7 : Ny — [0, co| definida por

T(’y): Sup{t>0|’y[0,t]CN1\N0}, ”yeNl\N(),
07 ’YENO

es continua.

No cualquier par de indice es regular, como muestra el siguiente dibujo.

N, No

Figura 3.3: Un par de indice que no es regular.

El siguiente lema nos da una condicién suficiente para que un par de indice sea
regular:

Lema 3.2.2. Sea (N7, Ny) un par de indice para el conjunto aislado e invariante S en
el flujo local X . Si para cualquier e > 0 y todoy € Ny se cumple que v-[0,e] ¢ Ny \ Ny
entonces el par (N1, Ny) es reqular.
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Demostracion. Sea 7 : Ni — [0, 00| como en la definicién 3.2.1 y sea v € Nj.

Caso 1: Si 0 < 7(7) < 00, escojamos T' € (0,7()). Asi, por definicion, v-[0,7] C
N1\ Ny y entonces existe una vecindad U de v en T tal que U - [0, 7] N Ng = 0. Asf
710, T] € N1\ Ny para todo~’ € UNN; y por tanto 7(y') > T para todo v € UNN;.

Caso 2: Supongamos ahora que 0 < 7(y) < oo y sea T" € (7(7),00). Entonces
v-7(7v) € Ny y por hipéteis v-t ¢ Ny \ Ny para algin t € [7(7),T]. Esto implica que
existe una vecindad U de y en T con U-tNNy \ Ny = ). Concluimos que 7(v") < ¢ < T
para todo " € U N N;. Queda probada la continuidad de 7. O

Vamos a ver que cualquier par de indice se puede deformar en uno regular (aqui
es importante notar que seguimos trabajando en espacios métricos).

Lema 3.2.3. Sea (N7, Ng) un par de indice para el conjunto aislado e invariante S
en un flujo local métrico X C I'. Entonces existe una funcién continua g : Ny — [0, 1]
tal que

9(v) =1 7-[0,00) C Ny yw(y) C 5, (3:3)
9(7) =0 v €N, (3.4)
Sit>0,0<g(y) <1,v-[0,t] C Ny entonces g(y-t) < g(). (3.5)

A dicha funcion le llamaremos funcién de Lyapunov.

Demostracion. Construimos la funcion g en 3 pasos a través de 2 funciones auxiliares:

lyk.
1. Construccion de l: Sea | : Ny — [0, 1] dada por

_ d(7y, No)
') = 5N + (. 5)

donde d es la métrica de X . La funcién [ es continua y cumple que Ny = (~1(0)

y S =1"11).
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2. Construccion de k: La funcién k : Ny — [0, 1] definida por
k(v) = sup{l(y-1) | £ = 0,7-[0,¢] C Ni} (3.6)
es continua y cumple

(i) k(v) =1 7-[0,00) C Nyj,w(y) C 5,
(ii) k(7) =0 7€ Ny,
(iii) si~y-[0,t] C Ny entonces k(v -t) < k(7).

Primero demostraremos que k es continua.

Sea v € Nj. Asumamos primero que 0 < k() < 1y escojamos € € (0, k(7)).
Entonces existe una ¢ > 0 tal que v -[0,¢t] C Ny y l(y-t) > k(y) —e. Lue-
go v - [0,t] € Ny \ Ny y entonces existe una vecindad U de v en T' tal que
U-[0,t] N Ny = 0 (por continuidad del flujo) y I(v' - t) > k(y) — ¢ para todo
v € U N Ny. Esto implica que k(') > k(y) — € para todo 7 € U N N;. Queda
mostrado que k(y) — k(7)) < e.

En segundo lugar, supondremos que 0 < k(vy) < 1 y esta vez escojemos

e € (0,1 — k(y)). Més aun, supongamos que existe una sucesién v, € N; tal

que lim v, =~y k(y,) > k(v) + € para toda n. Entonces existe una sucesién
n—oo

t, > 0tal que v-[0,¢,] C Ny \ Ny y l(Vn-tn) > k()+e. La sucesion t, tiene que
estar acotada, ya que de otra forma tendriamos que 7 -[0,00) C Ny \ Ny, lo que
contradiria que k() < 1. Entonces la sucesion t,, tiene que tener un punto de
acumulacién t' y obtenemos v - [0,#'] C Ny \ No y l(y-t') > k() + ¢, otra con-
tradiccién. Concluimos que tiene que existir una vecindad U de v € T" tal que
k(y') < k(vy) + € para todo v € U N N;. Esto demuestra que k(y) — k(v') > —¢
y por tanto la continuidad de k.

Pasemos a demostrar las diferentes propiedades de k.

Demostracién de (iii): si 7 - [0,¢] C N; entonces tenemos que
{l((y-1)-5)[s=0,(y-1)-[0,s] € N1} C{l{y-5)|s=0,7-[0,8] C N}

por lo que el supremo del conjunto del lado izquierdo es inferior al supremo del
conjunto del lado derecho, es decir k(v - t) < k(7).
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Demostracién de (ii): al ser el supremo de un conjunto de nimeros positivos,
la unica manera en la que k(y) = 0 es si [(vy - t) = 0 para todo t > 0 tal que
v+ 10,t] C Ny, pero dado que [71(0) = Ny, esto es equivalente a que v € Ny.

Demostracién de (i): verifiquemos que k(y) = 1 si y sélo si vy -[0,00) C Ny y
w(y) C S.

Si 7 es tal que k() = 1 pero existiese un tq tal que 7 - [0,¢9) ¢ N; entonces
por compacidad de N; podemos asumir que existe un ¢’ tal que v - [0,¢] C Ny
y que para todo t > t', v -t ¢ N;. Entonces el supremo en la definicién de k
se toma sobre un compacto, y la tinica manera en la que serfa 1 es si v € 5,
pero en ese caso v - [0,00) C S C Nj, una contradiccién. Luego w(y) existe y
es invariante, por tanto w(y) C S.

Por otro lado, si v - [0,00) C Ny y w(y) C S, tenemos que el supremo de los
valores de [ es arbitrariamente cercano a 1 (por definicién de w) y asf k() = 1.

. Construccion de g: sea

t(y) =sup{t > 0] y-[0,£] C N:}.

Entonces la funcién g : Ny — [0, 1] dada por

(v)
9() = / k(- €)de

satisface los requisitos del lema.

Las condiciones (3.3) y (3.4) se satisfacen ya que se cumplen para k. Solo
tenemos que verificar (3.5), tomando v € Ny con 0 < g(y) < 1 y suponiendo
que

0<t<t'=sup{>0]v-[0,§ C N\ N} < 0.

Entonces
t*—t

[\
Nﬁc\

g(v-t) etk (v (t+€))d¢

*—t

e k(v - &)d¢

+*

A\

e k(v - €)dE = g(7).
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Para terminar, tenemos que verificar que g es continua. Sea v € N; cualquiera.
Siy € Ny entonces usando que g(7') < k(v') para todo 4" € N; concluimos que,
por continuidad de k, g es continua. Si v - [0,00) C N; \ Ny entonces tenemos
la desigualdad

9(7) — g < / k(Y €) — k(y - €)]dE + / T etde

T

para T' < £(v)).

Dado T' > 0 afirmamos que existe una vecindad U de ~ tal que para todo
v € U, t(y') > T. En efecto, si no fuera asf existirfa una sucesién v, — v y
0 <t < T una sucesion acotada por T' tal que 7, - tx € Ny para todo k. Por
estar acotada, t; tiene un punto de acumulacién. Podemos entonces asumir que
t, — t, para algin t;. Pero entonces 7, - t, — v-t; € Ny por ser Ny compacto.
Esto contradice que v - [0,00) C Ny \ Ny. Luego, dado £ > 0 podemos escoger
T suficientemente grande de manera que

/ etdé =eT <

T

DO | ™

Luego, habiendo fijado T, la funcién v fDT k(7 - £)d¢ es continua, por lo que
podemos escoger una vecindad U’ de ~ tal que para toda 7' € U’ se cumpla
que

T €
| ke~ kg < 5.
0
Luego en U N U’ se cumple que

l9(7') —g(v)| <e.

Finalmente siy € N1\ Ny y v-[0,00) NNy # (), entonces para cada e > 0 existe
una 7" > 0 tal que v-[0,7] C N1\ Noy k(v-T) < . Entonces la desigualdad
siguiente se cumple para todos los v/ € Nj tales que 7' - [0,7] € Ny \ No y
k(- T) < 2e:

19(7) — g(+)] < / k(Y - €) — k(- )|dE + 3e.
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Entonces la continuidad se sigue de la continuidad de k y queda demostrado el

lema.

Podemos dibujar las curvas de nivel de la funcién g en nuestro ejemplo:

f\“vl

Ny

Figura 3.4: Las curvas de nivel de g : N1 — [0, 1].

Concluimos esta parte sobre pares regulares con un resultado clave:

]

Proposicién 3.2.4. Si (N1, Ny) es un par de indice para S en un flujo local métrico
X cone<1lyg: N —[0,1] la funcién de Lyapunov del lema previo, reemplazando
a N por N. con N. = {v € Ny | g(v) < e} entonces (N1, N.) es un par de indice

reqular para S en X.

Demostracion. Primero verificamos que (Np, N.) es un par de indice para S.

» Tenemos que S C g7 (1) C g7 '[1 —&,1] Cint Ny \ NV..

» Siy e N.yt>0estal quey-|[0,t] C Ny, entonces g(v-t) < g(y) =ey se

sigue que v -t € N..

» Siy € Ny yv-[0,00) ¢ Ny, entonces existe ¢ > 0 con v - [0,t] C Ny y

v-t € Ny C N..



3.3. LA SUCESION COEXACTA DE UN PAR ATRACTOR-REPULSOR 69

Para verificar que es regular podemos usar el lema 3.2.2. Sea 6 > 0y v € N..
Supongamos que v - [0, ] C N;. Entonces si g(y) > 0:

g(v-10,0]) < g(v) <e

Es decir, v - [0,60] C g7!0,e) ¢ Ny \ N.. Si g(v) = 0 (es decir si v € Ny) el resultado
sigue la misma demostracion. O]

Regresando a nuestor ejemplo, /N, se representa como sigue:

N 1 :\v

Figura 3.5: El nuevo par (N7, N;) con N marcado en verde.

3.3. La sucesion coexacta de un par atractor-repulsor

Recordamos que un conjunto aislado e invariante S tiene una descomposicion
atractor-repulsor (A, R) si A es un atractor en S, R un repulsor y todo punto v € S
es tal que v € AU R o bien w(y) C A, a(y) C R (es decir, v estd en una drbita que
‘empieza’ en Ry ’termina’ en A).

Sea S un conjunto aislado e invariante en un flujo local métrico X C I', sea (A, R)
una descomposicion atractor-repulsor de S. Sabemos, por la existencia de pares de
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indice que existe una filtracion Ny C N; C N, de conjuntos compactos tales que
(N3, Np) sea un par de indice para S, (N1, Ny) un par de indice para A y (Na, Nq)
un par de indice para R. Por la proposicion 3.2.4 podemos suponer, sin perdida de
generalidad que (Ng, N7) es regular. Por tanto la funcién 7 : Ny — [0, oo] dada por

() = sup{t >0 |~v-[0,t] C No\ N1}, 7€ N\ Vy
Oa ’}/GNl,

para v € Ny es continua. Ademés, el par de espacios punteados Ny /Ny, N7 /Ny con la
inclusion ¢ : Ni/Ny — N3/ Ny es un par NDR: si p es un real positivo, construyendo
las funciones r : No/Ny x [0,1] — No/ Ny y

a: No/ Ny — |0, 1] definidas por

{% 0<7(v)

<p
1, p<7(7) < o0

2

se cumplen las hipotesis del par NDR. En particular, podemos escoger p = 2 (ya que
simplifica las expresiones) y tenemos un morfismo de conexién (que ya construimos
antes para pares N DR arbitrarios)

0: Ng/Nl — ZNl/N()

dado por
[y-r(0),1=7()], 0<7(y) <
<

o= {[No x 0], 1<7(7)

Entonces aplicando la sucesién coexacta de Puppe tenemos el siguiente resultado

1
00,

Teorema 3.3.1. Sea (A, R) una descomposicion atractor-repulsor de S en el flujo
local métrico X. Sea Ny C Ny C Ny una filtracion tal que (Na, No), (N1, Ng) son pares
de indice para S y A respectivamente y (No, N1) un par de indice regular para R.
Sean v : N1/Ny — No/ Ny y 7 : Nof Ny — No/ Ny la inclusion y proyeccion naturales.
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Tenemos entonces un morfismo de conexion d que hace coeracta a la sucesion

NI/NO _t NQ/NO — NQ/Nl

YN, /Ny —2— %N, /Ny —Z+ %N,/N;

S(S(Ny/Np)) —— ...

Pasando al tipo de homotopia:

Corolario 3.3.2. Tenemos una sucesion coexacta

h(A) —— h(S) —— h(R)

Yh(A) —— Zh(S) —— Xh(R) —— ...
Ejemplo 3.3.3. Calculemos la sucesién coexacta del Corolario 3.3.2.

Supongamos que tenemos el siguiente flujo en S!, dado por el gradiente negativo
de la funcién altura h : (x,y) — .

q
Figura 3.6: El flujo gradiente negativo de la funcién altura en el circulo.

Es claro que si S = S!, S es aislado e invariante y tiene una descomposicién
atractor-repulsor, con atractor ¢ y repulsor p. Podemos considerar entonces a S!, a
N una vecindad compacta de g que excluya a p y al conjunto vacio. Es decir tenemos
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una filtracién ) € N C S' (como se puede ver en la figura que sigue).

Primero calculamos los indices de Conley de cada miembro de la descomposicién:

= h(p) = S!/N, =S

P

N

a [\]
Figura 3.7: El indice homotépico del punto p.

= h(q) = N/ = S".
= 1(S) =8'/0 =S ]{*}.

Resumimos la informacion en la siguiente tabla: usamos la notacién Ny, N, para
hacer referencia al par de indice de cada conjunto invariante aislado.

Ny N, Ni/N h
p St N S st
¢ N 0 Nu{xs s
S St 9 Stu{x} Stu{}

Podemos representar la sucesion coexacta de Puppe como sigue:

h(g) = Eh(g)

(p) =8 Zh

Figura 3.8: La sucesién larga de la descomposicién del flujo en S*.

También existe una perspectiva centrada en grupos de homologia y cohomologia.
Recordamos los siguientes teoremas:
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Teorema 3.3.4. Si (X,Y) es un par NDR, entonces
H,(Y,X) = H,(Y/X).
Teorema 3.3.5. Dado un par topolégico (Y, X), eziste una sucesion exacta larga
— Hy(X) — H,(Y) —— H,(Y,X) —— H, 1(X) —— ....

La demostracién de ambos resultados se puede encontrar en [Fom]. Traduciendo
la sucesion exacta de un par en grupos de homologia a nuestro contexto, llegamos a
que también tenemos una sucesion exacta larga en homologia reducida:

- — OHn+1(A) E— CHn+1(S) E— OHn+1(R)

OHn_l(A) e CHn_l(S) e OHn_l(R) _— ...

dénde recordamos que CH,(S) = H,(h(9)).

Veamos como se ve esta sucesion en ejemplo 3.3.3. Primer calculamos la homologia

reducida
7Z k=0
CHyi(q) = :
0 k#0

Z =0,1
CHy(s) =42 H=0
0 k0,1
Z k=1
0 k1

Es decir, el tinico pedazo relevante de nuestra sucesién es

0 —— CHi(q) —I CH\(S) —2 cH\(p)

CHy(q) —2— CHy(S) —Z— CHy(p)
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. Quién es el morfismo fo : CH{(S) — CH;(p)? El primer grupo de homologia esté
generado por el circulo, al que luego solo le apachurramos un arco y pegamos un
punto. De otra manera, mandamos al generador en homologia a un generador de

homologia. Escogiendo orientaciones adecuadas tenemos que el morfismo es solo la
identidad de Z en Z.

Para encontrar el morfismo 0 : CHy(p) — CHy(q) tenemos que § era homotépico
a la identidad, sin embargo, al pasar a homologia reducida, como es el caso, estamos
anulando el generador que corresponde a la componente conexa del punto distingui-
do. Es decir tenemos el morfismo cero de Z en Z.

Finalmente, para g, : CHy(q) — C'Hy(S) vemos que mandamos al generador en
el generador, por lo que (de nuevo, tomando en cuenta la orientacién) tenemos el

morfismo identidad.

Asi, tenemos la sucesion

Como mencionamos antes, el operador § es un operador ’'de frontera’. Esto se
puede entender a través del siguiente teorema.

Teorema 3.3.6. Sea (A, R) una descomposicion atractor-repulsor de S aislado e
mvariante en un flujo metrico local X, y supongamos que S = AU R, es decir,
que no hay orbitas conectantes entre A y R. Entonces § es homotopico al morfismo
constante.

Demostracion. Si S = A U R, entonces existe una filtracion Ny € Ny C Ny en
X tal que (N2, Ng) v (Ny, No) son pares de indice para S y A respectivamente, y
(N2, N1) es un par de indice regular para R. Afirmamos que existe 7" > 0 tal que si
v+ [=T,0] € Ny \ Ny y siy € Ny entonces v - [0, 7] N Ng # 0.

En efecto, si no existiera dicho tiempo existirian sucesiones v, € Ny, t, > 0 tales
que t, diverge v v, - [—tn,0] C No\ Ny y v, - [0,¢,] N Ny = 0. Por compacidad,
Yn tendria un punto de acumulacién v y este cumpliria v - (—00,0] C Ny \ Ny y
v-10,00) C Ny \ Ny. Pero entonces a(y) C R,w(y) C Ay v-R C Ny \ Ny y entonces
existirfa una orbita conectante entre A y R. Esto contradice nuestra hipétesis, puesto
que estamos asumiendo que S = AU R.
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Sea § : Ny/N7 — XN;/Ny el morfismo de conexién como lo definimos. Cons-
truimos las familias de funciones §; : No/N; — XN;/No y fi : Ni/No — Ni/Ny
como sigue:

_ ()t l=7()] t<T(y) <t+1,
(b)) = {[NO x 0] de otra manera,

h/t]a v [Oat] - NI\N07
[No], de otra manera.

fl()) = {

Doénde t < T'. Notamos que dg = 9, fo es la identidad, mientras que fr es la constante
[No]. Luego tenemos una homotopia (3 f;)od; entre (X fy)ody =0y (X fr)odr =c. 0O

Corolario 3.3.7. Si S tiene una descomposicion atractor-repulsor A, R y d no es
homotopico a la constante entonces existen orbitas de conexion entre A y R.

La teoria de conexion se puede generalizar a descomposiciones de Morse arbitra-
rias y ‘matrices de conexién’. Para mds informacion se puede consutlar [Handbook].
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Capitulo 4

Perturbaciones del flujo y su
indice de Conley

El propdsito de este capitulo es exponer de manera formal a lo que nos referimos
con 'perturbar el flujo’, y ver que el indice de Conley es invariante bajo pequenas
perturbaciones. En la primera parte desarrollaremos el mecanismo detras de flujos
que varian respecto a un espacio de parametros y sus conjuntos aislados e invariantes.
En la segunda demostraremos que el indice de Conley es invariante bajo pequenos
desplazamientos en el espacio de parametros.

4.1. Familia de flujos a parametros

Sea A un espacio métrico, compacto, localmente contréctil y conexo (por ejemplo
el intervalo unitario o una variedad Riemanniana compacta y conexa): este serd
nuestro espacio de parametros. Ademas sea X un espacio localmente compacto y
métrico y sea I' un flujo con X x A C T' un flujo local tal que si (z,A) € X x A
entonces (x,\) -t € X x X para cualesquiera x, \,t. De esta manera, X x A es un
flujo local para cualquier A. Tenemos dos proyecciones naturales

Ty X XA — X
A X XA = A

Ejemplo 4.1.1. Podemos considerar la familia de flujos obtenidos por las ecuaciones
diferenciales
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con A € A = [0, 1]. Esto se puede pensar como un flujo en R? x A dado por

T =%\

A=0
Notamos que si A = 0 tenemos un punto singular, y cuando aumentamos su valor
este se parte en dos puntos singulares, en particular £X. Hacemos un esbozo de este

PP
e

Figura 4.1: El flujo determinado por la ecuacién diferencial & = 22 —

El siguiente lema nos dice que la propiedad 'ser una vecindad aislante’ es robusta
bajo perturbaciones.

Lema 4.1.2. Para cualquier compacto N C X, el conjunto
A(N)={X € A| N x X es una vecindad aislante en X x A}

es abierto en A.

Demostracion. Verificaremos que el complemento es un conjunto cerrado.

Supongamos que existe A\ € A con una sucesién A\, que converge a A y un conjunto
compacto N C X tal que N x A es una vecindad aislante en X x A pero N X A\; no
es una vecindad aislante en X x \,. Entonces existe una sucesiéon x;, € ON tal que
(xg, A\x) - R C N x A para todo k. Cualquier punto de acumulacién = € 9N cumple
entonces que (z,A) -R C N x A, por lo que N x A no es aislante en X x A. O
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Observaciéon 4.1.3. El conjunto A(N) puede ser vacio: en efecto podemos tener un
compacto N que no sea vecindad aislante para ningin valor de \.

Observacion 4.1.4. En el ejemplo anterior, consideramos N = [—1,1]. Entonces
para cualquier A < 1, tenemos que N es una vecindad aislante. En particular
A(N) =10,1) que es abierto en A.

Consideramos el conjunto
S ={SxA| A€ A, S C X compacto, S x A es aislado e invariante en X x A}.

En otras palabras .# es la familia de conjuntos aislados e invariantes en para distintos
valores de los parametros. Para cualquier N C X compacto definimos la seccién
on : A(N) — . dada por

on A= Inv(N x A).
Equipamos a . con la topologia generada por {on(U) | N C X compacto,U C
A(N) abierto.}.

Lema 4.1.5. Sean N, N’ subconjuntos compactos de X y sean U,U’ subconjuntos
abiertos de A(N) y A(N') respectivamente. Entonces

1. AIN,N') ={A e A(N)NAN') | Inv(N x \) =Inv(N' x A\)} es abierto en A.
2. on(U) Nox(U') = on (UN T N AN, N')).
3. oy : A(N) — . es continua.

Demostracion.

1. Demostraremos que el comlemento es cerrado. Sea A € A(N) N A(N’') tal que
Inv(N x A) = Inv(N’ X \) y supongamos que existe una sucesién Ay en A(N)N
A(N') que converge a A con Inv(N X Ag) & Inv(N' x A\g). Sea 25 € X tal que
(g, Ax) € Inv(N' x Ag) \Inv(N x Ag). Sea t, € R una sucesién con (zg, Ag) -t ¢
N x A. Si (y,A) es un punto limite de (zy, \x) - tx entonces (y, A)-R C N’ x A
y por tanto (y,A)-R C N x A dado que Inv(N’ x \) = Inv(N x A). Pero como
(g, Ak) -t € N X A, se tiene que y € ON, contradiciendo que A € A(N).

2. Se sigue de la definiciéon de los conjuntos involucrados.
3. Si N C X es compacto y U’ C A(N') es abierto, entonces
on (on(U")) =U NA(N,N')

y tanto U’ como A(N, N') son abiertos (por (1)), por lo que su interseccion
también lo es.
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O
Proposicién 4.1.6. 7 : ¥ — A es un homeomorfismo local.

Demostracion. Sea S x A € . y N x X una vecindad aislante en X x A. Por cons-
truccién U := on(A(N)) es abierto en . y contiene a S x A. Observamos que
maly : U — A(N) tiene una inversa dada por oy : A(N) — U.

En efecto, si A € A(N), entonces m 0 oy = A. Similarmente si S x p € U quiere
decir que S X p = Inv(N x p) entonces on(u) =S X p.

El lema garantiza que oy es continua, y por construcciéon de la topologia es
abierta. n

Ejemplo 4.1.7. Consideramos la familia de flujos en R? dada por

N1

con A € A = [—1,1]. Podemos hacer un dibujo para algunos valores de A:

(a) A<0 (b)y A>0

() A=0

Figura 4.2: Tres campos correspondientes a distintos valores de A.
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Construccion de . Sea N una bola cerrada alrededor del origen. Observamos
que N es una vecindad aislante si y s6lo si A # 0. Asi A(N) = A\ {0}. Por otro lado
tenemos que el vacio siempre es una vecindad aislante del vacio, por lo que A()) = A.

En este caso podemos describir a la coleccién de conjuntos aislados e invariantes
& como sigue: tenemos que {0} es un conjunto aislado e invariante para todo A # 0,
y ademas de eso solo tenemos el vacio. Por tanto . esta dado por la unién de estos
dos conjuntos:

" ={{0},A) [A#0yU{(0,2) [ A € A}

Analisis de las secciones Estudiemos las secciones. Estas las dividimos en algu-
NoS Casos

= Si N es compacto y contiene al origen en su interior, entonces A(N) = A\ {0}
como mencionamos anteriormente. Ademds on(A(N)) = {({0},\) | A # 0}.

= Si NV es una vecindad aislante para A = 0 entonces es una vecindad aislante del
conjunto vacio. Se sigue que también es una vecindad aislante para cualquier

otro parametro y por tanto A(N) = Ay on(A(N)) ={(0,\) | A € A}

Juntando ambos, y sabiendo que las secciones son homeomorfismos locales tenemos
el siguiente dibujo que resume como se ve el espacio.

{(0.A) | A €A}
S
{({0}, A) | A£0}
TA
".@.

Figura 4.3: El espacio ..
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Ejemplo 4.1.8. Consideramos el flujo local en R parametrizado por A € A = [0, 1]
dado por la familia de ecuaciones

=2+ A\

Si A = 0 tenemos el origen como conjunto aislado e invariante con una vecindad
aislante dada por cualquier intervalo alrededor del cero. Para cualquier otro valor
tenemos al vacio. Asi

7 ={({0}, 0} U{(®,A) [ A € A}.

Veremos que . es un intervalo ’con dos origenes’ y por tanto no es Hausdorff. Basta
con ver que para cualquier compacto N, cualquier abierto oy (U) que contenga a
(0,0) interseca a cualquier abierto que contenga a ({0},0). Distinguimos tres casos:

= Si N contiene al origen en su interior, entonces A(N) = A. Ademas oy (A(N)) =

{({0}, 003 U@, A) [ A >0}

= Si N es no vacio o no contiene al origen, entonces A(N) = Ay ony(A(N)) =

{0, ) | X e A}

» Si N contiene al origen pero no en su interior, entonces A(N) = (0,1] y

on(A(N)) ={(@,A) [ A > 0}.

Usando lo anterior, restringiendonos a cualquier subconjunto abierto de A(N) vemos
que podemos 'separar’ todo el segmento menos a los dos origenes, (f,0) y ({0},0).
Se sigue que . es un segmento con dos origenes, no es Hausdorff, y la proyeccion es
la esperada. Esto se resume en la figura:

(0,2 [ A>0)

Figura 4.4: El espacio . asociado al flujo.
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Notamos que . tiene una unica componente conexa, y el indice homotdpico solo
es la constante [x].

Observaciéon 4.1.9. Sio : A — . es una seccion continua, entonces el conjunto

A(N,0) := o on(A(N)))
={AN €A | N x X es una vecindad aislante para o(\) en X x A}.

es abierto en A.

4.2. El indice es localmente constante en .

En esta seccion demostraremos que el indice se puede entender como una asig-
nacion localmente constante en .. Notamos como en los ejemplos anteriores esto
se cumple. Asumiremos que S C X X A es un conjunto invariante aislado que es la
imagen de una secciéon o : A — 7.

Notacion SiAe Ay N C X x A es compacto, denotaremos por

N(A) = NN (X x A). Similarmente si K C A es compacto consideraremos N(K) =
NN (X x K). Observamos que si Ny, Ny es un par de indice para .S, tenemos una
inclusién candnica

J: Ni(A)/No(A) <= N1/ No.

Ejemplo 4.2.1. Consideramos la familia a un parametro de flujos en R dada por la
ecuacion diferencial

& =az?— N\
con A € A = [—1,1]. Cuando A = 0 tenemos un tnico punto singular, el origen. Si

A # 0 este se bifurca en dos puntos criticos.
Dibujamos el flujo en el producto, asi como la inclusién j como sigue:
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NO
v

Figura 4.5: La inclusién j : N1(A)/No(A) <= Ni/Np.

N

|

I | A

Primero verificaremos que la inclusiéon nos define un morfismo de sistemas conexos
simples entre los indices de Conley. La segunda parte consistira en demostrar que
7 es de hecho una equivalencia homotdpica, al menos localmente. Recordamos la
definiciéon de morfismo de sistemas conexos simples.

Definicién 4.2.2 (Morfismo de sistemas conexos simples). Si I, J son dos sistemas
conexos simples, entonces ® : [ — J se dice ser un morfismo de sistemas conexos
simples si ® es una coleccién de clases de homotopia de aplicaciones de Ip en Jo
sujeta a las condiciones:

» Para cada X € Ip,Y € Jy, P(X,Y) :={[f] : X = Y | [f] € ®} es no vacia y
consta de un sélo elemento,

» Dadas f: X — X' € I1,9: Y — Y’ € Jy se cumple que [t opo f] € P(X,Y)
dénde ¢ € (X", Y").

Proposicién 4.2.3. Sea (N1, Ny) un par de indice para S en X x A. Entonces la
inyeccion j : Ni(X)/No(A) — N1/ Ny induce un morfismo entre los sistemas conexos
simples S (g(A), X x \) y Z(S,X x A) que es independiente de la eleccion de par
de indices.

Demostracion. Sea (Ni, Nj) otro par de indice para S en X x A, sea T' > 0 tal que

(2, p) - [=T,T] C N1\ No = (z,p) € N\ Ng
(2, 1) - [=T,T] € NJ\ N} = (z, 1) € Ny \ Ny
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y definamos f(\); : N1(A)/No(A) = N{(A)\ N(A) v g : Nj /N, — N1/Ny dadas por

(2, 0), 3], (2,0) - [0,2¢] € Ny \ Np, (2, \) - [t,38] € NI\ N,

F)elw, Al = {[N(’)()\)] de otra manera, (z, \) € Ny,

(2] = [(z,p) - 3t], (z,p)-[0,2t] € N{\ N§, (z, ) - [t, 3t] € Ny \ No
g [No], de otra manera, (z, u) € Ny

para t > T'. Entonces la composicién g, o j(\) o f(A); estd dada por

(2, A) - 61] (2, ))-[0,6¢ C Ny \ Ny

[No] de otra manera

gr 0 J(A) o f(A)elz, A] = {
para (z,A) € Ni(A) y por tanto es homotépica a la inyeccién j.

Necesitaremos un lema antes de seguir.

Lema 4.2.4. Si N es una vecindad aislante para S en un flujo local métrico X C T,
entonces existe una vecindad N' de N que también es vecindad aislante para S.

Demostracion. Si el enunciado fuese falso existiria una sucesién 7 en X \ N tal
que d(y - t,N) < %, pero cualquier punto de acumulacion de ;. satisfaceria v €

X\ NNInv(N), lo que es una contradiccion. O

El siguiente lema sera fundamental para demostrar que la inyeccion es localmente
una equivalencia homotopica.

Lema 4.2.5. Sea (N1, Ny) un par de indice para S en X X A y sea \g € A un valor
fijo. Entonces existe una vecindad compacta K de Ny en A y tiempos Ty > 2Ty > 0
tales que se cumplen los siguientes enunciados.

1. N x K es una vecindad aislante de S(K) y U x K es una vecindad de S(K)
en X x K, donde N,U se definen como sigue:

N = mx (N1 (K) \ No(K)) = mx (N1 (K) \ No(K)) (4.1)

U =int (] mx(N1(A) \ No(N)). (4.2)

AEK
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2. Para todos x € X, u, A € K yT >'T1 se cumplen las siguientes implicaciones:

(x,pu) - [-To,To)) CN x K =z eU, (4.3)

(mx((, 12) - [0, T]), \) € Ny(K) \ No(K), . |
{ (xnu)[To,TMZUXK }:>< X(( 7:“/) T)v)‘> [OuT]ﬂZOZE;O

Demostracién. Para demostrar 1 escojemos vecindades aislantes N' y N2 de S en
X x A tales que Ny \ Ny es una vecindad de N!' en X x A y N? es una vecindad
aislante de Ny \ Ny en X X A. Por la observacién 4.1.9 el conjunto

A(mx (N (X)), 0) N A(mx (N*(Xo)), 0)

es una vecindad abierta de \g. Luego por ser A localmente compacto tenemos que
existe una vecindad compacta K de \g contenida en A(mx(N'(\g)), o)NA(mx (N?(N)), o).
Esto implica que

Tx(N'(\)) x K,  mx(N?*(\)) x K

son vecindades aislantes para S(K) en X x K. Mas ain afirmamos que podemos
achicar a K de manera que

mx(N'(X\)) x K C Ny \ N,

mx(N1(\) \ No(V)) € mx(N%(No)), VA € K.

La primer inclusién se sigue de la contencién N1()\g) C int Ny \ Ny. Para demos-
trar la segunda inclusion procedemos por contradiccion. Si no fuese cierta, existiria
una sucesién (xy, \) € Ny \ Ny tal que )\, tiende a A\ y (7%, A\o) ¢ N?. Pero en-
tonces cualquier punto de acumulacién xy de x cumpliria que (zg, A\g) € N1 \ No y
(g, No) € (X x A)\ N2, contradiciendo que N? es una vecindad de N \ Np.

De estas dos condiciones se sigue que
Tx (N (X)) C mx(N1(A) \ No(N)) € mx (N*(Xo))

y por tanto se cumple 1.

Para demostrar 2 escogemos a la vecindad compacta K que acabamos de cons-
truir. Sabemos que existe un Ty > 0 tal que se cumple 4.3, por el lema 2.1.9. Mas atn,
si 4.4 se cumple para algin 77 > 27} entonces se cumple para todo T' > T7, ya que la
primera condicién en 4.4 junto con 4.3 nos garantiza que (x, u)- [T, T —Tp] C U x K.
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Entonces supongamos que 4.4 no se cumple para ningin 7' =T} > 0 y para ninguna
vecindad de )y en A. Entonces existen sucesiones x € X, A\, € K, up € K, T}, > 2Ty,
ti € [To, Ty| tales que Ty, diverge, Ay y p tienden a g y

(mx ((@e, ) - 10, Ti]), M) © N1(K) \ No(K), (4.5)

Se sigue de 4.5 y 4.3 que (zg, ug) - [To, T — To] C U x K y por tanto t > Ty — To.
Sea xg € N un punto de acumulacion de wx ((zk, pr) - T) v sea 7 > 0 un punto de
acumulacién de Ty — t;. Entonces por 4.5 y 4.7 se sigue que (z9, \g) - R C Ny \ Ny y
entonces (29, A\g) € S. Pero por 4.6 se sigue que (zg, A\g)-(—7) ¢ U x K, contradiciendo
que S(K) C U x K.

]

Finalmente llegamos al iltimo teorema de esta seccién.

Teorema 4.2.6. Sea (Ni, Ny) un par de indice para S en X x A, sea \g € A un
parametro dado y K una vecindad compacta, contrdactil de \g en A que satisface las
condiciones del lema anterior para tiempos T7 > 21y > 0. Entonces la inyeccion

JA) = Jr(A) - Ni(A)/No(\) = Ni(K)/No(K)

es una equivalencia homotdpica para cualquier X € K. Mds ain, la aplicacion f(\) =
fic(A) : Ni(K)/No(K) — Ni(A)/No(A) definida por

[(mx ((z, p) - 3T), A) - T, si (w, ) - [0,2T] € Ny \ N,
(mx ((z, p) - [T, 3T1), A) € N1\ No
(mx((@, 1) - 3T),A) - [0,T] € Ni \ No
[No(A)] de otra manera

es un inverso homotopico de j.

Demostracion. Notamos que la composicién f(\) o j(A) esta dada por

[(z,\)-4T], si(z,\)-[0,4T] C N1\ No
[No(N)], de otra manera.

F) 0 j(N[(, N)] = {
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para (x,\) € N1(A) que es homotdpica a la identidad. La parte dificil es mostrar que
la composicién j(A) o f(A) es homotépica a la identidad. Por ser K contractil existe
una homotopia r : K x [0,1] — K tal que

r(p,0) =p,  r(p,1)=2A

para todo p € K. Definimos F': Ni(K)/No(K) x [0,1] — Ny (K)/No(K) como

[(mx (@, ) - 3T),r(p, §)) - T] st (x, p) - [0,2T] C Ny \ No,
(mx ((z, p) - [T,3T1),7(n, €)) € N1\ No,
(ﬂ-X((x?/L) ' 3T)7T(M7 é)) ’ [OvT] cM \ NO;
[No(K)] de otra manera.

F(lz,pl, €) =

Notamos que por las propiedades de r se cumple que F(_, 1) = j(\) o f(\) mientras
que F(.,0): Ni(K)/No(K) — Ni(K)/No(K) esta dada por

(2, ) - 4T1, i (, 1) - [0,4T] € Ny \ No
[No(K)] de otra manera.

F([m,uLO)—{

que es homotopica a la identidad. Solo falta verificar que F' es continua.

En los cuatro casos siguientes la continuidad de F' se verifica analogamente a las
pruebas que hemos hecho, en particular hacemos referencia al lema2.1.10:

1.

2.

3.

(
(
(mx (2, p) - 3T), 7(u, €)) - [0, T] & Ni(K) \ No(K),
(

4.

Por lo que podemos asumir que se cumplen las siguientes

(z, 1) - 0,2T] C Ni(K) \ No(K), (4.8)
(WX((QS’M) ’ [T’ BT]),’F(U,S)) - N1<K) \ NO(K)v (49)
(mx((z, p) - 3T),r(u, €)) - [0,T] € N1\ No. (4.10)

Ahora entra en juego el lema anterior. Dado que T > 2Ty, se sigue por 4.8 y
4.3 que (z,p) - [T,T +Ty] € U x K donde U esté definida por 4.2. Después, por
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4.94.10 y 4.4 que (z,p) - [T+ Ty,3T] C U x K. En particular (x,u) - 2T ¢ Ny. Asi
las condiciones 4.8 y 4.9 se pueden reemplazar por

(x,p) - [1,3T) C U x K. (4.12)

Pero las condiciones 4.10,4.11 y 4.12 juntas son estables bajo variaciones pequenas
de (z,pn) € Ni(K) y £ €]0,1]. Esto demuestra la continuidad de F O
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Conclusion

La teoria de indice de Conley se centra en el estudio de subconjuntos invariantes
e aislados de sistemas dinamicos. A cada uno de éstos le podemos asociar una ve-
cindad aislante asi como un conjunto de salida. El cociente de estos dos resulta ser
independiente de nuestra eleccion inicial salvo homotopia, por lo que podemos asig-
nar de manera precisa un tipo de homotopia a cada subconjunto aislado e invariante.

Maés aun, este indice homotdpico satisface muchas propiedades deseables: es facil-
mente calculable para puntos criticos hiperbdlicos, es aditivio y multiplicativo y
detecta conjuntos aislados e invariantes. Ademas, si tenemos una descomposicién
atractor-repulsor, existe una relacion estrecha entre los diferentes conjuntos inva-
riantes dada en la forma de la sucesion coexacta de Puppe.

Finalmente el indice es robusto: bajo pequenos cambios del flujo, el indice per-
manece inalterado. Esto lo convierte en una potente herramienta en el estudio de
sistemas dinamicos en areas aplicadas, puesto que no depende de la precision de los
parametros.

Estas caracteristicas hicieron del indice de Conley una potente herramienta que

se puede aplicar a un amplio espectro de situaciones. En particular se destaca la
demostracién de Floer (ver [Flo]) de la conjetura de Arnold en geometria simpléctica.

91
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Capitulo 5
Apéndice A: Un ejemplo mas

Ejemplo 5.0.1. Consideramos el flujo en el plano definido por la ecuacion diferencial
F=iz+(1— |22

dénde z es una coordenada compleja. Alternativamente se puede describir a través
de la ecuacion en variables reales

-0l

Podemos hacer un esbozo del flujo:

Tenemos dos conjuntos aislados e invariantes relevantes: el origen y la orbita pe-
riédica que parametriza a la circunferencia unitaria. Los denotaremos por {0} y C
respectivamente. Comencemos con el origen. Podemos considerar un disco alrededor
del mismo como vecindad aislante. El conjunto de salida no es més que la frontera,
como muestra la figura.

93
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Figura 5.1: Un par de indice para {0}.
Por tanto tenemos que h({0}) = [Ny/Ny] = S2. Asi CH*({0}) = (0,0,%Z,0,...).

Enseguida, podemos construir un anillo compacto alrededor de C' para conseguir
asi una vecindad aislante N:

Figura 5.2: Una vecindad aislante para C'.
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Notamos que el conjunto de salida de N es vacio, por lo que h(C') = [N/0] = [S'U{x}].
Asi CH*(C) = (Z,7Z,0,...).

Tenemos otro conjunto aislado e invariante: el disco unitario D. Una vecindad
aislante puede darse como un disco ligeramente més grande. Su conjunto de salida es
vacio, y por tanto h(D) = [S°]. Entonces CH*(D) = (Z,0,0,...). Més atin, notamos
que D tiene una descomposicién atractor-repulsor: {0} es un repulsor mientras que
C' es un atractor. La sucesion exacta atractor-repulsor entonces toma la forma

5 CH({0})) —— CH(D) —— CH(C)

CH'({0}) —— CHYD) —— CH'(C)

CH2({0}) —— CH?(D) —— CH?(C)

e}

y explicitamente queda
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CAPITULO 5. APENDICE A: UN EJEMPLO MAS
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