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1 Introduction

Durant mes deux années en classe préparatoire au lycée Leconte de Lisle a la Réunion, les mathé-
matiques se sont révélées étre une discipline réellement passionnante avec l'introduction de nouveaux
concepts et théories jamais abordées lors de la Terminale.

Grace a ces deux années, j'ai redécouvert les mathématiques sous un nouvel aspect, elles me sont
apparues comme indispensables et pleines d’avenir et j’avoue que certains théorémes ont été pour moi
source d’émerveillement.

Par ailleurs, cela m’a donné envie d’enseigner ces mathématiques et de susciter ainsi chez les éleves,
le méme engouement que j’ai ressenti pour cette matiere. C’est pour cela que j’ai décidé d’intégrer en
2006 la Licence troisieme année intitulée Mathématiques Fondamentales et Appliquées (L3 MFA) de
I'université Paris-SUD ainsi que la premiére année du Magistére de mathématiques. Je voulais par ce
biais, développer au mieux ma culture mathématique, et je savais par ailleurs, que ces deux formations
me fourniraient un environnement mathématique fécond, et me permettraient ensuite, de concrétiser mon
projet professionnel .

2 Parcours au sein du magistere

2.1 Premiére année de magistere
2.1.1 Cours suivi

La premiere année de magistere a été I'occasion d’assister & un cours tres intéressant intitulé Espaces
de Banach et mesures complexes dispensé par M. Patrick Gérard. Ce cours s’est révélé étre un des cours
les plus utiles lors de la poursuite de mes études. En effet, les théoremes de Banach, de compacité et
de convergence faible abordés dans ce cours magistral, ont été au centre d’un cours d’analyse de M1 et
m’a permis ainsi, d’avoir de solides bases pour appréhender la premiere année de master. J’ai également
retrouvé ces notions lors de ma préparation a I'agrégation, et j’ai pu alors retravailler ces concepts en
toute sérénité, et me concentrer sur d’autres points du programme d’agrégation moins familiers.

2.1.2 Projet TER

Comune je le disais précédemment, j’ai toujours été émerveillée et intriguée par les mathématiques et
lorsque ce sujet de TER Transcendance de e et de w a été proposé par M. Stéphane Fischler, je n’ai pas
hésité une seconde. En effet, j’avais déja entendu parler de la transcendance de 7w qui a notamment de jolies
implications en géométrie. Mais pouvoir le démontrer rigoureusement était une aubaine afin de satisfaire
ma curiosité mathématique. Ainsi, ce premier projet de recherche n’a fait que confirmer mon attrait pour
les mathématiques et j’ai entrevu les mécanismes et les qualités requises pour effectuer un travail de
recherche : une bibliographie préliminaire sur le sujet, une motivation sans faille et de I'opiniatreté pour
pouvoir mener a terme une démonstration récalcitrante par exemple.

2.1.3 Stage

Lors de la premiére année de magistére, j’ai également effectué un stage obligatoire dans un labora-
toire de recherche. Etant originaire de la Réunion, j’ai donc contacté le laboratoire d’Informatique et de
Mathématiques (LIM) de la-bas afin d’y faire mon stage.

J’ai été alors encadré par M. Khalid Addi, professeur au sein de ce laboratoire sur le sujet suivant :
Influence des parametres environnementauz sur le comportement des prédateurs supérieurs dans le canal
du Mozambique.

Ainsi, ce sujet mélant mathématiques et environnement m’a beaucoup plu et pendant un mois, j’ai
fait partie d’une équipe et j’ai touché du bout des doigts ce microcosme qu’est le monde de la recherche.




Une des expériences pendant ce stage que j’ai trouvé treés formatrice, est cette participation au sixieme
colloque de WIOMSA (Western Indian Ocean Marine Science Association) qui s’est tenu a la Réunion
du 24/08/09 au 29/08/09.

En effet, j’ai exposé en anglais mon travail effectué lors du stage, et cela m’a donné l'opportunité
d’avoir une premiere expérience d’un passage en public et ce dans une langue étrangere, ce qui était
nouveau pour moi a cette époque. Je garde un tres bon souvenir de ce stage car les expériences y ont été
variées et tres enrichissantes.

2.2 Deuxieme année de magistere
2.2.1 Cours Semestre 1

La deuxiéme année de magistere en parallele avec le master 1 de Mathématiques Fondamentales
et Appliquées a consisté au premier semestre a suivre un cours intitulé Théorie spectrale et analyse
harmonique enseigné par M. Frédéric Paulin.

La aussi, ce fut un cours tres instructif et surtout tres utile, étant donné que les opérateurs compacts,
les fonctions harmoniques et les espaces de Hilbert sont un pan central du programme d’agrégation.

Ainsi, ce cours complet sur cette thématique, a permis de se familiariser avec des notions incontour-
nables par la suite, mais surtout d’assimiler quelques techniques de démonstration réapplicables dans
d’autres situations.

2.2.2 Cours Semestre 2

Le cours du semestre 2 dispensé par M. Emmanuel Breuillard quant a lui, consistait en une Introduction
a la théorie analytique des nombres.

Ce cours s’est révélé vraiment intéressant et a réveillé ma curiosité mathématique, méme si parfois il
était d’un niveau assez relevé.

En effet, les nombres premiers m’ont toujours fasciné, et de pouvoir comprendre le lien avec la fonction
¢ de Riemann grace a I’hypotheése de Riemann, a été source d’'une grande satisfaction.

Mieux encore, on a pu lors d’un devoir a la maison, aboutir a une formulation équivalente de I’hypo-
these de Riemann.

2.2.3 Projet TER

Le projet TER que j’ai réalisé en seconde année de magistere, se rapproche du theme de celui effectué
en premiere année puisqu’il s’intitule Constructibilité a la regle et au compas. Il a été encadré par M.
Daniel Perrin qui m’a beaucoup conseillé et aidé dans la suite de ma scolarité, notamment pour les
concours d’enseignement.

Ainsi, ce sujet autour de la constructibilité a la regle et au compas est historiquement tres ancien. Mais
c’est avec 'arrivée de la théorie des groupes, des corps et celle de Galois que I'on a réussi a résoudre ces
probléemes anciens que sont la quadrature du cercle, la duplication du cube ou encore la constructibilité
de polygones réguliers a la regle et au compas.

Ainsi, ce projet TER a été riche d’enseignements, m’a fait découvrir la théorie de Galois et aborder
cette fois-ci un pan fondamental de 'algebre étudié pour l'agrégation. Je reste de plus, tres satisfaite
d’avoir réussi & réaliser moi-méme la construction d’'un polygone régulier a 17 cotés a la regle et au
compas (voir annexes).




Apres I'obtention de mon master 1, j’ai décidé naturellement de passer le concours de I’agrégation et
donc d’interrompre pendant un an le magistere, afin d’intégrer le M2 Formation de Professeurs Agrégés
en mathématiques (FPA).

2.3 Troisieme année de magistere
2.3.1 Cours supplémentaire suivi

L’agrégation en poche, j’ai alors effectué un report de stage pour suivre le M2 recherche Probabilités
et statistiques d’Orsay.

J’ai repris ainsi le magistére en cours, et la troisiéeme année de magistere consistait alors a suivre et a
valider un cours supplémentaire du M2. Etant vraiment passionnée par ce M2, j’ai donc suivi et validé 5
cours supplémentaires : Grandes déviations, Transitions de phase, Concentration et sélection de modéles,
Statistiques et théorie de linformation, Modéles pour la classification non supervisée.

Méme si j’avais choisi le M2 orienté plus vers les statistiques car c’est une discipline enclin a de
nombreuses applications variées, les cours de probabilités m’ont permis d’élargir ma culture scientifique
et de garder une certaine ouverture d’esprit. Par exemple, grace au deux cours Grandes déviations et
transitions de phase de M. Raphaél Cerf, j’ai pu approfondir certains notions survolées dans le programme
de statistiques de I’agrégation et avoir les réponses aux quelques questions que je me posais.

De plus, j’y ai rencontré celui qui allait devenir mon futur maitre de stage.

2.3.2 Stage

Au second semestre de ce M2, j’ai alors effectué un stage obligatoire de 4 mois en partenariat avec
le CEA sous la direction de M. Gilles Celeux, M. Patrick Pamphile et Mme Krystyna Biletska. Celui-ci
portait sur Uapplication des méthodes CART et foréts aléatoires au probléme d’estimation de l’état de
charge d’une batterie électrique.

Ce stage a fait le lien entre la théorie apprise lors des cours de ce M2 et la mise en pratique de
celle-ci qui n’est pas toujours évidente. En effet, lors de ce stage, j’ai eu affaire a une tres grande base de
données et il a fallu d’une part, savoir les gérer et d’autre part, appliquer les méthodes d’apprentissages
sur celle-ci. Un travail bibliographique s’est avéré alors nécessaire.

Ainsi, ce stage m’a apporté une expérience des plus concrétes dans le monde de la recherche, de mettre
en lumiere I'importance des partenariats et dialogues entre les différents acteurs du développement de la
recherche en mathématiques appliquées.

Enfin, et non des moindres, ce stage m’a ouvert les portes de la these que j’effectuerai pendant
les trois ans a venir, sous la direction de M. Gilles Celeux et de M. Patrick Pamphile que je remercie
chaleureusement de m’avoir fait confiance. Elle sera par conséquent, dans le prolongement de mon stage
et s’intitulera Modéles de classification pour l'analyse de données temporelles. La prochaine partie de ce
mémoire sera par conséquent consacrée a la présentation du contexte de ma these et je reste tres motivée
pour la suite de mes aventures dans le monde envoiitant que constituent les mathématiques.

3 Présentation du domaine de recherche : Application des mé-
thodes CART et foréts aléatoires au probleme d’estimation
de I’état de charge d’une batterie électrique

3.1 Contexte appliqué

Une batterie élémentaire est un systeme électrochimique complexe.
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FIGURE 1 — Charge/Décharge d’une batterie élémentaire

En effet elle se compose de deux électrodes (anode et cathode) et d'un électrolyte qui permet de faire
passer les ions d’une électrode & une autre (voir figure 1 ).

Lorsque la batterie est chargée, les ions se retrouvent a la cathode et inversement lorsque la batterie est
déchargée. Lors du phénomeéne de décharge, un dispositif est branché et un courant circule. Les électrons
se déplacent alors dans le sens contraire donné au courant. Pour rejoindre la cathode, les ions utilisent
I’électrolyte et 'anode est dit "réducteur'. De maniere analogue, on peut décrire le phénomene de charge.

Ensuite, rappelons quelques définitions utiles pour la suite dans la compréhension de la problématique.

Définition 1. Tension. La tension U de la batterie est la différence des potentiels entre deuz électrodes.

Définition 2. Courant. Le courant est la charge électrique traversant un conducteur par une unité
de temps et portée par les électrons dans une électrode (courant électronique) ou par les ions dans un
électrolyte (courant ionique).

Définition 3. Charge, décharge. La quantité de charge, fournie par la batterie durant sa décharge, est
calculée comme une intégrale de courant de décharge sur une période de décharge [t1;ts] :

ta
Q- / I, dt.
ty

Définition 4. Capacité C. C’est la quantité mazimale de charge, qui peut étre obtenue en déchargeant
complétement a courant constant, la batterie initialement complétement chargée.

Elle est mesurée en ampére-heure (Ah).

Définition 5. Régime de courant. Il est défini comme la vitesse a laquelle une quantité de charge

équivalente a % est extraite de la batterie (décharge) ou fournie d la batterie (charge) durant n heures.

Définition 6. Capacité nominale : C,,,,. C’est une capacité obtenue sous le régime de décharge
nominal i.e. sous certaines conditions de décharge préconisées par le constructeur.




Capacité disponible : Cy;s,. Elle est définie comme la capacité fournie par une batterie, qui n’est pas
complétement chargée initialement, sous le régime de décharge non nominal.

Remarque. La température, le régime du courant et ’historique de l'utilisation de la batterie in-
fluencent la capacité nominale.

Définition 7. On définit ’état de charge de la batterie ([14] ) notée SOC (State Of Charge) par :

soc = St

nom
Remarque. Cette quantité est souvent difficile a estimer car il y a :
— une influence de la température interne : la capacité nominale augmente lorsque la température
interne augmente,
— une influence de 1'état de santé SOH (State Of Health) : la capacité nominale diminue au cours du
vieillissement de la batterie,
— une influence du régime de courant.

Cependant, nous pouvons répertorier plusieurs méthodes existantes pour estimer I’état de charge d’une
batterie ([15],[8]).

Nous citerons la plus usuelle qui est une méthode physique, la méthode coulométrique. En effet, elle
consiste a estimer le SOC a l'instant ¢ de la maniére suivante :

SOC; = SOCy +

/t: I(T)dr (1)

nom

Ainsi, cette méthode décrit le SOC a l'instant ¢ comme le SOC a l'instant initial ¢y plus la somme des
courants distribués entre t et tg.

Cette méthode a 'avantage d’étre facile a implémenter et nécessite la mesure du courant uniquement.

Cependant, elle présente quelques inconvénients. En effet, si le capteur de courant est imprécis, on a
une accumulation de I'erreur. De plus, comme nous I'avons dit précédemment, il y a un changement de
la Chom- Enfin le SOC est difficile & estimer en temps réel.

On peut alors définir la problématique.

Une batterie d’un véhicule électrique est soumise a plusieurs charges/décharges partielles et complétes.

Les mesures suivantes sont prélevées a chaque instant : température interne, température externe, courant
et tension de la batterie.
La problématique est donc la suivante : estimer [’état de charge de la batterie d’un véhicule électrique en
temps réel a partir d’une tres grande base de données : mesures instantanées de la température interne,
ambiante, du courant et de la tension. Il y a la une volonté de trouver une méthode qui puisse prendre
en compte une trés grande base de données. C’est pourquoi les enjeux soulevées par cette problématique
vont étre les suivants :

1. Appliquer les méthodes Classification And Regression Trees (CART) et foréts aléatoires aux pro-
blémes d’estimation de SOC car d’une part ils permettent de prendre en compte une grande base de
données issues de roulages réels et contenant des mesures instantanées de la température interne,
de la température ambiante, du courant, et de la tension de la batterie.

D’autre part, ce sont des méthodes applicables en temps réel.
2. Evaluer la robustesse des méthodes par rapport aux différentes utilisations de la batterie.

3. Réussir a adapter ces deux méthodes pour prendre en compte 1'aspect temporel




3.2 Contexte théorique
3.2.1 Meéthode d’apprentissage statistique

On consideére un modele de régression (dans notre cas non linéaire) : soit (X,Y) variable aléatoire dans
(RP,R) et satisfaisant :
Y = f(X) +e, (2)
ol € bruit centré, de variance o2 et f fonction de régression a estimer.
Comme la loi P de (X,Y) est inconnue, on veut reconstruire f a partir d’un échantillon :

L= {(x4, yt)}tzl,--- n

composé de n réalisations indépendantes de (X,Y) et ou z; sont les variables explicatives et y; sont les
variables a expliquer.

Le but de Papprentissage supervisé ([9]) est de construire un modéle statistique en proposant un

estimateur f de la fonction f (2).
L’élaboration et la validation du modele sont faites avec deux ensembles distincts de données :

Lapp = (T3 Yt )t=1,- k> (3)

appelé ensemble d’apprentissage, qui est utilisé pour construire le modele, I’ensemble, dit
de validation,
Lyal = (Tt;Yt)t=k+1,- j
qui est utilisé pour calibrer les parametres du modele, et 'ensemble dit de test,

Liest = (ﬂ?ﬁyt)t:j-s-lwnn

qui est utilisé évaluer la qualité du modele choisi.
Ainsi, étant donné Lpp, et Liest, le probleme consiste a estimer la fonction f, en minimisant le risque
de Destimateur f :

A

R =B [If = ],

o P est la loi marginale de X, |||, est choisie ici comme la norme 2 sur L?(R?, 1)), ou parfois comme la
norme 1.

Mais on ne connait pas P, donc f est obtenu comme celui qui minimise la fonction contraste quadra-
tique empirique ou erreur quadratique moyenne (MSE) :

RH=1 X - @

(xt sYt ) ELapp

Par ailleurs, si nos estimateurs f dépendent d’un parametre «, on utilise I’échantillon de validation pour
calibrer au mieux ce parameétre en choisissant @ qui minimise

~

1 > (= flw, )

—J5+1
noJt (zt,yt)ELvar

Enfin, on valide notre modele en souhaitant que la qualité de notre estimateur décrite par 'erreur qua-
dratique moyenne des résidus ou erreur de généralisation (MSE residuals) (ou MAE residuals pour la

norme 1) :
—~ 1 LI

R.(f) I Z (f(we) = we)? ()

t=k+1

soit la meilleure.




3.2.2 CART

La méthode CART est ainsi une méthode d’apprentissage statistique. Plus précisément, c’est une
méthode de régression non paramétrique qui est utilisée pour construire des arbres de décision qui per-
mettent de prendre un ensemble de décisions basé sur les données explicatives afin d’estimer la variable
a expliquer. Ils servent ensuite, étant donné un nouvel échantillon de variables explicatives, a estimer la
variable a expliquer relatif a celui-ci.

La construction des arbres de décision a partir de données est une discipline déja ancienne. Les statis-
ticiens en attribuent la paternité a Morgan et Sonquist (1963) qui, les premiers, ont utilisé les arbres de
régression dans un processus de prédiction et d’explication (AID Automatic Interaction Detection). Il s’en
est suivi toute une famille de méthodes, étendues jusqu’aux problemes de discrimination et classement,
qui s’appuyaient sur le méme principe de la représentation par arbres (THAID — Morgan et Messenger,
1973 ; CHAID — Kass, 1980). On considére généralement que cette approche a connu son apogée avec la
méthode CART (Classification and Regression Tree) de Breiman et al. décrite en détail dans une mono-
graphie intitulée Classification And Regression Trees de 1984 ([4]) et qui fait encore référence aujourd’hui.

Elle a été ensuite implémentée pour le logiciel R en 1997 par T. Therneau, B. Atkinson et B. Ripley
sous le paquet rpart ([12]) et contient des parties implémentées en C, ce qui optimise le code. Il existe
par ailleurs d’autres paquets similaires sur R comme tree ou party, mais rpart reste le plus largement
utilisé, notamment pour sa rapidité.

Par ailleurs, pour ce qui est de la représentation visuelle des arbres, un paquet rpart.plot a été
implémenté pour le logiciel R en 2012 par Stephen Milleborrow ([13]) et permet d’améliorer la représen-
tation déja existante dans rpart, pour plus de lisibilité et d’esthétisme (voir figure 2).

Les arbres de régression sont des arbres de décision binaires. Rappelons la définition rigoureuse de ces
derniers :
Définition 8. Un arbre binaire est une structure de données qui peut se représenter sous la forme d’une

hiérarchie dont chaque élément est appelé neeud, le neud initial étant appelé racine.

Dans un arbre binaire, chaque élément posséde au plus deux éléments fils au niveau inférieur, habi-
tuellement appelés neeud fils gauche et neud fils droit. Du point de vue de ces éléments fils, I’élément
dont ils sont issus au niveau supérieur est appelé pére.

Un neud n’ayant aucun fils est appelé feuille. Le nombre de niveauz total, autrement dit la distance
entre la feuille la plus éloignée et la racine, est appelé hauteur de l’arbre.
Le niveau d’un neud est appelé profondeur.

Le principe des arbres de régression consiste a partitionner de maniere récursive et dyadique I’espace
d’entrée RP dans lequel sont définies les variables explicatives .
Cette partition est réalisée a l’aide de conditions imbriquées sur les variables explicatives.

Définition 9. Nous appelons coupure un élément de la forme
S(j,d) U S(j,d)° = {wsla] < d}U {wi|a] > d}
ot j € {1,...,p} est le numéro d’ une variable explicative et d un seuil (voir figure 3).

Nous noterons Si,...,S5m,..., 5y les régions formant cette partition. Sur la figure 3, nous avons
schématisé un arbre ot S7,..., S} représentent des coupures. Chaque région S, est donc I'intersection
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FIGURE 2 — Exemple d’arbre de régression avec le paquet rpart et rpart.plot de R (voir partie 3.3)

de coupures.
Dans notre cadre d’étude, nous associerons a chaque région S, une valeur constante c,,. Nous cher-
chons donc un estimateur f de f (cf. (2)) sous la forme :

M

flz) = Z cmlzes,, -

m=1

Par la suite, nous devrons déterminer ¢, et S, de telle sorte que fminimise (4).
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F1GURE 4 — Correspondance entre régions et feuilles de I’arbre

Coupure optimale.

On va préciser la régle de coupure qui permettra d’obtenir un tel estimateur :

o~ o~

Proposition 1. Le découpage optimal S(}, d) est obtenu pour le couple ( d) vérifiant :

(3,(2) € argmin {mlnR (c1ls(ja)) + mlnR (c2lg(j,a)e ]
(o) Lor€R

. . 2 . 2
€ argmin | min — C + min — C
gd) min § (y+ — 1) min E (ye — c2)

z1€S(j,d) z¢€85(j,d)°

La méthode sélectionne alors la meilleure coupure, c¢’est-a-dire le couple (j,d) qui vise & diminuer a
chaque étape 'erreur quadratique moyenne (MSE) (cf (1 4) ) des noeuds fils.

Une fois la racine de ’arbre scindée en deux, on se restreint a chacun des nceuds fils et on recherche
alors, suivant le méme procédé, la meilleure facon de les découper en deux nouveaux nceuds, et ainsi de
suite.

Remarques.
1. Une coupure est dite admissible si aucun des nceuds fils engendrés n’est vide.

2. Autrement dit, la meilleure segmentation S € 8 d'un nceud N est celle qui fera le plus décroitre
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S = argmax AR(S, N), (6)
Ses
ot AR(S,N) = R*(fin) = R*(Fin,) = R*(Fin)-

3. 1l existe d’autres versions de cet algorithme comme MARS, C4.5 ou CHAID qui utilisent des cri-
téres autres que l'erreur quadratique moyenne (MSE) pour choisir les meilleures coupures ([12]).
Par exemple, CHAID (CHi-squared Automatic Interaction Detector) utilise un test du Chi-deux et
ne prend en compte que des variables qualitatives comparé & CART qui permet d’utiliser indiffé-
remment les deux sortes de variables : qualitatives ou quantitatives.

La proposition suivante permet de simplifier le double probleme d’optimisation 6 et permet de déter-
miner enfin les ¢, :

Proposition 2. En assimilant un neud N et la partie correspondante S(j,d) (j et d fizés), la valeur
associée a N sera :

argmin R*(clga) = 7——a—~—10 Z ye =Y s(,0)
ceR [{ze € S 2,€8(j,d)
ot la somme est prise sur toutes les variables a expliquer y; telles que xy € S(j,d).

D’ou le probleme de coupure optimale devient :

(j,d) € argmin mi% Z (yt—cl)2+mir§ Z (y: — c2)?
Gd) | E5G.a) s G-

= argmin | Y (—Ysga)t+ D, W—Ysgae)

Gd) | 2e50i,0) @ €5(j,d)°

Conclusion. Ainsi, l'arbre de régression T obtenu correspond a [’estimateur des moindres carrés fr de
f sur l’espace des fonctions constantes par morceaux sur la partition formée par les feuilles définie par
(Sm)m=1,...m- Ainsi, on a

M M
()= Cmlses,, = Y_ Y, laes,
m=1 m=1

La méthode CART peut étre vue ainsi comme une sélection de modéle sur des sous-espaces de L2(RP i)
de fonctions constantes par morceaux, définies sur des partitions finies de RP.

On peut maintenant exhiber un pseudo-code associé a I'algorithme CART :

1. Commencer d la racine de l’arbre et associer d celle-ci toutes les observations {x; = (xf,...,2V), ys}
de l’échantillon d’apprentissage.

2. Choisir la coupure optimale S = (27 < g) comme dans la proposition 1.

3. Une fois la coupure optimale choisie, associer a chaque neeud fils la valeur présentée dans la propo-
sition 2

4. Sile critére d’arrét choisi atteint un seuil fixé a l'avance, terminer l’algorithme et l’arbre construit
sera dit maximal. Sinon, appliquer Uétape 2 & chaque neeud fils 4 son tour.

Intéressons-nous maintenant aux criteres d’arrét évoqués dans la troisieme étape du pseudo-code.
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Critéres d’arrét.

Il existe plusieurs regles d’arrét qui permettent de décider si un noeud est une feuille :

Noeud pur. Un noeud devient une feuille lorsqu’il n’existe plus de coupure admissible. On dit alors que
le noeud est pur.

Profondeur maximale. L’arbre atteint une profondeur mazximale notée maxdepth fixée par l'utilisateur.
La profondeur par défaut sur rpart est 30 et nous conserverons cette valeur pour ne pas tenir compte
de ce critére.

Taille du noeud. Elle consiste a ne pas découper N si le nombre d’observations de L, contenues dans
N est inférieure a un certain nombre noté nodesize. La valeur par défaut est 25 sur rpart et nous la
conserverons également.

Parameétre de complexité c,. Elle consiste a ne pas découper le noeud N via la segmentation optimale

S si AR(S,N) = ¢p. La valeur par défaut dans rpart est 0.01. Par la suite, nous essaterons de calibrer
au mieux ce parameétre.

Les criteres utilisés dans le package rpart peuvent étre réglés par 'utilisateur.

3.2.3 Foréts aléatoires
La définition générale des foréts aléatoires est la suivante :

Définition 10. Soit (f(.,01),...,f(.,01)) une collection d’estimateurs par arbre, ot (©1,...,0) est
une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendante de l’échantillon d’apprentissage L,,. L’estimateur par
Jorét aléatoire est obtenu par agrégation (c’est a dire en faisant la moyenne de cetle collection d’estima-
teurs).

Remarques. Le terme forét aléatoire vient du fait que les estimateurs individuels sont, ici, explicitement
des estimateurs par arbre.

Concernant le vocabulaire des foréts aléatoires, il existe une ambiguité dans la littérature. En effet, Leo
Breiman, dans son article de 2001 ([3]), définit les foréts aléatoires comme ci-dessus. Les foréts aléatoires
sont donc pour lui une famille de méthodes.

Or, dans le méme article, il présente un cas particulier de foréts aléatoires, appelées Random Forests-RI
(Random Inputs), qu’il a ensuite implémentées et dont nous verrons juste aprés 1’algorithme ([5],[11]).

Par suite, ce sont ces Random Forests-RI qui ont été utilisées dans de trés nombreuses applications
réelles. Et pour cause, le programme est accessible a tous, facile d’utilisation et la méthode atteint des
performances exceptionnelles. Finalement, la dénomination "foréts aléatoires" désigne dans toute la suite
les Random Forests-RI.

Comment construit-on de tels objets? Pour ce faire, on a besoin de la définition d’un échantillon
bootstrap :

Définition 11. Un échantillon bootstrap LS est obtenu en tirant aléatoirement n observations avec
remise dans ’échantillon d’apprentissage L., chaque observation ayant une probabilité % d’étre tirée. La
variable aléatoire © représente alors ce tirage aléatoire. L’algorithme définissant les Random Forest-RI
est le suivant :

1. Pour / =1,..., L faire :

(a) Engendrer un échantillon bootstrap £9.
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(b) Créer un arbre aléatoire T} associé & L9 en répétant récursivement les trois étapes suivantes
pour chaque nceud de I'arbre jusqu’a ce que nodesize soit atteint :

(i) Choisir aléatoirement et uniformément m variables explicatives parmi p.

(ii) Prendre le meilleur couple variable explicative/seuil pour ces m variables au sens de la
proposition 2.

(iii) Découper le noeud en deux nceuds fils comme dans l'algorithme CART.

2. Renvoyer la collection d’arbres (Ty)¢=1,....1, obtenue.

Conclusion. L’estimateur par forét aléatoire est obtenue de la facon suivante pour tout x € RP :

Remarques.

1. Le tirage, & chaque noeud, des m variables se fait sans remise et uniformément parmi toutes les
variables (chaque variable a une probabilité 1 d’étre choisie). Le nombre m (m < p) est fixé au
début de la construction de la forét et est donc identique pour tous les arbres. Généralement, pour
des problemes de régression on choisit m = E(%).

2. Pour les Random Forests-RI, il y a donc deux sources d’aléas pour engendrer la collection des
estimateurs individuels : I'aléa di au bootstrap et ’aléa dii au choix des variables pour découper
chaque noeud d’un arbre. Ainsi, on perturbe a la fois I’échantillon sur lequel on lance la régle de
base, et a la fois le coeur de la construction de la régle de base.

Ainsi, 'explication des performances des foréts aléatoires réside dans le fait que rajouter un aléa
supplémentaire pour construire les arbres, rend ces derniers encore plus différents les uns des autres,
sans pour autant dégrader leurs performances individuelles. L’estimateur agrégé est alors meilleur.

([1],[4])-

3.3 Perspectives et questions ouvertes

En théorie, les méthodes proposées sont capables de prendre en compte une trés grande base de
données, c’est d’ailleurs pour cela que nous les avons choisies. Mais en pratique, nous nous sommes
rendus compte que certes elles prenaient en compte plus de données que la plupart des autres méthodes,
mais pas assez pour celles que nous avons a traiter. L’une des perspectives serait d’essayer d’améliorer
cet aspect restrictif.

Par ailleurs, lors du descriptif de ces méthodes, nous avons pu voir qu’a aucun moment elles ne
prennent en compte ’aspect temporel de nos données. Certes, lors de mon stage, nous avons appliqué telles
quelles ces deux méthodes a notre tres grande base donnée mais les résultats n’ont pas été entierement
satisfaisants. C’est pour cela qu’on pourrait se demander si I'on ne peut pas adapter ces méthodes de
régression & I'analyse de données temporelles. Affaire & suivre...
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4 Conclusion

Les trois années de magisteres ont été pour moi ’occasion de m’épanouir dans le monde des mathéma-
tiques, de confirmer mon engouement pour cette discipline et de mettre aussi toutes les chances de mon
coté afin de concrétiser mon projet professionnel . Elles ont été également le théatre de mes plus belles
rencontres tant amicales que professionnelles et j’en garde un excellent souvenir rempli d’anecdotes, de
travail acharné et d’amour des mathématiques.

5 Annexes : mémoires et documents rédigés dans le cadre du
magistere

5.1 Premiére année du magistere

5.1.1 Projet TER : Sur la transcendance de e et de 7
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1 Qu’est ce que la transcendance d’un nombre ?

1.1 Définition

Un nombre transcendant est un nombre réel ou complexe qui n’est ra-
cine d’aucune équation polynomiale du type :

n

Zakxk =0

k=0

ot n> 1 et les coefficients a; sont des nombres entiers et dont I'un au
moins des a,, est non nul.
Remarque :

1. Un nombre réel ou complexe est donc transcendant si et seulement si
il n’est pas algébrique.

2. Les nombres transcendants ne sont jamais rationnels. En revanche, tous
les nombres irrationnels ne sont pas transcendants.

1.2 Historique

Tout d’abord, il semblerait que ce soit Leibniz qui s’interrogea le premier
sur l'existence de nombres qui ne statisfont pas les polyndémes a coefficients
rationnels.

Ensuite, ce fut a Liouville de s’y interresser et il prouva notamment ’exis-
tence de tels nombres.

J. Lambert quant a lui, conjectura que e et m étaient transcendants et ce
ne fut qu’en 1873 que Hermite démontra le transcendance de e.

Quelques années plus tard, Lindermann proposa un démonstration de la
transcendance de 7 en 1882 & laquelle nous allons nous y attacher.

En 1900, David Hilbert a posé une importante question a propos des
nombres transcendants, connue sous le nom de septiéme probléme de Hil-
bert : Si a est un nombre algébrique non nul et différent de 1 et si b est un
nombre algébrique irrationnel, alors le nombre est-il nécessairement trans-
cendant 7 Grace au théoréme de Gelfond-Schneider, nous pouvons affirmer
que la réponse est oui et il nous permet ainsi de fournir quelques exemples
de nombres transcendants.

1.3 Exemples de nombres transcendants

A part les nombres e et 7, il existe d’autres nombres dont la transcendance
a été prouvée :



e™ (constante de Gelfond)

~ 22 (constante de Gelfond-Schneider) ou plus généralement a® (voir le
théoréme de Gelfond-Schneider) ou a0 et a#l et a est algébrique et
b est algébrique mais non rationnel.

— La valeur de la fonction trigonométrique sin(1)
— In(a) si a est un rationnel strictement positif et différent de 1.

~ T(1/3),T(1/4),T(1/6)

1.4 Existence des nombres transcendants

D’une part,’argument de la diagonale de Cantor établit que les nombres
réels (et donc les nombres complexes aussi) sont indénombrables. D’autre
part,puisque les polynomes a coefficients entiers sont dénombrables, et comme
chacun de ces polynomes posséde un nombre fini de zéros, 'ensemble des
nombres algébriques est dénombrable. Ainsi, certains nombres réels (ou com-
plexes) ne sont pas algébriques, et donc transcendants.

2 Démonstration de la transcendance de e

2.1 Outils et déroulement de la preuve

La preuve est basée sur un raisonnement par 'absurde. Ainsi, supposons
que e n’est pas transcendant, id est algébrique et donc qu’il existe des entiers

n, qo# 0 etq,...,q, tels que :

E qe” =0 (1)
k=0
Introduisons :

I(t) = /Ot e f(u) du

ou f est un polynéme de R[X] et deg f = m.
La preuve consiste a considérer

J=> al(k)



ou I(t)est défini comme précedemment et I'on choisit :
fl@)=a" a—1)" - (z—n)

avec p un nombre entier premier amené a étre grand, et a obtenir deux
inégalités sur J qui se contredisent.
Remarque : Ici m = deg f = (n+1)p-1

2.2 Premiére étape : minorer J

On va intégrer m fois par parties la fonction e~ f(u) .
En posant v’(u)=e'"“ on obtient :

I(t) = ['u(u)f(u)]é—/o v(u) f'(u) du
— [—et_“f(u)]g—/o —e" 7 f'(u) du
= 0+ 10+ [

Procédons a la seconde intégration par parties :
t
I6) = =10+ FO) + [ ¢ f ) du
0
t
= )+ O P+ 0+ [ e du
0

= S0+ 0D - G0+ P+ [ e O () d

Ainsi, aprés m—+1 intégrations par parties on obtient :

1) =S 00 = 30 )+ [ ) d
Do 1) = ¢ 3 F9(0) — 3 FB 1) o)
k=0 k=0

Ainsi, grace a (1) et (2), on peut donner une expression simplifiée de J. En



effet,

k=0
= D a0 =D fO*k))
k=0 j=0 j=0
= D (@D f0) =D W)
k=0 7=0 k=0 j=0
= D PO ) =Y > k)
j=0 k=0 k=0 j=0
=0par (1)
Finalement, on a montré que :
J=- ()
k=0 j=0

Maintenant, nous allons étudier ) (k) et montrer que J est non nul divisible
par (p-1)! mais pas par (p)!.

— Casouj<p

comme f(x) = 2P Y(x — 1)P---(x — n)¥, les entiers k tels que sont
racines d’ordre p de f donc fU)(k) =0sij < p.

De plus k=0 est racine d’ordre p-1 de f, donc fW(k) =0sij<p—1
et k = 0.

Enfin si k=0 et j = p-1 , on a par la formule de Liebniz :

FO00) = (0—1)P(0—2)7 - (0—=n)?(p—1)! = (p— DI(=1)"(n!)? (3)

Donc,Y j < p, (p-1)! divise fU)(k).Remarquons également, que si I'on
suppose p< n , alors p ne divise pas (n!) et donc par (p)! ne divise pas
f®=1(0) et a fortiori J. Ainsi J # 0

— Casouj>p



La dérivation introduit un p! qui divise alors f)(k).
Conclusion : J est un entier non nul qui est divisible par (p-1)! mais
pas par (p)! donc on a :

/= (-1 (4)

2.3 Deuxiéme étape : majorer J

Dans un second temps, on va majorer |/(t)| pour pouvoir a fortiori ma-
jorer J.

Comme u € [0,1] pour £ > 0 et de méme si t < 0 on peut écrire |e!~%| < elf!
O < | fy et f (w) dul < [y let"f ()] du
D’oti on en déduit que :

0] < el max |70 o)

Nota Bene : Dans la suite, on notera f;, = maxXyepoq | f(u)]

Par conséquent, grace a (5) on obtient :
1< Ml (R)] <D lgel ke* fi
k=0 k=1
Or,

Fe <Rk — 1P (k—n)P| <P Yn+ 1P (20) < (20)™

avec m=p(n+1)-1 Finalement,

[J| < e (2n)rttY (6)

oll ¢ est une constante indépendante de p.



2.4 Conclusion

Ainsi, si I'on choisit p suffisamment grand, par comparaison la factorielle
I'emporte sur la puissance, et donc les inégalités (4) et (6) se contredisent,
ce qui conclut la preuve.

3 Démonstration de la transcendance de 7

3.1 Outils et déroulement de la preuve

Voici les outils nécessaires a la construction de la preuve :
Lemme 1 Si a n’est pas transcendant alors i n’est pas transcendant.

Le théoréeme suivant sur les polynomes symétriques est la clef de votite de
la démonstration : Théoréme Si f € A[ty,- - ,t,] est un polynéme symé-
trique de degré d, il existe g € Alty,--- ,t,] de poids au plus egal a d tel
quef(tla U >tn) = 9(317 U 7STL)

Corollaire Soient A et B des anneaux commutatifs et unitaires tels que
A C B. Soient P(X) un polynome unitaire de A[X] ayant toutes ses racines
«; dans B. Si x est polynéme en ay,--- ,a, a coefficients dans A et symé-
trique par rapport a aq,--- ,ay, alors x € A .

La aussi, on raisonne par l’absurde, id est que 7 est algébrique et donc par

le lemme que im Pest aussi. Il existe donc ag, a1, - ,a, avec a, # 0 tels que :
n
Z ar, (im)* =0
k=0

Alors a,im est racine du polynome X" + 37" a, ab Xn*

Remarque :Toute cette petite manipulation a permis d’aboutir a un poly-
noéme qui contrairement a l'autre est unitaire. on le notera ®;.

et on pose a = a,. On notera les racines dans C de ¢4, aaq,--- ,acq, . De
plus, comme aim est I'une de ces racines on décidera de prendre a; = im.

Ainsi, la preuve consiste a partir d’'un polyndéme, de trouver une égalité le
concernant et de montrer que le premier membre est un entier non nul alors
que le second membre a une valeur absolue inférieur a 1/2.



3.2 Utilisation de la relation d’Euler

Dans la suite de la preuve, on va utiliser une propriété fondamentale de

7, & savoir €™ = —1 et par conséquent si on reprend les notations, on a
n
[T +1)=0
k=1

Remarque importante : Ce qui est important ici ¢’est que ce polyndéme est
symétrique en les .
Par ailleurs, si I’on développe le produit on obtient ’égalité suivante :

L) e 4y et o emiten = (7)
k=1 k,j

Maintenant,Vk € [2---n] on considére ¢ (X) ayant pour racines les sommes
des acy; pris k a k.

Comme les coefficients du polynéme ¢, sont des polynomes symetriques en
les acy; + acj + - - - acy, & fortiori en les ac;. Donc par le corollaire, on a que
les coefficients de ¢y, sont dans Z.

Considérons [[,_, ¢, qui est donc un polynéme unitaire de Z[X] et qui a
pour racines les a3 ot les [ sont les exposants non nuls dans (7).

On note R(X)le polynome unitaire obtenu & partir de [[,_; #x et on note
degR = s > 1.

Conclusion : Ainsi on a obtenu un polynome unitaire a coefficients dans
7. de ayant pour racines les complexes non nuls af3; - - - afBs et tels que par la
relation (7) :

b+ et =0 (8)
k=1

ol b est un entier positif non nul qui est produit par les termes d’exposants
nuls.

3.3 Obtention de I’égalité

Soit p un nombre premier et considérons :




on a alors deg P = ps + p -1. Par ailleurs, posons :

ps+p—1

QX)= > P¥X)

k=0

Q)] = B QUB) + B Q(5a)
= —Be P P(Bx)

Ainsi on en déduit donc que :

/0 1 Be P P(Bz)dr = [—e ™Q(Bz)],
= Q(0) —e7Q(p)
On obtient alors en multipliant tout par e :
"Q(0) — Q(B) = S(B) (9)
avee S(8) = Be? /O e p() (10)

Cette derniére égalité est valable pour tous les af; - - - af3s et en sommant les
s égalités on obtient :

Q)Y e =" Q) =D S(Br) (11)

Ainsi en remplagant > _;_, e’* par son expression grace a (8) on a enfin 1'éga-
lité avec laquelle nous pourrons aboutir a une contradiction :

S S

bQO0)+ Y QB =—>_ S(Br) (12)

k=1 k=1

3.4 Etude du premier membre de 1’égalité

On va montrer que celui-ci est un entier non nul.
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Etude de >;_, Q(5)

La somme dans le premier membre fait intervenir les dérivées successives
de P. En effet, on a :

s s ps+p—1
DB =D > PY@B)
k=1 k=1 ;=0

Remarque : On convient que P (3,) = P(B;) Pour calculer et simplifier
I’écriture on fait appel a la formule de Liebniz :

PO(X) = i () (aX)P1)9 [R(aX )]0

— Comme af), est une racine de R,si0<j<palors PY(B,) =0

— En revanche si p < j, comme il faut dériver p fois R, p! s’intoduit
au numérateur et se simpliﬁe avec (p-1)! ce qui laisse un p au numé-
rateur. Donc, comme = Zk . (J‘)(ﬁk) est un polynome symétrique en
les af et a Coefﬁments dans Z, on en déduit grace au corollaire, que

22:1 P(j)(ﬁk) est dans Z

D’otl comme :

s s ps+p—1

QB = > > PYB)
- Zzp(j)(ﬁk)

k=1 j>p
= Z Z PY(By)
jzp k=1
on a ainsi que > 7, Q(B%) est un multiple de p , id est > ;_, Q(Bx) = qp
avec q € 7.
Etude de b Q(0)
On a
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-~ Si0<j<p—2 comme X est en facteur PY)(0) =0

1

(—1)! [(aX)P~1)) [R(aX)P)P—1-D),

Comme il y a X en facteur le seul terme non nul correspond a i=p-1 et
donc on a PP~Y(0) = a*~! R(0)?

= Si j=p-1 PPD(0) = 55 ) (p B

— sij > p de méme, un derivation introduit un p! et donc il reste un p au
numérateur et ainsi PU)(0) est un multiple de p ,id est il existe ¢’ € Z
tel que PU)(0) =¢'p

Conclusion

On a montré que :

bQ0)+> Q(B) = dp+ap+ba” ' RO

= Mp+ba” R0

avec M € Z
Ainsi comme R(0) # 0 et si 'on choisit p > Max(b,|al,|R(0)|), bQ(0) +
> 7_1 Q(Bx) est un entier non nul.

3.5 Etude du second membre de 1’égalité

le second membre de | égalité est — > "7, S(Bx) oit S(By) = Brer fol e P P(By, x)
Montrons que la valeur absolue du second membre est strictement inférieur
al.

la B[P~ H,
la B[P~ H,
(Ja Be|Hy )P
= BT

ot Hy, = supgc,<; | R(a By z)|

et K = |8y, e’ fol le=Pk®| dx
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. . H.)p—1 L, . , .
Ainsi comme (‘“’B’;Jfl’“), est le terme général d’une serie convergente, la série

exponentielle & fortiori ce terme tend vers 0 quand p — oo. Donc il existe
my tel que sip > my on ait |S(Bx)| < % Par conséquent, si p > max;<j<s my

P

N | —

1> =SB <

3.6 Conclusion

Ainsi si 'on prend un nombre premier p tel que p > max;<p<smy et
p > max(b, |a|,|R(0)|) alors le premier membre de 'égalité (12) est un entier
non nul alors que le second membre a un module strictement inférieur
a 1, donc contradiction!!!!
7 est donc transcendant.
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5.1.2 Rapport de stage : Influence des parameétres environnementaux sur le comportement
des prédateurs supérieurs dans le canal du Mozambique




B UNIVERSITE | 1a? 4 , i ,
W PARIS-SUD 11 m- Département de Mathématiques d'Orsay

oy T
UNIVERSITE DE Ejﬁ;azj

LA REUNION Institut de recherche
‘ouvrir aux mondes pour le développement

Rapport do stage (I annés do magistére )

@7@75[5}7&5 dES paramelres eHvironnementanss sur le
comportement des prédeateurs supérieurs dans le candal du

Chlozambigue

Qbrteagiiarre . (Robert NVatérie Organisme d accuerl . Laboratotre
Suillot/ Acit 2009 d Shformatigue et de Methématigues



Cable des maticres

] QMUOAUCHION ... 5
2 CUde GENAAL ..............ooooooooc 3
2] Bone dude...............ooo e 5
22 Taramelres Hvironuemenlaus..............ooov.ovvvovveevren, S
221 Comperatures de SUrface.................o..cccovverereec S
222 Goncentration en chlorophplle..................................... 6
223 Anomdlics de havleur déat....................oooovvveeeeee. 7
224 (Répartition des proatours..................cc....cccccoevvveerc.. 7
5 @Observations et promicrs 1Eullats .................ooocc......... 9
5] (Reproduction des SIEHEs ...................cccccoeeecirvccceec 9
32 SOamique slemne/ thol...................cee.. /0
¥ CModélisation du probleme.........................occccccc..... /]
F] CModele Général.....................ccooovvcciii ]7
42 & relation de CGOMPAILE...............ooccoocvvrrec. /2
13 DAt dGUAe......ooooooooooooooooee /2
S CREUNALS ... /5
S 7 QSimulations 2005 ... /3
S 2 QBimutlitions 200%..........ooovevecoooeeeeeooeereoeeeerer. ] ¥

6 GUHCIUSION. ... kS



1 Introduction

L'objectif de ce stage a été pour moi, d'étudier un systeme
dynamique, en l'occurrence celui portant sur la population de
Prédateurs supérieurs, a savoir les thons et les sternes (sterna fuscata )
en relation avec certains parametres environnementaux dans le sud
ouest de 'Océan Indien.

Dans un premier temps, il a été question de collecter des
données statistiques concernant ces deux especes grace a une précieuse
collaboration avec I'IRD, institut de recherche et développement et le
laboratoire ECOMAR.

Ensuite, nous avons fait quelques observations qui nous
conduisent a ébaucher un modele général concernant ces deux especes
versus |'environnement. Ce modele étant trop compliqué, nous nous
sommes concentrés sur une partie du modele, soit celle concernant les
sternes.

Enfin, cette étude a été 'occasion de participer & un colloque :
le 6éme congres scientifique de WIOMSA (Western Indian Ocean
Marine Science Association) qui s'est tenu a la Réunion et qui a permis
de présenter notre travail (en anglais) et d'ouvrir de nouvelles

perspectives et coopérations.



2 Cadre géneral
2.1 Zone d’étude

Celle-ci se situe dans le sud ouest de 'Océan Indien, et plus
précisément dans le canal du Mozambique. Premiérement, dans cette
région, les parametres biologiques d’espéces d’oiseaux marins ont été
suivis par I'équipe du laboratoire ECOMAR. En vue des données

disponibles, nous avons décidé de s’intéresser aux

sternes fuligineuses dont le nom scientifique est sterna fuscata qui
vivent principalement dans I'lle d’Europa située ici comme nous le

montre la carte suivante :

Seychelles

3 ]

{’ - R
fhr . Mascareignes
8 ") basin

Mozambrc
Channel




Deuxiémement, on peut noter que cette zone est le théatre d’une
péche industrielle, notamment celle des thons. Enfin, dans cette région
il ya des contrastes marqués concernant I'environnement océanique.
Clest pourquoi on peut se demander si ces contrastes ont une influence
sur le comportement des prédateurs supérieurs. Nous nous sommes
donc focalisés sur 3 parametres : a savoir les températures des eaux de
surface, la concentration de chlorophyﬂe et les anomalies de hauteur

d’eau.

2.2 Parametres environnementaux

2.2.1 Les températures de surface

8

Austral summer Austral winter

A gauche, on peut avoir la zone pendant I'été austral et a droite

pendant I’hiver. Bien sir, les températures sont plus hautes en été qu’en



hiver. Par ailleurs on peut noter que la répartition n’est pas homogene et
que le canal du Mozambique en rouge est 'un des endroits les plus

chaudes de la zone considérée.

2.2.2 La concentration de chlorophylle

La concentration de chlorophyﬂe se révele étre un excellent

indicateur de la production primaire dans la zone. Considérons la

carte suivante :

Austral summer Austral winter

La premiére chose que I'on peut noter c’est que la encore la
distribution n’est pas homogene et on peut ajouter qu’en hiver, les
Seychelles en vert sous I'influence de l’upwelling de Somalie, ce qui est

favorable 4 la production primaire.



2.2.3 Les anomalies de hauteur d’eau

TIME : 1 3=AUG=2003 00:00

T 4
. e Jaro0re 34 a
LONGITUDE LONGITUDE

Aout 2003 Aout 2004

On voit que ces anomalies varient d’'une année a l'autre pour
une méme période. Ainsi il existe une sensible variabilité de ce
parametre en relation avec les saisons mais aussi avec la zone
géographique. Nous pouvons donc légitimement penser que ces 3
paramétres influencent les dynamiques de population des thons et des

sternes.

2.2.4 Répartition des prédateurs

Intéressons nous maintenant aux prédateurs supérieurs

. r__r >
considérés. D’une Part, cette zone concentre de nombreuses et
importantes populations de prédateurs supérieurs, en particulier celle
d’oiseaux marins et de thons. D’autre part de 6 millions de couples

d’oiseaux nichent dans le sud ouest de 'océan indien, dont 99 % sont



des sternes fuligineuses. Comme on Peut le constater sur la carte

suivante, les deux principaux foyers de population sont les Seychelles et
le canal du Mozambique qui contiennent a elles-deux plus de 90 % des

sternes fuligineuses de la zone étudiée.
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breeding pairs in the SWOI

Concernant la distribution de thon et la péche de ces derniers,

les Seychelles et le Canal du Mozambique sont les principales Zones :
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Ainsi ceci s’avere intéressant étant donné que les oiseaux marins

sont associés dans la chaine alimentaire avec les thons pour se nourrir.

3 Observations et premiers réesultats

3.1 Reproduction des sternes
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Tout d’abord, la courbe en rouge représente les changements de
température Pendant I’année 2007, celle en verte les variations de la
concentration de chlorophylle et enfin en bleu nous avons la ponte des
sternes. Ainsi le graphe montre que les sternes pondent en hiver austral,
spécialement en juin et juillet. De plus, la ponte est importante quand
les températures sont les plus basses et quand la concentration de
chlorophyﬂe est la plus forte. Ainsi, on peut aisément suspecter une

corrélation entre tous ces phénoménes.

3.2 Dynamique sterne/thon

e Without fishing activity

08 o With fishing activity

06

04

Breeding success (year t)

02

0.0

De plus, gréce a cet autre graphique, on peut supposer que le
succes de reproduction des sternes est peut étre conditionné par la
dynamique de population des thons car il est plus important lorsque il y

a de la péche, et donc moins de thons.



4 Modélisation du probleme

4.1 Modele général

Ainsi toutes des observations nous conduisent a considérer le

modele suivant :

temperature T sea level anomalies H Chlorophyll rate [chl]

Et on peut méme ajouter des fleches entre la concentration en
chlorophylle et les températures par exemple. Bien str, comme on peut
le constater, ce modéle est trés compliqué et pour une premiere
approche, on a choisi d’étudier une partie du modéle & savoir la
dynamique de population des sternes versus linfluence

environnementale .



4.2 Larelation de Gompertz

D’une part, pour décrire cette dynamique, nous avons sélectionné
la relation de Gompertz, un modéle classique utilisé par bon nombre de
biologistes. D’autre part, on a jouté 3 termes linéaires afin de prendre

en compte I'influence de 'environnement :

diL/dt=aexp(-exp(b-ct))+dT+eH+ f[chl] (1)

L : tern growth t: time

T: temperature a,b,c: biological parameters

H : sea level anomalies - d, e, f: environmental parameters

[chi ] chlorophyll concentration units : day, gram, degree Celsius,

cubic centimeter

4.3 Plan d’étude

Celui est simple : ON va commencer par une approche descriptive.
En effet, on va prendre 2003 comme année de référence et étudier le
modele de Gompertz sans les termes modélisant les parametres
environnementaux d’une part, et d’autre part on fera 1’étude en
considérant ces derniers. L’objectif est d’identifier a, b, ¢, d, e, f et de
comparer avec les mesures effectuées. Ensuite, avec ces résultats

4 4 7 . . b 7

precedents, on tentera une approche Predlctwe avec ’année 2004. Plus

précisément, on va utiliser a, b, ¢, d, e, f trouvés Précédemment et



comparer avec les mesures faites et le modele théorique sans les

paramétres environnementaux :

| Descriptive approach |

Firstly, let’s take the Gompertz & bo co

relation without considering Next, consider enviromental
environmental paremeters Comparaison parameters by using (1) and
thanks to figures of a base therefore calculate a, b, ¢, d, e, f
year (2003) abcd e, f

Predictive approach

| Finally, use the previous results to foresee the tern dynamic for another year (2004)

5 Résultats
5.1 Simulations 2003
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En abscisse, nous avons le temps en jours et en ordonnée la
croissance des ailes en cm.

Alors, est représentée en bleue la courbe descriptive du modéle de
Gompertz sans paramétres environnementaux, en vert celle ou l'on a
considéré ces derniers et enfin, les cercles représentent les mesures que
nous avons du interpolé en utilisant la méthode des moindres carrés.

Ainsi, on remarque que nous avons de meilleurs résultats quand

nous considérons les paramétres environnementaux.

5.2 Simulations 2004
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Donc, nous avons fait le méme travail avec les données de 2004,
mais cette fois pour tracer la courbe représentant la relation de

Gompertz Plus les parametres environnementaux, nous avons pris les



valeurs de a, b, ¢, d, e et f trouvés précédemment en 2003, le but étant
de prévoir la dynamique de population des sternes.

La encore, nous avons des résultats plus proches de la réalité
quand I'on prend en compte I'influence environnementale. Mais bien
entendu, il reste évident que le modele n’est pas satisfaisant mais pour

une premiére approche c’est assez encourageant.

6 Conclusion

Ainsi, il est indéniable que les parametres environnementaux
considérés influencent le comportement des sternes et pour approfondir

la recherche nous pourrions nous demander si :

- Est-ce que le modéle est valide?
- Les processus biologiques mis en jeu sont-ils suffisamment connus?

Approfondissement de ’étude :
- Comprendre mieux les interactions environnementales
- Prendre en compte l’'interaction avec les thons

- Améliorer la précision du modele
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5.2 Deuxiéme année de magistere, projet TER : Constructibilité a la regle
et au compas
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1 Nombres réels constructibles

La régle (non graduée) et le compas sont les outils de base permettant de
travailler en géomeétrie.
Ainsi, Fuclide a fondé sa géométrie sur un systéme d’axiomes qui assure en
particulier qu’il est toujours possible de tracer une droite passant par deux
points donnés et qu’il est toujours possible de tracer un cercle de centre
donné et passant par un point donné. La géomeétrie euclidienne est donc la
géomeétrie des droites et des cercles, donc de la régle et du compas.
Grace a ces derniers, on peut dés lors, faire des constructions simples comme
celles d’axe ou de centre de symétrie, de paralléle ou de perpendiculaire, ou
plus élaborées comme le polygone a 17 cotés.

1.1 Points constructibles

On travaille dans tout ce qui suit, avec un plan euclidien &.
On suppose donné un ensemble fini & = Ay, ..., A, de points de & (avec n >
2), et on considére deux types de figures (que lon dira admissible relative-
ment & & ) :

1. les droites passant par deux points distincts de &2 (que 1'on construit
a la régle),

2. les cercles, centrés en un point de & et passant par un autre point de
Z (que l'on construit au compas).

Définition 1.1. Un point M du plan est dit constructible en un pas a la
regle et au compas a partir de & s’il existe des figures admissibles relative-
ment o &2 dont M est un point d’intersection.

En d’autres termes, il est constructible a partir de & st on peut le construire

en un nombre fini de pas 4 partir de &, id est, s’il existe des points My, M, ..., M,
tels que M, = M et que pour i = 1,...,7-1 , M, est constructible en un pas

a partir de & J My, ..., M.



1.2 Quelques constructions élémentaires
a) Médiatrice et perpendiculaire
Soit [AB| un segment.
— La médiatrice de [AB] est I’ensemble des points équidistants de A et
B. On la construit en tragant les cercles 6 et 6, de centre A (resp B)

passant par B (resp.A) et en joignant leurs points d’intersection C' et
D, comme sur la figure 1.

& &

FiGure 1

— La perpendiculaire & une droite (AB) passant par un point C' n’ap-
partenant pas & (AB) s’obtient en tracant les cercles de centres A et
B qui passent par C. Ces cercles se recoupent en un point C’ et la
perpendiculaire est donc (C'C").

FIGURE 2



b) Paralléle et partage d’un segment

— Il agit de construire la paralléle & (AB) passant par C. Pour ce faire,
on construit le milieu D du segment [BC| (par exemple par la méthode
des médiatrices),ensuite le cercle € de centre D et passant par A. Enfin,
il suffit de tracer la droite [AD] , le second point d’intersection entre le
cercle et cette derniére étant noté L.

La paralléle ainsi cherchée est la droite (EC').

FIGURE 3

— Soit [AB] un segment et p un entier. Il ’agit de partager ce segment en
p parties égales. On trace dans un premier temps, une sécante a [AB]
passant par A.

Ensuite, on prend un écartement de compas et on reporte cet écarte-
ment p fois & partir de A. Le dernier point obtenu aprés p écartements
est noté G .



Puis on trace la droite (GB).
Enfin, on construit a 'aide de la méthode précédente par exemple, les
paralléles & (GB) qui passent par les points obtenus successivement
aprés chaque écartement. Elles partagent ainsi, le segment en p parties
égales(voir figure 4 ou p=5).

FIGURE 4

c) Report de compas et bissectrice

— Il s’agit lorsqu’on dispose de trois points O, A, B de construire le cercle
de centre O et de rayon AB. On construit les paralléles & (AB) passant
par O et a (OA) passant par B. Elles se coupent en C' et comme O ABC'
est un parallélogramme, on a AB = OC. On construit alors le cercle
de centre O passant par C.

5>

FIGURE 5



— On considére I'angle x/O\y
On pointe le compas au sommet de ’angle et on trace un premier arc
de cercle. On marque les points d’intersection de cet arc avec les deux
cotés de Pangle (sur la Figure 5 ils sont notés M et N).
Ensuite, on pointe successivement le compas aux points d’intersection
M et N et on trace deux arcs de cercle de méme rayon (en gardant le
méme écartement du compas entre les deux opérations). Enfin on note
P le point d’intersection de ces deux arcs.
Ainsi la droite qui relie le sommet de 'angle et le point d’intersection
des deux derniers cercles noté P est la bissectrice de I'angle xOy.

FIGURE 6

1.3 Reéels constructibles

Définition 1.2. Si t est un réel , on dit que t est un nombre constructible
si et seulement si le point de aze Ox d’abscisse t est un point constructible
(méme résultat en remplacant Ox par Oy et abscisse par ordonnée).

1.4 Structure et propriétés de ’ensemble 7 des nombres
constructibles

Nous allons montrer que ’ensemble %~ des nombres constructibles est un
sous-corps de R qui contient QQ et qui est stable par racine carrée.

Dans cette partie, on se donne O et I deux points dans & et on prend O
comme origine et O comme unité de longueur. On construit la droite (OI)
que I'on prend comme axe des z. Ensuite, on construit le point I’ symétrique
de I par rapport & O et on trace la médiatrice de [II'] et un point J de
cette médiatrice tel que OI = OJ. Ainsi, on prend O, I,J comme repére
orthonormé et (OJ) comme axe des y.



axe desy

O axe des x

o @

FIGURE 7

a) Les rationnels sont constructibles

Proposition 1.3. Les nombres rationnels sont constructibles.

Démonstration. 11 suffit de montrer que que le point (g,()) est constructible

ou (p,q) € ZxZ*. Pour ce faire, & partir du point P = (p, 0) qui est construc-
tible, on prend le segment [OP] et on le partage en ¢ parties égales en utilisant
la méthode du § b) du 1.2 .

b) Structure de corps

Théoréme 1.4. L’ensemble des nombres constructibles & est un sous-
corps de R.

Démonstration. Il faut montrer que % est stable par +, - , X et + | ie
si x et y sont constructibles alors z+y, x - y, xy et £ sont constructibles.

X
Yy
1. Siz e %, alors -x € % .
En effet, si A est le point de (Ox) d’abscisse x, en utilisant le cercle de
centre O passant par A , on construit le point A’ de (Oz) d’abscisse -x.

2. Si x et y sont dans %, alors x + y € Z.
Soient A et B les points de (Ox) tels que OA = z et AB = y; A est
constructible et B aussi en utilisant le cercle de centre A et de rayon
ly|. Ainsi, OB =z +y et donc z +y € 7.

3. Six et ysont dans ¢, alors xy € &
. Enlevons le cas trivial on zy=0.
Soient A le point de (Oz) tel que OA = z et B le point de (Oy) tel que



OB =y.

La parallele & (IB) passant par A coupe (Oy) en C. D’aprés le théo-

réme de Thalés, on a 8:g = %, d’ou OC = xy.

FIGURE 8

4. Si:L‘EJKalors%G%/.

Soit. A sur (Oz) tel que OA = z. La paralléle a (AJ) passant
coupe (Oy) en B. D’aprés le théoréme de Thalés, on a : % = g:i.
OB =

8|

N

Fi1GURE 9



c) Stabilité par racine carrée

Proposition 1.5. Sixz € # et x >0, alors \/x est dans ¥ .

Démonstration. Supposons = > 0 et soit A le point de I'axe (Ozx) tel que
TA = 2. On se raméne au cas © > 1 (si # < 1, on construit d’abord la racine
de % puis on prend I'inverse). On trace le demi-cercle de diamétre OM situé
dans le demi-plan y > 0, puis la perpendiculaire & (OM) en I. Elle recoupe le

demi-cercle en A. Le triangle OAM est rectangle donc cos ]\70\/4:% = %.
On en déduit que OA2=0OM x OI = x. Ainsi OA =/ et on prend Dinter-
section du cercle de centre O passant par A avec ’axe des z pour obtenir le

point cherché.

Vx

Fi1GURE 10

Remarque. Ainsi, grace a ces propriétés que posséde l’ensemble des
nombres constructibles, on peut d’ores et déja donner de nombreux exemples
de nombres constructibles tels —2, v/3, %

1.5 Caractérisation des éléments de %~

Théoréme 1.6 Soit © un nombre réel. Alors x est constructible si et
seulement si il existe une suite Ko, Ky, --- | K, de sous-corps de R vérifiant
les conditions suitvantes :

1. on a Ky = Q,
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2. onaKy C Ky C --- CK,, plus précisément, pour chaquet =1,2,--- ,r,
il existe d; € K;_y tel que K; = K1 (V/d;),
3. on ax € K,.

Remarques tmportantes.
1. Pouri=1,---,ronaK; =K;_;(v/d;), et donc :

[Ki : Ki—l] = { bostl =K

Dans les deux cas, on a :
[Kr : Q} = [Kr : Krfl] X [KT,1 : KT,Q] X X {Kl : Q]
=2 pour1<j<r.

De plus, on a Q C Q(z) C K, donc [Q(z) : Q| est un diviseur de 27,
¢’est donc une puissance de 2 que nous noterons 2P. Ainsi la famille
a 2P + 1 éléments : 1,2, 2%+, 2% est lice dans Q(z) et il existe alors
Qp, aq, -+ -, age dans Q non tous nuls tels que o+ 24 - -+ awr? = 0.

Conclusion : Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son
degré est une puissance de 2.

2. La réciproque du théoréme 1.6 est fausse
Contre-exemple : Considérons le polynome P(X) = X* — X — 1.
Nous allons montrer grace a un prochain théoréme, que celui-ci est ir-
réductible sur Q et qu’il posséde une racine réelle o non constructible.
Ainsi, on aura [Q(«) : Q=4 qui est une puissance de 2, et donc « est
de degré une puissance de 2 mais non constructible.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin d’un lemme préliminaire :

Lemme 1.7. Soit & =My = O, M, = I, Ms,--- , M, un ensemble fini de
points de points de & dont toutes les coordonnées sont dans un sous-corps K
de R. Soit M = (z,y) un point construit en un pas & partir de 2. Alors, il
existe un élément d € K tel que z,y € K(V/d).

Démonstration. Notons & l’ensemble des droites joignant deux points de
P et € l'ensemble des cercles centrés en un point de & et passant par un
point de .

On sait que M est un point constructible donc il est intersection de deux
¢léments de 7 et/ou de €. 1l faut donc distinguer trois cas :

2 sinon car X2 — d; est le polynéme minimal de 1/d; sur K.
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1. Si M = (x,y) est intersection de deux droites A; et Ay de Z alors il
vérifie ’équation a coefficients dans K de chacune des deux droites :

ar+by+c =0
dr+by+cd =0

Ainsi, on déduit x et y :

bd — Ve —ac +d'c
r=— =
abl — a’b 4 abl — a’b

On voit alors que x et y appartiennent a K(v/1).

2. Si M = (x,y) est l'intersection d’une droite et d'un cercle , alors M
vérifie les équations suivantes :

ar + by + ¢ =0
2?+y*+ar+By+y =0.

Si on suppose b # 0 (si b = 0 alors on a a # 0 et on procedera de
méme) alors la premiére équation se réécrit y = px + g avec p,q € K
On reporte cela dans la deuxiéme équation et on montre alors que x
est solution de I’équation du second degré suivante :

(14 p*)2* + (2pg + a + Bp)x + ¢* + Bg+~ = 0.

Alors si on note d le discriminant de cette équation, il est dans K et on

a ainsi 2 qui est dans K(v/d). On en conclut aussi grace aux équations
que y est dans K(v/d).

3. Si M = (z,y) est intersection de deux cercles de €, alors M vérifie :

vty tar+Py+y =0
2 +y*+adz+By++ =0.

Par différence, on se raméne au cas précédent.

Démonstration du Théoréme 1.6. On montre par récurrence sur r la
propriété P(r) suivante :

Si P =My = O, My = I, My, ---, M, sont des points du plan tels
que, pourt=1,--- ,r—1, M;,1 soit construit en un pas a partir de &,
alors il existe une suite de corps Ko, - - - , K, vérifiant les conditions du
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théoreme 1.6 et tels que les coordonnées de tous les M; soient dans K.

La propriété est vraie pour r = 0.

Supposons la propriété vraie pour r et montrons P(r-+1).

Les coefficients des points My, --- , M, sont dans K, par hypothése de
récurrence. On rajoute un point M = M, construit en un pas a par-
tir des M;. D’aprés le lemme 1.7 les coordonnées de M sont dans un
corps K = K(\/E) avec d € K., et on ajoute ainsi K, a la suite des K.

Théoréme 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de polynome minimal P.
Alors x est constructible si et seulement si le corps de décomposition de P,
Dp(Q) est de degré une puissance de 2 sur Q.

Remarque. Pour démontrer ce dernier, il est nécessaire de faire appel a
la théorie de Galois, notamment a son théoréme fondamental et d’en préciser
le cadre, mais également & quelques résultats d’algebre.

Rappels sur la théorie de Galois

Définition 1.8. Soit . : K une extension de corps. Le groupe de Galois
G associé a cette extension est l'ensemble des automorphismes de L fizant

K.

Définition 1.9. Notons % [’ensemble des extensions intermédiaires, id est
l’ensemble des sous-corps M tels que K C Ml C I et & l’ensemble de tous les
sous-groupes de G. On définit alors deux applications :

x: F — 9
M — M*
et
1Y — F
H v+ Hf

telles que si Ml € #, alors MI* est le groupe des automorphismes de L lais-
sant invariant M. Si H € 4, alors H' est le corps fize de H, c’est a dire
Uensemble des x de 1L tels que f(x) = x pour tout f de H.

Et on remarque de plus, que les applications sont décroissantes.

Théoréme fondamental 1.10. Si L : K est une extension finie et nor-
male alors :



13

1. Le groupe de Galois G est d’ordre |L : K|.

2. St M est une extension intermédiaire, alors :

{ L : M| = card(M*)
M : K] = card(G)/card(M™).

*

3. Les applications * et T sont bijectives, réciproques l'une de 'autre et

sont décroissantes.

Remarque. Une extension algébrique LL : K est dite normale si et seule-
ment si tout morphisme de corps fixant K est un automorphisme de L. Par
exemple, un corps de décomposition d’un polyndome est une extension nor-
male.

Résultats d’algébre utiles

Lemme 1.11. 5i G est un groupe fini, considérons l’action de conjugaison
de G sur lui-méme. Notons C; les classes de conjugaison associées, a savoir,
pour tout g de G, Ci(g) = {zgz~t,x € G} pour chaque i < card(G).

Alors le cardinal de chacune des classes de conjugaison divise 'ordre de G.

Démonstration. Ici, chacune des classes de conjugaison est en fait une or-
bite sous I'action de G. Or, une orbite w(x) est de cardinal un diviseur de
card(G). En effet, on a I’égalité suivante :

_ card(G)
card(w(z)) = card(stab,(z))

ot Stabg(r) = {g € G, grg™' = z} qui est un sous-groupe de G.

Lemme 1.12. 57 A est un groupe fini, dont [’ordre est divisible par un nombre
premier p, alors il admet un élément d’ordre p.

Lemme 1.13. Si card(G)=p", alors Z(G) (I’ensemble des éléments de G
qui commutent avec tout élément de G) contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Les cardinaux des classes divisent p” par le lemme 1.11.
Comme celle de 1 est réduite a 1, on déduit, grace a ’équation aux classes
(1+Cy + -+ Cp =p" ,k <p") qulil y en a d’autres qui sont de cardinal 1.
Or, les classes de cardinal 1 sont celles des éléments du centre. Il en résulte
que le centre n’est pas réduit a {1} Comme ¢’est un sous groupe, son cardinal
divise p”, donc c¢’est un multiple de p. On conclut en utilisant le lemme 1.12.
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Corollaire 1.14. Si G est un groupe fini, el card(G)=2" alors il eriste
une suite croissante Gy C --- C G, de sous-groupes distingués de G tels que
card(G;) = 2' pour tout 0 <i <.

Démonstration. On montre par récurrence sur n la propriété P(r) suivante :
Si G est un groupe fini, et card(G)= 2" alors il existe une suite croissante
Gy C -+ C G, de sous-groupes distingués de G tels que card(G;) = 2 pour
tout 0 < < r.

Le cas r = 0 est trivial.

Soit r € N* et supposons P(r). Soit G' un groupe fini de cardinal 2" . Alors
Z(G) admet un élément x d’ordre 2 par le lemme 1.13.

Considérons le sous-groupe < z > engendré par cet élément qui est donc de
cardinal 2. Le quotient G/< x > existe et est de cardinal 2". On lui applique
I’hypothése de récurrence, donc il existe une suite croissante Go C --- C G, de
sous-groupes distingués de G tels que card(G;)=2" pour tout 0 < i < r. En-
suite, on considére leur image réciproque dans G et on obtient alors P(r +1).

Démonstration du Théoréme 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de po-
lynéme minimal P. Notons [Dp(Q) : Q| le degré de Dp(Q) sur Q (cette ex-
tension vérifie les hypothéses du Théoréme fondamental 1.10) et G le groupe
de Galois associé.

Supposons que x soit constructible. D’aprés le Théoréme 1.6, il existe une
suite de sous-corps de R, K; C K, C --- C K, avec K; = Q, x € K, et pour
1 S ) S T — 1, [Ki+1 . K,]:Z
On pourra démontrer que cette suite peut étre prolongée en une suite K; C
-C K, C - CK,avec pour 1 < i < q—1 Ky @ K]=2 on K, est
une extension normale de Q contenant Dp(Q). Comme [Dp(Q) : Q] est un
diviseur de [K, : @|=27"1, on en conclut que le corps de décomposition de
P, Dp(Q), est de degré une puissance de 2 sur Q.

Réciproquement, supposons qu’il existe r € N* tel que [Dp(Q) : Q= 2". Par
le 1. du Théoréme fondamental 1.10 de Galois, on en déduit que card(G)=
A

Par le corollaire 1.14, on en déduit qu’il existe une suite croissante Gy C
.-+ C G, de sous-groupes distingués de G tels que card(G;) = 2° pour tout
0<s<r.

Notons pour 0 < i < r, K; le corps fixe de Gi_i. Le 3. du Théoréme fonda-
mental de Galois 1.10 , montre que [K;;; : K;] est égal a 2. Enfin, en utilisant
le Théoréme 1.6, on en conclut que = est constructible.
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Retour sur la réciproque du Théoréme 1.6 Comme nous 'avons dit
précédemment, cette réciproque est fausse et désormais, nous disposons des
outils nécessaires pour le prouver.

Considérons donc le polynome P(X) = X? — X — 1. Il se décompose dans
R[X] en un produit de deux polynomes du second degré :

PX)=X'"-X-1=(X*+aX +b)(X*+dX +V)

ou a,b,d’,b/ € R. On a alors par identification, les relations suivantes :

a+a =0 a = —a

b+V +ad =0 b+ b = a?
af +ab=-1 ") alt/ —b) =—1
bt = —1. bt = —1.

Il en résulte donc que b et b sont racines de X2 — a?X — 1 = 0. Comme

a et a’ sont opposés, on peut supposer par exemple a > 0 d’ott ¥/ < b et on
b= a’+vat+4

Y = a27\2/a4+4

2
V—b=—vVa*+4
ava*+4=1.

— Le polynoéme X2+4aX +b a pour discriminant A; = —a?—2va* +4 < 0
donc il a deux racines complexes u et .

obtient alors :

— Le polynéme X2+a’ X 4V a pour discriminant Ay = 2v/a* +4—a? > 0.
Il a donc deux racines réelles a et .

— A partir de ava*+4 = 1, on en déduit que a? est racine du poly-
nome X2 4+ 4X — 1. On pourra montrer que ce polynéme n’ a pas de
racine dans Q et ainsi qu’il est irréductible dans Q[X]. Dot a® est
algébrique sur Q et de degré 3. Le Théoréme 1.6 nous dit alors que a?
n’est pas constructible, et donc que a n’est pas constructible. Comme

a+ = —a = a, on peut affirmer que 'une au moins des deux racines
n’est pas constructible. Ainsi, P(X) a au moins un e racine réelle non
constructible.

— a n’étant pas constructible, n’appartient pas a4 Q et la décomposition
de P(X) considérée plus haut, n’est pas une décomposition dans Q[X].
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De plus X2+ aX + b n’a pas de racine réelle, d’otl aucune autre décom-
position ne peut se faire dans Q[X]. P(X) est alors irréductible dans Q.

P(X) est le polynome minimal de « sur Q et son corps de décomposition
est Dp(Q) = Q(u, 7w, v, 8). On a par identification, u 4+ = —a et donc
a* € Dp(Q). Or, a? est algébrique sur Q et de degré 3, il en découle alors
que [Dp(Q) : Q] est divisible par 3 et ainsi ce n’est pas une puissance
de 2. Le Théoréme 1.7 assure que « n’est pas constructible, et pourtant
ce nombre est de degré 4 sur QQ, puisque P est irréductible sur Q.

Applications

Duplication du cube, trisection de I’angle

. Le probléme de la duplication du cube consiste a considérer le cube

unité de co6té OI et de construire un cube de volume double, id est de
construire le nombre /2.

Proposition 2.1. /2 nlest pas constructible, donc la duplication du
cube est impossible.

Démonstration. Considérons le polynéme X2 —2. Si ce polyndme n’était
pas irréductible dans Q, alors il se décomposerait dans QQ et un des fac-
teurs serait forcément de degré 1. Ainsi, ce polynome aurait une racine

dans Q. Or les seules racines de ce dernier sont v/2,jv/2 et j2/2. On
va pouvoir conclure grace a ce lemme suivant :

Lemme 2.2. /2 est irrationnel.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde en supposant que v/2 est ra-
tionnel, idest il existe p et ¢ deux entiers avec ¢ # 0 premiers entre eux
tels que v/2 = £, En élevant au cube on obtient : 2¢° = p® (1). Donc p
est pair d’ou il existe p’ tel que p = 2p’ et en simplifiant dans (1) par 2
on a: ¢ = 4p”. Ainsi g aussi est pair, ce qui contredit le fait que p et
g sont premiers entre eux.

Ainsi /2, jv/2 et j23/2 ne sont pas rationnels, donc le polynéme X? —2
est irréductible sur Q. De plus il est unitaire donc c’est le polynéme
minimal de v/2 sur Q. Il en résulte que /2 est algébrique sur Q et
de degré 3. Donc par la contraposée du Théoréme 1.6, on en déduit
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que /2 n’est pas constructible, et donc que la duplication du cube est
impossible.

2. La trisection de l’angle consiste a tracer les deux demi-droites qui
partagent un angle quelconque donné en trois angles égaux. Ce pro-
bléme est aussi impossible car nous allons montrer que cos § n’est pas
constructible et donc que 'angle % n’est pas trisectable.

s

5 n'est pas constructible et donc a fortiori

Proposition 2.3. le nombre cos
que l'angle 5 n’est pas trisectable.
Démonstration. On a cos 30 = 4 cos®0 — 3 cos 0, donc cos 3 est racine
du polynome P(X) =4X? —3X — 1/2. Montrons que ce dernier est irréduc-
tible sur Q. Raisonnons par I'absurde et supposons qu'’il le soit. Alors, un
des facteurs de la décomposition est de degré 1 et a donc une racine dans Q
qu’on note o = {;’ avec p, q deux entiers tels que ¢ # 0 et pged(p,q) = 1. On
en déduit que p divise ¢* et ¢? divise 8p*. D'oit a = 1,—1,1/2 ou —1/2. Or
ces quatre nombres ne sont pas racines de P(X). On en conclut dans ce cas,
que P(X) est irréductible sur Q. Ainsi # est le polyndme minimal de cos
5, et donc ce dernier est algébrique de degré 3 (qui n’est pas une puissance
de 2) sur Q.

Le Théoréme 1.6 montre que cos
n’est pas un angle trisectable.

s
9

™

n’est pas constructible et a fortiori %

Remarque. On pourra démontrer que :
Un angle 0 est trisectable si et seulement si le polynome 4X3 —3X —cos 0 est
réductible dans Q(cos 0)[X].

2.2 Quadrature du cercle

La quadrature du cercle consiste a construire a la régle et au compas
un carré ayant méme aire qu’un cercle donné. Si ceci était possible alors on
pourrait construire un carré dont la longueur du coté serait /7. Or d’apreés
le Théoréme suivant, ceci n’est pas possible :

Théoréme 2.4 (Lindemann 1882). Les nombres m et /7 ne sonl pas
algébriques sur Q (donc non constructibles rendant la quadrature du cercle
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impossible).

2.3 Les polygones réguliers

Dans cette partie, le résultat le plus important est le suivant :

Théoréme 3.1. Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

Le polygone régulier a n cotés est constructible si et seulement si n est de la
formen = 2% ---p, avec a > 0,1 > 0, les p; premiers, distincts et de la
forme 22" + 1 (nombres de Fermat).

Remarque. Les seuls exemples de nombres de Fermat connus sont 3,5,17,257
et 65537.

Construction effective du pentagone

Dans le cas n = 5 = 22" + 1, on peut en effet construire a la régle et
au compas le pentagone car 5 vérifie les hypothéses du théoréme précédent.
Maintenant, pour réaliser une construction effective de ce polygone, on va
utiliser la théorie de GGalois afin de construire cos 2?” Si on note ¢ qui vaut

297

e s , alors

Col=(C=DA+¢+-+¢)=0

. De plus, Q est inclus dans Q(¢) et 1+ +---+¢* est irréductible et unitaire

sur Q donc [Q(¢) : Q| est égal a 4.
Par le Théoréme 1.6 et le Théoréme 1.7 , on en déduit qu’il existe une suite

de sous-corps de R :

Q=K cK; Ky, =Q()

telle que chaque ¢ = 1,2,
[Kz . Ki,ﬂ = 2.

Ensuite, on définit le groupe de Galois associé a l'extension Q C Q(()
G = Gal(Q(¢)/Q) (ensemble des automorphismes de corps o : Q(¢) —
Q(C) tel que o)g =Idg). De plus, on peut montrer que le groupe de Ga-
lois G s'injecte dans (Z/nZ)* = (Z/AZ) , mais ici ils sont isomorphes donc
card(Gal(Q(¢)/Q))est égal a 4.

En effet, si o appartient & Gal(Q(¢)/Q), alors o(¢) = (% ou i, est tel que
pgcd(iy,m) = 1. Ainsi, on a le lemme suivant :
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Lemme 3.2.
¢ : Gal(Q(¢/Q) — (Z/nZ)"
O+ iy
est un homomorphisme.

Enfin, le Théoréme fondamental 1.10 de Galois assure qu’il existe une bi-
jection entre :

1. les extensions intermédiaires :
Q=Ko CK; CK; =Q((). (1)
2. les sous groupes de G = Gal(Q(¢)/Q) :
Go=({Id)Cc G CGy=G
qui sont tels que pour chaque ¢ = 0,1, 2,
card(Gy) = 277", (2)

K; = Q(O)% = {z € Q(C) tel que ¥g € Gj, g(x) =z} (3)
et inversement,

Gi = Gal(Q(¢)/K) (4)

Ainsi, il est toujours plus facile de trouver des sous-groupes que des exten-
sions intermédiaires, 1a est tout I'intérét du Théoréme fondamental de Galois.
Donc, il nous faut tout d’abord trouver des générateurs de Gal(Q(¢)/Q) =~
(Z/AZ). 11 est naturel d’essayer og : ¢ — (? et on se rend compte qu’il est
bien d’ordre 4.

o1 =0 : ( — (! est donc d’ordre 2 et est générateur de Gj.

09 = 03 : ( —> C est d’ordre 1 et est générateur de Go.

Ainsi on remarque quelque chose qui va nous étre utile dans la suite, a savoir :
pour chaque ¢ = 1,2, si on note o; le générateur du groupe Gj, alors

01‘2—1 = 05. (5)

Rappelons alors tout ce que nous savons :

2 2
Q=K T K K, = Q).
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GQZ([CZ)C Gl CGOZG
N——— ~—~~ N——

=<(—(> =<(—( > =<—(2>

Ainsi, notre but ici va étre de rechercher des éléments appartenant a chacun
des corps et grace a la relation (1), on sait qu’on va atteindre un élément de
Q, qui lui, sera alors constructible. Pour réaliser cela, il nous suffira grace a la
relation (3), de trouver des éléments qui restent fixes par les générateurs de
chacun des groupes. Pour construire de tels ¢léments, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 3.3. Pour chaque i = 1,2, on note o; le générateur du groupe G;.
Supposons que o; fize x. Siy est tel que y = 0;_1(x) alors v + y et vy sont
fixes par o;,_1, et donc appartiennent o K;_;.

Démonstration. Soient x et y comme dans le lemme ci-dessus. Alors :
oi1(z+vy) =y + o (x). Or d’aprés la relation (5), 07 | = oy, d’ou :

0'1'71((% —I—y) =y + O'Z(ilf)

car o; fixe x. Ainsi x +y appartient & K;_;. Comme o; pour tout i =1,--- ;4
est un morphisme d’algébre, il en est de méme pour zy.

Posons w; = ¢ qui est bien fixe par of : ( — ¢ (générateur du groupe
Gs).

Ensuite, on pose wy = o3 (wy). Alors, le lemme 3.3 affirme que :

21 = Wi + Wa

=C+¢

est fixe par o2 (générateur du groupe G), et donc que z; appartient a K;.
Ensuite, on pose

29 = 0'0(21)

— CQ + C_2~

De méme :
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est fixe par oy (générateur du groupe Gy) et donc y; appartient & Ko = Q.
De méme, le lemme 3.3 montre que :

Ys = Z1%2
=+ HCH T
=-1

appartient a Ky = Q.

Remarque. On sait par ailleurs, que z; et 25 sont racines du polynome
du second degré a coefficients dans Q :

P(X)=X>+X -1

. Conclusion : On va réussir a construire z; = QCos(Qf—;r) et donc le point
d’abscisse cos(Qf—;r), le tout est de savoir construire les solutions d’une équation

du second degré.

Méthode pour construire les solutions d’une équation du second
degré.

Soient x1 et x4 tels que :

{$1+£L’2 = -}

T1T9 =C

avec ¢ < 0. Pour construire ces deux points, il suffit de tracer le cercle I' de
centre O(52,14¢) passant par les points (0,1) et (0,c). Alors z; et a5 sont les
deux points d’intersection du cercle avec ’axe des abscisses.

Démonstration. Cela vient de la proposition suivante :

Proposition 3.3 : Puissance d’un point par rapport & un cercle.
Soient M un point, I' un cercle de centre O et de rayon R et (d) une droite
passant par M et rencontrant le cercle en A et B. On appelle alors puissance
du point M par rapport au cercle I' le produit des mesures algébriques de M A
et MB. Ce produit est indépendant de la droite choisie et vaut toujours :

MA-MB = MO? — R* = Pr(M).



22

Démonstration. Soit A’ construit tel que [AA’] soit un diamétre de I'. On
écrit alors :

\ \ \ H
MAMB = MA.MA
—
— (MO + OA).(MO + OA)
= MO* - R*.

FIGURE 11

D’ott Pr(0) = z129 = 1.c (voir figure 12 avec ¢ = —3 et b = —4)

1) %
X1
0 1 2 3 4

5

FIGURE 12

Alinsi, grace & cette méthode on peut réaliser une construction du penta-
gone a la régle et au compas (voir figure 13).
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-1.5

FIGURE 13

1.5
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Construction effective du polygone & 17 cotés

De méme, 14 aussi dans le cas n = 17 = 2% 4 1, on peut construire a la
régle et au compas le polygone a 17 cotés car 17 vérifie les hypothéses du

théoréme précédent. Maintenant, pour réaliser une construction effective de

ce polygone, on va utiliser la théorie de Galois afin de construire cos ?—7;

Si on note ¢ qui vaut e%, alors
T=1=(=DA+(+-+) =0

. De plus, Q est inclus dans Q(¢) et 1+ +- - -+('% est irréductible et unitaire

sur Q donc [Q(C) : Q| est égal a 16.
Par le Théoréme 1.6 et le Théoréme 1.7 , on en déduit qu’il existe une suite

de sous-corps de R :
Q:KOCK1CK2CK3CK4:@(C)
telle que chaque ¢ = 0,1,--- ,4,

[Kz . Kz’—l} = 2.

Ensuite, on définit le groupe de Galois associé a l'extension Q C Q(()
G = Gal(Q(¢)/Q) ('ensemble des automorphismes de corps o : Q(¢) — Q(¢)
tel que oyg =Idg). De plus, d’aprés le lemme 3.2, card(Gal(Q(¢)/Q))est égal
a 16.

Enfin, le Théoréme fondamental 1.10 de Galois assure qu’il existe une bijec-
tion entre :

1. les extensions intermédiaires :
Q=Ko CcK, CK; C K3 CKy=Q((). (6)
2. les sous groupes de G=Gal(Q(¢)/Q) :
Gy=(Ud)CG3C Gy CG CGy=G
qui sont tels que pour chaque ¢ = 0,1,--- ,4,
card(G;) = 27, (7)

K; = Q(Q)% = {z € Q(C) tel que Vg € Gy g(z) =2} (8)
et inversement,

Gi = Gal(Q(¢)/K;) (9)
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De méme dans la construction du pentagone, il est toujours plus facile de
trouver des sous-groupes que des extensions intermédiaires. Donc, il nous
faut tout d’abord trouver des générateurs de Gal(Q(¢)/Q) = (Z/16Z). 1l est
naturel d’essayer 7 : ¢ — (2, mais on se rend compte trés vite qu’il est
seulement d’ordre 8.

Alors on essaie 0y : ¢ — (2 et cette fois-ci cet élément est bien d’ordre
16.

o1 =05 : ( — (% est donc d’ordre 8 et est générateur de Gj.

09 =03 : ( —> ("% est d’ordre 4 et est générateur de G.

o3 =05 1 ( —> (! est d’ordre 2 et est générateur de Gi.

o4 = 035 : ( — ( est d’ordre 1 et est générateur de G.

Rappelons alors tout ce que nous savons :

2 2 2 2
AN AN AN AN
Q=K Cc Ky C 'Ky € Ky 'Ky =Q(¢)
G4 - ([d) C Gg C G2 C G1 C GO - G .
—————r ~—~— ~— ~— ——
=<(—C> =<(— (1> =< (4> =<(— (8> =<(—(3>

On va la aussi rechercher des éléments appartenant & chacun des corps et
grace a la relation (6), on sait qu’on va atteindre un élément de Q, qui
lui, sera alors constructible. Pour réaliser cela, il nous suffira grace a la re-
lation (8), de trouver des éléments qui restent fixes par les générateurs de
chacun des groupes. Pour construire de tels éléments, on utilisera le lemme
3.3.

Posons w; = ¢ qui est bien fixe par ol : ¢ — ( (générateur du groupe
Gy).

Ensuite, on pose wy = o§(w;). Alors, le lemme 3.3 affirme que :

Z1 = Wy + Wa

=C+¢

est fixe par o5 (générateur du groupe G3), et donc que z; appartient a Ks.
Ensuite, on pose

Z9 = 0'3(21)
— €4 + 474.
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De méme :

V1= 21+ 22
=+

est fixe par of (générateur du groupe Gs) et donc y; appartient a Ky, De
méme, le lemme 3.3 montre que :

Y3 = 2122
:C5+C_5+C3+C_3

appartient a K.

Remarques.

1. On sait par ailleurs, que z; et 29 sont racines du polyndéme du second
degré a coefficients dans K, :

Py(X) =X"—yX +y;

2. On vérifie que par le calcul que o¢(y1) = ys-

On va réitérer ce processus jusqu’a atteindre des éléments de Q. On pose :

Y2 = 08(2/1)
:C2+C_2+C8+C_8'
Alors :
T =11+ Y2
=(HC TR
et y1ys = Z,lle (¥ = —1 sont fixes par o2 (générateur du groupe G;) et

appartiennent a K;.

Remarque. y; et ys sont racines du polynéme du second degré a coefficients
dans K, :
P(X)=X*—2X -1

. Par ailleurs, on pose :

y1 = 05(y3)(= 00(y2))
— C6+C_6+C7+C_7'
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Ainsi,
Ty = Y3+ Ya
:CS_I_Cff)+C3+C73+C7+C77+C6+C76.
et y3ys = oo(y1y2) = oo(—1) = —1 sont fixes par o7 (générateur du groupe

G1) et appartiennent a K;.

Remarque. y3 et y4 sont racines du polyndéme du second degré a coefficients
dans K; :
Pris(X) = X? — 2, X — 1

. Enfin, on note que :

Ty = Uo(%)
=CH TP+ CH T HTH O+

On en déduit alors que :

ZL’1+J]2:ZCk

et T1xy = 1 = Z,lle arC*(ar, € N*) sont invariants par oy (générateur du
groupe Gy et donc appartiennent a Ky = Q.

Remarque. Pour trouver r = x1x5, on procéde de la facon suivante : on
alors que P(() = ,16621 apCk —1r = 0 est & coefficients dans Q et de degré 16.
Or le polynome minimal de ¢ sur Q est 1+ ¢+ -- -+ ¢!, Donc il existe ) tel
que S0, axCF —r = A1+ C4---+¢'%). On a alors 7 = —\ et il suffit donc
par exemple de compter le nombre de termes en ¢ dans le produit xxs. Il y
en a 4, donc r = x1x9 = —4.

D’ot1 1 et x5 sont racines du polynéme du second degré a coefficients dans Q :
Py(X) = X?+ X —4, et donc sont constructibles par la proposition 1.3 et 1.5.

Conclusion : Grace aux différentes relations, on peut remonter jusqu’a
71 = 2cos(%Z) et construire pas & pas le point d’abscisse cos(3Z).

Tout d’abord, on construit z; et z3 racines du polynome Py(X) = X2+ X —4
grace & la méthode proposée précédemment pour construire les solutions
d’une équation du second degré.
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Ensuite, on construit y; et y, racines du polynome P;(X) = X% — 2 X — 1
ainsi que y3 et y, racines du polynome Pipis(X) = X? — 2, X — 1.

Enfin, on construit z; et 2z, racines du polynome Pp(X) = X? — 11 X + 3.
Ainsi, on peut faire une construction effective du polygone a 17 c6tés a la
régle et au compas (voir figure 14).

X2

o

-3 -2.8 -2 ? -2.4 2.2 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2

FIGURE 14

x1

16
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5.3 Troisieme année de magistere, rapport de stage : Application des mé-
thodes CART et foréts aléatoires a ’estimation de I’état de charge d’une
batterie électrique
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Introduction

1 Présentation du contexte et de la problématique

1.1 Contexte

On cherche a estimer I'état de charge de la batterie en temps réel & partir des données instantanées.

Batterie chargée Décharge
Courant,

Electrolyte Anode Séparateur Cathode

[<©
P

B

Redy = Ox;+e~  Oxote = Reds

Charge

Courant

Red;, €=0Ox+e~  Oxy+ e~ €=Red,

FIGURE 1 — Charge/Décharge d’une batterie élémentaire

Une batterie élémentaire se compose deux électrodes (anode et cathode) et d’un électrolyte qui permet
de faire passer les ions d’une électrode & une autre (voir figure ).

Lorsque la batterie est chargée, les ions se retrouvent a la cathode et inversement lorsque la batterie est
déchargée. Lors du phénomene de décharge, un dispositif est branché et un courant circule. Les électrons
se déplacent alors dans le sens contraire donné au courant. Pour rejoindre la cathode, les ions utilisent
I’électrolyte et 'anode est dit "réducteur'. De maniére analogue, on peut décrire le phénomene de charge.

Ensuite, rappelons quelques définitions utiles pour la suite dans la compréhension de la problématique.

Définition 1. Tension. La tension U de la batterie est la différence des potentiels entre deuz électrodes.

Définition 2. Courant. Le courant est la charge électrique traversant un conducteur par une unité
de temps et portée par les électrons dans une électrode (courant électronique) ou par les ions dans un
électrolyte (courant ionique).

Définition 3. Charge, décharge. La quantité de charge, fournie par la batterie durant sa décharge, est
calculée comme une intégrale de courant de décharge sur une période de décharge [t1;ts] :

ta
Q= / Ldt
ty

Elle est mesurée en ampére-heure (Ah).




Définition 4. Capacité. C’est la quantité maximale de charge, qui peut étre obtenue en déchargeant
compléetement a courant constant, la batterie initialement complétement chargée.

Définition 5. Régime de courant. Il est défini comme la vitesse a laquelle une quantité de charge
équivalente a % est extraite de la batterie (décharge) ou fournie a la batterie (charge) durant n heures.

Définition 6. Capacité nominale : C,,,,. C’est une capacité obtenue sous le régime de décharge
nominal i.e. sous certaines conditions de décharge préconisées par le constructeur.

Capacité disponible : Cy;s,. Elle est définie comme la capacité fournie par une batterie, qui n’est pas
complétement chargée initialement, sous le régime de décharge non nominal.

Remarque. La température, le régime du courant et I’historique de l'utilisation de la batterie in-
fluencent la capacité nominale.

Définition 7. On définit l’état de charge de la batterie ([14] ) notée SOC (State Of Charge) par :

Cdisp
C1n,om

SOC =

Remarque. Cette quantité est souvent difficile & estimer car il y a :

— une influence de la température interne : la capacité nominale augmente lorsque la température
interne augmente,

— une influence de I'état de santé SOH (State Of Health) : la capacité nominale diminue au cours du
vieillissement de la batterie,

— une influence du régime de courant.

Cependant, nous pouvons répertorier plusieurs méthodes existantes pour estimer ’état de charge d’une
batterie([15],[8]).

Nous citerons la plus usuelle qui est une méthode physique, la méthode coulométrique. En effet, elle
consiste a estimer le SOC a l'instant ¢ de la maniere suivante :

1 t
SOC, = S0Cy + / I(r)dr (1)
nom Jtg

Ainsi, cette méthode décrit le SOC a I'instant ¢t comme le SOC a l'instant initial ¢ plus la somme des
courants distribués entre t et tg.

Cette méthode a I’avantage d’étre facile a implémenter et nécessite la mesure du courant uniquement.

Cependant, elle présente quelques inconvénients. En effet, si le capteur de courant est imprécis, on a
une accumulation de I'erreur. De plus, comme nous ’avons dit précédemment, il y a un changement de
la Chom. Enfin le SoCy est difficile a estimer en temps réel.

Ainsi, pour que cette estimation soit convenable, on munit la voiture électrique d’un capteur de
courant tres précis mais qui colite tres cher. A terme, les constructeurs voudraient se passer de ce capteur
trés précis et trouver une autre méthode d’ estimation du SOC.

On peut alors définir la problématique.

1.2 Problématique

Une batterie d'un véhicule électrique est soumise & plusieurs charges/décharges partielles et complétes.
Les mesures suivantes sont prélevées a chaque instant : température interne, température externe, courant
et tension de la batterie.

La problématique est donc la suivante : estimer [’état de charge de la batterie d’un véhicule électrique en
temps réel a partir d’une trés grande base de données : mesures instantanées de la température interne,




ambiante, du courant et de la tension. Il y a la une volonté de toujours mieux estimer car d’une part,
les estimations présentes dans les systémes embarqués ne sont pas encore tres précises et d’autre part,
Iestimation coulométrique nécessite un capteur de courant tres précis,donc cher. Les objectifs du stage
sont donc de :
— Proposer une ou plusieurs méthodes d’estimation de SOC par apprentissage statistique qui soient
robustes par rapport :

1. a la température interne
2. au régime de courant

— Valider cette méthode sur des données expérimentales issues :
1. des expériences en laboratoire
2. des roulages réels des véhicules électriques

— Maitriser le contexte théorique de I'apprentissage statistique :
1. arbres de régression (CART) ([4]))
2. sélection de modeles ([9])
3. foréts aléatoires ([3])

Nous allons donc nous intéresser & deux méthodes d’apprentissage statistique que sont les arbres CART

qui ont 'avantage d’étre facilement interprétables ([10]) et les foréts aléatoires qui se révélent étre un
outil performant depuis ces derniéres années ([17]).

2 CART (Classification And Regression Trees)

2.1 Rappel : méthode d’apprentissage statistique

On considére un modéle de régression (dans notre cas non linéaire) : soit (X,Y) variable aléatoire dans
(RP,R) et satisfaisant :
YV =f(X)+e (2)

ol € bruit centré, de variance o2 et f fonction de régression & estimer.
Comme la loi P de (X,Y) est inconnue, on veut reconstruire f & partir d’un échantillon :

L={(t,yt)}i=1...

composé de n réalisations indépendantes de (X,Y) et ou z; sont les variables explicatives et y; sont les
variables a expliquer.

Le but de lapprentissage supervisé ([9]) est de construire un modele statistique en proposant un

estimateur f de la fonction f (2).
L’élaboration et la validation du modele sont faites avec deux ensembles distincts de données :

£app = (.’L‘t; yt)t:l,m ks (3)
appelé ensemble d’apprentissage, qui est utilisé pour construire le modele et I’ensemble, dit de test, et
Liest = (It;yt)t:k-s-l,m,n

est utilisé pour valider ce modele.




Ainsi,étant donné L,p, et Lics:, le probleme consiste a estimer la fonction f, en minimisant le risque
de 'estimateur f :

R(1. )= R(f) =Ep |7 - I]

ol P est la loi marginale de X, |||, est choisie ici comme la norme 2 sur L?(RP?, 1)), ou parfois comme la
norme 1.

Mais on ne connait pas P, donc f est obtenu comme celui qui minimise la fonction contraste quadra-
tique empirique ou erreur quadratique moyenne (MSE) :

D=7 ¥ @) (4)
(zt,yt)ELapp

Enfin, on valide notre modele en souhaitant que la qualité de notre estimateur décrite par I'erreur
quadratique moyenne des résidus ou erreur de généralisation (MSE residuals) :

REver (P = L S (o) — )’ (5)

t=k+1

soit la meilleure.

2.2 Arbre de régression

La méthode CART est ainsi une méthode d’apprentissage statistique dont les rudiments ont été ex-
pliqués auparavant. Plus précisément, c’est une méthode de régression non paramétrique qui est utilisée
pour construire des arbres de décision qui permettent de prendre un ensemble de décisions basé sur les
données explicatives afin d’estimer la variable a expliquer. Ils servent ensuite étant donné un nouvel
échantillon de variables explicatives, d’estimer la variable & expliquer relatif a celui-ci.

La construction des arbres de décision a partir de données est une discipline déja ancienne. Les sta-
tisticiens en attribuent la paternité & Morgan et Sonquist (1963) qui, les premiers, ont utilisé les arbres
de régression dans un processus de prédiction et d’explication (AID Automatic Interaction Detection).
Il s’en est suivi toute une famille de méthodes, étendues jusqu’aux problémes de discrimination et clas-
sement, qui s’appuyaient sur le méme principe de la représentation par arbres (THAID — Morgan et
Messenger,1973 ; CHAID — Kass, 1980). On considére généralement que cette approche a connu son apo-
gée avec la méthode CART (Classification and Regression Tree) de Breiman et al. décrite en détail dans
une monographie intitulée Classification And Regression Trees de 1984([4]) et qui fait encore référence
aujourd’hui.

Elle a été ensuite implémentée pour le logiciel R en 1997 par T. Therneau, B. Atkinson et B. Ripley
sous le paquet rpart([12]) et contient des parties implémentées en C, ce qui optimise le code. Il existe
par ailleurs d’autres paquets similaires sur R comme tree ou party, mais rpart reste le plus largement
utilisé, notamment pour sa rapidité.

Par ailleurs, pour ce qui est de la représentation visuelle des arbres, un paquet rpart.plot a été
implémenté pour le logiciel R en 2012 par Stephen Milleborrow ([13]) et permet d’améliorer la représen-
tation déja existante dans rpart, pour plus de lisibilité et d’esthétisme (voir figure ).

Les arbres de régression sont des arbres de décision binaires. Rappelons la définition rigoureuse de ces
derniers :




Définition 8. Un arbre binaire est une structure de données qui peut se représenter sous la forme d’une
hiérarchie dont chaque élément est appelé neeud, le neud initial étant appelé racine.

Dans un arbre binaire, chaque élément posséde au plus deux éléments fils au niveau inférieur, habi-

tuellement appelés noeud fils gauche et noeud fils droit. Du point de vue de ces éléments fils, I’élément
dont ils sont issus au niveau supérieur est appelé pére.

Un neeud n’ayant aucun fils est appelé feuille. Le nombre de niveaux total, autrement dit la distance
entre la feuille la plus éloignée et la racine, est appelé hauteur de l’arbre.

Le niveau d’un neud est appelé profondeur.
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FIGURE 2 — Exemple d’arbre de régression avec le paquet rpart et rpart.plot de R (voir partie 3.3)

2.2.1 Principe détaillé de I’algorithme CART

Le principe des arbres de régression consiste a partitionner de maniere récursive et dyadique ’espace
d’entrée RP dans lequel sont définies les variables explicatives .

Cette partition est réalisée a l'aide de conditions imbriquées sur les variables explicatives et nous
appellerons coupures.

Définition 9. Nous appelons coupure un élément de la forme
S(j,d) U S(j,d)° = {wele] < d} U {aila] > d}

ot j €{1,...,p} est le numéro d’ une variable explicative et d un seuil (voir figure 3).
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FIGURE 3 — Schématisation d’une coupure

Nous noterons Si,...,Sm,..., Sy les régions formant cette partition. Sur la figure 3, nous avons
schématisé un arbre ott S} ..., S” représentent des coupures. Chaque région S,, est donc 'intersection
de coupures.

o
Sl=c:nc12n c?
¢l
c? S¢ S7 Sg Sg
51 S Sq S5
2 Sy

FIGURE 4 — Correspondance entre régions et feuilles de I’arbre

Dans notre cadre d’étude, nous associerons a chaque région S, une valeur constante c,,. Nous cher-
chons donc un estimateur f de f (cf. (2)) sous la forme :

M
f(l) = Z C'm]l:I;ESm,'

m=1

Par la suite, nous devrons déterminer ¢, et S,, de telle sorte que fminimise (4).

Coupure optimale.

Pour découper un noeud, on va préciser la regle de coupure qui vise a diminuer a chaque étape la
variance des noeuds fils :
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Proposition 1. Le découpage optimal S’G, d) est obtenu pour le couple (3 ) vérifiant :

(j,d) € argmin [mln R(cilggay) + mlnR (c2lg(j,a)
(5,d) e

€ argmin |min Z (y¢ — ¢1)? + min Z (y; — c2)?
G| esGa ? wesGar

La méthode sélectionne alors la meilleure coupure, c¢’est-a-dire le couple (j,d) qui minimise I’erreur
quadratique moyenne (MSE) (cf ( 4) ).

Une fois la racine de I'arbre scindée en deux, on se restreint a chacun des noeuds fils et on recherche
alors, suivant le méme procédé, la meilleure fagon de les découper en deux nouveaux noeuds, et ainsi de
suite.

Remarques.
1. Une coupure est dite admissible si aucun des noeuds fils engendrés n’est vide.

2. AutArement dit, la meilleure segmentation S € 8 d'un noeud N est celle qui fera le plus décroitre
S = argmax AR(S, N), (6)
ses
ot AR(S,N) = R(fin) — R(fin,) — R(f|N,)-

3. 1l existe d’autres versions de cet algorithme comme MARS, C4.5 ou CHAID qui utilisent des cri-
téres autres que l'erreur quadratique moyenne (MSE) pour choisir les meilleures coupures ([12]).
Par exemple, CHAID (CHi-squared Automatic Interaction Detector) utilise un test du Chi-deux et
ne prend en compte que des variables qualitatives comparé a CART qui permet d’utiliser indiffé-
remment les deux sortes de variables : qualitatives ou quantitatives.

La proposition suivante permet de simplifier le double probléme d’optimisation 6 et permet de déter-
miner les ¢, :

Proposition 2. En assimilant un neud N et la partie correspondante S(j,d) (j et d fizés), la valeur
associée a N sera :

o Rleler = L Vo
ymin BLs50) = oresgay 2w Vs

ot la somme est prise sur tous les variables a expliquer y; telle que x; € S(j,d).

D’ou le probleme de coupure optimale devient :

(G,d) € argmin | min Z (yt—cl)2+rréin Z (y: — c2)?
G eesGa * wes@a)e

= argmin Z (e — Ysga)® + Z (e — Ysgjap)®

G | eS0.a) 1€5(j.d)¢
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Conclusion. Ainsi, l’arbre de régression T obtenu correspond a l’estimateur des moindres carrés fr de
f sur Uespace des fonctions constantes par morceauz sur la partition formée par les feuilles définie par
(Sm)m=1,...m. Ainsi, on a

M M
fr(z) = Z Cmlzes,, = Z Ys, lzes,,
m=1 m=1

La méthode CART peut étre vue ainsi comme une sélection de modéle sur des sous espaces de L2(RP, )
de fonctions constantes par morceauzr, définies sur des partitions finies de RP.

On peut maintenant exhiber un pseudo-code associé a l'algorithme CART :

1. Commencer a la racine de l’arbre et associer a celle-ci toutes les observations {z; = x},...,2¥),y:}
de l’échantillon d’apprentissage.
2. Choisir la coupure optimale S = (27 < CT) comme dans la proposition 1.

8. Une fois la coupure optimale choisie, associer a chaque noeud fils la valeur présentée dans la pro-
position 2

4. St le critére d’arrét choisi atteint un seuil fixé a l'avance, terminer algorithme. Sinon, appliquer
Uétape 2 a chaque noeud fils a son tour.

Intéressons-nous maintenant aux criteres d’arrét évoqués dans la troisieme étape du pseudo-code.

Critéres d’arrét.

Il existe plusieurs regles d’arrét qui permettent de décider si un noeud est une feuille :

Noeud pur. Un noeud devient une feuille lorsqu’il n’existe plus de coupure admissible. On dit alors que
le noeud est pur.

Profondeur maximale. L’arbre atteint une profondeur maximale notée maxdepth fixée par l'utilisateur.
La profondeur par défaut sur rpart est 30 et nous conserverons cette valeur pour ne pas tenir compte
de ce critere.

Taille du noeud. Elle consiste a ne pas découper N si le nombre d’observations de L, contenues dans
N est inférieure a un certain nombre noté nodesize. La valeur par défaut est 25 sur rpart et nous la
conserverons également.

Parameétre de complexité c,. Elle consiste a ne pas découper le noeud N via la segmentation optimale
S st AR(S,N) = cp. La valeur par défaut dans rpart est 0.01. Par la suite, nous essaierons de calibrer
au mieux ce parameétre.

Les criteres utilisés dans le package rpart peuvent étre réglés par 'utilisateur.
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2.2.2 Particularités, avantages et inconvénients

Avantages

— CART est facile a interpréter visuellement. En effet, il permet d’exhiber une estimation de la
variable & expliquer si I’on se trouve dans certaines situations décrites par I’ensemble de décisions.
(voir partie 3.3 et figure 2).

— CART est une méthode non-paramétrique. Elle ne requiert donc pas une spécification d’une
quelconque forme fonctionnelle.

— CART ne requiére pas des variables qui ont été sélectionnées au préalable L’algorithme
lui méme identifie les variables les plus significatives via un calcul d’indice d’importance (cf partie
3.3). Ainsi, cela demande une faible préparation des données.

— Un temps de calcul satisfaisant pour de grands jeux de données. Ceci nous intéresse forte-
ment, car nous serons a disposition d’'une banque de données d’environ 20 millions d’observations.

Cependant, il peut exister quelques inconvénients a 'utilisation d’arbres CART, mais nous pouvons sans
aucun doute les contourner.

Inconvénients

— Tendance au sur-apprentissage. Si I’on construit un arbre dit maximal, il aura tendance a faire
du sur-apprentissage. Pour pallier a ce phénomeéne, on 1’élague ’arbre en faisant de la validation
croisée pour choisir la meilleure profondeur.

— C’est une méthode instable. Des modifications de I’ensemble d’apprentissage peuvent amener
des changements radicaux dans l’arbre comme le changement des coupures. Cependant, lorsqu’on
dispose de beaucoup de données, CART est plus stable.

— CART produit des arbres qui ne sont que binaires. On pourrait penser a des arbres n-
aires, mais cela compliquerait significativement le probleme et on perdrait ’aspect visuel de cette
méthode.

2.3 Indice d’importance

Un aspect qui a fait le succes des arbres CART est qu’ils sont facilement interprétables. En effet, une
fois ’arbre CART construit, on se dit naturellement que les variables qui interviennent effectivement dans
les découpes des noeuds de 'arbre (et particuliérement les noeuds les plus proches de la racine) sont les
variables les plus utiles pour le probleme considéré. C’est une fagon heuristique d’avoir une information
sur 'importance des variables ([4]).

Définition 10. Importance des variables. L’indice d’importance d’une variable explicative =7 de l’arbre
T est définie par :

I(@') = Y~ AR(S(j,d), N) (7)

NeT

ot AR(S(j,d),N) a été défini en (6).
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2.4 Exemple : Estimation de la quantité de charge d’une batterie-cellule

Nous avions dans un premier temps a disposition un fichier nommé « 11,14ata.-mat » qui correspond
a des données de laboratoire sur une batterie-cellule de capacité 15 Ah environ. I’échantillon de données

est de taille 681232 et contient 5 variables :
y : Quantité de charge (SOC[%])
x1 : Intensité délivré (I[A])
x9 : Température ambiante (Tomp[C])
x3 : Tension de la batterie (U[V])

x4 : Température interne (T[C])

On peut faire 'histogramme de ces 5 variables explicatives et & expliquer (voir figure 5).
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FIGURE 5 — Histogrammes de ’ensemble d’apprentissage

La figure 6 nous montre ’arbre obtenu.
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FIGURE 6 — arbre de régression ¢, = 0.01 avec le package rpart, rpart.plot de R

Expliquons par exemple la branche extérieure droite depuis la racine jusqu’a la feuille toute a droite.
Si la tension U est supérieure & 3.38, et si I < 7.29, alors la batterie est presque chargée ( elle est si
U = 3.6V). Ainsi, on peut avoir une estimation d’'un SOC assez élevée ici 92 % dans ces conditions-ci.

Remarque. 11 n’y a que trois des quatre variables qui interviennent dans les coupures. En particulier,
la température ambiante n’intervient pas. Nous pouvons alors utiliser I’outil nommé indice d’importance
défini précédemment qui quantifie ce phénomene (voir figure 7).

Nous pouvons également voir une répartition des SOC estimés dans les différentes feuilles (voir figure
8). Nous voyons par exemple qu'il n’y a pas d’estimation de SOC entre 85 et 95%.
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Importance des 8 variables par rpart

IMPORTANCE(%)

FIGURE 7 — Indice d’importance(%) avec le package rpart de R
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FIGURE 8 — Répartition des SOC estimés dans les feuilles avec le package rpart de R
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2.5 Arbre maximal et élagage

Comme nous 'avons vu précédemment, le parametre cp gere la profondeur de 'arbre. Par exemple,
si cp=0.01 dans la construction d’un arbre avec le paquet rpart, cela signifie que n’importe quel noeud
ou la segmentation optimale ne fait pas décroitre l'erreur quadratique moyenne (MSE) d’un facteur 0.01
n’est pas découpé et devient une feuille.

Ainsi, plus 'arbre est complexe (beaucoup de noeuds), plus il va bien apprendre I’échantillon d’appren-
tissage, mais aussi plus il va faire de l'overfitting : adaptation uniquement a I’échantillon d’apprentissage,
mais beaucoup d’erreurs sur un nouvel échantillon de test. La complexité doit donc étre pénalisée, d’ou
un parameétre cp (complexity parameter).

Donc, plus cp est petit, plus Parbre peut étre grand (beaucoup de noeuds), plus il est grand, plus la
complexité est pénalisée.

Maintenant qu’on a compris comment on construisait un arbre de régression, on peut maintenant
s’intéresser aux foréts aléatoires.

3 Foréts aléatoires

3.1 Principes et mécanismes
La définition générale des foréts aléatoires est la suivante :

Définition 11. Soit (f(.,01),...,f(.,0L1)) une collection d’estimateurs par arbre, ot (©1,...,01) est
une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendante de l’échantillon d’apprentissage L. L’estimateur par
forét aléatoire est obtenu par agrégation (i.e en faisant la moyenne de cette collection d’estimateurs).

Remarques. Le terme forét aléatoire vient du fait que les estimateurs individuels sont, ici, explicitement
des estimateurs par arbre.

Concernant le vocabulaire des foréts aléatoires, il existe une ambiguité dans la littérature. En effet, Leo
Breiman, dans son article de 2001 ([3]), définit les foréts aléatoires comme ci-dessus. Les foréts aléatoires
sont donc pour lui une famille de méthodes.

Or, dans le méme article, il présente un cas particulier de foréts aléatoires, appelées Random Forests-
RI, qu’il a ensuite implémentées ([5],[11]).

Par suite, ce sont ces Random Forests-RI qui ont été utilisées dans de trés nombreuses applications
réelles. Et pour cause, le programme est accessible a tous, facile d’utilisation et la méthode atteint des
performances exceptionnelles. Finalement, la dénomination "foréts aléatoires" désigne dans toute la suite
les Random Forests-RI.

3.2 Random Forests-RI (Random Inputs)

Comment construit-on de tels objets? Pour ce faire, on a besoin de la définition d’un échantillon
bootstrap :

Définition 12. Un échantillon bootstrap L est obtenu en tirant aléatoirement n observations avec
remise dans ’échantillon d’apprentissage L, chaque observation ayant une probabilité % d’étre tirée. La
variable aléatoire Oy représente alors ce tirage aléatoire.

1. Pour ¢/ =1,..., L faire :

(a) Générer un échantillon bootstrap £9¢.
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(b) Créer un arbre aléatoire T} associé a L en répétant récursivement les trois étapes suivantes
pour chaque noeud de 'arbre jusqu’a ce que nodesize soit atteint :

(i) Choisir aléatoirement m variables explicatives parmi p.
(ii) Prendre le meilleur couple variable explicative/seuil pour ces m variables.
(iii) Couper le noeud en deux noeuds fils.

2. Renvoyer la collection d’arbres (T;)¢=1,...,1, obtenue.

Conclusion. [L’estimateur par forét aléatoire est obtenue de la fagcon suivante pour tout x € RP :
1
. ~
frp(z) = i3 Z fr, ().
=1

Remarques.

1. Le tirage, & chaque noeud, des m variables se fait, sans remise, et uniformément parmi toutes les
variables (chaque variable a une probabilité % d’&tre choisie). Le nombre m (m < p) est fixé au
début de la construction de la forét et est donc identique pour tous les arbres.

2. Pour les Random Forests-RI, il y a donc deux sources d’aléas pour générer la collection des esti-

mateurs individuels : I’aléa dii au bootstrap et I'aléa dii choix des variables pour découper chaque
noeud d’un arbre. Ainsi, on perturbe a la fois I’échantillon sur lequel on lance la régle de base, et a
la fois le coeur de la construction de la regle de base.
Ainsi, l'explication des performances des foréts aléatoires réside dans le fait que rajouter un aléa
supplémentaire pour construire les arbres, rend ces derniers encore plus différents les uns des autres,
sans pour autant dégrader leurs performances individuelles. L’estimateur agrégé est alors meilleur.
([1],[4]).

Par ailleurs, la méthode nous fournit une estimation de I'erreur de généralisation ou MSE residuals.

3.3 Erreur Out-of-Bag(OOB)

Définition 13. Erreur OOB.
— Fizer une observation (xy,y:) de L.
— Considérer l’ensemble des arbres construits sur les échantillons bootstrap ne contenant pas cette
observation.
— Agréger alors uniquement les estimations de ces arbres pour fabriquer notre estimation y; de ;.
— Aprés avoir fait cette opération pour toutes les données de L, calculer l’erreur commise par nos
estimations, [’erreur quadratique moyenne en régression :

1, .
n Z(yt - yt)2
t=1

Remarques. Cette estimation s’impose les mémes contraintes que celles des estimateurs classiques de
Perreur de généralisation ou MSE residuals (échantillon test, validation croisée), au sens ot les données
estimées sont des données qui n’ont pas été rencontrées au préalable par I'estimateur utilisé. Un avantage
de Verreur OOB par rapport aux estimateurs classiques est qu’elle ne nécessite pas de découpage de
I’échantillon d’apprentissage. Ce découpage est en quelque sorte inclus dans la génération des différents
échantillons bootstrap ([11]).
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3.4 Indice d’importance

Il est important de pouvoir donner une interprétation qualitative des variables qu’on utilise. Quelles
sont les variables vraiment nécessaires pour expliquer la sortie ? De quelles variables peut-on se passer ?

Ainsi, un indice d’importance des variables, spécifique aux foréts et différent de celui proposé par
CART, est introduit par Breiman en 2001 ([3]) dans son article. Le principe est le suivant :

— Fixons j € {1,...,p} et détaillons le calcul de I'indice d’importance de la variable 7.

— Considérons un échantillon bootstrap L!, et I’échantillon OO B, associé, c’est-a-dire I'’ensemble des
observations qui n’apparaissent pas dans Ef,/.

— Calculons errOOB;y , I'erreur commise sur OO By par I’arbre construit sur £¢ (erreur quadratique
moyenne).

— Permutons alors aléatoirement les valeurs de la j-ieme variable dans ’échantillon OO B,. Ceci donne
un échantillon perturbé, noté OOB,’. ‘

— Calculons enfin errOOB,” lerreur sur I'échantillon OOB,’ .

Nous effectuons ces opérations pour tous les échantillons bootstrap. L’'importance de la va-riable z7,

I(27) est définie par la différence entre 1'erreur moyenne d’un arbre sur I’échantillon OOB perturbé et

celle sur I’échantillon OOB : .

I(z7) = %Z errOOB/ — errtOOB,
1=1

Ainsi, plus les permutations aléatoires de la j-iéme variable engendrent une forte augmentation de
Perreur, plus la variable est importante. Cet indice est par ailleurs implémenté sous R.

Maintenant que 1’on a passé en revue les principaux outils et mécanismes des deux méthodes, on va
pouvoir réaliser les premieres simulations.

4 Premieres simulations sur un petit jeu de données

4.1 Description des données

Nous avons eu tout d’abord a disposition 2 jeux de données issues de roulages d’un véhicule électrique.

Les deux jeux données que nous noterons 1 et 2 ont pour tailles respectives 51629 et 66673. Ils
contiennent 9 variables :

y : Quantité de charge en % (SOQC)

xt : Intensité délivrée en A (I)

x* : Température ambiante en C (Tpmp)

23 : Tension de la batterie en V (U)

x* : Température arriere coeur en C (T.AR.COEUR)

x5 : Température arriere surface en C(T.AR.SURFACE))

2% : Température avant coeur en C (T.AV.COEUR)
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27 : Température avant surface en C (T.AV.SURFACE)

2% : Temps en s (Temps)

On peut alors représenter le SOC (état de charge) des jeux de données en fonction du temps (voir figure
9). Le jeu 2 présente un phénomene de charge intéressant, peut étre du a un profil de route contenant
une descente.

SOC du jeu de données 1 SOC du jeu de données 2

90 100
80 100

SOC(%)
50 60 70 80
Il
.

S0C(%)
50 80 70 80
Il Il Il

40
40

20
I

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

temps(s) temps(s)

FI1GURE 9 — Courbes SOC en fonction du temps des jeux 1 et 2

Nous avons décidé de tester les deux méthodes sur les deux jeux de données pour les comparer. Mais
le paquet randomForest ne réussit pas & traiter (en tout cas sur Pordinateur utilisé) des données de taille
supérieure a 15000, a cause de problemes de mémoire. Par ailleurs, nous avons pris en compte 8 variables
explicatives et a expliquer car pour I'instant, nous ne tiendrons pas compte de la variable explicative g :
temps dans ’apprentissage.

Nous avons alors choisi de prendre au hasard 2/3 de ’ensemble des points pour 'apprentissage et le
tiers restant pour le test. Afin de réaliser I'’ensemble d’apprentissage pour les foréts aléatoires, nous avons
pris les 15000 premieres observations de tout ’ensemble d’apprentissage congu. L’ensemble de test sera
donc le méme pour une certaine cohérence.

Nous pouvons examiner I'histogramme des variables explicatives de I’ensemble d’apprentissage com-
plet et de test de chacun des jeux (voir figures 10,11,12 et 13).

Les ensembles d’apprentissage et de test du jeu 1 sont tres similaires. On remarque que toutes les
valeurs de SOC ne sont pas représentées, en particulier celles en dessous de 20%. De plus, on remarque que
I'intensité de la batterie est aussi bien positive que négative, ce qui atteste de la présence de phénomenes
de charge et de décharge.
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On peut faire les mémes remarques que pour le jeu 1, a savoir que les ensembles d’apprentissages et

de test sont trés similaires.

4.2 Résultats

Foréts aléatoires

Nous obtenons les résultats suivants lorsque nous appliquons nos estimateurs par foréts aléatoires,
construit sur les 15000 premiers points de I’ensemble d’apprentissage, a ’ensemble de test pour chacun

des jeux de données (voir figure 14).

Estimation par RF pour I'ensemble test 1

o
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FIGURE 14 — Estimation par foréts aléatoires sur ’ensemble de test des jeux 1 (a gauche) et 2 (a droite)

L’erreur quadratique moyenne (MSE residuals) est de I'ordre de 10~ donc est trés faible et trés

satisfaisante.

Nous pouvons également ’erreur OOB calculée par RandomForest.

hhhhIew 1%%%hh

randomForest (formula = SOC ~ ., data = Lapp6)
Type of random forest: regression
Number of trees: 500
No. of variables tried at each split: 2

Mean of squared residuals: 0.001013173
% Var explained: 100

%% hhIew 2%% %%

randomForest (formula = SOC ~ ., data = Lapp7)
Type of random forest: regression
Number of trees: 500
No. of variables tried at each split: 2

Mean of squared residuals: 0.0008487355
% Var explained: 100

L’erreur OOB est moins optimiste que notre erreur quadratique moyenne (MSE residuals) calculée.
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Par ailleurs, nous pouvons afficher ’indice d’importance des variables pour les deux jeux de données
(voir figure 15).

Importance des variables Importance des variables

|
Tamb
u

- c

Tamb

T.ARSURFACE TARSURFACE
T.AV.SURFACE T.AV.SURFACE
TAV.COEUR TAR.COEUR

EEEEONEDO

EEEEONEDO

T.AR.COEUR TAV.COEUR

IMPORTANCE(%)
IMPORTANCE(%)

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 15 — Indice d’importance des variables explicatives par foréts aléatoires pour les jeux 1 (a gauche)
et 2 (& droite)

Ainsi, pour les deux jeux de données, la température interne de la batterie semble étre la variable la
plus importante.

Maintenant, nous pouvons nous demander si ’estimateur construit pour le jeu 1 était aussi un bon
estimateur pour le jeu 2 et vice versa, car on voudrait trouver un estimateur robuste. La figure 16 nous
montre que I'estimation est satisfaisante et I’estimateur du jeu 1 estime bien le phénomene de charge
présent dans la courbe SOC du jeu 2. Pour avoir une idée plus précise des erreurs d’estimation que 1’on
fait dans chaque cas, regardons la valeur absolue de la différence entre la valeur observée et la valeur
prédite pour chacun des points des ensembles de tests (voir figure 17). Ainsi, 'erreur est moins bonne
pour lestimation du jeu 1 sur le jeu 2 mais pour les deux expériences, les erreurs observées sont en
moyenne autour de 3% + 2% pour la premiere et 6% 4 3% pour la deuxiéme, ce qui reste acceptable au
vue de la contrainte imposée (estimer au plus a 5% pres).

CART

Appliquons apres ceci la méthode CART en prenant soin de choisir un ¢p optimal. Nous avons choisi
une valeur élevée pour cp ici égal 10~¢ pour pouvoir élaguer I’arbre ensuite en utilisant la fonction prune.
Nous obtenons les résultats suivants pour les jeux 1 et 2 :

####Jeu CHH##H

Regression tree:

rpart (formula = SOC ~ ., data = app6[, c(1:8)], method = "anova",
control = rpart.control(cp = 107-6, usesurrogate = 0))
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Estimation par RF a partir du jeu 2 surle jeu 1 Estimation par RF a partir du jeu 1 sur le jeu 2
o o
S S
- —— Prédiction par foréts aléatoires 2 - — Prédiction par foréts aléatoires 1
g ---- Obsenvations 1 du SOC g ---- Qbservations 2 du SOC
5 o | o o |
g @ 8 @
@ @
o | o _|
~ ~
o | o
N T T T T T S T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
temps(s) temps(s)

FIGURE 16 — A gauche : Apprentissage par foréts aléatoires a partir du jeu 2 pour une estimation sur le
jeu 1. A droite : Apprentissage par foréts aléatoires a partir du jeu 1 pour une estimation sur le jeu 2.
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|SOC_obs-SOC_est|

L

T T
Estimation RF 1 sur 2 Estimation RF2sur 1

02 46 8

FIGURE 17 — Boites a moustaches des erreurs de I'estimation sur ’ensemble de test 1 et 2 pour foréts
aléatoires

Variables actually used in tree construction:
[1] T.AR.Coeur T.AR.Surface T.AV.Coeur T.AV.Surface Tamb
6] U

Root node error: 16406322/34419 = 476.66
n= 34419

CP nsplit rel error xerror xstd
1 7.7298e-01 0 1.0000e+00 1.0001e+00 4.4816e-03

#### Jeu THH#HH

Regression tree:

rpart (formula = SOC ~ ., data = app7[, c(1:8)], method = "anova",
control = rpart.control(usesurrogate = 0, cp = 1e-06))

Variables actually used in tree construction:
[1] T.AR.Coeur T.AR.Surface T.AV.Coeur T.AV.Surface Tamb
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[6] U
Root node error: 21194150/44448 = 476.83
n= 44448

CP nsplit rel error xerror xstd
1 8.6731e-01 0 1.0000e+00 1.0000e+00 5.1733e-03

Nous avons décidé de ne pas tout afficher car la table de cp contient 125 lignes. Il est préférable de faire
appel a la représentation graphique en utilisant la fonction plotcp (voir figure 18).

taille de l'arbre taille de l'arbre
1 8 16 26 36 46 56 66 76 86 96 107 119 1 9 18 28 38 49 59 70 80 90 102 116 129
JLLLILLIL OO OLE AL RO AL AL ORI LA L AL
o | <
[} (i}
g S - g 3
=) =
UI W U\ w
§ ° § o
® ®
2 o S o
S 27 = <
5 5
D N L oy
5 o 7 E g
. o | b
o o
QL e i
Inf 0.0011 26e05 14e05 3e06 24e06 15e-06 Inf 6e-04 49e05 12e05 41e06 23e06 1.4e06
cp cp

FIGURE 18 — Erreur en validation croisée (10 fold) en fonction de cp effectué par rpart pour les jeux 1 et
2

Au vue des résultats, il semblerait que l'on puisse prendre cp=1076, car il n’y a eu aucun sur-
apprentissage et la régle de I’écart-type confirme ce choix. Ici, nous n’avons pas besoin d’élaguer.

Appliquons donc notre estimateur par CART a I’ensemble de test pour chacun des jeux. Les résultats
obtenus pour les jeux 1 et 2 sont présentées par la figure 19 .
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Estimation pour 1 par CART_cp=0.000001 Estimation par CART pour 2 cp=0.000001

100
|
100
|

— Estimation par CART

— Estimation par CART
---- Qbservations 2 du SOC

---- Observations du SOC
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SOC(%)
60
|
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60
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T T T \ \ LIy e— w w

B ozrsesosrsatbens 0237593698 132060
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

temps(s) temps(s)

FIGURE 19 — Estimation par CART avec cp=10"° sur I’ensemble de test des jeux 1 et 2

La aussi, les estimations sont satisfaisantes avec une erreur moyenne quadratique (MSE residuals) tres
faible.

Intéressons-nous plus précisément aux arbres obtenus et aux propriétés de ceux-ci. Présentons les
résultats de la facon suivante :

— Le début de l'arbre (jusqu’a la profondeur 5)

— Importance des variables

— Histogramme des valeurs de SOC estimés dans les feuilles de I’arbre

Les figures 20 et 21 montrent que la température interne semble étre la plus importante et semble
celle qui détermine si la batterie est en décharge. Si I'on prend la branche de la racine jusqu’a la feuille
toute a gauche de ’arbre élaboré sur le jeu 6, nous pouvons voir que si la température interne est élevée
(supérieure & 12), la batterie est dans une phase de décharge d’ott un SOC estimé assez faible de 35%.
Cela se confirme en observant 'importance des variables ( voir figure 22).

De plus, si nous regardons I’histogramme des feuilles (voir figure 23), nous remarquons qu’il n’y a
pas de SOC estimé en dessous de 30 % pour les deux jeux, mais cela s’explique car dans les données
d’apprentissages, elles ne sont pas représentées.
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FIGURE 20 — Arbre de régression (jusqu’a la profondeur 5) avec cp=10"% pour le jeu 1
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FIGURE 21 — Arbre de régression (jusqu’a la profondeur 5) avec cp=10"6 pour le jeu 2
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FIGURE 22 — Importance des variables explicatives par CART avec cp=10"6 pour les jeux 1 et 2

SOC estimé dans les 125 feuilles SOC estimé dans les 140 feuilles
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FIGURE 23 — Histogrammes des valeurs de SOC estimés dans les feuilles des arbres CART avec cp=10~°
pour les jeux 6 et 7
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Etant donné que les performances de CART semblent étre similaires, regardons comme pour les foréts
aléatoires, les expériences qui consistent a estimer notre jeu 2 a l'aide de I'estimateur par arbre construit
sur le jeu 1 et vice et versa (voir figure 24) .

Prédiction par CART a partir du jeu 2 sur le jeu 1 Estimation par CART a partir du jeu 1 sur le jeu 2

o o
o o
- —Estimation par CART 7 - — Estimationpar CART 1
=3 ---- Observations 1du SOC =3 ---- Observations 2du SOC
3 £
S 24 -~ o _
g © 8 ©
9] ® | L~ - -
o _| . o _| R
< e < _
8 - 8 -
T T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
temps(s) temps(s)

FIGURE 24 — A gauche : Apprentissage par CART a partir du jeu 1 pour une estimation sur le jeu 2. A
droite : Apprentissage par CART & partir du jeu 2 pour une estimation sur le jeu 1

Le fait surprenant c’est que contrairement aux foréts aléatoires, I’estimation par CART élaboré sur le
jeu 1 ne parvient pas a rendre compte du phénomene de charge présent dans le jeu 2, et reste constant
sur celui-ci. Comment expliquer ce phénomene ? Une des raisons peut étre la température ambiante (voir
figure 25).

dela é e i pouriet 2
é V|'1‘
g o *.,\ ,‘
i \\ /‘* *\ /
A
N R

T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

taille des observations

FIGURE 25 — Température ambiante en fonction du temps des jeux 1 et 2

Les estimations faites avec le jeu 1 pour les SOC autour de 40% correspondent & une température
ambiante a peu pres constante, voire en légére augmentation autour de 2 degrés. Or pour le jeu 2, lorsque
le SOC est a 40%, il y a une chute brutale de la température ambiante a -2 C, et donc les conditions de
température ambiante ne permettent pas de prévoir ce phénomene de charge a partir de I’arbre construit
sur le jeu 1.

Globalement, les erreurs (voir figure 26) pour les deux expériences sont respectivement en moyenne
autour de 8% 5% et 6% % 4%.
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T T
prediction 6 sur 7 prediction 7 sur 6

F1GURE 26 — Boxplot des erreurs d’estimation sur I’ensemble de test 1 et 2 pour CART

4.3 Conclusion

La température interne semble importante pour les deux méthodes. Ainsi il serait intéressant de
prendre en compte toutes les mesures disponibles relatives a cette variable explicative a I'avenir. Par
ailleurs, nous avons également refait le méme protocole en normalisant les données pour voir s’il y avait
une incidence sur 'importance des variables, mais les résultats restent inchangés.

Nous pouvons alors remarquer que les foréts aléatoires semblent 1égérement donner de meilleurs esti-
mations que CART au vue des résultats mais ne peut pas prendre en compte beaucoup d’observations.
Par ailleurs, nous avons vu que les comportements sont différents selon les températures ambiantes et
peuvent amener & de mauvaises estimations.

Ainsi, cet exemple a été formateur car il a permis d’une part de mettre en oeuvre pour la premiere fois
les méthodes CART et les foréts aléatoires, d’en maitriser les premiers rudiments et d’en voir les limites
computationnelles. D’autre part, il a permis de dégager quelques premiéres conclusions qui pourront étre
utiles par la suite, lorsque nous étudierons les autres données.

5 Les données d’étude

5.1 Description des données d’étude

Les données mises a disposition ont été réalisées via un véhicule électrique nommé WILL équipé d’ une
batterie électrique LFP (capacité nominale de 75 Ah,puissance de 80Wh/kg) du CEA/LITEN (Grenoble).

Elles sont issues d’un processus de 17 mois réparti en 6 sessions (voir figure 27) :

— un usage en véhicule électrique réel sur circuit (voir figure 28) correspondant & 4 sessions,

— un stockage complet correspondant a ,

— Usage en banc de test correspondant a
Par ailleurs, les sessions sont entrecoupées de check-up, pour mesurer certaines variables comme la résis-
tance ou la capacité.

Dans le cadre du stage, nous nous intéresserons uniquement a l'usage en véhicule réel sur circuit
correspondant aux 4 sessions.

Ces roulages ont été effectués sous un méme profil de vitesse, qui a été congu pour étre représentatif
de tous les usages possibles (voir figure 29).

De plus, ils correspondent environ a 9 mois de tests de Mars a Décembre 2011 et & 35000 km parcourus
sur le circuit. Les données découlant de ces roulages on été répertoriés sous formes de fichiers textes et
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FIGURE 27 — Déroulement du processus relatif aux données

sur lesquels ont été effectués les roulages
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FIGURE 29 — Profil de vitesse commun aux roulages effectués

sont au nombre de 1677. Mais comme nous ’avons décrit précédemment, chaque session est entrecoupée
de check-up, et dans le cadre du stage, nous allons ne pas considérer ces fichiers relatifs a ces check-up.
Ainsi, les fichiers de données a traiter dans le cadre du stage, sont au nombre de 916 et ont des longueurs
variables. Les mesures ont été prises toutes les 0.1 secondes.

Chaque fichier contient a priori 29 variables :

"TEMPS" "ALTITUDE" "CAPACITE" "COUPLE ROUES"
"CUMUL E ENTRE BAT" "CUMUL E SORTI BAT" "CUMUL NB CHARGE BAT" "DISTANCE"

"E BAT CONSO" "I BAT" "I BAT ACC" "I TRACTION"
"JAUGE" "KILOMETRAGE" "LATITUDE" "LONGITUDE"
"MODE BMS" "MODE SDHT" "T AMB" "T BAT 001"

"T CEL MAX" "T CEL MIN" "U ACC" "U BAT"

"U CEL 001" "U CEL MAX" "U CEL MIN" "VITESSE"

"VITESSE GPS" "VOY DEFAUT"
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Dans le cadre du stage, nous allons considérer seulement quelques variables explicatives, les plus
importantes pour expliquer le SOC qui seront précisées dans la partie suivante.

Nous avons choisi parmi les 30 variables explicatives et a expliquer disponibles celles qui suivent :
le SOC coulométrique, la tension, 'intensité, la température ambiante et la température interne de la
batterie.

Etant donné les conclusions précédentes concernant la température interne de la batterie, nous avons
choisi de prendre les 3 mesures disponibles relatives a la température interne de la batterie. Ainsi, nous
avons choisi de prendre en compte les 7 variables explicatives et a expliquer suivantes :

y : Quantité de charge ou SOC (JAUGE[%])

x' : Intensité délivrée (Ipar [A])

x? : Tension de la batterie (Ugar [V])

x® : Température ambiante (Tyms [C])

x* : Température interne minimale des 20 capteurs (Tcgr,,, ~ [C])
x° : Température interne maximale des 20 capteurs (Togr,, .5 [C])
x® : Température interne moyenne des 20 capteurs (Tp a1y, [C])

Par ailleurs, pour essayer de prendre en compte la dimension temporelle, nous avons décidé de calculer
et d’introduire les 2 variables explicatives suivantes :

x” : Différence de tension entre l'instant t — 1 et ¢t (AU [V])

z® : Différence d’intensité entre linstant ¢t — 1 et ¢ (AT [A]).

5.2 Préparation des données

Pour effectuer cette tache, nous avons utilisé le logiciel Matlab, car il était plus facile de modifier les
fichiers existants et d’effectuer des opérations sur ceux-ci. Dans un premier temps, nous avons décidé de
ne pas prendre en compte les fichiers qui ne présentaient pas de température ambiante, et les fichiers
pour lesquels les valeurs de SOC étaient constantes & 100% du début du fichier jusqu’a la 5 000%™
observation.

Avec ces premiers nettoyages de fichiers, nous avons a considérer 724 fichiers. Elles représentent a elles
toutes 21569141 observations. Nous pouvons d’ores et déja représenter les courbes SOC en fonction du
temps (voir figure 30).

On remarque qu’il existe des courbes avec le méme comportement et nous disposons par ailleurs d’un

fichier avec une phase de recharge assez conséquente.
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Etat de charge de la batterie des 724 fichiers de roulage
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FIGURE 30 —

5.3 Nécessité de sous-échantillonnage

Nous avons constaté que les paquets rpart et RandomForest étaient limités en ce qui concerne le
nombre d’observations dans I'ensemble d’apprentissage. En effet, d’une part, rpart ne prend en compte
que 1 million observations et RandomForest d’autre part, ne peut utiliser que 15000 observations.

On ne peut donc pas prendre en compte les 21,5 millions environ d’observations d’ou I'idée de sous-
échantillonnage. Par ailleurs, compte tenu des remarques de la section précédente, nous avons pensé a une
premiere possibilité de regroupement en rassemblant les courbes SOC par comportement similaire. De
plus les conclusions sur les jeux 6 et 7 nous invitent également a classer les courbes SOC par température
ambiante.

Une autre possibilité de regroupement est de considérer non plus les courbes dans leur globalité, mais
les observations dans leur globalité et de les regrouper par plage de SOC et par température ambiante.

5.4 Plan d’expériences
Le plan d’expérience est alors le suivant :
. Charger les données et calculer si besoin de nouvelles variables (A, Ar).
. Regrouper les données par température ambiante ou par plage de SOC ou autre critere.

1
2
3. Visualiser les groupes réalisés.
4

. Diviser les données en trois ensembles : ensemble d’apprentissage (élaboration de stratégies pour le
construire), de validation pour calibrer les parameétres du modele et de test, les visualiser.

ot

Faire ’apprentissage et calibrer les parametres du modele via ’échantillon de validation.

6. Tester sur I’échantillon de test et visualiser les résultats obtenus.
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Nous allons dans un premier temps essayer de classifier les courbes SOC qui ont le méme comportement
en élaborant une distance.

6 Elaboration de groupes et expériences

6.1 Classification par comportement similaire et température ambiante
6.1.1 Principe

Comme nous 'avons dit précédemment, on pourrait rassembler toutes les courbes SOC qui se "res-
semblent" et qui définissent alors un méme profil.

Mais comment définir le mot "ressembler" ? Quelle distance mettre entre deux courbes pour décider
du fait qu’elles soient proches ou non ?

On a alors décidé de prendre comme critére la corrélation maximale entre deux courbes z et
y qui permet d’'une part, de gérer la longueur variable des courbes et d’autre part de quantifier cette
"ressemblance. Elle est définie par :

Iyy = mfuxfz’y (1)

Ipy(r) = / i z(t)y(t — 1)dt

t1

avec [t1;to] le domaine de définition de x.

On va ensuite regarder la corrélation maximale normalisée :

FI,ZJ

oY \V Fx,ary,y

Nous obtenons ainsi la matrice (symétrique) de corrélation C' des 724 fichiers (voir figure 31).
1 - 1

En posant D= | : . | —C, on obtient une matrice de distance D pour les courbes SOC.
1 - 1

Tnorm _

Alors, pour ensuite classifier grossiérement les courbes SOC via cette distance, nous avons décidé
d’appliquer une variante de lalgorithme des k-means, ’algorithme des k-medoids (les centres des
classes sont choisis parmi les points existants) qui prend en entrée le nombre de classes et la matrice de
distance (voir annexe).

Dans un premier temps, nous avons fixé le nombre de classes égal a 4, mais nous pourrions établir
un plan d’expérience pour sélectionner le modele adéquat via un critere, comme par exemple 'indice de
Davies-Bouldin.

Via cet algorithme, nous obtenons les 4 classes suivantes (voir figure 32).

Cette classification a permis de regrouper les courbes SOC qui semblent avoir le méme comportement
mais surtout celles qui ont une longueur similaire.

Pour parfaire cette classification, comme les comportements sont différents selon les températures
ambiantes, nous allons diviser chacun des groupes en 4 groupes selon la température ambiante moyenne
des fichiers :

- 0<= Tamb,,,wy

- 10 <=Tamp

<10=T,
<20=T

moy
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ratrice de correlation des 724 fichiers

FIGURE 31 — Matrice de corrélation C des 724 fichiers

Taille du groupe 1: 135 fichiers, de longueur totale 5991287
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FIGURE 32 — 4 groupes élaborés via ’algorithme des k-medoids et de la distance I’
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Comme pour la température ambiante moyenne T4, il y a trés tres peu de fichiers, nous n’allons pas
pour U'instant, considérer ce groupe pour faire des tests. Nous disposons donc de 12 groupes (voir figure
33).

groupe1ﬂ groupe1Tz groupe1T3

FI1GURE 33 — 12 groupes de courbes SOC effectué via la corrélation maximale et les classes de température
ambiante moyenne

Chaque ligne correspond a un groupe donné précédent et chaque colonne a une des 4 températures
ambiantes. Le tableau suivant donne la taille des groupes en nombres d’observations.

Groupe\ Température T TS T3
1 902351 0bservations | 3246816 | 1754175
2 1216562 3345280 | 2502962
3 190380 4416604 | 316307
4 549669 4088388 | 2455438

Passons maintenant aux expériences réalisées sur ces groupes.

6.1.2 Expériences

Pour chacun des groupes, nous avons conservé 10% des observations pour 1’échantillon test. Pour les
groupes ol il y avait plus d’un million d’observations, nous avons mis de c6té 10% pour I'ensemble de
validation pour calibrer le parametre ¢, et pour I’apprentissage nous avons utilisé un million d’observations
parmi ceux restants. Pour les autres groupes, nous avons eu recours a la validation croisée pour la phase
de validation. En ce qui concerne Random Forest, nous avons pris les mémes échantillons tests que ceux
utilisés pour la méthode CART. Et nous avons choisi au hasard 15000 points au hasard parmi I’échantillon
d’apprentissage élaboré pour la méthode CART pour chacun des groupes.

6.1.3 Résultats et commentaires

Random Forest
Apres avoir effectué les 10 apprentissages, nous avons représenté les erreurs pour la norme 1 réalisé a
partir de I’échantillon test (voir figure 34). Les erreurs sont assez satisfaisantes, mais il reste des valeurs
atypiques tres élevées pour chacun des groupes. Nous pouvons noter que les meilleurs résultats s’effectuent
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pour le groupe 3 a la température T1 et T2, et le groupe 4 a la température T1. Cela vient peut étre du
fait que ces derniers sont de taille petite en nombre d’observations .

test sur 90235 points avec RF1_1

test sur 324681 points avec RF1_2

test sur 175417 points avec RF1_3
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test sur 54966 points avec RF4_1

test sur 408838 points avec RF4_ 2

test sur 245543 points avec RF4_3
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FIGURE 34 — Erreur pour la norme 1 pour les 12 groupes avec RandomForest

80

Pour mieux comprendre ces erreurs, nous avons choisi de les décomposer selon 5 différentes plages de

SOC d’amplitude 20% suivantes :

- 0<=50C <20 = 50C,

20 <= S0OC < 40 = SOCy
- 40 <= S0OC < 60 = SOCs
- 60 <= S50C <80 = S0OC,
80 <= SOC <= 100 = SOCj

La figure 35 nous montre que les erreurs les plus grossieres pour la plupart des groupes se trouvent
dans les plages de 0-20% et 20-40%. En revanche, pour les deux derniéres plages, les résultats sont assez
satisfaisants malgré certaines valeurs aberrantes (environ 15000 observations au maximum sur un million).

test sur 90235 points avec RF1_1

test sur 324681 points avec RF1_2

test sur 175417 points avec RF1_3
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FIGURE 35 — Décomposition de 'erreur par plages de SOC pour la norme 1 pour les 12 groupes avec
RandomForest

CART

Etant donné que pour les petits groupes, l'allure des courbes semblait exclure le choix d'un ¢, égal
a 1077, nous avons choisi de faire la procédure jusqu’a ¢, = 1076. Par ailleurs, nous avons pris comme
erreur dans la phase de validation, la racine carrée de lerreur quadratique moyenne (RMSE), plus facile
a interpréter car elle a la méme unité que la variable a expliquer.
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Nous obtenons alors les courbes de la figure 36.
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FI1GURE 36 — Evolution de I'erreur RMSE en fonction de cp pour les 12 groupes

Nous observons deux comportements suivant la taille des groupes. Ceci semble en accord avec le fait
que le cp choisi est souvent d’autant plus petit que le nombre d’observations est grand. On a tendance
ainsi a faire du sur-apprentissage lorsque ’on a peu d’observations et un arbre peu profond évite cela. La

table suivante nous montre les ¢, choisis pour chacun des groupes.

Groupe\ Température T Ty T3
1 cp = 0.05 | 0.0000001 | 0.0000001
2 0.01 0.0000001 | 0.0000001
3 0.01 0.03 0.005
4 0.001 0.0000001 | 0.0000001

Nous avons donc élagué les arbres avec les ¢, optimaux choisis dans la table.
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Pour des questions de lisibilité, nous avons choisi de montrer le début de ’arbre, I'importance des
variables et I'histogramme des SOC estimés pour deux groupes représentatifs des petits et grands ap-
prentissages. Les conclusions tirées sont similaires pour les autres groupes de chaque ensemble. Ainsi,
Ainsi, lorsque 1'on a peu d’observations pour 'apprentissage, la température interne semble étre la plus
discriminante, et dans le cas contraire c’est la tension. Par ailleurs, les SOC en dessous de 20% sont peu
représentés car dans la base de données d’étude, il en existe peu. (voir figures 37, 38, 39 et 40)
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FIGURE 37 — Début de I’arbre pour le groupe 171 avec ¢,=0.05 jusqu’a la profondeur 5
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FIGURE 38 — Début de I’arbre pour le groupe 173 avec ¢, = 1077 jusqu’a la profondeur 5

Importance des 7 variables par rpart

Importance des 7 variables par rpart

IMPORTANCE(%)

FI1GURE 39 — Importance des variables pour le groupe 171 et le groupe 173
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FIGURE 40 — Histogrammes des SOC estimés dans les feuilles de ’arbre pour le groupe 171 (a gauche)
et le groupe 173 (a droite)
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Ensuite, nous avons prédit sur ’échantillon test via ces arbres. La figure 41 montre la répartition des
erreurs pour la norme 1. Les échelles des figures sont les mémes et vont de 0 & 80 %. Ainsi, sur les groupes
de taille petite en nombre d’observations comme le groupe 3 a toutes les températures, Random Forest
est plus performant que CART.

test sur 30235 points aves cartt_1 test sur 324881 polnts avec cart1_2 test sur 178417 points avec cart1_3
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FIGURE 41 — Erreur pour la norme 1 pour les 12 groupes avec CART pour des cp choisis précédemment

De méme, nous avons décomposé ces erreurs selon 5 plages de SOC (voir figure 42) et nous pouvons
tirer les mémes conclusions que pour Random Forest, & savoir qu’il serait utile d’améliorer les prévisions
de SOC entre 0% et 20 %. Par ailleurs les tests sur les groupes 1pa, 173, 272, 273 sont assez satisfaisants
mais il persiste des valeurs atypiques qui présentent des erreurs a 80%.
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FIGURE 42 — Décomposition de Ierreur par plages de SOC pour les 12 groupes avec CART pour des cp
choisis précédemment

Ainsi, une analyse sur les regroupements par plages de SOC nous a alors semblé intéressant.

6.2 Classification par plages de SOC
6.2.1 Proportion des points par plages de SOC

Nous avons voulu voir s’il était possible de construire un modele tres performant par plage de SOC.
Nous avons donc réparti les observations de chaque fichier dans chacun des 5 groupes élaborés via cette
classification basée sur les 5 plages de SOC définis précédemment (0-20%, 20-40%, 40-60%, 60-80%,
80-100%).

La table suivante nous montre la proportion d’observations par plage de SOC par rapport au nombre
total d’observations.

SOC; | SOC, | SOC3 | SOCy | SOCs
2% 6% 20% | 40% | 32%
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6.2.2 Expériences et résultats

De méme nous avons utilisé le méme principe pour élaborer nos ensembles d’apprentissages, de vali-
dation et de test et la procédure de validation croisée lorsque les groupes possedent peu d’observations.
(& savoir le groupe 1). Gréce a la procédure de validation, voici un tableau récapitulatif des ¢, choisis
pour chaque groupe. Nous remarquons que le ¢, choisi pour le groupe 1 est plus grand, et qu’au dela il
y a un sur-apprentissage.

Groupes par plages de SOC 1 2 3 4 5
Cp 0.001 | 0.0000001 | 0.0000001 | 0.0000001 | 0.0000001

Ensuite, nous avons validé ces 5 modeles en testant dans un premier temps sur un échantillon disjoint
mais appartenant au méme groupe ou a été réalisé I'apprentissage. Signalons que comme nous apprenons
a chaque fois sur des plages de SOC d’amplitude maximale de 20%, I’erreur commise maximale ne peut
excéder 20%. Nous voulions juste voir par exemple sur la plage 0-20%, le modele était trés performant.
Les figures 43, 7?7 et 77 représentent ces tests. Résultat assez surprenant déja pour le groupe 1 car
lerreur commise maximale pour certaines valeurs est de I’ordre de 18%, ce qui est assez conséquent vu
les remarques précédentes. Ainsi sur la plage 0-20%, il y a beaucoup de valeurs atypiques et on ne pourra
pas espérer mieux estimer. La base de données sur ces faibles valeurs de SOC semble ne pas étre assez
exhaustive.

tost sur 36679 points avec cart1 tost sur 134582 polnts avec cart2

FIGURE 43 — Erreur commise pour la norme 1 sur 1’échantillon test du groupe 1 (0-20%) (4 gauche) et
du groupe 2 (20-40%)(a droite).

test sur 417253 points avee cartd
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4 spprentissage

FIGURE 44 — Estimation par CART ¢, = 1077 sur des fichiers de température ambiante entre 20 et 30
degrés : fichier 68 (& gauche) et 245 (& droite).
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FIGURE 45 — Estimation par CART ¢, = 1077 sur un fichier de température ambiante entre 30 et 40
degrés : fichier 270.
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FIGURE 46 —

Ainsi, essayons de changer de stratégie. Il serait peut étre plus judicieux de réaliser I'ensemble d’ap-
prentissage parmi tous les fichiers.

7 Tirage aléatoire sur ’ensemble des fichiers

Dans cette partie, nous verrons deux tirages aléatoires sur ’ensemble des fichiers, le premier correspond
a un tirage aléatoire de 40 courbes SOC (correspond environ & 1 million d’observations) parmi les 724.
Le second correspond au tirage aléatoire de un million d’observations parmi l’ensemble des 21569141
observations disponibles.

7.1 Tirage aléatoire de courbes SOC
7.1.1 Principe

Nous avons effectué 10 apprentissages disjoints en tirant a chaque fois aléatoirement 40 courbes qui
correspondent environ a un million d’observations. Nous avons ensuite concaténé dans un fichier les
observations des 40 courbes SOC pour chaque apprentissage. Nous avons ensuite pris un échantillon
de validation disjoints des 10 apprentissages pour calibrer leur parametre de complexité dans le cas de
CART. Nous avons également mis de c¢6té un échantillon test de 40 fichiers tirés aléatoirement parmi les
724, pour évaluer la qualité des 10 modeles dans le cas de CART et Random Forest. Les figures 48, 47,
49 et 50 représentent les histogrammes des variable explicatives de deux échantillons d’apprentissage, de
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I’échantillon de validation et de test . Nous voyons que les apprentissages 3 et 8 sont différents notamment
sur les valeurs de SOC présentes dans 1’échantillon. 11 y a plus de valeurs de SOC proches de 0 pour
I’échantillon 8. Cela vient du fait que nous tirons des courbes au hasard et nous les concaténons, et il y a
du y avoir une courbe SOC avec une décharge complete. Ainsi le tirage selon les courbes ne semble pas
étre uniforme.
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FI1GURE 50 — Histogramme de ’ensemble de test

7.1.2 Résultats et commentaires

Foréts aléatoires
Nous avons effectué les 10 apprentissages avec les parametres par défaut du paquet. La table suivante
récapitule I’erreur RMSE et ’erreur MAE pour chacun des 10 apprentissages avec les foréts aléatoires
calculés sur I’échantillon test. L’erreur MAE en moyenne est de I'ordre de 12% pour les 10 apprentissages
alors que ’on souhaiterait du 5%.
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Apprentissage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RMSE(en%) | 17,0 | 15,9 | 14,5 | 17,8 | 19,4 | 14,4 | 14,1 | 14,0 | 15,8 | 16,0
MAE(en%) |13,3| 11.4 | 10,4 | 13.7 | 15.1 | 11,0 | 10,9 | 11,4 | 12,4 | 12,6

Nous pouvons voir que selon les apprentissages, c’est la température interne qui est la variable expli-
cative la plus importante (voir figure 51 ).

Importance des 8 variables Importance des 8 variables

IMPORTANCE(%)
IMPORTANCE(%)

FIGURE 51 — Importance des variables par RandomForest pour Papprentissage 4 (& gauche) et 8 (& droite).

Nous avons également choisi de représenter les erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test construit
(voir figure 52). La méthode semble étre stable, puisque pour les 10 apprentissages, nous avons une erreur
pour la norme 1 du méme ordre.

Par contre, il y a plein de valeurs atypiques (1,5% du nombre total) et Perreur peut aller jusqu’a 70%,
ce qui ne semble pas étre satisfaisant du tout.

Test sur 1M de points avec RandomForest
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FIGURE 52 — Erreurs pour la norme 1 des 10 apprentissages a partir d’un échantillon test composé de 1
M d’observations

Nous avons 1& aussi décomposé ces erreurs par plages de SOC (voir figure 53). Ainsi pour la plage de
SOC compris entre 0 et 20 %, les erreurs sont trés élevées et varient beaucoup selon les apprentissages.
Nous remarquons que I'apprentissage 8 est le meilleur sur cette plage avec une médiane a 25%, et cela
vient siirement du fait que dans son apprentissage, il y avait beaucoup de valeurs de SOC proches de 0.
En revanche, pour les deux derniéres plages, la méthode semble étre stable.
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FI1GURE 53 — Erreurs par plages de SOC pour Randomforest des 10 apprentissages sur ’échantillon test

CART
Nous avons effectué les 10 apprentissages avec un ¢, maximal de 1076. La figure 54 représente la procé-
dure de validation pour les 10 apprentissages.

Calibration du cp
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FIGURE 54 — Choix du ¢, optimal pour les 10 apprentissages

Nous voyons que 1'on peut choisir un ¢, optimal qui serait commun aux dix apprentissages. Nous
avons donc choisi ¢,=0.01.

Nous pouvons alors élaguer les arbres maximaux et visualiser les arbres. Les figures 55 et 56 montrent
le début des arbres des apprentissages 4 et 8. Contrairement a 'indice d’importance des Random Forest,
celui de CART montre que la tension semble étre la variable la plus importance pour ’apprentissage 8
57). De plus, les valeurs des SOC estimés dans les feuilles sont tout le temps supérieures & 30% pour les
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deux apprentissages. Ainsi, ces modeéles estimeront mal, nous pensons, les SOC en dessous de 30% (voir
figure 58).
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FIGURE 55 — Arbre de apprentissage 4 jusqu’a la profondeur 5, avec ¢cp=0.01
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IMPORTANCE(%)

FIGURE 57 — Importance des variables par CART pour l'apprentissage 4 (& gauche) et 8 (a droite).
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FI1GURE 56 — Arbre de apprentissage 8 jusqu’a la profondeur 5, avec ¢cp=0.01
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FIGURE 58 — Histogrammes des SOC estimés dauns les feuilles par CART pour 'apprentissage 4 (a gauche)

et 8 (a droite).
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Nous pouvons maintenant évaluer la qualité de ces 10 modeles sur ’échantillon test.

La table suivante récapitule 'erreur RMSE et erreur MAE pour chacun des 10 apprentissages avec
les 10 arbres élagués calculés sur I’échantillon test. L’erreur MAE en moyenne est de 1’ordre de 12%, tout
comme RandomForest pour les 10 apprentissages alors que 'on souhaiterait du 5%. Les deux méthodes
ne sembles pas assez satisfaisantes ici.

Apprentissage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RMSE(en%) | 18,5|17,3 13,9 | 17,6 | 14 | 14,4 ]13,9|14,6 | 16 | 19,3
MAE(en%) | 14,2 13,2 (10,8 | 14 |10,7| 11,2 |10,7 | 11,5| 11,9 14,3

Nous avons également choisi de représenter les erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test construit
(voir figure 59). La méthode semble étre stable, puisque pour les 10 apprentissages, nous avons une erreur
pour la norme 1 du méme ordre.

Par contre, il y a plein de valeurs atypiques (1,5% du nombre total) et erreur peut aller jusqu’a 80%,
ce qui ne semble pas étre satisfaisant du tout.

Test sur 1M de points avec CART_cp=0.01

E%fg g
el
¢ Y e s

10 apprentissages

FIGURE 59 — Erreurs pour la norme 1 des 10 apprentissages & partir d’un échantillon test composé de 1
M d’observations

Nous avons 1a aussi décomposé ces erreurs par plages de SOC (voir figure 60). Ainsi pour la plage de
SOC compris entre 0 et 20 %, les erreurs sont trés élevées et varient beaucoup selon les apprentissages.
Nous remarquons que I'apprentissage 8 est le meilleur sur cette plage avec une médiane a 25%, et cela
vient stirement du fait que dans son apprentissage, il y avait beaucoup de valeurs de SOC proches de 0.
En revanche, pour les deux dernieres plages, la méthode semble étre stable.

Test sur 0<=80C<20 avec CART_cp=0.01

Test sur 20<=S0OC<40 avec CART_cp=0.01 Test sur 40<=S0OC<60 avec CART_cp=0.01
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Test sur 60<SOC<=80 avec CART_cp=0.01

Test sur 80<=SOC<100 avec CART_cp=0.01

i l 1111f1;

1 EE EEEEEEE

1. |
:lil ij 13
EEEEEEEEE

12345678910

20 4 60

[SOC_obs-SOC_est| (417215 points)

|SOC_obs-SOC_e:

12345678910

10 apprentissages 10 apprentissages

FIGURE 60 — Erreurs par plages de SOC pour CART avec ¢, = 0.01 des 10 apprentissages sur ’échantillon
test

7.1.3 Conclusion

Le tirage aléatoire selon les courbes ne semble pas étre uniforme et semble biaisé. Par ailleurs, les
résultats de cette expérience pour CART et Random Forest sont assez similaire et fournissent des erreurs
MAE de lordre de 12%, ce qui ne semble pas satisfaisant, avec des erreurs maximales de 80%. Nous avons
vu que ces erreurs sont trés élevées lorsque nous prédisons des SOC inférieurs & 20%. Ainsi pour prendre
en compte toutes ces remarques, il serait judicieux d’effectuer un tirage aléatoire non pas sur ’ensemble
des courbes, mais de de le faire sur I’ensemble des observations en oubliant 1’unité "courbe".

7.2 Tirage aléatoire d’observations
7.2.1 Principe

Pour effectuer un tel tirage, comme la concaténation de tous les fichiers est impossible, nous avons
tiré aléatoirement sans remise 12 millions d’indices parmi 21569141, pour constituer mes 10 ensembles
d’apprentissage de 1M d’observations, de validation et de test .Puis nous avons été cherché chaque ob-
servation correspondant & chaque indice comme si nous lisions les fichiers mis bout a bout. Pour cela, on
a regardé la somme cumulée des longueurs de chaque fichier et regarder dans que il intervalle tombait
chaque indice.

Remarque. Ce tirage est valable en tirant n’importe quel nombre d’indices inférieur a 21569141.

Les figures 62, 61, 63 et 64 représentent les histogrammes des variables explicatives de deux échantillons
d’apprentissage, de 1’échantillon de validation et de test . Nous voyons que les apprentissages 1 et 2 sont
similaires, et cela est de méme pour tous les autres apprentissages. Le tirage est donc uniforme.
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7.2.2 Résultats et commentaires

RandomForest
Nous avons comme dans les précédentes expériences, pris seulement 15000 observations des dix échan-
tillons d’apprentissage pour faire 'apprentissage avec RandomForest. Nous avons effectué les 10 appren-
tissages avec les parametres par défaut du paquet. Le tableau suivant récapitule ’erreur RMSE et ’erreur
MAE pour chacun des 10 apprentissages avec les foréts aléatoires calculés sur I’échantillon test. L’erreur
MAE en moyenne est de I'ordre de 7% pour les 10 apprentissages alors que 1’on souhaiterait du 5%. Mais
cela est déja mieux que les résultats de la section précédente.

Apprentissage | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RMSE(en%) |9.83]9.83|9.85(9.88 9.82|9.87|9.79 | 9.80 | 9.87 | 9.85
MAE(en%) |6.91|6.90 | 6.94 | 6.91 | 6.91 | 6.95 | 6.90 | 6.89 | 6.95 | 6.93

Nous avons également choisi de représenter les erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test construit
(voir figure 65). La méthode semble étre stable, puisque pour les 10 apprentissages, nous avons une erreur
pour la norme 1 du méme ordre de 7%.

Par contre, il y a plein de valeurs atypiques (1,5% du nombre total) et Perreur peut aller jusqu’a 70%,
ce qui ne semble pas étre satisfaisant du tout.

Test sur 1M de points avec RandomForest
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FIGURE 65 — Erreurs pour la norme 1 des 10 apprentissages a partir d’un échantillon test composé de 1
M d’observations

Si nous décomposons I'erreur suivante suivant les plages de SOC, les résultats sont similaires pour les
10 apprentissages. Et nous observons que 'erreur est la plus élevée pour des valeurs de SOC entre 0 et
20%.

CART
Nous avons effectué les 10 apprentissages avec un ¢, maximal de 107°. La figure 66 représente la procé-
dure de validation pour les 10 apprentissages.

Nous voyons qu'’il n’y pas de sur-apprentissage et que I’on peut choisir un ¢, optimal qui serait commun
aux dix apprentissages. Nous avons donc choisi ¢,=1076. Bien sfr, il aurait fallu effectuer la procédure
avec un cp plus petit pour voir si 'erreur RMSE augmente, mais pour des raisons de temps de calcul,
nous garderons ce cp pour les 10 apprentissages.
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Calibration du cp
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FIGURE 66 — Choix du ¢, optimal pour les 10 apprentissages

Nous pouvons alors élaguer les arbres maximaux et visualiser les arbres. Les figures 67 et 68 montrent
le début des arbres des apprentissages 5 et 7. Nous pouvons remarquer que CART est stable lorsqu’il
prend en compte beaucoup de points par le début des deux arbres sont tres similaires. La tensions semble
étre la variable la plus importance (voir figure 69). Le nombre de feuilles pour les 2 arbres présentée dans
la figure 70 est trés important et respecte la proportion décrite dans la table.
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FIGURE 67 — Arbre de apprentissage 5 jusqu’a la profondeur 5, avec cp=10"6
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IMPORTANCE(%)

FIGURE 69 — Importance des variables par CART pour l'apprentissage 5 (& gauche) et 7 (& droite).
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FIGURE 68 — Arbre de apprentissage 7 jusqu’a la profondeur 5, avec cp=10"6
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FIGURE 70 — Histogrammes des SOC estimés dauns les feuilles par CART pour 'apprentissage 5 (& gauche)
et 7 (a droite).
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Nous pouvons maintenant évaluer la qualité de ces 10 modeles sur ’échantillon test.

La table suivante récapitule 'erreur RMSE et erreur MAE pour chacun des 10 apprentissages avec
les 10 arbres élagués calculés sur 1’échantillon test. L’erreur MAE en moyenne est de l'ordre de 5%, elle
est donc meilleure que celle de Random Forest et semble satisfaisante. De toute maniere, CART étant
une méthode stable lorsqu’on dispose de beaucoup d’observations, RandomForest ne peut pas améliorer
cette méthode car pour qu’elle soit performante, il est préférable d’avoir des estimateurs par arbre tres
différents.

Apprentissage | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RMSE(en%) | 8.32 | 837|828 |833|8.34|8.34 833831831 |8.36
MAE(en%) |4.98 | 5.03 | 5.01 | 4.96 | 4.99 | 5.01 | 4.97 | 4.98 | 4.99 | 5.02

Nous avons également choisi de représenter les erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test construit
(voir figure 71). La méthode semble étre stable, puisque pour les 10 apprentissages, nous avons une erreur
pour la norme 1 du méme ordre de 5%.

Par contre, il y a plein de valeurs atypiques (1,5% du nombre total) et ’erreur peut aller jusqu’a 80%,
ce qui ne semble pas étre satisfaisant. Il serait donc intéressant d’essayer d’effacer ces valeurs atypiques.

Test sur 1M de points avec CART_cp=10~-6
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FIGURE 71 — Erreurs pour la norme 1 des 10 apprentissages a partir d’un échantillon test composé de 1
M d’observations

7.2.3 Conclusion

Le tirage aléatoire proposé semble étre uniforme. Par ailleurs, les résultats de cette expérience pour
CART sont meilleurs que ceux de RandomForest (mais rappelons que RandomForest ne prend en compte
que 15000 points) et fournissent des erreurs MAE de l'ordre de 5%, ce qui semble satisfaisant, mais avec
des erreurs maximales de 80%. Par ailleurs il serait intéressant de construire un arbre avec un cp plus petit
pour améliorer le modele vu que lors de la phase de validation, I’erreur RMSE ne cessait de décroitre. De
plus, il conviendrait de trouver pour essayer d’enlever ces valeurs atypiques.

7.2.4 Pour aller plus loin

Nous avons utilisé le méme choix de tirage aléatoire pour élaborer notre arbre maximal avec cp = 1077.
Nous n’avons effectué qu'un seul apprentissage étant donné que nous avons vu que la méthode était stable.
La figure 72 illustre la procédure de validation et nous confirme un choix de ¢, égal a 1077.
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Apprentissage_final
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FIGURE 72 — Choix optimal du parameétre ¢, pour CART dans le cas d’apprentissage par tirage aléatoire
d’observations

Ensuite, nous avons représenté les trois attributs que ’on a sélectionné pour visualiser un arbre CART
(voir figures 73, 74 et 75). Le début de l’arbre ressemble & ceux que l'on a réalisés lors de la section pré-
cédente et la tension est toujours la variable la plus importante. En revanche, le nombre de feuilles a
doublé entre 'arbre CART avec ¢, = 1076 et avec un ¢, = 1077 avec un total de 65200 feuilles, et ainsi
en moyenne nous avons 15 observations par feuille, ce qui semble satisfaisant.
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FIGURE 73 — Début de I'arbre CART ¢, = 1077 jusqu’a la profondeur 5
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FIGURE 74 — Importance des variables par CART
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FI1GURE 75 — Histogramme des valeurs de SOC estimés dans les feuilles de ’arbre CART

Ensuite, nous avons testé notre modele sur un million d’observations en espérant que cette fois-ci
avec unc, plus petit, nous réussirons a éliminer le plus de valeurs atypiques. Malheureusement, méme si
Perreur MAE est de I'ordre 3%, la figure 76 montre que les valeurs atypiques sont toujours présentes.
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Test sur 1M de points avec CART_cp=10~-7

@ @

|SOC_obs-SOC_est|

0 20 40 650 80

1 apprentissage

FIGURE 76 — Erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test par CART ¢, = 1077

Sans ces valeurs atypiques, notre estimation serait bien plus satisfaisante. Pour avoir une idée de
I’emplacement de ces valeurs, nous avons pris des courbes SOC caractéristiques et nous avons regardé
les estimations, faites pour les observations de ces courbes et appartenant & 1’échantillon test précédent.
Nous les avons représentés avec les observations associées en tenant compte de I'aspect temporel. (voir

figures 77, 78 et 79)

FIGURE 77 — Estimation par CART ¢, = 1077 sur des fichiers de température ambiante entre 0 et 10
degrés : fichier 11 (& gauche) et 6 (& droite).

FIGURE 78 — Estimation par CART ¢, = 1077 sur des fichiers de température ambiante entre 20 et 30
degrés : fichier 68 (& gauche) et 245 (& droite).

Nous avons remarqué qu’en dehors des valeurs atypiques, I’allure de la courbe reste globalement bien

approchée.
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FIGURE 79 — Estimation par CART ¢, = 1077 sur un fichier de température ambiante entre 30 et 40
degrés : fichier 270.

Nous avons représenté les erreurs pour la norme 1 commises pour chacun des fichiers considérés. (voir

figure 81)
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FIGURE 80 — Erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test par CART ¢, = 1077 pour les fichiers de
gauche a droite : 6,11,68,245,270

Pour enlever ce bruit en tenant compte du caractere temporel nous avons proposé un lissage par
moyenne mobile. Comme le but a terme est ’estimation en temps réel, nous ne pouvons pas faire ce
lissage sur les données a venir. Nous avons alors choisi de lisser en prenant compte des estimations
passées sur une période fixé. Comme au début de chaque courbe nous n’avons pas de passé, nous faisons
une moyenne sur les seules données que nous possédons jusqu’a ce que le nombre d’observations dépasse
la période voulue.

Pour choisir la période, nous avons regardé ’évolution de 'erreur MAE en fonction de la valeur de la
période, ce pour un fichier et nous obtenons des résultats similaires pour les autres fichiers. La figure 81
nous invite a choisir une période de 20.
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FIGURE 81 — Erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test par CART ¢, = 1077

Enfin, les figures 82, 83 et 84 nous montrent le signal lissé et la plupart des grosses valeurs atypiques
ont été enlevées et I’on obtient une estimation satisfaisante pour ’ensemble des fichiers.
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FIGURE 82 — Estimation par CART ¢, = 1077 lissé par moyenne mobile(20) sur des fichiers de tempéra-
ture ambiante entre 0 et 10 degrés : fichier 11 (& gauche) et 6 (& droite).

FIGURE 83 — Estimation par CART ¢, = 1077 lissé par moyenne mobile(20) sur des fichiers de tempéra-
ture ambiante entre 20 et 30 degrés : fichier 68 (& gauche) et 245 (& droite).
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FI1GURE 84 — Estimation par CART ¢, = 1077 lissé par moyenne mobile(20) sur un fichier de température
ambiante entre 30 et 40 degrés : fichier 270.

Enfin les erreurs pour la norme 1 présentée par la figure 85 nous montrent que ’on a réduit le nombre

et la valeur maximale des points atypiques. On se rapproche plus de 'objectif voulu.

30

25

20

FIGURE 85 — Erreurs pour la norme 1 sur I’échantillon test par CART ¢, = 1077 pour les fichiers de

gauche a droite : 6, 11, 68, 245 et 270

8 Conclusion et perspectives

-> prise en compte de 'aspect temporel
-> prise en compte d’autres variables explicatives
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