Comparaison série-intégrale d’ordre 1

Thomas CHEN

Lorsque la comparaison série-intégrale échoue car on n’a pas la décroissance, on peut approximer avec un
, 2, . N \ . s ey 2 /
ordre plus élevé la comparaison grace a l'intégrabilité de f'.

q "

Exercice 1. 1. Montrer le théoréme suivant :

+oo
Théoréme 1. Soit f une fonction C* sur R telle que f' € L (]1, 4-00]). Alors/ f(t)de
1

et Z f(n) ont la méme nature.
n>0

+oo n
f(t)dt converge par (/ f(t)dt) converge, plus simple d
1

Remarque : on pourra remplacer /
1 n

montrer et suffisant pour la suite.

2. Etudier la nature des séries suivantes :

a) Z Sin(\/ﬁ) .

n>1 n
b) Z cos(ls(n)).
n>1

1/2
etn

3. Soit o > 0. Montrer que la série Z
n>1

— converge si, et seulement si a > 1/2 (Le sens direct

est dur).

La suite est culturelle. Avec une formule du type Euler-Maclaurin, on peut démontrer le théoreme
suivant

Théoréme 2. Soit p € N>o. Soit f € CP([0, +00]) telle que f et ses dérivées jusqu’a p — 1
tendent vers 0 a linfini et que f(p) soit intégrable sur RT. Alors Zf(n) converge si, et

+oo
seulement s, / f)dt converge.
0

inB
etn

Corollaire 3. Soit a > 0, 5 €]0, 1[. La série Z
n>1

— converge si, et seulement si o+ > 1
n
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Corrigé :

€T
1. Soit F': x €]0, +o0[— / f(t)dt. Alors F € C%(]0, +00]) et par le théoréme de Taylor avec reste intégral,
0

pour tout n > 0,
n+1
F(n+1)—F(n) = F'(n) + / (n+1—t)F"(t)dt

n

ce qui s’écrit

n+1 n+1
/ f)dt = f(n) = i (n+1—1t)f'(t)dt.

n

Ainsi,
n+1 n+1 n+1
[ swdt— ) < [T e i-gifwlae< [T 17 @)
n n —_— n
<1
Ainsi,

n+1
| rwae— s

n>0
n
converge absolument donc elle converge. Ainsi, Z f(n) converge si, et seulement si la suite ( / f (t)dt)
1

+00
converge. On va alors montrer que c’est équivalent a la convergence de / f)dt.
1

<= (C’est évident. Si F'(z) converge en +oo quand x — +00, alors la suite (F(n)), converge.
= Soit z réel. Alors

/1 " r)dt = /1 it + /L ; F(t)at.

=]
Or, l'intégrale / f(t)dt converge lorsque = — +00 ce qui entraine que Z f(n) converge donc
1

f(n) tend vers 0 quand n — +oo. f’ étant intégrable, nécessairement, f(t) converge quand ¢ — 400
+oo

vers 0 donc / f(t)dt converge Ainsi, / f(t)dt converge.
=] 1

2. (a) On regarde f : x € [1,+oo[~ sin(y/z)/x. Elle est dérivable sur R™* de dérivée

L cos(y/z)x — sin(y/x
V>0, f'(z) = 27 ©*(V7) v=) = i(\/Ecos(\/af) — 2sin(y/x)).

22 222

Au voisinage de +00, cette fonction est intégrable car /x cos(v/x) —2sin(v/z) € O(v/z) donc f'(z) €
0(373/2). La continuité sur [1, +oo[ assure donc l'intégrabilité de f’. Ainsi,

S ) ( [ sin(v/7) dx)

=i n T

ont la méme nature. Soit n > 0. Un changement de variable indique que

/ln Ln(ﬁ)dx = 2/1712 szfu) < +o0.

X

(c’est classique. Faites une IPP). La série converge.

1
M. Elle est dérivable sur R™ de dérivée
x

(b) On regarde g : x € [1, +oo[—
—sin(In(z)) — cos(In(z))

Vo > 0,4 (z) = 5

X

1. c’est un petit exercice. Il suffit de passer aux £ pour conclure rapidement. Pour x assez grand, l'intégrale est plus petite que
elx—|z]) <e.

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 2 Ne pas diffuser sans ’accord du concepteur



Chen Thomas

intégrable au voisinage de +o00, continue sur [1,+oo[. Elle est donc intégrable sur [1, +oo[. Ainsi, la
" cos(ln(z))

série converge si, et seulement si ( /
1 x

da:) converge. On réalise le changement de variable
n

u = In(z) ce qui donne du = —dz. Ainsi,
x

/ln de = /Oln(n) cos(z)dz.

T

Ainsi, la série diverge.
it
3. On changera 8 = 1/2 juste apres. Notons f : ¢t €]0, +-o00[— —. Alors f est clairement de classe Ct sur

R et

ﬁltﬁ 1 zt eitﬁ - B N 1
= tlta=8 = patl’

Vt>07’f()|_’ to ta+1

Puisque S est strictement positif, f’ est intégrable sur |1, +-00[ dés que 1+ a — 3 > 1 c’est-a-dire o > f3.

in®

Ainsi, le théoréeme s’applique. La série E converge si, et seulement si,

n>1

n ith
([ )
1 @ "

converge. Or, par le changement de variable v = ¢” puis par intégration par parties, on a, en notant

y=a+ -1
ith B _iu
ne noe 1
/1 — dt:/l T@/ﬁiﬂul_l/ﬁdu
ﬂ/ (aw 1)/6d
1 (T1em]™ Py e
e mn ,.y ezu
== |-= - —d
A(ERTE=
donc

. B .
n eit’ 1 1etu]” oy el
dt=—-1[|-— / - du 1
/1 to ﬂ(l“ﬂl+1 i urtl W
donc converge dés que y > 0. Ainsi, on impose o > S et a+ > 1.

1 1 1
Ainsi, lorsque 5 = 3 la série converge lorsque a > ok Sia< ok f’ n’est plus intégrable donc il faut

étre plus fin. Ici, f étant C, on pourrait écrire un Taylor avec reste intégral un cran plus loin :

n+1 "(n n+l | (n 12
VneN*,/n f(t)dt—f(n)—fg) g/n (“2” £()dt
—<,1_/

et ici, par Leibniz

1 . 7 . . .
donc 7 est intégrable. Ainsi, en raisonnant comme avant,

S [ ra g - L8]
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,L'ei\/ﬁ
converge. Or, f'(n) = ™G donc le résultat dans le cas « a > 1/2 s’applique ici pour assurer
e
+1/2 _
2natl/ anl o

la convergence de »  f'(n). Ainsi, Y

n+1 +00
/ f(t)dt — f(n)| converge donc Zf(n) et /1 f(t)dt ont

+oo

la méme nature. Vu I’équation , on a la divergence de / f(t)dt donc la série diverge dans le cas
1

a<1/2.
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