Corrigé : Centrale MP 2021 Maths 2

Thomas CHEN

1 1Inégalité polynomiale de Bernstein et applications

1. Montrons par récurrence double que Vn € N, deg(7},) = n.
e On a deg(Tp) = deg(l) =0 et deg(71) = deg(X) = 1 donc la propriété est initialisée.
o Soit n € N telle que deg(7,) = n,deg(T,,+1) = n + 1. Alors on a

Tht2 =2XTh1 —Th
mais deg(2XT,+1) =1+n+1=n+2 et deg(7,) = n donc
deg(Ty+2) = max(n+2,n) =n+ 2.
Par le principe de récurrence, on en déduit que

‘Vn € N,deg(T,) =n ‘

Ainsi, (Tk)ke[o,n] st une famille de polynémes échelonnées en degré : cette famille est donc libre. Comme
c’est une famille de R, [X] de cardinal n + 1 = dim(Cy[X]), |les (T))re[o,n) forment une base de C,[X]|.

2. Soit # € R. Montrons par récurrence que pour tout n € N, T},(cos(#)) = cos(nf).

e Comme Ty =1, 0na
To(cos(f)) =1 = cos(0 x 0).

e Comme T} = X, on a
T (cos(#)) = cos(f) = cos(1 x 0).

o Soit n € N. Supposons que T, (cos(#)) = cos(nf) et T),4+1(cos(0)) = cos((n + 1)8). Alors
Thi2(cos(0)) = 2cos(0)Th+1(cos(0)) — T (cos(0))

= 2cos(#) cos((n + 1)) — cos(nd)
=cos((n+1)0 +60) + cos((n+ 1)§ — 0) — cos(nb)
= cos((n + 2)0).

Par le principe de récurrence, on en déduit que
Vn € N, T, (cos(#)) = cos(nb).

Ceci étant vrai pour tout 8 € R, on a

‘Vn € N,V € R, T, (cos(#)) = cos(nb) ‘

3. Soit P € C,[X]. Par la question 1), (Ty)re[o,n] st une base de C,[X] donc il existe (ax)refo,n] € crtt
telle que

n
P = Z aka.
k=0
Ainsi,

VO € R, P(cos(f)) = 2”: axTk(cos(0)) = z": ay, cos(kO)
k=0 @) ;=

donc |8 € R +— P(cos(f)) € C est bien dans S, ‘
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4. Soit x € [—1,1]. Soit 8 € R tel que cos(#) =x. On a

|T(x)| < |Th(cos(8))] Q:2) | cos(nf)| < 1.

Ainsi, || Ty ||poe (1,1 < 1

Or,
T (1)] = [T(cos(0))] o) [cos(n x 0)] = [1] =1
donc
sup |Tu(a)] > [Ta(1)] = 1
z€[—1,1]
i.e.
[T llLes (=11 = 1

Ainsi,

[Tl (=11 = 1

5. Soit # € R. Montrons par récurrence que Vn € N, |sin(nf)| < n|sin(0)].
e Pour n = 0, 'inégalité est simplement 0 < 0.

o Soit n € N tel que |sin(nf)| < n|sin(f)|. Alors

|sin((n + 1)0)| = |sin(nf) cos(#) + sin(f) cos(nb)]
< |sin(nB)| | cos(0)| +|sin(0)| | cos(nh)|
<n|sin(0)| <1 <1

< (n+1)|sin(8)|.

Ainsi, par le principe de récurrence, on en déduit que
Vn € N, |sin(nf)| < n|sin(0)|.

Ceci étant vrai pour tout 6 € R, on a le résultat intermédiaire

W0 € R,¥n € N, [sin(n6)| < nsin(0)|}

Soit n € N. On dérive par rapport & 6 la relation
VO € R, T, (cos()) = cos(nb).

Cela donne
VO € R, —sin(0)T}, (cos(0)) = —nsin(nb).
Ainsi,
VO € R, |sin(0)||T) (cos(0))| < n|sin(nd)| < n?|sin(0)).

o Pour 6 # 0[r], on peut diviser par |sin()| pour obtenir
T (cos(9))| < n?.

o Soit # € Z. Par densité de R\7nZ dans R (par exemple parce que 7Z est d’intérieur vide), il existe
(0r)ken € (R\TZ)N qui converge vers §. On a alors

VEk € N, [T/ (cos(8y))| < n?

donc l'inégalité passe a la limite en
[T (cos(6)] < n?.
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Ainsi,
Vo € R, |T! (cos(h))| < n?
et comme & la question précédente, on en déduit que
2
1Ty lILee (1,17) < n°

Par ailleurs,
n|sin(nd)| ninf|
|sin(6)| o—o+ 0]

V0 % 0[], T (cos(6)) =
donc
T (1) = n?.
En particulier, on a
1T oo ((—1,1]) = 1°

donc

||TT/LHL°°([—1,1]) =n?

6. On a, par décomposition en éléments simples, qu’il existe A1, --- , Ag;, des complexes tels que

B(X) & N\

A(X) :;X—ak'

Or, on sait que

B
Vk € [1,2n], A\ = (o)

On en déduit donc que

= B(ay)
B(X) = ;;1 Ao (X A(X) |

— ak)
7. Ona P(AX) — P(\) =0 quand X = 1 donc 1 est racine de P i.e. .
8. On a
P(Ax) — P(\)

Qk(l) = lim Q)\(SC) = lim

r—1— r—1— r—1

= AP'(A x 1) = AP'(N).

On a bien

QA1) = AP'(\) |

9. (Je vais calculer les racines méme si on les connait déja. Pour répondre a la question sinon, il suffit de

montrer qu’on a pour chaque k, wz" = 1, qu’elles sont deux a deux distinctes et de regarder le degré de
R.) On a

P pl=0+= "= 1=¢"

. z
— 6% ikm
Jkell,2n],Z=en

e Tk e[1,2n],z = T = wy.

1. En effet, en notant Q(X) tel que A(X) = Q(X)(X —ax), on multiplie I’égalité par X — ay et on évalue a gauche et & droite en

ggz:; . Maintenant, en dérivant A(X) = (X —ax)Q(X), on a A'(X) _ Q(X)-i-(X—ozk)Q'(X)

donc A’(ax) = Q(ax) d’ott la relation annoncée.

ag : on obtient & droite A et & gauche,
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10.

11.

Ainsi, comme R dispose exactement de 2n racines par le théoreme de d’Alembert-Gauss, on a

2n
R(X)=a[[(X —wk)
k=1
ou « € C. Or R est unitaire donc o« = 1 donc
2n
R(X) = H(X—wk) .
k=1

Par la relation (I.1) avec A = R qui est scindé a racines simples de B = @), on a

2n 2n 2n
R(X) POwy) —P(\) X241
X = w — .
Q) k; D) = 0 R () g we—1 (X —wp)2nw?
Or 1
w2l = w%n;k = !
donc
1 P(wi) — P(A) X2 + 1
X)=——
@A(X) 2n wi — 1 X—wkwk

Par la question 8), on a

AP'(A) = Qx(1) = —— W-

En coupant la somme, on a

1 2% 2w POwr) PO &5 2wy
AP'(\) = — —
) 2n kz::l (1 —wg)? 2n (1 — wg)?

Par (I.2), on a avec P = X*",

1 & 2wy A2 9y, 1 on e 2w
A2 )\2%—1 _ 2n _ “k _ R _7)\277, .
" 2n kglwk (I—wk)?  2n = (1—wg)? n kgl (1 — wg)?
On a donc
1 & 2wy,
_n P —
2n 192::1 (1 — wg)?
Ainsi,
VA€ CAP/(\) = inj POwr)—2% _ p(y) o~ 2
; = o= Wk) g — 5
2n i~ (1 —wyg)? 2n = (1 —wg)?
i.e.
1 & 2
P’ = P P
VAECAP/(N) = kz_:l k) = 33+ PO
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12. Soit 8 € R. Alors f(6) s’écrit :
f(0) = a0+ ajcos(ko) + by, sin(k0)

k=1
_ i 7’6 ik0 —ik@) + bj(eikQ _ e—ik&)
2 2

—m9 m@ ag + bk zk@ 7,n9 . ak — bk —1k6 _inf
+ Z 5 + Z —5 ¢ °
k=1

b 3 kbt Zfﬁ

k=n+1 k=0

by — —by— ,

k=n+1 2 k=0
Qp—f + bn k vk iy Qp—k — bnfk k . N ,
En notant |U(X) = ap X" + Z fX + Z #X qui est un polynéme de degré
k=n+1 k=0

au plus 2n, on a

VO € R, f(0) = e~ "0U (") |

13. Soit k € [1,2n]. Alors
2wy, 2wy, 2wy, 1 2 1

(1—wp)? (1 —eivr)2  2eive (e=ir/2 — eivr/2)2 - (—2isin(px/2))? - 2sin?(pr/2)’

Soit 8 € R. On a - '
11(0) = —inf(0) + ie?e 00" ().

Or, par la question 11) avec P = U, on a

‘ ‘ 1 & 2w 1 & ~1
Oy 10 0
e?U'(e”) = Ue wk)i—i-nU( ) — U(e¥wr) =———— +nU(e"?)
n kz:l (1 —wg)? 2n 192::1 2sin*(p/2)
On a aussi
1 .
—inf 19 20 —inf inf 0
ie Ule =5 kzlze Ule’ wk)2sm (o) +zn;q(_2
=f(0)
i.e.
/ 1 & 077 i —1
= — e " (e
1) 2nkz::1 ( )2s1n2(<pk/2
Or

f(9+<,0k) — e—inee—inwkU(eiﬁei@k) — —m0 —z7r/2 —zlmrU(e Wk) e‘i""(—i)(—l)kU(ewwk).

On en déduit donc

(-1)*
Vo e R, (0 Zf9+ H) o sinZ(on/2) |

14. On a par la question 11) et 13) que

1 1
- 2n kzzjl 2sin?(pr/2)’
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Ainsi,
1 2n 1 1 2n 1
0 € R, — f(6 —— 05> 5 o\ 00
Sl
i.e.

1 llse < nllfllso |
15. Soit P € Co[X], f:t € R+ P(cos(t)) € C. Alors f € S, par la question 3) donc par la question 14),

VO € R, [f'(0)] < n|lfllo
7.€.
V0 € R, | —sin(8) f'(cos(0))| < nl|flloo

i.e.

v0 € R, |y/1— cos2(0) f'(cos(®))] < 1l f o
Soit x € [—1,1]. Soit 6 € R tel que cos(#) = z. Alors

V1= 22 f'(@)] < nllflloo-
Or, comme cos(R) = [—1,1], on a

P(cos(R)) = P([-1,1])
donc

£ lloo = [[Plloe (-1, |

16. Soit @ € C,[X]. Alors Q o cos € S;,—1 donc s’écrit

n—1
V0 € R, Q(cos(0)) = ao + Y _ ai cos(kf) + by, sin(k6)
k=1
donc

n—1
vl € R, Q(cos(0)) sin(#) = ag cos(8) + Z ay, cos(k0) sin(0) + by, sin(k0) sin(6)

n—1
=aqapcos(f) + - L Z agsin((k + 1)0) — ag sin((k — 1)6)
k; 1
+ by cos((k — 1)8) — by cos((k + 1)0)
n—2
=apcos(f) + = Z ag—1 sin(k@) — by_1 cos(kb) + = L Z ag1 cos(k) + b1 sin(k)

donc f est bien dans S,. Par la question 14),
VO € R,|f(0)] < nllflloo-

On a
VO € R, f'(0) = —sin?(0)Q’(cos(8)) + cos(8)Q(cos(8))

donc pour # =0, on a

1F(0)] = Q)] < nl| oo

Ensuite, comme V0 € R, f(0) = Q(cos(#)),/1 — cos?(#) et que cos est a valeurs dans [—1,1], on a

O] < sup |Q(z)V1—2?

z€[—1,1]
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et ce, pour tout # € R donc

[ fllo < sup ‘Q(g;)m’

z€[—1,1]
et

QM) <n sup |Q@)VT-a?||

z€e[—1,1]

17. Soit t € [—1,1]. Alors S; € C,,—1[X] donc par la question précédente,

R() <n sup |R(tz)V1— 2|

z€[—1,1]

mais pour tout z € [~1,1], ona 0 <1 —2? <1 — t*z? donc

0<V1—a22<V1—t22

et donc

we[—1,1] ze[—1,1] tee[—1,1] ye[-1,1]

sup |R(tx)v1—22| < sup |R(tz)vV1-—t22? < sup |R(y)\/1—v?|

et donc

|R(t)] <n sup ‘R(l’)\/l —x2’ .

z€[—1,1]

18. Soit P € C,[X]. Alors P’ € C,,—1[X]. Ainsi, par la question 17),

Ve [-LUL Pl <n sp P/ (@)vT = 22| < 0| Pll -1
re[—1,1

par la question 16). Ainsi,
vt € [=1,1], [P'(t)] < n?|| P|lLoe j-1,1))

i.e.

1P |0 (=117 < P2l Ploe(—1,1)) |

19. Avec P =Ty, on a ||Ty||pec(j—1,17) = 1 par la question 4) et ||T} || 01,17 = n? par la question 5) donc

‘on peut avoir égalité avec P =T, ‘

2 Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

20. Notons
v: RxR — C

(€,6) = flz)e ™

o V(z,€) € R% |p(z,€)| < |f(t)]. Comme f est intégrable, on en déduit que pour tout & € R, (-, £)
est intégrable sur R et de surcroit, ¢ est dominée.

b vé- € Ra 90(’5) € CO(RvR)

e En particulier, fest bien définie.
o V2 € R, p(z,-) € C°(R,R).

On peut donc appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres qui assure que

f est une fonction continue sur R |.
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21. Soit f,g € LY(R) et A, u € R. Alors

“+o00

Ve RATT 0@ = [ O +pg))e e =2 [ e aru [ ooy

—0o0

donc )\mg = )\f+ ug: f— fest bien linéaire. Ensuite, on écrit

~ +oo )
VEeRIFQI< [ 1@ do = Il

—00
=1

et cette majoration ne dépend pas de £ donc
[flloo < Il -

En particulier, f — f est une application 1-lipschitzienne de (L'(R), ]| - ||1) dans (L=(R), || - [lc) : elle est
donc continue. On a donc bien

1 . e} .
(L (R)];H 1) : (L (R)];AH loc) e COULYR), | - [[1), L2(R), || - [lo)) N L(L, L.

22. Par le théoreme de changement de variable affine, on a

+00 +oo
/ (t)|dt = )\/ fQwu)|du = )\/ u)|du

donc g est intégrable car f 'est. Comme f est continue, g est continue donc |g € L*(R)|. On peut donc

considérer g. On a

+o00 .
vE € R,G(¢) = /_ glz)e " eda
+oo
= fA

(A\z)e @ dg

L s ()
-0 >

=37 (3)]

VteR,|f(t)g(z =Dl <[fB)lllgllo

On a donc

23. Soit z € R. Alors

et
+0oo
/ F(6)]dt < +o0

—00

donct € R f(t)g(z —t) € C € LY(R) et f x g est bien définie. On a, par changement de variable affine,

+00 +o0
Vo €R(frg)w) = [ fgle—ndt= [ f@— gyt = (gx ()|

—00 —00

24. On a
“+o00

Vr € R,

+oo
F@g(e =0t < [ 17 @lgllcdt = £l e < o0

—00 —0o0

donc

(17 *5lloe < Il Tglle < +0].
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25. Soit k € N. Notons ¢ : (z,t) e Rx R+ f(t)g(z —t) € R.
« Pourtout t € R, z € R — (z,t) € C € C*(R,C).

e On a .
]
Vi€ [0,k 02 € B, S £ (a,1) = g — 0)f(0)
e Ona .
Vie [0k Ve eREeR s 2P 1) e (R.C
.]6[[7]]7:66 b e H@(‘T7)€Pm(’)'

o Domination. Soit j € [0, k], t,z € R. Alors

ks

o7 (@ 8)] < g™ (@ = ) f ()] < llg™[loo £ (2)]

et f e LI(R, C) donc les dérivées partielles en x de ¢ sont dominées.

Par le théoréme de régularité des intégrales a parametres, les dérivées partielles en = j-eme de ¢ pour

j € [0, k] sont intégrables, | f * g est de classe C* | et

Vo € R, (f x g))(z) = g™ (@ - t)dt = (f x g*)(z) |

—0Q0

26. Soit € € R. Alors

Fo© = [ 1eg@eiaa
+oo  p+oo
= / / e~ f () g(x — t)dtdz
“+oo +oo
= / / e T f(t)g(x — t)dadt
“+o00 —+00 .
= / f(t e % g(z — t)dxdt
+00 too .
=, / (@) / e e g () dudt
+oo . +o0 .
:/ f(t)e_”g/ e~ g(u)du dt
=9(¢)
=9(8)f(&)
Ainsi,
fxg9=1ql
27. Pour k = 0, on a avec Py = 1, V&t > 0, (¢) = Py(1/t)e"/*. Supposons qu’il existe k € N et P, € R[X]
tel que

Ve > 0,0 (t) = Pu(1/t)e 1,
Alors en dérivant cette relation,
1

1
SPL(t)e /! + a1 /e V= P (1/t)e M/t

vt > 0, o* (1) = —2

avec Pyy1 = X2(—P} + Py).

Ainsi, par le principe de récurrence,

Vk € N,3P, € R[X], 0" (t) = Py(1/t)e V1.
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28.

29.

Déja, ¢ est continue puisque lim ¢(z) =0 = ¢(0) = lim ¢(z). Par ailleurs,
z—07F z—0~

Vk € N*, lim o™ (z) =0
=07 N —r
=0

et
VE e N, lim o (z) = lim Pp(1/x)e™/* = lim Py(z)e ™™ =0
z—0t —_————

z—0t T—+00

~ xdke_m
r—+00

par croissances comparées (ou dj := deg(Py)). Par le théoréme de raccord C°°, on en déduit que

‘gp est C™ sur R.

Remarque importante. Bien que ¢ est de classe C*, elle n’est pas développable en série entiere
au voisinage de 0! Si elle I’était au voisinage de 0, alors on sait qu’elle égale sa formule de Taylor

donc o (15
Ir > 0,Vz €] —r,r[,p(z) = Z ('Dk‘(x)a:k — 0
k=0 ’

mais ceci est absurde.
Ainsi, "développable en série entiére" donne C*° mais la réciproque n’est pas vrai.

\. J

Soit t € R. On a
, 0 sio 1—-t2<<0
_ — 1

Comme 1 —t? >0 <=t €] —1,1[, on a bien

Vt € R, (1 —1%) =(t) |

Par le théoréeme fondamental de ’analyse, pour tout £ € R, on a

a(t) = /Ot b (x)de.

Comme v est de classe C* sur R, 6 ’est aussi.
e Sit<—1,0na

o(t) = /tw(az)dx _ /Ow(fv)dx _ /1 () d — /0 b(x)de = /1 b(t)dt.
0 t t ~1 0
par changement de variable affine ¢ = —z et parité de . Ainsi, 6 est constant sur | — oo, —1] :
Vi< —1,0(t) = — /{)Iw(;p)dx — A
o Site|[l,+o0], alors

o(t) = /Otw(x)dx - /01 W(w)dz + [@dx _ /01 V(@)dz = B
=0

donc € est aussi constante sur [1, +o0[.

Ona A# Bcar A= —B et A # 0 en tant qu'intégrale d’une fonction continue non identiquement nulle.
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30.

Au brouillon. En faisant un dessin, on veut trouver une fonction qui transforme

o (—=1,6(—1)) en (—2,0)
e (1,6(1)) en (—1,1)

e (0,0) en (—3/2,1/2).
On obtiendra alors une fonction plateau mais que sur R™. Il faudra compléter par parité.
On teste avec un changement de variable affine puisqu’il faut décaler le graphe vers le haut et vers
la gauche, et ramasser le graphe. En essayant f(z) = 6(ax + b), on trouve a = 2 et b = 3 convient
pour le "rescaling".
0(2x +3) —0(—1)
260(1)

Posons g(x) = pour tout z € R™. Alors

e siz < —2 alors 2z +3 < —1 donc #(2x +3) = A = 6(—1) donc g(z) = 0.
B+ B
e siz>—1,ona2r+3>1doncf(2z+3)=B=—Adonc g(x) = 2—; =1.
Posons donc p : z € R — g(z)1,<o(z) + g(—x)Lz>o0(x). Alors g est de classe C* sur R* et le raccord en
0 est clairement C* (c’est une fonction constante au voisinage de 0) donc p est C°°, nulle sur | — oo, 2]

donc aussi sur [2, 4+o00[ par parité, et vaut 1 sur [—1, 0] donc aussi sur [0, 1] par parité. Ainsi, la fonction
suivante convient :

0(2z +3) — 0(—1)
20(1) '

p:xeR— g(z)l<o(z) + g(—2)Lyso(x) € R avec Vo € R™, g(x) =

31. Soit ¢ : (z,€) € R? = ¢ p(€) € C. Alors
. VEER, ¢(-€) € C(R,C) :

vE € R Ve € B, 0 (2, €) = itep(c).

0

. VzeR,p(z,-), 87‘5(:6, ) €CY,(R,C).

o Pour tout x € R, on a |p(z,-)| = |p| et p est intégrable donc p(z,-) aussi.
o DOMINATION : soit z,£ € R. On a

22 @.9)] = 1€lo(®)

Ox
Or
+o00 2
| leloteas = [ felote)as < +oc
o . Op -
par continuité de & — |£]|p(&) sur [—2,2]. Ainsi, I est dominée.
x

Par le théoreme de régularité des intégrales a parametres, 27 donc ‘7“ est de classe C! sur R| et

vreR @)= o [ e pe)e|

:% i,
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32. Comme p est de clagsse C™ sur R, par intégrations par parties, on a Vr € R,
+o00 .
2w a?r(z) :/ 226l p(€)de

—00
2 .

= [ aPeEp(e)de
-2

. 2 2 )
= [iweep()]”, i [ acel(€)a
- -2

= jge?® p(2) —jge " p(—2) —i {ieméﬂl(f)r -
—— -

X

Ainsi,

2
2matr(@)| < [ 15/(€)d6 < +oc

donc |z +— xr(x) est bornée sur R |, disons par M. La fonction r étant continue, elle est bornée sur [—1, 1]

par le théoréme des bornes atteintes. Si |z| > 1,

(@) < = <M

i8S

donc r est bornée sur R.

1
Enfin, r est continue sur R, et vérifie r(x) = 0y 100 (2> qui est intégrable par le critére de Riemann,
x

donc r est intégrable au voisinage de +00. On en déduit que ‘7“ est intégrable sur R ‘

33. La fonction f * ry est intégrable et par la question 25, elle est continue donc f * 7y € L' et f/*?)\ existe.
Comme f € L' ry e L nL™,

o= =, 77 (5) = o (5)
par inversion de Fourier, justifié car p et r sont dans L. La fonction fest nulle en dehors [-A\, A et p =1
sur [—A, A] donc

~

Aoy = f.

Comme f et Af 7y sont dans L', comme f est intégrable, par inversion de Fourier,

5Fn=1)

34. On a f' = \f = (r)) et par la question 24,

£ lloe = IMIF * (72) Nloo < Al fllooll7rll1-
Or
oo ’ . Foo / . oo / T
ry(z)dx = [Ar'(A\x)|de = |7’ (w)|du = ||7||1.

—o0 — —o0
On en déduit que
1 oo < Il IS lloo-

donc

£ lloo < CAllflloo 5 € =[]l }

kkk

FIN DU SUJET
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