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Résumé

Ce papier se décompose en deux grandes parties : on commence par donner une preuve du second théoreme
de Szegd basée sur les travaux de Kac [5] qui donne une asymptotique & deux termes du logdet pour les
matrices de Toeplitz. On s’intéresse ensuite aux fonctions propres de I’équation de Schrodinger discrétisée
dans le cas d’un potentiel quelconque. Cette seconde partie adapte les outils utilisés dans le cas continu
(méthode WKB [7] et estimées d’Agmon [1]) pour tenter d’obtenir des résultats similaires.

Introduction

En 1952, Szegd démontre son second théoréme limite qui donne une asymptotique a deux termes du log det
pour les matrices de Toeplitz de fonctions positives et de dérivée contractante.
Le premier papier qui a inspiré ce T.E.R. est écrit par Kac (1953) et propose une preuve du théoréme de Szegd
qui s’appuie sur une identité combinatoire surprenante due a Dyson et Hunt. Notre travail a d’abord consisté a
comprendre et reconstituer ces deux preuves dans le détail et dans un cadre plus général (fonction L? bornées
dont la dérivée est dans 'algebre de Wiener). Nos démonstrations supposent la fonction paire afin de simplifier
les calculs mais le théoréme reste vrai sans cette hypothese. Pour certains calculs, nous nous sommes inspirés
de travaux plus récents [3] qui montrent une généralisation du théoreme de Szeg6 pour les opérateurs définis
sur une surface de Zoll.

Pour motiver la seconde partie de ce T.E.R., on a remarqué qu’on pouvait comprendre les matrices de
Toeplitz comme des matrices associées aux fonctions propres d’un opérateur différentiel (par exemple, le la-
placien dans le cas du théoreme de Szegd). Il s’aveére aussi que ce théoréme a des applications en probabilités,
ou il permet d’énoncer une forme de théoreme central limite qui annonce que les valeurs propres de matrices
unitaires aléatoires seront asympotiquement uniformément distribuées sur le cercle unité 4.

Nous avons décidé de nous concentrer sur la recherche de fonctions propres pour 'opérateur différentiel de

1
I'équation de Schrodinger discrétisée —— A+V, le cas continu ayant déja été traité pour un potentiel lisse [1].

Il s’agit donc dans cette seconde partie d’adapter les outils utilisés dans le cas continu pour déterminer les
éventuelles fonctions propres. Nous avons réussi a retrouver le comportement oscillant dans la zone intérieure
(approximation WKB [7]) et la décroissance a U'extérieur (via les estimées d’Agmon).

Par manque de temps, nous n’avons pas pu traiter la question du recollement qui aurait permis d’achever
le travail et de completement déterminer les éléments propres. Il semblerait qu'une bonne fagon de procéder
soit d’utiliser la fonction d’Airy qui a justement le comportement recherché.
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1 Théoreme de Szeg6

1.1 Enoncé du théoréme et préléminaires

1.1.1 Définitions

q )

Définition 1 (Coefficient de Fourier) On note ek :t € [0, 277] — ekt Alors pour toute fonction

f € L2([0,27x]), on note Vk € Z, cx(f) := = o / F®)e_k(t

Définition 2 (Matrice de Toeplitz). Soit a € L%([0,27]). Notons (a,)nez, la suite des coefficients de
Fourier de a. Soit N € N. On définit la matrice Ty (a) comme étant

ao a_l ... DR a—N
al aq a_1
aj ag

ai
aN e “ e al ao

Observation 1. Quelle est 1'idée derriére une matrice de Toeplitz ? L2([0, 27]) est un espace de Hilbert
ot les (eg)gez forment une base hilbertienne. Pour toute fonction a € L2([0, 27]), a s’écrit

a = Z A€l .

keZ

Si 'on se place dans le cadre des matrices infinies, il est possible de construire une matrice dont les
coefficients en (4, ) vaut a;—;. La matrice Tv(a) est alors la troncature de cette matrice infinie pour
0 <4, < N. Nous donnerons un énoncé en la proposition [I}

Le théoreme de Szeg6 s’énonce alors comme suit.

Théoréme 1 (Szegd). Soit a : [0,27] — C une fonction L*([0,27]) paire. On suppose que ||lal|oo < 1 et

Z lag|[¢] < 4o00. Alors
LeZx

logdet(In+1 + Tn(a)) = (N + 1)co(log(l + a)) + i n||en(log(1 + a))||? + on—soo(1).
n=0

La suite de cette partie est consacrée a la preuve du théoreme.

1.2 Dyson-Hunt

Dans la suite, on note 1(z > 0), I'indicatrice de R,
La preuve qui suit du théoréme de Szegs, précedemment cité, utilise une identité remarquable assez sur-
prenante due a Dyson-Hunt.

Théoréme 2 (Dyson-Hunt pour les cycles).
Soit (zy)nen, une suite réelle. Considérons c := (12 --- n). Alors en notant Cy,, le sous-groupe engendré
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par o,

k k n n
Z maX{ZCL’U(i) ke [[O,n]]} —maX{ZmU(i) tkelo,n— 1]]} = Z;vi]l (Zmz > O) .
1 i=1 i=1 i=1

oeChp 1=

Posons alors quelques notations avant de passer a la preuve.

Définition 3. On note C), le sous-groupe engendré par (12 --- n) =: c.

Définition 4. Pour toute suite de réels (xj)ren, on note, pour tout n € N*

k
wp (1, Tp) :maX{Zmi ke [[O,n]]}.

i=1

On tire alors 'identité suivante :

n+1
Wp(T1, - ,Tp) si inSO
Vn € Nywpq1 (21, Tpt1) = 721:+11 . (1)
Wp (T2, Tpg1) + 21 s Zx, > 0.
i=1

Passons a la preuve de Iidentité de Dyson-Hunt 2]

Démonstration. (de Dyson-Hunt pour les cycles) Avec les notations précédentes, on peut écrire

> (wk(%u),...,a(k)) —wk—1(€a(1),-.,ak_1)) = > welo)m o) = O Wh-1(lo(1) o y)-

oeCly, oceCh oceCh,

n

En vertu de l’égalité la somme est une somme nulle lorsque Z&- < 0. Si cette derniére est strictement
i=1

positive, on a alors

> (U)k(fo(l),...,a(k)) —wk—1(€a(1),.-~,ak,1)> = > wrllo(t)m o) — D Wke1(lo(1) e o (h—1))

geChp oceCp, oeCp,

= 3 (w1 lo@m o) +To) = 2 w1 oy, o)

ceChp oeCly

= > (wk—1(5a<2>,~--,a<k>)+3«“o<1>) = > wie1(lor@), o (k)

o/=coc
ceChp o'eCy

Ainsi, on a bien

k k n n
Z max{gaza(i) ke [[O,n]]} —maX{ZmU(i) tkelo,n— 1]]} = Z;vi]l (Z:EZ > O) :

0eChp =1 i=1
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1.3 Quelques inégalités

L’objectif de cette sous-partie est d’établir quelques inégalités cruciales pour la preuve du théoreme de
Szegd. Pour cela, introdusions quelques notations.

Définition 5 (Norme de Schatten). Soit p € N*. A toute matrice A, on associe o(A), le vecteur composé
des valeurs singulieres de A. Alors on définit la norme p de Schatten comme étant

[Alls, = llo(Allp-

C’est une norme et on va bientét majorer des objets avec cette norme.

Définition 6 (mx). On définit Papplication

My : L2([0,27]) - L2([0,27])
“+00 N
F= Y f)e, — Y fln)en
n=—oo n=0

C’est une projection.

Définition 7 (Opérateur multiplicateur). Soit a € L2([0,27]). On définit I’application

M(a) : L%([0,27]) — L2([0,27])
f = af '

Proposition 1. Pour tout N € N, on a Iy M (a)lly = Ty (a).

+o0
Démonstration. Soit f € L2([0,2x]). On note f = Z f(n)ey. Alors

N N
Hyally f =YY f(5)ae;(k)ex.
k=0j=0

Un calcul montre que
ae; (k) = ak — j).

Ainsi,

N N
Hyally f =YY" f()ak — j)er.

k=0j=0

De l'autre coté,
N o~
Tola)f = | D ar—j f(5)
J=0 1<k<n

D’ott le résultat. O

Cette identité nous permet alors d’obtenir des informations sur une matrice de Toeplitz & partir de 'opé-
rateur II. On a alors les inégalités suivantes.

Proposition 2. Soit a € L2([0, 27]).
L ITn(@)lesre < llaflc-
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2. VM € Mz(K),[[M|e, < Z iz
3. Tr([Mn,a]?) <2 a1

LeZ*
4. My, allle, <23 ez~ laclle].

\

Démonstration. 1. Soit a € L>°([0,27]) N L2([0, 27]). Alors

Vf € L2([0,27)), | Tw(a) fll2 = |mnvarn fll2 < |[mnvalloollma fll2 < llallooll £]l2-

De fait,
70l (a) < llallso-

2. Il est aisé de montrer que ||E;j||g, = 1 pour tout 4, j € Z. De fait, par inégalité triangulaire,

1M |le, =

> aijEjy

1,JEL

<Y aglllEille, = > lagl.

S, i,JEL 1,JEZL

3. Calculons les coefficients du commutateur [y, a]. Soit j, k € Z. Alors ([nn,a])r; = ([7n,alek, e;). D'un

cOté, on a
N

N
HNaek—Zaek Za (n—k

n=1

Le coefficient en e; est donc a(j — k)1i<j<n. De 'autre coté, on a

—+00 “+o00 “+oo
aHNek = Z a(n)enek]llgkgn = Z a(n)6n+k]11§k§n = Z Zi(n — k)en]llgkgn-
n=-—0o n=-—oo0 n=-—00

Le coefficient en e; est donc @;_1i<p<n. Ainsi, (IIn,a))r; = a(j — k)(Li<j<n — Li<k<n). Explicitons
la matrice de coefficient en (4, j) € Z la quantité (1i1<j<, — Li<k<p). C’est une matrice de taille infinie
de la forme

0 |1 -1 ~1]0
0 0 : 0 0
0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
1 1 0 0 --- 0 1 1
1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1 1
0 0 0]-1 -1 -1/ 0 0 o0
0 0 : 0 0
0 -1 -1 -1,
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Avec ¢a, on peut déterminer la matrice de [IIy, a]. On obtient

0 —as 0
0 O —as —ag 0 0
0O 0 O —a1 —as —as 0O 0 O
a3 a—z a— 0 0 0
a-3 a2 ; ;
a_s 0 0 0 as
: : 4 as
0 0 0
a; az as
0 0 0 —a_3 —a_o —a_1| 0 0 O
0 0 —a_3 —a_9| 0 O
0 —a_3| 0
Ainsi, puisque [y, a] est antihermitienne (Vk € N, a(k) = a(—k)),
Tr([HN,a]Q) = Tr(— [y, a][IIN,a]*) =2 Z \ag]2min(|€|,]\7) Nj—i—oo 2 Z ]ag|2|€].

Ainsi,
4. Par le point [2 on a

[T,

1.4 logdet

va]”@1 < :E: HInv

1,JEL

Lel* Lel*

Tr([Iy, a]

) <2y ladlel.

LeZx

2 ladllel.

LeZ*

=2 Z |ag| min(]¢|, N)

1eT* —+00

Nous avons nos ingrédients pour démontrer le théoreme de Szegd.
Rappelons quelques notations.

lement

et

On admet qu’ainsi, VM € My (C),exp(log(Iy + M)) =

Définition 8 (Exponentielle de matrice, logarithme de matrice). Soit M € My (C). On définit formel-

+oo 1
(M) = 3 L
n—=0 n.
+OO n+1
log(Iy + M) = Z
n=1
IN + M.
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[ Remarque 1. Remarquons que det(exp(A)) = exp(tr(A4)). Pour A =log(1+ M), on a logdet = trlog.

Cela étant, soit a : R — C une fonction L2(]0, 27]) paire. On suppose que ||allo < 1 et Z lag|[4] < 4o0.

LeZ*

1.4.1 Etape 1 : premier terme du développement asymptotique

On a:
400 (_1)n+1
log det(Iy + Ty (a)) = tr(log(Iy + Iyally)) = > tr((Myally)™)
n=1
+00 (_1)n+1 400 (_1)n+1
= Z Ttr(HNanHN) + n tr((HNaHN)" — HNCLnHN)
n=1 n=1 =ty N
400 n+1 2 +o00 n+1
-1 N+1 -1
RS) [Maa e,
= n 2 Jo = n
N +1 2« +o00 _1)nHl +o0 _1)n+l
AL S E e S By car ol <1
2r  Jo — n = n
+00 (_1)n+1
= (N + Deo(log(1 +a)) + 3 —"—tnn.

n=1

On va essayer de regarder le terme ¢, . Pour cela, on note ay := a(k) pour tout k € Z.

1.4.2 Etape 2 : étudier le terme ¢, x

On fixe, sauf mention explicite du contraire, N € N et n € N*,

Proposition 3. Pour tout k € Z,

a'(k) = D anGet by Oty -
£1,..ln_1€Z

Démonstration. On proceéde par récurrence sur n € N.

a"tl = Z a™(k)ey Z a(k)eg

keZ keZ

=3 a(ty)a(k — tn)ey
kEZ b,

= Z Z gy Qpy—py Qg —1,, 500, —0, 1 Gk—r, €k (qui est de la forme attendue).
kEZ ly,. ln€Z

Remarque 2. On peut réécrire la somme précédente en

ak)= Y Ayt Oty =Y Qp e Ay,
b L1 €2 P
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Proposition 4. On a

tr(lya™y) = (N + 1) Z Ay - Ay iy oy -
J1--Jn—1€Z

Démonstration. Par la proposition précédente [3]

tr(lya™y) = (N + 1)a”(0)
=(N+1) Z Ay Qly—ty -+ Uy —Lyy 2A—L,

01yl 1E€EL

=(N+1) Y anpg -, b, 50,
£17~~7£n—1€Z

= (N + 1) Z Qjp v v A Qg o g -
jlmjn—leZ

Proposition 5.

tr((Myally)™) = > $(1) Y01+ + Jn)ajs - - €@yt
jl:-~~7jn€Z

Démonstration. On calcule les coefficients (IIyally)™ par récurrence sur n € N*. On veut montrer que

(MNally)™)ig = D Qi 1@ty —ty_y - - Clyty Uty —j-
0<ly..bpn_1<n

Pour n = 1, c¢’est clair. Si I’assertion précédente est vérifiée pour un n € N* fixé, on a

n
+1 —
(Myalln)™ )i = D0 Gictn D Gyt Gty it Oty Oty
£n,=0 0<ly..lpn_1<n
= Z ipy Oy, —lyy 1 Oy 1L - - - Qpy—p, Ap, —j (C'est ce qu’on voulait).
0<01..ln<n

Ainsi, en introduisant artificiellement des indicatrices pour sommer sur Z,

tr(llyally)™) = Z A=l 1 Oyl - - - Bly—p, Ay —0,,
0<ly..8n<n
= Z Y1) .. p(ln)ae,—r, G, 1 —t, o - Qly—ty Gt —1,,
0. Ln €L
- Z P P+ In)ags - 4G gty
J1...Jn€Z

ou on a posé j; =¥y et j; = £; — £;_1 pour 2 < i <n.

Proposition 6. | Si jo...Jn sont fixés et Z Y1) .. Y1+ -+ jn) # 0 alors
J1EZ

J1EL
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Démonstration. En tant qu’intersections d’intervalles d’entiers, ’ensemble des j € Z tels que ¥(j1) - - ¥ (j1 +
-+ + jn) est un intervalle d’entiers. Il suffit donc de calculer le cardinal de cet intervalle : s’il est de la forme
[a,b], on a & calculer b —a + 1.
De maniére générale, si on se donne une suite (ay)n, (by)n, alors
N
[an, bn] = { max ap, min bn] .

1<n<N 7 1<n<N
n=1 == ==

Ici, on a donc
De méme,

Ainsi, on a donc

Do) G+ 4 dn) = (N —max(0, 42, ..., g2 + -+ jn)) — (—min(0, jo, ..., joa 4+ + ) + 1
J1EL

ce qui est la forme voulue. O

Remarque 3.
o Par hypothese Z (max(0, jo,...,J2+ -+ jn)lajs] - - - |aj,||@jot...j, | < 00 et donc
J2---Jk

Z (max(07j27 cee 7j2 + -+ Jn) - min(()?j?a cee 7j2 + -+ J?’L))a‘h <o g, Ao 5, CONVETZE
Goeedin
absolument.

Z (max(0, jo, ..., Jo++ - +in)ajy - - - Qj, Qjpt.. G = — Z min(0, jo, ..., Jot- - FJk)Ajy - - - Qjy Qjoy..
J2.-Jn J2---Jk

*
e On introduit Z qui désigne la somme sur les uplets (jo, ... Jj,) tels que max(0, jo,...,J2 + -+

kk

Jn) — (min(0, jo, ..., o+ -+ jn) < N et Z la somme sur I’ensemble complémentaire d’uplets.

Théoréme 3. [@/

tr((HNaHN)” - HNa”HN) =—-2 Z wn(O,El, ce ,én) H ay, +0N—>+oo(1>- (2)
O1+lo+-+£p=0 i=1

=S

Démonstration. On a:

tr((yally)™) = > 901 0+ + ) - - 4 Ayt

Jlyendn€L
= > e jggetjy Y V(1) V(L + )
J2...dn€Z J1EZL

= aj, .., Qjypyj, (N + 1 = (max(0, jo, ..., j2 4+ + jn) — min(0, jo, ..., jo + -+ + jn))-
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Ainsi,

tr((yally)™ — Hya"Ily) = —2 Z Qjy - - - A, Wit g, MAX(0, G2, ... J2 + -+ Jn) — (N + 1) Z Qjy - - Qi Qg -

On note

*
Z Ajy -+« Ajp Qo tat i maX(O,jg, ceyJo o+ Jn) =: 5.
Pour la somme *x, il faut remarquer que *x C {(j2,...,Jn+1)| > Ji = 0 A Jj; > %} (voir @, on a donc

ko

E an...ajn+1

Jot+in41=0

kok
E CLj2 e ajnaj2+...+jn

< Z ‘aj1’ Z Ay« - Ay g

1> J2ttint1=—01
c—jy (@)
n -1 .
< yllallist > 1l fas -
=&

On a supposé que Z |7]|laj| < oo donc le reste Z l71]|aj, | tend vers 0 quand N — oo, d’out
=5

*k
(N + 1) Zaj2 s Qg Qo ey, = ON%oo(l)'

1.4.3 Démonstration du théoréme de Szegd

Démonstration. On a obtenu précédemment

27 100 (_1)n+1
log det(Ty + Ty (a)) = (N + 1)/ n(1+a)+ Y 2ty
0 n=1

avec t, v = tr((IIyally)"™ — Hya™y).
On a donc par le théoréeme [3]

n
tI‘((HN(LHN)n - HNCLnHN) = -2 Z ’an(o,fl, e ,fn) H ay, +0N%+oo(1)'
O1+Lo+-+£p=0 =1

=:5
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Etudions plus en détails S.

S= Y w00 [[an

l14-Lo+-+Lr=0 i=1

- Z (wk:(()?gl;"' 7£k) _wk(oyglf" 7€k71))Ha€¢

n
D
ALt =0 k=1
n
= Z z_:

li+lo+-+Lp=0Fk

n

1
% (Ujk(o, go‘(l)? T aga(k)) - UJk(O, ga(l)a e 7€U(k—1))> H g,

oceCy, =1

S I

D—H(Prop 2) 01l =0 k

s Sl

O1+Llo+-+L,=01i=1

Z Haf H Gg;

O ++Llp=7 =1 =1
QA+t Gn—p=—J

I
+ =
8

.

Il
ol ol
1= T1-
g
<
Il
i

+
8

¢j(ah)ej(a" ).

Il
[~]=
EIES

I
—

k

<.
I
—_

En symétrisant la somme sur k,

S geila ey (@) = 5 Y e (@b ).

k=1 k=1
On obtient .
N .
n _
tr((Myally)” — Mya™y) = =3 3 k(iik)cj(ak)c_j(a" B) 4 oy poo(1).
j=1k=1 "\
Ainsi, par interversion limite-série,
+oo n+1 . B +00 (_1)n+1 +oo n n] ok ok
Z r(Myally)” — Hya"ly) ==Y ——— > > mcj(a )e—;i (@) 4+ on—too(1)
=1

3

n=1 j=1k=1
400  +oo 1)n+1 n

——Z Zk k)z (@ F)e(a") + ontoo(1)

+oo 400 (_1)q+1
- Z] Z Z C*J ap) Cj(aq) +0N—>+oo(1)
= n=1p+qg=n p q
400 1\p+1 +00 / 1\q+1
- chj (Z U™ ap) ¢j (Z St aq) + 0N +0o(1)
=1 p=1 P = 1
+o0o
= je—j(n(1+a))c;(In(1 + a)) + on—o00(1)
j=1
+o0
= illej(In( +a))* + on—too(1).
j=1

Finalement,
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logdet(In4+1 + ITn(a)) = (N + 1)co(log(l + a)) + i n||cn(log(1 + a))||? + on—seo(1).
n=0

Justifions l'interversion limite-série. On peut montrer que [|AB|s, < ||A|le, |Blliz ( [6] page 3, théoréme
1.6). De fait, fixons N € N. Alors

n

Qp N = H(?TNGTFN)n — 7TNan7TNH61 = H?TN[ﬂ'N,a]a 717‘(’]\7 + ﬂNaFN(TrNanilﬂ'N — (TI'NCLﬂ'N)nil)HGI

< llallss s allls, + llallootn-1,x5

Qp N

car ”ﬂ-NHOO =1.En posant Bn,N = —>
lalse

on a

BN < |[[mns alller + Bn1,n-

Ainsi, on en déduit que
BN < (n=1)|l[7n, alller + Bin -
——
=0
Ainsi,
any < (n=1)llrn, a]|le it < 2(n — 1)lafl e lall5

=terme général d’une série convergente si ||a|lcc < 1

D’ou la convergence normale de la série.

2 Equation de Schrodinger discrete

2.1 Introduction

Le théoréme de Szegé nous a montré que pour a une fonction L2, on avait une asymptotique pour le log det
des matrices de Toeplitz que 'on peut écrire avec (6;; + (¢ilag;))1<i j<n ol les ¢; sont les fonctions propres
du laplacien (théorie de Fourier). On peut alors se demander s’il est possible de généraliser ce résultat pour
d’autres opérateurs différentiels; [1] ont montré un résultat similaire pour I’équation de Schrodinger :

(-N2A+V)u=0 (3)
pour un potentiel V lisse. Dans cette partie, on étudie I’équation aux valeurs propres :
(H-=XNu=0 (4)

n
oun H(u), =V <N) Up — Uptl — Un—1 + 2u, est Uopérateur discrétisé.

2.1.1 Un premier cas : un potentiel V constant

Supposons que V soit constant égal a Vy € R. Fixons A € R. On cherche alors u dans ¢2(Z) vecteur propre
de H pour la valeur propre A. On est alors amené a résoudre 1’équation de récurrence

Up+1 + (>\ -Vo— 2)“11 + up—1 =0.

La théorie des suites récurrentes linéaires distingue trois cas : en notant A = (A—=Vp—2)2—4 = (A=Vp)(A\=Vp—4),
1. A < 0 — régime oscillatoire — : les solutions sont des sinusoides de la forme a cos(dn) + [ sin(dn)
2. A > 0 — régime exponentiel — : les solutions sont des exponentielles de la forme ar™ + br=".

3. A =0 — régime critique — : les solutions sont de la forme (An + u)(£1)".
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Mise & part la solution nulle, aucune de ces solutions n’est dans ¢(Z) mais cette étude met en exergue la
fluctuation des comportements des solutions de 1’équation en fonction de la valeur prise par V et du A choisi).

Pour V' un potentiel constant par morceaux (par exemple V = ]1|x‘>4), dans le cas continu, pour A = 3 on

imagine une solution de la forme suivante :

1
FIGURE 1 — Une « solution » (en bleu) pour V = 1,/~4 (en jaune) avec A = 3

Toutefois, le raccord ne semble pas régulier au point d’abscisse —4. Ainsi, a la question des différents compor-
tement s’ajoute les problemes de raccord.

AN

1
FIGURE 2 — Une solution (en bleu) pour V' constant par morceaux (en jaune) avec A = 5

On s’attend alors & un comportement similaire dans le cas discret.

2.1.2 En vu du cas général

En prenant exemple sur le cas simple, on distingue deux zones dans le cas général. Une zone qu’on appellera
« zone intérieure » qui correspond aux endroits ou le discriminant de I’équation est strictement négatif, et la
« zone extérieure » quand le discriminant est strictement positif. On traite ces deux cas séparément sans se
poser la question du recollement dans les deux prochaines parties.
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2.2 Méthode WKB : Etude dans la zone intérieure ( ‘2 +V (;}) — )\' < 2)

On cherche les fonctions propres de 'opérateur H défini par

n

H(u)n:V<N

) Up — Up41 — Up—1 + 2un

Dans un premier temps on cherche des solutions approchées avec la méthode WKB . On pose donc
Uy = exp (qub(;\lr)) a (;)

o0
ou a admet un développement de la forme a (;) = Z N~%a (]T\Lf) Les fonctions ¢ et aj pour tout k € N
k=0

sont aussi régulieres que nécessaire (C°° dans la démonstration qui va suivre).

On souhaite montrer que la condition (H — A)u = O(N~*°) implique que u € Vect(uy,u_) ot uy u—
sont des fonctions dont on peut connaitre les termes d’ordre k pour tout & € N. Autrement dit, les solutions
approchées de ’équation aux valeurs propres dans la zone intérieure vivent dans un espace de dimension 2.

2.2.1 Calculs

r

Théoréme 4. Soit V un potentiel C*°. On pose u, = exp (qub(]T\l[)) a (]:L[) ot ¢ est C et a est

définie ci-dessus. On suppose que (H — N)u = ON—s100(IN™°). Alors il existe une famille d’opérateurs
(Dj)ien telle que

_iNo(n 1 1
(H=X)ue ™M) = D (ao, ¢)+ 7 (Dilar, é) + Da(ao, 9))+ 775 (Diaz, ¢) + Da(a1, ¢) + D3(ao, d))+-...
k
Plus généralement, le terme d’ordre N—* vaut ZDHl(ak_i,gZ)). Uy, est appelée « solution approchée a
i=0
Uasympotique WKB » de l’équation (H — \)u = 0.

\

Démonstration. On montre comment le calcul se déroule pour obtenir une précision d’ordre N =2, le cas plus
général consistant a pousser les développements limités a des ordres plus élevés. On va donc utiliser les ap-
proximations suivantes :

exp (iN¢ (n + 1)) _ GNO(%) i (%) (1 LNl (;) N2 [¢<g> (;) B % 5 (;)2

exp (N0 (" ) ) = VeI () (1 HiNTIG® (L) N lczs(?’) (%) -39 (;,)2 + o<N—3>> |
(55w 5) o [ 3) e )] 3) o 3) o () o
() oo () + o [ () v ()] o2 [ (5) -

Cela nous donne :

+ O(N‘3>> :

VS
=
N——
+
S
VRS
=]z
—
+
©
=
&

(H—MNu= (2—|—V (;) — )\) Up — Upt1 — Up—1

= (2 +V (;) — )\) NN (;) — o g (nj\;l> — N g (n]:[ 1> .
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On se rend alors compte qu’en factorisant par e ¢(%)7 on obtient

(H=Nue V&) = aq (;) (2 +V (;) P ew’(}&))

=:D1(ag,®)

| Dutan - (a0 (26 () ()~ 5 (ta (1) 69 (1) (1))

=:D2(ao,¢)

+N72(Dy(as,¢) + Da(a1,6) + Ds(ag, ¢))) + O(N ™)

pimr=-50 (8 ()14 3) 9 (3) () [ () -3 )
e (aé” (3) —ias (5 ) ¥ (5 ) + oo (5) [_iqsm (2)- Lo (;)D |

ou

Remarque 4. L’opérateur Dy, est linéaire en a et ne fait intervenir que des dérivées d’ordre au plus k
en ¢ et kK — 1 en a. Les équations de transport qui apparaissent admettent donc une solution.

2.2.2 Description de ’espace des solutions approchées

s =)

Corollaire 1. Soit u,, la solution a I’asympotique WKB obtenue dans la proposition précédente, alors

¢ = i/t arccos (Mév)_)\)

Démonstration. Comme (H — A)u = O(N~°°), on a en particulier Dj(ag,¢) =0 i.e:

RORS)

2+V<;>—)\‘<2d’oﬁ:

¢ <]7\l]> = arccos <2+V(2]T\L,)—)\> .

L’équation [5| sur gf)’N nous laisse a priori le choix pour ¢. En effet, si ¢ est un candidat qui vérifie I’équation,
alors les fonctions ¢ : © — £¢(x) +2kmx + ¢ (o k € Z et ¢ est une constante) sont aussi solutions. On observe
que, dans ce cas, en considérant

Un = exp (¢N$ (;)) a (;) — exp (iN¢) exp (iiN(;S (;\’])) a (;)

une autre solution, v, reste dans I’espace engendré par (e'V?a;e~¥%a). On a donc 2 types de choix pour ¢ :

une primitive de
24+ V(%) - /\>
2

et son opposée. ]

Dans la zone intérieure, on a

X — arccos (
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Corollaire 2. L’espace des solutions approchées a I’asymptotique WKB est de dimension 2.

Eléments de preuve. Une fois que ¢4 est fixé, on détermine complétement la fonction a4 en résolvant successi-
vement les équations (H — A\)u = O(N~F) qui font intervenir nos opérateurs Dy. On obtient finalement deux
solutions w4, u_ qui forment une base de I'espace des solutions approchées.

O]

2.2.3 Propagation de erreur

On aimerait montrer que nos solutions approchées n’explosent pas dans la zone intérieure. On veut aussi
savoir si des suites qui résolvent 1’équation a O(N *k) pres sont effectivement proches des vraies solutions de
I’équation.

Proposition 7. Soit u une solution de (H — A)u = 0. Alors il existe des constantes C, K telles que pour
tout n dans la zone intérieure, on ait :
U
6

Un,
Un+1
Démonstration. L’équation (H — A\)u = 0 se réécrit :
Up, N 0 1 Unp—1
Unp1)  \—1 24+X+V(F) up |’

On cherche donc a controler H‘H Akm On peut voir que

i
e 0 _
Aak = POék < 0 e—i0k> Pakl

ou P,, est composé des vecteurs propres de A,, , & savoir :

1 2 1 2
o = gl +y/ap +4) 0 = 5o =/ +4)

1 1

< Cel

L’application « +— P, est donc continue. Si on se place sur [a, b] dans la zone intérieure, d’apres I'inégalité de

K
<1+ N uniformément en k, d’ou

()]

Taylor-Lagrange, on peut trouver K > 0 tel que H‘P Pl

Ok~ Qg1
Unp
Un+41

[Nb)

< II lAall

k=|Na]
Uo
Ul )

Au début de cette sous-partie nous avons déterminé des solutions approchées a un ordre quelconque, on
aimerait faire le lien suivant : si v est "presque solution" de (H — A)u = 0 alors & quel point v est-elle proche
d’une solution exacte ? On essaie de répondre a cette question.

< el

O]
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Corollaire 3. Si v vérifie (H — \)v = O(N~F) pour un certain k£ € N et u vérifiant (H — A\)u = 0 alors
v —u = O(N~*"1) dans la zone intérieure. Par conséquent, v est bornée 1 ol u l'est.

Eléments de preuve. De fagon plus générale si (H — \)w = (1), on a le schéma suivant :
w n—1 wo n—1 [n—1
(wn>:HA%'<w>+Z HA% Tj
ntl =0 1 7=0 \k=j

On étudie ce schéma pour w = u — v et r, = O(N ) et on applique le résultat de la proposition précédente.
La perte d’un ordre vient du fait qu’on accumule des erreurs a chaque étape.

O]

Ceci conclut notre étude des solutions approchées a 'asymptotique WKB dans la zone intérieure.

2.3 Estimées d’Agmon [2]
2.3.1 Introduction via le cas continu

Soit u € LZ(Rd) vecteur propre de —h?A 4+ V pour la valeur propre A. Dans le cas continu, 'objectif est
d’avoir u2 petit lorsque V' > \. Posons w = e?/hy avec 0 € C2(R?Y) telle que ¢ = 0 pour V.< XA+ 4 et
Vo> <V —X—3dsi V> X+ d pour un certain § > 0.

. . (V 1. 1
A(e?M) = div(Ve?/M) = div (fe‘pﬂl) = <d1V(V<P) + h2|V§0‘2> e?/".

h
De fait,
1 1
Aw = A(e?/M)u+ 2Ve? "Vu + /" Au = /" <hdiV(Vg0)u + ﬁ]V@Fu +2VeVu + Au) .

Ainsi,

h? / |Vw|? = —h2/Aww = —/62‘p/h (hAcqu + [Vo*u® 4+ h? Au.u + QthzJVuu) (7)
On remplace alors h?Auu = (V — \)u?. De fait,

h2/|Vw|2 = /62“"/’1()\ —V — hAg — |Vo|?)u? - Qh/eQ‘P/thqu.u. (8)
=1

Mais

2
I = /eQ‘p/thouVu = —/udiv(62¢/hV<pu) = /—u62¢/th0Vu+/—u2Ager‘p/h - 2%62“”/}%2 (9)

-1

Donc
—2hl = /(hAgo +2|V|?)e#/ M2,
Ainsi,
n? / Vawl? = /62@/%2@ —V 4+ |Vel) (10)
que 'on écrit
<-4

/_7/%
h? / Vw|* = / W\ - V) + 2?2 (N =V + [Vp]?) > 0.
V<5 V>A+0

=:1 =:1s
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Ainsi,
/ 62“"/hu2(—6) > >—-I >-C u?.
V>X46 V<46
De fait,
C
lotvanrslf = [ e/t < Sl
V>ALS
Donc

Jwlla = lwlysars +wly<rislle < Jwlysaisllz + ullz < Cllullz.

Inspirons-nous de ce raisonnement pour obtenir nos estimées d’Agmon discretes.

2.3.2 Analyse vectorielle discrete
On définit les applications suivantes :

V: UZ) — UZ+1/2)
(Up)n — (Vun)nJr% = Uptl — Up

div: UZ+1/2) — UZ)
(U"Jfé)n — (div(anr%))n = Uptl — Up
- Uz - UZ+1/2)
— un + uTL 9
(un)nGN = (un)n-i-% = +12
UZ+1)2) — UZ)
Untg Vo3
(g, = (mey) ="

On a alors les résultats suivants :

1. A=divV.
1
2. @ = <(un)n+é> = ZAun + Up.

3. ((vun)n+é>n = (div (W)M%)n'
4. (v(unvn))n+% = (Tn)n+%(an)n+% + (ﬁ)n+%(Vun)n+%

5. <div(un+%vn+é)>n:<un+;) (divvn+%>n+<vn+;> (divunJr%)n.

6. A(upvyp) = UpAvy, + 2 ( div(m)mr%)n (div(ﬁ)nJr%)n + U Auy,.

1
10 wo=u v+ ZVUVU.

Observation 2. Bien que 'identité [6] est sensiblement proche de I'identité usuelle dans le cas continu,
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un terme résiduel apparait du fait de la discrétisation. Avec I'identité 2], on obtient en fait
P R 1
A(upvy) = upAvy, + 2 ((dlv(un)n+%>n (dlv(vn)n+%>n + v, Au, + §AunAvn.

Ce dernier terme résiduel est une des raisons pour laquelle le calcul qui suit semble davantage fastidieux.

2.3.3 Estimées d’Agmon discretes

Le but de cette sous-section est de mener un calcul similaire & la sous-section 2.3.1] traitant le cas continu
— on se place en une dimension — En particulier, nous attendons des résultats similiaires aux équations (8| et
[I0} On obtient dans le cas discret les propositions suivantes.

~ )

Proposition 8. Soit ¢ de classe C3 sur R. Soit (uy,), solution de I’équation (—A + V)u = Au. Alors

anAwn—Ze (V = A) + L)u? +2ZeQquu (11)

e:exp(Nso <;>) L X = (;)

¢"(n/N) 1
L=2(cosh(X))—1)+ —N cosh(X)) 4+ O () ;

L Lo L
_2+1_cosh(X)<1+2N<p <N>)+O<N2>.

Proposition 9. On conserve les notations de la proposition précédente. Alors

anAwane a(V =X+ L—C)u? (12)

avec

avec

L /N)

C = sinh(2X) sinh(X) + ~

N2

(2 sinh(2X) sinh(X) + cosh(2X) cosh(X)> ) < 1 )

Démonstration. (de la proposition . Soit n, N € N*. On considére ¢ de classe C3. Par la formule de Taylor-

Lagrange, on a
n+1\ n 1 ,/n 1 ,,<n) (1)
90( N )“"(N)JFN“’ (N>+2N290 v) o\

T () e (3) 0 () o (2) o)
a0 ) () (3) )]
R ) e 3 e
o0 () o (2) 1+ o (5) 0 (2]
oo (35 (252)) e (30 (5) o (3) (o (2) 0 )] 00
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et un méme calcul donne

) - 5 (35) o (o () (2 () <0 )

exp (Nso ( ~
o (3)) - 3+ (1) o (4 () (2 (3) -+ +0(2)

On utilise la formule A(u) = up41 — 2uy + uy—1 pour obtenir

(15)

som (5 (3) o (0 (3) [ () ron o DY+ (3) 1205

=2 cosh(¢’(n/N))
cosh(«p’(n/N))sO,, (n> Lo <1>) '

) (3) ) ) o
s (53 = 3 (3) oo (¢ () ) + =590 (1) 0 ).

=:L
(16)
En notant e = exp (N (%)), on obtient alors

Awy, = A(eu)
=eAu + 2Ve Vu,, +ule

= (iAe + e> Au+2Ve Vu, + ule + iAuAe

1
— 5AeAu + eAu+ ule + 2Ve Vu

1
ou l'on a utilisé la formule ©w = ZAU + u. Remplagons. On a

1
Aw,, = iAeAu + eAu + ulAe + 2Ve Vu

1
- 5eLAu +eAu+ uel +2Ve Vu

On a alors I . .
p i (¢ ()) (1o (5) o () =
2+ cos (gp (N —|—2Ng0 N +0 e a
et 1 1
e | — T oo L
V(e)—72 esmh<<p (N)> <1+2N90 (N>>+O<N2)'
=:b
Ainsi,
Aw = e(aAu + Lu + 2bVu). (17)
Ainsi,
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Z wpAw,y, = Z e (auAu + 20N uu + Lu?) = Z e2(a(V = \) + L)u® +2 Z e* bV uu. (18)

O]

La preuve de la porposition [9] repose essentiellement & regarder de plus pres la deuxiéme somme de la
proposition précédente.

Démonstration. (de la proposition @ On conserve les notations précédentes. On a
Z 2oV uu = Z e2budiv (T Zuv (e*bu) (19)

otl la deuxiéme somme vient de la sommation par parties : on a dérivé la suite e?bu qui est dans £(Z) — ce
qui donne V(e?bu) dans £(Z + 1/2) — et intégré div(w@) qui est dans ¢(Z) — ce qui donne @ dans ¢(Z + 1/2) —
On a, par la formule de dérivée d’un produit,

V(e*bu) = e2bVu + uV (e®b). (20)

— 1
Ainsi, en utilisant la relation précédente, puis e?a u = e2bu — ZV(eQb)VU, puis Z UnUny1/2 = Z UnVnp+1/2,
on a

ZﬂV(ezbu) = Zﬂ vV (e%b) + ZU e2bVu (21)
— Zu uV (e b ) + Zue%Vu + - Z VU V(e Qb) (22)
= Z u uV( 2b ) + Z ue’bVu + ~ Z Vu (23)

On retrouve notre fameuse « deuxieme somme » et donc,

23 2 Tuu = — 3w v (e2h) - EZ(W =S < ) V() = — S V(). (24)

n n

En injectant dans I’équation [11} on obtient alors

anAwn—Ze (V= X) + L)u? —ZUZV 2p). (25)

On cherche donc a calculer ( Qb) ( Qb)
2 € 0)n+1 — (€70)pn—1
b =
V(e“b) 5

(i1 = exp <2Ns0 (n; 1))
— exp <2N<p (N) +2¢' (Z) + 5" (JT\lf) o (J\;»

N
_ 2 (n Lo(r 1
= (e (24 () (1 3¢ (5)) +0 (3))
Un méme calcul donne

s (¢ (3)) (0 (3)) o ()
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i (4 (569) (e (52) 0 3
#(5) (30 (3) -0l
() 3 ] e () ol
)+ 22 o 4 (3)) - (3)] 0 ()

et

= (o0 o () o () + 2420 B (2) s ()]} 0 ()
= (22 (5)) o () + 20 B (4 (3) o ¢ ()]} 0 ()

On obtient donc

V(e%b) X /) e? (sinh(2X) sinh(X) + (nN/N) <2 sinh(2X) sinh(X) + cosh(2X) cosh(X)) +0 (J\;)) .
=:C
' Ainsi, |
> wpAwy =Y e*(a(V = A) + L - C)u? (26)

avec

c=en(vo(3)) x=v()

¢"(n/N) 1
L =2 (cosh (X)) — 1) + =3 cosh(X)) + O <N2)

:g—f—lzcosh(X) (14—2;7%0 (;))4‘0(]\1[2)

C = sinh(2X) sinh(X) + (7\; ) <2 sinh(2X) sinh(X) + cosh(2X) cosh(X)> +0 (;2)

J

O]

On souhaite que ||ul|,2 soit petit lorsqu’on est dans la zone non-autorisée, a savoir V> Aou V < A —4. Au
vu de I'équation [I2] et la ressemblance avec I’équation [I0] la conclusion se rapproche.
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3 Qu’aurions-nous fait de plus si nous avions un temps infini ?

Comme expliqué en introduction, nous avons manqué de temps pour conclure la seconde partie. Les esti-
mées d’Agmon discrétes obtenues précédemment pourront donner un critére sur ¢ afin d’obtenir un contole
exponentiel de u, solution dans la zone non-autorisée. Enfin, il faudrait donc en premier lieu traiter la question
du recollement entre zone intérieure et extérieure afin de déterminer complétement les fonctions propres.

Apres cela, il reste encore beaucoup de possibilités & explorer : par exemple, on aurait pu s’intéresser aux
applications du théoréme de Szegd en probabilité dans I’étude du spectre de matrices unitaires aléatoires, ou
encore expliciter son lien avec les processus ponctuels déterminantaux.

Références

[1] Alix Deleporte and Gaultier Lambert. Universality for free fermions and the local weyl law for semiclassical
schrodinger operators, 2021.

[2] Alix Deleporte and Gaultier Lambert. Central limit theorem for smooth statistics of one-dimensional free
fermions, 2023.

[3] V. Guillemin and K. Okikiolu. Spectral asymptotics of toeplitz operators on zoll manifolds. Journal of
Functional Analysis, 146(2) :496-516, 1997.

[4] Kurt Johansson. On fluctuations of eigenvalues of random Hermitian matrices. Duke Mathematical Journal,
91(1) :151 — 204, 1998.

[6] M. Kac. Toeplitz matrices, translation kernels and a related problem in probability theory. Duke
Mathematical Journal, 21(3) :501 — 509, 1954.

[6] B. Simon. Trace ideals and their applications, 2nd edition. 2005.

[7] Paul Wilmott. A Note on the WKB Method for Difference Equations. IMA Journal of Applied Mathematics,
34(3) :295-302, 05 1985.

Page 23



	Théorème de Szegő
	Enoncé du théorème et préléminaires
	Définitions

	Dyson-Hunt
	Quelques inégalités
	
	Etape 1 : premier terme du développement asymptotique
	Etape 2 : étudier le terme tn,N
	Démonstration du théorème de Szegő


	Equation de Schrödinger discrète
	Introduction
	Un premier cas : un potentiel V constant
	En vu du cas général

	Méthode WKB : Etude dans la zone intérieure ( 2+V( epstopdfnN)-<2)
	Calculs
	Description de l'espace des solutions approchées
	Propagation de l'erreur

	Estimées d'AgmonDL1
	Introduction via le cas continu
	Analyse vectorielle discrète
	Estimées d'Agmon discrètes


	Qu'aurions-nous fait de plus si nous avions un temps infini ?
	Références

