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loi de Pascal ou loi binomiale négative

Thomas Chen

On sait que la loi géométrique modélise le temps d’attente du premier succès lorsqu’on réalise une infinité
de fois la même expérience de Bernoulli de manière indépendante.

On se demande ce qu’il se passe pour le temps d’attente du k-ème succès. Appelée loi de Pascal ou loi
binomiale négative, on modélise la situation avec un peu de combinatoire.

Exercice 1. On se donne une pièce qui donne face avec une probabilité p ∈]0, 1[. On suppose les lancers
indépendants.

• On note Xk variable aléatoire qui donne 1 si au k-ème lancer, on a « face » et 0 sinon.

• On note Sn =
n∑

k=1
Xk et Ti le temps d’attente du i-ème succès avec comme convention Ti = +∞

si ce i-ème succès n’est pas réalisé.
• On note τ1 = T1 et τi = Ti − Ti−1 lorsque i ∈ N≥2.

On cherche la loi des τi.
1. Quel est la loi de T1 ? On considère i ≥ 2 dans la suite.
2. Quel est la loi de Ti pour i ∈ N≥2 ? Indication : on pourra exprimer Ti = k grâce à Sk−1 et Xk.

La loi de Ti est appelée loi de Pascal ou loi binomiale négative.
3. Calculer la fonction génératrice des Ti pour i ∈ N≥2.
4. En déduire que Ti a la même loi que la somme de i variable aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées suivant G(p).
5. On souhaite montrer que Ti égale une telle somme ce qui est bien plus fort.

(a) Quelle est la loi de τi ? Indication : on pourra s’aider de Ti−1.
(b) Montrer que les (τi)i sont indépendants.
(c) Conclure.

Corrigé :
1. Le cours assure que c’est une loi géométrique.
2. Remarquons déjà que Sn suit une B(n, p) pour tout n ∈ N∗. Soit i ≥ 2. Alors Ti(Ω) ⊂ N≥i ∪ {+∞}.

Soit donc k ∈ N, k ≥ i. L’événement (Ti = k) égale l’événement (Sk−1 = i − 1) ∩ (Xk = 1). Par ailleurs,

par le lemme des coalitions, comme Sk−1 = f(X1, · · · , Xk−1) avec f(x1, · · · , xk−1) =
k−1∑
j=1

xj , Sk−1 et Xk

sont indépendantes. On en déduit donc que

P(Ti = k) = P(Sk−1 = i − 1 ∩ Xk = 1)
= P(Sk−1 = i − 1)P(Xk = 1)

=
(

k − 1
i − 1

)
pi−1(1 − p)k−ip

=
(

k − 1
i − 1

)
pi(1 − p)k−i.
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Pour conclure que Ti(Ω) = N≥i, il y a deux choix. Ou bien on montre que P(Ti = +∞) = 0, ou bien on
montre que

+∞∑
k=i

P(Ti = k) = 1.

• Si l’événement Ti = +∞ est réalisé, alors l’ensemble {k ∈ N : Xk = 1} est majoré. Étant une partie
de N, elle est soit non vide et on note k0 son plus grand élément, soit k0 = 1. Alors

(Ti = +∞) ⊂ (∀k ≥ k0, Xk = 0) =
⋂

k≥k0

(Xk = 0).

Ainsi,
P(Ti = +∞) ≤

∏
k≥k0

P(Xk = 0) =
∏

k≥k0

(1 − p) = 0.

On obtient donc P(Ti = +∞) = 0.
• On calcule :

+∞∑
k=i

P(Ti = k) =
+∞∑
k=i

(
k − 1
i − 1

)
pi(1 − p)k−i = pi

+∞∑
k=0

(
k + i − 1

i − 1

)
(1 − p)k.

On rappelle que pour tout x ∈] − 1, 1[,

(1 + x)−i = 1 +
+∞∑
n=1

1
n!

n−1∏
j=0

(−i − j)xn

= 1 +
+∞∑
n=1

1
n! (−1)n

i+n−1∏
j=i

j
i−1∏
j=1

j

i−1∏
j=1

j

xn

= 1 +
+∞∑
n=1

1
n! (−1)n (n + i − 1)!

(i − 1)! xn

= 1 +
+∞∑
n=1

(
n + i − 1

i − 1

)
(−1)nxn.

On note (⋆) la relation :

∀x ∈] − 1, 1[, (1 + x)−i = 1 +
+∞∑
n=1

(
n + i − 1

i − 1

)
(−1)nxn.

Ici, on reconnait donc

+∞∑
k=0

(
k + i − 1

i − 1

)
(1 − p)k = (1 − (1 − p))−i = p−i.

On obtient donc
+∞∑
k=i

P(Ti = k) = pip−i = 1.

3. On rappelle que GX(t) = E[tX ] =
transfert

∑
n∈X(Ω)

tnP(X = n) pour tout t ∈] − R, R[ avec R ≥ 1. Ici, il
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existe donc R ≥ 1 tel que

∀t ∈] − R, R[, GTi(t) =
+∞∑
n=i

tnP(Ti = n)

=
+∞∑
n=i

tn

(
n − 1
i − 1

)
pi(1 − p)n−i

= piti
+∞∑
n=i

(
n − 1
i − 1

)
[t(1 − p)]n−i

= (tp)i
+∞∑
n=0

(
n + i − 1

i − 1

)
(t(1 − p))n

=
⋆

(tp)i(1 − t(1 − p))−i =
(

tp

1 − t(1 − p)

)i

la relation (⋆) étant établie à la question précédente.
4. Soit A1, · · · , Ai i variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec A1 ↪→ G(p). Alors

l’indépendance de X et Y donne GXGY = GX+Y donc comme GA1(t) = tp

1 − t(1 − p) pour t ∈] − 1, 1[,
on a

GTi(t) =
(

tp

1 − t(1 − p)

)i

=
i∏

j=1
GA1(t) =

i∏
j=1

GAj (t) = G∑i

j=1 Aj
(t).

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, Ti suit la même loi de
i∑

j=1
Aj .

5. (a) Soit k ∈ τi(Ω) ⊂ N≥i−1 ∪ {+∞}. Alors

P(τi = k) = P(Ti − Ti−1 = k).

On conditionne selon la valeur de Ti−1. Comme (Ti−1 = j)j≥i−1 forme un système complet d’événe-
ments, alors

P(Ti − Ti−1 = k) =
+∞∑

j=i−1
P(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j)P(Ti−1 = j).

Or on a l’égalité des événements

(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j) = (Ti = j + k | Ti−1 = j) = (Xj = 1) ∩ (Xj+k = 1) ∩
j+k−1⋂
p=j+1

(Xp = 0).

Par indépendance, on a donc

P(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j) = P(Xj+k = 1)
j+k−1∏
p=j+1

P(Xp = 0) = p(1 − p)k−1.

Ainsi,

P(τi = k) =
+∞∑

j=i−1
P(Ti−Ti−1 = k | Ti−1 = j)P(Ti−1 = j) = p(1−p)k−1

+∞∑
j=i−1

P(Ti−1 = j)
︸ ︷︷ ︸

=1

= p(1−p)k−1.

Ainsi, τi suit une loi géométrique de paramètre p.
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(b) Soit J ⊂ N∗ fini. On note J = {j1, · · · , jN }. Soit kj ∈ τj(Ω), j ∈ J . Alors

N⋂
i=1

{τji = kji} =
K⋂

i=0,i/∈{kj :j∈J}
{Xi = 0} ∩

⋂
i∈kj :j∈J

{Xi = 1}

avec K =
∑
j∈J

kj . Cet événement signifie que l’on a

• un premier succès au temps kj1 ,
• on attend ensuite kj2 étapes pour avoir un deuxième succès,
• · · ·
• on a donc card(J) succès aux instants kj1 , · · · , kjN

Ainsi, par indépendance,

P

⋂
j∈J

τj = kj

 =
K∏

i=0,i/∈{kj :j∈J}
P(Xi = 0)

∏
i∈kj :j∈J

{Xi = 1} = (1 − p)K−card(J)pcard(J).

Or, comme les (τj)j suivent une loi géométrique de paramètres p, on a∏
j∈J

P(τj = kj) =
∏
j∈J

p
∏
j∈J

(1 − p)kj−1 = pcard(J)(1 − p)
∑

j∈J
kj−1 = pcard(J)(1 − p)K−card(J).

Ainsi, les (τj)j sont bien mutuellement indépendant.
(c) Puisque τi = Ti − Ti−1, par télescopage,

i∑
j=1

τj =
i∑

j=2
τj + T1 = Ti − T1 + T1 = Ti

ce qui donne le résultat annoncé.
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