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Понятие регуляризующего разложения введено Р. Хорном и В. Сер-
гейчуком и означает представление квадратной матрицы прямой суммой
жордановых клеток с нулем на главной диагонали и невырожденной мат-
рицы. Это представление достигается конгруэнтными преобразованиями и
отличается от жордановой нормальной формы. По причинам, объясняе-
мым в статье, мы предпочитаем говорить вместо регуляризующего о СР-
разложении (иначе говоря, сингулярно-регулярном разложении) матрицы.
Алгоритмы, вычисляющие это разложение, мы называем СР-алгоритмами.
Предлагается рациональный алгоритм, значительно упрощающий СР-алгоритмы
Хорна и Сергейчука.
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The concept of a regularizing decomposition was introduced by R. Horn and
V. Sergeichuk. This means the representation of a square matrix by a direct
sum of the Jordan blocks with zero on the principal diagonal and a non-singular
matrix. Such a representation is attained via congruent transformations and
differs from the Jordan normal form. For the reasons explained in this paper,
we prefer to speak about the SN-decomposition of a matrix (in other words,
singular-non-singular decomposition) rather than the regularizing decomposition.
Accordingly, the algorithms providing the former decomposition are called SN-
algorithms. We propose a rational algorithm that considerably simplifies the
SN-algorithms proposed by Horn and Sergeichuk.
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1. Пусть A - квадратная n × n-матрица. Для определенности считаем
A комплексной матрицей, хотя все сказанное ниже практически без
изменений распространяется на матрицы над любым полем (или даже
телом) с инволюцией.

Будем различать два типа конгруэнтных преобразований: T -конгруэнции,
т. е. преобразования вида

A → STAS (1)

и *-конгруэнции

A → S∗AS. (2)

В обеих формулах S - произвольная невырожденная матрица. Преобра-
зования вида (1) соответствуют случаю, когда в качестве инволюции в C
принято тождественное отображение z → z, а преобразования вида (2) -
комплексному сопряжению z → z̄.

И в том, и в другом случае матрицу S можно выбрать так, чтобы A
приобрела вид

B ⊕ Jn1 ⊕ · · · ⊕ Jnp . (3)

Здесь Jn1
, . . . , Jnp

- жордановы клетки порядков соответственно n1, . . . , np

с нулем на главной диагонали, а B - невырожденная матрица, определяемая
с точностью до конгруэнции. Представление (3) названо в [1] регуляризую-
щим разложением матрицы A, прямая сумма Jn1

⊕ · · · ⊕ Jnp
- сингулярной

частъю этого разложения, а о матрице B говорят, что она определяет его
регулярную часть. Два последних термина также заимствованы из статьи
[1].

Там же, в [1], описаны несколько алгоритмов для вычисления разло-
жения (3). Авторы называют их алгоритмами регуляризации, видимо, по
той причине, что после выделения клеток Jn1

, . . . , Jnp
остается невырож-

денная, т. е. регулярная, матрица B. С нашей точки зрения, эти названия -
регуляризующее разложение, алгоритм регуляризации - крайне неудачны,
поскольку неизбежно напоминают о теории регуляризации А.Н. Тихонова,
которую авторы [1] вовсе не имели в виду. Мы будем называть (3) СР-
разложением (иначе говоря, сингулярно-регулярным разложением) матри-
цы A, а алгоритмы, вычисляющие это разложение, СР-алгоритмами.

Один из СР-алгоритмов, описанных в [1], использует только унитарные
(а в вещественном случае - только ортогональные) преобразования, что рас-
сматривается авторами как важное достоинство, хотя можно усомниться в
полезности унитарности при решении некорректной задачи, родственной
задаче построения жордановой нормальной формы.

На наш взгляд, излишне сложен и другой СР-алгоритм из [1], основан-
ный на элементарных преобразованиях строк и столбцов матрицы A. Цель
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данной заметки - по возможности упростить СР-процесс, оставаясь в клас-
се неортогональных (неунитарных) преобразований. В рамках систем ком-
пьютерной алгебры это дает возможность точной реализации алгоритма,
по крайней мере, для матриц с рациональными или гауссовыми рациональ-
ными элементами.

2. Будем, для определенности, говорить о T -конгруэнциях матрицы A.
Очевидными инвариантами таких преобразований являются ранг rA
и дефект dA этой матрицы. Отсюда следует:

1. количество p жордановых клеток в СР-разложении (3) равно числу
dA;

2. клетки порядка 1 в (3) отвечают векторам, лежащим в пересечении
ядер матрицы A и транспонированной матрицы AT ; число таких кле-
ток равно размерности этого пересечения.

Вычисление базиса ядра матрицы и базиса пересечения двух подпро-
странств - это стандартные задачи линейной алгебры, решению которых
обучают первокурсников. Следовательно, вся проблематика приведения к
виду (3) сводится к тому, чтобы научиться выделять из A жордановы клет-
ки порядка 2 и выше (при условии, конечно, что такие клетки существуют).

3. Предположим, что матрица A вырождена и ее ядро NA, возможно,
пересекаясь с ядром NAT матрицы AT , не совпадает с ним.

Пусть f - произвольный вектор из множества NA\NAT . От исходного
базиса координатных векторов e1, e2, . . . , en перейдем к произвольному ба-
зису, в котором f является первым вектором. В матрице Ã, полученной в
результате этого перехода, первый столбец нулевой. Поскольку f не при-
надлежит NAT , то в первой строке Ã, напротив, есть
ненулевые внедиагональные элементы. Перестановкой столбцов добьемся,
чтобы ненулевым был элемент в позиции (1, 2). Если это можно сделать
разными способами, то, из соображений численной устойчивости, переве-
дем в позицию (1, 2) элемент с наибольшим модулем. Чтобы завершить
конгруэнтное преобразование, нужно переставить и одноименные строки.
Эта перестановка не изменит (нулевой) первый столбец.

Теперь с помощью элемента (1, 2) проведем исключение прочих внедиа-
гональных элементов первой строки. Для этого второй столбец, умножен-
ный на подходящие коэффициенты, вычитаем из последующих столбцов.
Аналогичные действия нужно проделать со строками матрицы, что снова
не изменит нулевого первого столбца.

Первые строка и столбец матрицы приобрели теперь нужный вид. Сле-
дующий шаг исключение элементов второго столбца. Первая строка в этом
исключении является ведущей, а ее элемент (1, 2) - ведущим. Когда ис-
ключение заканчивается, этот элемент становится единственным ненуле-
вым элементом второго столбца. Для формального завершения конгруэн-
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ции первый столбец, умноженный на надлежащие коэффициенты, следова-
ло бы вычесть из остальных. Так как, однако, этот столбец - нулевой, то
соответствующие столбцовые операции можно опустить.

Пусть Â - матрица, полученная по завершении исключения во втором
столбце. Если в ее второй строке имеются ненулевые элементы, то мы по-
вторяем для этой строки те же действия, какие ранее были проделаны для
первой строки матрицы A, т. е. перестановкой столбцов переводим ненуле-
вой элемент (или даже элемент с максимальным модулем) в позицию (2, 3),
проводим исключение остальных ненулевых элементов этой строки, а за-
тем исключаем элементы (3, 3), (4, 3), . . . , (n, 3) третьего столбца. Каждое из
этих действий дополняется до конгруэнции соответствующими операциями
со строками или столбцами. При этом сохраняются все нулевые элементы
первых двух столбцов.

Если в третьей строке полученной матрицы присутствуют ненулевые
элементы, то описанный процесс продолжается уже известным образом.
Может случиться, что так мы дойдем до последней строки. Тогда итоговым
результатом будет матрица вида

конгруэнтная исходной матрице A. Дополнительной конгруэнцией с диа-
гональной трансформирующей матрицей можно превратить (4) в жордано-
ву клетку Jn. В данном случае эта клетка будет единственным слагаемым
СР-разложения (3).

Если абстрагироваться от этого крайнего случая, то процесс выделения
жордановой клетки закончится на каком-то более раннем шаге. Предпо-
ложим, что после k − 1 шагов описанного выше процесса, где k ≤ n − 2,
обнаружилось, что все элементы k-й строки равны нулю. Это означает, что
текущая матрица имеет вид прямой суммы

Gk ⊕An−k,

где

Gk =


0 α1

0 α2

· · · · · · · · ·
0 αk−1

0
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а An−k - матрица порядка n−k. Диагональной конгруэнцией превратим
Gk в жорданову клетку Jk, которая будет одним из слагаемых искомого
СР-разложения.

Если матрица An−k невырождена, то она будет слагаемым B этого раз-
ложения, а само разложение будет суммой двух слагаемых. В противном
случае к An−k нужно применить изложенный выше процесс выделения
жордановых клеток.

4. Авторы статьи [1] рассматривают СР-разложение (3) как первый этап
в процессе построения канонической формы матрицы A относительно
конгруэнций. Следующий этап состоит в упрощении вида невырож-
денной матрицы B. В случае *-конгруэнций этот этап имеет опреде-
ленные сложности, которые мы рассмотрим в отдельной публикации.

5. Как известно, нильпотентную часть жордановой формы произвольной
комплексной матрицы можно определить рациональным вычислени-
ем, т.е. конечным алгоритмом, использующим только арифметические
операции. Количество и порядки клеток для нулевого собственного
значения определяются числами

rk = rankAk, k = 1, 2, . . . , r0 = n (5)

Последовательность {rk} нужно вычислять до момента ее стабилизации,
т. е. до индекса k0, когда впервые выполнится равенство

rk0
= rk0+1

Алгоритм вычисления СР-разложения, описанный в пункте 3 настоящей
статьи, также является рациональным. Однако остается открытым вопрос
о том, как интерпретировать параметры p, n1, n2, . . . , np разложения (3) в
терминах величин, определяемых непосредственно по матрице A (ср. с (5)).
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