Critere de nilpotence par la trace
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On présente ici un exercice classique : un critere de nilpotence par la trace.

Exercice 1. Soit A, une matrice de M, (C). Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, Vn €
N, tr(A™) = 0. (On pourra redémontrer pourquoi une matrice A est semblable & une matrice triangulaire
stricte).

Corrigé : 1l existe plusieurs preuves qui montrent qu’une matrice nilpotente est semblable & une matrice
triangulaire stricte. En voila une qui ne met pas en jeu la structure de C. Mettons que 'indice de nilpotence
de A soit p. Soit xg ¢ ker(uP!), possible car uP~! # 0. Alors (g, u(xo), -+ ,uP~(20)) est libre. En effet, soit
Aoy 5 Ap—1 tel que

p—1
Z ek (z0) = 0.
k=0

Soit A = {k € [0,p — 1] : A # 0}. Supposons que A est non vide. Etant alors une partie non vide de N, A
admet un plus petit élément ky. Alors soit kg = 0, soit A\g = - -+ = Ag,—1 = 0. Dans les deux cas, en composant
par uP*~1 on a

p—1 p—1
0= upfkofl Z /\kuk(«TO) — Z )\kup*ko*1+k($o) — )\koupil(l'o) 404---4+0.
k=0 k=ko

Comme up_l(xo) # 0, on a A\, donc Ay, ¢ A : absurde. Ainsi, A est vide. Maintenant, pour avoir une base,
puisque upfl(:cg) est un vecteur non nul du noyau, on le compléte en une base du noyau. La concaténation

entre cette base et les (xg,--- ,uP2(zp)) forme clairement une base de E. La représentation matricielle en
découle.

Maintenant, si A est nilpotente, elle est semblable & une matrice triangulaire stricte. Les traces tombent
d’elles-méme. A est trigonalisable par d’Alembert-Gauss : soit A1, -, A, les valeurs propres non nulles de
A de multiplicités respectives mq,--- ,m,. A est alors semblable & une matrice triangulaire de diagonale
(0, 0, A1, -y A, s A, o0, Ap). Soit & € N — a priori, il se peut qu’il n'y ait pas de 0 — Alors AF
est semblable & une matrice triangulaire de diagonale (0, --- ,0, )\If N )\]f, e ,)\',f S ,)\]ﬁ). Par hypotheése, on
a donc

T T
Tr(A) = Zm,)\i =0; - ; Tr(4F) = Zml)\f ;oo
i=1 i=1
Cela se traduit en le systeme suivant :
Aimy o+ Aoma + + Am, = 0
MNmy + A3ma + + Mm, = 0
- - o =
Tmy 4+ Agma + + ANm, = 0
et matriciellement en
Al A oA mq
Ao A2 | me
. ) =0
AN, - A my
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Tous les \;, 1 < i < r sont non nuls donc
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SVED Vs PVELEED Vot IR
Ainsi, on a (mg,---,m,) = 0 ce qui n’est pas. Ainsi, si ce n’est 0, A n’a pas de valeur propre. Donc A est

semblable & une matrice triangulaire stricte : A est nilpotente.
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