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Théoréme de Szegé Historique et motivation

e En 1915, Szegé démontre son premier théoreme limite.
@ En 1952, Szegdé démontre son second théoreme limite.

e En 1953, Kac propose une preuve via un argument combinatoire :
I'identité de Dyson-Hunt.

e En 1996, Guillemin et Okikiolu propose entre autres une deuxieéme
preuve.

e En 1998, Johansson exploite le théoreme de Szegé en le liant a
|"étude de valeurs propres d'une matrice unitaire aléatoire.
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Théoréme de Szegé

Matrice de Toeplitz

On note e : t € [0,27] — e*t. Alors pour toute fonction f € L2([0,27]),

. 1 2m
on note Vk € Z, cx(f) := f(k) :== 2—/ f(t)e_x(t)dt.
T Jo

Définition

Soit a € L2([0,27]). Notons (an)nez, la suite des coefficients de Fourier
de a. Soit N € N. On définit la matrice Ty(a) comme étant

a a—1 - <. a_py
ai ao a_—1
ai a0
a_1
an - - a EN
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Théoréme de Szegé e et motivation
Enoncé et premier ordre
Lumiére sur le deuxiéme ordre

Matrice de Toeplitz

On note
My : L2([0,27]) - L2([0,27])
“+o00 N
f= Z ?(n)e,, — Z?(n)e,, ’
n=—o00 n=0

C'est une projection. On constate alors que Myall, = Ty(a).

Observation

Pour toute fonction a € L([0,27]), a s'écrit

a= E ay€k-

k€EZ

Si I'on se place dans le cadre des matrices infinies, il est possible de
construire une matrice dont les coefficients en (/,j) vaut a;_;. La matrice
Tn(a) est alors la troncature de cette matrice infinie pour 0 </, j < N.
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Théoréme de Szegé

Enoncé du théoreme de Szego

Soit a: [0,27] — C une fonction L2([0,27]) paire. On suppose que

alloc <1et Z lae||¢] < +o0. Alors
=

log det(/nt1+ Tn(a)) o (N+1)co(log(l+a))+§: n||ca(log(1+a))|*+o(1).

N
n=0
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Théoréme de Szegé

Premier ordre

+o0
1 n+1
log det(/y + Tn(a)) = tr(log(/y + Myally)) = Z %tr((l’l,\,aﬂ,\,)")
n=1
“+oo ( 1)n+1
Z H(Mwa™ M) + Y 2 tr((Myall)" — MaMy)
n=1 n

=:ith,Nn

n+1

+oo 2
B (_1)n+1 N + 1 us .,
N ; n 27 /0 a Z

=1

N+1 (27X (~1)m!
_ O+ / Z( ) a”+z car ||aljeo < 1
0

2w —
= (N+1)c(lo (1+a))+fﬂt
= 0 g £ n "7[\[.

On peut déja dire que [to,n| < nl|al|2[[[a, Mn]lle, < llallZc™ X lacllel 7727



Théoréme de Szegé 5 ue et mo
oncé et premi
Lumiére sur le deuxiéme ordre

Lumiere sur le deuxieme ordre

n

tr((Myaly)” — Nya"My) — =2 Z (O ,Zn)Hae,»
Gty +L,=0 =

=S

K
w,(0, 41, -+ ,£,) = max ZE,- :k €[0,n]
i=1
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Théoréme de Szegé

Démonstration. On a :

((Mnvaln)) = Y 90n) - WU+ +n)ap - 3y

Jiseedn€Z
= > a3, ) V() Y0+ 4 )
J2--Jn€L JEL

ol 1/} = 1[[07/\/]].
On sait de plus que

r(Myva" M) = (N+1) Y a3, 3t
J1--jn—1€Z
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Théoréme de Szegé ue et mo

Lumlere sur Ie deuyweme ordre

Calcul de S

s- %

L1+Lo+---+£,=0

W,,(O,gl, e

7£n) H ay;
i=1

n
= > (wic(0, €y, -+, i) — wi(0, 41,
Li+Lo++--+L£,=0 k=1
n 1 k k n
— 3 ;Zm S ti>0])]]ae
l14-lo+--4£,=0 k=1 i=1 i=1 i=1
n oo . k
=>>: X = H a
. k i qi
k=1 j=1 Ot l=j =1 =1
Qi+t Gn—k=—J
400 n 1 n

L)) [T e
i=1
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Motivation, premiére heuristique
Equation de Schrédinger discrétisée Méth

Schrodinger discrétisée

o Le théoreme de Szegd donne une asymptotique de

log det(/y + Tn(a)) = logdet((d; + (¢ilag;))1<ij<n)-
@ ¢; fonction propre du laplacien.
@ Que se passe-t-il si on change d'opérateur différentiel ?
e Opérateur de Schrédinger —N72A + V.

L'étude du cas discret est motivée par les travaux de Deleporte-Lambert
qui se sont occupés de traiter le cas continu.
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Motivation, premiére heuristique
Equation de Schrédinger discrétisée Méth
Estirr

Schrodinger discrétisée

Dans le cas continu, si u était solution de I'équation de Schrédinger, en

. NPT a1
faisant une discrétisation en espace de taille N on a

() 2 e () = () oo

n
En posant u, = u (N) la suite (up), satisfait I'équation Hu = 0 avec
Hu = —upi1 4+ (24 V)u, — up—1. H est appelé opérateur de Schrodinger
discret.

La suite de cette partie étudie I'opérateur de Schrodinger discret en
dimension 1.
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Motivation, premiére heuristique

Equation de Schradinger discrétisée

Premier exemple : V' constant

Etude de I'équation

On étudie, a X € R fixé,

Upy1 + (A= Vo — 2)up + up—1 = 0.

et on cherche les solutions dans ¢?(Z).

Comportements

Ennotant A = (A — Vg —2)2 —4=(\— Vo)(\ — Vo — 4),

@ A < 0 - régime oscillatoire — : les solutions sont des sinusoides de la
forme a.cos(dn) + Bsin(dn)

@ A > 0 — régime exponentiel — : les solutions sont des exponentielles
de la forme ar” + br=".

@ A =0 - régime critique — : les solutions sont de la forme
(An+ p)(£1)".

13/27
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Motivation, premiére heuristique
Equation de Schrédinger discrétisée Méth

Deuxieme exemple : V' constant par morceaux

Dans cet exemple, revenons un instant dans le cas continu. En une
dimension, I'équation a résoudre est y” + N?(A — V)y = 0. Les cas
dépendent du signe de A — V.
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iére heuristique

Equation de Schrédinger discrétisée

n discrétes

Deuxieme exemple : V' constant par morceaux

e
J\mm |

4

!

Figure — Solution mal raccordée

Figure — Solution raccordée
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Motivation, premiére heuristique

Equation de Schradinger discrétisée

Objectifs

Nous allons donc nous intéresser a I'étude du comportement du cas

A < 0 — zone dite intérieure ou autorisée — (par méthode WKB), A > 0
— zone dite extérieure ou non-autorisée — (via les estimées d’Agmon). Il
resterait alors a étudier les problemes de raccords.

16/27
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Equation de Schrédinger discrétisée

Objectifs

On cherche une solution approchée de la forme

i =e0 (N0 ()2 (5)
o2 () =20 (7).

On va supposer que u vérifie (H — A)u = O(N~°°) pour obtenir des
conditions sur ¢ et a.
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Equation de Schradinger discrétisée

Résultats

Théoreme

Soit V un potentiel C*°. On pose u, = exp (iNqS(%)) a (%) ol ¢ est
C° et a est définie ci-dessus. On suppose que
(H—=X)u = On_s4o0(N=2°). Alors il existe une famille d'opérateurs

(Di)ien telle que

(H — A)ue™ ™) = Dy(a0, ) +  (Da(an,6) + Da(a0,9))

+ 75 (Da(a2,6) + Da(ar, 6) + Da(ap, 8)) + ..

K
Plus généralement, le terme d’ordre N=* vaut Z Dii1(ak—i, P).
=0
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Motivation, premiére heuristique

Equation de Schrédinger discrétisée Méthode WKB

D1(a0, ¢) = a0 (N) (2 +V (N) —A—e?w — e—W(ﬁ))

== /t arccos <2+V(2N)_/\>

Dx(an.0) = =/ (im0 (57) 0 () + % (7))
— e @ (iao (1) 02 (1) 2 (1))

donne une équation de transport qu’on sait résoudre. Déterminer les a;
donne une solution approchée 3 O(N~K) prés pour k donné.

ce qui donne

et
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Motiv
Equation de Schrédinger discrétisée Méthode WKB
Estimées d'Agmon

Propagation de I'erreur

Question : si v est "presque solution" de (H — A\)u = 0 alors a quel point
v est-elle proche d'une solution exacte ?
Proposition

Si v vérifie (H — A\)v = O(N~*) pour un certain k € N et u vérifiant
(H—X)u=0alors v — u= O(N~—%"1) dans la zone intérieure.

Lemme

Soit u une solution de (H — X\)u = 0. Alors il existe une constante C
telles que pour tout n dans la zone intérieure, on ait :

[ )= <l )
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Equation de Schrédinger discrétisée

Preuve du lemme

L'équation (H — \)u = 0 se réécrit :

)= () ()

Ac,

On cherche donc a contréler H‘H Akm.
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Motivation, premiére heuristique
Equation de Schrodinger discrétisée Méthode WKB
Estimées d'Agmon discr

Propagation de I'erreur

De facon plus générale, si (H — A\)w = (r,), on a le schéma suivant :
n—1 n—1 [n—-1
Whn _ Wo .
(Wn+1) B HA% (Wl) " Z HAak "
j=0 =0 \ k=j

En sommant les erreurs, on peut perdre un ordre de précision.
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Motivation, premiére heuristique
Equation de Schrodinger discrétisée Méthode WKB
Estimées d'Agmon di

Conclusion WKB

En résumé

On a montré que les solutions approchées dans la zone intérieure étaient

de la forme
o (5105 (2)) ()
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migre heuristique

Equation de Schradinger discrétisée

Estimées d'A discrétes

Objectifs

Considérons u dans la zone non-autorisée. Soit w = eVN¢(&) u. Peut-on
trouver ¢ pour que ||w|p2 < Cllu|p2?

On s'inspire alors du cas continu. On attends un résultat discret de

h2/WAW:/e2¢/h(V7)\7 |Ve|?)u?.
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iere heuristique
Equation de Schrédinger discrétisée 3
mon discrétes

Analyse vectorielle discréte

Une différence notable

Soit u, v € (?(Z). Alors
1
A(upvy) = upAv, + 2div(u,)div(v,) + vaAu, + EAU,,AV,,.

Alors que Afg = fAg + 2V Vg + gAf, le dernier terme résiduel
EAU,,AV,, alourdit les estimées, comme le témoigne les résultats

suivants :

25/27
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Equation de Schrédinger discrétisée

Estimées d’Agmon discrétes

N
|

Théoréme

Soit ¢ de classe C3 sur R. Soit (u,) solution (A — V + A)u = 0. Alors

> waw, =Y e (a(V = A)+ L— C)

e=en (N (7)) X=¢ ()

"(n/N) 1
L = 2(cosh (X)) — 1) + *"T cosh(X)) + O (I\P)

a_é+1_cosh(X)(1+21N<p (,'\7,))+o(,\}2)

C = sinh(2X) sinh(X)+

//(I'ZI/N) <2s|nh( X)sinh(X)+c05h(2X)cosh(X)> 10

N2
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Conclusion

Quelques pistes a explorer

Exploiter le théoreme précédent pour contrdler ||w||,2 avec ||ul|,. Le
paralléle continu-discret des estimées semble convenir pour conclure.

Comment gérer le recollement entre zone intérieure et extérieure?
Etudier d'autres opérateurs différentiels.

Faire le lien avec les processus ponctuels déterminantaux.

Quelles applications ?
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