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vRésuméCette thèse traite de l'exploitation de données a

élérées et de la séle
tion demodèles de régression dans le domaine des semi-
ondu
teurs. Les données re
euil-lies à la suite d'un test a

éléré sont des données de régression. L'obje
tif du testest d'ajuster le 
omportement moyen du logarithme des durées de vie à l'aide d'unefon
tion f , dite fon
tion d'a

élération. Cependant les données a

élérées ontparfois des 
omportements 
omplexes. A�n d'adapter la modélisation à 
es 
omporte-ments atypiques, nous avons 
her
hé à déte
ter les 
hangements de 
omportement dela fon
tion d'a

élération. Nous proposons (FM )M∈Mn une 
olle
tion de modèles derégressions dé�nis par mor
eaux, pour 
haque modèle 
andidat à l'estimation nous
al
ulons l'estimateur des moindres 
arrés f̂M . Et nous séle
tionnons le modèle �nal
f̂M̂ à l'aide d'un 
ritère des moindres 
arrés pénalisés. L'estimateur pénalisé est uneapproximation optimale du modèle réel au sens où le risque de l'estimateur pénalisé f̂M̂est 
omparable au risque minimum parmi (f̂M)M∈Mn l'ensemble des modèles 
andi-dats. De plus, nous disposons d'une borne de risque non asymptotique. Et nous avons
her
hé à limiter les hypothèses de modélisation a�n de prendre en 
ompte un grandnombre de 
as pratiques.Notre premier obje
tif est de modéliser la �abilité des semi-
ondu
teurs. Nousavons 
onsulté la physique de la dégradation a�n de dé�nir les familles de fon
tionsd'a

élération propres à 
e domaine d'appli
ation. Nous avons listé les spé
i�
ités deprodu
tion et les mé
anismes de dégradation de notre 
ontexte d'appli
ation. Puis,nous avons étudié les modèles AFT par la méthode des moindres 
arrés et du maxi-mum de vraisemblan
e. Et nous avons dis
uté des 
as limites, où le test révèle une a
-
élération asso
iée aux 
onditions opérationnelles et une (ou plusieurs) a

élération(s)propre(s) à 
ara
tériser la �abilité du 
omposant sous les plus hautes 
onditions destress : on parle alors de test en sur-stress ou en surmenage.Notre se
ond obje
tif est de déte
ter le sur-stress et de modéliser la �abilité dessemi-
ondu
teurs. À la suite d'un test a

éléré en surmenage, nous avons 
her
hé àdéte
ter les ruptures dans la relation d'a

élération. Nous proposons de déte
ter lesruptures dans f la relation d'a

élération et don
 d'estimer f 
omme une fon
tiondé�nie par mor
eaux où k le nombre d'a

élération est in
onnu. Nous avons utiliséun 
ritère des moindres 
arrés pénalisés 
onstruit à partir de l'étude du logarithmenépérien de la durée de vie et de 
onsidérations non asymptotiques. Dans un premiertemps, nous avons 
onsidéré le 
as Gaussien asso
ié aux mé
anismes de migration lentede matériaux. Et puis, en vue d'appliquer 
ette méthode à un plus grand nombre de 
as,nous avons 
onsidéré le 
as Gumbel asso
ié aux défauts d'usure par 
ho
s. Remarquonstoutefois que le 
adre théorique que nous avons utilisé pour établir le 
ritère de pénalitéest plus large que les simples 
as Gaussien et Gumbel ; il prend en 
ompte le 
as où latransformée de Lapla
e de la perturbation Z est bornée au voisinage de zéro.
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Introdu
tionLe sujet de 
ette thèse est issue du milieu industriel ave
 la 
ollaboration de ALTISSemi
ondu
tor (joint venture IBM-INFINEON) une fonderie de semi-
ondu
teurs im-plantée à Corbeil-Essonnes. Nous avons abordé plusieurs problématiques propres à la�abilité des 
omposants mi
roéle
troniques. Toutefois, des problématiques similairesse retrouvent dans d'autres domaines novateurs 
omme les industries 
himiques ouplastiques, le milieu automobile, aéronautique et bien d'autres . . .Les tests a

élérés permettent d'obtenir rapidement des informations sur la duréede vie et d'enri
hir les 
onnaissan
es de la physique de la défaillan
e. En pratique,
es tests ne sont pas seulement utilisés lors des étapes de re
her
he et de développe-ment d'un produit ; ils servent également à mesurer la qualité d'un 
omposant toutau long de sa durée d'exploitation 
ommer
iale. À 
ourt terme, les tests a

élérés per-mettent de 
omparer statistiquement di�érents pro
essus industriels. Et à long terme,ils permettent de 
omparer statistiquement di�érentes générations de 
omposants. Lespréo

upations de l'ingénieur sont de donner des estimations réalistes et adaptées à 
e
ontexte pratique. Cependant 
omme dans tous les domaines de hautes te
hnologies,les évolutions majeures de la Mi
roéle
tronique se su

èdent à un rythme élevé. Ainsila rapidité et les profonds 
hangements te
hnologiques liés à 
ette ativité rendent ob-solète les modélisations utilisées lors des tests a

élérés : la 
onséquen
e étant que lesprévisions de �abilité sont fausses. Et nous proposons de mettre en pla
e une méthodestatistique a�n de repérer 
e type de 
omportements.Les données issues d'un test a

éléré à environnement 
onstant sont des donnéesde régression. La variable réponse (observation), notée Y , est une variable réelle. Elle
orrespond au logarithme népérien de la durée de vie du 
omposant testé. Et la vari-able expli
ative (
ovariable), notée x = (x1, . . . , xp), est un ve
teur aux 
omposantesréelles dans lequel 
haque 
omposante xi représente une variable environnementale(stress) ou une transformation d'une (ou plusieurs) variable(s) environnementale(s).Nous supposons que les variables expli
atives sont données par le plan d'expérien
e età partir des 
onnaissan
es des mé
anismes de dégradation. Notons X l'ensemble desvariables environnementales, le plus souvent X est R
p ou un sous-ensemble de R

p. Nous
onsidérons don
 le modèle A

elerated Failure Time ( AFT, suivant [28, 27, 23℄ :
Y = f(x1, . . . , xp) + σ ε,où f : X → R est une fon
tion linéaire in
onnue qui relie les variables expli
atives à laréponse, σ est un paramètre de dispersion du modèle et ε est la variable aléatoire liée5



6 Introdu
tionà l'erreur de modélisation (
entrée et réduite). Lorsque les variables expli
atives sont
hoisies de sorte que le phénomène d'usure est a

éléré ; alors on parle de modèle a
-
éléré. Dans 
e 
as, les variables expli
atives sont des variables de stress. Comme f estliée à la 
inétique du mé
anisme d'usure, la fon
tion f est une fon
tion d'a

élération.On 
hoisit f et la loi de probabilté de ε à partir de 
onnaissan
es du mé
anisme dedégradation. On retrouve alors les lois usuelles utilisées en �abilité 
omme la loi Nor-male standard ou une version standardisée de la loi de Gumbel.Nous avons développé deux problématiques (liées) :
• Les modèles a

élérés utilisés lors des études de �abilité des semi-
ondu
teurs ;
• La déte
tion de rupture(s) dans la relation d'a

élération par séle
tion de modèles.Les te
hniques de séle
tion de modèles par estimateur pénalisé permettent de 
om-parer l'ensemble des modèles 
andidats à partir d'un 
ritère pénalisé 
omprenant :
• un terme de biais : lié à la pré
ision de la prévision ;
• un terme de varian
e : lié à la 
omplexité du modèles.Dans l'arti
le de référen
e de Birgé et Massart [6℄, on trouve un 
adre théorique dela séle
tion de modèles dans le 
as Gaussien. Le 
as Gaussien est parti
ulièrement bienadapté aux problèmes de défaillan
e dûe à l'usure. Nous avons don
 mis en oeuvre une
alibration de la pénalité adaptée à notre problème de �abilité.Cependant la défaillan
e par 
ho
s, qui regroupe un large spe
tre de problèmes de�abilité, n'entre pas dans le 
adre Gaussien. Les travaux très ré
ents de Sauvé [31℄ nousont permis de résoudre 
e problème. Les te
hniques et les paramètres de 
alibrationproposés sont di�érents du 
as Gaussien. Nous avons don
 mis en oeuvre la 
alibationde la pénalité adaptée à 
e 
as non-Gaussien.Dans le 
hapitre 1, nous avons étudié la �abilité d'une famille de 
omposants dehaute te
hnologie : les semi-
ondu
teurs. Dans 
ette partie, nous dé
rivons les spé-
i�
ités des semi-
ondu
teurs en tant que matériau doté de nombreuses propriétésphysiques et en tant que 
omposant élémentaire des 
omposants mi
roéle
troniques.Puis nous parlons des mé
anismes de dégradation. Ensuite nous abordons le modèleAFT et l'estimation de la �abilité à partir de données issues de tests a

élérés. Nousintroduisons le problème des données a

élérées en sur-stress où un phénomène de sur-menage fait apparaître un artefa
t dans les données a

élérées : on observe alors une(ou plusieurs) rupture(s) dans la relation d'a

élération.Dans les 
hapitres 2 et 3, nous avons traité le problème de la déte
tion de rupturesdans la fon
tion d'a

élération. Dans le 
hapitre 2, nous avons proposé une méthodede déte
tion adaptée au 
as où la distribution de probabilité de la durée de vie estLognormale. Nous avons implémenté un 
ritère des moindres 
arrés pénalisés, et nousavons utilisé une fon
tion de pénalité 
onstruite à partir du théorème de séle
tionde Birgé et Massart [6℄. Nous avons appliqué plusieurs méthodes de 
alibrations dela fon
tion de pénalité lorsque σ est donné : la méthode de 
alibration de Birgé et



Introdu
tion 7Rozenhol
 [8℄, la méthode de 
alibration de Birgé et Massart [6℄ et sa variante proposéepar Lebarbier [19℄ a�n d'intégrer une estimation du paramètre de dispersion σ. Etnous avons 
omparé 
es méthodes à AIC et BIC dans le 
adre de la déte
tion desplages d'a

élérations d'un test a

éléré.Dans le 
hapitre 3, nous avons utilisé une méthode de déte
tion adaptée au 
as où lavariable aléatoire Y suit la première loi des valeurs extrêmes : la loi de Gumbel. Nousavons proposé un 
ritère des moindres 
arrés pénalisés et nous avons utilisé une fon
tionde pénalité 
onstruite à partir du théorème de séle
tion de Sauvé [31, 32℄ qui généralisele résultat de Birgé et Massart [6℄ dans un 
adre non-Gaussien (en parti
ulier, il estvalable dans le 
as où la distribution de Y est Gumbel). Puis nous avons mis en pla
ela séle
tion de modèles dans le 
adre de la déte
tion de rupture de l'a

élération lorsd'un test a

éléré. Et nous avons implémenté la méthode de 
alibration data-driven deBirgé et Massart [5, 6℄. En nous inspirant de la méthode de 
alibration de Lebarbier[19℄, nous avons proposé une méthode de 
alibration adaptée à la nouvelle forme dela fon
tion de pénalité et basée sur une étude de données de pur bruit et l'heuristiquede Birgé-Massart. En�n nous avons 
omparé les performan
es des méthodes ave
 les
ritères 
lassiques (AIC et BIC) et nous avons étudié une 
orre
tion adaptative de lafon
tion de pénalité BIC en nous inspirant de l'heuristique de Birgé-Massart.Fiabilité des Semi-
ondu
teursUn semi-
ondu
teur est un matériaux qui n'est ni 
ondu
teur, ni isolant. Par abus delangage, on parle souvent de semi-
ondu
teur alors qu'on désigne un 
ir
uit mi
roéle
-tronique intégré sur un substrat semi-
ondu
teur ultra pur. Les études de �abilité dessemi-
ondu
teurs ren
ontrent deux di�
ultés majeures :
• La 
omplexité des 
omposants : 
onstitués de multiples matériaux et la miniatu-risation dont les limites sont repoussées d'une génération à l'autre ;
• Les te
hnologies matures et innovantes : des durées de vies à long terme.Dans le 
hapitre 1, nous débutons don
 notre étude en exposant les propriétés dessemi-
ondu
teurs, leur r�le dans la miniaturisation éle
tronique et nous parlerons dela fabri
ation d'un 
ir
uit intégré sur un substrat de semi-
ondu
teur ultra pur (lesili
ium). Ensuite, nous présentons les prin
ipaux modes de défaillan
es des semi-
ondu
teurs, sous l'angle de la physique de la dégradation et ave
 un sou
i de vulgari-sation. Nous avons utilisé 
es modes de défaillan
es a�n de justi�er les hypothèses desmodèles de �abilité. Puis, nous abordons le REX et les standards industriels, avantde parler en détails des tests a

élérés et des modèles asso
iés à 
e genre de test de�abilité.Comme nous l'avons rappelé pré
édemment, les tests a

élérés sont des tests réaliséssous di�érents environnements propres à stresser le 
omposant. Par exemple, de telles
ir
onstan
es sont souvent réunies suite à une augmentation de la température, de lapression atmosphérique, du taux d'humidité, de l'intensité ou du voltage d'un 
ir
uit
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tionéle
trique, . . . Dans 
e genre de test, on re
her
he à a

roître les 
ontraintes environ-nementales a�n d'optimiser le temps du test et don
 on 
her
he à a

élèrer le pro
es-sus de vieillissement du 
omposant. Par ailleurs, le proto
ole expérimental des testsa

élérés introduit un e�et de bord intéressant ; 
omme l'étude des données issues detests a

élérés permet d'estimer les 
ara
téristiques de �abilité de l'unité de test sousdi�érentes 
onditions environnementales, on dispose alors d'informations sur la�abilité du 
omposant pour une 
ertaine gamme de stress. Cet apport peut semblerdérisoire lorsque l'on s'intéresse au système éle
tronique d'un téléphone portable, maisil devient indispensable lorsque l'on s'intéresse au système éle
tronique embarqué dansun avion. De plus, 
es données enri
hissent le REX et elles permettent de renouvellerles standards industriels.Nous dis
utons dans 
e do
ument des modèles a

élérés en supposant que les
onditions environnementales sont �xées et don
 les stress sont des variablesexpli
atives. Cependant, il existe d'autres tests a

élérés, 
omme le strep-stress où lesenvironnements de stress augmentent ave
 le temps : soit par paliers, soit de manière
ontinue. On suppose alors que les stress sont des variables aléatoires. Nous présen-tons les fon
tions d'a

élérations 
lassiques. Ensuite, nous avons rappelé les méthodesd'estimations appliquées aux modèles a

élérés dans un 
adre général, nous avons utiliséla méthode des moindres 
arrés et le maximum de vraisemblan
e.En�n, nous dis
utons de plusieurs 
as limites souvent ren
ontrés à la suite d'une in-novation te
hnologique (nouveaux matériaux, nouveaux pro
essus d'intégration . . . ).Dans de tels 
as, les données issues du test a

éléré peuvent être fortement atyp-iques. En règle générale, on ren
ontre deux 
as parti
uliers, soit on observe un (ouplusieurs) mode(s) de défaillan
e(s) alternatif(s), soit on observe que les évolutionste
hniques modi�ent la 
inétique de la dégradation pour les hauts niveaux de stress eton observe alors plusieurs plages d'a

élérations. Dans le premier 
as parti
ulier, onparle de problème de risques 
ompétitifs (voir Nelson [27℄). Ce phénomène est bien
onnu et il n'est pas propre aux tests a

élérés. Le se
ond 
as parti
ulier est spé
i�queaux tests a

élérés. Dans 
e 
as, le test a

éléré induit un phénomène de sur
harge,également 
onnu sous le terme (angli
isme) de sur-stress. On voit don
 apparaître desruptures dans la relation d'a

élération et 
haque plage (dé�nies par lesditesruptures) traduit un 
omportement propre à révéler une a

élération dé�nie pour unsous-ensemble de 
onditions environnementales données. Si on ne prend pas en 
omptede 
e genre de phénomènes dans le modèle d'a

élération, alors les estimations des 
ar-a
téristiques de �abilité sont fortement erronées. Et souvent, on sous-estime la qualitédes unités tests. Dans les 
hapitres 2 et 3, nous poursuivons l'analyse de 
e phénomènede sur-stress des tests a

élérés et nous mettons en pla
e des méthodes statistiques dedéte
tion des plages d'a

élérations.Introdu
tion à la séle
tion de modèlesLe problème de données a

élérées en sur-stress mène à 
onsidérer plusieurs plagesd'a

élérations. Notons J1, J2, . . . , Jk les k plages d'a

élérations liées à un tel testa

éléré. Soit ((Y1,x1), . . . (Yn,xn)) un n-é
hantillon i.i.d. issu de données a

élérées
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tion 9en sur-stress, alors le modèle d'a

élération est dé�ni par mor
eaux est don
 :
Yi =

k
∑

q=1

fq(xi) 1(xi∈Jq) + σ εioù fq : X → R est la fon
tion d'a

élération asso
iée à la plage d'a

élération Jq .A priori, k le nombre de plages d'a

élérations est in
onnu, tout 
omme les plagesd'a

élérations J1, J2, . . . , Jk. Pour des modèles de même 
omplexité, le 
ritère desmoindres 
arrés permet d'estimer f1, f2, . . . , fk et J1, J2, . . . , Jk. On dispose alorsle meilleur 
andidat des modèles à k plages d'a

élérations. Cependant, lorsque l'onsouhaite séle
tionner un modèle parmi une famille de modèles de 
omplexité in
onnue,le 
ritère des moindres 
arrés ne su�t pas. On a souvent re
ours à un 
ritère pénalisé.Supposons que le nombre maximal de plages d'a

élérations est Nn, et dé�nissons lafon
tion de pénalité pen : R
p → R+ 
omme étant une fon
tion positive et dé
rois-sante adaptée aux hypothèses d'a

élération. Alors, on peut 
al
uler k̂ l'estimateur desmoindres 
arrés pénalisés 
omme suit :

k̂ = arg mink=1,...,Nn

[ 1

n

n
∑

i=1

(Yi − f̂k(xi))
2 + pen(k)

]

.Les fon
tions de pénalité 
lassiques, telles que AIC ou BIC, ont été 
onstruites àpartir de 
onsidérations asymptotiques. Et lorsque n est petit ou lorsque Nn le nombrede modèles 
onsidérés est très grand, alors dans de nombreux 
as, on 
onstate que 
es
ritères pénalisés surestiment (en terme de dimension) le modèle. Voila pourquoi nousavons re
ours à une 
orre
tion de 
es pénalités 
lassiques.Suite aux travaux de Talagrand sur les inégalités de 
on
entration, Baron, Birgé etMassart [5℄ ont proposé une te
hnique qui permet de 
onstruire une fon
tion de pénalitéen se basant sur des 
onsidérations non asymptotiques. Les auteurs ont aussi proposédes méthodes d'ajustement de la pénalité à partir des données a�n de 
onstruire un
ritère pénalisé adaptatif. Nous avons appliqué 
e type de méthode a�n de déte
ter lesur-stress dans les deux prin
ipaux 
ontextes de �abilité : le 
as où la distribution deprobabilité de Y est Normale ou de Gumbel.Séle
tion de Modèles A

élérés Lognormaux par mor
eauxet Déte
tion du Sur-StressConsidérons que les données sont issues d'un test a

éléré et que la loi de probabilité desdurées de vies est Lognormale. Don
 la loi de probabilité de l'erreur ε est Normale et à
σ 
onnu. Ce 
ontexte est très exa
tement 
elui dans lequel Birgé et Massart [6, 7, 21℄ont établi une série de résultats théoriques et pratiques 
on
ernant la 
onstru
tion d'un
ritère pénalisé non asymptotique. Nous avons supposé que les modèles 
andidats sontséle
tionnés à partir de l'ensemble des fon
tions a

élérées à k plages d'a

élérationsave
 1 ≤ k ≤ Nn. Dans 
e 
as, la forme générale de la fon
tion de pénalisé, notée penn,est la suivante :

penn(k) = σ2 r k

n

[

c1 log
(Nn

k

)

+ c2

)]

,
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tionoù r désigne le nombre de paramètres des fon
tions d'a

élérations fq et le 
ouple
(c1, c2) est 
omposé de deux 
onstantes de 
alibrations. Par 
onstru
tion, le terme
σ2 r k

n c1 log
(

Nn

k

) est un terme est propre à 
orriger un biais lié à la 
omplexité desmodèles de même dimension et le terme σ2 r k
n c2 propre à 
orriger un biais lié à la loide probabilité des erreurs.Ensuite, il reste à 
alibrer les 
onstantes théoriques (c1, c2) dé�nissant la fon
tion depénalité. Dans un premier temps, nous avons utilisé la pro
édure de Birgé et Rozenhol
[8℄ a�n d'estimer les 
onstantes de 
alibration au plus près du théorème de séle
tion,
'est à dire en étudiant le rapport de risque de l'estimateur pénalisé et le risque ora
le.Nous avons utilisé une méthode heuristique proposée par Birgé et Massart [6℄ et nousavons testé les variables initiales de 
ette méthode adaptative. En pratique, nousne disposons pas toujours de la valeur exa
te de σ, et d'une manière générale, il estre
ommandé de 
orriger l'é
helle de valeur de la fon
tion de pénalité en fon
tion desdonnées. Notons gn la fon
tion de pénalité théorique est 
alibrée à l'aide d'une étudepréalable, la pénalité �nale est :

penn = α gnet
gn(k) =

r k

n

[

c∗1 log
(n

k

)

+ c∗2
]où le s
alaire α est un terme 
orre
tif adapté à l'é
hantillon (Y,x) et où le 
ouple

(c∗1, c
∗
2) désigne les 
onstantes de 
alibration préalablement 
alibrées. Et en�n, nousavons appliqué 
ette méthode de séle
tion dans un 
as simulé de sur stress ArrhéniusLognormale (ave
 a

élérations) et nous avons 
omparé l'estimateur des moindres 
arréspénalisés ave
 les méthodes 
lassiques :

• La pénalité du 
ritère AIC est la suivante : penAIC(k) = 2σ2 r k
n

• La pénalité du 
ritère BIC est la suivante : penBIC(k) = log(n)σ2 r k
n et

• La pénalité du 
ritère AIC
 est la suivante : penAIC
(k) = σ2 (n+r.kM )
n(n−r.kM−2) .Nous avons proposé une version 
orrigée de BIC en utilisant l'heuristique de Birgé etMassart ave
 gn(k) = log(n).Séle
tion de Modèles A

élérés Weibull par mor
eaux etDéte
tion du Sur-StressDans 
as ALT où les durées de vies suivent une loi de probabilité Weibull, la loi deprobabilité de Y est de Gumbel. Ce 
ontexte est un 
as parti
ulier de 
elui dans lequelSauvé [31℄ a établi une version non Gaussienne du résultat de Birgé et Massart [6℄. Enfait, on retrouve des résultats théoriques 
omparables à 
eux du 
as Gaussien lorsquel'on réalise une re
her
he exhaustive parmi les modèles à k plages d'a

élérations ave
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1 ≤ k ≤ Nn. Dans 
e 
as, la forme générale de la fon
tion de pénalité, notée penn, estla suivante :

penn(k) = (τ2 +R.b)
r k

n

[

c1 log
(Nn

k

)

+ c2

]

,où le 
ouple (τ, b) est 
ara
térisé par σ et la distribution des erreurs (sous-gaussienneslorsque τ = σ et b=0), R est une borne supérieure de l'a

élération f , r désigne lenombre de paramètres des fon
tions d'a

élérations fq et le 
ouple (c1, c2) est 
omposéde deux 
onstantes de 
alibrations. Par 
onstru
tion, le terme σ2 r k
n c1 log

(

Nn

k

) est unterme propre à 
orriger un biais lié à la 
omplexité des modèles de même dimension etle terme σ2 r k
n c2 est propre à 
orriger un biais lié à la loi de probabilité des erreurs.Ensuite, il reste à 
alibrer les 
onstantes théoriques (c1, c2) dé�nissant la fon
tionde pénalité. I
i, nous n'avons pas utilisé la pro
édure de Birgé et Rozenhol
 [8℄ quiest 
omplexe en termes algorithmiques. Nous avons appliqué l'heuristique de Birgé etMassart [6℄ sur des données de pur bruit a�n d'estimer les 
onstantes théoriques (c1, c2).Puis, nous avons utilisé une méthode heuristique proposée par Birgé et Massart [6℄ ;nous avons testé les variables initiales de 
ette méthode adaptative. En pratique, onne dispose pas toujours de la valeur exa
te de σ et d'une manière générale, il estre
ommandé de 
orriger l'é
helle de valeur de la fon
tion de pénalité en fon
tion desdonnées. Notons gn la fon
tion de pénalité théorique est 
alibrée à l'aide d'une étudepréliminaire, la pénalité �nale est :

penn = αgnet
gn(k) =

r k

n

[

c∗1 log
(n

k

)

+ c∗2
]où le s
alaire α est un terme 
orre
tif adapté à l'é
hantillon (Y,x) et où le 
ouple

(c∗1, c
∗
2) désigne les 
onstantes de 
alibration préalablement 
alibrées. En�n, nous avonsappliqué la méthode de séle
tion dans un 
as simulé de sur stress Arrhénius Weibull(ave
 3 a

élérations) et nous avons 
omparé l'estimateur des moindres 
arrés pénalisésave
 les méthodes 
lassiques AIC, BIC et AIC
. Nous avons proposé une version
orrigée de BIC en utilisant l'heuristique de Birgé et Massart.
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Chapter 1Fiabilité des Semi-
ondu
teurs
1.1 Semi-
ondu
teurCette partie est largement enri
hie d'informations du livre d'Henri Lilen ([20℄, 2004)
on
ernant l'histoire des semi-
ondu
teurs et également de l'expérien
e que j'ai a
quiseau sein du servi
e Qualité d'ALTIS Semi
ondu
tors. Ce 
hapitre 
ompte un grandnombre d'angli
ismes propres à la mi
roéle
tronique, qu'il est di�
ile de traduire enfrançais tout en 
on
ervant la pertinen
e te
hnique.1.1.1 PréambuleDepuis la révolution informatique, le mar
hé éle
tronique est tel qu'il apparaît avan-tageux, à la fois d'un point de vue é
onomique, et d'un point de vue te
hnique, deregrouper sur un même support des 
ir
uits intégrés. En e�et, 
e regroupement defon
tionnalités permet de 
on
entrer les 
omposants produits et les e�orts de rende-ment sur une seule et même ligne de produ
tion. Il permet également d'améliorer lesperforman
es et la qualité du produit. Par ailleurs, à mesure que la miniaturisation pro-gresse, on voit apparaître de nouveaux 
hamps d'appli
ation d'appareillages portablestels que les ordinateurs, les appareils GSM, les pu
es mi
roéle
troniques, l'éle
troniqueembarquée en automobile, les équipements médi
aux, . . . et
.Les progrès dans la 
onnaissan
e et dans la produ
tion des matériaux semi-
ondu
-teurs sont les points 
lés des avan
ées te
hnologiques de la miniaturisation. À 
et égard,il apparaît 
lairement que les semi-
ondu
teurs sont les éléments fondamentaux, au senspropre 
omme au sens �guré, des s
ien
es mi
roéle
troniques et des nanote
hnologies.L'obje
tif de 
ette partie est de présenter le 
ontexte de notre travail d'un pointde vue te
hnologique. Nous dis
uterons dans un premier temps des matériaux semi-
ondu
teurs. Ensuite nous étudierons leur r�le fondamental dans la miniaturisationéle
tronique par le biais du transistor, puis des 
ir
uits intégrés. Nous évoqueronsalors le passage de la mi
roéle
tronique vers la produ
tion de masse. En�n, nous dis-
uterons des pro
édés d'intégration qui mettent en éviden
e une double 
omplexité.D'une part, il y a une 
omplexité liée aux multiples matériaux qui 
omposent les stru
-tures. Et d'autre part, nous verrons que les 
ontraintes de rédu
tion de la dimension et13



14 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSl'état d'avan
ement dans la ligne de produ
tion augmentent la 
omplexité des pro
édésd'intégration.1.1.2 Qu'est-
e qu'un semi-
ondu
teur?Comme l'indique leur nom, un semi-
ondu
teur est un matériau qui n'est ni 
ondu
-teur, ni isolant. Il s'agit d'un 
orps 
ristallin simple ou 
omposé, dans un état stable.Cependant, 
et état peut bas
uler vers un état 
ondu
teur sous l'impulsion d'un 
hampéle
tromagnétique dont le potentiel dépend de variables environnementales, 
ommela température. Le tableau 1.1 donne une liste de quelques semi-
ondu
teurs ave
leur nom, leur symbole, la largeur de bande interdite à 300◦K qui représente le seuild'absorption d'énergie avant 
hangement d'état et la température de fusion.Semi-
ondu
teur Symbole Largeur de bande interdite Température deà 300◦K (en eV) fusion (en ◦C)Sili
ium Si 1,11 1420Germanium Ge 0,67 937Phosphure de gallium GaP 2,24 1350Arséniure de gallium GaAs 1,43 1237Antimoniure d'indium InSb 0,18 525Sulfure de zin
 ZnS 3,67 1650Sulfure de 
adium CdS 2,42 1750Tellurure de 
adium CdTe 1,61 1098Sulfure de plomb PbS 0,39 1103Table 1.1: Liste de quelques semi-
ondu
teurs.Dans un premier temps, les semi-
ondu
teurs étaient utilisés dans la fabri
ationde résistan
es ; on utilisait en parti
ulier le sélénium, dont les propriétés éle
tro-magnétiques étaient bien 
onnues suite aux travaux de Hittorf en 1851. Par la suite, onexploitait les propriétés de déte
tion des semi-
ondu
teurs dans la radio di�usion. Des
omposés de galène servaient alors à fabriquer les fameux postes à galène. Ensuite, onremplaça la galène par le sili
ium qui s'avérait être à la fois plus performant en termesde propriétés physiques et de rendement.1.1.3 Du transistor à la mi
roéle
troniqueGrâ
e aux 
onnaissan
es sur l'éle
tromagnétique des matériaux, de nouveaux
omposants a
tifs (
omme le transistor, le 
ondensateur, . . .) apparaissent au lendemainde la se
onde guerre mondiale. En 
ouplant 
es avan
ées ave
 les progrès te
hniquesliés à la fabri
ation des 
omposants éle
troniques, il était alors possible de regrouperun grand nombre de 
omposants en un seul et unique blo
 : on parle alors de 
ir
uitintégré. À 
e titre, les progrès réalisés dans la fabri
ation des transistors illustrentparfaitement le r�le des semi-
ondu
teurs dans l'éle
tronique. De pro
he en pro
he, laminiaturisation des transistors met en perspe
tive le passage vers la mi
roéle
tronique.
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Figure 1.1: S
héma du transistor MOS (pour Metal Oxide Semi
ondu
tor) en fon
tionsur les s
hémas ; en a/ le 
ourant est stoppé 
omme la tension sur la grille est nulle eten b/ on applique du 
ourant à la grille et le transistor laisse passer le 
ourant.Le prin
ipe du transistor a été inventé par Julius Edgar Lilienfeld en 1930. Le nomtransistor vient de la 
ontra
tion de transfer et de resistor. La fon
tion d'un transis-tor est de 
ontr�ler le passage du 
ourant à l'aide d'un potentiel éle
trostatique ; ils'agit d'une sorte d'interrupteur éle
tronique. Le montage d'un transistor est illustrépar la �gure 1.1 montrant un transistor moderne (de type MOS à e�et de 
hamps).Le montage d'un transistor s'organise autour d'une région semi-
ondu
tri
e situéeentre deux 
onta
ts métalliques, nommés respe
tivement la sour
e et le drain. Lazone semi-
ondu
tri
e est une zone tampon 
ommunément appelée le 
anal et lespropriétés éle
triques du 
omposant sont dire
tement héritées des propriétés 
ondu
-tri
es du semi-
ondu
teur. Pour �nir le montage, on pla
e une éle
trode de 
ommande,nommée grille, au dessus du 
anal. Selon le potentiel de l'e�et de 
hamp appliqué surla grille : soit le 
anal laisse passer le 
ourant, soit il lui interdit le passage.La produ
tion des premiers transistors bipolaires (1947) et des 
ir
uits intégrés(1959) marquent les débuts de la miniaturisation. Le 
on
ept du 
ir
uit intégré estdû à Ja
k Kulby. Il s'agit d'un 
omposant 
onstruit d'un seul blo
 solide sur labase d'un substrat en matériau semi-
ondu
teur. L'innovation majeure du 
ir
uitintégré réside dans le fait que Kulby a intégré ses 
omposants sur une seule plaque degermanium et qu'ensuite il a relié son 
ir
uit à l'aide de 
onne
tions en or. Suite à ladé
ouverte du 
ir
uit intégré, les 
her
heurs de la Sili
on Valley vont poser les basesde la mi
roéle
tronique. En quelques années, le monde des semi-
ondu
teurs se dirigevers une produ
tion de masse par le biais de dé
ouvertes telles que le pro
édé d'épitaxie



16 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURS(1960), la passivation, le pro
édé planar (1960) et le transistor MOS (1962).1.1.4 Produ
tion de masse des semi-
ondu
teursLes 
ir
uits intégrés de Kulby évoluent très vite à mesure que l'on dé
ouvre de nouveauxpro
édés d'intégration, 
'est-à-dire des pro
édés liés à l'intégration de 
omposants en unseul blo
 sur une plaque de semi-
ondu
teur ultra pur. Dans un sou
i de vulgarisation,on peut dire que les 
ir
uits intégrés de Kulby passent d'une ar
hite
ture en 2D à unear
hite
ture en 3D grâ
e au pro
édé planar de Noy
e (1959). Ce pro
édé utilise desjon
tions polarisées positivement (P) et négativement (N) a�n d'intégrer 
�te à 
�tedes transistors et il protège le 
ir
uit des agressions extérieures par le biais d'une 
ou
heisolante nommée 
ou
he de passivation. Nous avons illustré 
e pro
édé en représentantsur la �gure 1.2 un s
héma de 
oupe d'un 
ir
uit 
onstruit en utilisant le pro
édéplanar. Cette idée est à la base des 
ir
uits intégrés modernes où on distingue à la basedu 
ir
uit les éléments logiques séparés deux à deux par des jon
tions NP.

Figure 1.2: S
héma de 
oupe d'un 
ir
uit intégré moderne à plusieurs niveaux de 
on-nexions métalliques.
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es pro
édés d'intégration permettent de 
réer en 
inq phases un 
ir
uitintégré :1. Produ
tion du substrat en semi-
ondu
teur (aujourd'hui en sili
ium) ;2. Intégrer les éléments logiques sur la base de sili
ium ;3. Isoler et en
apsuler les éléments a
tifs ;4. Intégrer les 
onnexions sur les éléments a
tifs ;5. Intégrer une 
ou
he de passivation et les 
onnexions externes.Du point de vue de l'intégration, les 
ir
uits mi
roéle
troniques sont 
onstituésd'une a

umulation de 
ou
hes isolantes, 
ondu
tri
es et semi-
ondu
tri
es déposéeset organisées sur une tran
he de semi-
ondu
teur (du sili
ium) a�n de 
onstruire lesstru
tures spé
ialisées du 
omposant. C'est pourquoi, on parle abusivement de semi-
ondu
teurs tant lorsqu'on parle d'un matériau semi-
ondu
teur, que lorsqu'on désigneun 
ir
uit intégré sur la base d'un semi-
ondu
teur. On voit sur le s
héma 1.2, unplan de 
oupe d'un 
ir
uit intégré. À la base on distingue des transistors MOS quisont les stru
tures a
tives du 
ir
uit représenté, puis on distingue plusieurs niveauxde 
onnexions et en�n la partie �nale 
onstituée d'une 
ou
he de passivation et d'une
onnexion externe.Maintenant, dé
rivons en quelques nombres 
lés les 
ir
uits intégrés modernes.Aujourd'hui, on intègre entre 400 et 3000 pu
es sur une tran
he de sili
ium de 300mm de diamètre et 650 µm. Les 
ir
uits intégrés sont fabriqués à la suite de 400 à 600pro
essus d'intégration qui s'étalent sur 60 à 90 jours. On voit sur la �gure 1.3 unetran
he de sili
ium sur laquelle on a intégré des pu
es mi
roéle
troniques (en vue largeet rappro
hée).Figure 1.3: a/ Pu
e mi
roéle
tronique intégrée sur une plaque de sili
ium; et b/ Zoomavant sur la surfa
e de la pu
e.



18 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSD'une manière générale, on 
onstate les progrès de la miniaturisation au regard dunombre de transistors 
onstituant le 
ir
uit intégré. Ce 
hi�re est signi�
atif, 
ar leplus souvent la taille d'une pu
e reste du même ordre de grandeur, à savoir la tailled'un ongle. De plus, le nombre de transistors 
onstituant un 
ir
uit intégré permet demesurer la 
on
entration des éléments a
tifs tant pour les pu
es mémoires que pourles pu
es logiques. Don
, il apparaît raisonnable de 
onsidérer le nombre de transistorpar 
ir
uit 
omme un indi
ateur de 
omplexité du 
omposant mi
roéle
tronique. Unautre indi
ateur du degré d'intégration est le trait qui désigne la taille du plus petitmotif intégré au 
ir
uit. En règle générale, le trait est la largeur de la plus petitegrille du transistor intégrée sur le 
ir
uit. Les avan
ées rapides de la miniaturisationsont illustrées par le tableau 1.2 dressant une liste non exhaustive de pro
esseurs de lamarque INTEL. Pro
esseur Date Nombre de Traitstransistors (en µm)4004 1971 3.500 108080 1974 6.000 68086 1977 29.000 3386 1985 275.000 1,5 à 1486 1989 1.200.000 1Pentium 1993 3.100.000 0,8Pentium II 1997 7.500.000 0,35Pentium III 1998 9.500.000 0,25 à 0,18Pentium IV 2000 42.000.000 0,18 à 0,13Table 1.2: Évolution des semi-
ondu
teurs par une liste de quelques pro
esseurs INTEL.

Figure 1.4: S
héma d'organisation de la ligne de produ
tion.
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teur 19Les lignes de produ
tion de semi-
ondu
teurs sont 
omposées de deux grandesétapes de manufa
ture 1.4:
• Front End Of Line (FEOL): intégration les éléments a
tifs du 
ir
uit (transistor,
ondensateurs, . . .) ;
• Ba
k End Of Line (BEOL): intégration les éléments passifs du 
ir
uit (
onne-xions, isolants, . . .).Au regard du s
héma 1.4 qui représente la ligne, on 
onstate que le FEOL se dé-
ompose en trois sous étapes : le RX où on 
rée les isolations entre 
omposants a
tifs,le PC où on intègre les éléments a
tifs et en�n le OP où on isole les 
omposants. LeBEOL se dé
ompose également en trois sous étapes : le CA où on intègre les 
onta
tsdes éléments a
tifs, puis on retrouve x étapes Mx/Vx où on implante un niveau x demétal et un niveau x de jon
tions entre deux niveaux, et en�n le Far BEOL où onintègre la 
ou
he de passivation et les 
onnexions externes. Chaque étape de produ
-tion est jalonnée de toute une série de tests métrologiques dont le but est d'assurer unrendement 
onstant et de garantir la qualité du 
omposant. L'ensemble de la ligne deprodu
tion est systématiquement pla
é en salle blan
he. En e�et, 
omme les pro
édésd'intégration sont très pré
is, il faut éviter qu'il y ait le moindre élément 
ontami-nant. De plus, les pro
édés d'intégration requièrent un 
ontr�le total des 
onditionsenvironnementales (température, pression, . . .).Au �nal, on retrouve une pu
e mi
roéle
tronique 
omme sur la �gure 1.2. À la vuede 
e s
héma représentant l'intégration d'un transistor MOS, on 
onstate que les 
ir
uitsintégrés sont 
onstruits à la suite d'un empilement stru
turé de matériaux 
ondu
teurs,isolants et semi-
ondu
teurs. Un 
ertain nombre de pro
édés élémentaires permettentd'intégrer les 
omposants a
tifs et les 
omposants passifs né
essaires à la fabri
ation dela pu
e mi
roéle
tronique.La �gure 1.5 nous montre les pro
édés (vulgarisés) né
essaires à l'intégration d'untransistor MOS 
omme sur la �gure 1.1.Voi
i quelques uns des pro
édés élémentaires d'intégration les plus utilisés :
• Dép�t : 
e pro
édé permet de déposer physiquement ou 
himiquement de lamatière ;
• Dopage : 
e pro
édé 
onsiste à implanter des impuretés dans la stru
ture 
ristallined'une surfa
e 
ible a�n de modi�er ses propriétés éle
triques ;
• Épitaxie : 
e pro
édé 
onsiste à porter à haute température, puis à la fairedé
roître par plateau a�n de modi�er la stru
ture 
ristalline. L'épitaxie estégalement utilisée pour modi�er la stru
ture des inter
onnexions et des jon
tionsmétalliques ;
• Gravure : 
e traitement 
himique (a
ide) ou physique (par proje
tion de plasma)permet de dégager des zones solides ;
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Figure 1.5: S
héma simpli�é des pro
essus d'intégration né
essaires à la fabri
ationd'un transistor.



22 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURS
• Photolithographie: 
ette opération de masquage, par des matières photosensibles,
ombinée à la proje
tion d'UV, permet de tra
er des motifs sur une surfa
e donnéeen vue de gravure, de dép�t ou de dopage ;
• Oxydation : 
e pro
essus est un traitement 
himique oxydant souvent e�e
tué à
haud ;
• Passivation : 
e pro
édé 
ité plus haut 
onsiste à empaqueter une stru
ture dansune 
ou
he d'oxyde a�n de la protéger de tout 
ontaminant ; . . . et
Remarque 1.1.1. Il existe souvent une grande variété de pro
édés d'intégration pourune même opération. En premier lieu, 
e fait se 
omprend aisément au regard dugrand nombre de matériaux à intégrer au 
ir
uit. D'autre part, 
ette variété re�ètela volonté de re
her
he a�n d'optimiser les rendements de produ
tion. En�n, 
ommeles pro
édés s'en
haînent, il est né
essaire de prendre la mesure de l'agressivité (enterme de 
ontraintes mé
aniques et thermodynamiques) des pro
édés sur les stru
turespréalablement intégrées, en vue d'organiser une suite de pro
édés d'intégration optimaledans le sens où il réalise un 
ompromis entre temps, 
oût et qualité.1.2 Mé
anisme de �abilité des semi-
ondu
teurs1.2.1 Déte
tion de la défaillan
eÀ présent que nous avons en tête le 
ir
uit intégré dans sa 
omplexité, nous pouvonsnous intéresser aux mé
anismes de défaillan
e des semi-
ondu
teurs.Tout d'abord, regardons 
omment dé�nir la défaillan
e d'un semi-
ondu
teur et de
ir
uits intégrés. Selon l'International Ele
trote
hni
al Commission, la défaillan
e estdé�nie dès lors qu'il y a �
essation de l'aptitude d'une entité à a

omplir une fon
tionrequise�. Dans l'ingénierie, la défaillan
e 
onsiste en un 
hangement d'état : d'un étatde fon
tionnement usuel vers un état dégradé ou de non fon
tionnement. Ainsi dansle 
ontexte de l'étude de �abilité de 
ir
uits éle
triques, nous pouvons nous appuyersur un 
ertain nombre de mesures éle
triques a�n de 
onstater s'il y a ou s'il n'y a pasdéfaillan
e.Toutefois, les 
ir
uits intégrés sont des 
ir
uits éle
troniques traditionnels 
onstruitsen un blo
 unique. Ainsi une première di�
ulté s'o�re à nous : il apparaît impossiblede déterminer la panne du semi-
ondu
teur sans inverser le pro
essus de 
onstru
tiondu 
ir
uit intégré a�n de repérer physiquement le défaut. En détruisant 
ou
he après
ou
he les matériaux 
ondu
teurs, isolants et semi-
ondu
teurs qui nous interdissentd'observer la stru
ture défaillante, il est possible de voir physiquement la panne : ondit alors qu'on étudie la physique de la défaillan
e. Cependant, une telle opérationest longue et 
oûteuse. Et si par hasard on avait observé plusieurs défauts, il faudrait
hoisir 
elui que l'on souhaite observer 
ar 
ette entreprise de révélation des défauts estex
lusivement destru
tri
e.En pratique, on réalise durant la produ
tion une série de mesures métrologiquesa�n de s'assurer que le 
ir
uit est 
onvenablement monté. De plus, on 
onstruit à
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�té du 
ir
uit des stru
tures tests qui sont les témoins de la façon dont une séried'étapes d'intégration s'est déroulée. Ce type de stru
ture témoin permet de véri-�er par l'intermédiaire de divers paramètres éle
triques, le bon fon
tionnement d'unepartie du 
ir
uit intégré. Ces mesures peuvent être répétées un grand nombre de fois(
ontrairement à l'analyse physique). Ainsi 
es stru
tures tests sont utilisées dansl'analyse de la �abilité du 
ir
uit intégré. Par la suite, on 
onserve un 
ertain nombrede 
es stru
tures tests, dites stru
tures 
ritiques, a�n de faire des véri�
ations durantles di�érentes pro
édures d'intégration des 
ir
uits intégrés.Pour un 
ir
uit intégré, on se doit de tester deux 
atégories de 
omposants :1. les éléments a
tifs (ex. : un transistor, un 
ondensateur, . . . ) ;2. les éléments passifs (ex. : une jon
tion entre deux niveaux, une ligne de métal,. . . ).Selon la nature du 
omposant que l'on souhaite tester, on se réfère à di�érentsparamètres éle
triques a�n d'évaluer leur état.Éléments passifsCommençons par les éléments passifs qui sont en fait les inter
onnexions. Leur fon
-tion est simple : elle garantit le passage du 
ourant ave
 une faible (et 
onstante)résistan
e. Ainsi, lors du test, nous surveillerons la résistan
e de la 
onnexion testéeau 
ours de l'expérien
e. Et lorsque la résistan
e dépasse un 
ertain seuil, on dé
lare lapanne : voir le graphique 1.6.a représentant l'évolution de résistan
e au 
ours du temps.L'augmentation � lente � de la résistan
e relève d'un 
omportement typique d'usurede la 
onnexion.Même si la 
onnexion n'est pas rompue, 
'est à dire que la résistan
e ne tend pasvers l'in�ni, une variation de résistan
e engendre de nombreuses réper
ussions sur leséléments a
tifs. Si par exemple, notre 
onnexion en état dégradé alimente la grille d'untransistor, alors pour le 
as où le transistor est en mode � o� �, la fon
tionnalité dutransistor restera la même. Mais pour le 
as où le transistor est en mode � on �, lepassage du 
ourant a toutes les 
han
es de ne pas être autorisé 
ar le 
ourant alimentantla grille arrive ave
 une intensité moins élevée que prévu. Il y a alors défaillan
e de lastru
ture, bien qu'elle ne soit pas physiquement détruite. En pratique, on dé
lare ladéfaillan
e d'une 
onnexion lorsque l'augmentation de la résistan
e varie de plus de 5à 20 % selon le type de stru
ture testé, la dimension des 
onnexions et les 
onditionsenvironnementales du test.Éléments a
tifsMaintenant, regardons le 
as de tests de défaillan
e 
on
ernant les éléments a
tifsdu 
ir
uit, 
omme par exemple des transistors, des 
apa
ités, ou autres . . . Dans 
e
as, il s'agit de mesurer les propriétés éle
triques des matériaux qui 
ara
térisent lefon
tionnement du 
omposant. Ainsi pour le 
as d'un transistor, nous devrons mesurer
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Figure 1.6: En a) évolution de la résistan
e ; et en b) évaluation des performan
es d'untransistor durant une période de test.la tension à appliquer sur la grille a�n d'engendrer un 
hamp magnétique qui permettrale passage du 
ourant entre la sour
e et le drain en modi�ant les propriétés éle
triquesdu semi-
ondu
teur utilisé.Le graphique de la �gure 1.6.b montre l'évolution de l'intensité entre la sour
e etle drain, noté ISD ; lorsque l'on augmente la tension appliquée sur la sour
e et surla grille, noté VSG. On obtient une 
ourbe 
on
ave. Soit ÎSD l'intensité maximaleobservée, 
ette valeur 
ara
térise le transistor. Notons V̂SG la tension asso
iée à ÎSD,
ette tension est la tension minimale permettant le passage du 
ourant. Si on observeau 
ours du temps une variation signi�
ative de l'intensité ÎSD, on dé
lare alors quela stru
ture est défaillante 
omme les règles régissant le passage du 
ourant dans letransistor ont signi�
ativement 
hangé.1.2.2 Modes de défaillan
eMaintenant regardons en détails quels sont les prin
ipaux modes de défaillan
e des
ir
uits intégrés. On peut distinguer deux modes de défaillan
e :1. Défaillan
e d'usure 
ontinue ;2. Défaillan
e d'usure par 
ho
s.Lors d'une étude de défaillan
e, il 
onvient de dé�nir pré
isément le mé
anismephysique, 
himique ou mé
anique de la panne, a�n d'utiliser la loi de dégradation laplus adéquate. Ainsi dans le domaine des semi-
ondu
teurs, les 
hemins de défaillan
essont aussi 
omplexes et pré
is que les pro
édés utilisés lors de l'intégration du 
ir
uit.Par ailleurs, a�n de réaliser une image réaliste de la �abilité des pu
es mi
roéle
tro-niques, les tests de défaillan
es sont réalisés sur des stru
tures stri
tement lo
alisées.Suite à l'analyse approfondie des 
auses de la défaillan
e, on peut alors exhiber unmé
anisme de défaillan
e ainsi qu'une (ou plusieurs) variable(s) dite(s) de stress liée(s)à la défaillan
e étudiée.
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ondu
teurs 25Le tableau 1.3 dresse une liste non exhaustive de dégradations d'un 
ir
uit intégré.Pour 
haque type de panne (le type 1 pour usure et 2 pour 
ho
s), on indique la lo
a-lisation de la panne, le mé
anisme de défaillan
e mis en 
ause et la (ou les) variable(s)de stress.Défaut Type Détails Pro
édé Variablede stressCorrosion 1 Contamination de Dép�t métal-2 Humidité
onta
tsCorrosion 1 Destru
tion du di- Dopage phosphate Humidité-éle
triqueCorrosion 1 Trou du diéle
trique Dép�t 
himique par HumiditévaporisationCorrosion 1 Trou du diéle
trique Polissage mé
anique Humiditéet 
himiqueÉrosion 1 Mi
ro trou Photolithographie TempératureÉrosion 1 Mi
ro trou Gravure TempératureClaquage 2 Sputtering Court-
ir
uit TensionClaquage 1 Dép�t d'oxyde par Trou dans la grille TensionvaporisationRadiation 2 Soft error Passivation Rayons Alphapar plasmaMigration 1/2 Déformation du sub- Dép�t plasma de Température-strat l'oxydeMigration 1 Stressmigration des Dép�t plasma Température
onnexionsMigration 1 Ele
tromigration Design et dép�t de Températurela 
onnexion et/ou IntensitéTable 1.3: Tableau dressant une liste non exhaustive de défauts en dé
rivant en détailla 
ause et le niveau d'intégration.Ce tableau suggère que le 
hoix du pro
édé de fabri
ation est lié de manière trèsrigoureuse à son empla
ement dans la ligne de produ
tion, voir �g.1.4. À titre d'exemple,il paraît tout à fait naturel de réserver les pro
édés sous haute température (à plus de400 degrés Celsius) pour le FEOL. De même, au 
ours du BEOL tous les pro
édés defabri
ation sont réalisés à plus faible température : 
omme la température favorise laformation de zones de déplétion qui amor
ent la migration de matériaux dans les lignes
ondu
tri
es. De plus, le temps des pro
édés est également réduit, de sorte que lestran
hes de Sili
ium sont soumises à moins de stress mé
aniques liés à l'augmentationde la température. De même, toute une série de mesures sont re
ommandées a�nd'organiser les pro
édés physiques, mé
aniques et 
himiques. Pour plus de pré
isions,on peut se référer au livre de Wolf (1990 [36℄) qui traite en détails de l'intégration de
ir
uits intégrés.
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e d'usureMaintenant, regardons un peu plus en détails, les mé
anismes de dégradation des semi-
ondu
teurs. Commençons par les mé
anismes d'usure. Ensuite, nous regarderons endétails les mé
anismes de dégradation liés à l'usure.1.3.1 Tests d'usureDans le domaine de la mi
roéle
tronique, l'usure est un mode de défaillan
e naturelinduit par la migration de matériaux. Ce phénomène usuel de dégradation tou
he lessurfa
es des matériaux semi-
ondu
teurs. En l'o

urren
e, on le ren
ontre majoritaire-ment dans les lignes 
ondu
tri
es, et parfois dans les 
ou
hes isolantes. Dans le restede 
e paragraphe, nous nous limiterons aux migrations métalliques pour deux raisons.D'une part, la migration d'inter
onnexions est un mode de défaillan
e 
ritique. D'autrepart, les lois de migration de matériaux sont génériques ; ainsi du point de vue du�abiliste, les modèles asso
iés aux problèmes de migration appartiennent à une mêmefamille de modèles ; à savoir une même distribution de la durée de fon
tionnement etles équations de dégradation sont de même forme.Pour 
e qui 
on
erne la migration métallique, les physi
iens regroupent 
e type dedéfaillan
e sous le terme de metal 
reeping. La fatigue des 
onnexions métalliques estengendrée par une lente déplétion des atomes depuis une zone spé
i�que (dé�nie pardes 
ontraintes physiques). À terme, 
ette migration de matière induit la 
réation d'untrou dans la 
onnexion. Dès lors, le passage du 
ourant dans la 
onnexion est soitsigni�
ativement réduit, soit interrompu. Dans les deux 
as, on dé
lare la panne.La densité de 
ourant et la température sont deux variables, dont l'a
tion,éventuellement 
onjuguée, engendre l'usure de la 
onnexion. De nombreuses publi-
ations attestent du r�le de la température dans l'usure, et on nomme 
e phénomènele stressmigration ; voir M
Pherson and al. ([24℄, 1987) . On parle d'éle
tromigration; voir Bla
k ([9℄, 1969), lorsque le 
reeping est initié sous l'e�et du passage du 
ourantou sous l'e�et 
onjugué du passage du 
ourant et de la température.Comme nous l'avons vu dans la se
tion pré
édente, on réalise le 
onstat de ladéfaillan
e par le biais de mesures su

essives de la résistan
e de la 
onnexion au 
oursdu temps. Dans la pratique, on observe deux 
on�gurations dans l'évolution de larésistan
e, résumées par la �gure 1.7.Tout d'abord, 
omme sur la �gure 1.7.a, la résistan
e peut 
roître lentement et demanière 
ontinue. Il est utile de remarquer i
i, que malgré la 
réation d'un trou dansune ligne de métal le 
ourant passe toujours. En e�et, les 
onnexions métalliques sontgainées par une �ne ligne de métal qui assure à la fois : la 
ondu
tion du 
ourant,la prote
tion de la 
onnexion par des 
ontaminants ou des 
ontraintes thermiques etl'adhéren
e entre les 
ou
hes 
ondu
tri
es et isolantes. Ainsi la 
réation d'un troun'induit pas for
ement la rupture de la 
onnexion eu égard à 
e gainage métalliquehabituellement nommé liner. Don
, selon les propriétés du 
omposant testé, il fautse donner un seuil de résistan
e à partir duquel on dé
lare la défaillan
e. Dans laplupart des 
as, on se réfère à un 
ertain pour
entage de 
roissan
e de la résistan
e
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Figure 1.7: Deux 
on�gurations dans l'évolution de la résistan
e durant un test: a) unlent a

roissement ; b) un pi
 de résistan
e.entre le temps 0 et le temps t d'observation. En pratique, une 
roissan
e de l'ordre de5 à 20 % de la résistan
e atteste, de façon signi�
ative, de la 
réation d'un défaut devieillissement.L'autre 
as typique d'évolution de la résistan
e est représenté sur la �gure 1.7.b.Dans 
e 
as, la résistan
e augmente très lentement, puis on observe brièvement un pi
dans les mesures avant que les mesures ne se stabilisent. Ce 
as de �gure est ren
ontrélorsque l'on réalise un test in situ, 
'est à dire, lorsque le 
ourant est mesuré en 
ontinuet qu'il est soit à un niveau usuel, soit à un niveau de stress. Lorsque le trou se 
rée,la résistan
e augmente. Puis lorsque le trou se forme et que le 
ourant appliqué à la
onnexion est relativement élevé, alors la résistan
e augmente signi�
ativement. Et enraison de la petite taille des 
onnexions, le passage du 
ourant produit un ar
 éle
triquequi détruit l'intégrité de la stru
ture. Dès lors, 
ette mi
ro explosion expulse la matièreautour du trou et 
e 
onglomérat de matériaux 
ondu
teurs et d'oxydes atteint unerésistan
e 
lampée. Et puis, le pi
 de résistan
e fait pla
e à un plateau, 
omme sur la�gure 1.7.b. C'est ainsi que pour 
e type de test, on regarde également l'augmentationde la résistan
e en terme de pour
entages de variation et on dé�nit un seuil de variationde résistan
e.Maintenant, développons séparément les prin
ipales défaillan
es d'usure que sontl'éle
tromigration et le stressmigration.1.3.2 Éle
tromigrationL'éle
tromigration est une défaillan
e liée à la 
réation d'un trou dans une
onnexion lors du fon
tionnement du 
omposant. La défaillan
e est don
 liée aupassage du 
ourant. Dans 
e 
as, la résistan
e de la stru
ture sujette à 
e défautaugmente jusqu'à la 
réation du trou (
f. �g.1.7.b). Lors du test, on 
ontr�le larésistan
e de la stru
ture qui nous permet d'observer la panne lorsqu'elle se produit.Cependant, il faut prendre garde 
ar lorsque le trou est �nalisé, le passage du 
ourantinduit la formation d'un ar
 éle
trique au niveau du défaut. Et don
 la zone de



28 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSpanne se retrouve alors disloquée ; dans la plupart des 
as elle se ressoude, tout engardant son 
ara
tère non fon
tionnelle. Ainsi, les testeurs doivent être 
apable derepérer 
es phénomènes de montée de la résistan
e qui sont les prémi
es de 
es défautsd'éle
tromigration. Il est don
 né
essaire de réaliser des mesures in situ. De plus, ilest né
essaire d'avoir une grande qualité de mesures, 
ar au-delà d'une 
ertaine marged'erreur, les variations de résistan
e sont masquées.

Figure 1.8: S
héma de l'éle
tromigration d'une inter
onnexion.La �gure 1.8 
i-dessus, illustre le mé
anisme de l'éle
tromigration d'une inter
on-nexion. Les �è
hes rouges représentent le passage du 
ourant, qui se propage entre lesparti
ules de métal de la 
onnexion et sur le bord de la ligne de métal. Les �è
hesnoires représentent le �ux éle
tronique induit par le passage du 
ourant. Ce �ux estd'autant plus élevé que l'intensité du 
ourant est élevée. Cette for
e provoque la migra-tion des matériaux dans le sens du passage du 
ourant. Ainsi, des zones de déplétion etd'a

umulation se 
réent, et le mé
anisme de l'éle
tromigration est alors mis en pla
ejusqu'à la défaillan
e.Remarque 1.3.1. Remarquons qu'il y a un e�et joule induit par le passage du 
ourant.Ainsi, lorsque la température augmente, l'e�et joule est rapidement saturé. Il en résulteun vent éle
tronique d'autant plus fort. La hausse de la température est un paramètreaggravant le phénomène d'éle
tromigration.



1.3. Défaillan
e d'usure 291.3.3 StressmigrationLe stressmigration est une défaillan
e liée à la 
réation d'un trou dans une 
onne-xion par des 
ontraintes mé
aniques. La migration opère depuis un défaut originello
alisé là où les 
ontraintes mé
aniques sont les plus fortes, ou bien à un endroitoù les 
ontraintes du pro
édé de fabri
ation ont 
réé un défaut dans l'intégrité de lastru
ture. Lorsque la température augmente, les di�érents matériaux du 
ir
uit intégrése dilatent et des 
ontraintes mé
aniques se 
réent dans tout le 
ir
uit. En parti
ulier,la région de déplétion est la région dans laquelle les 
ontraintes mé
aniques sont plusfortes, et 
'est à partir de 
ette zone que le pro
essus de migration s'engage. Au
ours du temps, l'a

umulation de la matière produit une lente augmentation de larésistan
e de la 
onnexion (
f. �g.1.7.a), et 
e jusqu'à 
e que se 
rée un trou dans le
ir
uit. En pratique, on n'attend pas que le trou bloque intégralement le passage du
ourant. On se limite à observer une 
ertaine augmentation de la résistan
e, a�n derepérer la présen
e d'une large zone de déplétion. Remarquons de plus que la pertede tension liée à l'augmentation de la résistan
e de 
ertaines 
onnexions peut avoir degrandes 
onséquen
es sur le fon
tionnement d'un 
ir
uit. En e�et, gardons en tête quele fon
tionnement du transistor dépend de la tension appliquée à ses bornes. Et don
une dé
roissan
e de la résistan
e implique (au mieux) un fon
tionnement dégradé.Le s
héma de la �gure 1.9 illustre le mé
anisme de défaillan
e du stressmigrationd'une inter
onnexion. La �è
he noire représente les for
es de tensions mé
aniques

Figure 1.9: S
héma de stressmigration d'une inter
onnexion.



30 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSagissant sur la ligne de métal. Ces for
es proviennent de la dilatation des 
ou
hes dematériaux qui se situent autour de la 
onnexion ; en e�et les 
onnexions sont entouréesde 
ou
hes d'oxydes, de barrières d'oxyde ou d'alliages qui ont des 
ara
téristiquesthermodynamiques distin
tes. Et lorsque les 
onditions environnementales 
réent destensions mé
aniques, un phénomène de migration peut apparaître sous des formes
omparables à 
elles ren
ontrées dans l'éle
tromigration. À savoir que des zones dedéplétion et d'a

umulation se 
réent. Ensuite, le mé
anisme de migration se propageà partir de 
e défaut originel dans le sens des tenseurs mé
aniques jusqu'à la défaillan
e.1.4 Défaillan
es par 
ho
s1.4.1 Test de Défaillan
eLa 
ause prin
ipale observée en mi
roéle
tronique des défaillan
es par 
ho
s est le
laquage diéle
trique (Wolf, 1990 [36℄). Il s'agit de la panne naturelle des 
omposantsa
tifs 
omme les transistors, les 
ondensateurs, et
 . . . En résumé, le 
laquage diéle
-trique provient d'une lente a

umulation d'éle
trons ou d'ions dans une région isolanteou semi-
ondu
tri
e. Leur présen
e est a

élérée par un 
hangement des 
onditionsthermodynamiques. Elle induit un 
hamp éle
tromagnétique qui modi�e les propriétéséle
troniques du 
omposant. À terme, une zone isolante devient semi-
ondu
tri
e et lepassage du 
ourant produit un 
ourt-
ir
uit.Remarque 1.4.1. Remarquons que 
e type de panne peut également tou
her les 
ou
hesisolantes protégeant les deux 
onnexions 
ontiguës. Cependant, en modi�ant l'ar
hi-te
ture des 
ir
uits intégrés modernes, 
e type de panne est devenu marginal.Ces défaillan
es sont 
ara
térisées par la mesure des paramètres éle
triques des
omposants. Dans le 
as des transistors, on réalise deux mesures :1. Tension entre la grille et la sour
e du transistor ;2. Intensité entre la sour
e et le drain.Soient VGS la tension mesurée entre la grille et la sour
e du transistor et IDSl'intensité mesurée entre la sour
e et le drain. Rappelons brièvement le fon
tion-nement du transistor : le 
ourant passe entre la sour
e et le drain lorsque la grille estsu�samment alimentée. Don
, lorsque l'on augmente la tension appliquée à la grille,la densité de 
ourant mesurée entre la sour
e et le drain augmente jusqu'à un seuiloptimal ; notons ÎDS l'intensité maximale du transistor. Ce paramètre 
ara
térise lespropriétés éle
triques du transistor dérivées des propriétés éle
triques du 
anal (
onsti-tué de matière semi-
ondu
tri
e dopée).Ce phénomène est représenté sur la �gure 1.10, sur laquelle on peut voir : la tension
VGS en fon
tion de IDS pour un transistor fon
tionnel et pour un transistor défaillant.
ÎDS, qui 
ara
térise le transistor, est l'intensité maximale du transistor. On note quela forme des deux 
ourbes est 
omparable, 
ependant leurs ÎDS et leurs é
helles sontdi�érentes. En pratique, pour mesurer l'évolution des propriétés du transistor, on
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Figure 1.10: Relation entre la tension sour
e-grille et la variation de l'intensitédrain/sour
e ; la 
ourbe violette représente le transistor en fon
tionnement usuel etla 
ourbe bleu 
lair montre le transistor en fon
tionnement dégradé.mesure ÎDS l'intensité maximale du transistor et on regarde la di�éren
e d'intensitémaximal ∆IDS entre le temps de mesure t et la valeur initiale. Ainsi, lorsque 
ettedi�éren
e est signi�
ative (pour un seuil de signi�
ation donné par l'expérien
e), onpeut repérer le 
hangement des propriétés du transistor et par là même, on 
onstate ledysfon
tionnement du transistor.Remarque 1.4.2. D'une manière générale, on teste la �abilité d'un 
omposant a
tif enétudiant les variations de ses propriétés éle
triques au 
ours du temps. Ainsi, lorsqu'onétudie un transistor, on suit l'évolution de ÎDS l'intensité drain-sour
emaximale ; lorsqu'on étudie la �abilité d'un 
ondensateur, on suit l'évolution de la
apa
ité au 
ours du temps . . . et
.1.4.2 Claquage d'un transistorMaintenant que nous avons vu 
omment repérer le 
laquage, regardons plus endétails 
e mé
anisme de défaillan
e. Pendant son fon
tionnement, le passage du 
ourantpeut provoquer d'une part l'a

umulation d'éle
trons dans la grille du transistor, etd'autre part, une a

umulation d'ions dans le 
anal (la zone semi-
ondu
tri
e situéeentre la sour
e et le drain voir �g.1.1). Ce phénomène dual est à l'origine des défail-lan
es observées dans les transistors. L'a

umulation de parti
ules 
hargées provoqueun 
hangement dans les 
ara
téristiques du transistor. Et puis à terme, un 
ourt-
ir
uitse produit au niveau de la grille, et 
e phénomène détruit en général les matériauxprésents entre la grille et le drain du transistor.Le s
héma de la �gure 1.11 illustre le 
laquage diéle
trique. La �è
he rouge essaisstandards représente le passage du 
ourant. Lors de 
haque mise en fon
tionnement(à 
haque 
ho
), le passage du 
ourant peut provoquer l'a

umulation d'éle
trons dansla grille du transistor ; de fait le �ux du 
hamp magnétique qui agit sur la zone semi-
ondu
tri
e se trouve modi�é par 
ette a

umulation. Ainsi on peut appré
ier l'évo-
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Figure 1.11: S
héma du 
laquage diéle
trique d'un transistor.lution de la défaillan
e en mesurant la di�éren
e ∆IDS de l'intensité maximale dutransistor. Et puis à terme, 
omme sur le s
héma (1.11.b), l'a

umulation provoque un
ourt-
ir
uit entre la grille et le drain.1.5 Généralités sur la �abilité en mi
roéle
tronique1.5.1 Retour d'expérien
eLa performan
e de �abilité de tout 
omposant industriel doit être estimée réguliè-rement, a�n de s'assurer que la �abilité est 
onforme aux normes des organismesd'homologation, d'améliorer le rendement par une politique de maintenan
e préven-tive et de mettre en pla
e une politique de qualité auprès des 
lients.Le retour d'expérien
e (REX) est une méthodologie 
onstruite a�n de répondreà 
es enjeux de qualité. Elle a pour obje
tif de 
olle
ter, d'ar
hiver, d'analyser lesdonnées de défaillan
e et de dégradation. Lorsque l'on réalise la 
olle
tion de donnéesstatistiques d'un 
omposant mature, il survient en général di�érentes 
ontraintes :d'une part la 
ensure des données, liée au fait que toutes les unités tests ne tombentpas en panne durant l'expérien
e ; et d'autre part, les données peuvent avoir un (ouplusieurs) 
omportement(s) masqué(s), 
e qui se produit par exemple lorsqu'il existeplusieurs modes de défaillan
es.Le REX permet d'utiliser les données antérieurement 
olle
tées a�n de dé�nir deslois à priori des paramètres du modèle de �abilité. En utilisant l'inféren
e de Bayes et



1.5. Généralités sur la �abilité 33les données issues du REX, un grand nombre de travaux ont montré 
omment estimerles 
ara
téristiques de �abilité à partir de données 
ensurées ou manquantes (Ba
ha etal. [2℄).1.5.2 Standards de �abilitéDepuis plus d'un demi siè
le, le monde industriel a mis en 
ommun un 
ertainnombre d'informations issues du retour d'expérien
e dans le but de réaliser desstandards. Par l'intermédiaire de 
ette politique de qualité, les pro
édés industrielsdisposent d'un grand nombre d'informations à priori. Le standard le plus utilisé estle U.S. Military Handbook, mais il en existe bien d'autres 
omme le Bell
ore RPP, leBritish Tele
om RHD ou en
ore les pro
édures NTT, CNET, Siemens ou LM Eri
sson's,le ATT Handbook . . .Dans 
es standards, on retrouve une liste exhaustive des 
ara
téristiques de �abi-lité liés à toute une gamme de 
omposants mi
roéle
troniques dépendant du degréd'intégration (taille du support, trait, . . .), des dimensions des stru
tures, des pro-priétés des matériaux, de la fon
tion du 
omposant (ex. logique ou mémoire, . . .), unesérie de stru
tures 
ritiques (
onta
ts en série, éléments logiques, . . .). Elles proposentégalement une série de tests de référen
e qui permettent de garantir la qualité des 
ara
-téristiques de �abilité en fon
tion de di�érents mé
anismes de défaillan
es. Cependantl'utilisation de 
es standards est limitée aux te
hnologies matures. À 
haque instant, 
esstandards doivent évoluer en fon
tion des 
hangements te
hnologiques. C'est pourquoion a alors re
ours à des essais de �abilité.1.5.3 Essais de �abilité et a

élérationLes essais standards sont dans une impasse lorsque l'on étudie la �abilité d'un
omposant à longue durée de vie sans information à priori. C'est pourquoi les �-abilistes mettent en pla
e des essais a

élérés. En éle
tronique, on 
ite souvent una

ident de sto
kage lorsqu'on souhaite illustrer l'importan
e des tests a

élérés. Àla suite d'une exposition prolongée sous température 
ani
ulaire, un sto
k 
omplet de
ondensateurs est tombé en panne. De 
e type d'in
ident, on peut tirer deux enseigne-ments : en premier lieu, on a pris 
ons
ien
e de l'importan
e des 
onditions de sto
kagedes 
omposants éle
troniques et du 
onditionnement du produit. Et en se
ond lieu, ilmontre qu'en modi�ant les paramètres environnementaux, il était possible d'a

élérerle pro
essus de défaillan
e d'un 
omposant éle
tronique.Ainsi, lors d'un essai a

éléré, on étudie la dégradation d'une série d'unités detests pla
ées sous di�érents environnements de stress en vue d'a

élérer l'apparitiondes défauts. Les essais a

élérés sont plus 
omplexes à mettre en pla
e et à exploiterque les essais standards. Mais ils ont un double avantage, ils permettent de :1. Optimiser la durée des essais de �abilité ;2. Améliorer la 
onnaissan
e du phénomène de dégradation.



34 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURS1.6 Modèles de �abilité1.6.1 Modèle et notationsMaintenant dis
utons des modèles de �abilité. Soit Z une variable aléatoire représen-tant la durée de vie d'un produit. Le but de l'étude de �abilité est d'estimer la fon
tionde �abilité, notée R(.). Elle est dé�nie 
omme suit:
R(t) = P (Z > t)où la fon
tion R(.) est dé�nie pour tout t ∈ R+. Supposons de plus que 
ette loi de Zest paramétrique, notée L(θ), et posons θ le paramètre de 
ette loi.Dans le domaine des semi-
ondu
teurs (Nelson [27℄ ou Meeker et Es
obar [25℄), on
onsidère que la distribution des durées de vie suit une loi du type log-lo
ation s
ale.De tels modèles paramétriques s'é
rivent de manière très simple. Fixons Y = log(Z),on 
onsidère alors le problème de régression suivant:
Y = µ+ σε,où les éléments dé�nissant le modèle sont :

• µ : le paramètre de lo
alisation ;
• σ : le paramètre d'é
helle ;
• ε : une variable aléatoire représentant les erreurs.Le 
hoix de la distribution de ε vient dire
tement du mé
anisme de dégradation du
omposant étudié.Dans le se
tion pré
édente, nous avons 
ité les deux types de dégradation majori-taires opérant sur les semi-
ondu
teurs :
• Usure 
ontinue ;
• Usure par 
ho
s.Dans les se
tions suivantes, nous dis
uterons des lois de probabilité 
lassiquesutilisées en �abilité : la loi Lognormale et la loi de Weibull. Nous regarderons plusen détails, les raisons pour lesquelles les �abilistes utilisent généralement 
es deux loisde probabilité.1.6.2 Distribution LognormaleUne variable aléatoire Z suit une loi Lognormale de paramètres θ = (µ, σ), lorsque

Y = log(Z) et Y est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne µ et de varian
e σ2.Ainsi, la loi Lognormale est une simple transformation logarithmique d'une loi Normale.



1.6. Modèles de �abilité 35C'est ainsi que toute une série de propriétés asymptotiques de la loi Normale et de sesestimateurs reste valable dans le 
as Lognormale. Cette loi est 
ouramment utilisée dansles semi-
ondu
teurs, mais aussi dans les s
ien
es é
onomiques ou les études médi
ales.Toutefois, la loi Lognormale n'est pas qu'une loi issue d'une transformation de variableen vue d'une normalisation. En �abilité 
ette loi a un sens souvent asso
ié à la duréede vie de 
omposants mé
aniques.Soit Y = log(Z) dé�nie telle que la loi de Y est Normale de moyenne µ et devarian
e σ2; alors φ la fon
tion de densité de Y est telle que:
φ(t) =

1

t
√

2πσ2
exp

(

− (log(t) − log(µ))2

2σ2

)

, ∀t > 0.
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Figure 1.12: Représentation de la fon
tion de densité de probabilité φ d'une loi Log-normale pour di�érentes valeurs du paramètre de forme σ = 1,5 ; 0,5 ; 0,25 et µ=2.Notons que la fon
tion de densité de probabilité φ o�re une grande variété de formes.Cette variété est visible par exemple sur la �gure (1.12) qui représente φ pour di�érentesvaleurs du paramètre de forme σ.La loi Lognormale est la loi de durée de vie naturelle asso
iée aux mé
anismes dedégradation mé
anique. Et nous allons présenter, au travers d'un exemple typique(voir le livre de Bon, [10℄), quelles hypothèses 
on
ernant le mé
anisme de dégrada-tion mènent à supposer que la loi de la durée de vie d'un 
omposant est Lognormale.Supposons que nous étudions la durée de vie d'une poutre sujette à des solli
itationsmé
aniques. La répétition des e�ets mé
aniques a�e
te un défaut de stru
ture de lapoutre, jusqu'à la rupture de la stru
ture. Notons X0 la largeur du défaut initial. Suiteà 
haque solli
itation mé
anique nous mesurons la largeur du défaut, et nous notons
X1, X2, . . . , Xn les variables aléatoires des n mesures su

essives de 
es largeurs. Àterme, la stru
ture fragilisée par l'a

umulation d'un grand nombre n de solli
itations
ède et on observe la défaillan
e.
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itations, la largeur du défaut augmente de (Xi −Xi−1). Sup-posons de plus que la largeur de l'impa
t de i solli
itations est proportionnel à Xi, alorsnotons Ci la variable aléatoire, liée à l'évolution de la �ssure, telle que (Xi −Xi−1) =

Ci.Xi. Ainsi au bout de n solli
itations, on 
onstate que :
n
∑

i=1

Ci =

n
∑

i=1

(Xi −Xi−1)

Xi
.Et en supposant que l'évolution de la �ssure est su�samment lente, on peut don
utiliser l'approximation suivante:

n
∑

i=1

Ci =

∫ Xn

X0

dX

X

= log(Xn) − log(X0).Ainsi, on obtient une approximation du log(Xn), 
omme la somme de variablesaléatoires (Ci)i=1,...n:
log(Xn) =

n
∑

i=1

Ci + log(X0).Par la loi des grands nombres, le logarithme de la largeur de Xn est asymptotique-ment une loi normale. C'est ainsi qu'on asso
ie naturellement la loi de distributionLognormale aux défaillan
es d'usure mé
anique.Pour le 
as des semi-
ondu
teurs, les phénomènes d'usure sont observés dans les
onnexions. Dans les arti
les de référen
e de la physique de la défaillan
es des 
ir
uitsintégrés Bla
k [9℄, M
Pherson et al. [24℄ ou plus ré
emment Ogawa et al. [29℄, on
onstate que la dégradation des 
onnexions est due à la migration de masse induiteà la suite d'e�orts mé
aniques. Suite à la migration de masse, une zone de déplétionet une zone d'a

umulation se 
réent à la faveur d'une jon
tion reliant deux niveauxmétalliques (au dessus, au dessous ou dans la jon
tion). Lorsque la résistivité de 
ettezone de déplétion 
roît à mesure que le trou grossit, 
e phénomène est 
onnu sousle nom de stressmigration (voir 1.3.3). De plus 
e phénomène obéit à des règles mé-
aniques du même ordre que pour notre exemple de �abilité de poutres. Notons quel'éle
tromigration (voir 1.3.2) relève d'un mé
anisme de défaillan
e 
omparable ; maisdans 
e 
as pré
is, la migration est induite par le passage du 
ourant plut�t que pardes tenseurs mé
aniques. Ainsi la loi de durée de vie d'un 
omposant sujet au stress-migration est la loi Lognormale.1.6.3 Distribution WeibullLa fon
tion de répartition de Weibull est utilisée dans un grand nombre de 
as où lemé
anisme de dégradation est 
omplexe. Le domaine d'appli
ation de la loi de Weibullest très varié : elle va de l'éle
tronique aux phénomènes mé
aniques. Un grand nombred'ingénieurs utilisent 
ette loi en raison de la forme de son taux de dégradation enpuissan
e qui s'ajuste dans un grand nombre de 
as pratiques. Plus généralement,



1.6. Modèles de �abilité 37lorsque le taux de dégradation est une fon
tion 
omplexe, on utilise naturellement 
etteloi de distribution. La loi de Weibull est l'une des trois lois des valeurs extrêmes dé�niespar Gumbel (Coles [12℄, 
hap.3). Les lois des valeurs extrêmes sont des lois naturellesen �abilité, et, parmi elles, la loi de Weibull est la plus utilisée.Comme pour le 
as Lognormal, regardons dans un 
as pratique les hypothèsesd'appli
ation de la loi Weibull. Prenons l'exemple de la 
orrosion d'une surfa
e plane.Soit X1, . . . ,XN les N variables aléatoires i.i.d. représentant la profondeur de Nmarques de 
orrosion observées sur une surfa
e plane. A�n d'étudier le phénomène de
orrosion, il nous faut repérer le trou le plus profond parmi N trous sur lasurfa
e testée. Notons U = supj=1,...,N Xj la variable aléatoire asso
iée au trou leplus profond. La loi de U dépend de la loi jointe des (Xj)j=1,...,N et de N . Lorsque Ntend vers l'in�ni, la loi de U est par dé�nition une loi des valeurs extrêmes.On dénombre trois lois des valeurs extrêmes :
• Type I : La loi de Gumbel (ou SEV pour Smallest Extreme Value) est la loides valeurs extrêmes asso
iée au 
as où la loi jointe des (Xj) est Gaussienne,exponentielle ou logistique;
• Type II : La loi de Fré
het est la loi des valeurs extrêmes asso
iée au 
as où laloi jointe des (Xj) suit une loi de Cau
hy ;
• Type III : La loi de Weibull est la loi des valeurs extrêmes asso
iée au 
as où la loijointe des (Xj) est une fon
tion non dégénérée et à support de variation borné.Maintenant que les hypothèses menant à la loi de Weibull sont exposées ; regardonsles propriétés de 
ette loi. Soit T une variable aléatoire de loi de Weibull W (β, η) oùles paramètres β et η dé�nissent ψ la fon
tion de densité de T telle que :

ψ(t) = βη−βtβ−1 exp(−(t/η)β).Le paramètre η est le paramètre d'é
helle, il 
ara
térise l'é
helle de variation de T . Etle paramètre β est le paramètre de forme. La �gure 1.13 illustre les di�érentes formesde ψ. Ce paramètre positif β 
ara
térise la forme de la fon
tion de densité de sorte que:
• si β < 1, la fon
tion de densité dé
roît de l'in�ni à zéro;
• si 1 < β < 2, la fon
tion de densité a une tangente verti
ale en zéro, elle 
roîtvers un maximum lo
al et puis elle dé
roit ;
• si β > 2, la fon
tion de densité a une tangente horizontale en zéro et deux pointsd'in�exions.L'espéran
e de T vaut :

E(T ) = ηΓ(1 + 1/β),où Γ désigne la fon
tion gamma d'Euler. Et la varian
e de T vaut :
V ar(T ) = η2

[

Γ
(

1 +
2

β

)

− Γ2
(

1 +
1

β

)]

.
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Figure 1.13: Représentation de la fon
tion de densité de probabilité ψ d'une loi Weibullpour di�érentes valeurs du paramètre de forme β = 0,5 ; 1 ; 1,5 ; 3 et η=2.Remarque 1.6.1. Notons que la loi de Weibull est 
onnue pour être une loi à densiténon exponentielle, sauf lorsque le paramètres β vaut 1 ; auquel 
as, la loi de T est laloi exponentielle.Dans le domaine des semi-
ondu
teurs, l'un des modes de défaillan
e majoritaire-ment ren
ontré est la défaillan
e suite à l'a

umulation de 
ho
s. Ce type dedéfaillan
e est observé sur des stru
tures a
tives, 
omme les transistors ou des
ondensateurs. Et on utilise habituellement la loi de Weibull pour modéliser la �a-bilité de 
e genre de défaut. Le prin
ipe de 
e mode de défaillan
e est le suivant.Suite à l'a

umulation de 
ho
s liés du passage du 
ourant, les régions dopées sontsujettes à l'a

umulation d'éle
trons ou de trous d'éle
trons selon leur 
harge (P ou N).Ainsi sur la surfa
e dopée, 
ertaines zones sont 
ontaminées par des éle
trons ou destrous d'éle
trons. On se retrouve alors dans un 
as de �gure 
omparable à 
elui de la
orrosion, où N zones d'une surfa
e plane sont attaquées par la 
orrosion. Et lorsque
N tend vers l'in�ni et en vertu des 
onnaissan
es 
on
ernant les atomes, il paraîtraisonnable de supposer que la distribution du nombre d'éle
trons a

umulés pour un
ho
 est une fon
tion non dégénérée et à support de variation borné (
omme il y a unnombre �ni et 
ontr�lé d'ions dans le 
anal), alors on retrouve la loi de Weibull.1.7 Modèle a

éléré1.7.1 Hypothèses et notationsSoit Y = log(Z) une variable aléatoire représentant le logarithme des durées de vie,
onsidèrons le problème de régression suivant :

Y = µ+ σε,
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éléré 39où les éléments dé�nissant le modèle sont :
• µ : le paramètre de lo
alisation ;
• σ : le paramètre d'é
helle ;
• ε : une variable aléatoire représentant les erreurs.Le modèle a

éléré est utilisé a�n d'étudier la �abilité d'un 
omposant test àpartir d'essais a

élérés, noté ALT (pour A

elerating Life Test). Le prin
ipe des essaisa

élérés est de pla
er les unités de test sous di�érents environnements de stress en vued'a

élérer l'apparition des défauts.

Figure 1.14: Prin
ipe du test ALT.Ce 
adre très spé
i�que d'un modèle a

éléré mène à 
onsidérer deux hypothèsesfortes ([23℄, 
hapitre 9). Les hypothèses d'ALT sont les suivantes :Hypothèse 1.1.(H1) La sévérité des niveaux d'intensité de stress (
ara
térisé par les 
ovariables x)ne 
hange pas la distribution des observations Z (ou Y la log-durée de vie), soit
Φ(t) = P

(Z−µ
σ ≤ t

) la distribution de Z, mais l'environnement de stress a unein�uen
e sur les paramètres du modèle , à savoir θ = (µ, σ).(H2) La relation de stress f reliant µ et les 
ovariables x est 
onnue :
µ = f(x; a0, a1, . . . , ar−1),mais les paramètres de stress a0, a1, . . . , ar−1 ne le sont pas ; de plus la relationd'a

élération n'est valable que pour un domaine environnemental donné.



40 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSLe but de 
e modèle est d'estimer µ en tant que fon
tion dé�nie par a0, a1, . . .,
ar−1 à partir d'un é
hantillon (Z,x). La première hypothèse (H1) 
on
erne le pro-
essus de dégradation. Il suppose que les 
ara
téristiques de �abilité sont sujets àl'environnement, 
ara
térisé par x. Par ailleurs, il a�rme que les variations environ-nementales n'in�uent pas sur le pro
essus de dégradation, et don
 la loi de distributionde la durée de vie reste la même quelque soit les 
onditions de stress x. Si 
ette hy-pothèse (H1) n'était pas faite ; nous ne pourrions réaliser au
une interpolation entredeux jeux de données obtenus sous deux 
onditions environnementales di�érentes.En se
ond lieu,(H2) émet l'hypothèse qu'il existe une relation f entre la durée devie et les 
onditions de stress. La fon
tion d'a

élération f dé
rit la manière dontdes di�érents environnements de stress opèrent sur la distribution des durées de vie,via µ. Cette fon
tion d'a

élération est 
hoisie en fon
tion du mé
anisme physique duvieillissement du 
omposant testé. Ainsi un modèle a

éléré est entièrement dé�nit par
Φ, la distribution de la durée de vie, et par une fon
tion d'a

élération f reliant ladurée de vie aux 
onditions environnementales. Lorsque f est linéaire, on parle alorsde modèle A

elerated Failure Time ou modèle AFT.Remarque 1.7.1. Pour le 
as parti
ulier où la 
ovariable x est un simple s
alaire, on
onsidère un intervalle que la relation est valable sur un 
ertain intervalle de stress
[xmin;xmax]. Remarquons que l'hypothèse 
on
ernant [xmin;xmax] permet de nous as-surer que d'une part pour un 
ertain niveau d'intensité du stress du test, la relation est
onnue. Et d'autre part, elle nous assure que les inféren
es 
on
ernant la �abilité du
omposant test sont toujours valables pour l'environnement opérationnel x0. Cette hy-pothèse tient son origine des propriétés thermodynamiques des matériaux. En e�et, les
omportements mé
aniques des matériaux varient en fon
tion de leur environnement,
omme les états des matériaux 
hangent en fon
tion de la pression atmosphérique etde la température.Remarque 1.7.2. Par ailleurs, notons que dans un 
ertain nombre de 
as partiques,le paramètre σ dépend également des 
onditions environnementales. Dans 
e 
as larelation de (H2) devient:

θ = (µ, σ) = f(x; a′0, . . . , a
′
r′−1).Dans le domaine de la mi
roéle
tronique le paramètre σ peut dé
roître ave
 la tem-pérature dans le 
adre de 
ertaines te
hnologies Aluminium (voir travaux de S
hwarz,[34℄), 
ependant 
e n'est pas le 
as le plus général. En e�et n'est pas généralisable aux
onne
tions en 
uivres qui sont maintenant habituellement utilisés (voire les travauxd'Ogawa et al., [29℄). C'est pourquoi dans nos trvaux nous avons 
onsidéré que leparamètre σ ne dépend pas du stress.Le modèle d'a

élération est illustré par la �gure (1.14). Sur l'axe des ordonnées, ona pla
é les observations (i
i le logarithme de la durée de vie) et sur l'axe des abs
isses,on a pla
é les variables environnementales asso
iées à 
haque observation ; pour 
etexemple il s'agit de l'inverse de la température. La droite bleue représente la relationliant la durée de vie moyenne et l'inverse de la température par une formule de typeArrhénius. Et pour une température x0 �xée, on a tra
é la fon
tion de densité de
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éléré 41probabilité du logarithme de la durée de vie pour 
et environnement de stress. Ainsi,dès lors que la fon
tion d'a

élération est avérée, on a a�aire à un modèle paramétriquestandard. Par 
ontre, lorsque la relation d'a

élération est in
onnue, alors on a a�aireà un modèle non paramétrique ([23℄, p.447, ou [27℄ 
hap.10).1.7.2 A

élération 
lassiqueLe modèle d'a

élération tend à représenter la 
omplexité du mé
anisme de vieillisse-ment par rapport aux 
onditions environnementales de stress. La physique de ladéfaillan
e 
onsiste à étudier physiquement les origines de la panne, et ainsi elle
onduit à dé
rire la 
inétique du mé
anisme de vieillissement à l'aide d'équationsphysiques, mé
aniques, thermodynamiques ou 
himiques. Dans le modèle de �abi-lité, nous avons vu que pour la relation d'a

élération f lie le paramètre de lo
alisationdu modèle aux 
onditions de stress, 
omme dans l'hypothèse (H2) :(H2) µ = f(x).Le 
hoix de l'a

élération f est e�e
tué à partir de la physique de la défaillan
e. Lafon
tion f est 
hoisie dans le but de retrans
rire la 
inétique du phénomène physique,mé
anique, 
himique ou thermodynamique auquel obéit le 
omposant étudié. Ainsi,on déduit de la physique de la défaillan
e les fon
tions d'a

élérations spé
i�ques à laplupart des 
as pratiques. Elles relient un fa
teur d'a

élération, noté FA, au stress x.Notons que dans le 
as des données Lognormales, le fa
teur d'a

élération est égal à leMTTF (mean time to failure), de sorte que le log(FA) vaut le paramètre de lo
alisation
µ. Et dans le 
as des données Weibull, le fa
teur d'a

élération est égal au pour
entiled'ordre 63.2%, de sorte que le FA vaut le paramètre de lo
alisation du modèle.Nous proposons, 
i-dessous, une liste non exhaustive de relations d'a

élération
lassiques [9, 27, 23, 25, 29℄ :

• Règle de puissan
e : FA(x) = C.x−p où x est une variable environnementaleunivariée, et (C, p) sont les paramètres d'a

élérations du modèle ;
• Arrhénius : FA(x) = Q. exp(−EA/κ.x) où x est une variable environnementaleunivariée, et (Q,EA) sont les paramètres d'a

élérations du modèle ;
• Eyring : FA(x) = x. exp(A − B/x) où x est une variable environnementaleunivariée, et (A,B,C,D) sont les paramètres d'a

élérations du modèle ;
• Eyring généralisé : FA(T, V ) = A.T. exp(−B/κ.T + C.V + D.V/T ) où

x = (T, V )′ est une variable environnementale bivariée, et (A,B,C,D) sont lesparamètres d'a

élérations du modèle ;
• Bla
k : FA(T, j) = j−n.Q. exp(−EA/kT ) où x = (T ; j) est une variable environ-nementale bivariée, et (n,Q,EA) sont les paramètres d'a

élérations du modèle.PS : i
i κ est une 
onstante universelle, il s'agit de la 
onstante de Boltzmann qui vaut

8, 61.10−5eV/◦K.
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éléréeLa 
lasse des modèles standards de vie a

élérée (SVA) est une 
lasse de modèles a
-
élérés qui s'applique à un grand nombre de 
as pratiques. Par exemple, le modèlea

éléré modèle AFT est un modèle SVA. Les se
tions pré
édentes présentent les hy-pothèses d'a

élération selon un angle appliqué, et dans 
ette se
tion nous proposonsune appro
he plus te
hnique. Par ailleurs, nous avons ainsi l'o

asion de parler briève-ment du 
as où les stress 
hangent durant l'expérien
e a

élérée. Pour rédiger 
etteprésentation du modèle SVA, nous nous sommes référé à l'arti
le de Bagdonavi
ius,Gerville-Réa
he, Nikoulina et Nikulin [3℄ qui propose une analyse statistique 
omplètedu modèle SVA.Dans un sou
is de généralisation, nous 
onsidérerons i
i que les stress x peuventêtre multidimensionnels et qu'ils peuvent évoluer au 
ours du temps. Ainsi :
x = x(τ), τ ≥ 0, où x : [0;∞[→ X ⊆ R

r−1.Soit Z la durée de vie sous le stress x(.) est vue 
omme une variable aléatoire nonnégative et absolument 
ontinue de fon
tion de �abilité R
x(.)(t) = P

x(.)(Z > t).Pour exploiter des données issues d'un essai a

éléré, il faut 
onstruire un modèlequi dé
rit la façon dont R
x(.) (ou une autre fon
tion 
ara
téristique de Z) évolue enfon
tion du stress.Soit X0 ⊂ X un sous-ensemble de stress 
onstants (dé�nissant les 
onditions opéra-tionnelles), soit x0 ∈ X0 et soit R−1

x0
(p) = inf{s : Rx0(s) ≥ p} la fon
tion inverse de

Rx0 . La fon
tion v
x(.)(t) = R−1

x0
◦R

x(.)(t) est la fon
tion de ressour
e utilisée jusqu'autemps t. Et don
 ∀x(.) ∈ X :
Px0

(

Z ≥ v
x(.)(t)

)

= P
x(.)

(

Z ≥ t
)

.Ainsi le modèle SVA est dé�ni sur l'ensemble de stress X si il existe un fa
teurd'a

élération FA : X → R+ tel que :
∀x(.) ∈ X :

d

dt
v
x(.)(t) = FA

(

x(t)
)

. (1.1)Le modèle dé�ni par (1.1) émet l'hypothèse que la vitesse d'utilisation de la ressour
eà l'instant t ne dépend que de la valeur du stress appliqué à 
et instant, ainsi :
R

x(.)(t) = Rx0

(

∫ t

0
FA

(

x(τ)
)

dτ
)

.De sorte que nous avons un lien propre à dé�nir une relation d'a

élération entre
R

x(.) et Rx0 . Lorsque les 
onditions de stress 
hangent au 
ours de l'expérien
e, 
etterelation d'a

élération reste valide. Et lorsque les 
onditions de stress ne 
hangent pas
Rx(t) = Rx0(v(x) t) don
 le stress ne 
hange que l'é
helle.Maintenant, 
onsidérons le 
as 
lassique où les stress ne 
hangent pas au 
ours dutemps. Soient x1,x2 ∈ X deux stress, on 
onsidère le modèle suivant :

Rx2(t) = Rx1(ρ(x1,x2) t),
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éléré 43où ρ(x1,x2) = FA(x2)/FA(x1).Dans le 
as unidimensionnel, le taux de 
hangement d'é
helle sous un stress x estdon
 :
δ(x) = lim∆x→0

[ρ(x + ∆x,x) − ρ(x,x)

∆x

]

=
(

log
(

FA(x)
)

)′
.Don
 :

FA(x) = exp
[

∫

x

x0

δ(x)dx
]

.On peut dès lors utiliser les 
onnaissan
es sur la physique de la dégradation a�n derégler le taux de 
hangement d'é
helle du modèle a

éléré sur la 
inétique des équationsmé
aniques, physique ou 
himiques de la défaillan
e. Si δ(x) est proportionnelle à unefon
tion g(x) 
onnue, alors FA(x) = exp[a0 + a1.g(x)].En supposant que δ(x) = a1, on obtient un modèle Log-linéaire :
FA(x) = exp[a0 + a1.x].Si δ(x) = −a1/x, on obtient un modèle de la règle de puissan
e :

FA(x) = exp[a0 − a1. log(x)] = c.x−a1 .Et si δ(x) = a1/x
2, on obtient un modèle d'Arrhénius :

FA(x) = exp[a0 + a1/x].Dans le 
as multidimensionnel, on 
onsidère les 
ara
téristiques in�nitésimales δi(x)dé�nies 
omme suit :
δi(x) = lim∆xi→0

[ρ(x + ∆xi.ei,x) − ρ(x,x)

∆xi

]

=
∂ logFA(x)

∂xi
,où ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)′ ave
 l'unité est à la ième 
omposante.De pro
he en pro
he, on trouve �nalement une forme générale du fa
teur d'a

élération:

FA(x) = exp
[

a0 +

r−1
∑

i=1

ai.gi(x)
]

,où les fon
tions gi(.) sont 
onnues et les paramètres a0, a1, . . . , ar−1 sont in
onnus.Bagdonavi
ius, Gerville-Réa
he, Nikoulina et Nikulin [3℄ ont étudié en détails le
as paramétrique (
as des lois Weibull, Loglogistique et Lognormale) et le 
as semi-paramétrique. De plus, ils ont 
onsidéré deux types de plans d'expérien
es (i) lorsquele stress est 
onstant, (ii) lorsque le stress est une fon
tion étagée dé
roissante.



44 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURS1.8 Modèle AFT1.8.1 Notations et dé�nitionsMaintenant revenons aux problèmes 
on
ernant l'étude de la �abilité des semi-
ondu
teurs. Nous avons vu dans le 
hapitre pré
édent que les prin
ipaux modesde défaillan
es mènent à supposer que la distribution des durées de vie est Lognor-male ou de Weibull. Soit Y = log(Z) le logarithme de la durée de vie Z, et soit x la
ovariable (environnementale) asso
iée à Y . Ensuite, posons X l'ensemble des valeursdes 
ovariables, qui représente pour un modèle a

éléré l'ensemble des environnementspossibles ou ensemble des stress. Le modèle a

éléré est un modèle de régression dé�ni
omme suit:
Y = f(x) + σ ε (1.2)où f est une fon
tion d'a

élération (le logarithme de la moyenne pour le 
as Lognormalet le logarithme du paramètre d'é
helle pour le 
as Weibull) dé�nie sur l'ensemble desstress X , σ2 est la varian
e du modèle et ε désigne la variable aléatoire des erreurs.De plus, notons Φ la fon
tion de distribution des erreurs : pour le 
as de duréesLognormales, la distribution Φ est la distribution normale standardisée N (0, 1) et pourle 
as de durées de Weibull, la distribution Φ est la distribution de Gumbel normalisée

SEV (0, 1).Remarque 1.8.1. Remarquons que dans la pratique les 
omposantes de x sont soit destempératures en degré Kelvin, soit une intensité de 
ourant, soit une tension, soit untaux d'humidité ou bien des e�ets joints.Dans la plupart des 
as pratiques 
omme on travaille à partir du logarithme d'unedurée, il est possible d'é
rire le fa
teur d'a

élération de (H2), 
omme une 
ombinaisonlinéaire des environnements de stress ou de leurs transformations : on parle alors demodèle AFT (voire livre de Nikulin et al. [28℄, 
hap. 4 et 5)Dé�nition 1.1. Lorsque la fon
tion d'a

élération f du modèle d'a

élération (1.2)s'é
rit 
omme une 
ombinaison linéaire de x ou de transformations de x, on parlealors de modèle AFT pour A

elerated Failure Time. Le modèle AFT généralisé s'é
rit
omme suit :
f(x) = a0 +

r−1
∑

j=1

aj gj(x) (1.3)où les (aj

)

i=0,1,...,r−1
sont les paramètres du modèle a

éléré et (gj

)

i=1,...,r−1
est unefamille �nie de transformations de x issue de la physique de la défaillan
e lorsque x ∈ X .Le plus souvent, les fon
tions gj sont des fon
tions polynomiales ou logarithmiques des
omposantes de x ou de l'inverse des 
omposantes de x.Ensuite les modèles 
lassiques dé
rits dans la se
tion pré
édente s'é
rivent tous
omme un modèle AFT (
f. Mann and al. [23℄). Ils sont regroupés dans le tableau(1.4).



1.8. Modèle AFT 45Table 1.4: Modèles a

élérés 
lassiques.Nom A

élération CovariablesArrhenius f(x) = a0 + a1.
1
x x: températurePuissan
e Inverse f(x) = a0 + a1. log
(

1
x

)

x: tensionEyring f(x) = a0 + a1.
1
x + a2 log

(

1
x

)

x: temperatureGeneralized Eyring f(x) = a0 + a1.
1
x1

+ a2 log
(

1
x1

)

+ x = (x1, x2) : x1: température
+a3.x2 + a4.

x2
x1

x2: tensionBla
k f(x1, x2) = a0 + a1.
1
x1

+ a2 log
(

1
x2

)

x = (x1, x2) : x1 température
x2 intensité1.8.2 Estimateur de 
ontraste du minimumL'estimateur des moindres 
arrés est l'estimateur naturel du problème de régressionlinéaire (Rao et al. [30℄). Par ailleurs, il est très populaire, 
omme il s'applique égale-ment dans de nombreux 
as où la distribution des erreurs n'est pas normale. En e�et,il est possible d'utiliser l'estimateur des moindres 
arrés, lorsque l'on respe
te les hy-pothèses de Gauss-Markov (erreurs 
entrées et homos
édati
ité).Comme nous l'avons vu, le modèle a

éléré généralisé (1.3) se présente 
omme unmodèle de régression linéaire : soit Y = (y1, . . . , yn) le ve
teur des observations (log-durées), soient x1, . . . ,xn les n 
ovariables asso
iées aux Yi et soit X la matri
e derégression telle que :

X =











1 g1(x1) . . . gr−1(x1)

1 g1(x2) . . . gr−1(x2)... ... . . . ...
1 g1(xn) . . . gr−1(xn)









L'estimateur des moindres 
arrés est :
θ̂ = (X ′.X)−1.X ′.Y,où θ̂i la 
omposante numéro i de θ̂ est l'estimateur des moindres 
arrés du paramètrea

éléré ai−1 de (1.3).Dans le 
adre de modèles a

élérés, il peut se trouver limité par deux points :

• un problème de 
olinéarité des 
ovariables ;
• un problème d'é
helle.En e�et, lorsque la fon
tion d'a

élération est 
omplexe, 
omme la fon
tion d'Eyringgénéralisé tab.1.4, il arrive que les 
olonnes de la matri
e de régression X soient liées.Ou bien, lorsque l'é
helle de grandeur d'une 
omposante de la 
ovariable est très petite,la valeur propre asso
iée à 
e terme est faible et il peut en dériver des erreurs de 
al
uls.
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as, il y aura un problème lors de l'inversion de (X ′.X) et don
 il y auraun problème lors de l'estimation. Ce genre de problème est bien 
onnu et de nombreusesméthodes permettent de remédier à 
es erreurs [30℄. Parmi 
es méthodes, la régressionridge permet de remédier aux problèmes d'é
helles ou de 
olinéarité. Le prin
ipe duridge 
onsiste à introduire un terme de régularisation 0 ≤ τ ≤ 1 dans les équationsd'estimation et l'estimateur ridge est alors :
θ̃ = (X ′.X + τ.Ir)

−1.X ′.Y,où Ir est la matri
e identité de dimension r.Remarque 1.8.2. Remarquons que pour le 
as où la loi de la durée de vie de Z est deWeibull, en e�e
tuant une transformation logarithmique de Z, on retrouve la loi desvaleurs extrêmes de Gumbel SEV (µ, 1/σ) de moyenne (µ+σ.γ0) et de varian
e σ2.π
2

6 ,où γ0 est la 
onstante gamma d'Euler qui vaut approximativement 0.5772. Moyennantune légère transformation des variables aléatoires destinée à véri�er les hypothèses deGauss-Markov, il est possible de réaliser une approximation linéaire a�n d'estimer lesparamètres a

élérés pour des durées de Weibull.1.8.3 Maximum de vraisemblan
eLe maximum de vraisemblan
e est un M-estimateur bien 
onnu [35℄. Dans le 
adregaussien, on utilise l'estimateur de maximum de vraisemblan
e (EMV) sur desdonnées 
ensurées. Et dans l'étude de variable aléatoire de Weibull, on utilise 
om-munément 
et estimateur. Nous présenterons dans 
e paragraphe l'EMV pour desdonnées a

élérées dans le 
adre Weibull.Comme son nom l'indique le maximum de vraisemblan
e est une méthode d'esti-mation basée sur la maximisation de la vraisemblan
e du modèle. Ainsi 
ontrairementaux moindres 
arrés, 
ette méthode est basée sur la résolution d'équations impli
iteset elle né
essite la plupart du temps l'utilisation d'algorithmes d'approximation telque la méthode itérative de type Gauss-Newton. Par exemple, pour le 
as de donnéesa

élérées dans le 
adre Weibull, les paramètres β et η de la loi de Weibull sont telsque :
{

β = 1/σ

η(x) = log
∑r−1

j=0 ajgj(x) = log(µ(x))ave
 la 
onvention g0(x) = 1. Et dans 
e 
as, la loi de la variable aléatoire du logarithmede la durée de vie est une loi de Gumbel de paramètres (µ, σ).
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tion vraisemblan
e, notée L, du modèle asso
iée aux données a

élérées
(Y,x) vaut :

L(a, σ) =

n
∏

i=1

1

σ
exp

{

yi −
∑r−1

j=0 ajgj(xi)

σ

}

exp

{

− exp

(

yi −
∑r−1

j=0 ajgj(xi)
)

σ

)}

logL(a, σ) = −n log(σ) +
1

σ

n
∑

i=1

(

yi −
n
∑

i=1

r−1
∑

j=0

ajgj(xi)
)

−

−
n
∑

i=1

exp

{
(

yi −
∑r−1

j=0 ajgj(xi)
)

σ

}Dans 
e 
as, les équations de vraisemblan
e obtenues en 
al
ulant les dérivés par-tielles de 
haque paramètre (a0, . . . , ar−1, σ) sont :
∂ logL

∂ar
(a, σ) =

1

σ

∑

i=1

gr(xi).

[

exp

{
(

yi −
∑r−1

j=0 ajgj(xi)
)

σ

}

− 1

]

∂ logL

∂σ
(a, σ) = −n

σ
+

1

σ2

n
∑

i=1

(

yi −
r−1
∑

j=0

ajgj(xi)
)

.

[

exp

{
(

yi −
∑r−1

j=0 ajgj(xi)
)

σ

}

− 1

]L'EMV (â, σ̂) est obtenu en résolvant le système d'équations impli
ites 
i-dessus enzéro. Les propriétés de l'EMV sont bien 
onnues : estimateur 
onsistant, normalitéasymptotique et e�
a
ité asymptotique. En pratique, il est important de se donnerun indi
ateur permettant de pré
iser 
ette notion asymptotique. Mann et al. [23℄ pro-posent d'étudier la forme de la fon
tion de vraisemblan
e relative a�n de 
onstater lanormalité ou la non normalité de l'EMV. L'objet de la fon
tion de vraisemblan
e rela-tive est de regarder 
omposante par 
omposante le rapport maximal entre la fon
tion devraisemblan
e sous la 
ontrainte qu'une 
omposante est �xée et la fon
tion de vraisem-blan
e de l'EMV. Pour la première 
omposante de a0 la fon
tion de vraisemblan
erelative Rm est dé�nie telle que :
Rm(a0) = max

(a1,...,ar−1,σ)

L(a0, a1, . . . , ar−1, σ|Y,x)

L(â, σ̂|Y,x)
.Lorsque la fon
tion de vraisemblan
e relative est symétrique alors la loi de l'EMVest appproximativement Gaussienne. En e�et, regarder les fon
tions de vraisemblan
erelative pour 
haque 
omposante revient à étudier le rapport de 
omportement durapport de vraisemblan
e entre le � vrai � modèle et le modèle estimé. En vertu dutroisième lemme de Le Cam, on peut déduire de la normalité du rapport de vraisem-blan
e la normalité des estimateurs.1.8.4 Appli
ation et Arrhénius LognormaleDans 
e paragraphe, nous allons illustrer l'estimation de modèle a

éléré pour un jeude données de loi Lognormale, puis nous parlerons du plan d'expérien
e. Et ensuitenous estimerons un modèle a

éléré Lognormal.



48 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSNous avons utilisé des données du livre de Nelson [27℄ a�n d'illustrer une appli
ationdu modèle Lognormal d'Arrhénius. Les données de l'exemple sont des moteurs éle
tro-niques dont on souhaite étudier la �abilité lorsque la température augmente. Le modèled'a

élération 
lassique pour des 
omposants sujet à un stress thermique est le modèled'Arrhénius et on suppose que la loi de distribution des durées de vie est Lognormale.Soient Y = (y1, . . . , yn) les réalisations d'un n-é
hantillon du logarithme des durées devie et x = (x1, . . . ,xn) les 
ovariables asso
iées aux observations Y . Pour le 
as dumodèle d'Arrhénius, xi = 1
κ.Ti

est l'inverse de la température Ti exprimée en degréKelvin multipliée par la 
onstante de Boltzmann κ = 8.6171.10−5eV/K. Le modèlea

éléré est alors :
yi = f(xi) + σ εi ,et

f(xi) = a0 + a1 xi ;où les paramètres (a0, a1) dé�nissent la relation d'a

élération, σ est la paramètre deforme des durées de vie et les (εi) sont des variables aléatoires des erreurs i.i.d. et dontla loi jointe est une Gaussienne 
entrée et réduite.Le plan d'expérien
e de 
et essai a été réalisé selon une méthode traditionnelle (maisnon optimale). On 
hoisit N di�érents niveaux de stress utilisés durant l'essai. Et onrépartit régulièrement 
es stress entre une valeur minimale de stress xM = 1
κ.(190+273.15)et une valeur maximale de stress xH = 1

κ.(260+273.15) ; 
es deux valeurs sont 
hoisiespar avis d'expert ou selon les standards. Ensuite, on répartit régulièrement les n unitéstests entre les N environnements de test.Cette méthode traditionnelle de 
onstru
tion du plan d'expérien
e est basée surla varian
e de l'estimateur de µ(x0) où x0 désigne le niveau de stress en 
onditionopérationnelle. Pour les modèles log-linéaires Lognormaux, la varian
e de µ̂(x0) vaut[27℄ :
V ar

(

µ̂(x0)
)

=
[

1 + (x0 − x̄)2
n

(
∑n

i=1(xi − x̄)2)

] σ2

n
;où x̄ = 1

n

∑n
i=1 xi. Ainsi ave
 N = 4 et une température en 
ondition opérationnellede 180 degrés Celsius ; la varian
e du modèle vaut [1 + 36

5 (1.17 − 05)2]σ
2

n = 4.23σ2

n .Ensuite n la taille de l'é
hantillon est 
hoisie en fon
tion de 
ette varian
e et de lapré
ision souhaitée. Ainsi en utilisant une approximation normale, en se donnant unemarge d'erreur de ±0.1 et en utilisant s(0) = .01053 une estimation issue du retourd'expérien
e de σ, alors n ≥ [1 + 7.2(1.17 − 0.5)2] (1.96s)2

0.12 ≈ 19 ; don
 il faudrait mettreau moins 5 unités de test par environnement de stress. Dans le présent essai, on a pla
é10 unités tests, soit n = 40.En réalisant une régression simple sur les données issues de l'essai a

éléré, on noteque les résidus ne sont pas aléatoirement répartis. La varian
e augmente ave
 le niveaude stress. Nous avons ainsi estimé l'é
art type de 
haque niveau de stress et puis nousavons supposé que la varian
e de ε est V = (vi,j)1≤i,j≤n, telle que vi,j = 0 si i 6= j et
vi,i vaut la varian
e estimée sous le stress xi. On estime alors par les moindres 
arrésnormalisés : â0 = −3, 6234 ; â1 = 3, 4956 et σ̂ = 1, 065.



1.8. Modèle AFT 49La �gure 1.8.4 illustre la qualité de la régression. La �gure regroupe à gau
he lenuage des points ainsi que la droite de régression estimée. Et le graphique de droitemontre la répartition empirique des résidus en é
helle logarithmique ; on voit ainsi quela loi des log-durées observées est bien normale.Remarque 1.8.3. Le plan d'expérien
e traditionnel n'est pas optimal. Deux méthodessont souvent re
ommandées [27℄ :1. Tester deux environnements de stress xH et xM ; puis déterminer p la proportiondes unités tests soumis au stress xH . La proportion p∗ minimisant la varian
e de
µ̂(x0) est p∗ = ξ0

(2ξ0−1) où ξ0 = xH−x0
xH−xM

;2. Tester trois ou quatre environnements de stress régulièrement répartis entre xHet xM ; puis 
omme en 1. proposer d'augmenter le nombre d'observations desplus bas niveaux de stress. Ce type de test est plus 
omplexe, mais il permetde mettre en avant des phénomènes nouveaux tels que le surstress (voir se
tion1.10).
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Figure 1.15: Exemple d'essai a

éléré Arrhénius Lognormal estimé par les moindres
arrés: en a) on retrouve le nuage de points et la droite de régression ; et en b) legra�que des résidus.1.8.5 Appli
ation et modèle de WeibullDans 
e paragraphe, nous allons illustrer l'estimation de modèle a

éléré pour un jeude données de loi de Weibull. Nous avons repris un é
hantillon du livre de Nelson[27℄. Il s'agit d'un essai a

éléré de 76 
omposants éle
troniques dont on souhaitetester l'isolation. Ainsi la variable de stress est la tension (proportionnel à l'intensitéde 
ourant selon la loi d'Ohm). On applique i
i une relation de puissan
e. La tensionvarie de 26 à 36 kV, le nombre d'observations par niveau de stress varie (5 à 26kV, 7 à28 kV, 11 à 30 kV, 15 à 32 kV, 19 à 34 kV, 15 à 36 kV et 8 à 38 kV) et on mesure letemps avant 
ourt-
ir
uit en heures (i
i il n'y a pas de 
ensure).



50 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURSPour 
et essai, on applique la relation d'a

élération de puissan
e inverse. Notons
Y le logarithme des durées de vie et x le logarithme de l'inverse des tensions appliquées.Le modèle a

éléré est dé�ni de telle sorte que :

Y = a0 + a1.x + σ.ε;où (a0, a1, σ) sont les paramètres à estimer et ε est un variable aléatoire des erreurs.I
i la loi de distribution des erreurs est une loi de Gumbel SEV (0; 1). En vue d'utiliserl'estimateur des moindres 
arrés, i
i notons que la loi de Gumbel n'est ni 
entrée, niréduite. L'espéran
e d'une loi SEV (0; 1) est la 
onstante γ ≈ 0.5772 de Euler, et soné
art type est π√
6
. En tenant 
ompte de 
es transformations, on obtient par la méthodedes moindres 
arrés que :
â0,MC = 60,8482 ; â1,MC = 16,3909 et σ̂MC = 1,5582.Au regard de l'estimation et de la dispersion des résidus montrés en 1.8.5, l'analysedes données issues des essais a

élérés ne pose au
un problème parti
ulier. Notonsque si on met en pla
e l'estimateur du maximum de vraisemblan
e (i
i en utilisant laméthode itérative de Levenberg-Marquardt), on retrouve des résultats 
omparables (eti
i rigoureusement identiques pour α1 le paramètre ayant le plus de sens physique):
â0,MV = 59,4468 ; â1,MV = 16,3909 et σ̂MV = 1,5375.Notons par ailleurs qu'en appliquant un bootstrap paramétrique de l'EMV sur 300ré é
hantillonnages de (Y,x). La �gure 1.17 résume 
e bootstrap et elle présente ladistribution bootstrap des paramètres de l'EMV. On remarque que les EMC sonttoujours dans l'intervalle de 
on�an
e bootstrap des EMV.
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Figure 1.16: Exemple d'essai a

éléré puissan
e-Weibull estimé par les moindres 
arrés: en a) on retrouve le nuage de points et la droite de régression ; et en b) le graphiquedes résidus.
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éléré puissan
e-Weibull estimé par le maximum devraisemblan
e, résultats d'un bootstrap paramétrique de l'EMV sur 300 répétitions :en a) on retrouve le boxplot des paramètres â0,MV et â1,MV ; et en b) le boxplot de
σ̂MV .1.9 Limites des hypothèses d'a

élération1.9.1 GénéralitésLorsque les 
onnaissan
es du mé
anisme de défaillan
e sont en a

ord ave
 leshypothèses du modèle d'a

élération (1.1) ; alors les données re
ueillies lors d'un testALT peuvent être analysées par les modèles a

élérés 
lassiques, voir Mann et al.([23℄, 1974), Nelson (1990, [27℄ ou Meeker et Es
obar ([25℄, 1998). Toutefois, lorsqu'ilarrive que les hypothèses (1.1) ne sont pas respe
tées, les 
ara
téristiques de �abilité es-timés à partir d'un tel test ALT sont 
lairement erronés. En vue d'étudier les limites des

Figure 1.18: Distribution de données a

élérées lorsqu'il y a deux plages d'a

élérationsmasquées, on observe un � plateau � représentant le 
hangement de mode.



52 1. FIABILITÉ DES SEMI-CONDUCTEURShypothèses d'a

élération, Meeker et Es
obar ([25℄) ont dressé une liste exhaustivede situations dans lesquelles il est né
essaire d'adapter de nouvelles hypothèses auxdonnées a

élérées, 
omme par exemple :
• Le paramètre de forme σ évoluant selon une fon
tion d'a

élération ;
• Modes de défaillan
e multiples et in
onnus ;
• Fon
tion d'a

élération inadaptée ;
• Plusieurs plages d'a

élérations masquées ;
• ou autres ; . . .Dans le domaine des pu
es mi
roéle
troniques, nous avons 
onstatéré
emment l'apparition de tels phénomènes et notamment l'apparition de plusieursplages d'a

élération. Par exemple, Ogawa et al. [29℄ ont étudié 
e type de phénomènelors d'étude d'éle
tromigration sur les inter
onnexions 
onstruites à partir du pro
édéde double damas
ène (optimisant le dép�t des inter
onnexions sur deux niveaux). Au
ours de leur étude, les auteurs ont montré qu'en utilisant les modèles traditionnels onomet un phénomène d'é
helle de stress. Ils ont repéré qu'aux bas niveaux de stress,l'éle
tromigration est lo
alisée au dessus de la jon
tion et qu'elle se propage le longde la ligne de métal. Et aux hauts niveaux de stress, l'éle
tromigration engendre untrou au niveau d'une jon
tion métallique. Lorsque l'on tra
e la distribution, un plateauapparaît 
lairement. Ainsi pour les niveaux de stress 
hoisis par le plan d'expérien
e,on a révélé deux phénomènes d'a

élérations.Remarque 1.9.1. Ce type de 
omportement montre que lorsqu'on optimise le pland'expérien
e, il est important d'avoir plus de deux niveaux de stress ; a�n de repérer
e 
omportement atypique.1.9.2 Multiples plages d'a

élérationsDans le domaine des semi-
ondu
teurs modernes, Ogawa et al. ([29℄) ont mis enéviden
e des problèmes lorsque l'on met en pla
e un test a

éléré 
lassique pour étudierla �abilité d'inter
onnexions à haut niveau d'intégration, à savoir de l'ordre du dixièmede mi
ron. On observe généralement deux types de 
omportements : soit des risques
ompétitifs, soit plusieurs plages d'a

élérations lors d'un test ALT. Dans le 
as desrisques 
ompétitifs , le taux de défaillan
e h du modèle est la somme de plusieurs taux dedéfaillan
e. Nous laisserons de 
�té 
ette problématique, pour plus d'informations voirepar exemple le 
hapitre 7 du livre de Nelson [27℄. Et lorsque l'on observe plusieurs plagesd'a

élération, on parle alors de surmenage ou de sur-stress. En mi
roéle
tronique, undéfaut est lié à un grand nombre de 
omposantes telles que : l'ar
hite
ture de la stru
-ture, la nature des matériaux, les pro
édés de dép�ts de matières, les 
ou
hes interfa
esentre éléments isolants et 
ondu
teurs, l'é
helle d'intégration, et
 . . . Ainsi, à la faveurd'un 
hangement te
hnologique ou lors d'un 
hangement de pro
essus d'intégration,on peut observer que les limites de toléran
e du 
omposant 
hangent : on voit alorsapparaître plusieures plages d'a

élération, illustré par la �gure 1.19. D'autre part,



1.9. Limites des hypothèses d'a

élération 53on peut volontairement sur
harger l'essai a�n de re
her
her les limites de toléran
e du
omposant test. De même on voit alors apparaître plusieures plages d'a

élération. Cegenre de phénomène est bien 
onnu dans d'autres domaines d'appli
ation 
omme lesindustries plastiques.Nous proposons don
 dans les pro
haines parties de 
e do
ument de traiter le prob-lème de sur stress dans les deux 
adres standards de test a

éléré : dans un premiertemps, nous 
onsidérerons la loi de durée de vie suit une loi Lognormale ; et ensuite,nous supposerons que la loi de durée de vie suit une loi de Weibull.Remarque 1.9.2. Sur la �gure 1.19, on voit un modèle a

éléré ave
 deux plages d'a

élérations.I
i, la fon
tion d'a

élération 
lassique est rempla
ée par une fon
tion d'a

élérationdé�nie par mor
eaux. Notons que 
es deux modèles ne sont pas en 
on
urren
e, 
ommeils s'adaptent 
ha
un à des 
onditions expérimentales pré
ises 
omme stipulé dansl'hypothèse (H2).

Figure 1.19: Exemple d'un modèle d'a

élération à plusieurs plages d'a

élérations.





Chapter 2Model Sele
tion for Pie
ewiseRegression Models and Dete
tion ofOverstress on Lognormal Data
Cette partie a été é
rite sur la base de deux 
ommuni
ations réalisées en 
ollaborationave
 Patri
k Pamphile : une première 
ommuni
ation pour le 
ongrès Qualita de 2005[17℄ et une se
onde 
ommuni
ation pour le 
ongrès Lambda-Mu de 2006 [18℄.Abstra
t : Innovations in te
hnologies 
ommonly leads to met overstress duringreliability studies. Then a

eleration model usually introdu
es heavy misleading on themodels. When data are subje
t to overstress, we propose to get pie
ewise a

elerationmodel. In this work, we have proposed to use a model sele
tion method in order toestimate the number of stress sets. We have implemented the 
riterion of Birgé andMassart and we have used heuristi
 
alibration in order to build a data-driven 
riterion.Lastly we have 
ompared our method with 
lassi
al ones (AIC, AICc or BIC) forreliability on mi
roele
troni
 �elds.Keywords : A

eleration Life Testing, AFT model, Pie
ewise Regression, GaussianModel Sele
tion, Penalized Criteria, Overstress A

elerating Data.Résumé : En �abilité, le phénomène de sur-stress est 
ouramment observé lors de
hangements te
hnologiques majeurs. Les modèles a

élérés usuels peuvent alors nousinduire gravement en erreur. Lorsque les données a

élérées sont sujettes au sur-stressnous proposons d'utiliser un modèle d'a

élération par intervalle de stress. Dans 
etravail, nous proposons d'utiliser une méthode de séle
tion de modèles a�n d'estimerle nombre d'intervalles de stress. Nous proposons d'appliquer le 
ritère de Birgé etMassart en utilisant des heuristiques de 
alibration a�n de 
onstruire une méthodede séle
tion adaptée aux jeux de données. En�n nous avons 
omparé 
ette méthodeaux 
ritères 
lassiques (AIC, AICc et BIC) dans le 
adre de l'étude de �abilité enmi
roéle
tronique.Mots-Clés : Test A

éléré, modèle AFT, Régression par mor
eaux, Séle
tion deModèle Gaussien, Critère Pénalisé, Données A

élérées en Sur-stress.55



56 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALT2.1 Introdu
tion2.1.1 Generality about ALTA vast number of sophisti
ated manufa
turing pro
esses are required to 
omplete asub mi
ron inter
onne
tion devi
e. Its failure me
hanism is therefore 
omplex andvariable. Ea
h failure may have many 
auses: 
ontamination of the sili
on wafer,improper et
hing of oxide �lm, 
orrosion ... ; and it depends on various fa
tors:design, manufa
turing, or operating environmental fa
tor. Quality and reliabilityimprovement have to go through statisti
al analysis of the failure time. Statisti
 lifetests are performed by manufa
turers to obtain reliability information of anexisting devi
e, or to 
ompare manufa
turing pro
esses during the development of anew devi
e. Mi
roele
troni
 manufa
turers widely use A

elerated life test (ALT) [27℄,to get reliability information in the shortest development time. ALT 
onsists of pla
ingthe test units in higher than usual stress environment. That kind of experiment shortlyprodu
es degradations without 
hanging the mode of failure. Thus, statisti
al inferen
efrom �a

elerated testing� gathered from ALT yields reliability information on devi
esin a
tual environment.Analysis of ALT data 
onsists of making statisti
al inferen
e in order to 
ompletelyidentify:1. the lifetime distribution; spe
i�ed by the failure mode;2. the � life-stress relationship �; spe
i�ed by the physi
s of failure.The lifetime distribution is 
losely link to the mode of failure involved: Ele
tro-migration, Stressmigration, et
.. And the life-stress relationship is also 
alled� a

eleration fun
tion � that quanti�es how reliability information varies with thestress. It 
omes from the study of the physi
al, 
hemi
al or me
hani
al phenomena, ortheir joined e�e
t, whi
h des
ribe the physi
al degradation. The Log-Lo
ation S
alemodel is generally used. For inter
onne
tions' reliability, this model is a simple regres-sion of the log lifetimes. After, the 
hoi
e of an a

eleration model 
omes from expertadvi
es and physi
s of failure [24, 29℄. The life-stress relationship is 
hosen in orderto mimi
 the kineti
 of the degradation me
hanism. In pra
ti
e, we use the 
lassi
ala

eleration models as Arrhenius, Power Rule, Eyring or Generalized Eyring relation-ship [23, 24, 27℄.During this work, we will ex
lusively talk about 
onstant stress ALT, when thestress levels are �xed during the experiment.2.1.2 Why introdu
ing a sele
tion pro
edure ?In the last ten years, the te
hni
al evolution in mi
roele
troni
s' industry has been
onsiderable: inter-layer have be
ome less and less 
ondu
tor, aluminium inter
onne
tshave been repla
ed by 
opper or 
opper with alloy, new inter
onne
tion's design, 
alleddual-damas
enes, have been integrated. For those 
hips resulting from deep sub mi
ron
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ewise a

eleration model 57te
hnologies the statisti
al models traditionally lead to a 
lear disagreement with thedata [29℄. Indeed, for those new 
hips, failure me
hanisms are be
oming highly 
omplexand partially unknown. Moreover, even if the a

eleration model is well-known, its useof range has 
hanged. That is why we propose here to 
onsider a pie
ewise Log-Lo
ationS
ale model. This model mat
hes all 
lassi
al models; it allows overstress tests and ismore robust to multi failure me
hanisms. However, it is well-known that too largestatisti
al models 
an produ
e unstable estimations. That is why we propose to usesome sele
tion method in order to �t our model to the data.Sele
ting a suitable model from a large 
lass of plausible models is an importantproblem in statisti
s. Several 
riteria are used for model sele
tion, among them Akaike'sAIC [1℄ and S
hwarz's BIC [33℄ are widely a

epted. An inherent problem is that theirde�nitions rely heavily on asymptoti
 
onsiderations. In [6℄, the authors propose apenalized 
riterion free of asymptoti
 de�nitions. And thanks to this new penalized
riterion and a data-driven pro
edure [6, 21, 19℄; we have implemented their approa
hhere.2.2 Pie
ewise a

eleration modelMany authors have dis
ussed about ALT with parametri
 statisti
al methods, as Mann,Shafer and Singpurwalla [23℄, Nelson [27℄ or Meeker and Es
obar [26℄. Here let us talkabout ALT pra
ti
e to sub mi
ron inter
onne
tion's reliability. At �rst, we de�nethe lifetime distribution and the a

eleration model. After, we propose a pie
ewisea

eleration model in order to deal with te
hni
al innovations.2.2.1 Lifetime distributionLet Z be the random variable of the lifetimes, and let us de�ne Y as the randomvariable of the log lifetimes Y = log(Z). We assume that:
Y = µ+ σ ε, (2.1)where µ is a lo
ation or a medium tenden
y parameter, σ is a s
ale or a dispersionparameter and ε is the error random variable.The distribution of ε depends on the failure mode revealing by ALT. Thanks tophysi
al studies on inter
onne
tion's reliability [24, 29℄; we know that the main failuremode is metal 
reeping indu
ed by a slow material migration on the devi
e. That is whywe assume that the failure mode is a 
lassi
al aging phenomenon and the distributionof the errors ε is a standardized Gaussian distribution.
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elerated Failure Time modelLet x be the stress 
ovariables. Let us noti
e that it 
an be make of r single stress
ovariable; as temperature, voltage, 
urrent density et
.. The A

elerated Failure Timemodel ,denoted AFT model [28℄, is usually de�ning through the following life-stressrelationship, denoting f , and links the medium tenden
y parameter µ with the stress
x :

µ = f(x) = a0 +

r−1
∑

j=1

aj gj(x), (2.2)where the family of fun
tion (gj)1≤j≤r−1 are known by expert advi
es or the physi
sof failure. They are widely 
hosen in order to mimi
 the kineti
 of the degradationme
hanism and the relationship depends on the stress x.For inter
onne
tion �eld, thanks to M
 Pherson and Dunn [24℄ and Ogawa and al.[29℄, who have exhibit di�usion equation of the metal 
reeping. The three a

elerationmodels, asso
iated with inter
onne
tion's reliability, are the two following ones:Name A

eleration CovariablesArrhenius f(x) = a0 + a1.
1
x x: temperatureEyring f(x) = a0 + a1.
1
x + a2 log

(

1
x

)

x: temperatureBla
k f(x1, x2) = a0 + a1.
1
x1

+ a2 log
(

1
x2

)

x = (x1, x2) : x1 temperature
x2 density of 
urrentRemark 2.2.1. Let us noti
e that for Eyring's a

eleration model 
an lead to 
ollinearproblem or 
al
ulation problem during the estimation. Be
ause the range of the terms

1
x1

and log
(

1
x2

) may be very di�erent. We usually take 
are of it by 
hanging theunity of the 
urrent from Ampere to milliampere or by fa
torizing the temperature byBoltzmann 
onstant. We also 
ould use some robust estimator, as an example repla
ingGaussian regression by a ridge regression.2.2.3 Limits of the modelSin
e the thermodynami
 theory, we know that the properties of materials depend onthe environmental 
onditions. And the a

eleration model is also valid for a spe
i�
stress set. When the level of stress is too high, the ALT reveal one (or more) over-stress(es) default(s). Su
h a phenomenon is 
alled overstress. If the model does nottake overstress, the ALT would lead to serious disagreement with the reliability yieldon the operating 
onditions. In pra
ti
e we often en
ounter overstress when we realizeALT after some te
hni
al innovation.Let us noti
e that an other pitfall of ALT : the 
ompetiting failure modes [27℄.However, on semi
ondu
tor's �eld, we rarely observe 
ompetiting failure modes, but wemay observe overstress fail. Thus the ALT are implementing for very spe
i�
 stru
tures(also 
alled 
riti
al stru
tures) whi
h have been 
hosen in order to involve the reliability
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eleration 59of the 
hip. As the test units are mu
h lo
alized. That is why we rarely observe
ompetiting failure modes. But when one is in
oming, one fail is asso
iating with thelower levels of stress (and the operating stress level) ; and an other one is asso
iatingwith higher stress levels. But at the medium stress levels, the two fails may o

ur. Atthose medium stress 
onditions, there is 
ompetiting failure modes.2.2.4 Pie
ewise modelWe propose a pie
ewise a

eleration model; su
h a model is natural and adapting tooverstress data. We de�ne a pie
ewise a

eleration model as follows:
f(x) =

∑

J∈M

[

a0,J +
r−1
∑

j=1

aj,J gj(x)
]

.I(x∈J), (2.3)where M is a distin
t partition of the stress set X . Every disjoint subset J of M isasso
iated with an a

eleration phenomenon a
ting on the test unit at a stress level J .This pie
ewise a

eleration model is a natural statisti
 for ALT when the levelsof stress are misunderstood. Furthermore the pie
ewise a

eleration model is also asimple and pertinent model when the a

eleration is unknown or when the data revealtwo or more failure modes. Ea
h a

eleration set is asso
iating with a spe
i�
 levelof stress and a spe
i�
 lo
ation. Moreover, we believe that the pie
ewise a

elerationmodel approa
hes the stress levels when the stress 
ondition involves overstress. Andwhen the a

eleration reveals some 
ompetition failure mode between two a

elerationslevels ; we shall see two or three stress sets : �rst the lower stress failure, the next thelower and higher failure on 
ompetition and at last the higher failure mode (whi
h maybe invisible when the range of the test is not large enough).2.3 Estimating the number of a

elerations2.3.1 Estimation of the pie
ewise modelLetM be a partition of X , with kM distin
t subsets: X =
⋃

J∈M J . And let FM denotethe set of pie
ewise a

eleration fun
tions on M :
FM =

{

f : x −→ f(x) =
∑

J∈M

[

a0,J +

r−1
∑

j=1

aj,J gj(x)
]

.I(x∈J) : whereaj,J ∈ R

} (2.4)Consider that (Y,x) is an a

elerated framework of (2.1) and (2.3), where
Y = (Y1, . . . , Yn) is a n-sample of observations, and x = (x1, . . . ,xn) is the stressve
tor asso
iated with Y . Now the estimating problem is a simple regression problem.Let f̂M denote the least squares Estimation (LSE) of f on a

eleration fun
tions FM .Larger is kM , better is the �t and smaller is the approximation error. But anestimation with large kM 
an be unstable with large estimation error. A sele
tionmodel allows rea
hing a 
ompromise between these two terms.



60 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALT2.3.2 Penalized least squares EstimatorLet M0 be a given disjoint partition of X . And de�ning Mn as the �nite set of alldisjoint partitions of X build by using the partition M0 as a 
anoni
al basis. We
onsider the 
olle
tion of estimator {f̂M : M ∈ Mn} and we have to 
hose the �best�estimator by using a penalized 
riterion.Let pen be a penalized fun
tion from Mn to R+ and in
reasing with kM . Thepenalized 
riterion for M is de�ned as follows:
crit(M) =

1

n

n
∑

i=1

(

Yi − f̂M(xi)
)2

+ pen(M), (2.5)
= ||Y − f̂M ||2n + pen(M),where the norm ||.||n is the Eu
lidian norm of R

n fa
torized by n− 1
2 . Moreover, wehave 
onsidered here fun
tion f̂M as some ve
tor of R

n 
omposed namely :
(

f̂M(x1), . . . , f̂M(xn)
)

.And the penalized estimator is f̃ = f̂M̂ , where :
M̂ = arg minM∈Mn

crit(M). (2.6)The �rst term of the 
riterion indi
ates the goodness of �t: the larger kM is, thebetter the �t. On the other hand, the penalty's term allows 
ontrolling the 
omplexityof the model: the larger kM , the higher the varian
e of the estimation. Finally the pe-nalized 
riterion attempts to get a 
ompromise between the bias term and the varian
eterm.In the literature, many penalized 
riteria have been proposed, as Akaike's Infor-mation Criterion [1℄ or Bayesian's Information 
riterion [33℄. Both 
riteria 
ome fromasymptoti
 
onsiderations on the risk estimation for AIC and on the 
onditional riskestimation for BIC. When n is small, Hurvish and Tsai [15℄ have proposed a 
orre
tionon AIC (AIC
).For these 
lassi
al 
riteria and for the model used in ALT and de�ned in (2.1) and(2.3), the penalties fun
tions are :Method Penalty fun
tionAIC pen(M) = 2.r.kM .σ2BIC pen(M) = r.kM . log(n).σ2AIC
 pen(M) = (n+r.kM )
(n−r.kM−2) .σ

2The 
lassi
al penalized 
riteria are based on the study of the average on the lossfun
tion of the estimator (here the least squares estimation). However, when thenumber of models in
reases, the range of the average of ||Y − f̂M ||2n 
hanges. In su
h a
ase, those 
lassi
al 
riteria may lead to large overestimation (referring to the numberof parameters of the model). In order to get free from this misleading, we usually study
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eleration 61the 
on
entration of the ||Y − f̂M ||2n over its expe
tation by using some 
on
entrationinequalities (see works of Talagrand and Ledoux). When the framework are Gaussianregression data Baron, Birgé and Massart [5℄ have built a new penalized 
riterion bystudying the 
on
entration of ||Y − f̂M ||2n over its expe
tation.2.3.3 Sele
tion theoremIn a general study, Baron, Birgé and Massart [5℄ have proposed a method that leads toget a general expression of the penalty fun
tion by using new 
on
entration inequality.Birgé and Massart [6, 7℄ have also dis
ussed about the Gaussian model sele
tion. Theyhave proposed a sele
tion theorem and a general expression of the penalty fun
tion. Inour 
ase, the sele
tion theorem leads to the following proposition :Theorem 2.1. Suppose that σ is known. Let {wM}M∈Mn be a family of weights de�nedas follows:
∑

M∈Mn

exp(−wM ) = Σ < +∞ (2.7)Let K > 1 and assume that:
pen(M) ≥ K.

σ2

n

(

√

r.kM +
√

2.wM

)2
. (2.8)Then the penalized least squares estimator f̃ exists and it is unique. Furthermore, thefollowing inequality holds:

Ef

[

||f − f̃ ||2n
]

≤ C(K).

{

inf
M∈Mn

(

||f − fM ||2n + pen(M)
)

+ (1 + Σ).
σ2

n

} (2.9)where C(K) depends only on K and fM denotes the orthogonal proje
tion of f on FMwith respe
t to the norm ||.||n.Remark 2.3.1. Nowadays many papers have developed the works of Baron and al. [5℄for several kind of models : see as an example for regular histograms see the work ofBirgé and Rozenhol
 [8℄; for Gaussian models refer to Birgé and Massart [6, 7℄, Massart[21℄, or Lebarbier [19℄; for regression models with sub gaussian data refer to the worksof Baraud, Comte and Viennet [4℄; for pie
ewise polynomial models with non gaussiandata see the works of Castellan [11℄ or Sauvé [31℄.The previous theorem 
hara
terizes the penalty fun
tion that leads to a �good�
riterion with some 
onstant K and some family of weights (wM

)

M∈M. The qualityof the penalized 
riterion de�ned by (2.8) will be measured thanks to the risk bound(2.9). Let us noti
e that it depends on K and (wM )M∈Mn via pen and Σ. Now wehave to dis
uss about the meaning of those terms and also talk about how to get them.The 
onstant K is a theoreti
al 
onstant and it 
omes from the several bound usedto get the risk bound (2.9). That is why we see a term C(K) whi
h only depends on
K. In a previous paper, Birgé and Massart [6, 7℄ have proved that the range of the
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onsisten
y of the penalized estimator
f̃ . So, in pra
ti
e we have to �nd K as it is large enough to indu
e the 
onsisten
y of
f̃ , and not too large in order to keep C(K) 
lose to 1.Furthermore, the 
onstant K is usually 
alibrating to the data [7℄. On thefollowing se
tions we will dis
uss of heuristi
s of 
alibration. Otherwise, the weightfamily (wM )M∈M are usually interpreting as a way to de�ne the a priori probabilitylaw of the models FM when M ∈ Mn. In the next se
tion, we will talk about the
hoi
e the weight family (wM )M∈M.2.3.4 Form of the penalty fun
tion (
hoi
e of the weights)The role of the weights 
an be interpreted as an implement whi
h re�e
ts the 
omplexityof the models when the dimension in
reases. They 
learly de�ne the form of the penaltyfun
tion. Two strategies are usually made to 
hoose their values: the simplest way isto 
hoose 
onstant weights, wM = w > 0; and, the other way is to 
hoose weights wMvarying with the dimension.Constant weightsLet us re
all that the weights have to respe
t the suitability 
ondition of the exponentialof the weights. Let us denoting Nn as the largest number of a

eleration, whi
h is alsothe number of pie
es of the �ne partition M0. If we take 
are of the de�nition of Σ,then the following inequality holds:

Σ =
∑

m∈M
e−w

=

Nn
∑

k=1

#{M ∈ Mn : km = k} .e−w

≤
Nn
∑

k=1

(

Nn − 1

k − 1

)

e−w

≤ (2Nn−1 − 1).e−w.Thus the sele
tion theorem gives us the general form of the penalty (2.8), we areable to get the form of pen. When the weights are 
onstants, the general form of thepenalty fun
tion is:
pen(M) = c.r.kM .

σ2

n
(2.10)where the 
alibration 
onstant c depends on Σ and r. Let us noti
e that when weassume that c = 2, we �nd the same penalty as Mallows [22℄.When the weights are all 
onstants, we 
onsider that ea
h model 
andidate to theestimation have themselves the same 
omplexity. Consequently we assume that theweights are 
onstants, when we have previously sele
ted by some preliminary pro
edure
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eleration 63the models 
andidates. As an example, we get 
onstants weights when the models Mnare 
onstru
ted by using CART pro
edure [14℄. That preliminary pro
edure gives usembedded pie
ewise models (through the maximal tree where ea
h node represents adyadi
 segmentation of the model). Be
ause with this strategy all models have thesame weight; even if there dimensions are very di�erent.When the weights are 
onstants, the penalised estimator would be
ome a kind ofgeneralized form of Mallows' penalty. Thus we do not turn the use of 
on
entrationinequality to our advantage, let us talk about the variable weights.Variable weightsAn other way to 
hose the weights 
onsists of varying wM with the dimension ;
wM = kM .w(km) > 0 for a suitable positive fun
tion w(.) with respe
t of thesummating of the weights :

Σ =

Nn
∑

k=1

#{M ∈ Mn : km = k} .e−k.w(k) < +∞.Thanks to log
(Nn

k

)

≤ k. log e.Nn

k ; the following inequalities hold:
Σ =

∑

M∈Mn|kM>0

e−wM .kM

=

Nn
∑

k=1

|{M ∈ Mn : km = k}|e−w(k).k

≤
Nn
∑

k=1

(

Nn − 1

k − 1

)

e−w(k).k =

Nn
∑

k=1

k

Nn

(

Nn

k

)

e−w(k).k

≤
Nn
∑

k=1

k

Nn

(e.Nn

k

)k
e−w(k).k ≤

Nn
∑

k=1

(e.Nn

k

)k
e−w(k).k

≤
Nn
∑

k=1

e−k[w(k)−1−ln(Nn/k)]When we 
hoose the weights fun
tion w namely, w(k) = 1+δ+ln(Nn/k), we wouldassume that Σ ≤ (1 − e−δ)−1.Thus the sele
tion theorem gives us the general form of the penalty (2.8), we areable to get the form of the penalty. When the models 
andidates of Mn are the set ofall disjoint partitions of X build by using some 
anoni
al basis, we propose the followingpenalty fun
tion:
pen(M) = r.kM .

σ2

n
.

[

c1 log
(Nn

kM

)

+ c2

] (2.11)where the 
alibration pair (c1, c2) depends on Σ, K and r.All along the next se
tions, we will 
onsider that 
ase: the models 
andidates of
Mn are the set of all distin
t partitions of X build by using elements of M0.
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e of the 
alibrationNow we have to dis
uss about the importan
e of the 
alibration pair (c1, c2). A fortiorithe 
alibration does not depend on the model. It depends on three elements :1. The 
ommon probability law of the errors (εi)i=1,...,n ;2. The 
hoi
e of the weights (wM )M∈Mn ;3. K > 1 some s
alar from the sele
tion theorem.Otherwise the distribution of the errors is given. And we have previously dis
ussedof the 
hoi
e of the weights (see se
tion 2.3.2). But, K is an unknown s
alar. Whenwe look at the sele
tion theorem, we 
ould see that the s
alar K 
omes from the useof several inequalities. We believe that the a

umulation of approximation leads to getpessimisti
 approximation of the general value of K. As it was proposed by the authorsof the sele
tion theorem, we will approximate the 
alibration by using some 
alibrationpro
edure.Moreover, the penalty estimation is 
losely linked with the ora
le model. Thanksto the sele
tion theorem, we have an ora
le inequality (2.9):
Ef

[

||f − f̃ ||2n
]

≤ C(c1, c2).

{

inf
M∈Mn

(

||f − fM ||2n + penc1,c2(M)
)

+ (1 + Σ).
σ2

n

}

,where the term C(c1, c2) is de�ned by the 
alibration pair (c1, c2). Thus the penalizedestimator shall mimi
 the ora
le model. So we 
hoose the value of the 
alibration pair
(c1, c2) in order that C(c1, c2) keeps 
lose to 1. We are able to link the quality of thepenalized least squares estimator with the 
alibration 
onstants.There are various strategies of 
alibration. Here we will talk about two heuristi
smethods:

• Heuristi
 of Birgé and Rozenhol
 [8℄;
• Heuristi
 of Birgé and Massart (see [21℄, se
tion 8.5.2).On the �rst hand, Birgé and Rozenhol
 [8℄ have proposed a heuristi
 of 
alibrationin a very pra
ti
al paper. The prin
iple of the heuristi
 
onsists of analyzing theperforman
es of the penalized estimator versus the ora
le estimator through a MonteCarlo pro
edure. At the end of the pro
edure, we 
hoose the �optimal� 
alibrationpair (c1, c2) in order to minimize the risk bound (2.9).On the other hand, Birgé-Massart (see [21℄, se
tion 8.5.2) have proposed to studythe bias/varian
e de
omposition of the penalized least squares estimator and adaptMallows' heuristi
 [22℄ to the sele
tion theorem. In a few words, we shall 
hoose the
alibration 
onstants in su
h a way that the penalty 
ompensate the empiri
al risk formodels with high dimensions.
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al 
alibration 652.4 Theoreti
al 
alibration pro
edure2.4.1 Aim of the pro
edureThanks to the sele
tion theorem, we assume that we look at an exhaustive resear
h ofthe pie
ewise Gaussian regression model (de�ned in [6, 15℄). Referring to the previouswork, we 
onsider that the following penalty fun
tion holds:
pen(M) = r kM

σ2

n

[

c1 log
(Nn

kM

)

+ c2

]where the 
alibration pair (c1, c2) depends on Σ, K and p and they do not depend onthe Gaussian 
ase of the model.Now our purpose is getting the 
alibration 
onstants c1 and c2 that lead to haveni
e penalized estimator. We will pro
eed in two times. First of all, we will re
allthe theoreti
al 
alibration pro
edure of Birgé and Rozenhol
 [8℄. After, we will applythis pro
edure to the pie
ewise a

eleration model. And in a further se
tion, we willdis
uss about 
orre
tions the penalty fun
tion in order to have a data-driven sele
tionpro
edure (see se
tion 2.6).The theoreti
al 
alibration pro
edure attempts to get a general 
alibration pair
(ĉ1, ĉ2). Thanks to the sele
tion theorem, we know that the 
alibration pair exist, butthe theorem only gives us a lower bound of the 
alibration 
onstants (2.9). That is whywe shall implement some 
alibration pro
edure. Otherwise, the penalty fun
tion onlydepends on the model through the known parameter σ and its dimension. And σ a
tson the penalty fun
tion as some multipli
ative term. So we believe that we 
an �nd anoptimal value of the 
alibration pair (c1, c2) by using some Monte Carlo pro
edure forpie
ewise linear Gaussian models.2.4.2 Des
ription of the pro
edureThe goal 
alibration pro
edure is studying the risk ratio between the risk of thepenalized estimator and an ora
le risk adapted for pie
ewise regression models:

Fn(f ; c1, c2) =
E
(

||f − f̃(c1,c2)||2n
)

inf1≤k≤Nn
E
(

||f − f̂k||2n
)where f̃(c1,c2) is the penalized estimator asso
iated with c1 and c2 and f̂k is the least-square estimator of the best partition in k pie
es. After Fn is estimating by a simpleMonte Carlo pro
edure and we will 
hoose the �nal 
alibration ĉ1 and ĉ2 as the ratio

Fn is uniformly minimum for all f ∈ P and n ∈ N .We de�ne the �nal pro
edure through the following two steps:1. For a given n, we would like to get an optimal value (ĉ1, ĉ2) of the 
alibration
onstants independently of the model. Let us de�ne P some set of pie
ewisefun
tion that is 
hara
terizing the average of the models. And let C be a set of
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alibration 
onstants. After let us estimate Fn by 
al
ulatingits empiri
al estimation F̄n for every values of 
alibration 
onstants (c1, c2) ∈ Cand for all f ∈ P. Hen
e we de�ne a new indi
ator of the quality of the estimation,namely :
M̄n(c1, c2) = sup

f∈P
F̄n(f, c1, c2).2. The optimal 
alibration 
ouple (c1, c2) should minimize M̄n uniformly on n. Sode�ning N as a set of various sampling sizes, we repli
ate the step 1 for all n ∈ N .At the end of the pro
edure, we have the set of the values of the indi
ators:

{

M̄n(c1, c2); (c1, c2) ∈ C and n ∈ N
}

.And referring to the heuristi
 of 
alibration, the optimal value of the 
alibration
onstant would minimizes M̄n(c1, c2) uniformly over all n ∈ N .2.4.3 Calibration for pie
ewise a�ne regressionNow let us apply the 
alibration pro
edure. For this appli
ation se
tion, we havereferred to the work of Lebarbier (see [19℄, 
hapter 3) who has applied the 
alibrationpro
edure to pie
ewise 
onstant Gaussian models. Here we have applying the 
alibra-tion pro
edure with pie
ewise Arrhenius regression models with Gaussian distributions.ForM a given partition of the 
ovariable set, the pie
ewise Arrhenius regression modelsare 
hara
terizing by f su
h that :
f(x) =

∑

J∈M

(a0,J + a1,J/x) 1J (x).For the 
alibration, we have used the following data :
• The sampling set N = {20; 50; 100; 200}.
• For a given n ∈ N , the 
ovariable x is a regular grid of n elements from 300 to400.
• The largest partition M0 is building by using elements of {xi : i = 1, . . . , n} ∪

{+∞}.
• The s
ale parameter σ = 1.
• The set P is 
omposed of 35 simulated pie
ewise Arrhenius regression modelssu
h that f (j)(x) =

∑

J∈M (j)

(

a
(j)
0,J + a

(j)
1,J/x

)

.1(x∈J) for all j = 1, . . . , 35;where� k(j)) is the realization of some Poisson random variable P(6).� M (j) is a partition with k(j) intervals 
hara
terizing by the realization of anuniform law of (k(j) − 1) drawing over the set {xi : i = 1, . . . , n}.



2.4. Theoreti
al 
alibration 67� a
(j)
0,J ∼ N (−10, 102) and a(j)

1,J ∼ N (5000, 2002).
• The 
alibrations variables are :� c1 varies from 0 to 15 and takes 132 values.� c2 varies from 0 to 20 and takes 121 values.
• The number of Monte Carlo samples Nsim = 250.The result of the 
alibration is summarized in the three next �gures (2.1), (2.2) and(2.3). In the �gure (2.1), we have represented the fun
tion c1 → M̄n(c1, c2) at a givenvalue of c2 = 1, 2, 3, 3.4, 4 or 5 and for various n ∈ N . The �gure shows us that:
• The 
ontrast of the 
urves in
reases when c2 in
reases.
• The shape of every 
urves seems themselves very 
lose when c1 is in the lo
alityof c∗1(c2, n) (in a �rst time the 
urves are 
lose, and in a se
ond time it in
reaseswith c2 is larger).
• The value of the minimum c∗1(c2, n) are themselves 
lose when for medium valuesof c2 (around 3).
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Figure 2.1: The empiri
al estimation of the risk ratio for pie
ewise Arrhenius a

eler-ating Gaussian model : we have plot out M̄n(c1, c2) when c2= 1, 2, 3, 3.4, 4 and 5 infun
tion of c1.
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n min M̄n(c1, c2) M̄n(2.8, 3.4) M̄n(2.1, 2) M̄n(3.2, 3) M̄n(1.4, 4) M̄n(2, 5)20 1.2279 1.2651 1.8918 1.2487 1.2318 1.368150 1.2319 1.2839 1.4838 1.3042 1.6544 2.9764100 1.1381 1.1941 2.2956 1.208 1.5273 1.1633200 1 1.1189 6.0536 1.1447 1.1433 1.0535Table 2.1: This table gives us the value of M̄n(c1, c2) when n varies and for some pairs

(c1, c2) 
andidates to the 
alibration.Now let us dis
uss about the values of c∗1(c2) = arg minc1≥0[M̄n(c1, c2)] for a fewvalues of c2 = 2, 3, 4, and let us 
ompare them with Lebarbier's 
alibration (2, 5). Andlet us 
al
ulate the global minimum upon the maximum the risk ratio {M̄n(c1, c2) −
inf(c′1,c′2)>0(Mn(c′1, c

′
2))
}. This fun
tion is minimum when c1 = 2.8 and c2 = 3.4. We�nd that :
c∗1(2) = 2.1, c∗1(3) = 3.1 and c∗1(4) = 1.4.The table 2.1 shows us the behaviour (in terms of the risk ratio) of those 
alibrationpair when n varies. We have taken as a referen
e min M̄n(c1, c2), the minimum valuesof the risk ratio for all sampling sizes. We 
an see that for (2.8,3.4), the values of theratio keeps 
lose to min M̄n(c1, c2) when n varies. Moreover they are themselves very
lose (1.19, 1.26 and 1.28).
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Figure 2.2: Contrast of the risk ratio M̄n(c1, c2) for all n ∈ N for Gaussian model.
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Figure 2.3: Maximum values of 
ontrast of the risk ratio {

M̄n(c1, c2) −
inf(α,β)>0(Mn(α, β))

} for Gaussian model.For the pair (3.2,3) is quite the same. Noti
e that looking at �gure (2.1), we 
anhope that the pair (3,3) would have the same kind of behaviour - and it does:
M̄20(3, 3) = 1.2380, M̄50(3, 3) = 1.2743, M̄100(3, 3) = 1.2193 and M̄200(3, 3) = 1.1536.When (c1, c2) = (1.4, 4) or (2.1, 2) or (2,5), the variability of the risk ratio in
reases,and some ratio are larger than 2.So thanks to the table 2.1 and �gures (2.1), (2.2) and (2.3), we 
an assume thatthe risk ratio is uniformly minimal in a thin area where c2 ≈ 3.4 and c1 ≈ c2. In a wayof simpli�
ation, we propose to use the 
alibration pair (3,3), so we assume that thepenalty fun
tion is as follows:

pen(M) ≃ λ.r.kM .
σ2

n
.

[

log
(Nn

kM

)

+ 1

]

, (2.12)where λ ≈ 3. This �rst 
alibration will be 
on�rmed by the next experiments.2.5 Data-driven 
alibration pro
edureIn the present se
tion, we will talk about some data-driven 
alibration based on theheuristi
 of Birgé-Massart (in details on 2.5.1) and its appli
ation to pie
ewisea

eleration models on 2.5.2. The 
alibration pro
edure is 
alled data-driven, be
ausewe 
alibrate the penalty fun
tion on the data. In a �rst time, we have des
ribed theheuristi
. Next we have illustrated (and tested) the 
alibration pro
edure for simulateddata. And at the end, we have used the heuristi
 of Birgé and Massart in order toimplement a theoreti
al 
alibration pro
edure based on full noisy data.



70 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALT2.5.1 Birgé-Massart's heuristi
The heuristi
 of Birgé-Massart (see [21℄ on se
tion 8.5.2) deals with an update of theheuristi
 of Mallows [22℄. The prin
iple of Mallows' heuristi
 
onsists of studying thebehaviour of the risk of the least squares estimator f̂M . Thanks to Co
hran's theorem,we de
ompose the risk of f̂M as follows:
E
(

||f − f̂M ||2n
)

= ||f − fM ||2n + E
(

||fM − f̂M ||2n
)

= ||f − fM ||2n + σ2 r.kM

nwhere fM is the proje
tion of f to the linear model FM with respe
t to the norm ||.||n.Looking at the risk, the best partition M∗ is the one whi
h is minimizing:
||f − fM ||2n + σ2 r.kM

n
.As f does not depend on M , M∗ minimizes the next 
riterion:

−||fM ||2n + σ2 r.kM

n
.The key of Mallows' heuristi
 
onsists of repla
ing the term ||fM ||2n by an unbiasedestimator. An ad-ho
 estimator of ||fM ||2n is ||f̂M ||2n but it is biased:

E
(

||f̂M ||2n
)

= ||fM ||2n + E
(

||f̂M − fM ||2n
)

= ||fM ||2n + σ2 r.kM

n
.So we shall estimate ||fM ||2n by ||f̂M ||2n − σ2 r.kM

n an unbiased estimator.Now 
onsider k = 1, . . . , Nn = n, and de�ning Mk as it minimizes −||f̂M ||2n when
kM = k. Furthermore, let f̂k be the least squares estimator asso
iated with the partition
Mk the best partition on k pie
es. Mallows proposes to minimize the following term:

−||f̂k||2n + 2σ2 r k

n
. (2.13)The heuristi
 of Mallows supposes that ||f̂k||2n keeps 
lose to its expe
tation for all

M simultaneously. But this assumption is only true when the partition M is not toolarge. However this phenomenon has intrinsi
ally a
ted to the 
hoi
e of the penaltyfun
tion of Birgé and Massart [6℄. Thanks to the sele
tion theorem, we take 
are ofthe 
omplexity for large models on the sele
tion 
riterion, and we repla
e σ2 r.k
n by

σ2 r.k
n

[

c1 log(Nn/k) + c2
].The heuristi
 of Birgé-Massart supposes that ||f̂k||2n keeps 
lose to its expe
tationand half of the penalty term:
||f̂k||2n ≃ E

(

||f̂k||2n
)

= ||fk||2n +
1

2
pen(Mk).
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alibration 71Moreover, the term ||fk||2n is 
onstant when k is large. Thus ||fk||2n = ||f ||2n +
||f − fk||2n by de�nition. At the same time, when M is large ||f − fk||2n ≃ 0. At last,when k is large enough, we assume that :

−||f̂k||2n ≃ 1

2
pen(Mk) + c0

≃ 1

2
r k

σ2

n
c1

[

log
(n

k

)

+
c2
c1

]

+ c0 (2.14)and let us denoting λ = c1 and c = c2/c1.Now let us use this heuristi
 in order to 
alibrate the penalty fun
tion. Thepenalized 
riterion have to sele
t the k̂ number of pie
es of the best partition thatminimizes the penalized 
riterion (2.5). Thanks to Birgé-Massart's heuristi
, when
kmin ≤ k ≤ kmax, we estimate the 
alibration pair (c1, c2) through a least squares �t of
−||f̂k||2n on 1

2r k
σ2

n λ
[

log(n/k) + c
]

+ c0.Remark 2.5.1. If σ is unknown, we are able to use the heuristi
 of Birgé-Massart. Wejust have to integrate this unknown parameter to the �t, and then we have to realizethe following regression:
−||f̂k||2n ≃ 1

2

r k

n
λ′
[

log(Nn/k) + c
]

+ c0, ∀k = kmin, . . . , kmax.2.5.2 Appli
ation of Birgé-Massart's heuristi
Now, we have estimated the median of the 
alibration 
onstants through a Monte Carlopro
edure using 100 simulated samples of by pro
edure a 3 Arrhenius Lognormal ALTfor various sampling sizes n = 50, 100, 200 and 400. The a

elerating fun
tion is buildby using 3 pie
ewise Arrhenius, as:
f(x) =







− 24 + 12900/x, if x < 345;

−145 + 52900/x, if 345 ≤ x < 370;

− 46 + 13400/x, if 370 ≤ x.Let σ = 0.8 and the 
ovariable ve
tor is a regular ve
tor x, when n=50 (resp
n=100 and so on), x is a ve
tor de�ned as a regular grid of the interval [300;400℄ in 50(resp 100, and so on). Next we have tested various values of kmin and kmax, that aretwo parameters of the heuristi
. We have 
ompared the following ranges for the highdimensional models:

• kmin = 5 or 10;
• kmax = n/4, n/3 or n/2.The simulated study is summarizing by two tables 2.2 and 2.3, and two �gures2.4 and 2.5. The table 2.2 gives us the MC-estimation of c, λ and the empiri
al riskratio between the estimation risk and the ora
le risk of grouped models. We 
ouldsee that the estimation of λ seems stable and does not vary with kmin or kmax. This
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(kmin, kmax) (5,n/4) (5,n/3) (5,n/2) (10,n/4) (10,n/3) (10,n/2)
n=50: ĉ 1.1940 1.1758 1.1454 1.0417 1.1387 1.1164

λ̂ 1.6284 1.6089 1.5918 1.4887 1.5772 1.5788risk ratio 1.8314 1.8314 1.8314 13.9644 2.6490 1.8314
n=100: ĉ 1.1890 1.1898 1.1383 1.1215 1.1300 1.1205

λ̂ 0.8194 0.8409 0.8436 0.8325 0.8346 0.8268risk ratio 1.8721 1.8341 1.9429 2.4854 2.2681 2.5659
n=200: ĉ 1.1302 1.1540 1.1239 1.1531 1.1455 1.1254

λ̂ 1.2408 1.2380 1.2382 1.2409 1.2389 1.2390risk ratio 1.0274 1.0274 1.0274 1.0274 1.0274 1.0274
n=400: ĉ 1.1551 1.1646 1.1414 1.1556 1.1791 1.1352

λ̂ 1.8441 1.8752 1.8929 1.8436 1.8752 1.8924risk ratio 1 1 1 1 1 1Table 2.2: The table represents the median and mean estimations of c∗ for LognormalALT with various sampling sizes.
(kmin, kmax) (5,n4 ) (5,n3 ) (5,n2 ) (10,n4 ) (10,n3 ) (10,n2 )

n=50: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 8|58|1|0 0|91|1|0 0|100|0|0

n=100: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|76|11|2 0|76|13|1 0|74|13|2 0|72|10|1 0|72|12|1 0|68|9|6

n=200: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|99|1|0 0|99|1|0 0|99|1|0 0|99|1|0 0|99|1|0 0|99|1|0

n=400: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0Table 2.3: The table represents p̄k̂(k) = 1

100

∑100
j=1 1(k̂(y(j),x(j))=k) the empiri
al distri-bution of k using the PLSE for Lognormal ALT with various sampling sizes.observation is 
on�rming by the box plot of the estimation of λ on �gure 2.5. Su
h aresult is logi
al, as λ 
omes from a 
omplexity term. Otherwise, the estimation of c isnot 
onstant when n, kmin or kmax are varying . But looking at the box plot on �gure2.4, we 
ould see that for a �xed value of kmin the box plots are nested when kmaxvaries. Also we 
ould see that the variability of estimations of c is de
reasing when

kmax is in
reasing and for a �xed kmin. The 
hoi
e of n, kmin and kmax have an e�e
ton the estimation of c.Now let us dis
uss about the quality of the sele
tion method. The table 2.2 showsthat the risk ratio is de
reasing when n is in
reasing and it is 
lose to 1 when n ≥ 200.And when n ≤ 100, the risk ratio are not large when kmin = 5 and they are de
reasingwith kmax when kmin = 10.Next, the table 2.3 gives us the empiri
al distribution of k̂ (the estimation of k thenumber of ruptures). The empiri
al distribution of k̂ gives the same kind of result aswe have previously observed. If n ≤ 200, than the PLSE returns almost surely theright number of ruptures. After, if n ≤ 100 and kmin = 5, the su

ess rate is 
onstant.
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74 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTAnd if n ≤ 100 and kmin = 10, the su

ess rate is higher when kmax < n/2.At the end, the �rst method gives us a simple sele
tion method if n is larger than200. And if n is not large, we should take 
are of the values of the 
ouple (kmin, kmax);espe
ially we have to get kmin whi
h is not to far from the real value of k or a large
kmax.2.5.3 Birgé-Massart's heuristi
 on full noisy dataIn this se
tion, we will dis
uss of the use of Birgé-Massart's heuristi
 in order to get the
alibration 
onstants. The main idea of the following 
alibration pro
edure 
onsists ofsimulating some full noisy data and also applying Birgé-Massart's heuristi
 (see [21℄on se
tion 8.5.2). If µ = 0 the data are full noisy data and then there is no statisti
alinformation. The term E

[

||f̂k||n
] is approximately 
onstant for all pie
ewise a�nemodels made of k pie
es. And then, the heuristi
s assumes that:

−||f̂k||2n ≃ 1

2

p k

n
λ
[

log(n/k) + c
]

+ c0, ∀k ≤ kmax.So a simple and qui
k 
alibration pro
edure 
onsists of estimating c based on aMonte Carlo method and using Birgé-Massart's heuristi
 for noisy data. And thanksto this simulating study, the form of the penalty would be:
pen(M) = λ∗ σ2 r k

n

[

log
(Nn

k

)

+ c∗
]

,where the 
alibrations 
onstants λ∗ and c∗ are given by the Monte Carlo pro
edure.Pro
edureThe simple pro
edure of 
alibration of c will be a Monte Carlo study based on 100noisy frameworks for the standard distributions N(0, 1). Let (Z(j))j=1,...,100 be these100 frameworks. For ea
h regression data Z(j), we have to 
al
ulate Mk(j) and f̂k(j).Then we shall estimate the pair (λ(j), c(j)) by the following linear estimation:
−||f̂k||2n ≃ λ(j) r k

n

[

log
(n

k

)

+ c(j)
]

+ c0.For Gaussian distributions, we have realized the simulating 
alibration pro
edurefor various sampling sizes n = 50, 100, 200 and 400, kmin = 1 and kmax = n/5, n/4,
n/3 or n/2. And we have 
onsidered di�erent 
ovariables ve
tor T for ea
h samplingsize. When n=50 (resp n=100, n=200, and so on), T 
on
atenate one ve
tor de�nedas some regular grid of the interval [300;400℄ in 50 (resp 100, 200, and so on) valuesand kmax varies.In the table 2.4, we have regrouped the median, the mean and the standard deviationbased on the estimations of c when n=50, 100, 200 or 400 and kmax=n/5, n/4, n/3 or
n/2. For a given sampling size, we see that the standard deviation are 
learly de
reasingwhen kmax is in
reasing. Otherwise sin
e n is �xed, the median and the mean are near
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Table 2.4: The table represents the median and mean estimations of c∗ based on thepure noisy method for Lognormal ALT with various sampling sizes.

Kmax n/5 n/4 n/3 n/2
n=50: median 1.1152 1.0907 1.1182 1.1032mean 1.3772 1.1977 1.1321 1.0926std 1.0028 0.5187 0.2979 0.1319
n=100: median 0.9953 1.0291 1.0925 1.0894mean 1.2377 1.1464 1.1181 1.0979std 0.7008 0.4207 0.2311 0.0944
n=200: median 1.0700 1.0543 1.0958 1.0963mean 1.0989 1.0892 1.1057 1.1058std 0.3542 0.2470 0.1582 0.0725
n=400: median 0.9385 1.0139 1.0939 1.1106mean 0.9614 1.0140 1.0772 1.1081std 0.2127 0.1549 0.1063 0.0479
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76 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTthe same value when kmax=n/2 ; so the empiri
al distributions of ĉ seems symmetri
.Next, looking at the box plot of c on �gure 2.6, we observe that the box plots of care nested for n �xed. The �gure also show us that the variability of the estimationsde
reases when kmax in
reases.Finally, when kmax = n
2 , the distribution of the Monte-Carlo estimators are 
learly
on
entrating around the median (and the mean), and for all n, the estimator of c∗ areround the same value. So we propose to get c∗ = 1.1016, whi
h is te average of themedian of c when n=50, 100, 200 and 400.2.6 Data-driven 
orre
tion of the 
alibrationDuring this se
tion, we will 
onsider that the form of penalty fun
tion is given asfollows:

pen(M) = α gn(k) (2.15)
= α r kM

σ2

n

[

c1 log
( n

kM

)

+ c2

]

.where the 
alibration pair is given by the pro
edure of Birgé and Rozenhol
 (see se
tion2.4) or using the heurisiti
 of Birgé and Massart on full noisy data where c1 = λ and
c2 = c.λ (see se
tion 2.5.3).2.6.1 Aims and method of 
orre
tionIn pra
ti
e, we usually 
orre
t the theoreti
al 
alibration 
onstants, thus working withreal data leads to additional 
onstraints :

• Misleading us on the s
ale of the penalty fun
tion ;
• Unknown s
ale parameter σ.First of all, it is 
lear that some misleading of the s
ale of the penaltyfun
tion leads to overestimate the 
omplexity of the real model (as it does for AIC).Moreover, the theoreti
al 
alibration pro
edures are Monte Carlo pro
edures, somespeople would like to adapt the penalty term to the data. When the 
alibration
onstants are misrepresenting the data ; we have to �nd where the heuristi
s of
alibration mismat
hes the data. That is why we will use on
e again the heuristi
sof 
alibration : in order to 
orre
t the 
alibration pair by using some multipli
atives
alar to the penalty. Furthermore, the 
orre
tion pro
edure of the 
alibration gives usa pra
ti
al data-driven method.On the other hand, the s
ale parameter σ maybe unknown. Unfortunately, we havesupposed that σ is known when we have 
onstru
ted the penalized 
riterion (referring toassumption of the sele
tion theorem). However, the s
ale parameter σ only in�uen
esthe penalty fun
tion through some multipli
ative term σ2. Thanks to that statement,we 
ould integrate the unknown σ into the 
orre
tion term.
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orre
tion of the 
alibration 77Remark 2.6.1. Let us noti
e that Huet have worked on variable sele
tion with Gaussianand when σ is unknown. She has used Kullba
k-Liebler distan
e instead of quadrati
risk and she has proposed a sele
tion theorem using the same kind of penalty fun
tionas Birgé and Massart do.Anyway, we generally 
onsider that the penalty fun
tion is multiplying by some
orre
tive term α. Thanks to the general study of Birgé and Massart [6, 7, 21℄, weassume that when the value of α goes to in�nity, the bound of the ora
le inequality(2.9) holds, but the inequality also be
omes larger for larger values of α. Next, weassume that when the value of α is less than 1, the sele
ted model is overestimating thedimension of the true model. In this work, we have referred to the thesis of Lebarbier[19℄, who has applied the heuristi
s of Birgé and Massart in order to dete
t the ruptureson some pie
ewise 
onstant Gaussian data. When σ is unknown, we estimate it in orderto get an idea of its magnitude ; as Lebarbier we have use the non-parametri
 estimatorof Hall and al. (1990). Then, we have to �nd the minimal 
alibration term αmin usingan heuristi
 of 
alibration. And we estimate the �nal 
orre
tion term αopt = 2αmin.At the end, we are able to estimate the PLSE based on data-driven sele
tion method.
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Figure 2.7: Representing the variations of the penalized estimation when the 
orre
tionterm α varies.For some �xed value of 0 ≤ α, let k̂α be the number of ruptures dete
ting. Itis easy to prove (see [19℄, lemma 4.4.1 and 4.4.2.) that there is a sequen
e of s
ales
α0 = 0 < α1 < . . . < αN and there is a sequen
e of numbers k0 = Nn > k1 > . . .> kN su
h that for all α ∈ [αj ;αj+1[ the estimation leads to sele
t k̂α = kj . Thefun
tion of the number of ruptures α → k̂α is de
reasing. It is step fun
tion based on
(kj)1,...,N . And −αj is the 
oe�
ient estimating when we get the regression of ||f̂k||2nby gn(k). In pra
ti
e, when we plot the step fun
tion α→ k̂α, we would observe some



78 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTsigni�
ant rupture on dimension of the model that underlines the value of αmin theminimal penalty. As an example, we have represented this step fun
tion on the �gure2.7 for some Lognormal a

elerating life test based on an a

eleration fun
tion buildwith 4 Arrhenius a

eleration steps.In the example given on �gure 2.7, we 
learly see some signi�
ant dimensional gap on
gn. The minimal penalty is de�ned as the value of the largest dimensional gap, denoting
αmin. At last we de�ne the optimal penalty denoting αopt as αopt = 2.αmin. Whenthe form of the penalty was 
orre
tly 
alibrated, the value of the largest dimensionalgap shows us the αmin. And if the largest models leads to poor or even non 
onvergentestimation, than the value of the largest gap may indu
e a small αmin. In su
h 
ase,we noti
e that the se
ond larger gap is asso
iated with a larger αmin. We 
ould easilysee these phenomena in pra
ti
e, but most of usefully statisti
al method is automati
.In order to avoid the limits of the method, Lebarbier have proposed to 
onstraint the
αmin to be larger that σ2 βseuil. In pra
ti
e, σ is known or estimated and the s
alar
βseuil is estimating though a test whi
h dete
ts if there is not any rupture :

H0 : (α ≥ βseuil σ̂2) versus H1 : (α < βseuil σ̂2).Thanks to a study of the empiri
al distributions of α with Gaussian frameworks,Lebarbier have proposed to get βseuil = 0.62 when n < 200, and βseuil = 0.76 when
n ≥ 200.2.6.2 Numeri
al appli
ationWe have performed the penalized estimator by using the data-driven 
orre
tion of thepenalty with the same example as we have told in se
tion 2.5.2 :

f(x) =







− 24 + 12900/x, if x < 345;

−145 + 52900/x, if 345 ≤ x < 370;

− 46 + 13400/x, if 370 ≤ x.During the sele
tion pro
edure, we have supposed that σ is known. As [19℄ we haveused the non parametri
 estimator of Hall and al. in order to get an approximation of
σ. However, we 
an also 
hoose the largest estimator of σ over all plausible pie
ewisemodels. Next, we have applied the method using the 
alibration pro
edure of Birgé andRozenhol
 (denoting PLSE1) and we have also applied the method with the pro
edurebased on full noisy data (denoting PLSE2). Furthermore, we have implemented the
lassi
al penalized estimators AIC, BIC and AIC
. And lastly, we have tested the PLSEin order to 
orre
t the penalty fun
tion of BIC with the previous data-driven pro
edurewhere gn(k) = k log(n). We have denoted BIC
 that data-driven 
riteria based on thepenalty of BIC.
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alibration 79PLSE1 PLSE2 AIC AIC
 BIC BIC

n = 50 : k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5

p̄k̂(k) 0|71|9|6 0|65|11|4 0|5|9|22 0|0|0|0 0|61|27|7 0|77|16|6
n = 100 : k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5

p̄k̂(k) 0|81|13|2 0|75|14|3 0|0|4|3 0|0|0|0 0|68|25|4 0|73|18|5
n = 200 : k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5

p̄k̂(k) 0|91|5|3 0|89|6|4 0|0|0|0 0|0|0|0 0|65|18|12 0|93|6|1
n = 400 : k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5

p̄k̂(k) 0|98|2|0 0|96|4|0 0|0|0|0 0|0|0|0 0|68|22|9 0|100|0|0Table 2.5: Table of the empiri
al distribution of k̂ the penalized estimator of the numberof ruptures on the data and for various sele
tion pro
edures: AIC, BIC, AIC
 and theadaptation penalty with the three data-driven methods : PLSE1, PLSE2 and BIC
.
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n=400Figure 2.8: Box plot of 
orre
tion sin
e the penalty fun
tion of BIC for all samplingsizes.On the table 2.5, we have got the empiri
al estimation of k̂ the estimation of thenumber of a

elerating step for all sele
tion methods. The PLSE1 and PLSE2 have thesame kind of results, the empiri
al distribution of k is 
on
entrating on the true valueof k=3, it never underestimates the model and the rate of overestimation is de
reasingwith n. The methods based on Akaike's method are strongly underestimating thepenalty, and they are always overestimating the model. And the BIC 
riterion givesbetter results than AIC, but when n is in
reasing the re
ognizing rate of BIC staybetween 61 and 68%. Moreover, BIC
 has the same kind of performan
es as PLSE1



80 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTratio PLSE1 PLSE2 AIC AIC
 BIC BIC

n = 50 1.9737 2.2031 4.7593 8.7587 2.0508 1.4814
n = 100 1.6662 2.0425 8.1829 16.7133 1.8165 1.5533
n = 200 1.5577 1.5167 15.5709 31.9942 2.1252 1.1744
n = 400 1.0551 1.1052 44.3593 93.4644 2.9463 1.0000Table 2.6: Table of the empiri
al risk ratio between the estimation risk and the ora
lerisk for all tested pro
edures: AIC, BIC, AIC
 and our penalty with the three data-driven methods : PLSE1, PLSE2 and BIC
.and PLSE2. We also noti
e that the median of the 
orre
tion term of BIC
 is in
reasingwith n. The box plots of the 
orre
tion term on �gure 2.8 show that the 
orre
tion termis 
on
entring around 1 (
lassi
al estimation of BIC's penalty). During the simulations,some 
orre
tion of BIC are larger than the expe
tation (and not larger than 2). When

n=50, 100 the performan
es of BIC and BIC
 are quite the same. And, when n=200or 400, BIC
 has a better re
ognizing rate (around 80%) than BIC (around 65%).And on the table 2.6, we have given an estimation of the risk ratio between the PLSEand the ora
le of the grouped models (dimension per dimension). As in theoreti
alresults, the sele
tion method based on Sauvé's theorem gives the better results interms of risk ratio. The risk ratio of PLSE methods is de
reasing when n is in
reasing.And it is 
loser to 1 when n is in
reasing. Let us noti
e that the 
alibration based onthe 
alibration of Birgé and Rozenhol
 gives better results than the ones based on fullnoisy data. Also, the risk ratio of the 
orre
ted 
riteria based on penalty of BIC has thesame magnitude as the PLSE based on Birgé and Rozenhol
's pro
edure. And next,the risk ratio for 
riterion of AIC and AIC
 are 
learly larger than two, even when n islarge. And BIC's risk ratio are betwenn 1.8 and 2.8 (the re
ognizing rate of BIC keeps
lose to 65% although n is in
reasing). Lastly, the fa
t that the estimation based onAIC or BIC are far from the ora
le estimation 
learly explains why the PLSE of thetable 2.5 do not dete
t the true model sin
e the penalty fun
tion is AIC, BIC or AIC
.Based on this appli
ation, we see that the PLSE methods give better results in termsof re
ognizing rate (and in terms of risk ratio). The performan
es of PLSE methodsare themselves very 
lose (here PLSE1 have better re
ognizing rate and BIC
 havelower risk ratio). It is interesting to noti
e that BIC's 
orre
tion term is 
on
entratingaround 1 (the empiri
al estimation of BIC's penalty), but we also 
al
ulate 
orre
tionthat are larger than 1. We also noti
e, when n is larger than 200, that the median ofthe BIC's 
orre
tion term is slowly in
reasing.2.6.3 Appli
ation on real dataIn the last se
tion, we propose to apply the sele
tion pro
edure on real data. We havetested the method on two di�erents 
ases. The �rst example deals with a reliabilitystudy of 
lass-B insulation motors. We have a

elerating data with a di�erent behaviourbetween lower and higher stress levels. In fa
ts, the experiment reveals 
ompetitingfails for higher stress 
onditions. The se
ond example deals with a reliability study
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tion method and for a 3Arrhenius Lognormal ALT.
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riteria and for a 3 Arrhenius Log-normal ALT.of battery voltage drop. We have data from a pie
ewise 
ubi
 regression model. Thestress sets are given for the experiment, we have applied our model in order to test thedete
tion of ruptures on the 
ubi
 regresion model.Example 1 : Class-B motor insulation dataWe 
onsider the motor insulation data given by Nelson [27℄, 
hapter 7, whi
h is
olle
ted from an a

elerated testing of motor insulation. The stress used during ALTis temperature (with four temperatures 150, 170, 190 and 220◦C) and the a

elerationfun
tion is Arrhenius. The distribution of the lifetimes is assumed to be Lognormal.The experiment proposes to keep on the test while the �rst fail o

urs. During the test,there is three failure root 
auses : turn, phase and ground. Nelson proposes to analyseea
h failure mode independently and to �t a series-system model. Looking at the data,we noti
e that the ground fail o

urs on lower stress levels. Hen
e the three failuremodes are 
ompetiting on higher stress levels. Here we propose to use a pie
ewiseArrhenius model with an unknown number of a

eleration sets. We forget the root
auses and we hope that the sele
tion pro
edure will dete
t the two 
omportments.Su
h an analysis may not repla
e a 
ompetiting risk analysis, our aim is only to under-line the misleading on a 
lassi
al ALT.The sampling size is 34 (in order to have 
omplete data, we have o

ulted 
ensuredobservations that o

ur at 150◦C) be
ause with 
ensured data we should have usedMLE instead of LSE. We also assume that c = 1, thanks to the estimation of se
-tion 2.4.3 based on Birgé-Rozenhol
 
alibration pro
edure. And we have also 
onsiderthat the plausible ruptures on the a

eleration may o

ur on temperatures 160, 180or 200◦C. We have run on the dynami
 algorithm (see appendix A) and the heuristi




84 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTtrend (see 2.6.1). The dynami
 algorithm gives the following stress sets :
M̂1 =

{

[0,+∞[
}

M̂2 =
{

[0, 180[, [180,+∞[
}

M̂3 =
{

[0, 160[, [160, 180[, [180,∞[
}

M̂4 =
{

[0, 160[, [160, 180[, [180, 200[, [200,∞[
}
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Figure 2.15: The 
alibration plot represents the sele
ting dimension when the 
orre
tingterm α varies.In �gure 2.14, we have tra
ed the residual sum of square of the models 
andidates tothe estimation (indexing by the number of ruptures on the a

eleration relationship).Next, the �gure 2.14 represents the sele
ting dimensions versus α the 
orre
tion termused during the heuristi
 trend. We observe that the minimal dimensionnal gap o

urswhen αmin = 1.134, so αopt = 2.268 and the sele
ted model is M̂2. Su
h a 
hoi
e seems
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al, be
ause the sele
tion 
riterion regroups the stress 150 and 170◦C where theground fail o

urs. Otherwise, it regroups the stress 190 and 220◦C where we assert
ompetition between the three failure modes. In this example, the sele
tion methodhave dete
ted the 
hanges between lower an higher stress levels. At the end, we havetra
ed the Class-B data and the PLSE estimation on �gure 2.16. And we have alsotra
ed the residual plot on �gure 2.17.
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86 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTExample 2 : Battery voltage dropNow we 
onsider the battery voltage drop in a guided missile motor observed over thetime of missile �ight, we have 
olle
ted these data from the book of Crowder and al.[13℄ (
hapter 5, example 5.2). The regression framework is (yi, xi), where yi's are times(in se
onds) and xi's are voltage drop of the missile's battery. The authors have shownthat the 
ourse of the missile have 
hanged during the experiment at 6.5 and at 13se
onds. They proposed to �t the data with a 
ubi
 spline model, as follows :
y = a0,0 + a0,1.x+ a0,2.x

2 + a0,3.x
3 + a1.(x− 6.5)3+ + a2.(x− 13)3+.Here, we will test our sele
tion pro
edure in order to dete
t the number of 
hange onthe 
ourse of the missile. We propose to �t the data with a pie
ewise 
ubi
 polynomialmodel, namely :

y =

k
∑

j=1

[

aj,0 + aj,1.x+ aj,2.x
2 + aj,3.x

3
]

. 1(x∈Jk)where k is the unknown number of ruptures during the �ight and (Jk) are distin
ttime interval whi
h de�ne the time of ea
h 
ourse. Here we have 
onsider that k thenumber or ruptures in less than 10. And we have 
onsider that all ruptures 
andidatesto the estimation are all number from 2 to 18 per 0.5 (noti
ing that the real rupturesare 
onsidered). We have run on the dynami
 algorithm (see appendix A) and theheuristi
 trend (see 2.6.1). The dynami
 algorithm gives the following stress sets :
M̂1 =

{

[0,+∞[
}

M̂2 =
{

[0, 6[, [6,+∞[
}

M̂3 =
{

[0, 6.5[, [6.5, 16.5[, [16.5,∞[
}

M̂4 =
{

[0, 5[, [5, 7.5[, [7.5, 16[, [16,∞[
}

M̂5 =
{

[0, 5[, [5, 7.5[, [7.5, 14.5[, [14.5, 16.5[, [16.5,∞[
}

M̂6 =
{

[0, 5[, [5, 7.5[, [7.5, 14.5[, [14.5, 16.5[, [16.5, 17.5[, [17.5,∞[
}

M̂7 =
{

[0, 5[, [5, 6[, [6, 7.5[ [7.5, 14.5[, [14.5, 16.5[, [16.5, 17.5[, [17.5,∞[
}

M̂8 =
{

[0, 5[, [5, 6[, [6, 7.5[ [7.5, 8.5[, [8.5, 14.5[, [14.5, 16.5[, [16.5, 17.5[, [17.5,∞[
}

M̂9 =
{

[0, 3.5[, [3.5, 5[, [5, 6[, [6, 7.5[ [7.5, 8.5[, [8.5, 14.5[, [14.5, 16.5[, [16.5, 17.5[,

[17.5,∞[
}

M̂10 =
{

[0, 3.5[, [3.5, 5[, [5, 6[, [6, 7.5[ [7.5, 8.5[, [8.5, 13.5[, [13.5, 14.5[, [14.5, 16.5[,

[16.5, 17.5[, [17.5,∞[
}The sampling size is 41, we have implemented the method 1 in order to estimate

c = c2/c1, supposing that Kmin = 3 and Kmin = 10. In �gure 2.18, we have tra
ed the�t of the penalty fun
tion. So we �nd that c ≃ 1.1718.
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Figure 2.18: The �t of the penalty fun
tion as minus half of the eu
ledean norm of theLSE for M̂3, M̂4 . . . M̂10
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88 2. DETECTION OF OVERSTRESS FOR LOGNORMAL ALTNext, the �gure 2.19 represents the sele
ting dimensions versus α the 
orre
tionterm using during the heuristi
 trend. We observe that the minimal dimensionnal gapo

urs when αmin = 0.28, so αopt = 0.56 and the sele
ted model is M̂2. So we �nd thatthere is two 
hanges on the 
ourse during the �ight. Let us noti
e that the �rst ruptureis 
orre
tly dete
ted, but the se
ond one is not. We estimate that the se
ond ruptureis 16.5 instead of 13. However the RSS of M̂2 is 
lose to RSS of the pie
ewise 
ubi
estimation with the real 
ourse (2.1162 instead of 2.2318). The loss of information doesnot seem determinant for the �t. Hen
e we show the PLSE �t on �gure 2.20 and theLSE based on the real model on �gure 2.21. We remark that 13 is 
lose to the se
ondin�e
tion point while 16.5 is pla
ed between the se
ond and the last in�e
tion point ofthe signal ; it may explain why the se
ond rupture is overestimating. At the end, wehave also tra
ed the residual plot for the PLSE on �gure 2.22.
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rosses represent the observations of voltage drop data and thered line shows the PLSE.
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rosses represent the observations of voltage drop data and thered line shows the pie
ewise 
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 estimation with two ruptures on the times 6.5 and13.
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Chapter 3Model Sele
tion for Pie
ewiseRegression Models and Dete
tion ofOverstress on Weibull DataCe travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 Marie Sauvé.Abstra
t : In previous works, we have used Gaussian sele
tion model of Birge andMassart as a theoreti
al �eld and we have estimated the number of a

eleration sets ofan overstress a

elerated test. However, these works do not 
over Weibull 
ase whi
h isasso
iating with sho
k failure. In the present do
ument, we have adapted the re
ent non-Gaussian sele
tion results of Sauve in order to extend our appli
ation �eld to Weibull
ase.Keywords : A

eleration Life Testing, AFT model, Pie
ewise Regression, WeibullModel Sele
tion, Penalized Criteria, Overstress A

elerating Data.Résumé : Dans nos pré
édents travaux, nous avons adapté le 
adre théorique deséle
tion de modèle Gaussien de Birgé et Massart a�n d'estimer le nombre de plagesd'a

élération d'un essai a

éléré en sur-stress. Cependant, 
es travaux ne re
ouvrentpas le 
as Weibull asso
ié aux défaillan
es de 
ho
s. Nous avons don
 adapté le 
adrenon-Gaussien, ré
emment développé par Sauvé, a�n d'étendre le 
hamp d'appli
ationde notre méthode dans le 
as Weibull.Mots-Clés : Test A

éléré, Modèle AFT, Régression par mor
eaux, Séle
tion deModèle de Weibull, Critère Pénalisé, Données A

élérées en Sur-Stress.3.1 Introdu
tionA

eleration Life Tests (ALT) [23, 27℄ are widely used in reliability �elds, be
ause theytimely provide lifetime data, even when the tests units are long term 
omponents. Theprin
iple of ALT 
onsists of testing the lifetime of the test 
omponent under higherthan usual environmental 
onditions. The environmental 
ovariables are also 
alledstress. We 
hoose the stress 
ovariables in order to a

elerate the observations of the91



92 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALTfailure without 
hanging the failure mode. At the end of the experiment, we have timelyobserved the lifetimes. Then we have to extrapolate the reliability yields through the
omportment of the lifetime under stressed 
onditions. Moreover, we have a betterknowledge of the lifetime sin
e the reliability model is enri
hed with the 
omportmentof the lifetimes when the environmental 
onditions are varying.In terms of assumptions for ALT [23℄, �rstly we suppose that the lifetime distribu-tion does not 
hanges when the stress 
ovariable 
hanges. And se
ondly, there is somerelationship whi
h links the stress and the parameters of the lifetime distributions. Thekind of life-stress relationship is known but it depends on the parameters whi
h haveto be estimated.As we do in many reliability studies, use for ALT Lognormal or Weibull distribution.And the life-stress relationship links some spe
i�
 per
entile of the lifetime with thestress 
ovariables using the physi
al, me
hani
al, 
hemi
al or joint e�e
ts, whi
h are
hara
terizing the kineti
 of the degradation me
hanism. We 
ould usually transformthe degradation equation as it be
omes a linear form. Su
h a model is 
alled A

eleratedFailure Time model, also 
alled AFT models, see the books of Nelson [27℄ or the re
entbook of Nikulin and al. [28℄. Denoting tp as the p per
entile of the lifetime of the testunit, then the life-stress relationship is some log linear relationship of the transformationof stress 
ovariables, namely:
log(tp) = a0 +

r−1
∑

j=1

aj x
jwhere xj is a known transformation of the stress 
ovariables whi
h 
omes from thelinearization of the degradation equation. The life-stress relationship is also 
alled thea

eleration fun
tion. Many 
lassi
al life-stress relationships are log linear relationships,and in the following table 3.1 we have listed some 
lassi
al ones.Name A

eleration CovariablesArrhenius f(x) = a0 + a1.

1
x x: temperatureInverse Power f(x) = a0 + a1. log
(

1
x

)

x: voltageEyring f(x) = a0 + a1.
1
x + a2 log

(

1
x

)

x: temperatureGeneralized Eyring f(x) = a0 + a1.
1
x1 + a2 log

(

1
x1

)

+ x = (x1, x2): x1 temperature,
+a3.x

2 + a4.
x2

x1 x2 voltageTable 3.1: Presents a list of non exhaustive life-stress relationship.



3.1. Introdu
tion 93Moreover, the 
hoi
e of the per
entile tp depends on the lifetime distribution. Asan example re
alling that the Weibull distribution is fully de�ned by the followingprobability density fun
tion :
ψ(t) =

β

η

( t

η

)β−1
exp

[

−
( t

η

)β]

1t≥0where β > 0 is a shape parameter of the model and η is a s
ale parameter of the model.Re
alling that η = t63.2%; the a

eleration fun
tion is supposed to rely the lifetimemodel and the stress 
ovariables as follows :
log(t63.2%) = log(η) = a0 +

r−1
∑

j=1

aj x
jAs β de�nes the general shape of the lifetimes, referring to the assumptions of ALT,we assume that β is 
onstant and it is independent from the stress 
ovariables. Herewe are working on the logarithm of the lifetime, let us re
alling that when the lifetimedistribution is Lognormal, the log lifetime is Normal; and the logarithm of a Weibullrandom variable gets a Gumbel random variable with lo
ation parameter log(η) anda s
ale parameter 1

β . If we de�ne µ = log(η) − γ
β where γ=0.5722 .. is the gammaEuler's 
onstant and σ = π√

6
1
β ; so let Y be the random variable of the log lifetime, thea

eleration model 
an be written as the following regression problem :
Y = µ+ σ ε (3.1)and
µ = a0 +

r−1
∑

j=1

aj x
j (3.2)where ε is a random variable of the errors (
entred and standardized); when the distri-bution of the lifetime is Weibull, ε is a 
entred and standardized transformation of aGumbel random variable, as π√

6
ε− γ ∼ SEV (0, 1).Let us noti
e that for the distribution of the lifetime is Lognormal, then Y is aGaussian random variables of mean µ and varian
e σ2.Next 
onsider an ALT framework (Yi;xi)1≤i≤n where xi = (x1

i , . . . , x
r
i )

′ is a ve
tor
omposed with transformations of (3.2) and Yi is a random variable of the log lifetimeasso
iated with the stress 
ovariable xi.Let (â0, â1, . . . , âr, σ̂) denote the estimator of the parameter (a0, a1, . . . , ar, σ). Weestimate the reliability yields under the operating environment - denoting x0 = (x1
0, . . . , x

r
0)- by using µ̂(x0) = â0 +

∑r
j=1 âj x

j
0 the estimator of µ(x0).In a re
ent paper, Meeker and Es
obar [26℄ have shown that ALT leads to 
leardisagreement with the real 
omportment of the lifetime when basi
s assumptions ofALT are not true. They have dis
ussed about the problem of overstressed data whi
his interesting us for our study. Let us remember that the life-stress relationship (3.2)is valid for some spe
i�
 stress set. When the stress levels of ALT are going beyondthe stress set of the fail; then the experiment reveals several fails, denoting F1, F2



94 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALT,F3 ... asso
iated with some stress sets X1, X2 ,X3 ... as ∪(1≤j)Xj = [0; 1]r . The fail
F1 is the one whi
h is observed under the operating environmental 
onditions and theothers ones F2, F3 ... are 
alled overstress fails. For overstress data, our aim 
onsists of�nding the stress set X1 that is asso
iated with the fail F1 and then the overstress sets
F2 ,F3 ... After, we have to estimate the ALT model de�ned by (3.1) and the life-stressrelationship µk de�ned by (3.2) for the fail Fk for all k ≥ 1.As a 
onsequen
e, the pie
ewise life-stress relationship is a natural model foroverstress ALT data. So we repla
e (3.2) by the following ones :

f(x) =
∑

J∈M

(

a0 +

r−1
∑

j=1

aj x
j
)

1(x∈J) (3.3)where M is a partition of X the stress set (asso
iating with the stress sets of theoperational fail and overstressed fails). We propose to use a penalized least squares
riterion in order to get the stress set of the 
ommon fail and of the overstressed fails.We have 
onsidered the least squares estimator (LSE), be
ause this estimationalways have an analyti
 solution (ex
ept when the proje
tion matrix is not reversible).And the LSE does not depend on the distribution of the errors ε. Otherwise, the MLEhave no analyti
 solution when the distributions of the lifetimes are Weibull. And thelikelihood equations 
learly depend on the distribution of ε. Furthermore, thanks to thesele
tion method of Baron, Birgé and Massart [5℄; many authors have used their generalmethod for various models, like Sauvé [31, 32℄; who have proposed a general penaltyfun
tion that provides penalized least squares estimation (PLSE) for pie
ewise polyno-mial regression and when the error ε as exponential moments around zero (that is the
ase of Lognormal and Weibull ALT). Thanks to the result of Sauvé, we have a theore-ti
al justi�
ation for playing PLSE for overstress ALT data; and we have implementedand 
alibrated the PLSE when the distribution of the lifetime is Weibull.3.2 Assumptions & NotationsFor simpli
ity, let us 
onsider the stress set X as [0, 1]r . And Let (Yi,xi)1≤i≤n bea regression framework where xi = (x1
i , . . . ,xr

i ) ∈ [0, 1]r is a ve
tor of 
ovariablesasso
iated with the ist observation Yi. The observations are the logarithm of lifetimesfrom ALT, so we assume that :
Yi = f(xi) + σ εi, (3.4)where (εi)1≤i≤n are independent and identi
ally distributed random variables of theerrors, with mean 0, varian
e 1 and they have �nite exponential moment around 0.After, µ is a fun
tion of the stress 
ovariables and σ is non negative 
onstant. We also
onsider that σ is a known in a �rst time.Let Mn be a 
olle
tion of partitions of [0, 1]r . For any partitions M into Mn wede�ne the linear set FM of pie
ewise linear fun
tion on M , namely:

FM =
{x = (x1, . . . , xr) →

∑

J∈M

[

a0,J +

r−1
∑

j=1

aj,J .x
j
]

.1(x∈J) : aj,J ∈ R

}

. (3.5)



3.2. Assumptions & Notations 95The dimension of FM is DM = r.|M |, where |M | is the number of distin
t subsets(not 
ommonpla
e) whi
h 
ompose the partition M .For a given partition M , let f̂M denote the LSE of f over FM , it is de�ned asfollows :
f̂M = arg minu∈FM

||Y − u||2n (3.6)where ||. ||n is the Eu
lidian norm of R
n s
aled by a fa
tor n− 1

2 . In (3.6) we havepresumed on the notation and when we talk about ||u||n for any fun
tion u, we use thenorm ||. ||n upon the ve
tor (u(x1), . . . , u(xn)) ∈ R
n.Now for the 
olle
tion of a

eleration fun
tions (FM )M∈Mn , we have a 
olle
tionof 
andidates (f̂M )M∈Mn . During this study, we do not 
onsider that f belongs to anypie
ewise model SM . Be
ause we assume that the 
olle
tion (FM )M∈Mn attempts toapproximate the reality. Now for a given partition M ∈ Mn, we 
ould 
ompare f and

f̂M by using the quadrati
 risk of the estimator; it de
omposes on two terms :
E
(

||f − f̂M ||2n
)

= ||f − fM ||2n + σ
dimRnFM

n
≤ ||f − fM ||2n + σr

|M |
nwhere fM is the orthogonal proje
tion of f over FM under the norm ||. ||n; then

fM = arg minu∈FM
||f −u||2n. The previous inequality be
omes equality when the 
ova-riables of the regression frameworks are not 
ollinear. Furthermore, the term ||f−fM ||2nis a bias term; and the term σ r|M |

n is a varian
e term.Otherwise, we would like to treat many pra
ti
al 
ases of overstress ALT data.In many appli
ation 
ases, the errors (Zi)1≤i≤n shall not always be Gaussian. Andas Weibull ALT indu
es that the errors (Zi)1≤i≤n are standardized Gumbel randomvariables, we need an assumption that regroups a larger kind of distribution. So we
onsider - as Sauvé [31, 32℄ does - that the errors have exponential moments around 0.So there exists two positive 
onstants τ and b su
h that :
∀λ ∈

(

− 1

b
,
1

b

)

log E

(

eλσεi

)

≤ τ2σ2

2(1 − b|λ|) (3.7)Let us noti
e that when εi are standardized Gumbel random variables, the inequality(3.7) holds with τ = σ
√

2γ and b = 2
σ . Generally τ2 is larger than σ2 and we 
ould
hoose it as 
lose as we want to σ2 but at the pri
e that b is larger.Next we suppose that M0 is a �ne partition of [0, 1]r . And we 
onsider that Mn isa set of partitions M where all disjoint subsets J de�ning M are an union of elementsof M0. In a few words, the �ne partition M0 a
ts as a 
anoni
al basis of all partitions;then we de�ne Mn as the set of the exhaustive partitions build from M0. For thenumeri
al appli
ations, it is important that Nn = |M0| is large enough. Otherwise thetest plan has to be 
onsistent with the 
hoi
e of M0. For a given J0 ∈ M0, we de�ne

|J0| as, |J0| = #{xi : xi ∈ J0 and 1 ≤ i ≤ n }. IfM0 is too large, the estimation of f̂M0
ould lead to disagreements. As a 
onsequen
e, the value of Nmin = arg minJ0∈M0
|J0|have to be large enough in pra
ti
e. The sele
tion theorem on the next se
tion givesus a theoreti
al minimum value for Nmin.



96 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALT3.3 Sele
tion theoremA 
lassi
al method of model sele
tion 
onsists of building a penalized sele
tion 
riterion.Let pen be a penalty fun
tion whi
h takes values from Mn to R+ and it in
reases with
|M |. The penalized 
riterion sele
ts M̂ the �best� partition among Mn, namely :

M̂ = arg minM∈Mn

{

||Y − f̂M ||2n + pen(M)
}

.The ideal model, indexed by M∗, would be the one whi
h is minimizing the risk
E
(

||f − f̂M ||2n
) over all M ∈ Mn. Unfortunately the ora
le partition M∗ is unknownsin
e f and fM are unknown too. Thanks to the bias/varian
e de
omposition of therisk :

E
(

||f − f̂M ||2n
)

= ||f − fM ||2n + σ
dimRnFM

n
≤ ||f − fM ||2n + σ

r|M |
n

.Then a �good� estimation of M need to do a 
ompromise between the bias term andthe varian
e term. Referring to the LSE loss fun
tion, we minimize the variability ofthe estimator and we 
learly en
ourage larger models. So here a �good� 
riterion shallpenalize the larger models. The penalized sele
tion 
riterion attempts to mimi
 the
omportment of the ora
le M∗ by using a penalty fun
tion.The 
lassi
al sele
tion penalty are based on asymptoti
 
onsiderations : as anexample see Mallows' Cp [22℄, Akaike's AIC [1℄ or S
hwarz's BIC [33℄. However whenthe models are large, the values of ||f̂M ||2n 
ould be far from its expe
tation. And thenthe 
lassi
al penalty may lead to underestimate the bias between f and f̂M̂ . Morere
ently Baron, Birgé and Massart [5℄ have proposed to use 
on
entration inequalitiesin order to build penalized sele
tion methods.Let θ ∈ (0, 1) be a real, let M be a partition of [0, 1]r and de�ning fM (resp. ZM )as the orthogonal proje
tion of f (resp. Z = σε) over FM using the norm ||. ||n, wehave fM = arg minu∈FM
||f − u||2n (resp. ZM = arg minu∈FM

||Z − u||2n). Thanks toPythagore's inequality and the de�nitions of f̂M and M̂ , we have :
(1 − θ)||f − f̂M̂ ||2n = (2 − θ)||ZM̂ ||2n − 2 < Z, f − f̂M̂ >2

n −θ||f − f̂M̂ ||2n − pen(M̂) +

+ inf
M∈Mn

{

(2 − θ)||ZM ||2n − 2 < Z, f − f̂M >2
n +θ||f − f̂M ||2n −

− pen(M)
}

.The mean idea of Baron, Birgé and Massart [5℄ 
onsists of using 
on
entration inequa-lities in order to 
ontrol the following terms :
• < Z, f − f̂M >2

n : by using the 
on
entration inequality of a sum of randomvariables (as Log Lapla
e inequality [21℄);
• χ2

M = ||ZM ||2n : by using the 
on
entration inequality of Bernstein [21℄ (orCirelson, Ibragimov and Sudakov's inequality when ε is gaussian) on a trun
atedversion of χ2
M .



3.3. Sele
tion theorem 97Lastly the sele
tion theorem gives us the form of the penalty fun
tion that ensures thatthe PLSE exists, is 
onsistent and we exhibit an ora
le inequality. Unfortunately theresults of Birgé and Massart [6℄ are not valid for non Gaussian linear models. And herewe 
onsults the sele
tion theorem due to Sauvé [31℄ that extends the result of Birgé andal. to non Gaussian pie
ewise polynomial models. Next we have adapted the theoremof Sauvé for pie
ewise ALT models (3.3), then the sele
tion theorem is:Theorem 3.1 (Sauvé, 2006). Let b ∈ R+ and τ ∈ R
∗+ su
h that inequality (3.7)holds.Assume the points (xi)1≤i≤n to be distributed su
h that :

||Fn − F ||∞ ≤ 24A(r)2

2r(4B(r) + 1)

b2

τ2

log n

n
(3.8)where Fn is the empiri
al distribution fun
tion asso
iated with (xi)1≤i≤n, F is theuniform distribution fun
tion on [0, 1]r, and ||. ||∞ is the supnorm on [0, 1]r and A(r)and B(r) are theoreti
al 
onstants whi
h 
ome from equivalen
e of the norms.Let M0 a partition of [0, 1]r 
omposed of hyper re
tangle axis oriented regions andassume that Nmin = infJ∈M0 |J | satis�es :

Nmin ≥ 24A(r)2
b2

τ2
log nLet Mn a family of partitions of [0, 1]r 
omposed of hyper re
tangle axis oriented regionsbuilt from those of M0, and (wM )M∈Mn a family of weights su
h that :

∑

M∈Mn

e−wM ≤ Σ ∈ R+ (3.9)Assume ||f ||∞ ≤ R, with R a positive 
onstant.Let θ ∈ (0, 1) and K > 2 − θ two numbers.Taking a penalty satisfying :
pen(M) ≥ K.r

τ2

n
|M | + 8

√
2(2 − θ)r

τ2

n

√

r|M |wM

+
[

(

4(2 − θ)r +
2

θ

)τ2

n
+ 2A′(r)

Rb

n

]

wM (3.10)we have :
E(||f − f̂M̂ ||2n) ≤ 2

1 − θ
inf
M

{||f − fM ||2n + pen(M)}

+
1

1 − θ

[

8(2 − θ)r
(

1 + 8r
(2 − θ)

K + θ − 2

)4

θ
+ 2
]τ2

n
Σ +

+
6A′(r)
1 − θ

Rb

n
Σ + C(b, τ2, R, r)

1(b6=0)

n(log n)
3
2where C(b, τ2, R, r) is a positive 
onstant whi
h only depends on b, τ2, R, r, and A′(r) =

1 +
√

2rA(r).



98 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALTNoti
es that the theorem makes an additional assumption that the empiri
al distri-bution of the 
ovariables (xi)1≤i≤n : the distan
e between Fn empiri
al distribution ofthe 
ovariables and F the uniform distribution on [0, 1]r has to be bounded as follows :
||Fn − F ||∞ ≤ 24A(r)2

2r(4B(r) + 1)

b2

τ2

log n

n
(3.8)where the 
onstants A(r) and B(r) are universal 
onstants that depend on the
anoni
al basis using during the pie
ewise estimation. More pre
isely, the 
onstants

A(r) and B(r) ensure the equivalen
e between the norm-sup of L
∞([0, 1]r) and thedis
rete norms ||. ||1 and ||. ||2 where for u a fun
tion of [0, 1]r ||u||1 =
∑n

i=1 |u(xi)| and
||u||22 =

∑n
i=1 u

2(xi) (see Sauvé [31℄), lemma 3.4 and 3.5 for more details).Remark 3.3.1. This assumption (3.8) is an elegant hypothesis whi
h ensures that all
||φk,J ||2|J | are bound where J is in
luded into the given partition M and thefamily (φk,J)k is an orthonormal basis of the life-stress relationship. As an example forArrhenius a

eleration, f(x) = a0 + a1.x with (xi)i=1,...,n are the inverse of the tempe-ratures, φ0,J(x) =

1(x∈J)

|J | and φ1,J(x) =
(x−x̄J )1(x∈J)

||(x−x̄J)1(x∈J)|||J|
where |J | =

∑n
i=1 1(xi∈J) and

x̄J =
∑n

i=1 xi.1(xi∈J). Here the ||φk,J ||2|J | are bounded sin
e we assume that both
minJ∈M |J | and the ratio between the bias and the varian
e of (xi)i=1,...,n upon J arebounded.Brie�y the 
ovariables using for the test plan do not need to be uniformlydistributed. Every subsets of the �ne partition M0 have to in
lude neither too manynor enough 
ovariables points (xi)i=1,...,n. Let us remark that a test plan of ALT usu-ally re
ommends 
on
entrating the observations under the higher stress levels. Thisad-ho
 re
ommendation is 
ompatible with the assumption (3.8) about the distributionof (xi)i=1,...,n : for Arrhenius life-stress relationship, we only have to take 
are that theratio between the internal bias and the varian
e over the (xi)i=1,...,n of all J ∈ M0 isbounded. And the more Fn is 
lose to F , the larger M0 
ould be 
hosen.Moreover this theorem gives the general form of the penalty fun
tion :

pen(M) = K.r.
τ2

n
|M | +

(

κ1(θ, r)
τ2

n

√

|M |wM + κ2(θ, r)
τ2 +Rb

n
wM

) (3.11)The penalty fun
tion 
ould be seen as the sum of two terms. Firstly we have avarian
e term that is proportional with the varian
e term of the previous de
ompositionof the quadrati
 risk of f̂M . And se
ondly we have a 
omplexity term that dependson the family of weights (wM )M∈Mn . We often tell that the weights (wM )M∈Mn arede�ning a kind of posterior probability law of partitions M ∈ Mn 
andidates to theestimation, as we 
ould always 
hoose (wM ) su
h that the sum ∑

M e−wM is 1.The sele
tion theorem ensure that for θ ∈ (0, 1) and K > 2−θ, the PLSE f̂M̂ exists,it is 
onsistent and satis�es the following ora
le inequality:
E

(

||f − f̂M̂ ||2n
)

≤ C1. inf
M∈Mn

{

||f − fM ||2n + pen(M)
}

+
C2

nwhere C1 depends on θ and C2 depends on f (through R), on r, on weights (through
Σ) and on the distribution of the errors ε = σ.Z (through b and τ). Sin
e the



3.4. First method 99ora
le inequality holds, we have the theoreti
al proof that the PLSE would mimi
the 
omportment of the ora
le model : so we valid the sele
tion method.For overstress ALT data, we have to estimate a pie
ewise a

eleration fun
tion.Let(Yi,xi)1≤i≤n be an ALT framework and 
onsiders M0 as a �ne partition of thestress 
ovariable set {xi : i = 1, . . . , n} ⊆ X an hyper re
tangle of dimension r and
Nn = |M0|. Sin
e we do not have any a priori information about f , we have to
onsider Mn as the 
olle
tion of all partitions of X using the elements of M0 as an
anoni
al basis of partitions. We usually de�ne (wM )M∈Mn su
h that wM only dependson M throught its dimension |M | (see in previous se
tion 2.3.4 or [6, 19, 32℄ for moredetails). Sin
e 1 ≤ k ≤ Nn, #{M ∈ Mn : k = |M |} =

(Nn−1
k−1

) and if we de�ne
wM = |M |(L + log( Nn

|M |)) with L > 1, than the sum ∑

M e−wM ≤ (eL−1 − 1)−1. Nowapplying the sele
tion theorem, we assume the ora
le type inequality holds sin
e weuse the following penalty fun
tion :
pen(M) = (τ2 + bR)

r.|M |
n

[

c1 log
( Nn

|M |
)

+ c2

] (3.12)where the 
onstants c1 and c2 are absolute 
alibration 
onstants, they only dependson the thinness of the bound used during the theorem and its appli
ation. We do notgive any values for (c1, c2) (su
h as we did for K and θ), be
ause they are theoreti
al
onstants. Birgé and Massart [7℄ and Massart [21℄ have studied the 
onsisten
y andthe 
onvergen
e rate of the PLSE for several the s
ale of the 
alibration 
onstants forGaussian data. Furthermore, we believe that in numeri
al appli
ation we 
ould getoptimal values of the 
alibration pair (c1, c2).Lastly we propose a sele
tion pro
edure in order to sele
tion pie
ewise model whenthe data (Yi,xi)1≤i≤n are overstressed. The pro
edure runs on two steps :
• Firstly, 
al
ulates for k = 1, . . . , Nn the � best � partitions M̂k on k pie
es:

M̂k = arg minM∈Mn : |M |=k||Y − f̂M ||2nsee appendix A for more details about the resear
h of partitions ;
• Se
ondly, thanks to the pen fun
tion (3.12) and denotes fk = fM̂k

, we estimate
k̂ the number of pie
es, namely :

k̂ = arg mink=1,...,n

{

||Y − f̂K̂ ||2n + pen(M̂k)
}

.At the end we get M̃ = M̂k̂ and f̃ = f̂k̂ in order to de�ne the last estimation of Mand f .3.4 First methodThanks to the sele
tion theorem, we assume that the general form of the penaltyfun
tion is :
pen(M) =

|M |
n

(

α log
( Nn

|M |
)

+ β
)
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alibration 
onstants α and β whi
h have to be 
alibrated. We proposed a�rst method of 
alibration based on the data and using Birgé-Massart's heuristi
 (see[21℄, se
tion 8.5.2). In a few words, the heuristi
 method proposes to �t the form of thepenalty on −||Y − f̂M̂k
||2n when k is large. And (α̂, β̂) are estimating to �t −||Y − f̂M̂k

||2non 1
2 pen(M̂k) + γ when k is large. Let us noti
e that su
h a writing of the penalty isin
luding the shape variable σ and R. So the method shall also be using when σ and

R are unknown.Firstly we have re
alled the prin
iple of the heuristi
. Se
ondly we have simulatedthe heuristi
 for an overstress ALT data when we have 3 overstress sets, Arrheniuslife-stress relationship and the distribution of the lifetime is Weibull.3.4.1 Birgé-Massart's heuristi
Birgé-Massart's heuristi
 
ould be seen as a generalization of Mallows' heuristi
 (see[21℄, [31℄ or se
tion 2.5.1). Mallows [22℄ have proposed a penalized 
riterion forGaussian model sele
tion using LSE. Thanks to the Co
hran's theorem, the quadrati
risk de
omposes as follows :
E(||f − f̂M ||2n) = ||f − fM ||2n + σ2r

|M |
n
.So the model that minimizes the quadrati
 risk in the one whi
h minimizes :

−||fM ||2n + σ2r
|M |
n
.As ||fM ||2n is unknown, Mallows has estimated it by an unbiased estimator

||f̂M ||2n − σ2r |M |
n . Lastly Mallows proposes to minimizes the following 
riterion :

Cp(M) =
1

n

n
∑

i=1

[Yi − f̂M (xi)]
2 + 2σ2 r

|M |
n
.On a �rst hand, we know that the random term ||f̂M ||2n (resp. ||Y − f̂M ||2n)have not always the same order of magnitude as its expe
tation for all partition Msimultaneously. As an example, sin
e the partition M is large, the value of ||f̂M ||2n(resp. ||Y − f̂M ||2n) does not keep on the same order of magnitude as its expe
tation.WhenM is a �ne partition of the stress set, we 
ould not valid the heuristi
 of Mallows.On the other hand, when M is large enough, we assume that the bias between

||Y − f̂M ||2n and its expe
tation is 
onstant and is free itself from M (see [21℄,[31℄ or se
tion 2.5.1). Mallows has proposed to get the following penalty :
pen(M) = 2σ2r |M |

n . And the bias 
orre
tion of ||Y − f̂M ||2n is half of the penaltyfun
tion. By analogy with Mallows' heuristi
, Birgé-Massart's heuristi
 assumes thatthe penalty fun
tion pen have to 
ompensate the half of ||Y − f̂M ||2n when the partition
M is a large partition. But the new penalty fun
tion takes a

ount of the model's
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omplexity. At the end, referring to the notations used in se
tion 3, the heuristi

onsists of �tting the 
alibration pair (α, β) as follows :
||Y − f̂k||2n ≃ 1

2

k

n

[

α log
(Nn

k

)

+ β
]

+ γwhere kmin ≤ k ≤ kmax.Remark 3.4.1. Noti
es that the τ2, b and R do not appear into the writing of thepenalty fun
tion. We have integrated them into the 
alibration pair (α, β). Be
ause
τ2, b and R are te
hni
al 
onstants that 
hara
terize the form of the penalty fun
tion.So as soon as we have an approximation of the penalty fun
tion, we do not need anyapproximation or estimation of τ2, b and R.3.4.2 Numeri
al appli
ationIn order to test the �rst sele
tion method, we have simulated overstress ALT data forvarious sampling sizes. We used, as referen
e model a pie
ewise ALT model in 3 pie
es,with Weibull distribution and Arrhenius life-stress relationship. As we are workingon log-lifetimes, we have simulated samples through Gumbel's distribution. We havesimulated 100 log-lifetimes using a s
ale parameter σ = 0.8 and the following pie
ewisea

eleration fun
tion:

f(x) =







− 24 + 12900/x, if x < 345;

−145 + 52900/x, if 345 ≤ x < 370;

− 46 + 13400/x, if 370 ≤ x.The sampling sizes are n=50, 100, 200 and 400. And the 
ovariables are �xed as theyare a regular grid in n pie
es of the interval [300, 400]. The �gure 3.1 represents ana

eleration model using for simulations. The red line is f and the blue one 
rosses arethe simulating log-lifetimes.The aim of this se
tion is to show the �rst method at work. So we haveimplemented the method when n varies and for many values of kmin and kmax, inorder to show what magnitude of kmin and kmax leads to good results. Also we have
ompared the distribution of ĉ and λ̂ when n, kmin and kmax varies. As we have workedon simulating data, we are able to 
ompare the ratio between the risk of the PLSEand the ora
le risk. Then we 
ould valid that the heuristi
 of Birgé-Massart has thesame goal as the sele
tion theorem of se
tion 3 : mimi
king the ora
le model. So lastly,we have 
ompared the risk ratios and the distribution of k̂ in order to evaluate theperforman
es of the method.The tables 3.2 and 3.3 and the �gures 3.2 and 3.3 summarize the Monte-Carloestimations of c and λ using the heuristi
 of Birgé-Massart. During the simulatedstudy, we have simulated 100 ALT framework and for the jst sample let (ĉ(j), λ̂(j)) bethe estimation of the 
alibration pair (c, λ) based on Massart's heuristi
 for �xed valuesof kmin and kmax. The table 3.2 shows the median of ĉ(j) and λ̂(j) where j = 1, . . . , 100.And it also shows an estimation of the risk ratio between the risk of the PLSE and therisk of the ora
le models. The table 3.3 presents the empiri
al distribution of the PLSE
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Figure 3.1: The plot is drawing (red line) the 3-pie
ewise a

eleration fun
tion using forthe simulations, and we have also drawn (blue 
rosses) the log-lifetimes of a simulatingsample using Gumbel's distribution.

1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

c

n = 50
1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

c

n = 100

1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

c

n = 200
1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

c

n = 400Figure 3.2: Boxplot for c when the lifetime distribution is Weibull and various series ofsampling sizes, in 1 5 ≤ k ≤ n/4, in 2 5 ≤ k ≤ n/3, ... and n varies form 50 to 400.
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n=400Figure 3.3: Boxplot for λ when the lifetime distribution is Weibull and various seriesof sampling sizes, in 1 5 ≤ k ≤ n/4, in 2 5 ≤ k ≤ n/3, ... and n varies form 50 to 400.
(kmin, kmax) (5,n4 ) (5,n3 ) (5,n2 ) (10,n4 ) (10,n3 ) (10,n2 )
n=50: ĉ 1.0879 1.1654 1.1062 1.5759 1.0996 1.0722

λ̂ 2.3392 2.4069 2.3798 2.1589 2.0485 2.0447risk ratio 2.1354 2.2325 1.4781 5.3012 1.9602 1.6843
n=100: ĉ 1.4536 1.3529 1.1972 1.4142 1.2655 1.1492

λ̂ 2.1426 2.2670 2.3032 2.2061 2.2082 2.1380risk ratio 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0026 1.0059
n=200: ĉ 1.4532 1.3450 1.2110 1.3217 1.2898 1.1920

λ̂ 1.9650 2.1120 2.1437 2.0450 2.0913 2.1040risk ratio 1.0025 1.0000 1.0000 1.0025 1.0000 1.0025
n=400: ĉ 1.4814 1.3639 1.1968 1.4218 1.3238 1.1810

λ̂ 1.8491 1.9219 2.0138 1.8796 1.9215 1.9790risk ratio 1.0196 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000Table 3.2: The table represents the median estimations of c∗ and λ∗ and the empiri
alrisk ratio for Weibull ALT with various sampling sizes.
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(kmin, kmax) (5,n4 ) (5,n3 ) (5,n2 ) (10,n4 ) (10,n3 ) (10,n2 )

n=50: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̂k̂(k) 6|90|0|1 7|90|0|0 4|95|0|1 4|67|0|0 6|77|1|2 5|89|1|0

n=100: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̂k̂(k) 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|99|1|0 0|98|2|0

n=200: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̂k̂(k) 0|99|1|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|99|1|0 0|100|0|0 0|99|1|0

n=400: k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̂k̂(k) 0|98|1|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0 0|100|0|0Table 3.3: The table represents the empiri
al distribution of k using the PLSE forWeibull ALT with various sampling sizes.of k the number of a

eleration. And the �gure 3.2 (resp. 3.3) shows us the box plotof (ĉ(j))j=1,...,100 (resp. (λ̂(j))j=1,...,100).Thanks to the �gure 3.2 we see that when kmax is in
reasing, the variability of theestimation of c is de
reasing. And for a given kmin, the box plots are nested when kmaxin
reases. Otherwise, the 
alibration 
onstant λ does not seem to be a�e
ted by thevalues of kmin or kmax.And looking at the table 3.2, we see that the risk ratio between the risk of theestimated PLSE and the ora
le risk is almost 1, ex
ept when n=50, then the risk ratiois de
reasing when kmax is in
reasing. And, the table 3.3 tell us that the method 
learly�nds the real number of a

eleration sin
e n ≥ 100. And when n = 50, the methodalso works sin
e kmin is not far from the number of ruptures.Lastly, the heuristi
 of Birgé-Massart is a pra
ti
al rule whi
h builds a data-drivenpenalized 
riteria and it is mimi
king the ora
le model when n is large enough, kmin isnot far from the number of ruptures and kmax does not need to be too large.3.5 Se
ond methodThanks to the sele
tion theorem, the general form of the penalty is :

pen(M) = (τ2 + bR)
r.|M |
n

[

c1 log
( Nn

|M |
)

+ c2

]where c1 and c2 are 
alibration 
onstants.
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ond method 105We 
ould interpret this general penalty fun
tion as the sum of two terms :
• varian
e term : c2(τ2 + bR) r.|M |

n ;
• 
omplexity term : c1(τ2 + bR) r.|M |

n log( Nn

|M |).The varian
e term depends on the distribution the error (Gaussian, Gumbel, . . . )and on the kind of model (as histogram, pie
ewise linear regression, . . . ). And the
omplexity term depends on the number of models for a given dimension,
#{M ∈ Mn : |M | = k}. If we use data from the same family of models, thanthe suitable value of the varian
e term a priori does not 
hange. And if we use thesame resear
h algorithm to �nd the partitions 
andidates Mn, then the 
omplexityterm a priori does not 
hange. Lastly, we noti
es that the s
ale of variation of thepenalty funtion also depends on σ (via τ and b) and µ (via R).Based on these statements, we present here a se
ond method of 
alibration. Thisalternative method 
onsists of 
alibrating the penalty for a given family of models. Thatkind of method was already used by Birgé and Rozenhol
 [8℄ and Lebarbier [19℄. Firstly,we use a Monte Carlo study in order to estimate c∗, the ratio between the varian
e andthe 
omplexity term of the penalty as the following penalty fun
tion whi
h is built inorder to mimi
 the ora
le model :

pen(M) = λ
|M |
n

[

log
( Nn

|M |
)

+ c∗
]

.Se
ondly, we use the form of the penalty given by the MC-study and we apply theheuristi
 of Birgé and Massart [6℄ in order to 
orre
t the order of magnitude λ∗ of thepenalty through the data. Lastly, we get a data-driven penalty, namely :
pen(M) = λ∗

|M |
n

A(M) ;with A(M) = [log( Nn

|M |) + c∗].3.5.1 Estimation of c
∗The pro
edure of Birgé and al. [8℄ 
onsists of studying the ratio between the risk of thePLSE and the ora
le risk. The main idea of the pro
edure is to 
hoose an �optimal�
alibration pair (λ, c). The 
alibration pair is obtained to be optimal as soon as thePLSE estimator mimi
s the ora
le estimator (see also the proof of the sele
tion theorem[32℄). In a way, the pro
edure is dire
tly based on the theoreti
al statements of thesele
tion theorem 3.1. So the optimal 
alibration pair (λ̂, ĉ) is usually 
hosen as the riskratio between the risk of the PLSE and the ora
le risk is uniformly 
lose to 1 for a givenfamily of models and for a given family of sampling sizes. See as an example the resultsof Lebarbier ([19℄, on the 
hapter 3) who has treated the 
ase of 
onstant pie
ewiseGaussian models. In that example, the author has estimated the risks through a Monte-Carlo pro
edure and as she was working with a MC-pro
edure, the ora
le models arewell-known. However, we have to noti
e that the pro
edure is 
ostly and is not always



106 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALTeasy to interpret (see the works of Lebarbier [19℄ or the se
tion 2.4.3 on the previous
haper).Let us noti
e that the shape fa
tor of the penalty fun
tion was σ2 on the previousappli
ation of the 
alibration pro
edure of Birgé and Rozenhol
. But here the shapefa
tor on the penalty fun
tion was (τ2 + bR) instead of σ2; and this term depends onthe data through R. Moreover, we are able to 
al
ulate the 
onstants τ and b for a �xeddistribution of the errors. But we are also able to �nd several 
onstants τ and b whi
hassume that the inequality (3.7) holds. As the shape magnitude of the penalty fun
tiona priori depends on the data R and an arbitrary 
hoi
e of (τ, b); there is no reasonsthat the 
ostly MC-pro
edure of Birgé and Rozenhol
 works with the new penalty when
b 6= 0. And we prefer a time pro
edure that 
ould easily be implementing.Thus b 
ould be 
hosen as small as we want at the pri
e that τ is larger than σ. Weprefer estimating c through the use of Birgé-Massart's heuristi
 on full noisy data. Andafter, we will have to 
orre
t the multipli
ative fa
tor λ = σ2 of the penalty fun
tion(see the next subse
tion).The se
ond method of 
alibration is based on the use of Birgé-Massart's heuristi
for full noisy data. Let us re
all that the aim of the �rst method is to model the penaltyfun
tion on the half of the loss fun
tion of the LSE estimator when the model is largeenough. Consider a full noisy data, sin
e f = 0 all models should over estimate thereal model. In su
h a 
ase, we would apply the �rst method with kmin = 1. Sin
e wesimulate several full noisy data, we 
ould get the distribution of c for a given samplingsize n and at a �xed kmax.Numeri
al appli
ationIn this se
tion, we have implemented the se
ond 
alibration method of c. We havesimulated 100 frameworks of a full noisy data using a standardized version of Gumbel'sdistribution ( π√

6
ε∗ ∼ SEV(0, 1) + 0.5772..). We have supposed that n=50, 100, 200and 400 and kmax=n

5 , n
4 , n

3 and n
2 . We have 
onsidered that the model is a pie
e-wise Arrhenius Weibull model, and we have 
onsider that σ = 1 and the n-sample offull noisy log lifetimes is asso
iated with a 
ovariable x is an regular grid of (n − 1)temperatures between 300 and 400◦C.

kmax n/5 n/4 n/3 n/2

n=50 1.4160 1.5972 1.4030 1.2180
n=100 1.6871 1.5504 1.3573 1.1994
n=200 1.5392 1.4351 1.3591 1.2067
n=400 1.4481 1.3951 1.3287 1.2089Table 3.4: The table represents the median estimations of c∗ based on the pure noisymethod for Weibull ALT with various sampling sizes.



3.5. Se
ond method 107The table 3.4 shows us the median of the 100 estimators of c when the samplingsiez n varies and when the value of kmax using on the heuristi
ally method varies too.We see that the median is de
reasing when kmax is in
reasing (ex
ept when n=50 and
kmax = n

5 ). Moreover, if kmax is in
reasing, then the variability of the medians (usingthe sampling sizes) de
reases. Su
h a 
onverging trend is more relevant in the boxplots.On the �gure 3.4, we have plotted out the box plots of the estimation of c for some�xed sampling size n and for a �xed value of kmax. When n is �xed, we 
ould see thatthe box plots are nested and the values of ĉ seems to 
onverge at a value c∗ ≃ 1.2.Also we see that the empiri
al density of estimations of c is not symmetri
 and themagnitude of variation of ĉ is de
reasing when kmax is in
reasing. And the table 3.4shows for a given sampling size n and at a �xed kmax. Thanks to the table 3.4 and thebox plots 3.4 we assume that for larger values of kmax, the c.
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∗For Gaussian data, Birgé and Massart [6℄ have showed that a minimal penalty exists,namely :
penmin(M) = σ2 |M |

n
gn(|M |)where gn(.) is a known form of the penalty fun
tion whi
h only depends on the modelthrough its dimension. In details, they have bounded the penalty fun
tion. They haveproved that :

• When the penalty is namely : pen(M) = (1 + η)σ2 |M |
n gn(|M |), with η ≥ 0; thenthere is an ora
le inequality;

• When the penalty is namely : pen(M) ≥ (1 + η)σ2 |M |
n gn(|M |), with η ≥ 0; ifthe dimension of M is large enough, then the risk of the PLSE 
an be arbitrarilylarge.The authors prefer to use the following heuristi
 : getting the minimal penalty, as

penmin(M) = λmin
|M |
n gn(|M |) ; and de�ning the last penalty su
h that

pen(M) = 2 penmin(M).Su
h an heuristi
 is useful in many pra
ti
al 
ases :
• One would have a data-drive 
orre
tion of the magnitude of the penaltyfun
tion, be
ause an under approximation of the optimal penalty fun
tion leadsto overestimation ;
• One would like to estimate σ, be
ause in many pra
ti
al 
ases we are not able toassume that it is not realisti
 to assume that σ is known.Re
alling that in our general 
ase, we have implemented a 
alibration method for

c∗; but we do not know λ∗, the magnitude of the penalty fun
tion :
pen(M) = λ

|M |
n

gn(|M |)with λ∗ ≥ σ and gn(k) =
[

log
(

Nn

k

)

+ c∗
].We propose to apply the heuristi
 of Birgé and Massart based on the minimalpenalty fun
tion ; so we would have a data-driven method of 
alibration of pen (see
hapter 2, se
tion 2.6.1). The heuristi
 is based on the dimensional gap. Considersthat λ ≥ 0 the shape of the penalty is �xed, and let k̂λ denote the dimension of themodel sele
ting by the PLSE asso
iated with λ, we have :

k̂λ = arg mink=1,...,Nn

{

||Y − f̂k||2n + λ
k

n
gn(k)

}

.If λ the magnitude of the penalty is su
h that λ ≪ λ∗, the dimension k̂λ should bearound Nn (the dimension of the largest model). And if λopt ≈ λmin, then we shouldsee a dimensional gap on the plot of the graph λ → k̂λ. By de�nition, the dimension
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Figure 3.5: The heuristi
 trend in pra
ti
e for 5 pie
ewise Arrhenius Weibull problem.of the gap is k̂λmin
. The �gure (3.5) shows the appli
ation of the heuristi
ally methodfor 4 pie
ewise Arrhenius Weibull framework. We observe the gap between the higherdimensions and the penalized dimensions when λ = 0.672. At last, the method proposesto 
hoose λopt = 1.344 and here the PLSE sele
ts the pie
ewise model with 5 pie
es.Remark 3.5.1. Noti
es that we either 
ould use the �tting heuristi
 of Birgé and Massart(see subse
tions 3.4.1 and 3.5.1) in order to adapt the multipli
ative term λ to the data.Here the goal of the method 
onsists of approximate the 
orre
tion term λ as :

||Y − f̂k||2n ≃ −1

2
λ
k

n
gn(k) + γwith kmin ≤ k ≤ kmax.3.5.3 Se
ond method in pra
ti
eThis se
tion aims to demonstrate the se
ond method pra
ti
e. We have applied thesele
tion method with the same example as we have used for testing the �rst method (inse
tion 3.4.2). We have simulated several ALT samples using the 3-arrhenius Weibullmodel draw in �g.3.1. for many sampling sizes : n=50, 100, 200 and 400. We haveimplemented the data-driven 
orre
tion of the penalty by using for ea
h sampling size

n the asso
iated ĉ. We have 
ompared the performan
es of PLSE, AIC, AIC
, BIC andBIC
. Let us noti
e that for ea
h partition Mk 
andidate to be the best partition on kpie
es, we have implemented a dynami
 algorithm for PLSE and BIC
 as the 
riteria isasso
iating with LSE and a given s
ale parameter (the varian
e term is 
orre
ting by themethod. Otherwise AIC, AIC
 and BIC are based on MLE. So we have implementedan exhaustive resear
h and in a way of simpli
ity, we have supposed that kmax = 10during the exhaustive resear
h.



110 3. DETECTION OF OVERSTRESS FOR WEIBULL ALTTable 3.5: The table summarizes the se
ond method and it shows empiri
al distributionof the PLSE mehod with the 
lassi
al ones.ratio PLSE AIC AIC
 BIC BIC

n = 50 :k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|54|6|4 0|6|5|4 0|6|5|4 17|32|2|1 0|61|16|8

n = 100 :k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|58|8|4 0|1|4|5 0|1|4|5 0|28|4|5 0|65|9|3

n = 200 :k 2|3|4|5 0|1|1|3 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|73|6|6 0|1|1|3 0|1|1|3 0|36|1|1 0|79|4|4

n = 400 :k 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5 2|3|4|5
p̄k̂(k) 0|89|2|1 0|0|0|0 0|0|0|0 0|90|0|0 0|89|4|1On the table 3.5 and the �gures 3.7 and 3.8, we have got the empiri
al estimation of

k̂ the estimating number of a

elerating steps for ea
h sele
tion method. Sin
e we areusing the se
ond method, the empiri
al distribution of k is 
on
entrating on the truevalue of k=3. Next, it never underestimates the model and the rate of overestimationis de
reasing with n. Anyways, the �rst method seems better than the se
ond one ifwe are 
omparing through the empiri
al distribution of k̂ or referring with the estima-tion of the risk ratio. Otherwise the methods based on Akaike's penalty are stronglyunderestimating the penalty, see 3.7. And they are always overestimating the model.
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riterion gives better results than AIC. But if n is not equalto 400, the empiri
al distribution are also 
on
entrating around the extremes values of
k. As we 
ould see in �gure 3.8, sin
e n ≤ 200, the true value k=3 and the dimensionof the largest model is 10). And if BIC leads to overestimation, than we noti
e thatfor BIC
, we �nd that αmin > 0.5. In �gure 3.9, we see the box plots of 
orre
tion forBIC's penalty. Here we 
learly see that the the median of λ̂ the data-driven 
orre
tingterm is more than 0.5 when n ≥ 200.Table 3.6: The table summarizes the se
ond method and it shows empiri
al risk ratiofor the PLSE and the 
lassi
al estimators.PLSE AIC AIC
 BIC BIC


n = 50 1.7013 2.4175 2.4175 3.5229 1.5195
n = 100 1.7598 2.1795 2.1795 1.8435 1.4362
n = 200 1.4845 1.9906 1.9877 1.6735 1.2877
n = 400 1.1605 1.7669 1.7669 1.0619 1.0940And on the table 3.6, we have given an estimation of the risk ratio between the PLSEand the ora
le of the grouped models (dimension per dimension). As in theoreti
alresults, the sele
tion method based on Sauvé's theorem gives the better results in termsof risk ratio. Let us noti
e that the 
alibration based on the 
alibration of c gives goodresults : the risk ratio keeps to 1 and the ratio are 
loser to 1 as n the sampling size is
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reasing. Also, the risk ratio of the 
orre
ted 
riteria based on penalty of BIC has thesame magnitude as the PLSE. And next, the risk ratio for 
riterion of AIC, AIC
 andBIC are 
learly larger than the new PLSE, ex
ept for BIC and when n=400. Lastly,the fa
t that the estimation based on AIC or BIC are far from the ora
le estimation
learly explains why the PLSE of the table 3.5 dete
ts the ruptures on the data.3.5.4 Class-H motor insulation dataNow we have 
onsidered real data give by Nelson [27℄, 
hapter 7. The test unitsof 
lass-H data are motor insulation. The stress 
ovariable is the temperature (withfour temperatures 190, 220, 240 and 260◦C). We assume the a

eleration relationship isArrhenius one. And we 
onsider that the lifetimes are Weibull data. As it was made on
lass-H data, the experiment keeps on running while the �rst fail o

urs. So we observethree failures roots 
auses: turn, phase and ground. Nelson proposes to analyse ea
hfailure mode independently and he uses a series-system model. He has also remarkedthat the turn fail o

urs on lower stress levels and the three fails are on 
ompetitionfor higher stress levels. For this appli
ation, we only have used the �rst fail and wepropose to dete
t the 
hanges on the a

eleration between lower and higher stress levelsby our sele
tion method. Let us noti
e that su
h an analysis may not repla
e some
ompetiting risk analysis, here our aim is only to underline the misleading on a 
lassi
alALT.
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 λFigure 3.11: The 
alibration plot represents the sele
ting dimension when the 
orre
tingterm α varies.The sampling size is 40, we assume that c = 1.218, thanks to the estimation ofse
tion 3.5.1 based on full noisy data. And we have also 
onsidered that the plausibleruptures on the a

eleration may o

ur on temperatures 200, 230 and 250◦C. We haverun on the dynami
 algorithm (see appendix A) and the heuristi
 trend (see 3.5.2).The dynami
 algorithm gives the following stress sets :
M̂1 =

{

[0,+∞[
}

M̂2 =
{

[0, 230[, [230,+∞[
}

M̂3 =
{

[0, 200[, [200, 230[, [230,∞[
}

M̂4 =
{

[0, 200[, [200, 230[, [230, 250[, [250,∞[
}In �gure 3.10, we have tra
ed the residual sum of square of the models 
andidates tothe estimation (indexing by the number of ruptures on the a

eleration relationship).Next, the �gure 3.11 represents the sele
ting dimensions versus α the 
orre
tion termusing during the heuristi
 trend. We observe that the minimal dimensional gap o

urswhen αmin = 0.636, so αopt = 1.272 and the sele
ted model is M̂2. Su
h a 
hoi
eseems logi
al, be
ause the model regroups the stress 190 and 220◦C where the turn failo

urs. And, on the other hand, it regroups the stress 240 and 260◦C where we noti
e
ompetition between the three failure modes. In this example, the sele
tion methodhave dete
ted the 
hanges between lower a higher stress levels. At the end, we havetra
ed the Class-H data and the PLSE estimation on �gure 3.12, and we have alsotra
ed the residual plot on �gure 3.13.
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Con
lusion et perspe
tivesNotre travail s'est axé autour des tests a

élérés sous environnements 
onstants. Pluspré
isément, nous avons traité de l'estimation des lois d'a

élération à partir d'essaisa

élérés réalisés sur des 
omposants issus de hautes te
hnologies 
omme les semi-
ondu
teurs.Dans 
e 
adre, nous avons utilisé les outils de séle
tion de modèles proposés parBirgé et Massart (
as Gaussien) et les ré
ents travaux de Sauvé (
as Weibull). Nousavons ainsi étudié deux 
as typiques de �abilité :1. Lorsque le mode de défaillan
e est dû à l'usure des matériaux, la loi de duréede vie est supposée Lognormale. Dans 
e 
as, nous avons appliqué les résultatsthéoriques de séle
tion de modèles par la méthode des moindres 
arrés pénalisésde Birgé et Massart. Nous avons proposé des méthodes de 
alibration du 
ritèrepénalisé adaptées à l'estimation des lois d'a

élération et nous avons appliqué 
esoutils de séle
tion sur des données simulées et des données réelles de référen
e[27℄.2. Lorsque les modes de défaillan
e surviennent à la suite d'un 
ho
, la loi de duréede vie est la loi de Weibull. Nous avons don
 utilisé les résultats théoriquesde séle
tion de modèles par la méthode des moindres 
arrés pénalisés de Sauvé.Comme pour le 
as Lognormal, nous avons mis en pla
e des pro
édures de 
ali-bration adaptés aux tests a

élérés et nous avons appliqué 
es méthodes sur desdonnées simulées et des données réelles de référen
e.Ces deux outils de séle
tion de modèles permettent à l'ingénieur de réaliser sesétudes de �abilité sans a priori sur les modèles d'a

élération. L'ingénieur �abiliste dis-pose d'un 
ertain nombre d'outils logi
iels a�n d'analyser les essais de �abilité, 
ommeSAS, ALTA,Weibull++, . . . Il peut se servir de 
es outils a�n de séle
tionner un modèleà partir d'un 
ritère AIC. Comme nous l'avons vu dans nos études, le 
ritère AIC atendan
e à surestimer les modèles et don
 à séle
tionner des modèles bien trop 
om-plexes. Nous proposons dans notre travail d'utiliser un outil performant d'analyse desessais a

élérés adapté à l'obje
tif d'amélioration des pro
édés ou des 
hangementste
hnologiques. Au même titre qu'AIC, la mise en oeuvre de nos outils de séle
tionne né
issitent pas un trop lourd travail de programmation, pour notre part nous avons
réé un série de programmes sous MatLab a�n de réaliser l'ensemble des simulation etdes appli
ations. 117



118 Con
lusion et perspe
tivesEnsuite dans les domaines de hautes te
hnologies, il y a de 
onstants 
hange-ments te
hnologiques liés aux innovations 
on
ernant les matériaux, l'ar
hite
ture oules pro
édés industriels. Ces innovations in�uen
ent fortement la loi d'a

élération.Dès lors, il paraît déraisonnable d'utiliser le ReX ou des plans d'expérien
e issues destandards de �abilité. Dans 
e 
as, nos outils de séle
tion permettent de valider lesmodèles à la suite d'un tel 
hangement te
hnologique et d'éviter les erreurs d'a prioriliés aux modèles.Par ailleurs, 
es méthodes de séle
tion permettent de déte
ter les 
hangements de
omportements moyens hors des limites de toléran
e. Dans 
e genre de 
as, on sur
hargevolontairement les stress utilisés lors de l'essai. Ces tests a

élérés sont des tests HALT,pour High A

elerating Life Test. Ils sont souvent réalisés dans les arti
les de physiquede la défaillan
e a�n d'explorer les limites d'utilisation des 
omposants. Dans 
esétudes, l'estimation des 
ara
tères de �abilités dans des 
onditions environnementalesextrêmes permet de déterminer quelles sont les innovations de pro
édés, de matériauxou d'ar
hite
tures les plus performantes. Par ailleurs, lorsque l'on travaille sur lesdéfaillan
es de 
ho
s, les niveaux de stress peuvent être très supérieurs aux niveauxde toléran
e. Dès lors, il paraît raisonnable d'estimer les nouvelles toléran
es asso
iéesaux 
onditions de stress. Grâ
e aux méthodes de séle
tion, nous disposons d'un outilde prévision adapté à 
es deux 
as de �gure.En outre, les méthodes de séle
tion de modèle prennent en 
ompte un large spe
trede lois de probabilité. I
i, nous avons 
onsidéré les lois de durées de vie de Weibull etLognormale, 
ependant les résultats de séle
tion de Sauvé o�rent un 
adre théoriquenon-Gaussien dans un large spe
tre de lois de probabilité. Plus pré
isément, le théorèmeémet l'hypothèse que la transformée de Lapla
e de la loi de probabilité est bornée auvoisinage de zéro.Suite à 
e travail, on peut envisager un 
ertain nombre de perspe
tives. Toutd'abord, notre appro
he utilise l'estimateur des moindres 
arrés pénalisé. Un 
ertainnombre d'études ont utilisé l'estimateur du maximum de vraisemblan
e pénalisé en sebasant sur l'appro
he non-asymptotique de Birgé et Massart (par exemple Castellan[11℄) et un 
ritère 
onstruire à partir d'une dé
omposition du risque Kullba
k ou dela distan
e d'Hellinger. Ce type d'appro
he est important dans le 
as de données
ensurées, lors de tests a

élérés il arrive de ren
ontrer des 
ensures de type I ou mêmedes 
ensures par intervalles.Et d'autre part, tout au long notre étude, le 
ritère de séle
tion 
ompare les modèlesà partir du risque des estimateurs des moindres 
arrés des modèles 
andidats. Il seraitintéressant d'explorer une appro
he basée sur l'estimation du taux de défaillan
e. Ilfaudrait alors reprendre l'idée dire
tri
e des travaux de Birgé et Massart a�n d'établirune inégalité ora
le qui permettrait de 
ontr�ler la distan
e entre le taux de défaillan
eréel et le taux de défaillan
e de l'estimateur pénalisé.



Appendix ARe
her
he des modèles 
andidats
A.1 Partition dynamiqueSoit (Y,x) un n-é
hantillon de régression tel que :

Yi = f(xi) + σ εioù f est une fon
tion de régression (
onstante, a�ne ou polynomiale) dé�nie parmor
eaux sur l'ensemble des 
ovariables X , σ2 est le paramètre de varian
e et
ε = (ε1, . . . , εn) est le ve
teur aléatoire des erreurs.En vue de séle
tionner le meilleur modèle de régression dé�ni par mor
eaux, nous
onsidérerons une partition �ne, notée M0. Et nous 
omparerons les modèles dé�nispar les partitions M 
onstruites à partir des éléments de M0. Nous noterons Mnl'ensemble des partitions M 
onstruites à partir des éléments de M0. Comme nousl'avons vu dans les parties 2 et 3, le 
ritère de séle
tion par pénalisation d'une partition
M est une fon
tion du nombre k de mor
eaux disjoints de la partition M . Ainsi, à k�xé, notonsMk 
omme étant le meilleur modèle à k mor
eaux. Alors le 
ritère pénaliséséle
tionnera les modèles dé�nis par les partitions M1, M2, . . . , MNn = M0.Lorsque la partitionM0 est grande, la re
her
he des partitionsM1,M2, . . . , MNn−1est très longue (
omme on réalise une re
her
he exhaustive). On utilise un indi
estatistique a�n de séle
tionner la meilleure partition 
andidate pour une dimensiondonnée. Comme nous l'avons vu pré
édemment, nous dé�nissons le meilleur 
andidat
omme étant 
elui qui minimise la somme du 
arré des résidus (SCR). Et 
ompte tenudu fait que la fon
tion de régression est dé�nie par mor
eaux selon d'axe des régresseurs,il apparaît possible de diminuer la 
omplexité algorithmique par uneprogrammation dynamique. Lorsque le régresseur est univarié, soient r0, r1, . . . , rNn les
(Nn +1) points de rupture dé�nissant M0, ave
 les 
onventions r0 = inf{i=1,...,n}(xi) et
rNn = +∞, de sorte que les éléments de M soient les intervalles semi-ouverts [rj−1, rj [pour j = 1, . . . , Nn. Dé�nissons ∆(i, j) la SCR du modèles de régression dé�ni surl'intervalle [ri, rj [. Et dé�nissons Ik(j) la valeur minimale de SCR du modèles de119



120 A. RECHERCHE DES MODÈLES CANDIDATSrégression à j mor
eaux de l'intervalle [r0, rj[, alors :
Ik(j) = inf

i0=0<i1<...<ik=Nn

k
∑

l=1

∆(il−1, il).Comme les régressions sont réalisées partition par partition, il vient la formule ré
ursivesuivante :
Ik(j) = inf

{1≤j′≤(j−1)}

[

Ik−1(j
′) + ∆(j′, j)

]

. (A.1)Grâ
e à propriété ré
ursive (A.1), il apparaît possible d'optimiser la re
her
he departition par un algorithme dynamique de 
omplexité en o(n2):ALGORITHME DYNAMIQUE:Consititué d'une étape d'initialisation et d'étapes ré
ursives.(E0) Cal
uler ∆(i, j) pour 0 ≤ i < j ≤ Nn;(E1) Cal
uler I1(j) = ∆(0, j) pour 1 ≤ j ≤ NnSto
ker les indi
es i(1,j)
0 = 0 et i(1,j)

1 = j;...(Ek) Cal
uler Ik(j) pour 0 ≤ k, j ≤ Nn en utilisant (A.1):Déterminer jk = arg inf{1≤j′≤(j−1)}
[

Ik−1(j
′) + ∆(j′, j)

]Sto
ker les indi
es i(k,j)
0 = i

(k−1,jk)
0 , i(k,j)

1 = i
(k−1,jk)
1 , . . . ,

i
(k,j)
k−1 = i

(k−1,jk)
k−1 = jk et i(k,j)

k = j;...Au terme de la bou
le, on 
onserve les indi
es i(k,Nn)
0 = 0 < i

(k,Nn)
1< . . .< i

(k,Nn)
k−1 < i

(k,Nn)
k = Nn des ruptures minimisant la SCRen Ik(Nn) pour k = 1, . . . , Nn.



A.2. Partition CART 121A.2 Partition CARTUne méthode 
lassique de séle
tion de modèles par mor
eaux est la régression CART(
f. Freidman et al.). La méthode CART se dé
ompose en deux étapes :1. Détermination des partitions emboîtées ;2. Séle
tion de la partition.La première étape permet de trouver des partitions emboîtées par une méthoderé
ursive. À 
haque étape, on e�e
tue une partition di
hotomique d'un sous-ensemblede la partition l'ensemble. La partition à splitter et le point de rupture sont 
hoisisen fon
tion d'indi
es statistiques, à savoir : en minimisant la SCR. Et à terme, onobtient une suite de partitions emboîtées que l'on représente souvent en forme d'arbre.C'est ainsi que l'on présente souvent 
ette étape 
omme la détermination d'un arbremaximum, noté T0. La se
onde étape 
onsiste à séle
tionner une partition par valida-tion 
roisée, en référen
e au vo
abulaire de la représentation par arbres, on parle d'uneétape d'élagage de l'arbre maximal T0. Dans le 
adre de notre étude, nous utiliseronsprin
ipalement la première étape CART 
omme le sujet de l'étude est d'appliquer un
ritère séle
tion par pénalisation dimensionnelle.Lorsque les données de régression (Y,x) sont telles que l'ensemble des 
ovariablesest de dimension p ≥ 1, posons x = (x1, . . . ,xn) et xi = (xi,1, . . . , xi,p). Lorsque
j = 1, on utilise l'algorithme dynamique. Malgré l'algorithme dynamique, lorsque
p ≥ 2, il devient long et 
omplexe de déterminer la 
olle
tion exhaustive des partitionsde la régression par mor
eaux. On paraît raisonnable de limiter le nombre de modèles
andidats en utilisant une méthode de re
her
he optimisée de partition telle que CART.L'algorithme CART permet de 
onstruire des partitions emboîtées par une méthoderé
ursive en utilisant un 
ritère statistique.Le prin
ipe ré
ursif de CART est le suivant : supposons que l'on dispose de k régions
R1, . . . , Rk partitionnant l'ensemble des 
ovariables, pour une région Rl donnée et unaxe 1 ≤ j ≤ p, on dé�nit deux régions : R1(j, r) := {xi : xi,j < r} et R2 := {xi :

xi,j ≥ r}. On séle
tionne la partition di
hotomique en R1(j, r) et R2(j, r) optimalepour 
ha
une des k régions R1, . . . , Rk. On obtient don
 une suite d'indi
es (j1, r1),. . . , (jk, rk) dé�nissant la partition optimale de 
haque région. Et on 
hoisit l'indi
e
(jk̂, rk̂) de telle sorte que la SCR du modèle de régression asso
ié à la partition (en
(k + 1) mor
eaux) R1, . . . , R1(jk̂, rk̂), R2(jk̂, rk̂), . . . , Rk soit minimale.



122 A. RECHERCHE DES MODÈLES CANDIDATSEn résumé, voi
i les étapes prin
ipales de l'algorithme de 
onstru
tion de l'arbremaximale CART :ALGORITHME CART:Constru
tion de la partition maximale par une étape de Split etpuis par étapes ré
ursives en utilisant le Split.(E1) Pour tout j = 1, . . . , p : dé�nir des régions de split :
R1(j, r) := {xi : xi,j < r} et R2 := {xi : xi,j ≥ r}.Déterminer l'axe j1 et la rupture r1 minimisant I1(1) la SCRdu modèle de partition en deux régions R1 := R1(j, r) et

R2 := R2(j, r); ...(Ek) Supposons (k − 1) régions R1, . . . , Rk−1:
• Pour tout l = 1, . . . , (k − 1): dé�nir l'axe jk,l et la rup-ture rk,l minimisant Ik(l) la SCR du modèle de partitiondé�ni en utilisant les régions R1, . . . , Rk−1 et en split-tant la région Rl en R1(jk,l, rk,l) et R2(jk,l, rk,l),
• Dé�nir la région l̂ à splitter en minimisant Ik(l),
• Constru
tion de la partition en k régions R1, . . . , Rk:Retenir toutes les régions R1, . . . , Rk−1 sauf 
elleindexée par l̂ et on rajoute à la liste les régions
R1(jk,l̂, rk,l̂) et R2(jk,l̂, rk,l̂);...La bou
le s'a
hève lorsque l'opération de Split mène à un modèlede régression par mor
eaux trivial.
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Résumé : Cette thèse traite de l'exploitation de données a

élérées et de laséle
tion de modèles de régression dans un domaine de hautes te
hnologies : les semi-
ondu
teurs. Les données re
ueillies à la suite d'un test a

éléré sont des données derégression. L'obje
tif du test est d'ajuster le 
omportement moyen du logarithme desdurées de vie à l'aide d'une fon
tion f , dite fon
tion d'a

élération. Cependant lesdonnées a

élérées ont parfois des 
omportements 
omplexes. A�n d'adapter la modé-lisation à 
es 
omportements atypiques, nous avons 
her
hé à déte
ter les 
hangementsde 
omportement de la fon
tion d'a

élération. Nous proposons d'utiliser une 
olle
-tion de modèles de régressions dé�nis par mor
eaux, pour 
haque modèle 
andidat àl'estimation nous 
al
ulons l'estimateur des moindres 
arrés. Et nous séle
tionnons lemodèle �nal f̃ à l'aide d'un 
ritère des moindres 
arrés pénalisés. L'estimateur pénaliséest une approximation optimale du modèle réel au sens où le risque de l'estimateur pé-nalisé est 
omparable au risque minimum parmi l'ensemble des modèles 
andidats. Deplus, nous disposons d'une borne de risque non asymptotique. Et nous avons 
her
héà limiter les hypothèses de modélisation a�n de prendre en 
ompte un grand nombrede 
as pratiques : nous avons envisager le 
as d'usure (loi de durée de vie Lognormale)et le 
as de 
ho
s (loi de durée de vie Weibull). Nous avons mis en pla
e des outils deséle
tion de modèles permettant à l'ingénieur de réaliser ses études de �abilité sans apriori sur les modèles d'a

élération et d'exploiter les données issues d'essais a

élérésen sur-stress.Mots-
lés : Fiabilité de semi-
ondu
teurs, test a

éléré, AFT, séle
tion de modèles,
ritère des moindres 
arrés pénalisés, modèles de régression dé�nis par mor
eaux, loide durée de vie Lognormale et Weibull, méthodes de 
alibration, déte
tion de plagesd'a

élération en sur-stress.Abstra
t : This thesis deals with the using of a

elerating data and regressionmodel sele
tion for high te
hnology �eld: semi
ondu
tor 
hips. The a

elerating trailgives us regression frameworks. The aim of the a

elerating test 
onsists on �tting thelogarithm of the lifetime through the use of some fun
tion f , 
alled the a

elerationfun
tion. However, a

elerating data may have misleading and 
omplex 
omportment.In order to adapt the model with su
h data, we have proposed to dete
t the 
hangeson the 
omportment of the a

eleration fun
tion. We have 
onsidered a 
olle
tion ofpie
ewise a

eleration models 
andidate to the estimation. For ea
h model 
andidate wehave estimated the least-squares estimation. And we have sele
ted the �nal estimator
f̃ using a penalized 
riterion. The penalized estimator is optimal approximation of thereality sin
e the quadrati
 risk of penalized estimator is bounded by the minimal riskupon every least-squares estimators 
andidates. Moreover, this ora
le inequality is nonasymptoti
. Furthermore, we have 
onsidered 
lassi
al reliability 
ases: the Lognormal
ase asso
iating with some fatigue failure, and the Weibull 
ase asso
iating with some
ho
 failure. Lastly we have implemented model sele
tion tools in order to realisesurvey study without a priori on the a

eleration models and to use overstress trials.Keywords : Semi
ondu
tor's reliability, a

elerating test, AFT, model sele
tion, pe-nalized least-squares 
riterion, Lognormal and Weibull lifetimes, pie
ewised regressionmodel, 
alibration pro
edure, dete
tion of a

elerating sets on overstress data.


