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Présentation générale

Au sein d’une entreprise industrielle comme EDF, la maitrise des risques techniques qui peuvent
survenir au cours du fonctionnement d’une installation est une préoccupation majeure. Des stratégies
de maintenance sont mises en place pour permettre ’exploitation de matériels et préserver la sécurité
des personnes, des biens et de ’environnement. Entretien, réparation, remplacement : ces opérations
indispensables doivent, dans le respect de ces exigences de sécurité, étre conduites sous une double
contrainte de performance et de moindre colit. Nécessairement, une maintenance optimale est reliée
4 une prévision de la durée de vie des composants de ces systémes, prévision qui se fonde en premier
lieu sur une analyse fine des données de retour d’expérience (ou REX). Plus précisément, 'étude de
la durée de vie de tout systéme industriel se scinde en deux alternatives distinctes, qu’il est important
de ne pas confondre et qui nécessite un travail important de validation de ce REX.

e La fiabilité est I’aptitude de ce systéme & accomplir la fonction & laquelle il est dévolu, dans des
conditions d’utilisation données et pendant un intervalle de temps donné (normes NF X 60-500
et 50-120). L’ingénieur fiabiliste cherche & déduire de ’évolution temporelle de cette fiabilité une
future stratégie de maintenance. Le type de REX utilisé est fonctionnel.

o La durabilité est I’aptitude de ce systéme & accomplir cette fonction, dans des conditions d’uti-
lisation et de maintenance données, jusqu’a ce qu’un état limite soit atteint (norme EN 13-306,
2001). On peut grossiérement résumer la démarche de 'ingénieur durabiliste & 1’estimation de
la durée de vie restante, lorsque le systéme est en cours de fonctionnement. Une telle étude
cherche a prendre en compte la modification des conditions d’exploitations, le renouvellement
des matériaux, etc. pour en déduire le temps de bon fonctionnement du systéme. La durabilité
est donc focalisée sur le patrimoine et I'investissement de I’industriel, et est étudiée avec un REX
de remplacement.

Les ingénieurs utilisent alors, de fagon croissante, des méthodes statistiques pour prévoir le com-
portement des composants industriels, que ce soit sous ’angle fiabiliste ou durabiliste. La difficulté ou
I'impossibilité d’obtenir ce type de résultat par des résolutions d’équations de la physique en est une
raison importante. Une solution consiste a modéliser la distribution des temps de défaillance de ces
composants par une loi statistique. En définissant de facon formelle des grandeurs compréhensibles
par les ingénieurs, telles que la probabilité de défaillance ou la durée de survie aprés un temps fixé
(par exemple un temps de maintenance), puis en les estimant au moyen du REX, les statisticiens
fournissent des outils de prise de décision pour la maintenance des composants. En vertu de normes

9



de sécurité et de calculs technico-économiques, une stratégie de rénovation ou de remplacement peut
étre établie.

Quelles sont alors les principales causes de défaillance d’un composant ? Nous considérerons que
le mécanisme de dégradation® da au vieillissement représente ’origine la plus probable d’une panne.
Peuvent s’y ajouter diverses causes accidentelles, telles qu’une erreur humaine ou une fabrication dé-
fectueuse?. De nombreux autres contextes industriels se révélent adaptés & ce cadre d’étude; ainsi
en est-il, par exemple, de I'industrie automobile. La plus célébre des modélisations statistiques du
vieillissement est la loi de Weibull, celle de la défaillance par accident étant la loi exponentielle. Un
modéle mettant en compétition ces deux risques de défaillances a été proposé par Bertholon (2001).

Ce souci de modélisation et de prévision prend un relief particulier lorsque les composants étudiés
appartiennent & des systémes complexes, trés coliteux a tester et potentiellement dangereux. Les po-
litiques de maintenance passées ont conduit & éviter les défaillances, et les REX disponibles sont alors
de taille faible et contiennent des données parfois hétérogénes et souvent censurées, qui correspondent
plus & des durées de fonctionnement avant arrét définitif qu’a des durées de vie réelles®. Les compo-

sants nucléaires appartiennent clairement & cette catégorie.

Trés rapidement, 'appel aux seules données de REX ou d’essais ne suffit pas pour prévoir précisé-
ment le comportement des composants, et il est nécessaire de faire appel & une connaissance annexe
de la durée de vie du matériel. Cette connaissance est en général apportée par des experts industriels,
qui peuvent se subdiviser en plusieurs catégories : les exploitants (qui connaissent le fonctionnement
global d’une installation particuliére), les fournisseurs (qui cherchent & respecter un cahier des charges
sur des projets précis), les ingénieur matériaux et les physiciens (qui connaissent les propriétés des
matériaux et de leurs interactions), les ingénieurs systémes (qui tiennent compte des conditions d’ex-
ploitation), etc. Difficilement quantifiable, cette connaissance est donc essentiellement subjective et
doit s’additionner avec précaution 4 la connaissance objective apportée par les données de REX. Sta-
tistiquement parlant, cette possibilité est offerte par les techniques d’inférence bayésienne.

Ce travail de thése est essentiellement méthodologique. En s’inscrivant & la suite de nombreuses
études de modélisation et d’analyse de modéles de durée de vie, il a pour objectif de fournir un
ensemble d’outils bayésiens permettant & l'ingénieur d’estimer de fagon satisfaisante les grandeurs
typiques de la fiabilité et de la durabilité industrielles. Par “satisfaisante”, nous entendons avec une
précision suffisante au regard des normes de sécurité. Nous donnons également & ce terme le sens de
“compréhensible”. Notre démarche a un but didactique, celui de sensibiliser I'ingénieur aux difficultés
de ’approche bayésienne en lui proposant une gamme d’indicateurs mesurant les quantités d’informa-
tions objective et subjective utilisées. Nous tentons donc, dans ce travail, d’éclaircir au maximum les
aspects techniques de ’analyse bayésienne (un glossaire expliquant quelques termes statistiques ty-
piques mais peu explicites est proposé en ce sens, & la fin du document ; il rappelle également quelques
définitions normatives du vocabulaire de la fiabilité et de la durabilité). Les principales contributions

1Voir Glossaire p. 219. Dans la suite du document, tout rappel au Glossaire sera signifié par *.
2Cependant, avant le traitement statistique, le REX est censé avoir été soumis 4 un traitement rigoureux, qui tend 3
éliminer les données de défaillance reflétant des causes autres que les phénoménes généraux que ’on cherche & modéliser

3Paradoxe d’une discipline comme la fiabilité qui, & I’instar de la médecine, n’a d’autre but que de se rendre inutile.



de ce travail sont les suivantes.

1. Une analyse bayésienne des modéles utilisés dans le cadre d’expertise proposé par EDF (chapitre 3;
un article reprenant les principaux points de ce chapitre est fourni en Annexes B). Nous construisons
une modélisation a priori, pour les paramétres des familles de lois de Weibull, qui tient compte des

points suivants :

1. pour chaque paramétre, son sens qualitatif (lié au comportement du composant, par exemple
son vieillissement) ou quantitatif (1ié & des valeurs représentatives de la durée de vie);

2. la connaissance experte disponible, qualitative et quantitative;

3. la corrélation entre paramétres.

En particulier, cette modélisation a priori est suffisamment souple pour étre calibrée par un ana-
lyste bayésien de fagon compréhensible. Celui-ci juge 'expert quantitatif comme un fournisseur de
données "fictives", au travers d’un hyperparamétre a correspondant a la taille de ces données. Nous
proposons alors une régle de calibration par défaut, en fixant a en fonction de la précision de I’in-
formation que ’expert indique. Un ensemble de questions ouvertes est proposé afin d’améliorer cette
calibration. Enfin, via a, 'information de I’expertise peut étre comparée a l'information apportée par
les données réelles (le REX), au moyen d’indicateurs de taille. On peut donc repérer sinon tempérer
les cas ou, a posteriori, I’estimation reste majoritairement subjective.

2. La définition et l’étude d’un critére d’éloignement, noté DAC, entre données de REX et information
d’expertise (chapitre 4). Le cadre plus général de cette contribution est celui d’une étude bayésienne
concréte, ol la connaissance a priori est majoritairement subjective. Sa modélisation, nécessairement
arbitraire, peut se révéler trés éloignée de 'information objective apportée par les données, et té-
moigner, par exemple, d’'une modélisation a priori médiocre ou d’une hétérogénéité de 'information
apportée par ’expert vis-a-vis de la nature des données (interrogé sur un composant ) ,, son avis
peut plutdt porter sur un composant ) ., proche de >, placé dans des conditions de fonctionnement
différentes). Cet éloignement, que 1’on percoit parfois intuitivement, doit étre détecté avant I'inférence
et Pacceptation des résultats a posteriori.

La prévision de la durée de vie industrielle est particuliérement concernée par ce type de pro-
bléme. Par exemple, les données de REX peuvent correspondre a la durée de vie de composants dont
I’arrét d’exploitation n’est pas vraiment imputable au vieillissement mais plutot & des opportunités
de remplacement, des difficultés d’exploitation, des problémes de composant ou des modifications de
conception. Certaines d’entre elles peuvent se révéler peu représentatives de la durée de vie des com-
posants actuellement utilisés. Pour des raisons d’évolution technique ou de différence de composant,
un expert de maintenance peut fournir, par exemple, un avis 4 la fois trés informatif et trés optimiste
vis-a-vis de données de temps de défaillance.

Dans les faits, donc, les connaissances a priori et objective relatives & une question de fiabilité
doivent étre cohérentes, sinon il subsiste un probléme de validation de données ou d’expertise. Lors-
qu’elles sont relatives & une question de durabilité, ce type de probléme apparait moins essentiel :
il s’agit de prévoir une durée de vie restante, aprés une stratégie de maintenance qui tient compte
de I’évolution technique. Vis-a-vis du REX disponible, I’expertise peut donc paraitre optimiste sans



qu’un conflit effectivement détecté soit & prendre en compte par ’analyste bayésien. La figure 1 per-
met d’illustrer briévement cette idée déja exprimée que le contexte de ’étude modifie la pertinence

des outils statistiques. Cependant, un critére mesurant la divergence entre ces connaissances reste
important pour valider le travail d’investigation de ’expert.

Objective A priori Objective A priori

F1G. 1 — Représentations simplifiées de distributions objective (fournie par la connaissance des données
de REX) et a priori sur un paramétre d’intérét 6. A gauche, les deux connaissances restent cohérentes
que le point de vue soit fiabiliste ou durabiliste. A droite, elles sont incohérentes d’un point de vue

fiabiliste. D’un point de vue durabiliste, un tel éloignement n’est pas rédhibitoire puisque la vision de
la durée de vie est prévisionnelle.

Le critére DAC peut également étre utilisé comme un outil de calibration par défaut, lorsque ’ana-
lyste bayésien, recueillant et modélisant I’avis de I’expert, sait ne pas disposer d’information crédible

sur lincertitude de cet expert. Il s’agit donc de proposer, typiquement, une valeur objective de la
variance a priori, d’autant plus large que ’écart entre expertise et données est grand.

En introduction a ces deux contributions, le chapitre 1 offre une définition générale du cadre sta-
tistique et des modéles auxquels nous nous intéressons. Notons en Annexes A un article coécrit en
cours de thése sur le modéle a risques concurrents proposé par Bertholon (2001). Cet article sera
fréquemment cité au cours de ’étude. Le chapitre 2 se veut fournir un panorama des méthodes fré-
quentistes usuelles, qui sont des méthodes d’estimation objectives des modéles statistiques (fondées
uniquement sur information apportée par les données de REX). L’objectif est de mesurer la limite
de ces méthodes en termes de précision d’estimation.Nous proposons par exemple ’emploi conjoint de
plusieurs algorithmes de bootstrap pour s’assurer que ’appel aux techniques bayésiennes est nécessaire.
Méthodologiquement parlant, cette vérification nous parait utile, étant donné la difficulté que peut
revétir le travail préparatoire & 'inférence bayésienne qu’est la calibration a priori.

Le chapitre 5 est essentiellement un récapitulatif des principales techniques de calcul bayésien.
Typiquement, on cherche & approximer une expression intégrale correspondant 4 une moyenne a pos-

teriori. Nous nous focalisons en particulier sur des algorithmes d’échantillonnage préférentiel, préférés



aux méthodes MCMC traditionnelles. L’algorithme BRM (Bayesian Restoration Mazimization, Ba-
cha 1996), utilisé dans de récents logiciels de fiabilité, fait 'objet d’une étude critique particuliére qui
conduit & le rejeter pour des raisons théoriques et pratiques. Le trés récent et puissant algorithme
PMC (Population Monte Carlo, Cappé et al. 2004, Celeux et al. 2006) est par ailleurs détaillé dans un
but didactique, et des exemples d’étude sont proposés, pour les schémas bayésiens émanant des cha-
pitres précédents. La encore, selon le but 4 atteindre, nous fournissons une conclusion méthodologique.

Le chapitre 6, consacré & quelques perspectives de recherche, clot ce travail. Nous nous focalisons
en particulier sur le choix des hyperparamétres d’une distribution a priori arbitraire, en conservant
I’idée pratique que I'analyste bayésien ne peut fournir sur ’expert qu’un jugement limité, exprimable
par une "taille" d’échantillon fictif (comme a au chapitre 3). Cette taille est donc I'unique paramétre
modifiable par analyste en fonction de sa connaissance de 'expert (par exemple via son taux de
réussite passé). Nous proposons donc quelques pistes en ce sens.

Au final, nous espérons avoir obtenu un certain nombre d’outils, d’indicateurs et de méthodes faci-
litant le travail de 'ingénieur fiabiliste ou durabiliste, lorsqu’il doit chercher & inférer sur les modéles
classiques de durée de vie, avec pour sources d’information des données de REX en petit nombre et
censurées ainsi qu’une connaissance experte parfois forte, mais dont il a du mal & mesurer l’incerti-
tude. Bien que nous utilisions des exemples typiques des études d’EDF, le cadre de cette thése reste
donc général (voire, pour le chapitre 4, ouvert & tout probléme de modélisation bayésienne subjective).
A Pavenir, d’autres modéles de durée de vie sont susceptibles d’étre étudiés de facon similaire, qui
intégrent par exemple des processus de défaillances a la sollicitation.

Ajoutons, en conclusion de cette présentation générale, que ce travail de thése est complété par
des programmes informatiques qui devraient, dans un proche avenir, aboutir & un logiciel accueillant
et maniable par un ingénieur, dont la connaissance statistique serait limitée, et qui n’effectuerait une
analyse bayésienne qu’occasionnellement. Les indicateurs, critéres, algorithmes et calculs inférentiels
proposés dans notre travail y sont codés (y compris les procédures d’estimation fréquentistes), en
langages C et R/Splus.






General presentation

The main issues raised by the estimation of lifetime statistical models used in industrial reliability
are censoring and the sample size of feedback experience data (FED). Many studies have to deal with
homogeneous, small-sized, censored failure times which have to be integrated into Bayesian procedures
with informative prior distributions. This way of dealing with statistical inference has been especially
followed by EDF (Electricité de France) for predicting failures on nuclear material.

This thesis work has been motivated by such difficulties encountered in industry, and has been for
the most part produced in collaboration with EDF. It is essentially methodological and proposes some
recipes and tools of statistical analysis for the industrial analyst, about the integration of subjective
expert opinion in the Bayesian estimation of decision-making models.

Indeed, various experts are liable to give information about the lifetime of a system or a component,
for instance component producers, operators, service engineers. They offer information that is diffi-
cult to quantify and should be added very carefully to the objective information provided by the FED.

More precisely, we are interested in modelling the lifetime of an industrial component > which
is submitted to aging. The two best-known lifetime models are the exponential and the Weibull dis-
tributions. A competing risk model has been studied as an alternative to the Weibull distribution.
Its definition and its frequentist and Bayesian estimations are the subject of an article by Bertholon,
Bousquet & Celeux (2006), accepted by Lifetime Data Analysis and provided in Appendix A. On
several examples, numerical tests show that this model improves the representation of the lifetime as
compared with the Weibull distribution. Besides, it allows a suitable modelling of the reliability of a

two-component series system.

Note that a constant worry of our work is to be the most didactic possible, in order to sensitize the
engineers to the main procedures and the difficulties of the Bayesian subjective analysis. In addition
to this article, the main contributions of our work are following.

1. The elicitation of a prior class for the Weibull (and poly- Weibull) distributions (Chapter 3 in
French, Appendix B in English). This work extends the work of Berger & Sun (1993) and Bacha
(1996) and proposes an alternative method to the Weibull prior elicitation of Singpurwalla &
Song (1986). Our prior elicitation takes into account the available expert knowledge (in the case
of EDF). This knowledge is essentially in terms of lifetime, and is not formulated directly on

15



the parameters. It refers to some characteristics of the prior marginal (predictive) distribution.
We give a quantitative or qualitative sense to the parameters. Then we elicit a prior about the
quantitative opinion, of which a hyperparameter takes the sense of a size of a wvirtual sample
which reflects the expert uncertainty.

Thus we can easily modulate the prior by means of discussion between the Bayesian analyst
and the expert, since the size is a simple and understandable indicator of information. Default
choices are proposed in this way, as starting points for the discussion. Some indicators of the
effective size of the observed censored data are given to locate this subjective information with
respect to the objective data information.

From an industrial point of view, the characteristics of the complete prior are studied, showing
its relative appropriateness. A main feature is that the global prior sets out a correlation between
the parameters and simplifies the posterior computation. Finally we focused on the posterior
distribution, studying the consistency and convergence properties ; then, from a sensitivity ana-
lysis, we propose some default prior choices and advices to let the posterior distribution remain
the most stable possible with respect to small prior changes. Finally, this prior is easy to use
and understandable by an industrial analyst without advanced statistical knowledges; that was
a main motivation of the chapter.

. The definition and the study of the DAC criterion (Chapter 4). This chapter is in English. DAC
is a criterion which defines a stastistical agreement between a prior information and the data
information. The setting of this work is more general than reliability and concerns any Bayesian
setting where a subjective prior can be far from the data information. However, this is especially
relevant in industrial Bayesian analysis. For instance, lifetime data can reflect the past and the
expert opinions can reflect the future, for reasons of technical evolution or material divergence;
there is a risk to obtain a time incoherency between the two sources of information. Other diffi-
culties are listed through real and simulated examples.

Note however that the notion of reliability is different from durability, which is the study of the
remaining (or residual) lifetime of any working system, in given conditions of use and mainte-
nance. Reliability’s aim is to represent the complete lifetime process to establish, in the future,
some strategies of use and maintenance. Thus, from a durabilist viewpoint, an engineer can
naturally take into account the technical evolution and a possible prior-data conflict is no more
relevant. This can be intuitively illustrated by Figure 2. Then the context of the study must
clearly be defined to know if DAC gives an useful information.

Besides, the DAC criterion can be used as a tool of default prior calibration, when no credible
information about the real expert uncertainty is available to the Bayesian analyst. Typically,
when a prior central opinion is given, DAC can be used to propose an objective value for the
prior variance, which increases with the difference between the expert opinion and the location
of the data.

Then DAC appears to be an alternative and more powerful approach to a procedure proposed
by Evans & Moshonov (2005a) very recently, for detecting a conflict between prior and data.



Some other features make us consider this criterion as a practical method in the toolkit of the
Bayesian analyst.

Objective Prior Objective Prior

Fi1G. 2 — Ideal view of the probabilistic distributions on a parameter of interest 6 yielded by the
objective knowledge of data and the prior knowledge from an expert. Left, both knowledges remains
coherent from reliability and durability viewpoints. Right, they are only incoherent from a reliability
viewpoint. From a durability viewpoint, such a discrepancy is not unreasonnable because the sight of
the lifetime is forward-looking.

Chapters 1 and 2 (in French) of the thesis are introductory chapters, summarizing the main features
of the industrial context, the statistical setting and the precision defects of the frequentist procedures.
Chapter 5 (in French) is essentially a summary of the main Bayesian computational techniques that
are necessary for the other chapters. Typically, we are looking to approximate an integral expression
corresponding to a posterior mean. Especially, we focus our attention on importance sampling algo-
rithms, which can be preferred to traditional MCMC methods in our context of highly-censored small
samples. We make a critical analysis of the Bayesian Restoration Mazimization (BRM) algorithm
(Bacha 1996, Bacha & Celeux 1996), which is used in several recent reliability softwares. We reject
it for theoretical and practical defects and consider the very recent and powerful Population Monte
Carlo (PMC) algorithm (Cappé et al. 2004, Celeux et al. 2006). Its construction is detailed and some
applications are done, using the prior schemes considered in previous chapters. According to the aim
of the Bayesian analyst, a methodological conclusion is given.

Chapter 6 is dedicated to some future avenues of research and concludes this thesis. In particular,
we propose to adapt our methodology to a shock model for assessing component aging reliability,
which is of interest for numerous industrialists. This work should continue the preparatory work of
Celeux & Rodionov (2002). A second avenue is to propose a methodology of subjective prior elicitation
which generalizes the use of virtual data. For this we propose to consider priors that can be written
under the form (or close to the form) of expected pseudoposterior priors.

The tools and methods presented in this thesis are completed by programs (in C/R/Splus) that
should be integrated into a software package for the occasional use of an engineer with limited statis-
tical knowledge.






Notations

La définition des notations suivantes sera rappelée & leur premiére occurrence dans le document,
et elles seront réutilisées par la suite sans rappel obligatoire. D’'une maniére générale, les variables
aléaoires (v.a.) seront notées en majuscules, les réalisations de ces variables en minuscules. Rappelons
qu’un Glossaire est disponible & la fin de ce travail (p. 217), expliquant certains termes statistiques et

d’ingénierie. Y référent les termes suivis d’un * dans le texte.

VARIABLES

X variable modélisant la durée de vie (en général) d’un composant industriel Y
Y variable observée résultant de la stratégie de censure de X
C variable modélisant la censure de X
i.1.d. indépendantes et identiquement distribuées (en parlant des réalisations
d’une v.a.)

REX échantillons d’observations de Y (retour d’expérience industriel)

MODELES PARAMETRIQUES ET DISTRIBUTIONS DE PROBABILITE
M(0) modéle statistique de comportement, de paramétre § € ©
(C] espace paramétrique
En) modéle exponentiell

W(n, 8) modéle de Weibull
B(no,m, ) modeéle de compétition Weibull contre exponentiel (Bertholon)

N(u,0?) modéle normal de moyenne y et de variance o2

Ula, b] modéle uniforme sur [a, b]

Py mesure de probabilité conditionnelle & 6

ha(x]0) taux de défaillance du modeéle M(6)

f(z|9) densité de X sachant le paramétre 6

F(z|0) fonction de répartition de X sachant le paramétre 6

S(x0) fonction de survie (ou fiabilité) de X (=1 — F(x|6)) sachant le paramétre
m(0) densité du paramétre 6 s’il est supposé aléatoire

SYMBOLES MATHEMATIQUES

c .

— convergence en loi

p.s. o
- convergence presque slre

Supp(f) support de la fonction f
Tiay indicatrice de I’événement A
log fonction logarithme népérien (In)



PARAMETRES

n parameétre d’échelle (modéles £, W, B)
A(=1/n) paramétre d’échelle inverse
Ié; paramétre de forme (modéles W, B)
pw(=n"%)  paramétre de simplification (modéles W, B)
SIGLES ET ABREVATIONS
EMV/MLE estimateur du maximum de vraisemblance (francais/anglais)
DIP test d’'unimodalité d’Hartigan (chapitre 3), de statistique notée Dip
DAC critére de proximité entre a priori et données (chapitre 4)
NEF Natural Ezxponential Family, ou famille exponentielle naturelle (chapitre 4)
MTS Minimal Training Sample, ou échantillon minimal d’entrainement (chapitres 4 et 6)
ALGORITHMES
NR algorithme de descente de type Newton-Raphson (chapitre 2)
EM algorithme Ezpectation Mazimization (chapitre 2)
SEM algorithme Stochastic Ezpectation Mazimization (chapitre 2)
BRM algorithme Bayesian Restoration Maximization (chapitre 5)
PMC algorithme Population Monte Carlo (chapitre 5)



Chapitre

Enjeux industriels et modélisation

statistique

1.1 Introduction

Nous cherchons & modéliser la durée de vie d’'un composant industriel >". Pour ce faire, nous la
supposons représentable par une variable aléatoire X suivant une loi statistique M (6) dont 6 est le pa-
ramétre & estimer. Ce choix de modélisation paramétrique est intéressant de par la possibilité d’établir
une stratégie de maintenance préventive* (par exemple, lorsque la probabilité de défaillance estimée
est la plus forte) ou de prévoir des comportement futurs, telles que la survie ou la durée de vie que >
peut encore espérer aprés un certain temps (par exemple un temps d’arrét décidé auparavant). Cha-
cun des aspects fiabilistes et durabilistes de la stireté de fonctionnement™ peut donc en étre bénéficiaire.

L’enjeu d’une telle démarche est bien entendu une amélioration de la connaissance du compor-
tement des matériels. A la clé, il s’agit de vérifier le bien-fondé des dates de maintenance ou de
remplacement, voire de les rectifier. Par ailleurs, le respect de normes de sécurité est essentiel ; il est
donc indispensable d’obtenir la meilleure précision possible sur ces estimations, afin de concilier fiabi-
lité et modération de I'effort industriel d’entretien et de réparation.

Nous proposons d’abord une description succincte du contexte industriel dans lequel se place ce
travail de thése. Si ce dernier a été réalisé en collaboration avec EDF, le contexte de ’étude revét
un cadre beaucoup plus large, qui est celui des composants industriels soumis & du vieillissement et
des défaillances par accident, et pour lesquels les colits de remplacement, de maintenance et d’essai
sont élevés. En second lieu, nous introduisons les modéles statistiques utilisés tout au long de ce tra-
vail, dont nous cherchons & estimer les paramétres. Vis-a-vis des caractéristiques des données EDF
disponibles, des modéles trop complexes doivent étre abandonnés. Enfin, nous concluons ce chapitre
introductif par la formalisation mathématique du contexte de 1’étude.
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22 CHAP.1— Enjeux industriels et modélisation statistique

1.2 Particularités et difficultés du contexte industriel

Un grand nombre de données de défaillance de ) est souvent requis pour obtenir des estima-
tions fiables du paramétre 6, de quantités fonction de 6 et des intervalles de confiance portant sur
ces quantités. De tels nombres dépassent malheureusement le nombre de retours d’expérience (REX)
disponibles, lorsque > appartient & un systéme industriel complexe pour lequel les cotits de relevé ou

d’essai sont trés lourds. Les composants de centrales nucléaires en sont un trés bon exemple.

Par ailleurs, de par leur rareté, ces données hétérogenes sont parfois regroupées afin de constituer
des échantillons de travail. Différences de matériaux, de conception, de type d’emplacement géogra-
phique, de conditions d’exploitation : ces données non identiquement distribuées rendent I’estimation
plus douteuse, et il est parfois judicieux d’en 6ter certaines de ’échantillon. Une liste célébre, regrou-
pant des ages d’apparition de fuites causées par la fatigue thermique, a par exemple été recensée par
Atwood et al. (1999) et utilisée par Bertholon (2001) pour I’estimation d’un modéle de durée de vie &
risques concurrents. Les données ont été relevées sur des centrales REP dans le monde entier, aux ca-
ractéristiques parfois différentes. Ajoutons 4 cela la possibilité que certaines durées de vie trés courtes
correspondent plutot & des temps de rodage de >, ou déverminage, et ne sont pas représentatifs de
la durée de vie de >_.

Enfin, beaucoup de données de REX sont censurées a droite. Elles correspondent & des dates d’ar-
rét de > et non & des défaillances réelles. Dues & des politiques de maintenance ou de remplacement
ou simplement & I'arrét de la collecte des données, ces durées de vie indiquent uniquement que les
temps de défaillance réels qu’elles masquent leur sont supérieurs. Dans le reste de de documents, nous

parlerons alors de données incomplétes.

N

Cependant, dans notre cadre d’étude, les données sont généralement soumises & un traitement
particulier avant d’étre mises & disposition de l’analyste statisticien. La justesse et la pertinence des
données sont examinées avec soin, en particulier lorsqu’elles proviennent d’expériences coiiteuses. La
encore, ’objectif de I’étude est pris en compte : fiabiliste ou durabiliste ? Certaines données anciennes
peuvent étre Otées car peu représentatives du fonctionnement actuel (point de vue durabiliste). Des
renseignements qualitatifs accompagnent le plus souvent les tableaux de REX; dans le cas d’EDF,
une date d’arrét ou de défaillance peut potentiellement étre fournie avec

e la mention de la durée de vie active en unités de fonctionnement ;
e le mode de défaillance™ ou une explication de ’origine de ’arrét ou de la défaillance;

e les taches de maintenance possiblement réalisées sur I’exemplaire du composant considéré.

Nous considérons donc dans ce travail que les données disponibles ont fait ’objet d’un controéle
qualitatif, et que les problémes fondamentaux que pose leur traitement sont dis & la faible taille de
I’échantillon et la proportion élevée de censures. Sur certains jeux de données reconstitués, cependant,
nous indiquerons qualitativement quelles mesures pourraient étre entreprises pour les “épurer”. Dans
la section suivante, nous introduisons les modéles & estimer. La dimension du vecteur des paramétres
reste faible (de 1 & 3), permettant de ne pas accroitre la difficulté de lestimation. Par la suite,
nous fournissons un cadre statistique pour entreprendre d’inférer sur ces paramétres dans ce contexte

industriel.
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1.3 Description et interprétation des modéles statistiques

Les modéles M () considérés sont définis par leur taux de défaillance™ haq(z|0). Ce taux de
défaillance est une mesure de la probabilité instantanée d’une défaillance du systéme au temps = :
dPy (r < X < z + dx)

dz

1l permet de définir la probabilité de défaillance avant = (la fonction de répartition F')

hm(zlf) =

Py(X <z) = Fm(z|f) = 1—exp (—/ ha(ulf) du).
0
qui elle-méme induit la représentation en densité de probabilité de la loi de comportement
dPy(X < x *
putel) = D haalo) e (= [ aatulo) ).
0

Nous allons en particulier nous intéresser & trois modéles emboités, dont les deux premiers sont cer-
tainement les plus utilisés en durabilité et fiabilité. Une référence majeure en la matiére est le livre
de Lawless (1982). Nous focalisons notre étude sur un composant » ., soumis & une voire deux causes
de défaillance, et non & un systéme multicomposants. Les taux de défaillance sont donc des fonctions
simples de z, de type polyndéme ou exponentiel.

1.3.1 Modéle exponentiel

Sachant A > 0, le modéle exponentiel £()\), de densité
f(z[]A) = Aexp(—Ax) Liz>0y

modélise la durée de vie d’'un systéme ) soumis & des défaillances accidentelles de par son taux de
deéfaillance constant hg(x) = A\. La durée de vie moyenne est 'espérance E[X]| =n = 1/A\.

1.3.2 Modéle de Weibull

Sachant (7, 3) > 0, le modeéle de Weibull W(n, 3) a pour densité

flzn,B) = g(%)ﬁ_lexp{—ﬁy} Liz>03-

Son taux de défaillance hy (z) = (8/n)(x/1)?~1 est croissant - et modélise donc un 3" qui vieillit -
quand 8 > 1. Il est décroissant - et modélise un > qui rajeunit - quand 8 < 1. Il est exponentiel
quand 3 = 1. On note aussi A = 1/, et la paramétrisation ;4 = A\’ sera beaucoup utilisée dans le reste
de ce document.

S’il y a vieillissement, celui-ci s’accélére quand 3 > 2. En effet, la vitesse du vieillissement peut étre
percue par la dérivée du taux de défaillance hy;, (x), qui est alors positive. Ainsi, la connaissance de
offre une indication de nature gualitative sur le comportement de >, puisqu’il permet de distinguer
un composant qui vieillit fortement d’un composant bien entretenu, dont les défaillances sont surtout
accidentelles (3 ~ 1), quelle que soit la valeur du paramétre d’échelle 7. Ce dernier est quant & lui
homogéne 4 X, alors que (3 est sans dimension, et correspond au 63'*™® percentile de la distribution,
soit

P(X <n) = 0.63.
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Le livre de Dodson (2006) constitue une référence intéressante puisqu’il fournit une revue compléte
des propriétés du modéle et de son emploi dans de nombreuses études de fiabilité. Notons que les
modéles gamma et lognormal, de densités respectives

(e

f(z)a,y) = %x‘klexp(—vx) 1iz>0),
_ 2
falma) = (0vEr) e {-E )

sont eux aussi trés utilisés, soit pour modéliser le vieillissement, soit pour modéliser le temps moyen mis

pour réparer un systéme en panne (MTTR). Cependant, le sens des paramétres est bien moins évident.

REMARQUE 1. En fiabilité des composants, la constatation d’un rajeunissement est plus souvent la
conséquence d’une période de déverminage dans la vie de > ou d’une maintenance préventive* de
qu’un phénomeéne physique réel. Trés majoritairement, nous considérons dans ce travail des > qui
vieillissent.

1.3.3 Modéle a risques concurrents

Une variable aléatoire X suivant le modéle a risques concurrents B(n, 71, 3) étudié originellement
par Bertholon (2001) est définie par

X = min(E,W)
ou

E ~ 5<1/770)7
W~ W(n,p)

indépendamment 'une de lautre. Le taux de défaillance de ce modéle consiste en la somme des taux
de défaillance exponentiel et de Weibull :

e
hp(zlno,m,B) = no+ " <—) Tie>0y-
Ainsi, lorsque ( > 1, ce modéle permet de modéliser un > soumis & du vieillissement mais également
susceptible de tomber en panne par accident. L’article de Bertholon, Bousquet & Celeux (2006), placé
en Annexes A, offre un résumé des propriétés de cette distribution et étudie ’estimation des para-

métres dans un cadre durabiliste (par maximisation de la vraisemblance et inférence bayésienne).

Dans cet article, le vieillissement de l'objet d’étude est percu comme la principale cause de dé-
faillance. Ainsi, on suppose 8 > 1 et 19 > n1; ce qui implique que la durée de vie moyenne avant
accident est plus longue que la durée de vie moyenne avant défaillance par usure. On montre, via des
tests numériques et des mesures de grandeurs prédictives, que cette modélisation fait sens dans des
cas ol, par habitude, seule la loi de Weibull est utilisée. L’intérét est donc d’améliorer fortement la
prédiction du comportement de .



Formalisation statistique du cadre d’étude 25

REMARQUE 2. Notons que pour ces deux derniers modéles, nous faisons toujours ’hypothése que le
vieillissement (ou le rajeunissement) commence au temps 0. Autrement dit, ces modéles ne com-

portent pas de terme de position.

Notons cependant que dans le strict cadre d’EDF, ce modéle est apparu peu utile au cours de
notre étude ; en effet, comme précisé auparavant, les données EDF sont généralement triées au sens ot
I’on connait, de fagon assez précise, leur origine. D’autres données industrielles ont permis d’utiliser
ce modeéle avec succés, en particulier des durées de vie de moyens de transport (SNCF, entreprises de
location de voitures).

1.4 Formalisation statistique du cadre d’étude

1.4.1 Variable de durée de vie

Les données sont définies sur un espace mesurable (x,.4), que ’on munit d’une mesure dominante
v positive. Dans notre étude, A est la tribu borélienne* B(y) et v est (le plus souvent) la mesure de
Lebesgue. Dans le cadre de la durée de vie, y = R™.

On note alors X une variable aléatoire définie sur I’espace probabilisé (x, A, My : € © C IR%). On
notera plus simplement X ~ M(0) et M(0) sera désignée sous le terme de distribution (de probabilité)
de X. Cette variable aléatoire sera associée en général & une durée de vie, excepté au chapitre 4 ou le
cadre de ’étude s’élargit (et ne concerne plus seulement la durabilité). La densité de X par rapport
a v sera notée f(x|0) et sa fonction de répartition F'(z|f). La fonction de survie (ou fiabilité) sera
désignée par

S@) = Py(X >az) = 1— F(alf).

Un échantillon x,, = (z1, ..., x,) i.i.d. est alors la représentation de X,, = {X,,}, une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de (x,.4, My). Dans les applications, on notera
souvent par commodité

1.4.2 Phénoméne de censure (données incomplétes)

Le phénoméne de censure peut se traduire comme suit. On définit Y,, = ¥(X,,, C) comme la suite
de variables aléatoires réellement observées, non identiquement distribuées, ot ¥(., C) représente un
mécanisme de censure & droite transformant une donnée compléte x; en une observation partielle y;.
D’une facon générale, on notera y,, les échantillons de données disponibles (REX ou simulations). On
spécifie deux types de mécanismes :

1. Censure de type I progressive. Il s’agit du mécanisme prépondérant dans cette étude, qui cor-
respond & une durée d’observation prédéfinie. Soit C = {C),} une suite de valeurs fixes et
indépendantes de X,. On définit alors Y; = min(X;,C;) Vi € {1,...,n}. Lorsque ces censures
sont uniques, on parlera simplement de Type I. D’un point de vue industriel, le REX de Type I

correspond & des observations provenant d’installations mises en service au méme moment. Le
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REX de type I progressif (ou échelonné) est plus réaliste, au sens ou ces installations sont mises
en service & des dates diverses.

2. Censure de type II. On définit un nombre fixe r € {1,...,n} indépendamment de X,,. On définit
alors C = { X} le singleton restreint a la statistique d’ordre r de X. Puis Y; = X Vi € {1,...,r}
et Y; = X Vje{r+1,...,n}. Ce type de censure aléatoire caractérise en majorité des essais
de laboratoire, que I’on stoppe au bout de la r®™e défaillance constatée.

1.4.3 Structure 4 données manquantes

La structure des données observables induit donc en général I’existence d’un ensemble de données
manquantes, noté le plus souvent z, et dont la densité conditionnellement & I’échantillon observé sera
notée k(z|0,yn). Cet ensemble différe de fagon fondamentale selon les modéles.

1. Dans le cas d’un modéle soumis & une source unique de défaillance (exponentiel et Weibull),
ces données manquantes sont les valeurs de défaillance censurées, soit les données incomplétes.

Ainsi z ~ M(0).

2. Lorsque le modéle est & risques concurrents, chaque donnée i.i.d. observée est attribuée a ’'un des
modéles en concurrence. Elle censure donc des réalisations provenant d’autres modéles. Ainsi,
dans le cas du modeéle B(ng, n1,3), une valeur de défaillance observée, d’origine accidentelle (ex-
ponentielle), “cache” une donnée de défaillance de vieillissement (de Weibull), et réciproquement.
Pour ce type de modéle, les données manquantes sont également les origines des défaillances.
Bien évidemment, les données de censure ne permettent pas de pouvoir distinguer la source de
défaillance qui aurait produit la donnée inconnue.

Le terme données manguantes (missing data) est souvent introduit dans les articles scientifiques
pour inclure 'un ou 'autre de ces processus dans une certaine généralité. Dans la suite de ce travail,

on tentera d’utiliser au maximum le terme incomplet pour éviter les confusions.
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter un apercu global des différentes techniques d’inférence
dites classiques traditionnellement mises en ceuvre pour estimer les paramétres des modéles présentés
au chapitre 1. Par classiques, nous entendons les méthodes qui se fondent sur une approche non bayé-
sienne de la Théorie de la Décision, au sens ou le paramétre 6 est supposé fixe, et ou seule I'information
provenant des données est prise en compte. Nous renvoyons au chapitre 2 du livre de Robert (2001),
qui présente en détail les bases de la Théorie de la Décision et permet d’appréhender clairement les
différentes approches possibles de cette théorie. Au sens communément utilisé, ’approche considérée
ici est qualifiée de fréquentiste!, puisqu’elle se fonde intrinséquement sur la répartition en fréquence
des données, répartition interprétée par la fonction F(x|0) = P(X < z|6).

Cette présentation succincte se veut critique vis-a-vis de ’emploi de ces méthodes dans le contexte
particulier d’échantillons y,, de faible taille et censurés. La plupart des études portant sur I'impact de
la censure sur 'estimation de quantités fiabilistes ou durabilistes se placent dans des conditions ou le
nombre de censures évolue parallélement avec le nombre de données n, et ot la validité des intervalles
de confiance est discutée asymptotiquement. En témoigne par exemple P’article de Harder (1990) sur
la validité de tels intervalles construits & partir de données exponentielles fortement censurées (n = 50
au minimum). De nombreux articles comme celui de Tingley & Field (1990) abordent le probléme
d’échantillons beaucoup plus proches des conditions réelles rencontrées dans 'industrie (& partir de
n = 5), mais sans introduire de censure. Ainsi, les conditions optimales d’utilisation de ces techniques,
dans un cadre fréquentiste, ne sont-elles jamais réalisées dans notre étude; or les limites d’application
de ces méthodes restent floues. Il importe donc de fournir des outils permettant de juger la validité
de telle ou telle méthode d’estimation, et de les appliquer sur des exemples typiques d’échantillons
industriels.

Une premiére partie est consacrée aux méthodes d’estimation de 6 proprement dites.

e On rappelle tout d’abord quelques méthodes, qualifiées d’empiristes car fondées uniquement sur
la valeur des données et non sur une compréhension fine de leur structure. Ces techniques servent
généralement de méthodes préalables, au sein de la communauté industrielle, & la fois pour opé-
rer un choix de modeéles de comportement - sinon le confirmer - et procéder & une estimation

assez grossiére. Elles restent d’utilisation trés limitée dans notre contexte d’étude.

e Par la suite, nous faisons le rappel de méthodes classiques de maximisation de la vraisemblance.
Elles s’appuient sur la structure manquante des données et paraissent beaucoup plus aptes
fournir des estimations raisonnables de 6. Ces méthodes feront I'objet d’une attention critique
dans le reste du chapitre.

La seconde partie de ce chapitre sera focalisée sur la construction d’intervalles de confiance pour les
estimations précédentes, et d’indicateurs acceptables permettant de juger la validité de ces méthodes

dans le contexte industriel I’EDF.

Enfin, quelques tests numériques sont présentés, permettant d’illustrer les critiques importantes

lterme traditionnel en statistiques, mais impropre en langue frangaise ; le terme correct est fréquentielle.
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faites sur les méthodes classiques d’estimation. Peu ou pas adaptées & nos données, elles se révélent
sources de confusions et d’inexactitudes. D’autres techniques doivent alors étre employées pour amé-
liorer I'inférence, qui nécessitent de modifier notre cadre d’analyse.

2.2 Descriptif des principales méthodes d’estimation

2.2.1 Meéthodes empiristes

A disposition des ingénieurs en durabilité et fiabilité, un certain nombre de méthodes sont dis-
ponibles, fondées en général sur une approche intuitive du probléme. Elles utilisent la répartition
empirique des valeurs - sans mettre & profit leur structure éventuellement censurée - pour proposer
des estimations de 6, en reliant cette répartition & la répartition fréquentiste. Ainsi, une représentation
empirique nommeée graphe de Weibull est couramment utilisée. Elle a I’avantage de présenter sur un
graphe unique les principales tendances du composant Y au cours du temps. Elle permet la détection
d’un vieillissement ou d’un rajeunissement, d’une évolution linéaire du taux de défaillance (ni rajeu-
nissement, ni vieillissement) ou encore d’une compétition entre plusieurs modes de défaillance. Par

des ajustements linéaires, cette représentation peut fournir des valeurs de 6.

2.2.1.1 Graphes de Weibull

L’échelle des abcisses du graphe de Weibull est log « quand celle des ordonnées est Q(x) = log(log S(z))
ot S(z) est la fonction de survie. Connaissant les données (y1,. .., y,), on peut en fournir ’estimation
empirique sans biais de Kaplan-Meier

NS
S (2) — L)
" ie{l,...E[}, yi<z (n—z+1
ol §; = 1 si y; n’est pas censuré et 0 sinon. Voir également Lo et al. (1989) pour une redéfinition de
cet estimateur, ainsi que Bitouzé et al. (1999) pour une mesure de la concentration de cet estimateur
vis-a-vis de la distribution réelle, dans un cadre non asymptotique. En comparant S, (z) au tracé de la
survie théorique S(z|0), fonction d’un choix de modéle et d’une ou plusieurs valeurs de 6, la démarche
empirique constitue un bon préalable au choix de modéle.

Si les données suivent le modeéle de Weibull W(n, ), leur répartition suit approximativement la
droite d’équation Q(z) = Blogx — Slogn, de coefficient directeur 8. Un ajustement linéaire se justifie
donc pour estimer les paramétres. Si jamais les données proviennent du modéle & risques concurrents
B(no,m, B), Péquation Q(z) = log (x/no + (x/m)”) est celle d’une courbe convexe.

Pour illustrer ces deux comportements, le graphe de Weibull de données de durée de vie provenant
de Bertholon et al. (2006) est tracé sur la figure 2.1. L’ajustement linéaire a la répartition empirique
des données ne tient visiblement pas compte des premiéres défaillances, & la différence du tracé d’une
distribution B(no,n1,3), qui parait bien plus adaptée. En utilisant ce modéle, la compétition entre
types de défaillance est mise en évidence par le “coude” de la distribution, aux alentours de log z ~ 3.8.

Temps de déverminage. Un temps de déverminage potentiel peut étre détecté par 'utilisation des
graphes de Weibull. Il transforme en effet les droites empiristes de Weibull en courbes concaves jusqu’au
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Fic. 2.1 — Graphes de Weibull de données prospectives de durée de vie humaine.

log-temps ot commence véritablement le vieillissement (ou le rajeunissement) de ).

Limitations. Cette démarche est cependant extrémement limitée. En effet, ’estimateur de Kaplan-
Meier, §’il est sans biais, est sensible 4 la faible taille et 4 la censure de ’échantillon (voir ainsi Peterson,
1977, et Chen, Hollander & Landberg, 1982) ; la présence d’un point atypique, par exemple en queue
de distribution (déverminage oublié, donnée censurée & droite en fin d’échantillon, etc.), perturbe

considérablement 1’ajustement linéaire.

Références. Les méthodes graphiques restent plus des préalables aux tests classiques d’adéquation
de modéle (par exemple Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises) que des méthodes d’estimation. De
nombreuses références sont disponibles pour 'application de ces méthodes comme préalable au choix
de modéle. Dans le contexte de la durée de vie, citons Lawless (1982, chap. 6), D’Agostino & Stephens
(1986) et Bertholon (2001, pages 22-27).

2.2.1.2 Méthodes de moments et quantiles

Une autre facon simple de fixer les paramétres des modéles est d’estimer empiriquement les mo-
ments ou les quantiles de la distribution de X ~ M(0). Le paramétre 7 du modeéle de Weibull est
ainsi le 63°™¢ percentile de la distribution. Cependant, ce type d’estimation est soumis & plusieurs
difficultés :

e l’expression des quantiles ou des moments n’est pas forcément explicite; c’est le cas avec le
modéle B a risques concurrents (Bertholon et al. 2006). Par ailleurs, I’estimation empirique des
quantiles est faussée par la présence de censure.

e les intervalles de confiance de tels estimateurs empiriques sont généralement asymptotiques (et
donc non adaptés a notre contexte industriel).
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2.2.1.3 Meéthodes des moindres carrés

Les méthodes des moindres carrés ont pour objectif d’estimer # en minimisant une expression telle

que

¢ = > (X)) - v(X710)
i=1
ot X} est la statistique d’ordre* ¢ de ’échantillon, ¢ (z|6) est typiquement une fonction d’évolution de
X (densité, fonction de répartition,...) et ©*(x) est par exemple un estimateur non paramétrique de
¥ (z|0). Canfield & Borgman (1975) ont proposé le choix ¢ (z|0) = log S(x|6) ou S(z|) est la fonction
de survie, dont la survie empirique est un estimateur sans biais disponible, indépendant du choix de
modéle paramétrique.

Ces méthodes présentent certaines difficultés, & commencer par le grand nombre de solutions &
rejeter car n’appartenant pas & O (paramétres d’échelle négatifs, etc.). Il est donc nécessaire de leur
rajouter de nombreuses contraintes. Beaucoup d’auteurs ont émis & leur sujet de fortes restrictions
d’emploi dans des cas de faible taille et censurés (Lawless, 1982, pages 332-333) ; par exemple, Fried-
man & Gertsbakh (1980) indiquent que lestimation des moindres carrés d’un modéle B A risques
concurrents - ou I'un des paramétres est fixé - est bien plus biaisée que ’estimation du maximum de
vraisemblance (voir § 2.2.2.1). Indiquons cependant qu’une procédure de moindres carrés pour des
données manquantes proposée par Healy & Westmacott (1956) s’apparente & un algorithme EM (voir
§ 2.2.2.2). On trouvera plus de précision sur ce sujet dans McLachlan & Krishnan (1997, pages 51-56).

2.2.1.4 Conclusion

Si les méthodes graphiques peuvent aider & la validation du choix d’une famille de modéles, les
méthodes d’estimation par régression ou par moments ne sont pas utilisables dans notre cadre d’étude,
d’autant plus qu’elles n’utilisent qu’une partie de 'information transmise par 1’échantillon. Les mé-
thodes de maximisation de la vraisemblance, élaborées en fonction de la structure des données, pro-
mettent & premiére vue d’étre beaucoup plus efficaces.

2.2.2 Maximisation de la vraisemblance
2.2.2.1 Principe

La vraisemblance L£(yn;0) correspond a la densité de la probabilité jointe des données y, =
(y1,-.-,yn) de provenir du modéle M ; elle représente donc toute la connaissance objective sur 6
apportée par la structure des données. En divisant ’échantillon y, en données non censurées x, et
censures & droite c,_, comme au § 1.4, on obtient, dans un cas de censure de type I progressif :

L(yn,0) = [H f($i|9)‘| I1 ste10)
i=1 j=1
Dans le cas de censure de type II, on obtient

Llyn,0) = f(af,...,27]0) (S(=7]0)" "

ou z} est la statistique d’ordre ¢ du sous-échantillon x, (voir par exemple Gaudoin 2002 pour des écri-
tures plus explicites). On décrit dans le tableau 2.1 la vraisemblance observée de données censurées
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selon les trois modéles utilisés (14 encore pour une censure de type I progressif).

n
exponentiel £(n) 7~ " exp (- > yz/77>
i=1

Weibull W(n, 8) lﬁ’“nr f[l xfll exp (— fj(yi/n)ﬁ>
J=

i=1

B(no,m, ) lli[l (1/770 + (B/m) (ffj/??l)ﬁl)] exp <— i:lyi/no - Zﬁ: (yi/nl)ﬁ)

=1

TAB. 2.1 — Vraisemblance des données censurées (type I progressif) pour les trois modéles étudiés.

Le maximum de vraisemblance 6,7, est la solution des équations de vraisemblance dl(yny, 6)/90 = 0
ot l(yn, ) est la log-vraisemblance. Sous des conditions de régularité atteintes pour les trois modéeles,
Orrr, est unique et tel que

Vn (éML - 90) s (0,17(6,))
ol 0, est la vraie valeur (inconnue) du paramétre 0 et I(0) est la matrice d’information de Fisher du
modéle M(0) considéré :
0% f (II9)]
(’“)9109]- i,5€{1,...,d

Des informations plus précises sur cette optimalité asymptotique, dans un cadre de données man-

1(0) = —E, {

quantes et pour les modéles utilisés dans ce document, sont présentées dans Hoadley (1971), Bacha
(1996, pages 58-63), Bertholon et al. (2006).

2.2.2.2 L’algorithme EM et son dérivé stochastique

Lorsqu’il n’y a pas de solution explicite au probléme de maximisation, ’emploi d’une procédure
numérique d’estimation est nécessaire. L’algorithme EM ( Expectation Mazimization; Dempster, Laird
& Rubin, 1977) est certainement la procédure d’estimation la plus utilisée dans le cadre des modeéles
4 données manquantes. Elle a donné lieu & I’élaboration de nombreux algorithmes dérivés améliorant
ses performances.

L’accélération des algorithmes EM et de ses dérivés, les nombres d’itérations, la stabilité de 1’es-
timation vis-&-vis de l’initialisation des algorithmes, la sensibilité de celle-ci & la régularité de la
vraisemblance ont fait ’objet de trés nombreuses recherches, impossibles & lister méme dans le do-
maine restreint de la durabilité. Si le livre de McLachlan & Krishnan (1997) constitue une référence
majeure sur ’emploi généralisé des algorithmes EM, un travail important sur I’emploi d’EM et de
ses dérivés sur les modeles de Weibull est aussi présenté dans la thése de Bacha (1996, chap. 1 et 2).
Une revue générale de la construction et des propriétés asymptotiques du dérivé stochastique SEM
est présentée dans Nielsen (2000). Nous faisons ici le rappel des caractéristiques essentielles des deux
principales méthodes.
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Procédure EM. Elle consiste & maximiser ’espérance de la vraisemblance compléte du modéle
conditionnellement aux données observées et & une valeur de 6, courante. On choisit une initialisation

0p- L’itération p — p + 1 s’écrit

1. Etape E : sachant 0,, on calcule 1’espérance conditionnelle
0 — 9Q(010,) = E[l(Xn, 0)|Yn, Op)-

2. Etape M : on détermine 6,4 = arg max Q(016,).
cé

La suite {6,} ainsi produite fait croitre la vraisemblance et converge vers Onr 1, moyennant, quelques
hypothéses. En général la convergence dépend fortement de I’initialisation 6y (des améliorations sont
possibles en itérant EM sur un grand nombre d’initialisations), et la méthode n’évite pas le piége de
maxima locaux de la vraisemblance et peut donc produire des résultats éloignés de O (Wu, 1983).

Procédure SEM. Le dérivé stochastique de EM, ’algorithme SEM (Stochastic Ezpectation Mazi-
mization; Celeux & Diebolt 1984, 1992) a alors été concu pour surmonter ces difficultés (originellement
dans un contexte de mélanges de lois de probabilité). Son principe est de construire une chaine de
Markov homogéne ergodique, convergente vers une loi stationnaire unique de moyenne s L, €N rem-

placant les données manquantes par des pertubations aléatoires.

On choisit une initialisation 0y. L’itération p — p + 1 est

1. Etape E : pour i € {l,...,n} on calcule la densité conditionnelle des

données manquantes k;(X|Y =y;,0,).
2. Etape S : pour i€ {I,...,n} on simule des valeurs X; ~ k;(X|Y =yi,0,).

3. Etape M : on maximise la log-vraisemblance complétée courante :

Op+1 = argmax ; log f(X;[0).

On propose alors Ospr = Zf;mﬂ 0;/(P—m), m < P avec m et P suffisamment grands, comme

estimation de 0y1. Bacha et al. (1998, page 49) conseillent de toujours choisir P > 300 et m > 100.
Selon la dimension de 6, plusieurs essais sur P et m sont nécessaires avant d’obtenir la stabilité de
la chaine de Markov. Cette méthode intuitive mais difficile & étudier théoriquement, a fait ’objet de
nombreux tests (Bacha 1996, Rodionov 2005) qui ont permis de constater qu’en régle générale elle
ameéliore la précision et le réalisme de 'estimation de 0 v (Celeux & Diebolt 1994, Diebolt & Ip 1996).

Cependant, I’étape stochastique de simulation de l'information manquante parait susceptible de
“noyer” I'information présente, si la censure est plus importante que les données réelles et que I’échan-
tillon est de faible taille (la valeur de simulation courante 6,1 risquant d’étre trés erronée). Rodionov
(2005) indique par exemple que I’application au modéle de Weibull reste acceptable jusqu’a n = 20,
pour un taux de censure ne dépassant pas 10%. Malheureusement peu d’essais sur des échantillons
industriels (de l'industrie nucléaire) sont venus conforter cette idée. Ce qui fait 1’élégance et I'intérét
pratique de SEM dans un cadre général risque d’en faire une méthode & la précision floue (et & ’apport
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minime par rapport & EM), dans notre cadre d’étude particulier.

2.2.2.3 Application aux modéles utilisés

On rappelle ci-aprés les points importants de la maximisation de vraisemblance des modéles uti-
lisés. Singpurwalla et al. (1999) constitue une référence pratique pour les modéles exponentiels et de
Weibull. Pour le modéle a risques concurrents B(ng, 71, 3), on pourra se référer & Bertholon (2001),
Bousquet (2003) et Bertholon et al. (2006), dont les travaux d’estimation s’inscrivent dans le prolonge-
ment des études de Giesbrecht & Kempthorne (1976) et Friedman & Gertsbakh (1980). En particulier,
on peut prouver que, pour ces deux derniers modéles, que les données soient censurées ou non, les

équations de vraisemblance admettent une solution unique et consistante.

o Modele exponentiel. Soit T = > | ;. Alors 7y, = T'/r et est sans biais si r = n (pas de
censure).

o Modeéle de Weibull. éM L= (ML, BM 1) est solution des équations de vraisemblance

n r n 1/8
. S allogz; Y logys <Z xf)
i=1 i=1 i=1
— f— n — ) ’[7 = 71/[.} .
16} > %B r r
i=1

Cette solution est traditionnellement approchée par des méthodes de descente type Newton-
Raphson. L’estimateur obtenu est noté On R

o Modéle o risques concurrents B(no,n1,3). i (o.M L, T, ML, BML) est la solution des équa-
tions de vraisemblance

n = ,

z::lﬁE(:EZ)
L ) ) X e ()
- _ =1 _z:l
g > ()" > )

i(yi)ﬁ ’

m = = ,

pe(ri) = he(x)/[he(x)],
ave"{ﬁfvm = 1 (),

pe(x;) et pw(z;) étant les probabilités pour une donnée non censurée x; de provenir de I'un des
modéles en compétition. Les solutions de ces équations sont atteintes au bout d’une procédure
itérative, ou ’origine de chaque donnée est réactualisée puis ot ’on procéde & deux maximisa-
tions exponentielle et de Weibull séparées. éM 1, peut alors étre estimé par éE M oet éSE M- Voir
Particle de Bertholon et al. (2006), fourni en Annexes A, pour plus de précision.
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2.2.2.4 Difficultés et limites expérimentales

A la suite des études de Bain & Engelhardt (1991), Bacha et al. (1998) indiquent plusieurs améliora-
tions possibles de ’estimateur du maximum de vraisemblance. En particulier, ils offrent une tabulation
de coefficients (estimés par simulations de Monte-Carlo) permettant d’éliminer le biais de 'estimateur
du paramétre de forme 8 du modéle de Weibull en fonction de la taille et des caractéristiques de
censure de I’échantillon.

Enfin, aprés de nombreux tests sur des échantillons simulés et réels, et en se référant aux travaux
de Lannoy & Procaccia (1994), ces auteurs préconisent l'utilisation des méthodes de maximisation
de la vraisemblance pour les échantillons de Weibull dont les caractéristiques sont présentées dans le
tableau ci-dessous. Le sigle NR désigne ’algorithme de descente de Newton-Raphson (soit EM pour
le modéle de Weibull).

taille n de I’échantillon

taux de censure 7 6<n <20 20<n <40 40<n <8  n >80
T=0% NR corrig¢ NR NR NR
T < 50% SEM SEM SEM SEM
50% < 1 < 75% SEM SEM NR NR
T >75% SEM SEM SEM/NR NR

TAB. 2.2 — Stratégies de choix de la méthode de maximisation de la vraisemblance pour un échantillon
de Weibull.

Les caractéristiques listées dans le tableau 2.2 restent cependant des moyennes et une comparaison
de plusieurs méthodes de maximisation de la vraisemblance est toujours nécessaire pour évaluer leur
pertinence, lorsque les données utilisées sont réelles. Entre deux estimations de 6, on choisira celle

pour laquelle la valeur de la vraisemblance observée est la plus élevée.

Par ailleurs, une estimation ponctuelle doit nécessairement étre accompagnée d’une indication per-
mettant de mesurer la reproductibilité de ce résultat. Ainsi, ’analyste doit proposer une mesure de
Iincertitude de cette estimation. Dans la suite de ce chapitre, nous faisons tout d’abord quelques
rappels sur les intervalles de confiance*. Puis nous introduisons un critére nommeé facteur d’erreur,
traditionnellement utilisé par les industriels pour estimer si la précision d’une estimation est accep-
table. Enfin, nous appliquons ces outils & quelques échantillons exponentiels et de Weibull supposés
représentatifs des études industrielles qui ont motivé ce travail de thése.

2.3 Intervalles de confiance et incertitude d’un estimateur

Lorsque 6 est supposé fixé, bien plus qu’une estimation ponctuelle de ce paramétre, la connaissance
d’un intervalle de confiance sur 6 ou sur une fonction d’intérét de # (comme la durée de vie moyenne
ou la survie en une valeur de temps fixée) est une aide & la prise d’une décision de maintenance.
Lorsqu’une estimation ponctuelle 6 de 6 est nécessaire (c’est-a-dire en 'absence de résultat théorique
indépendant d’une estimation), obtenir une mesure de 'incertitude de cette estimation est indispen-
sable. Le souhait interne & ’entreprise de se fixer des barriéres techniques nécessite alors de rejeter
des méthodes d’estimation trop imprécises.
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Idéalement, un intervalle de confiance est produit par une méthode de fonction pivotale*, indépen-
damment d’une estimation ponctuelle de . 1l est alors dit théorique. En ce sens, il constitue un outil
pratique puisqu’il évacue les difficultés du choix de la méthode d’estimation. Le premier paragraphe
de cette section est consacré a I’établissement de tels intervalles. Cependant, son usage reste limité :
Pétablir nécessite de connaitre explicitement la loi d’une statistique ancillaire, (c’est-a-dire dont la loi
est indépendante de ), ce qui est trés limitatif.

REMARQUE 3. Une autre difficulté posée par les intervalles de confiance est de requérir une observance
stricte des hypothéses statistiques : ’échantillon y, doit effectivement correspondre a un ensemble de
réalisations de la loi M(0), ce qui est délicat voire impossible & vérifier dans les cas industriels qui
nous préoccupent, ou les échantillons contiennent des données censurées difficile a manier. Ce défaut
peut étre tempéré dans certains cas, au travers d’études empiriques (voir § 2.3.1).

Dans notre contexte industriel de tels intervalles, lorsqu’ils sont disponibles, sont généralement
trés larges, comme nous l'illustrerons dans la suite du chapitre. Ils fournissent des limites raisonnables
pour la recherche d’une estimation 6 de 0, et témoignent de 'imprécision certaine de toute tentative
d’estimation de 6 basée sur le respect des hypothéses statistiques classiques.

Lorsque ces intervalles théoriques ne sont pas constructibles ou le sont avec difficulté (comme dans
le cas Weibull), une méthode alternative est traditionnellement utilisée. Si ’on note Y, 'ensemble
des variables aléatoires associées & I’échantillon observé y,, on peut chercher & estimer la variance
62 d’un estimateur 6 = é(Yn). Reproduire si possible les conditions de ’expérimentation menant au
REX, au travers de la reconstitution de M échantillons de mémes caractéristiques que y,, fait sens
pour obtenir une distribution d’échantillonnage de cet estimateur. Empiriquement, on peut alors ob-
tenir une estimation de 62. En faisant par exemple ’hypothése d’une répartition gaussienne de cette
distribution d’échantillonnage (légitimée sous certaines conditions par le théoréme central limite), on
peut obtenir un intervalle de confiance autour de Iestimé 0(yy).

La reproduction de données proches du REX est donc une alternative valable pour pallier ’absence
des intervalles de confiance théoriques. C’est notamment ’enjeu des méthodes de bootstrap, présentées
au § 2.3.2. Dans cette partie, nous proposons plusieurs possibilités pour reproduire ces conditions
d’expérimentations le plus fidélement possible.

2.3.1 Intervalles de confiance théoriques

Nous fournissons ici des intervalles de confiance théoriques pour les paramétres des modéles expo-
nentiel et de Weibull, dans un contexte non asymptotique et censuré, construits d’aprés des méthodes
de fonctions pivotales*. Si le premier modéle, trés bien connu, a fait 'objet de nombreuses études,
les récents résultats disponibles sur le second restent employés de maniére marginale. Aucun résultat
n’est disponible sur le modéle & risques concurrents B(ng, 71, 3), de par sa complexiteé.

2.3.1.1 Modéle exponentiel

On suppose que les données non censurées x, sont des réalisations de la variable aléatoire X ~ £(n).
On considére les censures de type I (fixe) et de type II (aléatoire). Les résultats suivants sont issus de
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la, connaissance du comportement en loi de la variable

22%/7‘ ~ X%27‘)'
i=1

On trouvera par exemple dans Lannoy (1995, pages 83-84) des précisions et des exemples concrets
sur la justification d’encadrements comparables lorsque seule une mesure du temps écoulé T pendant
Pexpérience est disponible (soit lorsqu’aucune valeur de défaillance passée n’est connue).

Censure de type I. On pose T = >_"  y;. On note X?Zr) . le quantile d’ordre o de la loi X?2r)
(soit P(T ~ X%zr) < X?2T),a) = «). Selon Sundberg (2001), 'encadrement non asymptotique le plus
efficace de la valeur du paramétre i est formulé dans la proposition de Cox (1953) : on admet comme

approximation 2r(7)/n) ~ X% On obtient I'intervalle de confiance 1 — a pour 7

2r+1)°

(2.1)

)

2T 2T
2 2
X(@2r+1),1—a/2  X(2r+1),a/2

Censure de type II. Ici T = Y., x; + (n — r) x,. Sous une hypothése d’indépendance des y;, un
intervalle de confiance 1 — o pour 7, non asymptotique, également considéré comme le meilleur en
général dans I’étude de Sundberg (en se basant sur le caractére éventuellement censuré et en faible
nombre des données), est

2T 2T

(2.2)

)

X%27‘),1—a/2 X%27‘),0¢/2
2.3.1.2 Modéle de Weibull

On suppose que les données non censurées x, sont des réalisations de la variable aléatoire W(n, 3).
On dispose seulement de résultats non asymptotiques exacts sur des données censurées de type IT (et
de type II progressif, non traité ici).

Censure de type II. [Wu, 2002]. On suppose que r > 2. Une aire de confiance jointe 1 — « (non
asymptotique) pour les paramétres (), 5) est déterminée par les inégalités suivantes :

© ((El,...,.’L'T,F((1+m)/2)(2T_2,2)) < 5 < (P(xla-'-7$T7F((1—m)/2)(2r—2,2)) )

n 1/8 n 1/8
2y v/ 2y v/
. 1=1 < n < . =1
X(2r),(1—vI—a)/2 X(2r),(1+vI—a)/2

ott Fy5, 5,y est le quantile d’ordre o de la loi de Fisher-Snedecor de degrés de libertés d; et d (i.e.

P(X ~ E5, 55) > Fos,,5,)) = @), et ©(x1,...,2,,t) est la solution unique en 3 de I"équation
2:1 x? - nzf T \P
= —t ouencore = = n(l+tlr—1)).
n(r— 1] 2 (5) = nasue-n)

Cette solution est facilement estimable & 1’aide d’une méthode de Newton-Raphson. On déduit de ce
résultat des intervalles de confiance 1 — o pour chacun des paramétres. Dans la pratique, la mise en
oeuvre de la méthode reste cependant trés cotiteuse.
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Bibliographie. Une célébre méthode d’approximation développée empiriquement permet de construire
des intervalles de confiance pour 3 sachant Bz, (toujours pour le type II) ; on suppose qu’il existe h
et g deux fonctions des caractéristiques n et r de ’échantillon telles que

B
~ X

"B
Lawless (1982, pages 157-159) fournit des tabulations de g et h. Par ailleurs, 'ouvrage de Lawless
propose une vision large des problémes inhérents & la construction d’intervalles de confiance pour des
modeéles de durée de vie et constitue une référence importante de ce domaine. Enfin, d’autres méthodes,
trés souvent utilisées dans l'industrie (par exemple dans Perroud & Moureau, 2004), fournissent des
intervalles de confiance bilatéraux sur les deux paramétres en nécessitant le calcul de I'information
de Fisher en 0. L utilisation de la méthode d’Ip (voir § 2.3.2.5) est alors conseillée. Présentant
une sensibilité élevée & la présence de censure, ces méthodes restent généralement restreintes & des
échantillons de grande taille.

2.3.2 Procédures de bootstrap pour I’estimation d’une incertitude
2.3.2.1 Présentation

Les procédures de bootstrap, introduites par Efron (1982) et depuis couramment utilisées (Tingley
& Field 1990), permettent de pallier ’absence ou de proposer une alternative a la construction théo-
rique d’intervalles de confiance. Comme indiqué précédemment, la validité de ces derniers peut étre
remise en question, au sens ou les données de REX utilisées respectent peu les conditions d’indépen-
dance, de distributivité et de type de censure obligatoirement supposées au § 2.3.1. Contrairement &
cette construction théorique, ces procédures sont liées & un estimateur 6 = é(Yn), dont elles estiment

la variance 62.

Une fois observé 6(y,) obtenu par maximisation de la vraisemblance?, le schéma général du
bootstrap consiste & simuler un grand nombre M d’échantillons de caractéristiques semblables & yn,

qui fournissent & leur tour M estimations #; du maximum de vraisemblance. L’estimateur empirique

1 M | M 2
A2 j. _ ).

offre ainsi une estimation de la variance de ’estimateur 9(Yn). Les justifications de ce schéma (en
particulier la consistance asymptotique) sont précisées par exemple dans Van der Waart (1998, pp.
326-331). Dans les prochains paragraphes, nous résumons et formulons quelques propositions sur la
reconstitution de ces échantillons. Par ailleurs, une méthode alternative consiste & estimer la matrice
de covariance de I’estimateur é(Yn) en inversant une estimation de la matrice d’information de Fisher.
Celle-ci est présentée au § 2.3.2.5.

Une fois produit ’estimateur &);, plusieurs méthodes permettent de construire des intervalles de
confiance pour 6 (et pour toute fonction de #). Nous résumons ici un éventail de méthodes présentées
et discutées dans Efron & Tibshirani (1998, pages 158-176).

2Notons que cette maximisation de la vraisemblance peut 14 encore étre approximée par plusieurs méthodes (EM,
SEM, etc.). L’estimateur é(Yn) étant bien entendu indépendant de cette méthode, nous proposons d’utiliser les estima-
tions bootstrap produites par ’ensemble des méthodes disponibles afin de ne pas sous-estimer cette incertitude. Entre
plusieurs estimations, on choisira celle qui maximise la vraisemblance observée de 1’échantillon bootstrap.
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Loi des grands nombres. Si &) est produit par 'utilisation d’un grand nombre d’échantillons boots-
trappés, on utilise en général "approximation (6 — 6)/6x; ~ N(0,1,) ot I, est Videntité dans IRP. Un
intervalle de confiance pour 6, bilatéral et de seuil «, est alors

[0(yn) = tayata s () + tiayornd] (2.3)

oll u, est le quantile d’ordre o de la loi NV (0, 1), soit P(X ~ N(0,1) < uq/2) = a/2.

“t-studentisation”. L’approximation (2.3) n’est cependant valide que lorsque n est grand (typique-
ment, n > 30). Lorsque n est petit, approximation de Student fournit de meilleurs résultats :
(0 — 9)/&]\4 ~ Stp_1 ou St,_1 représente la loi de Student avec n — 1 degrés de liberté, élargie &
()

la dimension p. En notant t,,”; le quantile d’ordre o de St,,_;, on obtient un intervalle de seuil «

é(Yn) - tgz(l—/f)&lw ) é(Yn) - tsll:f/Q)&M} . (2.4)

“t-bootstrapping”. Afin d’éviter toute approximation sur le comportement de la variable aléatoire
(0 — ) /601, une méthode simple est de générer pour chaque échantillon bootstrappé d’estimation 6;
la valeur z; = (6; —0)/6" ot1 6% est lécart-type bootstrap de ; (cette méthode nécessite donc un double
bootstrap). On remplace alors t;oi)l dans (2.4) par le quantile empirique d’ordre « de la distribution
des (21, ..., 2m)- Cette méthode a cependant le défaut de fournir des résultats parfois erratiques et trés
influencés par des groupes de données atypiques, ce qui constitue un handicap sérieux au traitement
de données industrielles en faible nombre.

Fractiles empiriques des estimations bootstrap. Enfin, les fractiles ou quantiles empiriques de la dis-
tribution des (él, ey éM) permettent de fournir des zones de confiance comparables aux intervalles
précédemments définis. D’aprés les tests numériques d’Efron & Tibshirani (1998, chapitre 13), le re-
couvrement de l’intervalle est généralement bon & condition que le modéle paramétrique soit correct.
Remarquons que dans la stricte acceptation du terme “intervalle de confiance”, cette définition semble
la plus valide : sur M estimations possibles, 100(1 — «)% sont situées entre les quantiles empiriques
de seuil a/2 et 1 — /2.

Cependant, il est trés clair que cette définition doit étre modulée : tout d’abord, la méthode
d’estimation produit un biais estimé par

. 1M
br(0) = Vi Z ;i — 0(yn) (2.5)
im1

qui implique que ces fractiles empiriques doivent étre débiaisés vis-a-vis de ’estimation initiale é(yn),
en leur 6tant la quantité b M(é). Ce biais sera graphiquement mis en évidence dans les exemples clotu-
rant ce chapitre. Enfin, cette méthode a tendance & sous-estimer 'incertitude réelle sur les quantités
estimées, puisqu’elle ne remet pas en cause le modéle. Cette méthode est donc extrémement dépen-
dante de la justesse du modéle paramétrique ainsi que du plan d’échantillonnage® du bootstrap.

2.3.2.2 Types de bootstrap

Deux types de bootstrap peuvent étre considérés. Le bootstrap non paramétrique simule de
nouveaux échantillons en piochant aléatoirement des données dans y,, avec remise. La justification de
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cette technique repose sur la convergence asympotique de l'estimateur empirique de la fonction de ré-
partition. L’intérét de cette procédure est d’éviter la spécification éventuelle d’un processus de censure
généralement inconnu. C’est aussi un défaut dans la mesure o1 ce processus de censure, dans les études
industrielles, est le fruit d’une stratégie réfléchie qui n’est pas forcément indépendante du composant
>~ dont on mesure la durée de vie. Selon Meeker & Escobar (1998, pages 206-208), cette technique
n’est valide que pour des échantillons non censurés de taille en moyenne supérieure & 10 (au sens ou
elle donne des résultats proches de ’approche paramétrique dans des conditions de simulation idéales).

Porter et al. (1997) ont recensé les principales propriétés et défauts des intervalles de confiance de
type "t-bootstrapping’ construits de fagon non paramétrique; ils sont fortement sensibles & la taille et
les éventuelles dissymétries de la distribution empirique des données. Lei & Smith (2003), plus récem-
ment, ont présenté une étude empirique des principales procédure de bootstrap non paramétrique ainsi
qu’une revue des principales publications sur le sujet. En proposant plusieurs méthodes d’amélioration
de ces procédures, ils témoignent cependant de leur faible rentabilité sur de petits échantillons, pour
lesquels les intervalles de confiance produits restent fragiles et parfois fortement erronés vis-a-vis des
intervalles théoriques disponibles.

EXEMPLE 1. Soit l’échantillon exponentiel censuré de type I progressif yo = (x2,¢%_.) avec n =9,

r) “n—r

r =6, x2 = (63,109, 140,21, 58,67) ~ E(n, = 100) et cn—r = (50,100, 150) les valeurs de censure.
Le maximum de vraisemblance est 7 = 126.33. Le bootstrap non paramétrique appliqgué a l’échan-

tillon y9 consiste a simuler M nouwveauz échantillons {y!, = (xL,ci_)}icqr,.amy ot {oi, ... 2l} C
{63,109, 140,21, 58,67} avec répétitions et {ci, ..., ci .} peut étre alternativement tiré de {50,100, 150}
avec répétition ou alors choisi de maniére conservative (cl,_, =c%_  Vie{l,....M}). B

Récemment, plusieurs travaux se sont attachés & développer des approches non paramétriques pour
des problémes d’estimation de petits échantillons. Ainsi, Porter et al. (1997)

Le bootstrap paramétrique (Fig.2.2), préférable dans le cadre de petits échantillons i.i.d., recrée
intégralement des échantillons selon le modéle M(é) La difficulté est alors de reproduire le processus
de censure sous-jacent. Les cas de censure aléatoire (type II) et de valeur unique fixe (type I) ne
présentent pas de difficultés, mais des données de censure échelonnées dans y,, (type I progressif) sont
problématiques.

Traditionnellement, on se contente d’inclure intégralement les censures dans I’échantillon boots-
trappé, ou d’en inclure la moyenne, la médiane ou le maximum (Castanier 1997).les échantillons ainsi
bootstrappés ne correspondent pas aux réalisations d’une variable aléatoire mise en compétition avec
un phénoméne de censure. Une méthode tentant de reproduire les conditions d’obtention des données
est donc proposée, qui sera comparée par la suite & ces méthodes traditionnelles.
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échantillon yn ~ M(6) procédure d’estimation A

échantillons recréés

Wyl ~ M) b P
. R - - &]2\4 = —lel Z (0@ — OM)
WMy MY~ M(6) Y T
avec Oy = 7 Zl j
=

FIG. 2.2 — Schéma du bootstrap paramétrique pour I'estimation de Var(6(yy)).

EXEMPLE2. (suite de l'ex.1) Le bootstrap paramétrique appliqué a 1’échantillon y° consiste a si-
i
n—r

muler M nouveauz échantillons {y}, = (xi,ci_)}bicqr, . ay ot xt ~ E() = 126.33) et ck,_, pro-

vient d’une spécification du phénomene de censure. Si ’échantillon était de type II, on choisirait

i
n—r

= (ai,...,2%) (n —r fois la derniére valeur de défaillance). Dans ce cas particulier de type

T ) T

c
I progressif, sans autre connaissance de ’obtention des valeurs de censure, on propose par exemple
b= q/(n—r)Vje{l,...;n—r}, Vie{l,...,M} (censure bootstrap constante égale d la
moyenne des censures initiales). W

2.3.2.3 TUne reproduction du processus de censure (bootstrap paramétrique)

On suppose que plusieurs valeurs de censures différentes au sein d’un échantillon peuvent étre
considérées comme des réalisations d’une variable aléatoire C, dont on va estimer empiriquement la
répartition conditionnellement & la taille des données disponibles. Par un procédé d’inversion de cette
répartition, on simulera un échantillon de censure de taille n que ’on mettra en concurrence avec
un échantillon de taille n simulé d’aprés 6. Les conditions de I’expérience aboutissant aux données
Xn seront alors supposées recréées. Notons qu’une démarche similaire de simulation de la censure
selon une loi statistique sous-jacente, présentée dans Doss & Chiang (1994), permet la consistance des
estimateurs bootstrap.

Estimateur de Kaplan-Meier (EKM) pour la répartition des censures. On note ¢ < ... < Cy (¢ <
n—r) la suite ordonnée par ordre croissant des ¢ valeurs différentes de censure. On note f1,..., fy les
fréquences relatives de ces valeurs. Elles vérifient 2321 fj = (n—7r)/n. On pose également ¢,in €t Cimaz
deux valeurs de censures définies par c;in < ¢ < ... < ¢} < Cpaq- Lestimateur de Kaplan-Meier de
la fonction de répartition F¢ de la distribution de C' se définit par

P(C < Cmm) = FQ = 07
P(C<CT) = Flzfl,
P(C < c}) = Fh=fi+fo
P(C <cy) = F,=r/n
P(C < tmas) = Fyp1=1.

Si les propriétés de consistance de 'EKM pour de grands échantillons sont bien connues (une vue
générale en est présentée par Peterson 1977), il est nécessaire de supposer, dans ce cas de petite
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Fic. 2.3 — Fonction de répartition optimiste de la F1G. 2.4 — Fonction de répartition pessimiste de la

censure. censure.

taille, que les valeurs de censure observées sont véritablement des réalisations 4.i.d. d’une variable
aléatoire pour obtenir un biais faible et la consistance des simulations par inversion de F¢ (voir Chen
et al. 1982). Le processus de censure n’a pas de raison particuliére d’étre aléatoire, mais on le relie
A un processus aléatoire inconnu susceptible de fournir les réalisations (ci, ..., ¢,—.). Un échantillon
Cn = (¢é1,...,¢,) de censures peut alors étre reconstruit de deux maniéres différentes.

1 - censure optimiste. On choisit cpin = €1 €t Cmaz > ¢4 (cas extréme c¢,q; — 00). La fonction de
répartition empirique prend la forme de la figure 2.3. Ce choix est considéré comme optimiste car il
laisse la possibilité & de grandes valeurs de ’échantillon bootstrap d’étre non censurées. Cette maniére
d’inverser la répartition des censures a tendance & sous-évaluer l'incertitude sur la valeur finale des
parameétres. Un choix de ¢4, raisonnablement grand est par exemple ¢4, = 2¢,4, qui suffit & produire
rapidement des échantillons bootstrap dont le taux de censure différe de moins de 10% du taux de
censure de ’échantillon initial.

2 - censure pessimiste. On choisit ¢;in = 0 et cper = ¢4. La fonction de répartition empirique prend
la forme de la figure 2.4. Ce choix est a contrario considéré comme pessimiste car il interdit de grands
temps de défaillance non censurés. On peut ainsi le considérer comme le plus raisonnable des deux.

Les fréquences présentées sur les figures 2.3 et 2.4 sont égales aux rapports cumulés du nombre
de censures égales sur la taille de I’échantillon. Leur somme ne vaut donc pas 1, puisqu’il faut prendre
aussi en compte les valeurs non censurées de ’échantillon initial. Lors de l'inversion de cette fonc-
tion de répartition, on peut tirer des aléas supérieurs a la fréquence maximale cumulée des censures
(RANDOM 2), ainsi que des aléas inférieurs a la fréquence minimale cumulée (RANDOM 1). La méthode

d’inversion est présentée ci-dessous.

Pour t=1,...,n
1. On simule U; ~ U]0,1].
2. Soit j tel que U, € [F}, Fj1].
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e Si 0<j<g, on simule & ~ Ulcj,cjq1].
e Si j=g¢q, on simule & ~ Ulcy, Cmaz]-

e Si j=0, on simule ¢& ~ U|cmin,c1]-

Aprés avoir simulé un échantillon de censure ¢,, = (¢1,...,¢,), puis un échantillon non censuré,
Xn ~ M(f), on construit échantillon bootstrappé {7;} = {min(Z;,&)}, i € {1,...,n}. Ce faisant, la
censure et les défaillances simulées sont mises en concurrence. Enfin, on fait le choix de ne conser-
ver que les échantillons censurés dont le taux de censure est trés peu éloigné du taux de censure
de ’échantillon réel (moins de 10% de différence) pour améliorer ’évaluation de ’algorithme sur le
type de données a utiliser. Cette technique peut amener & rejeter certaines configurations de censure,
et il est donc nécessaire de simuler de nombreux échantillons selon M () pour atteindre le nombre

d’échantillons bootstrappés conseillé par de nombreux auteurs (entre 2000 et 5000 en général selon
Meeker & Escobar 1998).

Définir le processus de censure comme aléatoire est risqué, car la petite taille de ’échantillon
n’offre qu’une estimation trés imprécise de sa fonction de répartition. En particulier, la variance de ce
processus est peu visible. Un résultat est cependant disponible pour le modéle exponentiel, placé en
annexe de ce chapitre.

2.3.2.4 Conditions et difficultés d’utilisation du bootstrap paramétrique

L’inversion de la censure et la sélection d’échantillons de taux de censure constant ou peu variable
est un facteur trés limitant de ’algorithme de bootstrap, dont le cott est déja lourd. Le bootstrap
paramétrique censuré n’est ainsi utilisable que pour des méthodes automatiques rapides, telles que
EM ou SEM.

Dans le cas d’une procédure optimiste, on propose de choisir un écart maximal de pourcentage de
censure entre I’échantillon initial et les échantillons de bootstrap de I'ordre de 10%. Pour cela, on a
constaté que 4 000 < M < 10 000 suffit en général & conserver plus de 3 000 échantillons correctement
boostrappés. Dans le cas pessimiste, on conseille M ~ 10 000 ce qui permet d’obtenir plus de 2 500
échantillons boostrappés, de taux de censure de moins de 5% de différence avec le taux initial. No-
tons cependant que la stabilisation des écarts-types bootstrap peut étre assurée sur certains exemples,
lorsque la dimension p du modéle est petite, avec quelques centaines d’échantillons bootstrappés (par
exemple pour les modéles exponentiel et de Weibull).

Apres tests, les méthodes optimistes et pessimistes fournissent des estimations des écarts-types
qui différent peu, sauf dans le cas particulier d’échantillons de taille trés faible (n < 15) fortement
censurés, ou la méthode pessimiste apporte des résultats plus satisfaisants. La censure étant plus
contraignante, I’écart-type pessimiste sera en moyenne plus grand, ce qui est appréciable. En effet, les
procédures de bootstrap paramétrique ne remettent pas en cause le modéle paramétrique utilisé et ont

généralement tendance & sous-estimer l'incertitude réelle sur 6. Nous conseillons donc son utilisation.

2.3.2.5 Un cas particulier de bootstrap : la méthode d’Ip (Monte Carlo Bootstrap)

La structure des données précisée au § 1.4 permet d’envisager ’estimation par Monte-Carlo de
la matrice d’information de Fisher Iobs(é|yn) des données observées y,. L’inversion de cette matrice
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fournit une estimation de la matrice de covariance de 6. L’estimation de Iobs(é|yn), proposée par Ip
(1994), repose sur 'utilisation de l'identité de Louis (1982).

Iobs(é|Yn) = Ic(é|yn) - Im(élyn)

ot Z,, (A|yn) est 'information de Fisher des données manquantes et Z..(0]yy) est I'information de Fisher
des données complétes. L’idée de Ip, précisée notamment par Castanier (1997), est de reconstituer
M sous-échantillons de données manquantes (zglr)ie[l),,,7 M)~ M(é) qui complétent les données non
censurées X, (en cela, la méthode s’apparente 4 une méthode de bootstrap paramétrique conditionnel).
Un estimateur naturel de Iobs(é|yn) est

n—r n—r

Lovs.ar(Olyn) = = | 37 z; 9000’ TAr 90 90’ (26)

i= i=1 A

M 92, (H;Xr,z(i) ) 1 M ol, (G;XF,ZS)_r) ol, (9;xr,z(i) )

ot l.(0;xn) est la log-vraisemblance compléte d’un échantillon i.i.d. x, selon M (0).

Le gros avantage de cette méthode est d’étre moins cotiteuse que le bootstrap paramétrique censuré.
Elle introduit cependant une difficulté qui est d’assurer des reconstitutions d’échantillon selon une
estimation 6 en simulant au-dessus de la censure. Le rejet d’un tel tirage peut étre particuliérement
long. De plus, si ’estimation 6 du maximum de vraisemblance est mauvaise, 6 ne peut plus étre solution
des équations de vraisemblance, la simplification (2.6) n’est pas toujours possible et Zobs(é|xn) doit
étre estimée par (Castanier, 1997)

~ . . 1 M 9, (H;Xr,sz),,) M9, (e;xr,sz),,) !
Iobs,M(6|yn) = Iobs(9|Yn) + W Z T Z T

i=1 =1

0=0
On peut ainsi s’attendre, pour des modéles dont les équations de vraisemblance n’ont pas de solu-
tions explicites (comme Weibull et B), cette caractéristique allant de pair avec I’accroissement de la
dimension de 0, & rencontrer des difficultés dans l'utilisation de la méthode d’Ip, aboutissant & des

estimations erronées.

2.4 Indicateurs décisionnels de Ianalyste industriel

Au su d’une estimation hy, = h(f(yn)) d’une fonction d’intérét h(f) et d’une mesure de son in-
certitude, 'analyste industriel doit juger si la méthode utilisée est pertinente. En particulier, quelques

indications importantes sont fournies par les grandeurs suivantes :

o le biais de Vestimateur ponctueP hy, = h(0(Yy)); il peut étre estimé par le biais du bootstrap
en utilisant la formule (2.5) appliquée a la fonction h(#), en sus des corrections fournies en réfé-
rences au § 2.2.2.4. Si ce biais est important vis-a-vis de la valeur de l’estimé fzyn, il indique que
le maximum de vraisemblance, en tant qu’estimateur ponctuel, peine & modéliser correctement

le comportement statistique des données.

3Notons qu’une abondante littérature scientifique s’est fait I’écho des difficultés d’estimation du biais, en particulier
Dempster, Laird & Rubin (1977), Meng & Rubin (1991), Jennrich & Jamshidian (1996) et McLachlan & Krishnan
(1997). La détection du biais est le sujet de nombreux travaux commandés par les organismes fixant les régles nationales
et internationales de streté (voir par exemple Rodionov 2005).
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Cette estimation du biais varie donc selon le type de bootstrap utilisé. Les applications numé-
riques montreront que le bootstrap censuré proposé auparavant (avec simulation intégrale de
la censure) offre une estimation du biais généralement supérieure (en valeur absolue) au boots-
trap de type I, classiquement utilisé. Si ’on peut spécifier le processus de censure, il est donc
intéressant d’utiliser le bootstrap censuré pour détecter la surestimation ou la sous-estimation
systématique d’une méthode vis-a-vis d’un type d’échantillon donné. Le bootstrap de type I
apparait comme un choix conservatif pour I’estimation des paramétres de forme dans une étude
fiabiliste ; en effet, ceux-ci sont en général surestimés, ce qui implique une sous-estimation de la
durée de vie d’un composant. D’un point de vue fiabiliste, un tel résultat n’est pas forcément
rédhibitoire.

e la proximité des intervalles de confiance autour de l’estimateur; une forte divergence (en parti-
culier avec les intervalles théoriques, s’ils existent) indique la faible reproductibilité de ce plan
d’échantillonnage.

o le facteur d’erreur de la distribution d’échantillonnage autour de ’estimé h(@)yn. Le facteur
d’erreur p est un outil trés simple, couramment utilisé par les industriels pour caractériser la
précision de cette méthode d’estimation. Bien que plusieurs définitions existent (Lannoy 1995,
pages 85-87, Bonnevialle & Billy 2006), la réglementation d’EDF des études probabilistes de

streté (EPS) préconise d’utiliser la formule facteur d’erreur sur h(6) comme

oh) = max (%0%7 Q95%> (2.7)
45% 4d50%

oll g, est le quantile d’ordre o de la distribution d’échantillonnage*. Tacitement, les ingénieurs

R&D d’EDF considérent qu’une estimation de h(6) est trop imprécise si p(h) > 3.

Cependant, ce facteur est fondé originellement sur la manipulation de distributions symétriques
(et idéalement gaussiennes). Si nous tentons de I’appliquer & n’importe quel type de distribution
quelque peu dissymétrique - ce qui est parfaitement susceptible de se produire lorsque la fonc-
tion d’intérét h(6) est non linéaire, contractante ou a des propriétés de dilatation - cette régle
empirique parait fragile. Aprés des discussions avec les ingénieurs d’EDF, nous avons retenu
comme régle d’admettre que la méthode d’estimation est acceptable si p(h) > 2.5. Ainsi, ce
facteur permet de ne considérer que des distributions raisonnablement équilibrées, aux queues
légéres. Il agit comme un détecteur de concentration de ’estimation.

Dans la suite de ce travail, le calcul de ce facteur d’erreur est réservé aux deux premiers moments
de la variable aléatoire X représentant la durée de vie. Ils constitue donc un score permettant de
juger si les répercussions de 'erreur d’estimation de 6 sont acceptables ou non pour ’estimation
de E[X] et de Var[X].

4Cette définition est donc applicable dans un contexte autant fréquentiste que bayésien.
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2.5 Applications numériques

Ces applications numériques ont pour but d’illustrer, a travers le traitement d’échantillons de du-
rées de vie typiques des études EDF, la méthodologie présentée tout au long de ce chapitre, et de
montrer I'insuffisance des méthodes fréquentistes d’estimation. Pour chaque échantillon, nous com-
parons plusieurs méthodes d’estimation des paramétres, des intervalles de confiance et d’estimation
du biais. Méthodologiquement parlant, les informations qui en émanent sont des outils d’aide a la
décision, permettant de valider ou de rejeter I’emploi de ces méthodes d’estimation dans un cadre
industriel.

2.5.1 Présentation des données et estimations des paramétres

Les données utilisées dans toute cette partie sont issues de simulations présentées dans Billy et
al. (2004). Exemples typiques d’échantillons industriels, fortement censurés et de faible taille, ils vont
permettre d’appliquer les méthodes de maximisation de la vraisemblance pour l'estimation des para-
métres et de leur incertitude, et d’en déduire un verdict sur la validité de leur emploi. Ils illustrent
une démarche générale de test sur un grand nombre d’échantillons similaires.

On présente également Iestimation du maximum de vraisemblance (notée EMV) des paramétres.
L’EMV n’est explicite que pour le modéle exponentiel ; autrement elle est calculée par NR (Newton-
Raphson) ou par SEM. L’estimation qui maximise la vraisemblance observée est mise en gras. On
ne fournira pas ici des résultats d’estimation sur un ou plusieurs jeux du modéle de compétition
B(no,m, ). Une étude comparative présentée dans Bertholon et al. (2006) a montré la forte sensibi-
lité de ce modéle & la censure et aux faibles tailles d’échantillon.

Le tableau 2.3 présente tout d’abord les jeux albis et b1bis, censurés & droite de taille 10. Ces
données sont simulées selon une loi exponentielle de paramétre 1, = 8760 (heures, soit 1 an de fonc-
tionnement). Leurs EMV, présentées dans le tableau 2.4, trés éloignées malgré leur différence minimale
en pourcentage de censure, illustrent & quel point une estimation fréquentiste a partir d’échantillon
de faible taille peut y étre sensible.

Le tableau 2.3 présente aussi les jeux A215 et B215, censurés a droite de taille 10 également. Ils
sont issus d’une loi de Weibull de paramétres 7y = 8760 heures (1 an) et §y = 2.15. Leurs EMV
sont également présentés dans le tableau 2.4. Si ’TEMV de 7 reste stable, celle de g varie de facon
importante. Remarquons que 'estimation SEM, si elle peut sembler meilleure pour le jeu B2125, ne
peut pas étre retenue car la vraisemblance observée qu’elle induit n’est pas la plus haute.

modéle jeu % censure  défaillances réelles valeurs de censures
exponentiel albis 70% 671, 802, 1517 4380, 4380, 4818, 5256, 5256, 6132, 6132
b1bis 60% 143, 230, 1323, 3856 4380, 4818, 4818, 5256, 5694, 6132
Weibull A215 70% 3388, 2881,2652 6132, 6132, 5256, 5256, 4818, 4380, 4380

B215 60% 4380, 1791, 1611, 1291 6132, 5694, 5296, 4818, 4818, 4380

TAB. 2.3 — Jeux de données exponentiel et de Weibull.
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modéle jeu EMYV (explicite/calculé par NR) EMYV (calculé par SEM)

ezponentiel albis 7vmr = 13 114
b1bis THvmr =9 162

Weibull A215 #Ang = 8 687, Bng = 1.94 fisea = 7 800, Bsza = 2.60
B215 #Ang = 8 752, Ang = 1.21 fisenm = 8 172, Bspym = 1.44

TAB. 2.4 - EMV des jeux de données (NR=Newton-Raphson). En gras est placée ’estimation maxi-
misant la vraisemblance observée.

Il faut cependant remarquer que les temps de censures proposés, dans tous les échantillons, sont
situés bien au-dela des plus hautes valeurs de temps de défaillance ; ainsi, le vieillissement du systéme
menace d’étre occulté (I’estimation de 3 tend donc naturellement vers 1 pour le modéle de Weibull).
La stratégie de simulation de ces échantillons de REX respecte peu la démarche qualitative réelle que
nous avons présenté au § 1.2, qui consiste & “élaguer” les données de REX en cherchant & percevoir la
pertinence de chacune d’entre elles. Le but est ici de tester la sensibilité des méthodes d’estimation
sur des données dont on ignore délibérément le contexte d’étude (fiabiliste ou durabiliste).

2.5.2 Application au modéle exponentiel

On décide tout d’abord de calculer les intervalles de confiance théoriques donnés par les expressions
(2.1) et (2.2) de FEMV des jeux albis et b1bis (tableau 2.3). Ce faisant, on considére donc la censure
comme de type I ou de type II. Parallélement, on propose 'utilisation d’un bootstrap traditionnel
de type I (ot la censure bootstrappée est la moyenne des censures de 1’échantillon initial). De méme,
on présente les résultats de la méthode d’Ip. Enfin, on compare ces résultats & ceux que produit le
bootstrap censuré (optimiste et pessimiste, voir § 2.3.2.3). Ces méthodes de bootstrap permettent d’ob-
tenir ’écart-type 6y sur 7z puis les intervalles de confiance selon les procédures décrites au § 2.3.2.1.

Le tableau 2.6 présente les intervalles de confiance obtenus pour 'EMV 75, = 13 114 dans le
cas du jeu albis. Ceux-ci sont présentés de facon plus lisible sur la figure 2.5. Sur cette figure, les
intervalles de confiance construits d’aprés les fractiles bootstrap ne sont pas débiaisés. Parallélement,
le jeu b1bis est traité sur la figure 2.6. Le plan d’échantillonnage de b1bis différe trés peu de celui de
albis. Seule une valeur de défaillance réelle remplace une censure, alors que la somme des temps reste
semblable dans les deux cas. Une rapide comparaison entre les deux figures permet de noter la forte
sensibilité des résultats a ’ajout d’une valeur de censure (ce qui justifie la précaution du choix des
données).

Biais de Uestimation. L’EMYV est biaisée vis-a-vis de la vraie valeur 7,, en la surestimant de facon
importante dans le cas du jeu albis : on a fyp — 1, = 4354. Ce fort décalage illustre le peu de re-
présentativité que posséde ’EMV. Ce biais est effectivement détecté par la moyenne des estimations
bootstrap (pour lesquelles on utilise 1000 échantillons), mais il est mieux estimé lorsqu’on utilise la
méthode d’Ip et les estimations bootstrap ou la censure est intégralement simulée (cf. tableau 2.5).
Dans le cas du jeu b1bis, ce biais effectif est cependant surestimé, ce qui témoigne d’un mauvais
comportement de la méthode d’estimation : pour un ensemble d’échantillons de caractéristiques sem-
blables & b1bis, la surestimation constatée par la méthode est plus importante que celle constatée sur
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b1bis. L’estimation a7, = 9 162, proche de 1, = 8 760, est en fait trés peu reproductible sur ce type

d’échantillon (en supposant que le plan d’échantillonnage est correct).

méthode estimation du biais
bootstrap type I 2860
bootstrap pessimiste 3700
boostrap optimiste 3575

TAB. 2.5 — Estimation du biais d’estimation du paramétre exponentiel 1 pour le jeu albis.

Validité des intervalles de confiance.

Pour le jeu albis, seules trois méthodes offrent un intervalle

de confiance [5% — 95%)] contenant la véritable valeur 1, = 8760 du paramétre : les méthodes pivo-
tales de Cox-Sundberg (§ 2.3.1.1) et la méthode d’Ip (§ 2.3.2.5). Les premiéres offrent des intervalles
de confiance trés grands mais qui semblent susceptibles d’étre un peu améliorés, étant donné qu’ils

ne prennent pas en compte la véritable distribution des valeurs de censure. La méthode d’Ip four-

nit ici un résultat plus réaliste. On peut noter, malgré leur biais & décaler, que les intervalles de

confiance construits d’aprés les fractiles bootstrap sont abusivement restreints, ce qui indique que le

plan d’échantillonnage retenu reste inadéquat (voire innacessible).

oM approzx. normale  approx. Student quantiles boot.  théorique
boot. type I 898  [11669 , 14559] [11504 , 14725]  [13160 , 15962]
boot. optimiste 862  [11696 , 14532] [11534 , 14695]  [14911 , 16976]
boot. pessimiste 864  [11692 , 14536] [11530 , 14699]  [13987 , 17894]
méthode d’Ip 2498  [9005 , 17223] [8535 , 17694]

type I (2.1)
type II (2.2)

[5593 , 36306]
[6249 , 48115]

TAB. 2.6 — Estimations de 6 et des intervalles [5%-95%] autour de 7y, = 13114 pour le jeu albis

(M=2000). Les intervalles produits par fractiles bootstrap doivent étre soustrait d’un biais proche de

3000.
oM approz. normale  approz. Student quantiles boot.  théorique
boot. type I 732 [7956 , 10368] [7818 , 10506] [8906 , 11325]
boot. optimiste 735  [7954 , 10370] [7816 , 10508] [10986 , 13437]
boot. pessimiste 742  [7941 , 10383] [7802 , 10522] [9942 , 12355]
méthode d’Ip 1663 [6492 , 11832] [6187 , 12137]

type I (2.1)
type 11(2.2)

[4332 , 22044]
[4726 , 26823

TAB. 2.7 — Estimations de & et des intervalles [5%-95%] autour de 7jpr. = 9162 pour le jeu b1bis

(M=2000). Les intervalles produits par fractiles bootstrap doivent étre soustrait d’un biais estimé en

moyenne & 2500.
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2.5.3 Application au modéle de Weibull

Sur les estimations NR du maximum de vraisemblance des jeux de Weibull A215 et B215 (tableau
2.3), on procéde aux mémes comparaisons des écart-types et des intervalles de confiance sur (7, 3)
qu’au § 2.5.2. On ne présente que les résultats provenant du bootstrap de type I, de la méthode d’Ip
et du bootstrap pessimiste. Les résultats sont placés dans le tableau 2.8.

Application au jeu A215. La figure 2.7 permet de visualiser plus facilement les intervalles de
confiance du tableau 2.8, mesurant Uincertitude sur I’estimation (fasr,, Baz) = (8687,1.94). Cepen-
dant, une fagon plus réaliste de représenter la zone de confiance jointe sur (7, B) ML et (7, B)S EM €st
de représenter 1’enveloppe conveze des estimations bootstrap de type I et pessimiste. Entourant 90%
des estimations bootstrap, cette enveloppe est présentée sur la figure 2.8.

Les intervalles de confiance contiennent en général le couple de valeurs réelles (1,, 8,) = (8760, 2.15).
En termes de taille d’intervalle, le bootstrap de type I apporte sur 1 une précision meilleure que le
bootstrap pessimiste, et inversement sur 5. D’une maniére générale, ces intervalles sont plus grands
que pour le modéle exponentiel. Leur élargissement est consécutif & ’augmentation de la dimension
de 6 sur des données de méme taille et de méme taux de censure que les données exponentielles précé-
dentes®. Notons cependant que la méthode d’Ip fournit des intervalles de confiance significativement
plus précis que les autres (ce qui est trés visible sur la figure 2.7).

Application au jeu B215. Parallélement au cas précédent, ’enveloppe convexe des estimations
bootstrap (figure 2.9) permet d’apprécier U'incertitude de lestimation. De nouveau, une faible di-
minution du pourcentage de censure permet cependant d’améliorer drastiquement la précision de
Pestimation (notamment celle de (3); on vérifie ainsi la présence de (n,,3,) = (8760,2.15) dans la
plupart des intervalles de confiance. On constate que la méthode d’Ip sous-estime l’incertitude sur
Pestimation de 6 = (1, 3) ; les intervalles de confiance ne contiennent pas la vraie valeur du paramétre.
Une tendance naturelle de I'estimation fréquentiste du modéle de Weibull est cependant de surestimer
un parameétre en sous-estimant I’autre (tendance que 'on peut remarquer en notant la forme des zones
de confiance jointe des figures2.8 et 2.9.

oM approz. Student quantiles boot.

n B n B n B
boot. type I 3096 3.01 [3010 , 14364] [0.00 , 7.48] [6972 , 14278]  [1.00 , 7.25]
boot. pessim. 5034 1.04 [0.00 , 17916] [0.03 , 3.85] [7535 , 21581] [0.77 , 3.50 ]
méthode d’Ip 862  0.17 [7106 , 10268] [1.62 , 2.26]

n B n B n B
boot. type I 2942  0.88 [3358 , 14147]  [0.0, 2.82] [6316 , 14672] [0.62 , 3.26]
boot. pessimiste 3642 0.69 [2075 , 15430]  [0.0 , 2.47] [7156 , 18464] [0.59 , 2.74]
méthode d’Ip 1302 0.23 [6365 , 11140] [0.8 , 1.63]

TaB. 2.8 — Estimations de Newton-Raphson pour les jeux A215 (haut) et B215.

50n a par ailleurs remarqué numériquement que les intervalles construits d’aprés les estimations SEM sont en
régle générale moins précis que les intervalles construits d’aprés les estimations NR : le rajout de bruit par SEM est
préjudiciable a la précision de I’estimation et a la validité des intervalles de confiance.
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2.5.4 Evaluation des méthodes par facteur d’erreur

Le biais des estimations, la taille des intervalles de confiance ainsi que leur forte sensibilité a la
censure aménent a douter fortement du bien-fondé de 1'utilisation des méthodes fréquentistes. Les
imprécisions de ces méthodes se répercutent de facon significative sur la modélisation de la variable de
durée de vie X ~ /\/l(é) et des fonctions d’intérét de 6, caractérisant I’évolution de X et indispensables
4 la prise de décision. Comme nous ’avons introduit auparavant, un moyen simple de visualiser cette
imprécision est de calculer le facteur d’erreur (3.10) de quelques fonctions d’intérét.

On présente sur le tableau 2.9 les différentes estimations bootstrap du facteur d’erreur pp(x) de
Iespérance de la durée de vie, pour les différents jeux proposés, et pour les méthodes de maximisation
de la vraisemblance (directe, NR ou SEM pour les modéles exponentiels et de Weibull). Le tableau
2.10 présente de méme les estimations du facteur d’erreur py,,.(x) de la variance de cette durée de

vie.

Modéle exponentiel Modéle de Weibull
Jeu albis Jeu b1bis Jeu A215 Jeu B215
boot. type I 1.05 1.06 | 1.09 1.09 1.50 1.12 | 1.561 1.25
boot. type II 1.89 193 | 1.78 1.78 1.69 134 | 2.04 1.63

boot. optimiste  1.05 1.06 | 1.06 1.07 1.53 1.16 | 1.60 1.28
boot. pessimiste 1.06 1.07 | 1.07 1.08 1.56 1.19 | 1.59 1.35

TAB. 2.9 — Estimations bootstrap (EM/SEM) du facteur d’erreur pg(x) de espérance de la durée de
vie (M=4000).

Modeéle exponentiel Modéle de Weibull
Jeu albis Jeu b1bis Jeu A215 Jeu B215
boot. type I 1.13 1.17 | 1.21 1.21 10.38 5.27 | 7.14 4.69
boot. type II 3.63 3.80 | 3.21 3.24 9.37 6.48 | 1147 6.88
boot. optimiste 1.13 1.16 | 1.15 1.17 5.94 2.97 | 6.61 3.59
boot. pessimiste 1.14 1.18 | 1.19 1.19 7.13 3.61 | 6.92 5.54

TAB. 2.10 — Estimations bootstrap (EM/SEM) du facteur d’erreur py,(x) de la variance de la durée
de vie (M=4000).

Si 'estimation de E(X) provenant de 'estimation 6 est admissible d’une maniére générale, il en va
tout autrement de celle de Var(X), en tout cas pour le modéle de Weibull. Au-deld de ces résultats,
les méthodes fréquentistes classiques sont visiblement peu efficaces lorsqu’on cherche & estimer 6 &
partir de données en faible nombre et censurées, sur des modéles possédant plus d’un paramétre.
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2.6 Conclusion

L’application des méthodes classiques d’estimation et d’encadrement des paramétres, des fonc-
tions d’intérét et des quantités observables des modeéles de durée de vie est extrémement sensible &
la censure et & la taille des données disponibles. L’imprécision de telles méthodes peut étre détectée
par ’estimation d’intervalles de confiance, eux-mémes le plus souvent construits via des méthodes
de bootstrap. Ces méthodes de bootstrap ont vocation & répéter la procédure d’estimation sur des
échantillons dont ’origine est supposée reproduire les conditions réelles de l’expérience. Par ailleurs,
I’écart entre ’estimation et les valeurs centrales d’une distribution bootstrap permettent d’estimer le
biais de la méthode, voire de le corriger.

La difficulté de reproduire le plan d’échantillonnage, c’est-a-dire les conditions de I’expérience,
la taille des données et la présence de censures rend trés incertaine 1’aide & la décision & partir des
données de REX seules. Des ordres de grandeur de taille acceptable sont fournis par des études bi-
bliographiques (voir § 2.2.2.4) et peuvent diriger la méthodologie employée par les ingénieurs, mais
il est toujours intéressant de dérouler des méthodes d’estimation classiques sur des exemples réels
ou proches du réel et d’évaluer leur bien-fondé, au cas par cas. La possibilité d’erreur d’estimation
pouvant entrainer de lourdes conséquences de coiit ou de sécurité (selon I'objectif de rentabilité ou de
fiabilité que l’on se fixe), d’autres techniques d’estimation doivent étre mises a contribution.

Les méthodes bayésiennes permettent ainsi de régulariser et d’améliorer la précision des estima-
tions et des intervalles de confiance & partir d’une connaissance a priori du comportement de > . Cette
connaissance peut revétir une forme objective, soit parce qu’elle provient de données anciennes, soit

parce qu’elle indique une information certaine (par exemple, des interdits physiques).

Par ailleurs, la présence de données de censure dues & la maintenance témoigne souvent d’une
connaissance ezperte du systéme Y . Un exemple typique est la connaissance du vieillissement de >
sans que l’on observe réellement des défaillance dues & I'usure du matériel, > étant arrété et rem-
placé préventivement. Ce type de connaissance prospective est subjectif et peut permettre, en étant
incorporé dans une étude statistique, d’améliorer considérablement la connaissance totale de .

La nécessité de 'utilisation d’une information objective ou subjective, dans le contexte industriel
qui est le notre, consituera le socle des chapitres suivants. Ainsi, le chapitre 3 propose tout d’abord une
introduction aux techniques d’estimation bayésienne dans notre contexte de durabilité et de fiabilité.
1l sera majoritairement consacré 4 la construction de modélisations a priori susceptibles de représenter
efficacement cette connaissance experte, dans le cadre d’étude voulu par EDF ; modélisations ensuite
utilisées pour ’estimation a posteriori des modéles de durée de vie présentés au chapitre 1. Le chapitre
4 traitera d’un probléme auquel 'inférence bayésienne subjective peut typiquement se heurter, celui
de la disparité entre connaissances objective et subjective. L'importance donnée & une connaissance a
priori et sa calibration vis-a-vis de la connaissance objective des données disponibles seront des points
d’étude majeurs de ces deux chapitres.
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2.7 Annexes

Supposons avoir un estimateur fréquentiste 6 de 6. Nous utilisons une procédure de bootstrap pour
estimer la variance V de cet estimateur. Dans le cadre du bootstrap “censuré‘ que nous proposons,
nous simulons des données de censure en inversant la fonction de répartition des censures observées,
relative & ’ensemble des données observées. L’impact de la variance de ces données aléatoires sur
lestimation de V est difficile & percevoir, excepté pour le modéle exponentiel, comme l’indique la
proposition suivante.

PROPOSITION 1. (Modéle exponentiel). Soit un échantillon de taille n yy, = (Xr,Cn,) 00Xy = (T1,...,Ty) ~
E(Mo) et cny = (C1,...,cn—r) un ensemble de censure o droite de type I progressif. Soit fjrrr le maxi-
mum de vraisemblance. Soit o2 la variance inconnue du processus de censure dans la création des
échantillons bootstrap. On suppose powvoir simuler M échantillons bootstrap de taux de censure égal

a celui de Déchantillon initial. Alors, lorsque M — oo, lestimateur bootstrap de la variance de 7y,
converge vers

(n — 7”)2 2, 7712\4L
r2 e ro

Preuve. On suppose que chaque échantillon boostrap Yy = (Yl(j ), e ,Y,gj ), Vi e {1,..., M}, pos-
séde le méme nombre r de données censurées (on suppose simuler suffisamment d’échantillons pour
n’utiliser que ceux qui respectent cette régle). Chaque échantillon bootstrap se décompose entre un
sous-échantillon Xg) ~+ E(n,) et un sous-échantillon de censures C,(ff,) ~s Feo. Soit 0'20 la variance (a

priori inconnue) du processus de censure et e. son espérance.

Posons T; = Y7, Y/ . Par indépendance des échantillons bootstrap entre eux, les T} sont i.i.d. On
peut alors noter T; = A; + B; avec

A STXD - Gyt
=1

B = Tgc@.
=1

Les A; et Bj; sont i.i.d., et indépendants entre eux. La variance de B; est alors (n — r)%02 et son
espérance vaut (n,)e.. La variance bootstrap de 7y, s’écrit alors
1 M M 2
) = - MT; — T;
li] = T (w31
M T M M 2
1
= - MA; — S A MB; - B;
- 2
1 M M M
=1 | i=1,i£j i=1,i#j

Posons U; = (M — 1)A; et V; = Ziﬂiu#j A,;. Ces deux variables sont indépendantes, et

Ui ~ G(r[(M =)™,
Vi o~ G(r(M —1),95,)-
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Posons également W; = (M — 1)B; et Q; = Zf\i“ +; Bi- Ces deux variables sont indépendantes

entre elles, et indépendantes de U; et V. Alors

E(W;] = E[Q;]=(M—1)(n—r) e,
Var (W;) = (M —1)*(n—r)*c2,
Var(Q;) = (M —1)(n—r)%0>
E[U;] = EV;]=M -1)r jumr,
Var (U7) = (M —1)%* 0z,
Var (Vg2) = (M —1)r iy
On en déduit
A M—oo 1 l A 2 2
Var[fing] — ~ RO > [M(M = V)7 iz + M(M = 1)(n - r)?07]
j=1
— (n ;2T)2 aﬁ + ﬁjz\;[L [l
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3.1 Introduction

Paradigme bayésien et apport d’information extérieure

A la suite des constatations du chapitre 2, il est légitime de faire appel, en sus de données yn
faiblement informatives, & I’ajout d’une connaissance autre du comportement du composant >, si elle
existe. On espére alors, & condition de pouvoir modéliser raisonnablement cette connaissance, en tirer
une précision suffisante dans I’estimation de fonctions d’intérét de 6. Une fagon courante d’agglomérer
ces deux connaissances est de faire appel aux techniques bayésiennes, en donnant au paramétre 6
la nature d’une variable aléatoire sur ©. Une référence majeure en la matiére est le livre de Robert
(2001). Si 'on peut construire une mesure a priori w(6) selon une connaissance indépendante de yp,
la mise en ceuvre du paradigme bayésien permet de définir une mesure a posteriori sur ©

L (yn; 6) 7(0)
f® L (yn;0)7(6) db

qui est une densité de probabilité si [o L(yn;0)m(0) df < oo. Ce faisant, les fonctions d’intérét de 6

™ (Olyn) =

que 'on cherchait auparavant & estimer deviennent & leur tour des variables aléatoires dont on tente, a
posteriori, d’estimer les grandeurs caractérisantes (espérance, mode, etc.). La connaissance explicite de
la densité a posteriori w(6|yn), d’une approximation de cette densité ou au minimum la possibilité de
simuler en grand nombre des réalisations (61, ..., 6)) permettent d’estimer des grandeurs prédictives
de la forme

gilalyn) = /O o(z]0)m(6lyn) d8

qui sont plus simplement accessibles & I’ingénieur habitué & travailler sur des grandeurs observables.
Offrir un caractére "raisonnable" & cette modélisation, selon des indicateurs les plus objectifs pos-
sibles, est 1’étape de calibration. En peu de mots, elle consiste & choisir ’'incertitude sur 6 transmise
par 7(6). Dans ce chapitre comme dans le chapitre 4 (dans un cadre plus général), nous cherchons &
sensibiliser ’analyste industriel aux enjeux importants de cette calibration.

L’objectif du présent chapitre est de présenter en détail le cadre bayésien d’une étude industrielle
en durabilité, oi les modéles poly-Weibull sont utilisés (regroupant les modéles exponentiel, de Wei-
bull classique et de compétition entre Weibull).

Nous introduisons tout d’abord ’aspect formel de la modélisation bayésienne non informative
et nous en présentons quelques caractéristiques exploitables. Cette modélisation permet, dans notre
cadre d’étude, de structurer de facon probabiliste la compréhension de fonctions d’intérét estimées
auparavant dans un cadre fréquentiste : la maximisation de la vraisemblance est ainsi per¢ue comme
I'estimation du mode de 77 (0]y,) ott 7/ modélise une ignorance. Proposée dans le but de régulariser les
résultats fréquentistes (en "gommant" par exemple certains maximums locaux de la vraisemblance),
cette modélisation ne sera pas particuliérement étudiée dans la suite du chapitre mais interviendra

constamment au sein du chapitre 4.

En effet, expertise industrielle existe, apporte une véritable information, et s’en priver est dom-
mageable. Matériaux, construction, conditions d’exploitation : de nombreuses connaissances humaines
sont mises en ceuvre dans l'industrie pour établir des stratégies d’entretien ou de renouvellement des
composants. Ces connaissances, si elles s’appuient en général sur des contraintes objectives (caractéris-
tiques physiques des matériaux, par exemple) ou des données anciennes (sur des composants analogues
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N

a >"), restent relatives & une personne donnée, dans une situation donnée. Les réponses que les ex-
perts industriels peuvent apporter & une série de questions de ’analyste bayésien sont entachées d’une
subjectivité par essence difficilement modélisable.

On confondra alors dans ce terme - analyste bayésien - toute personne qui interroge le ou les
experts, recueille leur(s) réponse(s), utilise des critiques sur ces avis d’expert, additionne les informa-
tions subjectives aux éventuelles informations objectives disponibles (autres que yy), construit une
modélisation a priori () et la calibre en fonction des informations obtenues.

L’aspect le plus important de ce chapitre est donc le choix et 1’étude d’une famille de densités a

priori w(0), spécialement dédiée a I'inférence de Weibull et ce dans le cadre d’expertise sur > proposé
par EDF. En particulier, ce chapitre se place dans la continuité des travaux de Bacha (1996) et Berger
& Sun (1993) en modélisant de facon conditionnelle les deux paramétres § = (1, 5) de Weibull et
en approfondissant leur approche. Tout au long de cette étude, nous cherchons en effet & dégager un
sens clair de cette représentation a priori, en nous efforcant de respecter un ensemble de régles de
cohérence avec I’expertise et le contexte de I’étude : modéliser le vieillissement de ).
Au final, nous aboutissons & un outil flexible et intelligible pour 1’analyste bayésien. Nous désirons,
via ce travail, sensibiliser cet analyste & des aspects importants de la modélisation subjective, 1’en-
jeu principal étant de modérer une expertise qui menacerait d’étre trop informative et d’entrainer, a
posteriori, des résultats trop subjectifs. Ainsi, au cours du texte, nous proposons quelques questions
ouvertes et d’autres trés focalisées, qui pourraient servir de points de départ au dialogue entre analyste
et expert.

REMARQUE4. Les principauz points développés dans ce chapitre sont résumés (en anglais) dans un
rapport de recherche (Bousquet 2006), disponible en Annexes B. Celui-ci propose par ailleurs une dé-
marche de calibration par défaut de la loi a priori du paramétre de forme 3 de Weibull. Enfin, un
exemple réel, faisant le récapitulatif des aspects méthodologiques proposés dans ce chapitre, est mis en
exergue dans ce rapport.

Vocabulaire et notations

Par la suite (dans ce chapitre comme dans les suivants) nous serons fréquemment amenés 3 utiliser
le vocabulaire courant de la statistique bayésienne.

e Le terme hyperparamétre désigne le paramétre d’une mesure 7(0) ou 7(0|yn)-

e Une mesure a priori 7 est propre s’il s’agit d’une densité (de probabilité), i.e. si [o 7 (6) df < oc.
e On dit qu’une mesure 7 est informative si son entropie relative (ou différentielle) [ 7(6)log 7 (6) df
est finie. L’entropie relative est un indicateur de l'incertitude d’une mesure, comme la variance,
mais cette derniére peut ne pas étre définie. On peut donc percevoir une mesure informative

comme possédant un indicateur d’incertitude mesurable (et donc calibrable).

e Changement de paramétrisation. Dans le reste de ce travail, on sera amené & considérer plusieurs
paramétrisations différentes, notamment en raison de la facilité & manier des densités de lois bien

connues. Si on connait une mesure 7y pour § € © C IRP, il est aisé de connaitre my, pour une
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autre paramétrisation 6’ en considérant la transformation bijective ® : 6 — 6’ de Jacobien

J@O) = det {M}

00:00;

Alors g (6) = J=1(0" ) (B=1(9")).

o Probabilités fréquentiste et bayésienne. Soit t(0) une fonction d’intérét de 6. Lorsque 6 est pergu
comme une variable aléatoire de densité 7, on notera P (¢(f) € A) la probabilité bayésienne (A
étant un événement fixé dans A) en opposition & la probabilité fréquentiste Py (t(¢) € A) ou 6

est fixé et A est un événement aléatoire.
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3.2 Modélisation non informative

3.2.1 Motivations

Introduit par Jeffreys (1946, 1961), I’emploi de mesures a priori non informatives 7/ tente d’ap-
porter des réponses & un ensemble de questions légitimes lorsqu’on cherche & modéliser une ignorance.

Un exemple trés simple illustre la vision générale que développe Bernardo (1997).

EXEMPLE 3. Soit le modéle exponentiel de densité f(x|0) = 0 exp(—6zx). On choisit w(0) comme une
loi Gamma d’hyperparamétres a et b. Si U'on fize la moyenne m = a/b en utilisant une connaissance
ponctuelle de 0 (provenant par exemple d’un expert), on peut augmenter la variance a/b> = m?/a en
faisant tendre a vers 0. La densité a priori deviendra de plus en plus “plate”, reflétant une précision
qui s’amenuise jusqu’d rendre inutile la connaissance de m. Le cas limite est évidemment obtenu en
(a,b) = (0,0), mais I’a priori est alors réduit a une mesure non intégrable 7/ (0) < 6~1. M

Une facon intuitive de percevoir un a priori non informatif est ainsi de le faire correspondre &
une limite d’a priori informatifs. Il parait encore plus intuitif de proposer pour 6 des mesures uni-
formes sur © (7’ étant alors d’entropie maximale). Cependant, une solution si expéditive aboutit
(entre autres) & des paradozes de partitionnement (Kass & Wasserman 1996) lorsqu’on choisit une
autre paramétrisation 6, pour lesquelles les mesures ne sont plus obligatoirement uniformes (il suffit
de choisir " = h(f) ou h n’est pas linéaire). Voir également Robert (2006, § 3.5 pour des précisions
et des exemples en frangais) A moins de choisir une unique paramétrisation 6, le choix d’un 7/ non
informatif doit prendre en compte certaines invariances du probléme d’estimation, et cela d’autant
plus qu’au final, c’est moins Pestimation paramétrique que l’estimation marginale (sur X) qui nous
intéresse. La mesure de Jeffreys 77/ (0) o< {det Iy}'/?, ot Iy est la matrice d’information de Fisher du

modéle considéré, est ainsi invariante quel que soit le choix de paramétrisation.

L’article de Kass & Wasserman (1996) constitue une référence majeure en la matiére, en intro-
duisant et expliquant les principales régles formelles d’élicitation et les problémes d’invariance et de
paradoxes liés & ’emploi d’a priori non informatifs. Etudié par un trés grand nombre d’auteurs, I’em-
ploi de ces mesures se révéle précieux pour régulariser de facon objective l'information fréquentiste
fournie par la vraisemblance des données. Citons par exemple Hartigan (1964), Bernardo (1979), Ber-
ger & Bernardo (1992), Robert (2001, Chap.3 & 7), Zellner (1977, 1996), Yang & Berger (1997),
Syversveen (1998), pour leur clarté et leur généralité. Dans une optique d’estimation bayésienne, une
régle d’élicitation prévaut de par la validité fréquentiste qu’elle induit sur le recouvrement a posteriori
(Peers 1965, Ghosh & Mukerjee 1993, Datta & Ghosh 1995, Datta 1996, Ghosal 1999b) : on caractérise
7/ par la définition suivante.

DEFINITION 1. Soit X,, = Xi1,...,X ~ M(0). Soit 0,(c) le quantile d’ordre o a posteriori (i.e.
PO < 0,(a)|Xy) = a). La mesure a priori ©’ est dite d’ordre de recouvrement i et notée CMP
d’ordre i (coverage matching prior) si

Py(0<Op(a)) = P(O<0,(a)Xn) + O3
~—_—————
probabilité fréquentiste probabilité bayésienne

En d’autres termes, I'utilisation de 77/ permet d’obtenir des régions de confiance a posteriori pos-
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sédant une validité fréquentiste. La mesure 7/ peut alors étre légitimement considérée comme non
informative puisqu’elle n’apporte a posteriori pas plus d’information que les données, & O(n~%/2) prés.

Une définition plus formelle des CMP, vis-a-vis de n’importe quelle fonction d’intérét a posteriori
(et plus seulement 6) et pour n’importe quelle dimension de ©, est présentée dans Datta (1996). La
caractérisation générale de 7/ comme solution d’une équation différentielle permet de la connaitre
explicitement dans des cas simples (en particulier quand dim © est petite). Voir Ghoshal (1999b) pour
des exemples.

3.2.2 Application aux modéles de durée de vie

Modéle exponentiel. Quand dim© = 1, 7/ est réduit & la mesure de Jeffreys (CMP d’ordre 2,
Welch & Peers, 1963). Pour n’importe quelle paramétrisation 6 d’un modéle d’échelle (scale model),
7/ (0) oc 071

Modéle de Weibull. Sun (1997) propose une étude des meilleurs CMP pour le modéle de Weibull.
Le meilleur CMP est le reference prior de Berger & Bernardo (1992), que 'on fasse le choix d’une
hiérarchie (d’un conditionnement) entre les paramétres ou non. L’ordre de recouvrement dépend du
choix de paramétrisation. Ainsi 77/ (n, 3) oc (n3)~! est d’ordre 2 mais 77 (11, 3) oc (1)~ ! est réduit a
la mesure de Jeffreys d’ordre 1.

Modeéle o risques concurrents. Les mesures non informatives standard pour le modéle de Weibull
produisent des a posteriori impropres pour un modéle de compétition entre Weibull (Berger & Sun
1993). L’utilisation de mesures impropres est donc proscrite. Wang & Ghosh (2000) ont cependant
développé une stratégie de construction d’a priori non informatifs pour les paramétres identifiables
d’un modéle de compétition exponentiel.

3.2.2.1 Cas des données censurées a droite

Les valeurs de censure éventuellement présentes influent sur Iy et permettent donc d’en déduire la
forme des mesures de Jeffreys correspondantes. Cette démarche a notamment été entreprise par De
Santis, Mortera et Nardi (2001). On suppose donc avoir y, = (y1,...,yn) valeurs observées parmi
lesquelles r valeurs non censurées x, = (21,...,2,) de densité f(z|0) et de fonction de répartition
F(z|#). On note cp—r = (¢1,...,¢n—r) les valeurs de censure. Si l’on peut supposer que le processus
de censure est aléatoire et spécifier une densité des instants de censure f., on note

0() = /lRfc(:c) F(z|0) dz.

On aboutit alors aux résultats des théorémes 1 et 2 et des propositions 2 et 3 (preuves en Annexes
pp- 97-99).

THEOREME 1.(De Santis et al. 2001). Pour n’importe quelle paramétrisation 0, la mesure de Jeffreys

du modéle exponentiel censuré a droite est

(0) o« 071/3(0). (3.1)

PROPOSITION 2. Pour la paramétrisation A du modéle exponentiel, on obtient :
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n—r

1. Censure de type I progressif : 6(X\) =n — ) .| exp(—Ac;) ;
2. Censure uniforme sur [0, coo] : 6(A) =1 — {1 — exp(—Acoo) }(ACoo) 71 ;
3. Censure de type II : §(\) = r/n est indépendant de \. Donc 7! ()\) = /().

THEOREME 2. Soit v la constante d’Euler (v ~ 0.57722). Soient v1 = 72/6 +7% — 2y > 0, 7o =
—2(1 =) < 0. On note 5(p, B) = 6*(, B) + [6(n, B) — 1] (11 + 2 log pu + log® p) +72/6 — 1. Alors la
mesure de Jeffreys pour la paramétrisation (u, 3) du modeéle de Weibull censuré a droite est

w1 B) o< (uB) "t /o, B). (3.2)

PROPOSITION 3. Pour le modéle de Weibull, on obtient
1. Censure de type I progressif : 6(u,3) =n—> .| exp(—pc?) ;

2. Censure uniforme sur [0,coo] : 6(u, ) = 1 — (BuP)~ {1 —T(B~, ucl)} ot T'(x,a) est la
fonction gamma incompléte ;

3. Censure de type II : 6(p, 5) =r/n.

Quelques remarques peuvent étre faites sur les résultats des propositions 2 et 3. Dans les cas de
censure de type I progressif et uniforme, une valeur de censure infinie ou nulle entraine que 77 (6)
est I’a priori standard 77/ (). Par définition, une valeur de censure de type II n’est jamais nulle ou
infinie. Consistant en la répétition d’une valeur qui correspond & la plus vieille défaillance observée,

cette censure n’apporte pas d’information supplémentaire sur 6 en sus de cette donnée non censurée.

Selon De Santis et al. (2001), I'utilisation de m/ permet de diminuer légérement I'incertitude sur
Pestimation de # vis-a-vis de ’emploi d’une mesure de Jeffreys 77/ classique. Par ailleurs, pour le
modéle exponentiel, une observation censurée suffit 4 obtenir un a posteriori propre (et donc utilisable
pour I’estimation), ce qui n’est pas le cas de 7/. Enfin, 7/ se révéle posséder un meilleur recouvrement
fréquentiste a posteriori que 7/, quand le pourcentage de censure augmente dans I’échantillon. D’une
facon générale, les auteurs remarquent que la non prise en compte des censures & droite dans 77/
favorise a posteriori des valeurs observables élevées. Selon la connaissance que l'on a du processus de
censure, il est donc intéressant d’utiliser de tels a priori non informatifs, en particulier dans un cadre
fiabiliste. Leur emploi est cependant peu maniable (on perd par exemple les propriétés de conjugaison
pour le modéle exponentiel), notamment dans le cas Weibull.

3.2.2.2 Lois a posteriori

Modéle exponentiel. Pour le modéle exponentiel, 7/ (0|y,) est explicite par conjugaison. Ainsi

Alyn ~ Q(TZ@/)
i=1

oli 7 est le nombre de données non censurées (quel que soit le processus de censure). 77 (\|yn) est
propre si r > 1. L’espérance a posteriori E[A|yn] est égale au MLE A = r/ >, yi (Vespérance de la
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paramétrisation n n’étant définie que si r > 1). Un intervalle bilatéral de niveau « (dit de crédibilité)
qui découle de la loi a posteriori est

X%2T),a/2 X%2T),lfo¢/2
2 Zl Yi 2 21 Yi

qui correspond trés exactement & l'intervalle de confiance fréquentiste en cas de censure de type II
(voir Chap.2, p. 36, formule 2.2).

Modeéle de Weibull. D’aprés Sun (1997), si 77 est le reference prior, 7/ (11, Blyn) est propre si r > 2
et les y; > 1. Une hiérarchie entre paramétres s’établit de facon naturelle. En effet, 77 (u, Blyn) =
T (B, yn) 7 (Blyn) o

plB.yn ~ Q(nZyiB), (3.3)
=1

(i) (54)

() (50)

i=1

W’](5|yn)

(3.4)

L’utilisation de mesures non informatives pour ’estimation reste limitée, car elle permet au mieux
de régulariser des résultats fréquentistes imprécis et de corriger les zones de confiance obtenues par le
biais du bootstrap. Dans le cas exponentiel, de par la connaissance explicite d’intervalles de confiance
fréquentistes, elles apportent peu d’information en sus des résultats fréquentistes. Cependant, elles
restent précieuses pour traduire en termes probabilistes, a posteriori, une absence d’expertise. Ainsi,
elles interviendront de fagon importante au chapitre 4, dans la construction de mesures de références
pour la calibration d’a priori informatifs subjectifs.
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3.3 Une modélisation informative des paramétres de Weibull

3.3.1 Motivations

Dans cette section, nous construisons une modélisation informative de densité m pour le paramétre
6 d’un modéle poly-Weibull M (6). Vis-a-vis des principaux travaux passés, les aspects novateurs de
ce travail sont les suivants. Nous fournissons une modélisation

1. qui tient compte du type d’information proposée par les experts industriels, en particulier dans
le cas ’EDF :

(a) une information gualitative sur le comportement prospectif (futur) de >_ ; celle-ci est reliée a
Pestimation du ou des paramétres de forme 3. Outre une connaissance objective disponible,
permettant de borner le domaine de 7(3), des questions précises sont posées aux experts
et des valeurs préférentielles de 8 peuvent étre proposées pour utiliser et améliorer des
approches existantes (notamment celle de Bacha 1996).

(b) une information quantitative, s’exprimant en valeurs représentatives de la durée de vie X de
> il s’agit donc d’une information (post mortem lorsqu’elle est directement observable),
qui est naturellement reliée & I’estimation d’un paramétre d’échelle §’'. Cependant, on dé-
duit cette information sur #’ & partir d’une information marginale sur X, ce qui différe de
nombreuses études précédentes, ou I’on supposait connue une information directement sur

les paramétres. Notre méthode parait plus utilisable dans un contexte industriel.

2. qui induit volontairement des corrélations logiques entre les composantes de 6, témoignant de la

hiérarchie naturelle entre les paramétres.

3. qui est enfin facilement calibrable par ’analyste bayésien. Nous entendons par 1a que ’analyste
doit pouvoir modérer la "force" de I'expertise par le biais de paramétres compréhensibles et peu
nombreux. Ainsi, lorsque sa confiance en I'expertise quantitative varie, il peut modifier & loisir
un hyperparamétre dont le sens sur IV est celui d’une taille de données "fictives".

Cette modélisation s’efforce également de respecter plusieurs conditions de cohérence entre ex-
pertises qualitative et quantitative. Par ailleurs, sa structure paramétrique se révéle étre un outil
de simplification de l’inférence, simplification qui sera par la suite mise & contribution au chapitre
5 (consacré & la mise en ceuvre des techniques inférentielles). Techniquement, nous travaillons quasi
exclusivement sur le modeéle de Weibull & 2 paramétres, noté W (6). La modélisation devient conjuguée
dans le cas simple du modeéle exponentiel. Balakrishan & Basu (1995) ou Singpurwalla et al. (1999),
comme de nombreux autres auteurs, fournissent une étude trés compléte de I’emploi du modéle expo-
nentiel dans un cadre & la fois bayésien et fiabiliste. Enfin, les sous-modéles exponentiel et de Weibull
du modéle B(ng,m, ) sont indépendants. Il est donc naturel de choisir deux a priori indépendants.
Restreindre ’étude au modéle de Weibull & 2 paramétres fait donc sens.

Lou d’un reparamétrisation de ce paramétre d’échelle
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Référence sous-jacente de cette section, le livre de Press (2003) offre une vision trés claire des
diverses approches de modélisation, d’élicitation et d’implémentation de lois a priori subjectives, sans
entrer toutefois dans les détails techniques. En cela, il est un complément idéal d’ouvrages comme
celui de Robert (2001) ou ceux de la série Bayesian Statistics (Bernardo et al. (eds) 1980-2003). La
modélisation que nous proposons peut enfin étre présentée comme une évolution des schémas bayésiens
introduits par Singpurwalla & Song (1986), Singpurwalla (1988) et Berger & Sun (1993).

3.3.2 La modélisation

L’absence de loi a priori continue conjuguée pour le modeéle de Weibull (Soland 1969) est un fait
connu, du fait de la présence du paramétre de forme (. Celui-ci agit de fait comme un paramétre
"nuisible", en I’absence duquel le modéle devient conjugué. Un grand nombre d’auteurs choisissent
en général une densité m(5) qu’ils calibrent en fonction de l'information qualitative disponible, tout
en restant flou sur la définition de cette information. C’est par exemple le cas de Singpurwalla &
Song (1986) et Berger & Sun (1993). L’expertise quantitative étant plus accessible, leurs études se
concentrent surtout sur le choix de la modélisation d’un paramétre d’échelle (7, A).

La modélisation a priori de n est souvent proposée de fagon indirecte; par exemple, Singpur-
walla & Song (1986) puis Singpurwalla (1988) considérent une modélisation a priori sur la médiane
m = n(log2)'/? de Weibull et peuvent en déduire, en supposant m et 3 indépendants, la densité (7).
Obtenir a peu de frais une expression explicite (ou méme définie & une constante prés) de la densité
sur les deux paramétres reste cependant rare, et trés généralement, une simulation est nécessaire pour
obtenir des estimateurs (voir par exemple Kaminskiy & Krivtsov 2005).

Or, obtenir explicitement 7 (1, 3) facilite considérablement I’inférence bayésienne. Mais ’hypothése
d’indépendance des paramétres, si elle simplifie les calculs, reste peu justifiée. Nous proposons alors
de construire (7, 3) comme une loi conditionnelle

m(n,B8) = =(nlB) =(B).

La supposition suivante nous parait en effet raisonnable : pour indiquer une durée de vie représentative
du composant Y, il est nécessaire d’avoir une idée du comportement futur de > (vieillissement,
rajeunissement, etc.) ou des conditions d’exploitation qui induisent ce comportement futur. Méme
si cette idée peut rester imprécise, une telle supposition suggére que la connaissance d’un paramétre
d’échelle est conditionnée & celle d’'un paramétre de forme, alors que celui-ci représente intrinséquement

la connaissance de Y. Dans la suite, nous nous focalisons

1. premiérement, sur le choix de () ; nous réutilisons la modélisation proposée par Bacha (1996).

2. en second lieu, sur le choix de 7(n|3)?, en reprenant les idées de Berger & Sun (1993).

Pour chacune de ces deux approches, nous proposons des améliorations, soit en précisant un question-
naire déjd existant, soit en précisant le sens des hyperparamétres.

2ou d’une reparamétrisation de 7(n|3)
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3.3.2.1 L’approche de Bacha (1996) pour le paramétre de forme

Pour le modéle de Weibull W(n, ), on admet qu’il existe une connaissance objective de 5. Vu
comme coefficient directeur de la vitesse de vieillissement (la dérivée du taux de défaillance hyy (), le
paramétre 3 a un sens qualitatif puisqu’il traduit le comportement prédictif de > . D’une fagon géné-
rale, un fort consensus des spécialistes industriels indique que ’on peut borner 3 sur [3;, 5] C]0, +o0[
(Bacha 1996).

Dans notre contexte de durabilité, on fait ’hypothése d’un vieillissement général de > et lon
choisira le plus souvent 3; > 1. En outre, Lannoy & Procaccia (1994), comme d’autres spécialistes de
fiabilité industrielle, insistent sur le caractére invraisemblable d’'un 3 > 5, et cela pour deux raisons
principales.

1. Si > est un composant réparable, il y a généralement suffisamment de dispersion dans les para-
métres influencant la défaillance pour que I’on n’observe jamais un vieillissement aussi accéléré.

2. Si > est un composant non-réparable, 'industriel agit afin de contrer les défaillances. Auquel
cas le modéle statistique représente plutot une évolution contrariée de la durée de vie de >, par

le biais d’une maintenance préventive*.

REMARQUE 5. Industriellement parlant, ’écart entre 5; = 1 et 3. = 5 peut étre per¢u comme un "in-
fini". Un (3 proche de 5 correspond a une situation ou le vieillissement est si accéléré que Uindustriel est
confronté a une avalanche de difficultés qui rendent l’exploitation impossible. En pratique, 3 ~ 3 est
fortement improbable et plus sdrement, 8 évolue généralement dans [1,2.5]. Le cas 5 ~ 1 correspond
ainsi o un industriel qui o correctement effectué son travail de maintenance, en ne laissant pas vieillir
le matériel. Une difficulté majeure des fiabilistes est donc de prévoir apparition de ce vieillissement,

comme Dexpliquent Lannoy et al. (2005).

Ainsi, nous supposerons toujours pouvoir choisir (g, 3,). Bacha (1996) propose alors d’utiliser une loi
Béta sur [G;, 5]

6 ~ Be(pa q)

de densité

~ Tlp+q B=6) (B —pB)"!
) = Tt G =gyt Lsedd)

car elle est flexible au sens ou elle posséde suffisamment d’hyperparamétres pour étre calibrée a la

fois en termes de variance et de valeur centrale, indépendamment du couple (f;, 5,), propriété qui
intéresse tout particuliérement I’analyste industriel lorsqu’il désire modifier légérement sa loi a priori.

En témoigne la maniabilité de ses moments et de son mode;

1

Bl = At g (5= A0,
MAS) = it T (- A) sina> 1,
Var[g] = P 5 (B — B)%.

(p+qg+1)p+aq)
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Dans le cas particulier oi p = ¢ = 1, cette loi est uniforme. Par ailleurs, E.[(] ne dépend que du
rapport ¢/p et peut rester constante indépendamment d’une modification de la variance (de méme
pour le mode qui ne dépend que du rapport (¢ — 1)/(p — 1)). Enfin, les quelques figures 3.1 & 3.10
illustrent 1’éventail des formes que la densité peut emprunter (on choisit ici [}, ;] = [1,5]). Notons
que le cas courant d’un vieillissement léger est modélisé par un choix 1 < p < ¢ (cf. Figure 3.11).

REMARQUE 6. La propriété de log-concavité de la loi Béta permet d’appliquer l’algorithme de Gibbs pro-
posé par Berger & Sun (1993) dans le cas poly- Weibull pour estimer a posterioriles 5; dei=1,...,Q
modeles de Weibull mis en compétition. En effet, les distributions a posteriori sont également log-
concaves, ce qui permet lutilisation de fonctions enveloppantes et l'accélération de l'algorithme. Voir
le chapitre 5 pour une définition succinte de algorithme de Gibbs.

Jenkinson (2005) propose un inventaire trés complet des différentes techniques de sélection des
hyperparamétres de la loi Béta, en particulier lorsque des valeurs de 3 ont été observées ou recons-
truites (provenant par exemple de régressions sur des bases de données; voir par exemple Lannoy &
Procaccia (2005) ou le site hitp ://www.barringerl.com). Bacha (1996, p. 69-74) fournit les grandes
lignes d’une méthodologie de calibration s’appuyant sur la spécification d’une valeur 3, choisie par
défaut comme le milieu de [5;, G,].

Amélioration. Nous ne retracgons pas ici la méthodologie de Bacha mais suggérons d’y ajouter une
question permettant de sélectionner (3, indirectement, les experts pouvant difficilement répondre & une
interrogation portant directement sur le paramétre. Demandons aux experts les probabilités pg et p;
pour ) de tomber en panne avant les temps respectifs x et 1, avec 1 > x¢. Alors p; = 1—exp(—,u:z:f )

tié N exp{—/wg ({%}B—Q} = 1))

Om = log{@}log_l(m/xo). (3.5)

pour ¢ = 0, 1. Ainsi

On en déduit

En choisissant plusieurs couples (zg,x1), on obtient un certain nombre de valeurs permettant de
conforter ou de rectifier [5;, ;] et By,. Vis-a-vis de Biernacki et al. (1998, p.15) qui proposent, dans
cette méme optique, de demander un rapport de deux valeurs (hyw (zg), hw (z1)) du taux de défaillance
de > et en déduisent 3,,, ce type d’interrogation parait plus adapté car il fait appel & une connaissance
passée observable. D’ailleurs, un spécialiste du domaine confirme ’incapacité manifeste des experts du
nucléaire & répondre 4 la question de Biernarcki et al. (conversation privée avec André Lannoy, 2006).
Comme le souligne Clarotti (1998) qui propose quant & lui une interrogation sous forme de paris (on
demande & l’expert son pourcentage d’erreur lorsqu’il prédit des grandeurs de la durée de vie), ’appel
probabibiliste & la connaissance subjective réduit les risques de malhonnéteté intellectuelle.
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Fi1G. 3.11 — Formes typiques de densité a priori privilégiant un faible vieillissement.
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Fia. 3.12 — Formes typiques de densité a priori incohérentes avec le choix de ;.

Cohérence de (). Si 7 est plus informative qu’une loi uniforme sur [3;, 3], on doit avoir #'(5) < 0
(soit () décroissante) quand S — [,. Sinon, les valeurs plausibles de 3 s’étendent au-dela de f3,.
Par ailleurs, une décroissance trés brutale en des valeurs hautes de (3 est peu vraisemblable. D’une
maniére générale, il est nécessaire de vérifier que 7(3) ne favorise pas la borne supérieure G, (voir
figure 3.12). Ajoutons qu’a posteriori, une caractérisation similaire de 7(3|yy) indique que 3, est mal
choisie. Enfin, lorsque n augmente, un MLE Bn ¢ (01, Br] indique un 7(3) incohérent avec 'information
apportée par y,, et un 7(3|yn) menacé d’inconsistance (voir § 3.4.1.1).
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3.3.2.2 Amélioration de ’approche de Berger & Sun (1993) pour le paramétre d’échelle

Trés généralement, les analystes bayésiens supposent a priori, pour des raisons de simplicité, que
les paramétres de Weibull sont indépendants. Il faut attendre Berger & Sun (1993) pour obtenir, dans
un cadre poly-Weibull, une construction délibérément conditionnelle. Les deux auteurs ne précisent
pas de choix particulier de 7(3) mais proposent, pour 7, d’utiliser une loi gamma inverse généralisée.

DEFINITION 2. V(a, 3,b) € (IR*t x IR*T x IR*T), Yz € IR, on définit la loi gamma inverse généralisée
(GIG) par sa densité

b® 1 b
Flala.b.8) = pos i exp (=2 ) Lo 0) (39)

Son moment d’ordre k est

/BT (g —
EX* = W VaB>k>0,

Son mode est toujours défini et vaut My[X] = (agil)l/ﬁ.

Cette loi a priori apparait comme un outil de simplification de 'inférence. En effet, la densité (3.6)
est conjuguée conditionnement a 3 (proposition 4) et il suffit donc de connaitre ou d’approcher par
des moyens numériques le comportement a posteriori de 3 pour obtenir ’'ensemble des informations
sur les deux paramétres. Par ailleurs, un tel choix permet d’unifier le travail de construction avec le
cas exponentiel ou J est fixé & 1. Enfin, cette loi est fermée par transformation d’échelle conditionnel-
lement & (3 (proposition 5), ce qui la rend intéressante pour modéliser des informations a priori sur
7 ou toute reparamétrisation de n conditionnelle & 3, comme la médiane, '’espérance ou le mode de
la loi de Weibull. Dans la suite de ce chapitre, nous manierons préférentiellement 7(u|3) ot = n=7,
plus simple d’utilisation.

PROPOSITION 4. Soit 0|3 ~ GZG(a, B,b). Soit yn un échantillon contenant r données non censurées
de Weibull et n — r valeurs de censure fizées. En notant p = n=5,

ulp ~ Gla,b),

pByn ~ G (a+nb+2y?>,

i=1

Byn ~ GIG <a+r,ﬂ,b+ ny)
i=1
Preuve. Pour tout ¢t > 0,
Plu<t) = 1—Pn<t /P
t—l/ﬁ
s 1
1-— /0 T(a) 271 exp(—b/z?) dx

oo bu,
1- /t F(f) u? Lexp(—bu) du avecu=z"". O

PROPOSITION 5. Soit X ~ GZG(a, 3,b). Alors Ve > 0, cX ~ GIG(a, 3,bc").
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Preuve. Pour tout ¢t > 0,

te pag 1 b
P(eX <t) = e ) d
I A eXp( wﬁ> i

tpecafp 1 bcP .
= Wwexp —W du ot u=-cx. O
0

Améliorations. Dans I’étude de Berger & Sun (1993), la sélection des hyperparamétres reste seule-
ment au stade théorique. L’expertise est surtout supposée paramétrique (contraintes sur 6 = (n, 3))
et les équations intégrales & résoudre sont nombreuses. Par ailleurs, ces auteurs ne proposent pas
un a priori réellement conditionnel puisque 7(p|3) = w(u). Ce choix reste donc trés artificiel. Dans
un premier travail, nous avons utilisé cette modélisation et proposé une vision succincte du roéle des
hyperparamétres (Bousquet 2005). Cependant, les propriétés structurelles de 7 indiquent que le choix
d’un hyperparamétre b qui soit une fonction déterministe de 3 plutdét qu’une valeur constante résulte
d’une expertise cohérente avec le modéle W(6) et améliore la modélisation en définissant a comme un

hyperparamétre de calibration.

En effet, supposons pouvoir modéliser un avis d’expert par un échantillon “fictif” de données
observables (non censurées) de Weibull X,,, = (Z1, ..., &,,) de moyenne z.. Alors, d’aprés I’expression
(3.3),0n a

m(@'18) = 7 ('8, %m)

ot 7/ est le reference prior pour le modéle de Weibull et 6’ n’importe quel choix de paramétrisation
{n, A, p}. Ainsi,

Le choix b = b(a, §) apparait donc de fagon naturelle. Si 5 est connu et vaut 1 (modéle exponentiel),
on obtient b = ax.. L’hyperparamétre a s’interpréte comme la taille de I’échantillon fictif. L’analyste
bayésien peut donc accorder sa confiance en une certaine expertise quantitative en modulant a.

Idéalement, la loi a priori adopte une structure hiérarchique. En supposant Xy, S W(ne, Be) ol
7 est une estimation a priori de n , on a, sachant 7(0),

b~ G(an "),
plB,b ~ Gla,b).

Cependant, cette modélisation est lourde & manier, et le choix d’un b déterministe en fonction de a et
0 est souhaitable. Selon ’expertise disponible, nous proposons dans la sous-partie suivante des choix

a

de b (proposition 6) qui “miment” le comportement d’une fonction 8 — > :Ezﬁ . On notera par la suite
i=1

B la distribution de b = b(3) (a étant supposé fixé). Ainsi, pour tout événement A de A dans ’espace

probabilisé des données (cf. § 1.4), P(A|B) sera la probabilité de A sachant le choix b.
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3.3.3 Traduction de ’expertise quantitative

Nous nous intéressons ici au choix de b = b(a, 3) en fonction de I'expertise quantitative disponible,
portant sur la variable observable X. De nombreux auteurs supposent qu’un expert se prononce di-
rectement sur le paramétre d’échelle 1 ou des fonctions d’intérét de 7. Voir par exemple Bacha (1996),
Lijoi (2003) ou Wisse et al. (2005). Ce qui est loin d’étre évident & obtenir, puisque 'expert n’a en
général pas de formation statistique et ne connait pas le modéle M(6)3. 1l s’agit plus siirement d’un
avis “transformé“ par I’analyste bayésien.

L’expertise quantitative est en réalité plutdot marginale : un expert percoit la durée de vie X et en
donne une estimation x.. Dans l'industrie, certains analystes voient en z. une estimation ponctuelle de
7, homogéne & X. Agissant par habitude, ces analystes produisent un biais de modélisation d’autant
plus important que l'incertitude sur 3 est grande. Cette confusion fréquente doit étre combattue. La
valeur z. est une grandeur caractérisant la distribution marginale M de densité

mie) = [ 7(O)wals) d.

La spécification de m entraine alors celle de 7, fy (x|0) étant connue. En effet, le théoréme de re-
présentation de De Finetti (1974) indique l’existence d’une unique densité 7 sous des conditions
d’échangeabilité des variables X1,...X,,... ~ W(0) (condition remplie par le choix d’un compor-
tement 4.i.d.). Cette vision de 'information d’expertise a été utilisée en particulier par Kadane &
Wolfson (1980, 1995, 1998) dans des études appliquées. Berger (1985, § 3.5) fournit une revue des
principales techniques utilisables. En choisissant 7(6) = 7(f|w) dans une famille hyperparamétrisée
par w, des contraintes marginales telles que E[X] = z, permettent de choisir w. Par mazimum d’en-
tropie, on peut également construire une densité 7 satisfaisant des contraintes de moment, mais de
forme arbitraire, parfois difficilement maniable et modifiable, et dont les hyperparamétres risquent

d’avoir un sens peu compréhensible.

Nous définissons alors deux types d’expertise quantitative, tels qu’observés dans les problémes de
durabilité et de fiabilité rencontrés par EDF. En Annexes (p. 104), nous proposons parallélement une
modélisation dans le cas ou 'information quantitative s’exerce directement sur 7.

3.3.3.1 Expertise quantitative minimale

Spécifications. Nous supposons ici qu’un expert, suite & une demande du type “fournissez une gran-
deur représentative de la durée de vie X du composant »_” ou “quelle chance a Y, de tomber en panne

avant le temps z. 7”, est capable de fournir au minimum ’une des spécifications définies comme suit.

DEFINITION 3. Soit x. une valeur de IRY* fournie par une source d’expertise. On nomme spécification

de x. le sens donné & . vis-a-vis de M. Cette valeur observable peut étre per¢ue comme l’estimation
1. d’un quantile d’ordre «, i.e. P(X < z.) = a €]0,1[;
2. de Uespérance E[X];
3. du mode My[X].

3Excepté le modéle exponentiel, sur lequel il peut s’exprimer directement en termes de taux de défaillance.
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Lorsque a ~ 0.5, ces trois grandeurs ne sont généralement, dans ’esprit d’un expert, que le reflet
d’une méme idée de X (cf. Daneskhah 2004). De facon inconsciente, I'expert aura souvent tendance
4 donner une appréciation qui se situe au milieu d’un ensemble de valeurs reliées & la durée de vie
(par exemple lorsqu’il connait plusieurs exemplaires identiques ou non de >_). Ainsi, il fournira plutot
une valeur médiane qu’une valeur moyenne, méme si cette derniére est, de son point de vue, plus in-
tuitive. Parmi les auteurs ayant remarqué de semblables comportements dans ’expertise industrielle,
financiére, démographique, etc., citons Schieren (1993) ou Lannoy & Procaccia (2001, p.23). Ces spé-
cifications aboutissent cependant & des modélisations différentes. Elles doivent donc étre précisées au
maximum ; un questionnaire en ce sens serait par exemple (pour les spécifications 1 & 3, respective-
ment) :

1. lorsque ’dge d’un groupe de composants » ,...,» p atteint z., quelle proportion 1 — a des
composants est-elle encore en fonctionnement ?

2. la valeur x. se fonde-t-elle sur une compilation d’événements passés 7

3. cette valeur correspond-elle plutdt a la valeur de temps de défaillance la plus souvent observée
dans le passé?

Remarquons cependant que la pertinence de ces questions est relative & un certain contexte d’étude :
la question 1 est plutdt durabiliste, puisque y répondre peut induire la connaissance d’une stratégie
de maintenance. La question 3 est clairement fiabiliste, puisqu’elle recours & une vision passée de la
durée de vie de composants. La question 2 est mixte, car on ne peut réellement la poser que lorsque
le composant est neuf ou lorsqu’il a déja atteint un certain age.

REMARQUE 7. La spécification d’un mode apparait en pratique comme peu réaliste, en tout cas dans
certains domaines spécialisés qui ont servi de cadre a cette étude (l'ingénierie nucléaire). Nous l’avons

cependant inclue pour des raisons de généralité.

Modélisations. Pour chaque spécification, nous choisissons l’expression déterministe de b (symbolisée
par sa distribution B) indiquée dans la proposition 6. Pour cela I’expression analytique des spécifica-
tions est rendue indépendante des hyperparamétres de 7(/3). Supposons par exemple avoir E[X]| = z..
Supposons alors connaitre 3 ~ m et 8 ~ mo deux modélisations possibles. Impérativement, nous
devons choisir b tel que E[X|B,m] = E[X|B, 73] = ..

Dans la sous-partie suivante, la taille fictive a est fixée par 'analyste bayésien. Si ’on décidait de
calibrer m uniquement en fonction de ’expertise, a I'instar de Dawid (1982), le couple (a, z.) minimi-
serait une fonction de perte entre M et une représentation “idéale” de M (telle que la pergoit 'expert,
par exemple par le biais d’un histogramme (van Noortwijk et al. 1992, Daneshkhah et al. 2006)).
Le sens de a serait alors moins clair. Par ailleurs, cette représentation se heurterait aux propriétés
structurelles de 7 : le risque serait élevé d’obtenir des distributions “aux vices cachés” (par exemple
trés dissymeétriques).

ExeEMPLE4. Choisissons un a priori conjugué G(a,b) pour le paramétre A\ d’un modéle exponentiel.
On suppose que Pexpert, interrogé sur le taux de défaillance, indique les estimations (0.45,0.5) du
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mode Mod[A] = (a — 1)/b et de 'espérance E[\] = a/b. Ce faisant, en acceptant sans restriction 1’avis
de ’expert, on obtient a = 20. En percevant a comme une taille fictive, cet expert peut clairement
étre considéré comme trop informatif. Il est vraisemblable que son idée du mode et de la moyenne est
assez confuse, puisqu’il rapproche exagérément ces deux valeurs. Si ’on ne désire pas modifier a mais
I’'une des deux spécifications, laquelle choisir? W

PROPOSITION 6. Soit . € R™, a > 0 et « €]0,1]. On note

s = (Q-a)-1) af,

B I'(a) ’
b2(a,B) = (I‘(l +1/8)'(a — 1/5)) a
bs(a,B) = %x?

On rappelle que B désigne la modélisation induite par le choix de b(a,3). Alors, pour tout choiz de
7(B) de support |G, Br] C|0, +oo],
(i) P(X <ae|B1) = o,
(i1) E[X|Bs]
(4ii)  Ma[X|Bs]

z. sia>p3t,

Te Si ﬂl > 1.

Dans le cas (iii), le mode z. de la distribution marginale M est unique et strictement positif. Dans
les autres cas, si B; > 1, M posséde au moins un mode strictement positif.

Preuve. Voir Annexes § 3.6.1 (p. 99).

Remarques et propriétés .

1. Dans le cas (i), on a P(n < x¢) = P(U > ka.o) o U ~ X3, €t koo = 2b1(8)z. P : si Pon sait
spécifier un quantile sur X, on peut spécifier un quantile sur 7 (ce qui permet la comparaison avec
d’autres modélisations). Par ailleurs, en notant £, o = ka.0/X3,(1—a),0ona P(n < xefi{f|ﬁ) =q,
résultat utile lorsque 3 est fixé ou faiblement variable. Enfin, si a > 1, si x. est le quantile
50% (la médiane), by (3) ~ az?/log2. On retrouve ce résultat lorsqu’on adapte la démarche de
Singpurwalla & Song (1986) en supposant que ’expert fournit une valeur moyenne de la médiane
m = n(log2)'/?, avec m|3 ~ GIG(a, 3,blog2).

2. Dans le cas (i7), si ; > 1, l'espérance de 7 reste proche de z. : on a E[n]/x. € [1,2/\/7] ~
[1,1.1284]. En cas de fort vieillissement, si a > 4, ba(3) =~ ax? d’aprés la proposition 9 (Annexes
§9).

3. Dans le cas (4i7), la condition §; > 1 n’est pas surprenante : une distribution de Weibull est de
mode strictement positif dés que le vieillissement est assuré, soit dés que 3 > 1. En cas de fort
vieillissement, on retrouve b3(3) ~ az?.

4. Dans le cas d’'un modéle exponentiel, 3 est fixé & 1. Avec  ~ ZG(a,b), on retrouve, si on fixe
E[X|Bs] = z., E[n] = z.. Cependant, il apparait plus naturel de proposer b = az, ; dans ce cas,
z. n’est plus percue comme ’espérance de la distribution marginale M mais comme la moyenne

de I’échantillon fictif auquel on assimile I’expert. Outre le fait que cette modélisation n’impose
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aucune restriction sur a, une possible discussion avec l'expert permettrait d’entériner ce choix
plutot que le choix (i7).

3.3.3.2 Expertise quantitative développée

Par ailleurs, I'interrogation d’un expert peut étre orientée de fagon a proposer en sus un (ou plu-
sieurs) intervalle de crédibilité |x., , z.,] d’ordre (a1, az) €]0,1[2 tel que pour i = 1,2, P(X < x,,) = oy
(nécessairement, ., < T., = a1 < az). Un cas plutot fréquent en durabilité est I’expertise de I'in-
tervalle (50%,90%). Par exemple, la méthode de la bisection (Garthwaite et al. 2005) propose de
considérer une suite de questions du type

1. Pouvez-vous déterminer une valeur médiane .o pour X 7

2. Supposez que X < z.,. Pouvez-vous déterminer une nouvelle valeur z._, < z., telle que P(X <
Ze_,) =1/27 (x._, est alors pergu comme le quartile inférieur de M).

3. Méme question en supposant que X > x.,.

Une autre méthode est de fixer un ensemble d’intervalles sur Dom (M) et de demander & ’expert la
probabilité de défaillance de > dans chaque intervalle. Enfin, dans un contexte de fiabilité industrielle,
ces quantités s’apparentent souvent aux temps de défaillance (ou de censure) les plus courts et les
plus longs jamais observés par l’expert dans le passé. Ainsi, (x,,Z.,) prennent le sens de quantiles
extrémes (typiquement, 5%-95%). Si un expert peut ainsi fournir plusieurs spécifications i = 1, ..., P,
nous proposons de modéliser son expertise en combinant les modélisations m1,...,7p émanant de
chacune des spécifications qu’il fournit, considérée indépendamment, de la fagon suivante :

P P
plg o~ g(zpwiaiazbi(Pwiaiaﬁ)>a (3.7)
i=1 i=1

soit la distribution émanant d’inférences bayésiennes successives sur les échantillons fictifs (de taille
pondérées),  partir de la mesure non informative de Jeffreys 7/ (u|3). Les w; > 0 sont des poids que
I’on peut fixer en fonction de la confiance relative que l’on accorde aux spécifications, avec Zf:l w; = 1.

Adopter cette démarche de séparation de ’expertise en “expertises atomiques” permet de construire
7 en conservant les hyperparamétres a; dédiés & la calibration. Par ailleurs, elle permet d’additionner
deux spécifications différentes (mode et quantiles par exemple).

3.3.4 Calibration de I’expertise quantitative

Nous proposons ici un ensemble de régles simples pour fixer la taille fictive a d’un expert unique
e, selon la spécification qu’il propose. Ces recettes sont établies & partir de résultats trés généraux
d’analyse psychologique des experts (voir Daneshkhah 2004 pour une revue) et de ’étude de prior
feedbacks de la littérature subjectiviste, et nous ne garantissons certainement pas leur validité pour
tous les problémes de fiabilité industrielle, méme si nous les considérons appropriées dans le cadre
d’étude proposé par EDF.

Par ailleurs, il faut considérer ces régles de calibration comme des approches par défaut. Rien ne
saurait remplacer, pour approcher a, une discussion entre I'expert et ’analyste bayésien, d’autant
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plus parce que ce paramétre est aisément compréhensible par les deux parties. Des questions ouvertes
sont réguliérement proposées pour diriger cette discussion, mais sans que nous puissions certifier que
I’expert puisse y répondre. D’ot1 I'importance de donner des régles objectives sur lesquelles s’appuyer,
préalablement aux résultats de la discussion.

Notons que dans cette étude, nous ne cherchons pas & modifier les valeurs z. proposées par l'ex-
pert, utilisées dans la proposition 6. De notre point de vue, ces valeurs reflétent 1’opinion personnelle
de Vexpert, et nous ne disposons pas d’information objective pour nous permettre de modifier cette
opinion*. Des auteurs comme Singpurwalla & Song (1986) construisent des modélisations a priori aux
nombreux hyperparamétres, permettant de modérer I'information d’expertise a la fois en position et en
incertitude. Mais dans les faits - en tout cas dans le contexte d’EDF, comme le font remarquer Bacha
et al. (1998) - calibrer finement 1’a priori reste inacessible. Nous considérons donc comme bénéfique
de n’avoir qu’un hyperparamétre unique et compréhensible & calibrer pour moduler l'incertitude de
Iexpert.

Spécification espérance/médiane/mode. Lorsque ’expert spécifie . comme une valeur centrale
de M, il s’appuie nécessairement sur un certain nombre de réalisations passées de > ou de systémes
proches ou en interaction avec Y. On peut alors choisir a comme le nombre minimal de réalisations
nécessaire A cette spécification, et le modifier via des questions subsidiaires, portant sur l’expérience
passée de ’expert.

Espérance/médiane. Pour définir une moyenne (soit ’estimateur sans biais d’une espérance) ou une
meédiane, on peut légitimement supposer que ’expert utilise au moins la connaissance de a = 1 ou
a = 2 données passées (respectivement). Supposons que ’expert soit capable d’indiquer un nombre de
défaillances passées sur lesquelles il fonde son avis. S’il répond positivement & la question “avez-vous
déja observé des défaillances éloignées de x. et les incluez-vous dans votre estimation 77, il est plus
vraisemblable que z. représente une médiane. Sinon, le a correspondant risque d’étre considérablement
élevé. Dans ce cas, la question “avez-vous observé une forte concentration de défaillances dans un faible

intervalle de temps ?” permet de corriger a et ..

Mode. Intuitivement, un expert capable de spécifier un mode connait un nombre plutot élevé de
défaillances passées, dont au moins 2 égales ou proches. Au minimum, il faut a = 3 données pour
définir la classe modale d’une distribution continue.

Nous représentons sur la figure 3.13 les densités m(z) produites selon chacune de ces spécifica-
tions. On choisit ici . = 100, [5;, 8] = [1.1,5], (p,q) = (1.5,1.5) et a = 2. En faisant varier a,
on indique sur la table 3.1 1’évolution de ’écart-type et la dissymétrie (skewness) de M. Plus cette
derniére valeur est forte positivement, plus la distribution M privilégie les valeurs les plus hautes de X.

En cas d’hésitation entre les spécifications, celle du mode assure une plus large incertitude et peut
constituer un choix par défaut. Cependant, ce choix donne & M la queue la plus lourde quand z — oco.
La spécification du mode privilégie donc les valeurs de X les plus hautes. Comme nous le préciserons
au § 3.3.6, cette spécification témoigne d’une connaissance élevée des conditions d’exploitation de >

4 Au contraire, elle nous apparait comme une richesse de la modélisation bayésienne subjective.
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et de la conviction du vieillissement, et nous ne conseillons son utilisation que lorsque la connaissance
a priori est validée par un large consensus ou des raisons objectives. Ainsi, nous conseillons plutot de

choisir la médiane par défaut, qui assure une plus large incertitude que 1’espérance.

— espérance
- - mode
--- médiane

m(x)

F1G. 3.13 — Densités m(z) de la distribution marginale M

a espérance mode médiane
o ~ o 5 o ~

2 67.4 4.5 360.7 31.3 94.2 5.5

3 53.8 24 185.0 12,5 66.0 2.7

4 50.0 1.91 151.6 9.8 58.2 1.94

5 48.1 145 136.7 7.5 55.8 1.46

10 44.0 1.26 110.7 6.3 50.3 1.13

TaB. 3.1 — Estimations de ’écart-type o et de la dissymétrie v de M.
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Spécification d’un quantile. Nous faisons I’hypothése suivante : la spécification d’un couple (x., a)
tel que P(X < z.) = « induit que 'expert, de facon sous-jacente, connait autant de réalisations pas-
sées qu’il est nécessaire pour définir la précision «; si o = 0.5 (médiane), il a per¢u un couple (z. i, ze )
tel que x.; < e < Te,r. SOit @ = 2. Sous une régle tacite d’équirépartition des données fictives, il est
alors aisé de dérouler une méthode similaire & la bisection introduite plus haut pour évaluer la taille
a correspondante. Ainsi, si @ = 10%, 'expert est censé avoir per¢u a = 10 données.

Cette régle reste bien entendu une procédure par défaut. Si ’analyste bayésien a la possibilité de
converser avec l’expert (ce qui est généralement le cas), la valeur de a que nous proposons a surtout
pour but de faire réagir ’expert, et notamment de lui faire percevoir sa "témérité" lorsqu’il propose
un seuil de quantile trop précis. Sous forme d’enchéres, nous pensons qu’un consensus est en général
atteignable pour fixer une valeur a. La discussion peut étre également orientée par des questions du
type “le quantile que vous proposez correspond-t-il & une proportion de composants ., ou proches de
> tombés en panne dans le passé ?”.

Nous représentons sur la figure 3.14 les densités m(z) produites selon la spécification de z. = 100
comme quantile de seuil «, pour différentes valeurs de «. On choisit ici [5;, 8] = [1.1,5], (p,q) =
(1.5,1.5) et a = 10.

m(x)

o 50 100 150 200 250

F1G. 3.14 — Densités m(z) de la distribution marginale M (selon « tel que P(X < z.) = ).

Spécification d’un intervalle de crédibilité. Comme indiqué au § 3.3.3.2, nous spécifions sé-
parément la taille équivalente a;, i = 1,2 de chaque quantile du couple, et nous recombinons les
spécifications en adoptant la démarche (3.7). Cette recombinaison nécessite cependant une renorma-

lisation des a; que nous illustrons dans ’exemple suivant.

EXEMPLES. S0it (%1, Tc2) Vintervalle (50%,95%). Nous supposons que lezpert nécessite a3 = 2
données pour fizer x. 1 indépendamment et ax = 20 données pour fizer z. 2 indépendamment. Pour ne
pas surestimer la connaissance de lexpert, on doit avoir 2wia; + 20wea; < 20. Par défaut, on choisit
évidemment w1 = we = 1/2, soit a1 < 20/11 et as < 200/11. On choisit alors a1 = [20/11] = 1 et
as = [200/11] = 18. W

La encore, via une interrogation poussée de ’expert et une connaissance technique (objective) de
>, on peut tenter de préciser quel quantile est le plus digne de confiance. C’est particuliérement
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conseillé lorsque les seuils sont extrémes. Un quantile spécifié & 5% peut correspondre a la date de
derniére défaillance de jeunesse (déverminage) de Y et un quantile & 95% a une date d’arrét de >
avant défaillance (soit une censure). Dans ’exemple précédent, imaginons qu’on ait deux fois plus
confiance en la spécification de z. 1 que celle de x. 2. Alors wi = 2/3 et a; = 2. Incidemment, on défi-
nit w; comme la probabilité que 'expert soit plus juste lorsqu’il spécifie 'ordre de z; . que celui de zg ..

Il est également primordial de vérifier que la spécification de lintervalle [z 1,z 2] est cohérente
avec le modéle bayésien. On utilise pour cela la formule (3.5). Soit

B log(1 — as) 1
Be = log{m}bg (Tey /Tey)-

Si 8. ¢ [0, 8r], expertises observable et prédictive sont conflictuelles. Une solution est évidemment
d’élargir modérément [3;, 5,]. Cependant, si 5. > 3, le modéle de Weibull de paramétre de forme
(e est proche d’une loi normale et ’expert est clairement trop informatif. Il est alors nécessaire
de pondérer la crédibilité (aq,as) jusqu’a obtenir 5. = By € [, 5] (par exemple la moyenne).
L’algorithme suivant, dérivé de Newton-Raphson, permet de réaliser formellement cette pondération
avec le taux de convergence constant

k+1
1

|ov _O/f| _ w1

ozt —af]  l-w

a Détape k — k + 1. Ainsi, si w1 — 1, a1 évolue peu au cours de I'algorithme. La justification de la
construction est donnée en Annexes § 3.6.1 (p. 100).

Algorithme 1. Pondération de la crédibilité.

log(1 —
1. Soit 0 < < a <1 et apg = (a?,a9). On note £y = (zeo/ze1)?, ()= M,
’ ’ log(1l — aq)
et -1 =e+(1,1) ol € est le choix d’une précision. On fixe 0 < p < 1 (typiquement,

p ~ 100¢e) .

2. Etape k=0,..K : tant que ||0x_1] > ¢,

_( (1—af)log(1 — of) (€(ar) — £o) /0(cw) \ |

® caleuler O = ( —(1— ) log(1 — ab) (Claw) — o) )
(1-af)
lcul hy = ———————,
e calculer hy a —ag)f(ak)
k k k
k+1 ot — phi(as — af),

e calculer « = { aé“ _ phk(ag _ o/f) lfi)l

EXEMPLE6. Fizons By = 3 et (ze1,Te2) = (200,300). En posant (af,a3) = (0.05,0.95), on a alors

. ~ 10.03. L’expertise induit donc un vieillissement irréaliste. On fizte w = (1/2,1/2). On trouve
alors o = (0.3,0.7). Si l’on pose maintenant oY = 0.25, on trouve 3. ~ 5.78. Le vieillissement induit
est encore trop fort. Avec des poids équilibrés, on trouve o = (0.4,0.8). Si l'on a une forte confiance
dans la crédibilité de la borne inférieure, on fize w = (0.95,0.05). Alors o = (0.26,0.64). Inversement,
avec w = (0.05,0.95), on obtient o = (0.55,0.93). W
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Une méthode générale d’histogramme. D’une facon générale, autour d’une valeur z. qu’il four-
nit, 'expert peut avoir une opinion de la dissymétrie de la distribution de X, dont la répartition peut
étre appréciée par une méthode d’histogramme (qui n’est qu’un succédané de la méthode de la bisec-
tion). Van Noortwijk et al. (1992) proposent de segmenter IR" en intervalles temporels disjoints, en
choisissant les frontiéres en des valeurs observées réellement (de censure ou non). Sur chaque intervalle,
I’expert indique sa probabilité de défaillance, par exemple sous forme de fréquence ou de pari. La répar-
tition et le nombre des données fictives peuvent alors étre proposés en fonction de la précision atteinte.

EXEMPLE7. Soit (50,80,170) trois valeurs de défaillance observées et 90 une valeur de censure a
droite. On sépare Uespace des temps de défaillance en Dy = [0,90[ et D2 = [90, co[. Soient (n1,n2)
les nombres de données fictives respectivement dans Dy et Do. Supposons que l'expert indique 66% de
chance de tomber en panne dans la période D1. On a donc ny = 2ns. Séparons Dy en Dy, = [0,50]
et Dy, = [50,90].

Indiquons a lexpert que la durée de vie effective est comprise dans Dy1. Supposons alors qu’il in-
dique 25% de chance de tomber en panne dans D1 . A une question similaire sur une partition de
Da, il est incapable de se prononcer. Si l’'on suppose que l’expert ne peut plus répondre 4 une question
portant sur une autre subdivision dans D1, on fait ’hypothése qu’il a “vu” nqy = 4 données dans D, .
Aw final, il a donc per¢u ny + no = 6 données fictives. W

3.3.5 Recalibration finale de I’expertise

L’étape de recalibration finale correspond au travail critique de I'analyste bayésien, indépendam-
ment de tout contact avec le ou les experts. Une fois construites les modélisations des expertises
disponibles, il est nécessaire de les combiner et de borner des tailles a1, ..., ay éventuellement trop
grandes vis-a-vis de la connaissance objective apportée par les données y,. Nous donnons en ce sens
quelques conseils. Enfin, lorsque ’analyste décide d’utiliser le modéle a risques compétitif B(no, n1, 5),
nous discutons du probléme d’équilibrage de l'information a priori fournie aux sous-modéles entrant

en concurrence.

3.3.5.1 Consensus entre experts

Lorsque plusieurs expertises ey, . . ., epr sont disponibles, deux modélisations peuvent étre utilisées.
La combinaison conveze
Mo
[T 7(6)
)
) = —f—

M ,
/ 1= 0) do
© =1

ou Zf\il w! =1, minimise la perte d’information de Kullback-Leibler

M

7(6)

KL(m;my,...,7m|B) = w;/ m(0) log de
; R 7i(0)

et réalise un consensus optimal des différentes expertises. Les poids w) représentent ’importance

relative des experts. Cooke et al. (1988), Budescu & Rantilla (2000), Lannoy & Procaccia (2001)
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proposent notamment un ensemble de critéres tels que l’expérience ou le pourcentage d’erreur passé
pour juger des w;. La méthode Delphi est un exemple célébre de méthodologie en ce sens. Liisberg
(1991) ou Alturazza et al. (2004), entre autres, font ainsi de ce consensus la représentation idéale d’un
groupe d’experts. En 'appliquant & m(0) = m(u|8)7(5), on obtient ’appréciable stabilité

M M
plg ~ g(ngai,ngbi(ai,ﬁO’
v
B ~ B (Zwépi,zwéqi>

i=1 i=1

lorsque 7;(3) est une loi Béta B.(p;,q;) définie sur un domaine [5;, 5,] commun.

Ce type de modélisation n’est cependant pas, pour O’Hagan (2003, 2005), le meilleur possible.
En effet, elle nécessite que les experts soient indépendants entre eux, ce qui est difficile & vérifier.
Dans l'industrie, seul le cas de deux experts (fabricant et exploitant® abonde généralement en ce sens.
Au-deld de deux experts, 'hypothése d’indépendance est peu crédible. O’Hagan préfére généralement
définir un consensus par le biais de discussions entre experts, et ensuite procéder & la modélisation.
Dans notre cas, cette méthode implique de construire un échantillon fictif “consensuel” mais permet
de retomber sur le méme type de modélisation.

3.3.5.2 Limitations de taille.

Trés rapidement, selon les régles présentées auparavant, on peut arriver & de grandes tailles
ai,...,apn d’échantillon fictif (pour M expertises disponibles). Il nous parait indispensable de borner
supérieurement ces tailles en fonction des remarques suivantes. On note a = Zi\il wia; la taille de

I’échantillon fictif correspondant & la combinaison des experts.

1. On doit avoir ¢ < 7 o 7 est un indicateur correspondant & la taille de I’échantillon i.i.d.
apportant la méme quantité d’information que les données observées y,. Nous étudions au §
3.5 la construction d’un tel indicateur. Cette borne fait sens puisqu’elle rend les résultats a
posteriori sur 6’ € {n, \, u} majoritairement dépendants des données réelles. Les a; doivent alors

étre renormalisés en

’ a
@ = Gig——

> wia;
1=1

La encore, utiliser la partie entiére d’un tel résultat fait sens si 'on désire conserver des tailles
entiéres. Cependant, certaines expertises risquent alors de disparaitre (a} = 0). On préfére donc
conserver 0 < a; < 1 en notant que l'expert e; apporte alors autant d’information qu’une fraction
de donnée i.i.d. (soit 'équivalent d’une donnée censurée), ou en comprenant qu’il faut p > 1
experts e; pour apporter ’équivalent d’une donnée fictive i.i.d.

2. Une abondante littérature est consacrée  la vérification du seuil des quantiles. Beaucoup d’au-
teurs en fiabilité industrielle s’accordent sur le flou du sens réel des valeurs proposées par les
experts. Face aux résultats expérimentaux, celles-ci sont créditées par les experts eux-mémes de

5L’un est souvent optimiste et ’autre pessimiste.
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seuils de confiance trés souvent surévalués. Copen (1975), Meyer & Booker (1987), Lannoy &
Procaccia (2001) parmi d’autres insistent sur le biais important de ces valeurs de seuil. Semble
se dégager une régle tacite qui veut que ’on accorde aux experts les ordres maximaux suivants
(voir aussi tableau 2.1, Lannoy & Procaccia 2001), qui fournissent des bornes supérieures a;.

expertise réalité a;

5% 25% 4
20% 33% 3
25% 40% 2
75% 60% 2
80% 66% 3
95% 75% 4

TAB. 3.2 — Correspondance tacite expertise-réalité entre ordres de quantiles.

3. Si jamais preuve est faite que x., (formulée par lexpert e;) est une valeur reflétant plus la
connaissance de temps de censure plutot que de véritables temps de défaillance, et en particulier
en cas de quantile extréme, il est rassurant d’accorder & ’expert I’équivalent informatif d’une
seule donnée (a; = 1) voire celui d’'une donnée censurée. De tels indicateurs sont 13 aussi définis
au § 3.5. Il s’agit d’un choix par défaut lorsqu’aucune précision n’est disponible pour expliquer
la spécification.

4. Une autre procédure de calibration, objective, est possible en utilisant le critére DAC défini et
étudié au chapitre 4 : on peut fixer a = a* telle que DAC(a*|yn) = 1. Ce faisant, si ’expertise
est éloignée des données, on s’assure que m modélise une incertitude élevée, ce qui est un état
de fait rassurant pour des problémes industriels. Voir ce chapitre 4 pour des explications plus
précises.

Notons enfin que le choix B (cf. proposition 6) est tel que ’on puisse modéliser un quantile d’ordre
élevé, par exemple 95%, tout en lui accordant une valeur de taille fictive bien moindre que prévue si
l’on suppose que 'expert est correct (ici a = 20). On peut faire le méme commentaire sur les deux
autres modélisations. En résulte une grande flexibilité dans le travail de ’analyste bayésien.

3.3.5.3 Calibration du modéle B(rng, 11, [3).

L’emploi du modéle a risques compétitif B(ng, 71, 3) nécessite a priori que 'expert puisse répondre
affirmativement & une question du type “le systéme ) risque-t-il d’&tre soumis & des défaillances
accidentelles, en sus du vieillissement ?”. L’analyste bayésien peut aussi utiliser les outils non paramé-
triques introduits au chapitre 2 pour appuyer ce choix. Notons par simplicité A = 1/n9, u = (1/m1)”
et A~ G(a,b).

On peut supposer qu’un trés bon expert fournisse, aprés sollicitation, une durée de vie moyenne
avant, défaillance accidentelle, en sus des informations déja utilisées pour la modélisation de Weibull.
Nous devons cependant faire un choix par défaut si aucun expert ne peut répondre & cette question.
La difficulté est donc de mettre en compétition m(\) et 7(u, 5) sans favoriser arbitrairement 'un ou
I’autre. Le choix des hyperparamétres doit rendre les modéles bayésiens équitables.
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Plusieurs auteurs (Dawid & Lauritzen 2000, Leucari & Consonni 2003, Roverato & Consonni
2004, Consonni et al. 2004b) ont proposé des formalisations pour donner un sens clair & cette notion
d’équitabilité (ou compatibilité). Marin (2006) définit 7(\) et 7(u, 3) comme compatibles si la distance
de Kullback-Leibler entre les marginales

me(z) = [ fe(@NT(X) dX

est minimale. En d’autres termes, sachant = (u, 3), on sélectionne les hyperparamétres (a’, b’ )* de 7(\)

tels que

mw ()
mpg(z)

(a',b)* = argmin/ mw (z) log dx (3.8)
R

pour obtenir la densité 7(A\) la plus compatible. La proposition 7 indique que (a’,b')* existe et est

unique sous la condition que, pour k£ =1, 2,

E[X*B] = /]R b’“”(mmwruw/mw(m B < oo,

ce qui est vrai si a > 2/, (pour tout choix de B).

PROPOSITION 7. Soit 7(3) de support [, 3] C]0, +oo|. Soit 7(u|3) telle que pour k = 1,2, B[ X*] < 0o

ot E est 'espérance par rapport & My, . Alors il existe un unique couple (a’,b')* > 0 solution de (3.8).

Preuve : voir Annexes § 3.6.1 (p. 101)

Malheureusement cette proposition induit des lourdeurs de calcul qui rendent la méthode peu pra-
tique, notamment si ’on manie plusieurs a priori (par exemple lors d’une étude de sensibilité). Méme
imprécises, les estimations de (a’,d’) trouvées induisent en général des a priori dont les caractéristiques
sont proches du choix

{Z, _ Z(’a,,ﬁ:l) (3.9)

qui nous semble le plus cohérent avec la spécification : une méme grandeur marginale, obtenue avec
un échantillon fictif de méme taille, est commune au deux modéles. Il nous parait le plus satisfaisant

car les hyperparamétres conservent un sens compréhensible.

REMARQUE 8. Nous n’avons pas ici imposé la régle proposé par Bertholon et al. (2006), qui suppose
que 19 > 11 afin de garantir que le vieillissement est la cause principale des défaillances. Le choix a

priori devient alors

(A, B) = w(Alp, B)(plB)m(B)
avec
Ap, B~ G(a',b) 1< pr0y

uB ~ Gla,bla,B)),
6 ~ Be(paQ)
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et la minimisation (3.8) nécessite un calcul trés cotdteux, la encore susceptible de modifier le sens des
hyperparamétres. Sans avoir testé la proximité des résultats, nous suggérons simplement de borner la
distribution G(a’,b') choisie selon (3.9).

3.3.6 Caractéristiques effectives de la modélisation

L’analyste bayésien doit enfin s’assurer que la construction a priori respecte certaines contraintes
de cohérence avec les propriétés du modéle de Weibull et le contexte industriel dans lequel I'expertise
est faite. Nous indiquons ici deux caractéristiques effectives que celui-ci doit chercher & vérifier.

3.3.6.1 Unimodalité de la distribution M (X)

L’unimodalité de M en une valeur strictement positive est un aspect non négligeable de la mo-
délisation. En effet, M doit rester proche de la distribution de Weibull de mode strictement positif
(si non exponentielle ou modélisant un rajeunissement). Par ailleurs, I’expert propose une vision de
la durée de vie d’un composant Y, soumis principalement & du vieillissement. En I’absence d’autres
sources de défaillance non accidentelles, cette durée de vie posséde légitimement un pic unique en
une valeur de temps non nulle ou la probabilité de défaillance est maximale (cf. figures 3.13 et 3.14).
Vérifier cette unimodalité participe de la bonne représentativité du modéle bayésien dans son ensemble.

Dans les cas (i) et (i7) de la proposition 6, nous avons constaté ’'unimodalité de M en une valeur
strictement positive sur tous les exemples (ou § n’est pas connu et fixé a 1) via le test DIP d’Hartigan
& Hartigan (1985a). On note, pour p > 1,

Dip(M,|B) = inf M, (z|B) —
ip(M,|B) ‘}gvsgpl p(z|B) = V|

ott M (x) est la distribution empirique (1/p) >°F | 1{x,<,} et V est la classe des distributions uni-
modales (numériquement, des distributions uniformes ou nulles sont utilisées comme références). Si
M est unimodale et sous certaines contraintes de régularité, ,/p Dip(Mp|B) — 0 en probabilité. On
peut ainsi construire un test de puissance élevée (Hartigan 1985b), qui indique 'unimodalité si la
statistique est proche de 0. De nombreux outils informatiques ont par la suite été développés (fournis-
sant par exemple un encadrement du mode). Dans le tableau 3.3, nous indiquons & titre d’illustration
Pestimation de Dip(Mp|B) pour quelques scénarios a priori. On utilise 200 valeurs de simulations. Or,
sachant p, sous ’hypothése que M soit unimodale, P(Dip < 0.0496) = 0.999. En constatant que nos
valeurs sont toujours largement inférieures & 0.0496, on conclut donc que M n’est pas multimodale
(elle est donc unimodale en une valeur strictement positive d’aprés la proposition 6).

(p,q) B By

a =0.1 a = 0.5 a =0.9
(1,1) 0.0156 0.0155 0.0159 0.0192
(1,5) 0.0151 0.0165 0.0152 0.0180
(5,1) 0.0133 0.0221  0.0209 0.0161
(5,5) 0.0190 0.0220 0.0158 0.0171

TAB. 3.3 — Estimations de la statistique de test d’unimodalité Dip(M,|B). On choisit a priori 5 ~
B(p,q) sur [1.1,5], 2. = 100 et a = 1.
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3.3.6.2 Corrélation de (7, )

La paramétrisation § = (7, 3) est la plus aisément compréhensible par 'analyste bayésien. Une
modélisation cohérente avec le modéle paramétrique W(f) et une connaissance a priori fondée sur
des données anciennes ou fictives imposerait que la corrélation (et donc que la covariance) du couple
(n, B8) est négative. En effet, les estimations fréquentistes de 7 et 3 évoluent généralement de fagon
antagoniste (voir le chapitre 2 et Wu 2002). Une aire de crédibilité cohérente avec W(0) prend donc,
idéalement, une forme proche de celle de la figure 3.15. La table 3.4 présente les estimations du coef-
ficient de corrélation pour quelques scénarios a priori.

0 20 40 60 80 100

F1G. 3.15 — Enveloppe convexe d’un tirage (1, 5) de corrélation négative.

a espérance (B2) mode (Bs) quantile (B1)

10% 25% 33% 50% 66% 75% 90%
2 -0.007 -0.34 -0.35 -0.26 -0.22 -0.17 -0.08 0.01 0.12
5 -0.015 -0.48 -0.64 -0.59 -0.54 -0.33 -0.02 0.11 0.24
10 -0.022 -0.54 -0.72  -0.70 -0.65 -0.42 0.03 0.28 042

TAB. 3.4 — Valeurs de la corrélation Cov(n, 3)/(0,0s), pour 3 ~ Uy, 1 5], selon chaque choix de modéli-
sation. Les valeurs négatives indiquent les choix a priori les plus cohérent avec le modéle paramétrique
de Weibull.

Quand on augmente l'information sur (3, ces valeurs de corrélation diminuent rapidement. Expé-
rimentalement, les distributions a priori convergent vers des lois normales décorrélées. Cet exemple
permet de vérifier que, dans un cadre d’étude plutdt commun en fiabilité, les modélisations de la
proposition 6 respectent d’une fagon générale cette régle de cohérence. En particulier, la spécification
de quantiles d’ordre faible (< 50%) et du mode induisent les modélisations les plus cohérentes.

3.4 Analyse a posteriori

L’utilisation des techniques bayésiennes permet d’améliorer la précision fréquentiste. L’ingénieur de
streté industrielle est ainsi particuliérement intéressé par ’estimation de quantités telles que la durée
de vie ou la survie. Ces outils lui permettent de prendre une décision de maintenance, de vérification
ou de remplacement du composant Y . La consistance et la convergence de la distribution a posteriori
de densité 7(0|yn) sont des justifications importantes de ’acceptation des résultats inférentiels. Par
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ailleurs, mesurer la stabilité de ces quantités vis-a-vis de petites modifications a priori permet a ’ana-
lyste bayésien de définir des modélisations par défaut, lorsqu’il hésite entre deux spécifications a priori.

Dans cette section, nous vérifions donc que 7 (f|yn) adopte un comportement raisonnable lorsque
n grandit. En second lieu, aprés avoir défini les principales quantités prédictives utiles au fiabiliste,
nous proposons une étude (sur des données EDF) montrant que le gain bayésien en information, dans
les conditions de calibration conseillées auparavant, permet d’atteindre une précision suffisante pour
proposer une décision industrielle (non atteinte par les méthodes d’estimation classiques). Enfin, une
étude de sensibilité sur des échantillons simulés vient clore la section et ce chapitre.

3.4.1 Consistance et convergence

Le choix de densités 7 subjectives requiert la vérification du bon comportement des distributions
a posteriori. Nous vérifions donc pour Weibull et le modéle & risques compétitifs certaines propriétés
de consistance et de convergence de ces distributions, qui autorisent ’emploi des densités 7 proposées
auparavant. L’article de Ghosal (1999a) et le chapitre 1 du livre de Ramamoorthi & Ghosh (2003) sont
ici nos principales références. Ce paragraphe ne constitue cependant qu’un rappel, qui participe d’une
étude bayésienne compléte, mais qui est généralement passé sous silence dans les articles appliqués.

3.4.1.1 Consistance

Une distribution a posteriori est consistante si, au fur et & mesure que ’on agrége des données,
elle converge vers la mesure dégénérée dp, ol Oy est la valeur réelle du parametre. Clairement, il s’agit
d’une condition sine qua non d’acceptation du résultat inférentiel (les estimateurs bayésiens étant
donc garantis consistants).

DEFINITION4. Soit X, = X1,..., X, ~ M(0) et 0y € ©. La distribution a posteriori est dite consis-
tante en 0y si pour tout voisinage U de 6y,

M(00)
—

p.s.

(/7de5)d9 1.
U

La consistance a posteriori nécessite trés peu voire aucune hypothése sur w. Le théoréme de Doob
(cf. van der Vaart 1998, p. 149) indique que la suite des distributions a posteriori est presque partout
consistante lorsque n augmente, en supposant simplement que le modéle M(f) est identifiable® et
que les espaces © et x munis de leurs tribus borélienes* respectives sont euclidiens. Voir le lemme 1
ci-dessous pour ’application aux modeéles de Weibull et & risques compétitifs. Le théoréme 1.3.4 de
Ramamoorthi & Ghosh (2003) renforce cette propriété, en indiquant la consistance en un 6y particulier.
1l faut supposer que le modéle M(0) respecte les conditions de Wald (1949) et que 6y est contenu
dans le support de 7(#) (ainsi, on doit logiquement avoir 8y € [G;, ;-] dans notre cas). On obtient la
consistance du MLE én, soit, Ve > 0,

m&m—ng-tﬁ 0.

Ces conditions sont vérifiés pour le modeéle de Weibull. La consistance du MLE pour les modéles de
Weibull et & risques compétitifs est prouvée respectivement dans Bacha (1996) et Bertholon et al.

6cf. Lexique p. 217.
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(2006). Notons que lorsque n est petit, f3,, menace d’étre loin de y. Ainsi, le fait d’avoir Bn ¢ 61, Br]
n’est pas un gage d’inconsistance. Si n augmente, il faut cependant vérifier que la suite des (Bn)n
converge a l'intérieur de [G;, ;]

LEMME 1. Pour (i, 3) € IR x IRT, le modéle de Weibull est identifiable. Pour (\, i, 3) € IRT x IRT x
R* /{1}, le modéle B(\, i, B) est identifiable.

Preuve. Soit fiy et fp les densités respectives des deux modeéles. Supposons que pour tout z > 0,
fw (alp, B) = fu (lu', #). Alors

up
M/ﬁ/

P = exp (—,u:cﬁ, + uzﬁ) .

C’est en particulier vrai pour z = 0. Nécessairement, 3 = ' puis u = i/. Supposons maintenant que
pour tout x > 0, fr(z|\ u,B) = fe(x|N, ', [). Alors

A+ ppzPt

W = €xp (—(X - Nz — //:vﬁ + /mﬁ) .

En z = 0, en supposant 3’ # 1, 8 # 1, on obtient A = ), puis on revient au cas précédent. Nécessai-
rement, (A, 3) = (N, u',3'). En supposant 3’ = 1 et 3 # 1, on obtient A\ + uBz’~! = Xexp(uz?®)
ce qui entraine fp(x|A, 4, 8) = Aexp(—Az) (modéle exponentiel). Ceci est contradictoire avec p1 < co.
Finalement, on a donc 8 = 3’ = 1. Le modéle est alors exponentiel et non-identifiable puisque A = )\’
ou =y (resp. p=p oup=2X\). O

3.4.1.2 Convergence

Lorsque n — oo, et que le modéle bayésien est choisi suffisament régulier, la distribution a poste-
riori peut souvent étre approximée par une distribution normale. Le théoréme de Bernstein-von Mises
indique la convergence, au sens de la distance en variation totale, de la distribution a posteriori de la
variable réduite \/n(0 —6,) vers la distribution normale centrée de densité N, (0,15, (), de covariance la
matrice de Fisher Iy,. Plusieurs formulations de ce théoréme sont disponibles (Ghoshal 1999a). Nous
donnons en Annexes § 3.6.1 une vérification des conditions proposées par Ramamoorthi & Ghosh
(2003, p. 35) dans le cas Weibull.

THEOREME 3.(Bernstein-von Mises). Soit X, = X1,..., X, i W(0) et 0, le MLE correspondant.
Notons 0y la vraie valeur du parameétre. Soit m une densité a priori positive et continue en 6y. On
suppose que Supp(n(B)) = [B1, Br] CJO,+o00[, que Bo € (81, 5r] et qu’il existe p € IN* tel que Vn > p,
B € [B1, By]. Soit h = /n(0 — 6,). Alors, quand n — oo,

W(6o) 0.

/ ’w(s|Xn) - N(OJ%)(S)] ds
Preuve. voir Annexes § 3.6.1 (p. 102).

Notons enfin que pour ce modéle, puisque f@ |0|7(0) df < oo ou 8 = (u,3), on a, en notant
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0 = E[0|X4],

3.4.2 Gain d’information

Aprés avoir défini les principales quantités intéressant le fiabiliste industriel, nous proposons une
mesure du facteur d’erreur p de chacune pour différents type d’estimation, a partir de données EDF.
On rappelle que nous avons défini ce facteur d’erreur sur une quantité variable A par

p(A) _ max (%0% qgs%)
95% ’ 450%

ol ¢, est le quantile d’ordre « de la distribution de A, soit la valeur telle que

P(A<g,) = o

Si les méthodes classiques ne permettent guére d’atteindre la précision industrielle désirée (p < 2.5), les
modélisations bayésiennes présentées dans ce chapitre, utilisant des tailles a typiques des procédures de
calibration proposeées, pallient cette déficience. L appel aux techniques bayésiennes est donc fructueux.

3.4.2.1 Outils décisionnels

On rappelle quelques notations. Soit y, I’échantillon de données. On le suppose contenir un sous-
échantillon x, de r données i.i.d. de Weibull et un ensemble c¢,_, de n — r données de censure fixe
(a droite). Soit B la modélisation retenue pour b = b(3). A posteriori, afin de prendre une décision
d’exploitation, les fiabilistes ou durabilistes cherchent & mesurer les quantités suivantes.

1. La durée de vie moyenne de Y

n 1/
BB = [ r<1+1/ﬂ>{b<a,ﬂ>+zyf} R =) w(31B, ) a9
=1

qui est définie si a +7 > 5, . En pratique cette condition est trés peu restrictive, puisqu’en
général r > 4 (pour les données EDF) et §; reste proche de 1.

2. La survie au temps tg

S(f0|B7yn) = P(X >tQ|B,yn),
~(atr)
3
- [ |+ o 7 (BB, ¥a) d5.
T {b(aﬁ) + Zlyﬁ}
3. La durée de vie résiduelle au temps to (Finkelstein 2006)
MRTF(t0|B7Yn) = E[X_t0|X >t07B7yn]7

1 /°°
_— S(z|B,yn) dz.
StalBoya) Jy, D)
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Toutes ces quantités sont donc facilement estimables par exemple par des techniques de Monte-Carlo
si ’on peut obtenir un tirage (51,...,0nm), o M est aussi grand que possible, qui suive asymptoti-
quement la densité m(3|yn). En effet,

. o n ~(a+r)
7(B1Byn) o BT | [ | (8-60""(8, = 8)*"b(a, B) {b(aﬁ) + Zy?} 1s,,6,1(9)
j=1 i=1

est connue 3 un facteur prés et ne peut étre directement simulée, excepté via des techniques plutot
cotteuses d’acceptation-rejet (Robert & Casella 2004). Le chapitre 5 est dédié a la présentation et
la comparaison de méthodes numériques adéquates. L’incertitude sur ces estimations est alors mesu-
rée par 'écart-type empirique calculé sur le tirage (01, ..., Oy ). Dans |’ exemple suivant, on préférera
indiquer le facteur d’erreur défini au chapitre 2 (formule (3.10)), plus parlant pour les ingénieurs EDF.

3.4.2.2 Exemple

Nous réutilisons I’échantillon B215 (tableau 2.3 p. 46), dont les données non censurées proviennent
du modeéle de Weibull de paramétre (19, 59) = (8760, 2.15). On présente sur le tableau 3.5 I’estimation
du facteur d’erreur p de S(tp) et MRTF(¢o) selon les méthodes classiques de Newton-Raphson (NR)
et SEM, puis dans notre cadre bayésien. Rappelons qu’il est défini, pour une variable de distribution
A, par

p(A) = max <Q50%, (J95%)
5%  450%
ol ¢, représente le quantile d’ordre o de la distribution A. Dans le cadre bayésien, nous fixons
B ~ U1 5, nous considérons une médiane marginale x. = 8500 et nous faisons évoluer la taille des
données fictives a. La survie et la durée de vie résiduelle sont estimées en ty = 9000. Les tirages sont

respectivement produits par bootstrap (cadre fréquentiste) et PMC (cadre bayésien, cf. chapitre 5).
Dans les deux cas, les calculs sont effectués sur 103 valeurs simulées.

S(to) MRTF(to)

fréquentiste  NR 2.86 3.12
SEM 2.77 2.95
a
bayésien 1 2.38 2.62
2 1.84 2.43
3 1.32 2.21
4 1.15 1.64

TAB. 3.5 — Mesures du facteur d’erreur sur les grandeurs fiabilistes.

Pour des valeurs de taille a représentatives des procédures de calibration que nous avons proposées
dans la section précédente, on voit clairement que le facteur d’erreur p des deux grandeurs fiabilistes
atteint la précision minimale voulue (p < 2.5), que les méthodes fréquentistes permettent & peine (ou
pas) d’obtenir. La modélisation de Weibull que nous proposons permet en outre de mesurer le nombre
de données fictives nécessaires pour atteindre, a posteriori, une précision industrielle sur un probléme
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donné. On peut par exemple en déduire le nombre d’experts nécessaire pour 1’étude. Sur cet exemple,
un ou deux experts suffisent.

3.4.3 Etude de sensibilité

L’influence de modifications a priori sur les résultats a posteriori est percue via la mesure de l'incer-
titude des grandeurs fiabilistes définies précédemment. Nous considérons les modifications suivantes,
les plus probables lors de I’étude de 'analyste industriel :

1. une légére variation des bornes (5, G;) ;
2. une hésitation entre les spécifications espérance/médiane/mode ;

3. une modification de 'ordre o d’un quantile marginal.

Afin de moyenner les résultats, on utilisera 100 échantillons y,, de taille n = 10, simulés selon la loi
de Weibull de paramétres (19, 8o) = (110, 3). Nous les censurons par des données tirées uniformément
selon [110,130] de fagon & obtenir un taux de censure moyen de 50%. On fixe to = 130.

3.4.3.1 Spécifications espérance/médiane/mode

Nous fixons ici . = 100 et a = 2 ou a = 4. Nous comparons les modélisations B;, i = 1,2,3 (cf.
proposition 6) dans le cas o Bj spéficie z. comme une médiane. On pose 3 ~ B.(p,q) sur [G, 5r]-
On décide tout d’abord 5; ~ U[1 — &;,1 + &/] et on fixe B, = 5. On mesure alors I’écart-type des
estimations des grandeurs fiabilistes en fonction de ’augmentation de ¢;. Les résultats sont fournis
dans le tableau 3.6. Deuxiémement, on adopte la démarche inverse en décidant G, ~ U[5 — &,,5 + &;/]
et en fixant 5, = 1. On reproduit dans le tableau 3.7 ces mémes écart-types en fonction de ,. Dans
les deux cas, (p, q) sont modifiés de fagon & conserver E[3] = 3 et Var[5] = 1.

el E[X] S(to) MRTF (to)
B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3
a=2 0.05 547 550 544 0.038 0.040 0.040 722 726 7.25
0.1 6.21 6.31 6.33 0.051 0.053 0.054 8.27 832 830
0.2 6.78 6.91 6.88 0.054 0.055 0.052 830 837 8.35
0.5 7.53 8.00 7.78 0.068 0.070 0.077 9.33 9.42 9.39

a=4 0.05 5.45 548 5.50 0.040 0.043 0.042 6.33 6.34 6.35

0.1 5.53 5.89 5.84 0.050 0.053 0.052 726 7.28 7.26
0.2 598 6.08 6.12 0.061 0.062 0.064 778 7.86 7.82
0.5 6.37 6.54 6.58 0.062 0.064 0.066 8.08 8.13 8.11

TaAB. 3.6 — Estimations des écart-types vis-a-vis de modifications sur 3;, pour chaque choix de modé-

lisation.

La modélisation B; (médiane) apparait comme la plus stable, au sens ou les trois grandeurs
fiabilistes qui en émanent sont, d’une fagon générale, moins sensibles aux variations des bornes (3, 5)-
Ce résultat conforte le choix par défaut de B; proposé au § 3.3.4 (p. 77) lorsque ’expertise en valeur
centrale est délicate & spécifier. Par ailleurs, les modifications de (3; provoquent, pour chacune des
modélisations, légérement moins de pertubations a posteriori que des modifications équivalentes sur
0. C’est un résultat plutot bénéfique ; en effet, cette borne supérieure est en général moins susceptible
d’étre modifiée que (3;, qui est liée & la connaissance du vieillissement.
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Er E[X] S(to) MRTF(to)
B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3
a=2 0.05 5.04 5.22 5.27 0.052 0.054 0.053 727 735 7.32
0.1 535 538 7.02 0.045 0.048 0.045 777 7.82 7.83
0.2 699 713 7.82 0.071  0.073 0.070 8.38 8.41 8.46
0.5 7.63 821 873 0.063 0.065 0.062 9.18 9.23 9.21

a=4 0.05 531 5.50 6.08 0.057 0.058 0.058 6.46 6.49 6.47

0.1 547 5.70 6.12 0.058 0.060 0.060 6.89 7.03 7.10
0.2 6.17 6.33 6.22 0.066 0.067 0.065 741 7.45 7.52
0.5 732 744 7.87 0.075 0.082 0.077 8.22 834 833

TAB. 3.7 — Estimations des écart-types vis-a-vis de modifications sur 3., pour chaque choix de modé-
lisation.

3.4.3.2 Spécification de quantiles

On suppose ici que 'expert spécifie un quantile x, = 100 d’ordre . On choisit a = 2. Pour quelques
valeurs de «, nous calculons I’écart-type o des estimations fiabilistes de E[X] et S(to) en fonction des
variations ¢; et ¢, respectives sur J; et (,, dans les mémes conditions que précédemment. Ces résultats
sont présentés sur le tableau 3.8.

5% 10% 25% 50% 75% 90% 95%
€1
0.1 (14.0,0.024) (9.1,0.035) (6.8,0.048)  (6.21,0.051) (6.7,0.061) (6.9,0.064) (7.1,0.067)
0.3 (20.8,0.025)  (11.3,0.034) (7.8,0.049) (6.7,0.054) (6.92, 0.056)  (7.11, 0.058)  (7.23, 0.062)
Er
0.1 (16.3,0.023) (9.3,0.038) (6.8,0.043) (5.3,0.045) (6.3,0.051) (7.1,0.062) (7.8,0.068)
0.3 (20.9,0.025) (12.4,0.041) (7.1,0.042) (5.7,0.058) (6.8,0.062) (7.4,0.070) (8.1,0.079)

TAB. 3.8 — Estimations des écart-types fiabilistes vis-a-vis de modifications sur §; (haut) et 3, (bas).
Un doublet correspond a I’écart-type o sur (E[X], S(to)). Les pourcentages 5%, . .., 95% correspondent
4 Pordre a du quantile x. = 100.

Nous constatons que 'estimation a posteriori de la durée de vie, & partir d’une spécification par
quantiles extrémes, est la plus sensible aux modifications des bornes. Ce résultat est donc un argument
en faveur de I’étape de recalibration qui propose de corriger I’ordre des quantiles fournis par l’expert,
en les modulant autour des principales valeurs (20%, 25%, 33%, 66%, 75%, 80%).

Enfin, notons que la sensibilité de 'indicateur de survie augmente lorsque a@ — 1 : la spécification
de a > 0.5 est plus fragile que celle de o < 0.5 lorsqu’il s’agit de prédire un comportement futur. Ce
résultat entraine le commentaire suivant : lorsque 'expert fournit un intervalle de crédibilité, il est
intéressant de préciser plus particuliérement la spécification du quantile supérieur, lorsque I'objectif de
I'ingénieur est de prédire le comportement futur de > . La question “cette valeur supérieure correspond-
t-elle & une défaillance observée, & une date d’arrét moyenne, ou est-elle extrapolée a partir de dates
d’arrét antérieures ?” permet de juger du sérieux de cette spécification et d’amorcer une rectification
de l'ordre du quantile, puis de la taille équivalente, en prenant en compte les régles proposées au §
3.3.5.2.
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3.5 Indicateurs de taille des données observées

Dans cette sous-partie, dans un cadre plus général que le modéle de Weibull, nous nous intéressons
au calcul de la taille 7 de données i.i.d. x5z ~ M (0) apportant la méme information que les données
observées yy,, qui sont censurées & droite. La valeur de 71 est en effet un indicateur permettant de limi-
ter la valeur de hyperparamétre a, au sein de la procédure de recalibration proposée au § 3.3.5.2. On
peut également estimer par le rapport a/7 'importance apportée a la connaissance a priori vis-a-vis
de ’information objective, ou fixer une valeur de a comme un multiple ou une fraction de 7 dans des

études de sensibilité (voir par exemple Celeux et al. 2006a).

Nous définissons tout d’abord la taille effective des données comme celle d’un échantillon i.4.d.
ayant a posteriori 'influence la plus proche de celle des données réelles y,. Cette définition nous
semble donc légitime dans le contexte bayésien de notre étude. Face aux difficultés de calcul de cette
taille effective, nous proposons un indicateur approximant 7 en considérant que les deux échantillons
apportent la méme quantité d’information sur le paramétre 6. La pertinence de cet indicateur n’est
pas discutée ici sinon au travers d’une comparaison avec la taille effective, par le biais d’exemples sur
les modéles exponentiel et de Weibull. A notre idée, il constitue un point de départ potentiel pour des
recherches plus en profondeur.

3.5.1 Taille effective des données

Soit 7/ un a priori non informatif, dont le recouvrement a posteriori posséde la meilleure validité

fréquentiste (soit d’ordre maximal selon la définition 1 du § 3.2.1) pour un échantillon ¢.i.d. De fagon

J

similaire, on définit 1’a priori 7/ pour I’échantillon observé y,,, potentiellement censuré. Ainsi 7/ n’est
pas forcément égal & 77 ; par exemple, dans le cas exponentiel, 7 est I’a priori proposé par De Santis

et al. (2001). Voir § 3.2.2.1 pour plus de précisions.

On définit la taille effective des données observées par

*

7" = argminEx: D' (v, x5) (3.10)
avec
D (yn,xa) = KL{x!(lya) | 7' (|xa)}. (3.11)

En d’autres termes, 1’échantillon x5 minimise la divergence de Kullback-Leibler D7<>’ (y,, x5) et on
obtient la taille effective en moyennant sur ’ensemble des x; possibles. On percoit donc x; comme
I’échantillon i.4.d. virtuel transportant une information dont I'impact a posteriori est le plus proche
de l'information transportée par yy,, ce qui fait sens dans le cadre bayésien de notre étude. L’article
le plus récent sur le sujet est celui de Lin et al. (2006). L’existence et 'unicité de n* est garanti par
la proposition suivante.

PROPOSITIONS. (Lin et al. 2006). Sous les conditions de Wald (Wald 1949) et sous réserve que les
densités a posteriori dans (3.11) soient propres, l’échantillon x% existe avec probabilité 1 et est unique.

L’estimation de 7 est généralement trés cotiteuse. Elle peut étre considérablement simplifiée lorsque
le modeéle M (#) admet des statistiques exhaustives. Soit T' une statistique exhaustive minimale. Sou-
vent, D’/ (y,, x5) est une fonction convexe de 7 et de ¢(xz), rendant 1’espérance dans (3.10) inutile.
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Voir ainsi 'exemple 8. Mais en général, des méthodes d’échantillonnage pondéré (voir chapitre 5)
couplées & des méthodes de gradient sont nécessaires, et rendent le calcul considérablement ardu.

EXEMPLES8. Modéle exponentiel.
On suppose que ’échantillon y,, contient n — r censures de type I progressif c¢1,...,c,—. D’aprés §
3.2.2.1, la densité a posteriori provenant du choix de Jeffreys censuré est

n—r

1/2 n
7/ (Nyn) o A1 (n—ZeXp(—/\ci)> exp —/\Zyj
j=1

=1

qui est propre pour tout » < n quand n > 1. Notons § = 1/ An Ol A, est le MLE et Z la moyenne de
Xz- Alors

DJC’J(yn, x5) = —nlognz +logl'(n)— (n — 1)E,[log \] + nzE, [\ + E, [log 7rg(/\|yn)]

ot1 Pespérance est définie par rapport & 7/ (Alyn). Cela méne a la solution unique z* = 1/E,[\] et 7*
telle que

p(n*)=logn* =¥ (n*) = logE,[\] —E,llogA] (> 0 d’aprés I'inégalité de Jensen),

¢ étant une fonction bijective sur IR". Une méthode de Newton-Raphson est parfaitement adaptée
a l’estimation de 1* avec une bonne précision. Notons que si nous choisissons 77 = 7/ (I’a priori de

Jeffreys standard), nous obtenons 7* = r, ce qui minore 'information apportée par les données.

Sur le tableau 3.9 les valeurs de n* sont calculées et moyennées pour les échantillons simulés selon
une loi de paramétre Ao = 1/100. Les données censurées sont choisies uniformément au hasard dans
[80, 130]. Les pourcentages de censure et les résultats sont moyennés sur 50 échantillons (pour obtenir
des écart-types plus petits que 0.2). Il apparait pour ces échantillons que la censure a un impact limité
sur I'information, puisque n* reste proche de r.

n censure %

33% 50% 75% 90%
10 6.16 5.15 2.22 1.48
5 3.42 262 1.31

TAB. 3.9 — Valeurs de la taille virtuelle n*. W

3.5.2 Un indicateur approximatif

Pour pallier les difficultés du calcul de n*, nous proposons l'indicateur approximatif défini de
la maniére suivante. On considére que les échantillons y, et xz apportent la méme information de
Fisher (en supposant qu’elle est toujours définie) sur le paramétre 6. L’additivité de cette information
permet de décrire simplement I'influence des données censurées sur le paramétre 6. Supposons que yn
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contienne n — r valeurs de censures & droite cy—r = (c1,. .., ¢h—r). Quand les r données non censurées
restantes sont i.i.d., I'information de Fisher apportée par y, sur 6 est

Ig(yn) = Hp(0)+ Hc(0)
ol
"L 971 0
Hp(0) = —Ey [Z L) )]Ewe],
k=1 K
n 2
He(®) = By [Z %ﬁ’“'”]mn—rw],
k=1 ¢
avec

E[rl¢] = E lzn: mo]
k=1

I’espérance du nombre de données non censurées dans 1’échantillon. Malheureusement, nous devons
avoir une connaissance précise du processus de censure pour calculer cette espérance. En ’absence de
cette connaissance - ce qui est souvent le cas, industriellement parlant - nous proposons d’utiliser la
distribution empirique des censures observées (voir chapitre 2) si n —r est grand, ou un cas de censure
de type I progressif. Nous supposons nécessairement vérifiées les conditions classiques d’existence et
de régularité de Iy(yn) (voir par exemple Clarke & Barron 1990). L’information de Fisher standard

0? 10gf($|9)} '

Iy = -E
0 "[ 96,00,

est la quantité d’information moyenne apportée par une donnée i.i.d. sur 6. Nous définissons alors
I'indicateur de taille effective par par

a0) = |Lo(yn)I "2

Visiblement, 72(#) est invariante par reparamétrisation. Quand y, n’est pas censuré, 7(f) = n pour

tout #. Autrement, nous avons toujours r < 72(6) < n ol r est le nombre de données non censurées.

La difficulté évidente posée par cette définition est la dépendance en 6 de (). L’information de
Fisher est I'information utilisée usuellement dans un cadre fréquentiste, ou le paramétre 6 est fixé. Afin
de construire un indicateur objectif de 7, nous proposons de ’estimer au maximum de vraisemblance
6,,. Dans nos exemples, 'indicateur fourni par cette méthode est proche de la taille effective n* définie
auparavant, et a pour avantage d’étre beaucoup plus facile & calculer.

EXEMPLE9. Modéle exponentiel.
On considére un échantillon exponentiel y, contenant r données i.i.d. apportant l'information de
Fisher Iy = A\™!, et n — r censures ci,...,c,, de type I progressif apportant chacune I'information
In(c) = A71(1 — exp(—Ac)). Alors

i(3)

n— Z exp (—5\01-) .
i=1
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n % de censure

33% 50% 75% 90%
10 6.19 5.18 2.26 1.52
5 3.47 2.66 1.34

TAB. 3.10 — Valeurs de I'indicateur 7i()\,). W

En réutilisant les échantillons simulés dans ’exemple 8, on présente sur le tableau 3.10 les valeurs
moyennées de 7i(),). Elles approximent correctement (en les surestimant légérement) les tailles effec-
tives n* présentées dans ’exemple 8.

EXEMPLE 10. Modéle de Weibull.

Nous dérivons ici une approximation de 72(#) pour le modeéle de Weibull, utilisable dans les procédures
décrites au § 3.3.5.2. Considérons la paramétrisation 6§ = (u, 3). Soit n — r valeurs de censure & droite
(c1y...,Cn—r), de type I progressif. D’aprés le théoréme 2 et la proposition 3, nous obtenons, en notant
k=1+72/6,

ou
ki(p,B) = L geXP (—uc@)
) 2% P i ]
ka(p) = k4 (y—1)°=2(1—9)logu+log” .

Sur le tableau 3.11 nous indiquons les estimations du minimiseur de Kullback #* quand 7/ est I'a
priori de Jeffreys censuré défini au § 3.2.2.1 et 7/ est le reference prior standard. En paralléle, nous
donnons la valeur de I'indicateur approximatif

Ces résultats sont moyennés sur 50 échantillons de taille variable, simulées selon les paramétres
no = (1/puo)"/? = 100 et By = 2 et censurés de la méme facon que dans I’exemple 8. Les deux
indicateurs sont visiblement trés proches, méme si n* reste 14 encore légérement plus faible. Le calcul
de n* est difficile et extrément codteux.

n % de censure
33% 50% 75% 90%
a* a(fn) a* a6n) a* a(6n) a* a(6n)
15 102 103 7.95 8.05 4.00 4.14 1.82  1.90
10 6.75  6.78 5.10 5.14 3.70  3.75 1.08 1.13
5 340 3.42 2.58  2.62 1.28 1.32

TAB. 3.11 — Valeurs de la taille fictive 7* et de I'indicateur 72(6,). L’indicateur 7i(6,,), trés simple &

calculer, approxime la taille fictive * en la surestimant légérement. W
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3.6 Annexes

3.6.1 Preuves et justifications

PROPOSITION 2 (Modéle exponentiel).

On suppose avoir y, = (y1,.--,¥yn) valeurs observées parmi lesquelles r valeurs non censurées x, =
pp y Y Y

(x1,...,2,) de densité exponentielle f(z|A\) et de fonction de répartition F(z|A). On note cp_, =

(c1,...,cn—r) les valeurs de censure. Supposons pouvoir spécificer une densité probabiliste des instants

de censure f.; on note alors

o(A) = /ch(:c) F(z|\) dx.

Alors, on obtient dans les différents cas de censure suivants,
1. censure de type I progressif : 6(\) =n — > i exp(—Ac;);
2. censure uniforme sur [0,cx) 1 (N) =1 — {1 — exp(—Acoo) }(ACoo) 71

3. censure de type II: 5(\) =r/n.

Preuve. Les résultats des cas de censure de type I progressif et uniforme proviennent de l'article de
De Santis, Mortera et Nardi (2001). Dans un cas de censure de type II, 'unique valeur de censure est
la valeur de la la statistique d’ordre r de la partie non censurée de ’échantillon y,. Le nombre r est
considéré comme indépendant des observations de y,. Alors

5O = P(F(:c|)\)§ ) - % 0

3=

THEOREME 2 (Modeéle de Weibull).

Notons fy(z) = Buz’~!exp(—puz?) la densité de Weibull et Fyy sa fonction de répartition. Soit 7
la constante d’Euler (y ~ 0.57722). Soient v; = 72/6 + 7% — 2y > 0, 2 = —2(1 —~) < 0. En se
placant dans les mémes conditions que pour la proposition 2, on suppose connaitre une densité f.(z)

des valeurs de censure. On note alors
51, 0) = /R fol) Fow (e, B) d.

On note par ailleurs d(u, 8) = 62(u, B) + [6(pt, B) — 1] (11 + 72 log p + log” p1) + 2 /6 — 1. Alors la
mesure de Jeffreys pour la paramétrisation (u, 5) du modéle de Weibull censuré a droite est

(1 B) o< (uB) /6w, B).

Preuve. La densité d’une variable X de Weibull censurée & droite par la variable C (indépendante
de X) est

9(X) = [ (X)X [1 = Ry (X)]'029 = [Bp XP~1 exp (—pX )] O [exp (—pX?)] =
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La matrice de score associée aux paramétres (u, 3) est alors

%H{X<C} - Xh

S, X)=
() (X) (% + logX) Iix<cy — nX"log X 1

La matrice hessienne sur (u, 3) s’écrit ensuite

_17 —XPlog X
_ Z{x<c} g
Hpu,p)(X) [ ~XPlog X _%H{X<C}—MXﬁlog2X '

La matrice de Fisher obtenue est

. _[mrx<o E[X" log X]
W) = | E[XPlog X] 7 P(X <C)+E[u XPlog? X|

Si X ~ W(u, ) alors uX” =Y ~ £(1). Donc E[X 7 log X] = - Ey[Y (log Y —log y1)]. Cette espérance
est bien définie car g(y) = yexp(—y)logy est intégrable sur IR™, pour p > 0, et

/ ye Vlogydy = V¥(2) = 1-v
R+

ou ¥ est la fonction digamma (dérivé logarithmique de la fonction gamma) et + la constante d’Euler
(v =~ 0.57722). Plus de précisions sont fournies par exemple dans Abramowitz & Stegun (1972, p.
258-259). Alors

1
EXlogX] = —(1—v—logpu).
[X” log X] ﬁu( v —logp)
De plus, E[uX"log? X] = 52 v[Y log?(Y/ )],
= y[Ylog? Y] — 210g,u/ ye Ylogy dy—&-1 & M/ ye Y dy
52 B I+ B g+
Var[Z] + 4% -2y logpu .
= 2] 7 3 {2(1 — ) — log u} d’aprés Sun (1997),
oll Z est une variable aléatoire suivant la densité de Gumbel k(z) = exp(—z) exp(— exp(—x)) définie
sur IR, de variance Z-. Ainsi, en notant v3 = (1 — )2,
1
EuX’log? X] = 7 [71 + 72 log pu + log® ]
2
1
puis det [/, 3 = (m> [P2(X <C)+P(X <C)(n1+2logpu+ log? )]
1\2
- (—> (v3 + 72 log pu + log® ) .
I8

On en déduit sans difficulté I'expression de 6(u, (). O
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PROPOSITION 3 (Modéle de Weibull).
En réutilisant les notations du théoréme 2, on obtient, selon le type de censure,
1. censure de type I progressif : 6(u, ) =n—> exp(—puc?);
2. censure uniforme sur [0, coo] : 6 (11, B) = 1—(Bu/?) {1 -T(B~", uc)} ot T'(x, ) est la fonction
gamma incompléte ;

3. censure de type II : §(u, 3) = r/n est indépendant de (u, 5).

Preuve. Le cas type I progressif correspond & des données de censure fixes Ci,...,C,_,. Donc
P(X <C)=r+ " F(Cilu, B) =n— 7 exp(—pC?). Le cas de censure uniforme est immédiat
en considérant la paramétrisation U = X ”. Dans le cas type II, de la méme facon que dans la preuve
de la proposition 2, on obtient simplement que 6(u,8) =r/n. O

PROPOSITION 6. Soit (11, 3) la paramétrisation d’un modéle de Weibull. Soit z, € IR™, a > 0 et
a €]0,1]. On note

s = (o) -1) af,

) P(a) ’
b2(a,B) = (I‘(l +1/8)'(a — 1/5)) a

bz(a,B) = %UCQ

On rappelle que B désigne la modélisation induite par le choix de b(a, 3). Alors, pour tout choix de
7(8) de support [5;, 5] CJ0, +o0[, en choisissant a priori

plp ~ Gla,b),
on a

(i) P(X <z.B1) = a,
(i4) E[X|Bs] = 2. sia>f ",
(iii)  Mg[X|Bs] = z. sif>1.

Dans le cas (#ii), le mode z. de la distribution marginale M est unique et strictement positif. Dans
les autres cas, si §; > 1, M posséde au moins un mode strictement positif.

Preuve. On rappelle que Fy désigne la fonction de répartition de la loi de Weibull. On a alors
P(X <z.|B1) = M(z.|By),
— | [ Fudn sy o)) duds,
RJR

a

1
= 1— —_— ™ d,
/JR 2 (8) dp
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Ce résultat est aussi valable méme si 7((3) n’est pas de support compact. Par ailleurs, en supposant
a>f; L

E[X|B)] = /R /R y VBT 4 1/ 8)m (1| B, B)n(8) duds,

[(a—1/5)
I'(a)

Ce résultat est encore valable si Supp(w(8)) est seulement borné & gauche par 5;. Enfin, un mode

- /}R r(1+1/8)6Y%(5) (8) dB = z..

éventuel de M est situé en un point = # 0 telle que la dérivée m’(x) soit nulle. On a

m(r) = 7(11)“ 2P
@ = [ Gy 43

Avec Supp(7(f)) compact, la dérivation sous l'intégrale est sans difficulté et

abtzf—2
m'(z) = - /JR T [2°(aB +1) — b(B — 1)] 7(B) dB. (3.12)

Lorsque a > (3; ', le choix de b = b; permet visiblement d’annuler m’(z.). Par ailleurs, Y > 0, on a

.82
m/(z|B3) = /IR(b:i_xW(aﬁ—&- B){zf — 2"} dp
qui est du méme signe que la différence z. — x. Il n’existe donc qu’un seul zéro non nul de m/(z).
Supposons que 3; > 1. Pour les choix (i) et (i) de b, en réutilisant l'expression (3.12), il est aisé de
montrer qu’il existe z¢ < . tel que pour 0 < x < zp, m/(x) > 0. On note qu’il existe semblablement
xh > x. tel que Vo > z, m/(z) < 0. Cela implique par continuité que m(z) posséde au moins un
mode compris dans [z, z(]. O

JUSTIFICATION DE L’ALGORITHME 1.

k

Le terme & est le rapport de la fonction £(a*) — £y & annuler en o sur son gradient. Celle-ci

s’annule quand (. = [y, avec

Be = 1og{%}log H@ey [2ey)-

L’algorithme a la forme usuelle

ot = ak—pk5k.

Le pas adaptatif py est choisi de fagon & assurer 0 < akH < o/§+1 < 1 alitération £k — k+ 1. On note

que 6x[1] < 0 et 0;[2] > 0. Par ailleurs, si /¥ > 1 (ce qui est toujours le cas dans nos applications),
1< hg = 519[1]/519[2] < 0. AIOI‘S,

b+l < gk [1]
< & 2] < 1 3.13
Une CNS de (3.13) est donc de choisir pr[2] = —pi[l] + (b — a¥)/8k[2]. On désire pp > 0 pour
augmenter «; et diminuer as (= 0 < ozkH < 0/2”1 < 1). C’est chose possible en choisissant

pr[l] = plas —af)/oc[2].
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ol 0 < p < 1. On choisit alors

ab—al [ 6]
pe2] = VW (Pm + 1)

ou 0 < v < 1, ce qui permet de respecter (3.13). L’étape de Newton-Raphson s’écrit alors

5 1
6 1
:/5 ! [KIQC ’7((!]2{; C/f) (lc (;]: {2} 1) :

On désire obtenir un rapport de convergence constant au cours des itérations :

i —af]  w
bt —ak|  1—w
On obtient alors
N = —p 6k[1] (%}
(pox[1] + 6k [2]) (1 — w1)
puis
0rl1
af"t = af - plaf —ab) Pl
kll] w
On obtient enfin
Or[1]
0/2“1‘1 _ O/f"’_l = (ag —_ Oélf) {1 —|— pm .

Plus le terme p est petit devant 1, plus l’algorithme sera précis (mais lent). O

PROPOSITION 7.

Nous rappelons les termes de la proposition. Soit 7(3) de support [5;, 8,] C]0, +o0[. Soit 7(u|3) telle
que pour k = 1,2, E[X*] < oo ot E est I’espérance par rapport & la distribution My, de densité
My (2). Soit A le parameétre d’un modéle exponentiel de densité f(x|)). On place sur A une densité a
priori w(\) de loi G(a,b) et on note

mg(zr) = / f(x\) w(X\) dA.
0
Alors il existe un unique couple (a,b)* > 0 tel que

mw ()

() dx.

(a,b)" = argmin/ mw (z) log
R

Preuve. Avec A ~ G (a,b), (a,b) >0 on a
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Pour tout choix de 7(u|3) et 7(5) de support [5;, 5] C]0, +00[, on définit

= m x) 10, mW(m)
pt) = [ mwos T

= —Hw —alogb—loga+ (a+ 1)E[log(b+ X)] < oo.

dx,

ot Hyy est ’entropie de la distribution My et E est I'espérance par rapport a myy (). Alors ¢(a,b) est
continue et deux fois dérivable par rapport & chaque variable, puisque E[(b+ X)~*] < b=* < oo pour
k=1,2.S5i (a,b)* est un extrémum de ¢, alors c’est un minimum. La convexité de ¢ sur IR™* x IRT*
impose qu’il est unique. En effet,

Op(a,b) a 1
da 0 7 - (@+lE [b(b+X)]
et
82(/7(0’3 b) _ 2
T = l/a > 0,
*p(a,b)  a 1
oz b_Q_(a+1)E[(b+X)2]’

- el b)) o

pour a = a*. Notons ensuite que b*, s’il existe, est solution de ’équation

1
=E|—— — E — = .
g(b) [b—l—X] {1 —1logb+Elog(b+ X)]} —1/b 0
On a g(b) — —oo quand b — 0, b > 0. Sous la condition que E[X*] < co pour k = 1,2, on a pour
b— oo
E[X?] - E?[X Var[X
g(b) = % + O(b72) _ a;£ ] +O(b72).

Nécessairement, par continuité de g sur IR, il existe b* > 0 tel que g(b*) = 0. Alors
a* = (E[log(b* + X)] —logb*)”" > 0.

On a alors prouvé l’existence d’un unique couple (a*,b*) > 0 qui minimise la distance de Kullback
entre les marginales. [

THEOREME 3.
Les conditions premiéres du théoréme de Berstein-von Mises sont la consistance du MLE et des
conditions classiques de régularité de la log-vraisemblance £(Xy;6) (Clarke & Barron 1990). Elles
sont usuellement vérifiées pour les modéles réguliers comme Weibull. Nous les rappelons briévement
ci-dessous. Soit f(z|0) la densité considérée.

1. Vensemble {x : f(x]|0) > 0} est le méme pour tout 0 € O;

2. L(0,z) = log f(x]0) est trois fois différentiable par rapport & 6 dans un voisinage Dy, (d) =
100 — 0,60 + 6. On note L, L et [, les différentielles d’ordres 1,2 et 3 respectivement. Alors
Eg,[L(60, X)] = 0O,
EQO[I./(GQ,X)] < oo,
Eoo[L(00, X)) = —Ea, |L(00,X)] < 0
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et il existe une fonction M (z) telle que Eg,[M(X)] < coet sup |L(0)] < M(x).
9€D90 (5)

Par ailleurs, () doit étre continue et positive en y. Le support de 7(5) étant compact, les conditions
Bo € [B1, Br] et B, € (81, Br] pour tout n assez grand sont nécessaires & la consistance de 7(6|yn). Au
final, nous devons seulement démontrer le lemme suivant, qui constitue la condition principale de la
version du théoréme de Berstein-von Mises proposée par Ramamoorthi & Ghosh (2003, p. 35).

LEMME2. Soit Q,,(0) = L{L,(0) — L,,(60)} ot L, (0) = >_,_, log f(X;|0). Alors, V6 > 0, Je > 0 tel
que

P90< sup Qn(9)<—5> - 1
‘9790|>5

Preuve. Posons § = (§1,d2) > 0 et § = (u, 8) € RT x [B;, Br]- On a, en maximisant sur y,

sup Qn(0) < sup Q. (0)

[6—00|>6 |B—Bo|>62
I} " log X; "t xPo
ot Qi(B) = lo + (8- E8 gy iy
Q(8) gﬁouo (B ﬂo); - MOZ; "

On a alors, V3 € [, 8], en supposant que By € [, 5r], et sous la condition que les X7,..., X, sont
iid,

Qr(8) WiGo), Q (£> = log b + (8 — Bo)Eg, [log X] — 1 + poEq, [X™] —logEg, [X"].
p.s. Bo Boto

On obtient (en utilisant les mémes types de calcul que la preuve du Théoréme 2 p. 63)
Q) = logx+V(1)xz—logl'(1+x)— ¥(1),

fonction qui est nulle en x = 1 et strictement négative en tout autre point = > 0. Pour tout ¢ > 0, il
existe donc 35 € [B1, 3;], Bs # Do, et €' > 0 tel que, V3 € [Bo — 6, Bo + 6] [B1, By ],

W(6o) /

Qn(8) < QZ(@S)T—E

On en déduit (la convergence presque stire induisant la convergence en 1oi)

Po, < sup  Qn(f) < 0) > Py (@n(Bs5) <0) =1

‘9790|>5

d’ot1, nécessairement, 1’énoncé du lemme. [

PROPOSITION 9. Une propriété des fonctions Gamma. V5 >0, Vn > 0, Vr > n/f, Vp < 1,

lim 7P {M 1} = 0.

r—o00 I‘(r) r—n/B o
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Preuve. On utilise la formule exacte de Stirling (Artin, 1964, p.24).

r—n/B3—1/2
re-np _ VE(-3) exp (—(r = n/B) + o r = n/5) e
W = \/% Trfn/,ﬁfl/Q oxp (—(r) T ,u(r)) avec ILL(T) = E ou « E]O, 1[,
n r—n/B3-1/2
- (1-2) exp (n/ 63+ u(r(n6 —n)/m)).
_I'(r—=n/B) . n n .
Donc Qgn(r) = Ty 7=/8 -1 = r 3 [1/2+ %] +o(r=).

On en déduit la convergence vers 0 lorsqu’on multiplie Qs ,(r) par 77 avec p < 1. A n et B fixés,
lapproximation Qg »(r) =~ 1 est valable rapidement (voir un exemple Figure 3.16), pour 5> 1,n > 1
et a partirder > 3. O

(mbeta)(gamma(r-Libeta)/gammal(r))

F1G. 3.16 — Evolutions du produit w en fonction de r, pour [ = 2.

3.6.2 Cas d’une expertise paramétrique

Dans cette sous-partie annexe, nous considérons le cas d’une expertise quantitative qui s’exprime
directement sur le paramétre 17 de Weibull et non plus marginalement sur X.

3.6.2.1 Expertise minimale.

Le cas d’un quantile, d’une espérance ou d’un mode est réglé par la proposition 10.

PROPOSITION 10. Soit n. > 0 et 0 < o < 1. Notons

b4(a76) = 775 X%a(l - Oé)/?,
bs(a,8) = (nel(a)/T(a—1/8))" poura>p;?,
be(a,8) = B~ '(ap+1)n’.

Alors
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(i) P <mnelBs) = e,
(i)  ElBs] = ne,
(i4) Mgy[n|Bg) ne st w(B3) est de support [0y, Br] C]0O, 00].

Preuve. Dans le cas (i), on a P(n < n.) = a = P (n <n.|3) = a. Or, si p|B ~ G(a,b), 2bu|B ~ x3,-
On note 7,(b) = (2b/x3,(1 — a))/P. Alors P (n < n¢(b)|8) = a. On en déduit aisément I’énoncé (7).

Dans le cas (i7), la preuve est immédiate en considérant que E[n] = E[E[n|5]] et en utilisant la formule
des moments de la définition 2 p. 71. Dans le cas (iii), il suffit de constater que 7(n) = E[r(n|3)] est
dérivable (puisque 7(3) est de support [3;, 5;]) et d’écrire
b® exp(—b/z?) 3
/ _ —
P = [ S (b0 (@B + 1) 7(3) d5.

De la méme facon que pour la proposition 6 p. 75, il est aisé de noter que le mode 7. > 0 est unique

pour la modélisation Bg, et que les modélisations B et Bs posséde au moins un mode strictement
positif. Par ailleurs, on note que la distribution M’ de ) peut étre unimodale en une valeur strictement
positive cependant que la distribution M de X n’a pas de mode défini (par exemple quand a < 3, !). O

3.6.2.2 Intervalle de crédibilité.

Dans le cas ou un intervalle de crédibilité [n;,n2] d’ordre (a1, a2) est disponible, nous suggérons
de choisir un b = b(a, ) unique comme la solution explicite d’un probléme de moindres carrés (propo-
sition 11), qui minimise la distance entre quantiles souhaités et quantiles effectifs. Ainsi I’expression
de b réalise un consensus pratique d’utilisation des deux connaissances. L’ajout d’une pondération
privilégiant I'un ou 'autre des quantiles est 14 encore possible. Une telle proposition n’est pas facile-
ment adaptable au cas o1 les quantiles sont marginaux en X, les quantiles de M n’étant pas explicites.

PROPOSITION 11. Pour i = 1,2, notons 1;(b) = (2b/x32,(1 — a;))*/? et b; = 0’ X2, (1 — a;)/2. Soit le
probléme des moindres carrés

2 2
b = arg min {(1——”1(b)) +(1——”2(b)> }
be[b1,bo] m 72

_ _ B
b, 1/8 + b, 1/6)

b1—2/5 + b—2/3

Alors b* eziste, est unique et s’écrit b* = <
2

Preuve. Sachant (3, pour i € {1,2}, notons &; = 7;(b)/b"/? et effectuons le changement de variable

= b/ La fonction 4 minimiser sur le domaine [b./” b/ est

fl@) = n7?(m —612)* +105°(n2 — 52)%.
1/8 ,1/8 Pf o\ a2 22 _
by"",b5'"7] car (z) =2 (67/ni + 05/13) > 0. En remar

2
quant que bg/ﬁ =1,/d;, on constate alors que %(bi/ﬁ)%(bé/ﬁ) < 0. La fonction % posséde donc un

Alors %(m) est strictement croissante sur |

zéro unique sur [b}/ A , b;/ A ] qui définit le minimum unique de f dans Uintervalle. [






Chapitre

Measuring agreement between prior and

data

Dans ce chapitre, nous définissons et faisons I’étude d’un critére statistique noté DAC qui détecte un
conflit entre une connaissance modélisée par un a prior:i 7 et les données yn. En effet, U'inférence bayésienne
peut se révéler dangereuse si ce conflit n’est pas détecté auparavant. Ces conflits peuvent survenir pour des
raisons d’hétérogénéité de 'expertise ou, en fiabilité, & cause de décalages temporels entre données de du-
rée de vie et expertise tenant compte de I’évolution technique. Dans le cadre d’une étude probabiliste de
stireté, P'utilisation du critére DAC fait surtout sens lorsqu’il participe d’une analyse fiabiliste non prévision-
nelle; plus de précisions & ce sujet sont fournies dans la Présentation générale de la thése. Voir par ailleurs
Billy et al. (2006) pour un court article en francais reprenant les principaux points développés dans ce chapitre.

Si donner un sens a la notion de conflit entre a priori et données ne se justifie pas d’un point de vue

théorique, l'intérét de ce critére est cependant manifeste lors d’une analyste bayésienne concréte, ou une

connaissance subjective est utilisée. Le critére DAC (pour data-agreement criterion) est un outil que 'on

percoit comme complémentaire de la seule approche statistique publiée sur la question (Evans & Moshonov

2005a). II a cependant des propriétés qui en font un outil plus souple, et qui a en sus des vertus de

calibration lorsque peu ou pas d’information crédible n’est disponible sur l'incertitude de I’expertise.
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4.1 Motivation

Among the articles on subjective Bayesian inference for estimating the parameter 6 € © of a decision-
making model M(6), many of them mention the indesirable behavior of the posterior odds when the
prior information is badly conditionned. By this term we encompass a wrong information given by
expert opinions (or any other source of subjective information) and a prior density 7(6) far from the
frequentist confidence region on parameter 6 brought by observed data yn, = (y1,...,%n). The objec-
tive knowledge of the reality yielded by the likelihood L(yn;#) can thus be littered by the choice of a
wrong prior and the Bayesian analyst can take a posterior decision with unwelcome consequences. In
most cases, these articles are centered on a reinforcement of the posterior robustness. However, a first
difficulty is just checking that the available knowledge is not self-contradictory, before the inference.
Note that in case of highly censored data and small sample sizes, when the Bayesian informative ap-
proach is very recommended (Robert 2001), the heterogeneity of the data or a high level of censoring
can have the same effect as a wrong prior with correct data. A prior can be well chosen but the poste-
rior threatens to lead to bad decisions. Industrial examples can be taken in Bonnevialle & Billy (2006).

Then, prior knowledge and real knowledge can have symmetric roles in a conflict. Curiously, this
possible conflict seems not to have been much studied although it constitutes, from our point of view,
an important preliminary to Bayesian subjective inference. Notice however that in the strict observa-
tion of the Bayesian paradigm, the prior distribution and the sampling (parametric) model constitute
a whole decision model and it seems not relevant to determine degrees of discrepancy between them
from a theoretical point of view. The primary context of such a study is the practical impact of
Bayesian estimation by engineers when the data are poorly informative.

Numerous connected works deal rather with robustness problems. Symmetrically, functional struc-
tures of the prior and the sampling model have been studied to obtain negligible posterior influence
when a possible discrepancy is increasing, knowing one the two sources of information has to be re-
jected. Main references are De Finetti (1961), Dawid (1982), Hill (1974) Lucas (1993) and especially
O’Hagan (1979, 1988, 1990, 2003), Andrade & O’Hagan (2006) and Angers (2000). Some authors
as Gelman et al. (1996) consider the simultaneous effects of the sampling model and the prior on
a possible discrepancy with the data. First, Evans & Moshonov (2005a) have efficiently raise the
problem: a primary issue is to check the goodness of the sampling model M (#) with respect to yy.
Appropriate Bayesian methods have been developed in Bayarri & Berger (2000) in this way. Secondly,
if no evidence of error is obtained, we have to check a possible prior-data conflict. In our industrial
context, the sampling model is usually well-tried and Bayesian technics are used to overcome precision
limits of the frequentist approach.

As we said, few work has been done on the subject. Evans & Moshonov (2005a, 2005b) are the
main references dealing precisely with this topic. They compute the P—value of an observed sufficient
statistic with respect to its marginal (predictive) distribution. In industrial studies, Idée et al. (2001)
have suggested to use a Fisher test between prior and empiric measures of uncertainty and an ad hoc
approach has been proposed by Usureau (2001) without statistical justification. In Section 4.2, first
and third approaches are analyzed.

As an alternative approach, we propose the following criterion to detect a possible conflict. Com-
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pute the ratio

KL (7 (.lyn) || 7)

J _
DAC (|yn) = KL (7' (.|yn) || )

where K L(m||m2) is the Kullback-Leibler divergence between distributions 7, and o

1 (9)
7T2(9)

and 77 is ideally a noninformative prior. DAC can be regarded as a data-agreement criterion. If

do

K L(m||rs) = /@7T1(9) log

DACJ(w|yn) < 1, prior and data-given confidence regions for 6 are close enough and the prior pro-
posal 7 is in agreement with the y,. Else a conflict is detected. This definition is easily transposable
to any function of interest g(6). Then the criterion should be computed with the priors on g(6). Using
the KL-divergence ensures the independence of the result to any bijective reparametrization.

In Section 4.3, we detail the arguments which lead to the choice of this criterion and give some
properties for its use when the prior is hierarchically specified or is defined as a combination of priors.
The difficulty raised by its definition is its application to general cases. Some ideal cases are firstly
treated in Section 4.4. In a more general framework, we need to adjust DAC since 77 can be improper.

Linking our difficulties to problems encountered in Bayesian model selection, we define in Section
4.5 an intrinsic form of the criterion. Usual tools of model selection are used, as minimal training
samples and posterior priors (Berger & Perrichi 1996, 2002, Pérez 1998). In this section, we make
some comparisons between the ideal and the adjusted form of the criterion. The vision of DAC as a
possible tool for the calibration of subjective priors, proposing objective variance bounds or default
values, is the subject of Section § 4.6. It is one of the main differences with the procedure proposed
by Evans & Moshonov (2005a). Finally, we consider some issues due to the frequent need of adapting
DAC and propose some research clues for future work.

Besides, along the sections, examples will put into comparison the results obtained by their method
and DAC. Especially, the exponential and Weibull models will be our favorite examples since the
detection of conflict between prior and data is of particular interest in reliability. Our contributions
and a global comparison with the P—value procedure are summed up in the conclusion section. We
think that both methods are complementary and useful since they give, for the Bayesian analyst, a
precise view of the prior information in terms of location and uncertainty on the parameter space with
respect to the data information. Thus the Bayesian analyst, in particular when subjective priors have
been elicited, can check and possibly modify the prior.

4.2 Previous works

Two points of view have been considered in the recent years. The first one is coming from the en-
gineering community and suggests to use a simple rule of thumb while the second approach has a
stastistical foundation. Firstly, some notations are introduced.

For n € IN*, let X, = X1,..., X, ~ M(6) be independently and identically distributed real-
or-vector-valued random variables in the sample space x"™ with a probability density function (pdf)
f(x]0) and a survival (reliability) function S(z|#). This pdf is defined with respect to a dominating
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measure which is usually Lebesgue. However, some of our examples will use discrete measures. Let
6 € © and denote d = dim ©. Let y, = (y1,...,yn) be an observed sample of n data. Usually we will
consider that y, contains r uncensored i.i.d. data x, = (1,...,x,) following M(0) and n — r fixed
(type-I) right-censored values, denoted ¢y = (c1,...,¢n—r). Thus, the observed likelihood can be
written as

L(ya;0) = []f@ilo) [] S(elo)-
i=1 j=1

4.2.1 An intuitive tool

Usureau (2001) suggests an intuitive vision of the issue, especially in the case where M (#) is a location-
scale model. Typically, M(#) is in the natural exponential family (NEF). He defines a convolution
product between the prior and the likelihood

5W7£(w)

| w0-w)(50:0) ao

— 00

o0
= / 7(0)L(Yn; 0 —w) db
— 00

whose the value increases with the shape similarity of those functions of §. A maximal value 4", is
attained in w*. When both functions are unimodal, this maximization is realized when the two modes
are equalized. Then a “data-agreement” percentage is deduced as 0, £(0)/d)" . Clearly, this crite-
rion has no statistical meaning since it considers implicitely and wrongly that the likelihood function
0 — L(yn,0) is a density on 6. Moreover, a “data-agreement” percentage does not provide a calibrated
criterion.

4.2.2 A marginal viewpoint

Evans and Moshonov (2005a) provide a statistical theory and several examples for the detection of
data-prior conflict. They consider the marginal prior distribution Mt of a minimal sufficient statistic
T with sampling density fr(¢|0). This distribution has density

mp(t) = / w(0) fr(t|0) db.
e
If the observed statistic ¢, = t(yn) is a surprising value for M, namely when the marginal P—value
Fr(te) = Mr{mz(t) < mr(to)}

is extreme, then a conflict is detected. This typically occurs when Fir(t,) < 0.05 or Frr(t,) > 0.95. In
this case, “the data provide little or no support to those values of § where the prior places its support”.
In next example we derive Fr(t,) for a simple exponential model, when data are censored.

EXAMPLE 11. Ezponential model.

We suppose to have y, = (Xy,Cn—r) where x, = (21, ...,2,) are uncensored i.i.d. data with density
f(z|A) = Aexp(—Ax) for z > 0 and cn_r is a set of n — 7 censored data. A minimal sufficient statistic
is t(yn) = 7>, y;. From Sundberg (2001), we obtain 7" ~ G(p, g)\) where p = ¢ = r in case of
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type-II censure (or in the uncensored case) and p = r, ¢ = r + 1/2 in case of type-I censure (Cox
non-asymptotic approximation). We place on X a conjugate G(a,b) prior distribution, where a,b > 0.
Then

Lpta) [ wt
L(p)T(a) Jo (1 +u)P™

However, the sense given to a necessary threshold couple of P—values is not clear. Why should we
choose (5%, 95%) quantiles rather than (2%,98%) ? Besides, this check is affected by ancillarity, since
the marginal distribution threatens to reflect more the behavior of the sampling model fr(.|f) than
the prior distribution. Denoting U an ancillary statistic, namely a statistic whose the distribution does
not depend on 6 (Ghosh et al., 2005), the authors propose to compute the P—value of the conditional

marginal distribution
malt) = [ w(0)se(tlo,U) do
e

to remove the influence of the sampling model in the check. Clearly, this check works well for NEF
models and F(tg) is often explicit when conjugate priors are used. However, Weibull distributions
(for instance) are problematic, since any minimal sufficient statistic is the whole sample. Then the
numerical cost of the computation of Fr(t,) can be high.

4.3 The DAC criterion

4.3.1 The formal definition

Denote 7/ a noninformative prior with good frequentist coverage of the Bayes posterior intervals:
7’ is noninformative and its posterior density m”/(.|yn) yields posterior confidence regions with an
accurate frequentist validity. Such a prior is said a coverage matching prior (CMP). This notion of
“non-informativeness” has attracted attention from numerous authors. Note that there exist prior
distributions giving optimal estimators according to frequentist criteria (as minimaxity), but such a
restriction usually does not lead to unicity when such priors exist, except when invariance structure
are required ; in this case the right-Haar measure is the appropriate choice. See Robert (2001, Chap.
2 & 8) for more explanations. The formal definition of CMP priors and related references can be
found in Kass & Wasserman (1996), Datta (1996) and Ghoshal (1999) for regular and non-regular

cases. We remind this definition hereafter.

DEFINITION 5. Let 6,,(«) be the posterior a— quantile of 6 based on the n observations X,, = (X1, ..., X,),
i.e. P(0 <0,(a)|Xn)=a. A prior is said to be an ith order coverage matching prior (CMP) for 0 if

Py(0 <0u()) = P(0<6u()Xn) + O(n"?),
where the left-hand side is the frequentist probability, where 0 is fized and 0,,(a) is random.
Ideally, choosing 7/ as a CMP with the highest available order is desirable. It can be generally

defined as the solution of a partial differential equation. When d = dim©® = 1, Welch & Peers
(1963) proved that the Jeffreys prior is a second-order matching prior and Clarke (1996) gives a
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straightforward defence of this choice. In multiparameters problems, the Berger-Bernardo (1989,
1992) reference priors are well known to work better. Especially, the backward reference priors are
usually matching when interest and nuisance parameters are orthogonal (in the sense of the Fisher
information).

Here, we consider implicitely that 77 (0) can be defined such that 77 (0|y,) is proper or that there
are enough available data y,. Indeed, there exist models for which that such 77/ does not exist, for
any n. Competing models are often in this case (Berger & Sun 1993). Then, we suggest to work with
each submodel, assuming that priors are independent.

It seems reasonable that 77/, as a noninformative prior, should be considered as in agreement with
¥n- Besides, 7/ (6]y,) mimics the likelihood L£(yn;#). Bernardo (1997) informally proposed to use
this density as a benchmark prior for the study of subjective assessments.

In a more formal viewpoint, we propose to consider 7/ (f|y,) as a data-dependent prior, which
fixes a limit to the acceptable information yielded by an expert (independent from the data). Our
idea is to see 7/ (A|yn) as the prior density on @ of a fictitious expert perfectly in agreement with yy,.
Then we define an informative regret between this ideal prior 7/ (.|y,) and the assessed prior 7 by

KL (77 (Jyn) || 7)- (4.1)

Indeed, K L(m||m2) states the regret due to the choice of w2 when the true distribution is 71. Notions
of regret with respect to information-theoretic tools as the KL-divergence can be found in Cover and
Thomas (1991) and Sweeting, Datta and Ghosh (2005). If 7 is such that (4.1) is large, 7(6) will be
considered as too far from the data information on 6.

Now it is necessary to choose a constant C' such that if KL (7/(.|ya) || 7) > C, 7 is declared in
conflict with the data. The rationale for choosing C' is as follows: 7 is supposed to be informative.
If KL(7/(.lyn) || 7) > KL(7/(.lyn) || ©/), it cannot mean that r is less informative than 7/ which
is the less informative prior. Therefore it means that 7 is far from 77/(.|y,), which implies that
the informations provided by = and y, are not in accordance. Consequently, it leads to choose
C =KL (7/(.|yn) || 7). We obtain finally the normalized criterion

KL (7' (.lyn) || 7)

J(x _
DAC (xlyn) KL (7 (Jya) 1 77)

(4.2)

and the following rule: = is said conflicting with y,, if DACY(n|yn) > 1. The superscript J reflects
the careful choice of 7. In the following, we omit sometimes this notation for simplicity.

Clearly, Definition 4.2 is not restricted to the KL-divergence and another choice in the Ali-Silvey
class of information-theoretic measures (Ali and Silvey, 1966) can be made. However, as said before,
a very important feature of the KL-divergence is its invariance to reparametrisation. Justifications for
using it preferentially can be found in Hartigan (1998) and Sinanovi¢ and Johnson (2003) (from both
computational and analytic viewpoints). Notice however that our definition is restricted to finite-
dimensional models. When the model has an infinite number of parameters, the KL-divergence is
unbounded and can not be used.
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4.3.2 Main features

1. Following Evans & Moshonov (2005b), we desire to check a potential conflict with the data when
the prior is hierarchically specified. A key requirement (and an unconfortable restriction) for
the use of their P-value procedure is the existence of statistics which are ancillary for parts of
the parameter. For the DAC criterion, the following proposition makes easy the separate checks
of the hierarchical levels and links them to the check of the whole prior. Thus, the agreement of
the full prior is not a sufficient condition to obtain the agreement of any hierarchical prior. The
opposite is clearly true. The proof is obvious and not reported here. We shall see in Section 4.6
the interest of this feature for prior calibration.

PROPOSITION 12. Hierarchically specified priors. Assume that © and 7/ can be written
7T(9) = 7T(91|92)7T(92) and 7TJ(9) = 77'1(91|92)7TJ(92). Denote 7?'1 (9) = 7T(91|92)7TJ(92) and
7~T2 (9) = 77'1(91 |92)7T(92) Then

DAC(ﬂyn) = DAC(ﬁ—1|Yn) + DAC(7~T2|yn) - L (43)

2. Suppose to have checked m priors m1,...,m,. Next proposition indicates that any geometric
weighted combination of the priors m; does not need to be checked if all priors are in agreement
with the data. Possibly, some priors can be conflicting while the combination stays in agree-
ment. Such a combination is typically used to obtain a global prior when several independent
experts are available. See § 3.3.5.1 for more explanations. The proofis given in Appendix § 4.9.1.

PROPOSITION 13. Geometric combination of multiple priors. Let 71, ..., 7, be m priors
on O, and let ay,...,a, be m weights such that 0 < o; < 1, Z?;lai = 1. Denote w(0)
12, (). Then

DAC (rlyn) < Y i DACY (milyn).

=1

3. Asymptotic behavior. DAC could be expected to tend to 1 when n takes large values. Actually,
as Hartigan says (1983): “the prior density does not affect the asymptotic distribution of 0 in
the terms of O(1) or O(n~'/2)”. Under classical regularity conditions on prior densities and
likelihood, the asymptotic normality of 77(.|yn) should make numerator and denominator of
(4.2) take close values. This asymptotic behavior of DAC will be illustrated with an example in
the following.

4.3.3 Difficulties of computation

In next section, we shall consider that 7/ is proper (i.e., f® m(0) df < oo). Typically, it is the
case when © is discrete or bounded. But usually 77 is improper. In this case, the denominator of
DAC is defined up to an unknown additive constant and we need to adapt the criterion. Calling ar-
guments originally used in Bayesian model selection, this adaptation will be the subject of Section 4.5.
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4.4 Examples of ideal cases

4.4.1 Discrete models

We begin with two discrete distributions for which 77 is proper. Note that in these two cases, DAC
is explicit. The KL-divergences considered here are available in Appendix § 4.9.2. The first ex-
ample, about a Bernoulli distribution, is taken from Evans & Moshonov (2005a) to compare both
approaches. Firstly we use the same numerical values and obtain the same conclusions. Secondly,
we show that the P—value procedure can accept priors which are rejected by DAC. Thirdly, in an
illustrative purpose, we propose a short study of the asymptotic behavior of DAC. As we guessed,
any conflict disappears asymptotically. The second example deals with a multinomial distribution.
It reflects the need to choose carefully 77/. In addition, we focus on the evolution of DAC when the
prior mean is well centered on the data but the prior variance is modified. A first vision of DAC as
a calibration tool appears as a difference with the P—value procedure proposed by Evans & Moshonov.

EXAMPLE 12. Bernoulli model.

Let y, be an i.i.d. n—sample from a Bernoulli distribution B,.(). We assume on 6 a prior Beta
distribution B.(a, 3) on [0,1]. Note &, = > ., y;- The Jeffreys prior n/ is the B.(1/2,1/2) density.
Then 77 (0]yn) = Be(6n +1/2,n— 6, +1/2). In the same conditions as in Evans & Moshonov (2005a,
Ex.2), we choose (o, 3) = (5,20) (so E[§] = 0.2) then we generate a sample of size n = 10 from
the B,.(6y = 0.9) distribution. We obtain DAC”(, B|lyn) = 1.102 and we conclude to a prior-data
conflict. Modifying 6y = 0.25, we have DAC” («, B|yn) = 0.1026 which means (as expected) an agree-
ment. Choosing («, 3) = (1,1) (r is thus the uniform prior) leads to the agreement for any Bernoulli
dataset. Thus we obtain the same conclusions as Evans & Moshonov (2005a).

We choose now 6y = 0.7 and two sizes n = 10 and n = 5. Fixing the prior standard deviation to
0.2, we are looking for the range of value for the prior mean 1o = «/(a+ 3) such that 7 is not conflict-
ing. We obtain pg € [0.2,0.96] for n = 10 and po € [0.23,0.94] for n = 5 using DAC. By the P—value
procedure, the 10%-90% percentile domain is pg € [0.054,0.928] for n = 10 and p( € [0.056,0.925] for
n = 5. The 5%-95% domain remains close to [0.048,0.95]. Thus, DAC is clearly more restrictive.

On the asymptotic side, denoting 0 < 6y < 1 the true value of the parameter, we obtain the
following proposition which confirm that DAC — 1 when n takes large values (the proof is given
in Appendix § 4.9.1). The convergence is very slow because of logarithmic terms in the asymptotic
development of DAC”(a, 3|yn). In Table 4.1, mean values of DAC” are given for several values of n
and (o, 3), when 6y = 0.9.

PROPOSITION 14. V(a, 3) > 0, for any 0 < g < 1, we have

(logn)? E |DACY (o, B|Yn) — 1} 0.

Denoting ¥ the digamma function and Ag, (e, 5) = ¥(1/2) — U(5) + 0o {¥(5) — ¥(a)}, the limit
value 1 is approached by upper or lower values as follows:

1. if & = 3, the limit is attained by lower (resp. upper) values if o > 1/2 (resp. o < 1/2),
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n (o, B)

(0.1,0.1)  (0.1,10)  (10,0.1) (2,2)
10 3.08 3.15 0.46 0.40
102 2.30 2.09 0.53 0.62
10® 1.95 1.80 0.67 0.73
10° 1.62 1.53 0.78 0.82
10'° 1.34 1.29 0.88 0.90
1020 1.18 1.15 0.94 0.96
10°° 1.05 1.03 0.98 0.99

Table 4.1: Convergences of DAC” to 1 when 6 = 0.9 (averaged on 100 samples).

2. if o # (3, the limit is attained by lower values (resp. upper) values if Ay, (o, 3) < 0 (resp.

Ago (a, ﬁ) > 0),

3. if o # B and Ag,(a,3) =0, lim Py, {DACY(a,Blyn) —1 <0} =1/2.

Condition Ag,(a, 3) > 0 is equivalent to say that = is accumulating its mass on the bounds of the

domain [0, 1], despite the prior mean can sometimes be 0.5 (when o = 3 < 1/2). Some examples are

displayed on Figure 4.1. A more usual case is when « (resp. () takes high values while 3 (resp. «)

remains small. Then the prior mean is very close to 0 or 1. Thus, when n is fixed, these unacceptable

priors are always seen conflicting by the DAC criterion.

— Jeffreys
- ab=01,01 ----

a,b=0.1,10 --- ab=10,10

a,b=10,0.1

EXAMPLE 13. Multinomial model.

Figure 4.1: B.(«, 8) densities.

Let yn = (9,5,1) be an 4.4.d. sample from the multinomial distribution M (p) with po = (0.7,0.25, 0.05)
the true value of p. Suppose having chosen 7(p) as a Dirichlet Dir(a1, as, a3) density. We consider

some triplet values o = (a1, a9, as3) such as E[p] = pg, with increasing variance. So that prior
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and data informations seem intuitively close. We thus choose o = p(7,2.5,0.5). The prior variance

of p decreases when p increases. We compare on Figure 4.2 the evolutions of DAC’ when 77 is
chosen as the multivariate uniform prior and the most appropriate Jeffreys prior Dir(1/2,1/2,1/2)
(note however that in this multidimensional case the Jeffreys prior has not the best posterior cover-

age properties among available noninformative priors ; see Yang & Berger 1997 for alternative choices).

There are small differences between two choices of 77/: Jeffreys and uniform prior means are the
same and the Jeffreys variance is quite slightly larger than the uniform variance (less than 10~2 upper
in L? norm). However, using the uniform distribution can lead to refuse vague priors (when p — 0)
which are less informative than 77/, unlike the Jeffreys prior. This is a key argument to favor the
Jeffreys prior. Secondly, note that data and prior agree only when the prior is not too informative. In
this latter case data have a neglictible influence on the posterior distribution. This behavior makes a
strong difference with the P—value procedure by Evans & Moshonov (2005a), which can never detect
any conflict even if 7 tends to a Dirac prior. This feature of DAC is analysed in the following and
takes a special interest for the prior calibration. B

3.0
|

25
I

2.0

— Jeffreys - -- Uniform

DAC 1
1.5
I

1.0

0.5
I

0.0
L

rho

Figure 4.2: Evolution of DAC” with respect to p (the uncertainty hyperparameter of the Dirichlet

prior of a multinomial distribution) for the choices 7/ = multivariate uniform and Jeffreys.

4.4.2 A continuous bounded model

In our opinion, checking for data-prior conflict is of particular interest in industrial Bayesian studies.
In a reliability context, the parameter space © can often be bounded. Usual arguments are physical
constraints. In this case, 7/ is proper. Next example illustrates the intuitive behavior of DAC and
its stability with respect to the bounds of © when 7 is strongly informative.

EXAMPLE 14. Location normal model.

Let yn be an uncensored sample from a N'(6, 1) distribution with § € D = [T}, T,,]. Denote 6 the real
value of 6. We place on 6 a N (ug,02) prior. 7/ is here the uniform prior 77 (0) = (T, — T}) "1 1p(0).
Then 77/ (]yy) is the N (g, 1/n) density restricted on D. See Appendix p. 135 for a simple writing of
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DAC”. Choosing 0y =0, n =5, T,,, = —T; = 15 and oy = 1, we firstly consider the evolution of DAC
with respect to o in Figure 4.3, for several values of oy. A symmetric evolution around 6, appears
natural, while the length of the agreement domain decreases when o\ increases. On Figure 4.4 we
modify (7}, T,,), shrinking and enlarging symmetrically the prior domain. The agreement domain for
4o appears the more sensitive to a modification of the bounds as og takes high values. W

4.5 An intrinsic adaptation of DAC

J

In numerous cases, 7/ is improper. Here we focus especially on the general case where 77/ is defined

up to an unknown multiplicative constant c;. This constant has an additive effect in the denominator
of DAC

KL (7' (Jyn) [| 77) = —loge; + KL (7' (|yn) || 7'7)

where 7'/ (0) oc 7/ (#). Thus DAC” is not well defined. In this section, we firstly link this difficulty to
an issue which is typically encountered in Bayesian model selection. Some proposals are done to get
around this issue, including the intrinsic heuristic. Thus we propose an intrinsic version DACAY of
DAC’. This adaptation is compared to the ideal case through examples and a case study involving
real Weibull data and industrial expert opinions is considered. The issues raised by the adaptation
are highlighted too. A possible improvement will be emphasized in subsection 4.7.

4.5.1 Introducing the intrinsic heuristic
4.5.1.1 Link with Bayesian model selection

First we show how the additive constant c;, can be regarded as the multiplicative constant of a Bayes
factor. Formally, we must have

exp{KL (ﬂ"](.|yn) || 7) — KL (7TJ(.|yn) Il 7TJ)} < 1 (4.4)
Denote the marginal measures m”(z) = [o f(x[0)77(0) df and m(z) = [, f( ) df. The left
member of inequation (4.4) takes the form
7 (Olyx)
m? (yn exp{/ 77 (0]yn)lo ﬂiyn dﬂ} 4.5
)Y Jo T O )8  yale) (49

which does not need the computation of the posterior 7(.|y,) density. Then we can write the criterion
under the alternative form

DACY (nlyn) = Byx(yn)exp (KL{m'(.lyn) | 7([yn)}) (4.6)

where B (yn) is the Bayes factor

m(yn)
mJ(YH) .

BJ,ﬂ(yn)

Thus, the rule consists of accepting 7 as in agreement with the data y, if DACY (r|ya.) < 1.
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3.0
|

DAC

-4 -2 0 2 4

Figure 4.3: Mean evolution of DACY with respect to parameters po and oy of a prior gaussian
distribution on the mean of a bounded gaussian model (averaged on 30 samples).

muO values
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1

D=[-5,5] D=[-10,10] D=[-20,20] D=[-50,50]

— sd=1 -- sd=05 — sd=0.25

Figure 4.4: Agreement domains for the prior mean pg with respect to the prior stanard deviation o
and some modifications of the bounded domain D = [T}, T},,] of the gaussian sampling model.
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There is some interest to interpret c; as the multiplicative unknown constant of a Bayes factor.
Indeed, it is a typical issue in objective model selection about which a huge literature is dedicated.
See Kass & Raftery (1995) and Andrieu et al. (2001) for a review. Numerous approaches are proposed
to obtain default Bayes factors, and the most famous is the definition of intrinsic Bayes factors (IBF,
Berger & Perrichi 1996).

This methodology is deeply linked to the notion of minimal training samples (MTS). The main
idea is to use parts of the data as training samples. Remind that 77/(6) is an improper prior. Let
z(l) = (21,...,74) € x? denote a part of the data y, such that 7/(6|z(l)) is a proper pdf and no
subset of x(I) leads to a proper posterior. A MTS is thus the minimal quantity of data for which all
parameters in the model are identifiable. Thus conditioning 77/ to a MTS gives a proper posterior,
called a posterior prior.

Then the IBF is defined as the Bayes factor conditional to a MTS z(l) by

Bﬁ,?rF = BJ,Tr(yn)BTr,J(x(l))
where
_ my(z())
Bry(z(l) = W

By construction, B}Z removes the arbitrariness in the choice of ¢;. To reduce the dependence on
MTS, using the arithmetic and expected arithmetic IBF

L
BALvw) = Bualyn)g O Brslald),
L
BEM(yn) = Bualyn)g DBy, [Brs(e(d)

makes sense (with 6,, the MLE and Eg|.] the expectation under M (6)). Other averages may be used
(as the geometric IBF). The Median IBF (Berger & Perrichi 1998) appeared recently as one of the
most stable version of the IBF. Finally, a nice property of the arithmetic IBF is its asymptotic equiv-
alence with a “proper” Bayes factor arising from neutral intrinsic priors (appearing by a Schwarz
approximation). This is a strong justification of the heuristic. For more precisions see Dass (2001).
Some examples with lifetime models are given in Kim & Sun (2000).

REMARK9. Using such priors can reduce the computational cost of the IBF if they are proper. Note
that in our case, these intrinsic priors are always proper. Denote (n!7,71) the intrinsic priors asymp-
totically equivalent to (77, 7) for the computation of By j(yn). Since 7/ and 7 are defined on the
same parameter space, the intrinsic equations (48-49) in Berger & Perrichi (1996) reduce to

{ T(0) = =(0),
77(0) By [Br.y(z(1))]

3
~
<

—

D

S~—

\

under a condition of exchangeability for the MTS x(l) (see for example Dmochowski 1996). From
Theorem 1 in Berger € Perrichi (1996), w7 is always proper (since 7 is proper).
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4.5.1.2 Main conclusions

The intrinsic heuristic leans on the use of small quantity of training data, which are chosen among the
observed data (which explains the term intrinsic), to redefine a statistic which is formaly valid but
remains, in fact, difficult to assess. In the following, we are more interested in an intrinsic adaptation
of DAC” than in an adaptation of DACy. Firstly because our context is not model selection (the
sampling model is the same in the marginal densities of B, ;), secondly because we desire to preserve
the intuitive sense of the criterion and its useful features listed in § 4.3.2.

4.5.2 Adapting DAC
4.5.2.1 The intrinsic DAC criterion

Following the intrinsic heuristic, our idea is to take a MTS x(!) among the data y, to obtain a proper
diffuse prior 7/ (0|2 (1)) and to use the remaining data y,(I) = yn/2(l) to check the proximity between
the prior information and the data information. The divergence

KL{x" (Jya(®) || 7/ (Jo(1)}

is now the maximal value for the divergence between 77 (.|yn (1)) and the assessed prior 7 conditioned to
the learning information x(1). This conditioning must be done in the numerator as in the denominator
of DAC to attenuate the impact of the disturbing information yielded by the MTS. By a cross-
validation argument, to reduce the dependence on x(l), we define our adaptation as an arithmetic
average over L available MTS. Define the intrinsic (arithmetic) DAC criterion by

KL{x”(ya() || n(Jz(1)}
l

AlJ T — '
DACA (nlyn) LZKL{WJ Tya@) 1177 (@)}

(4.7)

Then, if the size of the MTS remains small with respect to n, DAC*?/ remains small when 7 (#) is close
to 77/ (Alyn). When 7 is very few informative and is arbitrary chosen close to 77/, DAC*/ (n|y,) ~ 1,
which is similar to the behavior of DAC”. It is easy to show that the features described in § 4.3.2 are
preserved. Clearly, there is no restriction to use this adaptation.

Issues. In an industrial context where n can be small, the number L of available MTS can be
problematic since the intrinsic adaptation can remain strongly dependent from some MTS contain-
ing outliers. Hence it is desirable to increase the number of MTS. Berger & Perrichi (2002) propose
several ideas in this sense (especially when sufficient statistics can summarize the data information)
and introduce the notion of sequential MTS (SMTS), including censored data. Thus the number of
data combinations can increase dramatically. But the size of the SMTS can become very large and
the information yielded by yn (1) is likely to be far from the (ideal) information given by the whole
sample. Using the special “censored” Jeffreys prior 7/ defined by De Santis et al. (2001), instead
of the standard 77, is a practical alternative for simple models as the exponential distribution: a
censored time can become a MTS.

However, the size ¢ of a MTS can remain high with respect to n, especially when dim © increases.
It is clearly a limitation of the criterion (4.7) and incidentally, it raises the problem of the minimal
number of data for which the notion of conflict with a prior is making sense. A natural idea could be to
consider the minimal number of data such that the posterior distribution yields a minimal precision
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on a function of interest to estimate. In § 4.7, a possible avenue for improving the adaptation is
described.

4.5.2.2 Simulated examples

EXAMPLE 15. Bernoulli model.

Consider again the case of Bernoulli data y, ~ B,(f) where we assume on 6 a prior Beta distribution
Be(a, 8) on [0, 1] (cf. Example 12). We choose 6y = 0.7 as the true value of 6. The Jeflreys prior is the
proper B.(1/2,1/2) distribution (moreover, these priors are conjugate). Thus, we can compare DAC”
and DAC*?’ through the choice of the prior mean sy = a/(a+ ), fixing the prior standard deviation
at 0.2. Figures 4.5 and 4.6 show the evolution of both DAC criteria, averaged on 10 simulated samples
of sizes n = 20 (Figure 4.5) and n = 10 (Figure 4.6). They illustrate that DAC*!’ and DAC’ can
produce close agreement domains even if n is not high.

As expected, criteria are minimized when the prior mean i is close to the true value 6y. Moreover,
domains of agreement become smaller when the prior becomes more informative with respect to the
data. This feature has been noticed in Example 13. B

DAC
1.0 1.5
1.5

DAC

0.5
0.5
I

DACJ — DACAN DACJ — DACAN

[ T T T T 1 [ T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 0.0 0.2 04 0.6 08
muo mu0
Figure 4.5: Mean evolution of DAC’ and Figure 4.6: Mean evolution of DAC’ and
DAC“? in function of the mean 1o of the prior DAC“? in function of the mean o of the prior
Beta distribution for a Bernoulli model (with Beta distribution for a Bernoulli model (with

n = 20 Bernoulli data). n = 10 Bernoulli data).
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ExaMPLE 16. Ezponential model.

We sampled a 10-sized 4.5.d. data-set y, from an exponential distribution with parameter Ao = 150!
yn = (142.76,142.99,470.3,419.09, 185.20, 84.41,8.13,27.15,573.17,17.12). The MLE § = 5\;1 = 207
is a minimal sufficient statistic and overestimates the real value. Here 77/ ()\) oc A~! is the standard
Jeffreys prior and a MTS is a single value. We choose the conjugate prior

A~ g (a/u ame)

where a embodies the size of a virtual sample of mean z.. See Chapter 3 for more explanations. Note
that 7 is perfectly in agreement with y, ifa =n=10and z. =gy = ;\;1 = 207. We give in Tab. 4.7
the values of DACA!’ for several prior scenarii. The adaptation rejects only few informative priors
for which z. is very far from the data (summarized by the minimal sufficient statistic §). Evolutions
of DAC?! are displayed on Figures 4.9 and 4.10. We notice the same fact as in the ideal case of
Example 13: even a good expert value can be finally rejected if 7 is too informative. In other words,
DAC?!” as DAC discards unbiased priors with small variances and very biased priors with large
variances.

Moreover, we provide in Tab. 4.8 the agreement domains for z, computed by DACA!’ and the
P —value procedure proposed by Evans & Moshonov (2005a). This procedure is described in a general
censored case in Example 11. The agreement domain is the (5%, 95%) percentile interval of the
marginal distribution of the usual minimal sufficient statistic. We observe, similarly to Example 12,
that it accepts priors strongly rejected by the DAC procedure. H
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a Te

a DACA!Y  P—value proc. (5% — 95%)
10 150 200 300 500
2 55 - 500 37 - 625
5 492 033 016 043 2.16 5 90 - 383 41 - 510
1 1.22 057 0.52 051 0.73 7 102 - 355 53 - 480
0.5 1.02 0.70 0.66 0.63 0.68 10 118 - 320 65 - 460
0.25 098 080 078 0.74 0.72 15 137 - 290 77 - 440
Tab 4.7: Values of DAC*!7 for several prior Tab 4.8: Agreement domains for z..
scenarii.
\\ — a=05 ---- a=2 a=10
o | : - a=1 -—— a=b — a=20
g "]
é 1(‘)0 2(;0 3(‘)0 4(‘)0 5(;0

expert central value xe

Figure 4.9: Evolutions of DAC*!7 with respect to hyperparameters (x.,a) of the conjugate prior
distribution of the exponential model.
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Figure 4.10: Evolutions of DAC*!/ with respect to (z,a).
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4.5.3 A real example with the Weibull distribution

We consider the right-censored real lifetime data y, (n = 18) from Table C.1 (Appendix § C.1). They
correspond to failure times or stopping times collected on some similar devices > belonging to the
secondary water circuit of nuclear plants. Lifetimes are given in months. For physical reasons and
according to a large consensus, those data are assumed to arise from a Weibull distribution W(n, )

flan,B) = g(%)ﬁ_lexp{— (%)ﬁ} Lia>0y-

The MLE is (fn, 3,) = (140.8,4.51) with estimated standard deviations 6,, = (7.3,1.8). The high
value of 3, is unusual and invits (like the large estimated standard deviation) for a Bayesian estimation.

with density

Two prior opinions on the lifetime are available on device >, given by independent experts £ and
E>. They are summarized in Table C.2 (Appendix § C.1). The & opinion is much more informative
than & and both are right-shifted with respect to the data. Moreover the experts are not asked at
the same level of precision. &£ is a nuclear operator and speaks for a particular component while &
can be seen as a component producer whose opinion takes into account a variety of running conditions.

Note that since the Weibull distribution does not admit conjugate prior (Soland 1966), the poste-
rior computation is often heavy and needs numeric integration (Singpurwalla & Sun 1986) or sampling
algorithms as Monte Carlo Markov Chains (MCMC). In our applications, we used importance sam-
pling (cf Chap. 5).

We propose to consider the priors

Since the device Y is submitted to aging, an usual domain of main variations for the values of j is
Dg = [1,5] (cf. Chapter 3). Since 7 is the 63th order percentile of the Weibull distribution, it is more
tractable from the expert opinion than 3. We translate approximatively the percentiles on X into the
percentiles on 7 using the Weibull pdf, fixing 8 = 3. This translated knowledge and the corresponding
values of a and b (assessed by least square regression) are given in Table 4.2.

expert knowledge (on X) translated knowledge (on 7) a b
(5%,95%) interval median value (5%,95%) interval median value
Expert & (200,300) 250 (224,336) 280 66.3 0.23
Expert & (100,500) 250 (112,560) 280 46 0.015

Table 4.2: Prior domains on X and 7n and hyperparameters values for m (7).

Sun (1997) recommended to use the reference prior 7/ whether one or both parameters are of
interest (especially when small samples are used).In particular, when both parameters are of interest,
this prior is the unique second-order matching prior. Here we place no hierarchy between the param-

J

eters, namely we do not consider the reference prior 7 in presence of a nuisance* parameter. Since

77 is improper, we have to compute DAC*’/. An uncensored MTS (1) is a couple of values (z;,;)
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such that x; # z; and x;,z; > 1 (Sun 1997). Fortunately, 7/ (6|z;,x;) is explicit, which simplifies
considerably the computation. See Appendix § 4.9.3.2 for details. When the MTS contain censored
data, the special Jeffreys prior 7/ elicited in Chapter 3 (§ 3.2.2.1) is used.

Denote
F0.8) = )’ (B) x %wm
in8) = 7o) x Sx()
From (4.3) we get
DACAY (z]yn) = DAC*(a,blyn) +DACA (¢, dly,) — 1. (4.8)
where
atsy, - KL{m' (lya() || #(|2()}
DACT(a,blyn) = LZKL{w yaD) [ 7 ()}’
i, 1 & KL{ (ya®) || #(C2(0)}
DACT (e, dlyn) = LZKL{WJ(Iyn())II (20}

Thus, we can check 7(n) separately from any possible 7(3). We chosed L = 30 (among n(n — 1)/2
possible uncensored and censored MTS). For expert £, we obtained DACA!/(a,bly,) = 3.41. For
expert &, we obtained DACA"Y (4, bly,) = 1.76. Thus, we detect the conflict between the data and
the experts on the lifetime scale.

Note that the Gamma prior on 7, for the first expert opinion, is very peaked and can be well
approximated with a normal distribution (since a > 30). From equation (4.8), it is visible that no
choice of (), even a flat prior, allows to the complete prior 7 to be not conflicting. We think that in
an industrial context, such a situation must be noticed before the Bayesian inference ; this discrepancy
reflects a deep disparity between the two sources of information (data and expert).

The second expert opinion is not in this case. The scale parameter is affected by a similar conflict,
but it remains possible to check that the complete prior is finally not conflicting: we must have 7(3)
such that

DACHM(¢,dlyn) < 0.24.

From the analyst viewpoint, the experts are optimistic with respect to the data (themselves do not
know the data). So they seem to favor a soft aging of the device > (a simple reason is that they inte-
grate some knowledge about the technical evolution in their opinions). For this reason, the Bayesian
analyst should choose the expectation ¢/d of 7(3) in [1, 2]. For instance, the analyst selects E[3] = 1.5.
Then the modelling of the second expert opinion is not conflicting for values ¢ such that Var[5] > 0.683,
so for ¢ < 0.65.

This example is useful in two aspects. It shows that DAC can be used for calibration, when a first
part of the prior is assessed and the second part is partially assessed. Using DAC as a prior calibration
tool is the subject of the next section.
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4.6 Prior calibration with DAC

In previous examples we generally considered that = was entirely assessed. The prior variance was
fixed and the prior pointwise estimation 6. of 6 (a central value as the prior mean) was checked with
respect to the data location. Thus, we obtained an agreement domain for 6.. However, especially
when the prior is subjective and is elicited from an expert opinion, 6. reflects a personal viewpoint
and is usually easy to assess. But common prior uncertainty measures, as the variance, are often more
difficult to fix (in particular when the expert opinion is about X and not 6).

In particular, a prior modelling elicited from the expert opinion, without critical work from the
analyst, can be strongly informative. This is the case with the expert opinion & in § 4.5.3. More
generally, it happen often that no credible information is available on the expert. In those cases, a
default rule for fixing the prior variance in a proper way is desirable.

Using DAC can help to answer this question. Denoting w the prior hyperparameter, default values
for w can be found such that

DAC(wlyn) = 1

under the constraint g(w) = 6, where, typically, g(w) = E[f]. Acting in such a way, we choose the
most informative prior in accordance with the expert opinion and not conflicting with the data. In
absence of a solution, . should be modified with an external knowledge. Throughout examples using
the exponential and the Weibull distributions, we illustrate some this strategy of calibration.

REMARK 10. Note that DAC*! needs to compute the posterior density m(0)x(1)) where (1) is a MTS.
This is a limitation to the computational handiness of the adaptation, when a prior hyperparameter
is unknown. This is really convenient only in the case of conjugate models and priors.

4.6.1 Application to the exponential distribution

In the exponential case, we have to use DACA!7. Consider again the prior proposed in Example 16
A~ G(a,ax.)

where a is the size of a virtual i.i.d. sample with mean x. and variance ax?. Thus a embodies the
expert uncertainty: calibrating 7 is choosing a. In the following, denote a the strictly positive value
such that DAC!/(4|y,) = 1. The existence and unicity of @ can be basically proved using the fol-
lowing arguments. Since DAC*”(a|y,) is the sum of positive convex functions of a, it is convex in its
argument a. There exists a unique minimizer a* = arg min DAC*?” (ayy). Since DAC*? (a|y,) — oo
when a — oo, for a fixed n > 0, we have a* = 0 or 0 < a* < co. The case a* = 0 corresponds to
7(A) o 77 (A) and DAC*!7(a*|yyn) = 1. This is contradictory with the fact that some priors can be not
conflicting. Thus a* > 0. By convexity, there exists a unique value @ > 0 such that DAC*? T(alyn) = 1.

An uncensored example. In Figure 4.11, the evolution of a is displayed in function of x., using
the data of Example 16. In the same figure, we place a boundary line at a = n = 10, since n is a
natural limit value for a.
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Tab 4.11: Evolutions of a in function of z. in a neighborhood of § = 207.

A censored example. Assume now that y, contains n — r right-censored fixed (type-I) values
Cn—r = (¢1,...,¢n—r). The first difference with the previous case is that n is no more a reference limit
value for a. A conservative choice is clearly the number r of uncensored data. The second difference
is the choice of m/. According to De Santis et al. (2001), the censored Jeffreys prior

I\ o< AT! n—ZeXp(—/\ci)
i=1

(see § 3.2.2) yields a better frequentist coverage than the standard Jeffreys prior 7/ for the posterior
Bayes intervals.

Consider the lifetime censored datasets from Table 4.3. The MLE 7,, =1/ Ay = 13,115. On Table
4.4 we present estimations of & computed using the priors 7/ and 7. We note that using 7/ for the
convenience of its conjugation properties can dramatically modify & and shift the agreement domain
for x. to the largest values of X. Such results highlight the need of a fine choice of the benchmark
noninformative prior when the data are poorly informative, and the need of using the full data infor-
mation even it is incomplete.

4.6.2 Application to the Weibull distribution

We consider again the Weibull censored data from § 4.5.3. We change our prior, choosing a hierarchical
prior defined in Chapter 3

plB ~ G(a,bla,3)),
6 ~ Be(p7 Q)
where ;1 = 77, where the Beta B, distribution is defined on [3;, 3,] and b(a, 3) is defined by
b(a’75) = (21/11 - 1)_1.’1,'5,

ze being also a prior estimation of the median lifetime. Still there, a gets a sense of a virtual sample
size. Thus the complete prior is hyperparametrized by (a, z,p, q, 51, 5-)- We do not consider here



128 CHAP.4— Measuring agreement between prior and data

lifetime data censored data

671, 802, 1517 4380, 4380, 4818, 5256, 5256, 6132, 6132

Table 4.3: EDF exponential lifetime censored data albis.

Te w 7T‘c]
3,000 0.2 25
5,000 1.75 5.5
10,000 7.8 6.2
15,000 125 1.5

Table 4.4: Estimations of ¢ when the standard and the censored Jeffreys priors are used.

the complete expert opinions given in Table 4.2, assuming simply that z. = 250. Moreover, we fix
(B1,8r) = (1,5) and some values of E[5] = 6 + (3. — 61)p/(p + ¢). In the same idea that in the
exponential case, we are also looking for default values for (a,p,q). Note that 7/(f3) is proper on
(31, B,]- So using MTS in DAC*!” is required only to adjust =7 (¢|3) where ¢’ is any parametrization
among {u, n, A}. Thus the size of a MTS () is 1. Similarly to § 4.5.3, we can study = (8) and 7 (¢’|5)
separately, using equation

DACY(nlyn) = DAC*(alyn) + DAC" (p,qlyn) 1. (4.9)

Checking and calibrating 7(6'|3). The expert common central value x. = 250 is very optimistic
with respect to the data. We find a = 0.25 ; thus, a non-conflicting prior on any scale parametrization
cannot yield more information than 1/4 of the information yielded by a single data. This prior is very
flat.

Checking and calibrating 7((3). We note & the prior standard deviation on 3 such that DACA? (p, qly,) =
1 and (p,§) the associate hyperparameter values. In Table 4.5 these values are computed for some
classical choices of E[g] in reliability. The elicited densities are displayed on Figure 4.12. Note that

when E[3] — (3, then o decreases, which means that only priors modelling a strong aging are not
conflicting with the data. Notice that a natural choice for (p, q), in absence of any critical information

about the expert opinion, is (1, 1). Indeed, we obtain a uniform distribution on [3;, 5] = [1,5]. Then

the default value of o is 0.53. Thus, assuming E[3] = 2, there is no other choice than eliciting (p, )

very close to (0.5,1.5) to obtain a non-conflicting prior.

E[g] & (h,4)

2 0.5 (0.5,1.5)
3 044 (2.0,2.0)
4 0.27 (7.2,2.4)

Table 4.5: Default values for the prior standard deviation and hyperparameters of 7(3).
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densities

Tab 4.12: Beta densities 7(53|p, ¢) with respect to E = E[(].

Calibrating the complete prior. Suppose that the Bayesian analyst recognizes that both experts
have perceived at least one failure time in the past. Setting a = 1 for the common expert median, we
obtain DAC*?/(aly,) = 1.16. Suppose that the Bayesian analyst chooses E[3] = 4 (which means a
strongly accelerated aging). Assuming that the complete prior remains not conflicting, we obtain a

lower bound o, on o if we want to have
DACA (n]y,) < 1.
From (4.9), this lower bound can be computed such that
DACA (p,qlyn) = 0.84.

We obtain finally omyi, = 0.286 in (p,q) = (6.1,2.03).

4.7 A possible improvement

In § 4.5.2, the issues raised by the definition of DAC“?” have been presented. They are especially due
to the size ¢ of the MTS, whose disturbing information can be too influential on the adaptation. In
our industrial examples, this is fortunately not the case for the exponential and Weibull models, since
q is respectively 1 and 2 and n remains close to 10 in the worst cases. Thus, it is desirable to decrease
the amount of disturbing information yielded by the MTS into DAC“!/. In this aim, we suggest to
weight the inferences which lead to compute 77/ (6|x(l)) and 7(0|z(l)) into the intrinsic adaptation.
These two posteriors can be modified into pseudoposteriors' as follows.

1. Let z(l) =z1,...,24 be an iid MTS.
q p/q
2. Define the p-weighted likelihood by L,(z(1);0) = (H f(:cz|9)> .

7 0l2(1) o« L,(a(1):6) (),

3. Define the weighted posteriors by
mp(Olz(l)) o< Lp(x(l);0) 7(0).

IThis term was introduced by Walker & Hjort (2001) and Ghoshal (2004) in the quite different context of the study
of posterior consistency.
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4. Fix p as the minimal value in IN such that 7 (0|z(l)) and m,(0|z(l)) are proper.

Necessarily, p < g. Thus, the mass of the likelihood of the MTS z(!) is enlarged and the pseudopos-
teriors should yield a lower information than the real posteriors. Note that the value of p is generally
limited by the choice of 77/ since a proper prior 7 can arbitrarily be chosen regular enough to assume
that 7, (0|x(l)) is proper for any p > 0. This scheme is easily adaptable to censored MTS, modifying
the weighted likelihood and possibly /. Note that when 77 is proper, we have clearly p = 0. For
NEF models, we obtain 7{ (9| (1)) = 7/ (|t) where t is the usual minimal sufficient statistic (the mean
in an i.i.d. case) of z(l). A more interesting fact is if p < ¢ for multidimensional or nonconjugate
models. For instance, p = 1 for the Weibull model, choosing 7/ as the Jeffreys prior, although ¢ = 2.
See next proposition, which is proved in Appendix § 4.9.1.

PROPOSITION 15. Let (z; # x;) > 1 be a MTS for the Weibull model. Consider the parametrization
(1, B) where p = n=5. Choose 7/ (u,3) o< (uB)~. Then ) (u,Blzs, ;) is proper for all p > 0, in
particular for p =1, and

plsaies o~ G (p /2 {el +a]})
) Blo ) o B (@) (o] + )

Some other rule could be proposed to choose p as a real value instead of an integer value. Es-
pecially, it is of interest to fix 0 < p < 1 to obtain a vague benchmark prior m;)(0]x(l)) when it is
possible. Thus we should consider this prior as yielding the same information that a fraction of one
single data. See Example 17 for an illustration. But such a rule remains difficult to assess objectively.

EXAMPLE 17. Weibull model.

We follow the Weibull example presented at § 4.6.2. Using the same prior distribution, we however
truncate 7(u|3) on [0,500]. Thus 7 is proper and DAC’ can be computed for the comparison with
DACP!Y. Fixing a = 2 and Var[8] = 0.025, we are looking for the domains on the prior median
x. and the prior mean fy such that 7(u|8) and 7(3) are not conflicting with yy,, using development
(4.9). Table 4.6 indicates these domains computed with DAC” or DAC*!7. The intrinsic adaptation
is computed using pseudoposterior ) (.|z(l)) defined in Proposition 15, for several values of p. In
particular we choose p = ¢ = 2, since it is the usual case where m(.[z(l)) = 77/ (.|z(l)). We observe

CA1Y closer to the

that the decreasing choice of p makes the agreement domains estimated by DA
reference domain estimated by DAC”. Thus, establishing a rule to weight 7/ (6|z(l)) appears to be a

subject of real interest.

DAC’ DACATY
p=2 p=1 p=1/2 p=1/4
n 37 - 242 45 - 236 43 - 238 40 - 240 39 - 241
I¢] 1.42 - 4.92 149 -4.78 145-4.82 1.43-485 1.42-4.88

Table 4.6: Agreement domains computed by DAC” and DACA!7 (for several values of p) H
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4.8 Conclusion

Using expert opinions is frequent in industrial issues where data are collected with difficulty. These
subjective perceptions can sometimes be far from the objective information yielded by the data, for
instance for technical reasons. Thus checking a discrepancy or an agreement gives an information
which can be used by the Bayesian analyst. The DAC criterion can be used for this detection. It is
an alternative approach to the P—value procedure proposed by Evans & Moshonov (2005a, 2005b).
Its handiness (here especially highlighted in the context of hierarchical priors) is, in our sense, a first
argument in favor of DAC. But there are three main differences between the rules.

A first difference is that DAC indicates threshold values for the hyperparameters, such that =
and y, are not conflicting, but such values remain undecidable for the P—value procedure. Thus,
DAC can reject very biaised priors that the P—value procedure accept, fixing usually the threshold
P—values to (5%,95%) percentiles.

A second difference is that, contrary to the P—value procedure, DAC accepts only prior distribu-
tions with compromising variance and bias. However, when the prior uncertainty is reasonable, both

approaches lead to the same conclusions.

A final feature of DAC is that it can be used as a tool of calibration, indicating a default value for

the variance of prior informative modellings.

Thus we think that DAC is an interesting alternative to the P—value procedure and a helpful
method to place in the toolkit of the Bayesian analyst. In function of the available information about
the conditions of the experiment and the expert credibility, the Bayesian analyst could correct the
subjective beliefs or ask for other experiments to understand the discrepancy. An open issue could be
detecting some outliers or the too influential data in the sample by sequential computations of DAC,

increasing or randomizing the dataset.

However, there remain some important difficulties to use DAC. The choice of the noninformative

J

benchmark prior 77 must be done carefully, being the prior with best frequentist coverage of the pos-

terior Bayes intervals. Our intrinsic adaptation can suffer of the small size n and the high dimension of
the model. A possible improvement has been proposed for this last point, as an avenue for future work.

4.9 Appendix

4.9.1 Propositions and proofs

In this subsection, the main propositions introduced or used in the text are recalled and proofs are

given.

PROPOSITION 13. Geometric combination of multiple priors. Let 7,..., 7, be m priors on
O, and let ay, ..., ay, be m weights such that 0 < a; <1, >.i" a; = 1. Denote w(0) o [[;-, m(0)5".
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Then

DACY (nlyn) < Zai DACY (mi|yn).
i=1

Proof. Denoting E[.] the mean with respect to 77 (f|yn), it is easy to see that

+10g/ [ =) do,
© =1

KL{x(lyn) [| 7) = E[logﬂ(wyn)—_zailogw(e)i

= Zai KL{n'(lyn) || mi) +logA
i=1

where A = / H m;(0)*" df. Using the generalized Holder inequality, we obtain
©i=1

A < ﬁ(/@m(e)de)m.

=1

Thus A < 1 since the 7; are densities and
KL{r'(lya) [| ™) < Y i KL{x/(|ya |Im)
i=1

which leads straightforwardly to the statement of the proposition. O

PROPOSITION 14. Bernoulli model. Let X, be an i.i.d. sample from a Bernoulli B,.(6) distribution.
We assume on 0 a prior Beta distribution B.(c, 3) on [0,1]. The Jeffreys prior n7 is the B.(1/2,1/2)
density. Note 6, =Y ., X;. Denoting 0 < 6y < 1 the true value of the parameter. Then, V(«,3) > 0,
forany 0 < g <1,

(logn)? E[DACY (o, B|Xn) — 1] — 0.

Proof. The Moivre-Laplace (or CLT) theorem indicates that under 5,.(6y),
6n — TL90 L
_— =

=00 N(0,1).

Thus denote

where U, = N (0,00(1 — 6p)). Note ¥ the digamma function (the log-derivative of the gamma
function). After some heavy calculations using asymptotic following developments

1 1
U(n+1) = logn+ —

an ~ 1o To ),

logT'(n + 1)

Liogor+ (n+ )1 4% whereO<a<1
5 log 2m n+ g )logn—n+ o, where a
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which can be derived from Abramowitz and Stegun (1972, p. 258-260) and the exact Stirling formula

given in Artin (1964, p.24), respectively, we find for n > max (5 that

1 ;)
20, 2(1—00)

KL{n'(|[Xa) | 77}

(n+1/2)logn —n¥(1/2)

+ UpvV/n{4—29(1/2)} + Kp,(1/2,1/2) + o(1),
KL{m'(|Xa) |7} = (n+3/2~a—p)logn—n(¥(5)+6 {¥(a) — ¥(A)})
+ Upvn {4 —V(a) —V(B)} + Ky, (o, B) + o(1).

where

K = torp O tog vt (-3 Yiog W 1 (5 1) tog MO

Then the asymptotic development of DAC" gives
1/2
DACH ) = L4 AMOD) [ SUDY Bl f, ¥/

logn logn "/nlogn logn
C@Q(aaﬁ) D(CLﬂ) —1
-U, 5 o(n 4.10
R+ P o) (4.10)
where
A@o(aﬂﬁ) = \11(1/2)—\11(ﬁ)—|—90 {\Ij(ﬂ) —\II(O[)}7
Ble, ) = 29(1/2) = ¥(a) — ¥(P),
Coo(a,8) = Ag,(a, 8){4—2¥(1/2)},
D(a,8) = 1l—a-p.

Note that at least one term in the development (4.10) is nonzero, except when 7 = 7/ (& a = =
1/2 < DAC”7 = 1). Indeed,

Agy(a, B) = 0, Ta) = U(P)
B(a,3) = 0, — - wasp=l2
{D(a,ﬂ) -0 {(Hﬂ - B

To prove that
(logn)?!E {DACJ(a, B Xn) -1 —0

for any 0 < ¢ < 1, it is enough to control E[V,,] where V,, = U,, [n(logn)?]~". A sufficient condition is
to show that E[V,,] — 0 when n increases. This can be done as follows. Denote Z,, = §,,/n. With

(Zn — 90)
(logn)”

we obtain by Markov ’s inequality, for any M > 0,

Vi =

IN

MT'E[|V,]?],

L E[Z2] + 200E[Z,,] + 0%
)% ’

E [[Vallgv, > an]

IN

(logn
Ml 6o (1 — 6y + 2nby)

q

IN

n (logn)?
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which obviously tends to 0 when n — oo followed by M — oco. This result ensures that V,, is
asymptotically uniformly integrable. Then, from van der Vaart (1998, Theorem 2.20), we have

lim E[V,] = lim _ElU]

where U ~ N(0,60(1 — 6p)). Then E[V;,] — 0 and the statement of the proposition follows.

The criterion DAC” comes to 1 in mean by upper or lower values. We thus study asymptotically
the probability Py, (DACY (a, 3|Xn) — 1 < 0) to come to 1 by lower values. Denote ® the cumulative
function of the reduced normal distribution.

A) Suppose firstly that Ag,(a, 3) # 0. When B(«, 3) > 0, from (4.10),

So

lim Py, {DAC’(,Blyn) —1<0} =0 &  Ag, (e, 3) >0,
lim Py, {DAC”(a,Blyn) —1<0} =1 & Ay, (e, 8) <O.

Conversely, when B(«, ) < 0,

By, {DAC (0 fX) ~1 <0} "ET 1@ (mﬂ?f%) |

which gives the same convergences on the same conditions on Ay, («, ). Finally, suppose
B(a,3) = 0. Then, if Ay, (c,3) > 0, then

PgO{DACJ(a7ﬂ|Xn)—1§O} e 1—<1>( vnlogn ) noee, ),

4-2W(1/2)

Similarly, when Ay, (a, 8) < 0, then

J _ M Vnlogn —
Py, {DAC (@, B Xn) = 1< 0} ~ @ <4 — 2\11(1/2)> -

B) Secondly, suppose that Ag,(«, 3) =0 (so Cq,(, 5) = 0). Then, if B(«, 3) > 0,

n—oo 1—a—p)logn oo
Py, {DAC (0, fXn) ~1 <0} "Z7 @ ( 1/2.
0o (CY ﬂ' n) — B(Ogﬂ)\/ﬁ /
We obtain the same result when B(a,8) < 0. The last case is when B(«, 3) = 0. It appears
when o = 8. Then, if a < 1/2, the expression (4.10) says that the limit is attained by upper
values. Conversely, if « > 1/2, the limit is attained by lower values. [
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PROPOSITION 15. Weibull model. Let (z; # z;) > 1 be a i.i.d. minimal training sample (MTS)
for the Weibull model parametrized by (u,3). Choose 7’ (1, 3) o< (u3)~t. Denote

) (s Blwi,my) o {L (im0 B} 77 (1, B)
where L(x; u, B) is the Weibull likelihood. Then wg(u,ﬂkci,xj) is proper for all p > 0, in particular
forp=1, and

-p
R T e T I

Proof. We have
J . . p—1 gp—1 . <PB/2 pp B B 1
T, (, Blas, x;) o< pP= 0070 (zxy) exp - ;) + ) {(1,3)>0} -
Then

B xix_pﬁ/Q
7 Ble ) o oot i)

G,
(et + )

If (z;,2;) > 1 and z; # z; then o = max(z;, z;)(,/Ziz;)~* > 1. Thus

pB/2 pB/2

g1 (ziz))

_y (zamy)
(xf—i—mf)p oGP 1 (Zixy

max(z;, z;)PP’

max(z;, a:J))
- — )

iLj

< B lexp <—pﬁlog
< @exp(-ploga).

Since a > 1, loga > 0 ; then we recognize that the right hand side of the last inequality is propor-
tional to a Gamma density with shape parameter p and scale parameter plog c. Thus we obtain that
p > 0= 7] (B|xi, x;) is proper. [

4.9.2 Kullback-Leibler divergences

Some of the expressions hereafter can be derived from Penny (2001). ¥ is the digamma function (the
log-derivative of the gamma function).

Beta distributions. Let B(a,b) and B(c,d) be two Beta distributions. Then

KL{B(a,b) || Ble,d)} = log EEI dbgp)l;((i;

+(a—¢){¥(a) = ¥(e)} + (b —d){¥(b) - ¥(d)}.
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Dirichlet distributions. Let D1 = Dir(as,...,aq) and Dy = Dir(by,...,bq) be two Dirichlet distri-
butions. Note a = Zle a; and b = 2?21 b;. Then

d

d
KL{D, || Ds} = log ?Ebi £ 10 ﬁé”; £ 30— b)(T(ar) ~ T(0)

Univariate normal bounded distributions. Let N1 = N (u1,0?) and Ny = N (p2,03) be two univariate
normal distributions defined on the bounded domain [T}, T,,]. Note

-1
T,
m 1
a; = (T, T, pi, 05) = </ eXP{——g(w—Mz‘)2} dfC) ;
T, 20’1
(z —p)?
N; = i — .
(x) « exp( 207

Then (denoting E[.] the mean with respect to N7),

@ 1 1 oy, M3 =13 | — pe
KL{N;y || N = log— — — — | E[(X — E[X
Nl 82) = do 2t (5o = 5o BICY — )]+ 22/ 4 M1t
where
E[(X —m)? = of {1+ (T — p)Ni(Th) + (11 — Tn) N1 (T}
BIX] = it of (N(T) - M(T)).

Univariate normal versus uniform distributions. Let N; = N'(u1,0%) be a univariate distribution on
[T1,T.,)- Let U be the uniform distribution on [T}, T,,]. With the notations previously defined,

1
KL{N, ||U} = logay+log(T,, —T)) — FE[(X —m)?.
1

Gamma versus uniwariate normal distributions. Let G = G(v,3) be a Gamma distribution with
mean /3 and variance v/3%. Let N = N (u,0?) be a univariate distribution. Then

KL V) = log 5+ (= W) = {% (% —u> +%} |

Gamma distributions. For i = 1,2, let G; = G(w, 5;) be two Gamma distributions with mean «;/3;
and variance «;/3?. Then
B

KL{G1 || G2} = (a1 —a)¥(a1)+ azlog 6_; + log ?EZ?% T <% - 1> .

4.9.3 Posterior priors

In this appendix, we give the formal expressions of the diffuse priors, proposed for defining the intrinsic
adaptation of the noninformative prior 77 in the exponential and Weibull cases.
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4.9.3.1 The exponential distribution

First, suppose that the MTS x(l) = x; where z; is a single 4.i.d. data from an uncensored sample yy,.
Then 7/ is the Jeffreys prior and

Ayn) ~ Gln—1> yj—mz
=1

Secondly, suppose that z(l) = ¢; where ¢; is a right-censored fixed data. Denote ¢; ..., c,—, the n —r
censored data into y,. From De Santis et al. (2001), we use the special Jeffreys prior

1 n—r
7l () L Z exp(—Ac;).
j=1
Then
I (M) o n— Z exp(—Ac;) exp (—A¢) .
j=1

To prove that 7/ (\|c;) is proper, we consider the marginal density

my,(¢;) = /IR+ 7 (Mei)S(es|N) dX

where S is the survival function. It is enough to show that m_(c;) < oo. Since

1

3 n—;exp(—)\cj) < A2

there exists a > 0 such that
my, (c;) < oz/ AT1/2
R+

4.9.3.2 The Weibull distribution

We suppose to have a sample y, = (Xy,Cn_r) Where x, = (z1,...,2,) are uncensored i.i.d. data
with density function f(z|n,3) = By Pz#~1exp(—n~P2%) for x > 0 and c,_, is a set of n — r fixed
right-censored data. Following Sun (1997), we consider the second-order matching reference prior
7/ (n,B) < (nB)~*. A uncensored MTS z(l) for the Weibull model is a couple (z;,x;) > 1, (z; # ;).
Note that we define no hierarchy between the two parameters, namely we do not consider the reference

prior in the case of a nuisance parameter.

Note that for any MTS (x;, z;) the posterior of the reference prior is explicit, thanks to a beautiful
result of Berger et al. (1998):

T, 8) = (Awiay)logwifal) ! (wiwg)” By exp (<77 (o] + 7))
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Then consider the new parametrization n — u = n~?, § — § with Jacobian J(u, ) = Bu'*/?. The
corresponding noninformative prior is 77 (11, 3) oc (©3?)~1. Thus 7% (u, 8) = 7 (u|B) 79 (8) with

uB ~ (22 +a]),
(wizy)" >

5
2| logx; /x| (:vf + xf)

wi(g) =

The computation of DACA!/(7|y,) needs to compute the posterior density of 77 conditionally to
Yn(ij) = (Y(ij)1s- -+ Y(ij)n) the sample y, whose components z; and x; have been removed. Denote
similarly xy (;;). The posterior densities are

ﬂ-ij(,uaﬁ|yn(ij)) = Wij(,uw,)’n(ij)) L (5Iyn(ij))
with
B yngiy ~ G (“Z%@)k) :

k=1

r B8
( I1 w(z‘j)k)
k=1

W(ﬁb’n(ij)) o« " I 7
(&)



Chapitre

Méthodes de calcul bayésien

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes focalisés sur I’étude de la connaissance experte
et la calibration d’une mesure de probabilité a priori, en passant volontairement sous silence les
méthodes de calcul bayésien, vouées & estimer a posteriori une fonction d’intérét. Celles-ci
interviennent par ailleurs dans le calcul du critére DAC, proposé au chapitre 4. L’objet du présent
chapitre est donc de présenter et analyser les méthodes numériques nous permettant de mener les
calculs nécessaires & une analyse bayésienne compléte.
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5.1 Introduction

Considérons un échantillon de données observées y,, qui sont supposées étre des représentations
d’une variable aléatoire de densité f(x|0), de parameétre § € ©. Dans le cadre bayésien, 6 est lui aussi
supposé aléatoire et muni d’une densité 7(0) dominée par une mesure de référence v sur ’espace

mesurable ©'. L’estimation bayésienne est fondée sur la loi a posteriori de densité
m(0lyn) o m(0)L(yn;0)

ot L(yn;0) désigne la vraisemblance de I’échantillon y,,.

Ce chapitre est consacré aux méthodes numériques permettant d’estimera posterior: une fonction
d’intérét ®(0). En général, dans un cadre d’étude fiabiliste, () = 6, ®(0) = E[X|6] (durée de vie
moyenne) ou ®(0) = S(t|f) ou t est une valeur de temps fixée (survie au temps t). L’estimation ¢
la plus traditionnelle est réalisée sous le codt quadratique (Robert 2001). Il s’agit de I’espérance a

posteriori

6 = /@ B(0)7(0]yn) do.

Jo ®(O)L(yn: 0)7(0) db
Jo L(yn; 0)m(6) db

Le plus souvent, ces intégrales ne sont pas explicites et il est indispensable de recourir & des méthodes

d’approximation. Trois types de méthode sont théoriquement susceptibles de fournir une bonne esti-
mation de ces intégrales.

1. Les méthodes d’approximation de Lindley (1980) et de Laplace (Tierney et al. 1986), fondée sur le
développement asymptotique des quantités & intégrer.

2. Les méthodes d’intégration numérique de type Newton-Cotes, Runge-Kutta, etc. qui offrent plutot
de bons résultats lorsque d = dim © est petite, mais présentent des instabilités numériques (Bacha
1996).

3. Les algorithmes d’échantillonnage.

Selon Bacha (1996), les deux premiéres méthodes restent peu adaptées a notre cadre d’étude, ou les
données y, sont en faible nombre et censurées, au contraire des méthodes d’échantillonnage. Dans ce
chapitre, nous considérons exclusivement ces derniéres.

Le livre de Robert & Casella (2004) offre un panorama complet des méthodes d’échantillonnage
et constitue la référence majeure de notre chapitre. Signalons ’article en francais de Guillin et al.
(2005) qui offre une introduction trés claire & la construction de ces méthodes, en évitant au maxi-
mum les notations mathématiques, ainsi qu’un apercu historique de leur développement au sein de la
communauté bayésienne.

1 Cette mesure sera induite et non exprimée dans les intégrales de ce chapitre, pour faciliter la lecture.
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Les méthodes d’échantillonnage peuvent elles-mémes se diviser en deux catégories :

e les méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC),

e les méthodes d’échantillonnage préférentiel (ou d’importance sampling).

Dans les deux cas, elles visent & simuler un échantillon 6y = (61, ..., 05s) de la distribution de densité
7(0]yn). Idéalement, obtenir un tel échantillon permet l'estimation

qui converge vers ¢ presque sirement quand M — oo, de par la loi des grands nombres ; estimation
dont la précision peut étre estimée par

1 M
2
Tou = arog 2 (200 o)

Cependant, si 'objectif est le méme, précisons que ces deux méthodes sont par construction trés
différentes. Les méthodes MCMC sont itératives et produisent & l'itération ¢ un échantillonnage On
qui sont des réalisations d’une chaine de Markov ayant pour distribution stationnaire 7(6|yn). Les
algorithmes d’échantillonnage préférentiel produisent un échantillon simulé selon une distribution ins-
trumentale, de densité idéalement proche de 7(6|yn) ; certaines parties de I’échantillon peuvent ensuite
étre conservées, aprés rééchantillonnage, de telle fagcon que I’échantillon final suive approximativement

7(0]yn)-

Ce chapitre se divise en trois parties. Premiérement, nous faisons quelques brefs rappels sur les
méthodes MCMC et les algorithmes d’échantillonnage préférentiel. Par la suite, nous concentrons
notre étude sur ces derniers. En effet, nous proposons dans une seconde partie une analyse critique
de lagorithme BRM proposé par Bacha & Celeux (1996). Avantagé par sa facilité d’utilisation, cet
algorithme est ainsi employé dans le récent logiciel REXPERT (Procaccia & Procaccia 2005), dédié
a la fiabilité industrielle. Nous montrons que la méthode présente cependant des défauts théoriques
et peut provoquer des erreurs d’estimation importantes. Il est impératif, avant toute utilisation de
cette technique, d’obtenir des indications sur la proximité de 7 et de y,. Le lien est ainsi fait avec le
chapitre 4, ou est introduit et étudié le critére DAC qui fournit de telles indications. Par ailleurs, nous
faisons un certain nombre de propositions pour appliquer la méthode aux modélisations bayésiennes
de Weibull développées au chapitre 3.

La troisiéme partie du chapitre est consacrée a 'utilisation de I’algorithme Population Monte Carlo
(PMC), introduit par Cappé et al. (2004) puis amélioré par Douc et al. (2005) et Celeux et al. (2006).
Aprés une description de la méthode (ainsi quune comparaison de construction avec BRM) nous étu-
dions son application dans le cadre des modélisations bayésiennes de Weibull développées au chapitre
3. Une comparaison est faite, via le logiciel WinBUGS, avec les méthodes MCMC.

Rappelons que dans notre cadre d’étude, ’échantillon y,, est souvent constitué de données man-
quantes, comprenant éventuellement des données incomplétes (voir chapitre 1). Notons z les données
manquantes du probléme et k(z|yn, 0) leur densité conditionnellement & 1’échantillon observé. Dans un
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contexte de données de durée de vie censurées & droite, les données manquantes z sont les n —r temps
de défaillance survenant aprés les temps de censure observés ¢y, ..., ¢y, SUpposés généralement fixés
indépendamment de I’expérience. Alors

n—r

\

k(z|yn,0) (e |9 ]l]cl +oo[(zz)

i=1
ou S est la fonction de survie du modéle. D’une facon générale, la densité des données observées peut
s’écrire sous la forme marginale

fy(yalf) = / 9(Ymr2l6) dz

ol g est donc la densité des données complétes. Tout au long de ce chapitre, nous accordons une place
importante & la prise en compte de ces données manquantes dans les méthodes d’estimation.

5.2 Algorithmes d’échantillonnage

5.2.1 Méthodes MCMC

Outre notre référence principale au livre de Robert & Casella (2004), on trouve dans Bacha (1996)
un résumé clair des principales méthodes MCMC ainsi que des remarques d’utilisation. Nous n’en
faisons ici qu’un bref rappel.

Le principe général d’une méthode MCMC est le suivant. Partant d’une distribution de densité
70(0|yn), la méthode produit une chaine de Markov de réalisations 8V, ... #®) ... qui a pour dis-
tribution stationnaire 7(6|y,). Ainsi, la convergence de 'estimation

R ®
= T;‘b((’ )

vers ¢ est assurée par Pergodicité de cette chaine de Markov. Plus formellement, en notant ¢, le “temps
de chauffe” de la chaine - soit le nombre d’itérations ¢ & partir duquel la chaine de Markov peut étre
considérée en régime stationnaire - on a

T
_t0+1 Z; (g(t) FEN,

Une méthode MCMC est entiérement déterminée par le choix d’un noyau markovien, que 'on peut
comprendre comme la généralisation au cadre continu de la matrice de transition d’une chaine de
Markov & états discrets. On peut le définir, au temps ¢ de la méthode, par

K(0,4) = p(9<t> eA|0("*1):9),

= /A (6,0) do

ot f — k(0,0) est une densité sur © (dite densité de transition). Parmi les méthodes MCMC, I'algo-
rithme de Hastings-Metropolis (Hastings 1970) et l’algorithme de Gibbs (Geman & Geman 1984) sont
les plus utilisées et ont donné lieu de nombreux algorithmes dérivés. Le logiciel BUGS/WinBUGS
(Spiegelhalter et al. 1999) permet de simuler des chaines MCMC et d’estimer les paramétres d’un
modéle, par échantillonnage de Gibbs.
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5.2.1.1 Algorithme d’Hastings-Metropolis
Cet algorithme produit une chaine de Markov de noyau Ky en faisant appel, a l'itération ¢t — t+1,
a deux étapes :

1. on simule des réalisations de # en utilisant un noyau markovien auziliaire, de densité (6¢,.)
arbitrairement fixée ;

2. on procéde & une étape d’acceptation-rejet sur ces réalisations selon une probabilité p(6?,.)
dépendante de (6%, .).

A la fin de chaque itération, une partie des valeurs simulées a litération précédente est conservée
et une autre partie est remise & jour wia cette seconde étape. Au final, les échantillons produits ne
sont pas i.i.d. La probabilité p(@, é) est construite de fagon a ce que la loi cible 7 (f|yn) soit une loi
invariante pour la chaine de noyau K, quel que soit le choix de (6, 9). Il est cependant nécessaire
que le rapport

m(6lyn)/x(6]0)

soit connu & une constante multiplicative prés indépendante de 6. Voir le chapitre 7 de Robert &
Casella (2004) pour plus de précisions. L’itération ¢ — ¢t + 1 de D’algorithme s’écrit formellement
comme suit. On rappelle la notation

T(0lyn) = L(yn;0) 7(0).

Algorithme 2. Hastings-Metropolis.
Itération t —t+1

1. simuler 0 ~ x(A1),.);
2. simuler u~Up ) ;
3. calculer la probabilité d’acceptation

min{l 7(0lyw)/n(00).0)
"7 (0O ]yn)/r(0,00))

b st w00 ly)e(0.0) 20

sinon.

p(0,6)

6  siu<pd,0),

(t+1) _
4. poser 6 { 00 sinon.

Trés usuellement, on choisit x(6,60) = (0), ce qui permet de simplifier ’écriture de la probabilité
d’acceptation. La densité () doit alors mimer correctement le comportement de 7(6|yy ) pour assurer
une bonne convergence de ’algorithme.

5.2.1.2 Algorithme de Gibbs

Au chapitre 3, nous avons remarqué que la structure de la distribution a posteriori des paramétres
(14, B) du modeéle de Weibull

,LL|YHa6 ~ g(avb(ﬂ))7
Blyn ~ 7(Blyn)
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permettait de simplifier la simulation des couples (u,3) : sachant des réalisations de 3, il est aisé
de simuler des réalisations de p de par la connaissance explicite de 7(u|yn, 3). C’est sur de telles
propriétés de dépendance conditionnelle entre paramétres que 1’on construit ’algorithme de Gibbs.

Plus généralement, si 'on peut écrire 61, ..., 6, une partition du vecteur des paramétres ¢ pour le
modeéle étudié, et si 'on peut spécifier complétement les lois de comportement a posteriori condition-
nelles

7T(91 |92, ey 6‘1,, yn),
7T(92|91, 93 ey Hp, yn),
7T(9p71|91, ey Hp,g, Hp, yn),
7T(9p|91, ey Gp_l,yn)
alors on peut facilement simuler, pas par pas, des réalisations conditionnelles de 61, ..., 6,. En itérant

le procédé un grand nombre de fois, la chaine de Markov produite par ces simulations répétées a pour
distribution stationnaire w(f|yy ). Formellement, 1’algorithme s’écrit comme suit.

Algorithme 3. Gibbs.
Itération t - ¢t+1 :

1. simuler 9§t+1) ~ 77(91|9§t), ce 9,(,t),yn) ;
2. pour j=2,...,p—1, simuler 9§-t+1) ~ 7T(9j|9§t+1), e 9§-t+1) gttt .,HI(f),yn) ;

-1 V5415
3. simuler 6‘,(,t+1) ~ 7T(9p|6‘§t+1), s H;tjll),yn).

Cependant, il arrive rarement que ’on puisse spécifier complétement toutes les lois conditionnelles.
Si le conditionnement peut étre optimisé de fagon & obtenir le plus grand nombre possible de lois
explicites, il est souvent nécessaire de coupler cet algorithme & des étapes d’Hastings-Metropolis pour
obtenir la simulation d’une loi conditionnelle connue & une constante multiplicative prés. Le tout forme

donc un algorithme hybride qui, parfois, peut étre lourd d’exécution.

5.2.1.3 Difficultés des méthodes MCMC

En contrepartie d’une relative facilité d’implémentation, les méthodes MCMC peuvent présenter
des difficultés importantes.

La convergence - c’est-a-dire ’atteinte de 1’équilibre de la chaine de Markov - peut étre trés lente,
surtout lorsque 7(f|yn ) est difficile & approximer par une densité de transition « facilement simulable. ;
par ailleurs, une faible maniabilité de ’expression de 7(6|yy) rend cette convergence parfois difficile &
prouver.

Par ailleurs, méme si convergence il y a, détecter le “temps de chauffe” est loin d’étre évident.
Une importante littérature est ainsi consacrée & la recherche de critéres d’arrét des méthodes MCMC.
Voir ainsi les livres de Robert (1998) et Robert & Casella (2004, chap. 12) et l’article de Chauveau &
Diebolt (1999).
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5.2.2 Meéthodes d’échantillonnage préférentiel

Les algorithmes d’échantillonnage préférentiel, ou importance sampling, sont des méthodes de si-
mulation qui, & partir d’un échantillon .i.d. Opg = 61, ..., 0 provenant d’une densité instrumentale
ou d’importance p(#), vont proposer une estimation de ¢. En effet, puisque

_ 7(Olyn)
6 - /@ #(0) 722 5(0) o,

une estimation naturelle de ¢ est

M
VS Zu—lz@(ei) (5.1)
1=1
ou
_ %%
w; = M )
> wj
Jj=1
W = w(9i|Yn) _ ﬁ(9i|yn) _ ‘C(Yn;ei) 7T(91) (52)

p(0:) p(0;)
En application directe de la loi des grands nombres, sous I’hypothése que Supp(7(8|yn)) C Supp(p(6))
et que / O()m(f|lyn) df < o0, on a

oy 6

Olyn
Si de plus / @2(9)MW(9) df < oo, alors
B

p(6)

VM {on — ¢} 5 N(0,02)

ou o3 ={ [ #(elya) d9}2 { [ @@ -0 wtolyanioivn) as}.

Ce type de méthode peut apparaitre ingénieux mais fragile dans des cas pratiques, 'estimation ¢
étant rendue fortement dépendante des poids w;. On peut résumer informellement un bon choix de p :

e p(0) doit rester proche de 7(0]yn) tout en étant facile a simuler ; dans ce cas, les poids @; restent
relativement équilibrés et réduisent la variabilité de (5.1);
e la densité p(f) doit posséder des queues au moins aussi lourdes que celles de 7(0|yn).

Tout I’art de I’échantillonnage préférentiel consiste donc & choisir finement une densité p qui, en plus
de vérifier les conditions ci-dessus, doit présenter des caractéristiques délicates & vérifier (il faut par
exemple établir des critéres de proximité avec w(0|yy ), densité que 'on ne connait pas explicitement).
Ce qui explique que I’échantillonnage préférentiel ait été quelque peu délaissé, par le passé, au profit
des méthodes MCMC. Cependant, différentes méthodes de construction de p(#) ont été proposées. On
peut les séparer en deux catégories.
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1. Les méthodes statiques, ou p(f) est déterminée de facon unique en préalable & la simulation.
Parmi elles, la méthode WLB ( Weighted Likelihood Boostrap), proposée par Newton (1991) et
Newton & Raftery (1994) construit p(f) de fagcon non paramétrique, par apprentissage & partir
de l'information apportée par y,. Bacha & Celeux (1996) ont pointé les difficultés théoriques et
concrétes rencontrées par 'utilisation de cette méthode. Ils ont proposé & la place ’algorithme
BRM (Bayesian Restoration Mazximization), qui fait 'objet d’une étude critique dans la section
suivante. Celui-ci est simple d’utilisation, réservé aux modéles & données manquantes et n’ad-
met pas d’a priori impropre. 11 semble donc adapté aux problémes bayésiens industriels mais
rencontre des problémes théoriques et appliqués.

2. Les méthodes adaptatives, ot p(6) est construite par itérations successives, en fonction de 'adap-
tation des simulations courantes 61,...,60y ~ p(f) a la densité cible 7(6|yn). Une étude de
Palgorithme PMC (Population Monte Carlo) est ainsi proposée au § 5.4.

Traditionnellement, les algorithmes d’échantillonnage préférentiel sont associés & une étape de ré-
échantillonnage par densité de préférence, notée SIR, (Sampling Importance Resampling, Rubin 1987
& 1988), qui permet d’obtenir & partir de 6y ~ p(6) un échantillon 0p, non i.i.d., de taille P < M
qui suit approximativement 7(f|yy). On procéde de la maniére suivante.

Algorithme 4. SIR.

M
1. Normaliser les poids w; en w; :wi/ij.
=1
2. Simuler les indicateurs (iy,...,iy) € INM selon la loi multinomiale M, (.|@y,. .., @)
M
tels que Y, i = P.
k=1
3. Sélectionner (61,...,0p) = (01,...,01,09,..., 09, ... .05, ...,00).
—— N—_—— ——
i1 fois iz fois ine fois

Ce faisant, par ’application de la loi des grands nombres, fp suit approximativement m(0)yn) lorsque
M/P — oo. Rubin (1987) considére (sans justification théorique) qu’un rapport M/P = 20 est géné-
ralement suffisant. Dans les applications, on choisira M /P = 30.

REMARQUE 11. Vis-a-vis des MCMC, les méthodes d’échantillonnage préférentiel apportent le gain
sutvant : un échantillon d’importance est réutilisable lorsqu’on décide de modifier w(0) en ©*(0) (par

exemple pour une étude de sensibilité). Puisque

(0
T (Olym) x T a6lya)
il est aisé d’obtenir un nouvel estimateur a posteriori en modifiant les poids w; en
.o Tm(8s)
w; = 0 W

Ainsi, on peut se ramener 4 utilisation d’a priori conjugués ou pratiques pour estimer a posteriori
une fonction d’intérét.
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5.3 L’algorithme BRM : une étude critique

5.3.1 Définition de la méthode

L’algorithme BRM propose la construction de la densité instrumentale p(#) & partir de I’informa-
tion apportée par les données y, mais en utilisant aussi 'information a priori modélisée par 7(6). Il
n’est applicable que dans le cadre des modéles & données manquantes. Ces données manquantes sont
reconstituées & partir d’une simulation marginale a priori, ce qui implique que 7 doit étre propre. Le
principe de 1’algorithme est le suivant : en maximisant la vraisemblance de M échantillons reconsti-
tués, on obtient alors un échantillon fy; d’estimations de 6. En choisissant p(0) comme la densité de
Om (ou comme un estimateur non paramétrique de cette densité), p(f) est intuitivement susceptible
d’étre proche de 7(f]yn). Selon le but & atteindre, on peut coupler cette méthode avec des méthodes
de rééchantillonage. Le couplage BRM-SIR est ainsi conseillé pour obtenir des réalisations de la loi a
posteriori. Voir Bacha (1996, chapitre 2) pour plus de précisions sur le choix & effectuer.

Soit z les données manquantes. L’algorithme s’écrit alors, avec les notations précisées dans 'intro-
duction de ce chapitre,

1. Pour 1 =1,..., M
(B) simuler 6; ~7(6);
(R) simuler z; ~ k(z|yn,0:);

(M) calculer 6; = argmgxg(yn,zﬂ@).

2. On choisit p comme la densité des tirages O = (91,...,91\4).

En général, la densité p n’est pas explicite et une estimation non paramétrique p est nécessaire.
Ce faisant, on “lisse” la répartition discréte des valeurs 61, ..., 0, par le biais de fonctions continues
centrées sur les 6;. La technique utilisée est la méthode des noyaux gaussiens qui estime p(#) par

PO = SN e 0) (53

ol F est une matrice carrée non singuliére d’ordre d = dim © et N(z) est la densité de la loi N(0, I,)
avec I; I'identité en dimension d. La matrice F' est choisie selon le principe du lissage maximum (Terrel

E K/@ p(6) db — p(e)ﬂ .

Le cas exponentiel est une exception, p étant explicite, et fait 1’objet de la sous-partie suivante.

1990) qui cherche & minimiser

Il permet de montrer que le caractére “intuitif” de 1’algorithme peut étre trompeur et que p n’est
malheureusement pas toujours un bon choix de densité d’importance. De fait, le gros défaut de BRM
est de rendre les poids w; de la formule (5.2) parfois trés dépendants des valeurs . Supposons par
exemple qu’il y ait peu de données manquantes. Dans ce cas, les MLE 6, sont trés proches les uns
des autres, et les queues de p(6) risquent d’étre plus légéres que celles de 7(f|yn). Ce phénoméne
est amplifié par le choix de noyaux gaussiens. En conséquence, la variance empirique de I’estimation
risque d’étre abusivement faible.
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5.3.2 Difficultés et précautions

Afin donc de mesurer les difficultés théoriques de BRM, nous étudions son application au modéle
exponentiel. Il s’agit d’un cas trés simple, pour lequel la densité p(6) des (6}) est explicite et ne nécessite
pas de construire une estimation non paramétrique lorsque 7 est conjugué. Bien entendu, nous n’avons
nul besoin d’un algorithme d’échantillonnage puisque 7(0|yn) est alors entiérement connue et aisé-

ment simulable. Nous montrons sur ce cas simple que p s’avére un candidat dangereux car borné sur ©.

Soit f(x|\) la densité du modéle exponentiel £(\). On place sur A un a priori conjugué G(a,b) de

densité
b 1
A = A e —b\) 1 .
() ) xp (—bA) Lpnsoy
On suppose que Péchantillon observé y, contient 0 < r < n valeurs (x1,...,2,) non censurées et
Cn—r = (€1, ..., Cn_y) valeurs censurées fixées (type-I). Alors, en notant t(yn) = > ., yi, on a
. n
)\- = _
’ t(yn) + ti

out; =Y .| 2 et, de par la propriété d’absence de mémoire,
k
Zn EN),
tin ~ Gn—nA).
La densité inconditionnelle de ¢; est alors

frlt) = /}R (N0
I

(n—r+a)b®
(n —r)(a) (b4 )"t "

n—r—1

Par un simple changement de variable, on trouve

_ Ta—r+a) (_(n—tlya)n ayar
PN = T T <(n— (t(yn) —b)A)“) nb" A To<rcnyilyn)}-

La densité des MLE reconstitués est donc bornée sur [0,n/t(yn)[, ce qui induit que la densité-cible
réelle de I’échantillonnage est la restriction de w(\|yyn) sur [0,n/t(yn)[. Ainsi, p représente théorique-
ment un mauvais choix de densité d’importance.

Cependant, ce défaut résulte du fait que 'on privilégie la connaissance de la densité p(6) a toute
reconstruction non paramétrique. Cette lecture “myope” de ’algorithme permet certes de mettre en
valeur la fragilité de BRM, mais on peut imaginer un bon choix de noyaux non bornés, avec des queues
acceptables, qui permettrait d’évacuer cette difficulté théorique. L’utilisation de noyaux gaussiens
dans (5.3)ayant tendance & exagérer la concentration des MLE reconstitués, des noyaux de Cauchy
de densités

pc(fla,bo) = (%)m

paraissent susceptibles d’améliorer I'estimation non paramétrique de p. En effet, les lois de Cauchy
sont connues pour n’avoir ni espérance ni variance, et les variables de Cauchy n’obéissent pas au théo-
réme central limite ; la probabilité d’obtenir des valeurs éloignées de 6y est en fait trop élevée pour
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permettre & la moyenne empirique de converger. Ainsi, cette loi se caractérise par un fort étalement
et des queues trés lourdes.

REMARQUE 12. Par ailleurs, pour des raisons déja évoquées au chapitre 4, un a priori industriel
reste dans les faits proche des données. Ainsi, comme le note Celeux (1996), en dépit du fait que le
support de p est borné, la procédure BRM, dans le cas exponentiel, permet d’estimer convenablement
la majeure partie de la masse de w(.|yn).

D’une fagon générale, I’utilisation de BRM est simple (et possiblement améliorable), mais son gros
défaut est de fournir potentiellement des poids w; trop déséquilibrés en fonction de I’éloignement entre
7 et yn. On propose donc de précéder 'emploi de BRM du calcul du critére DAC défini au chapitre
4, qui semble bien adapté au probléme. Si jamais DAC > 1 ou si le pourcentage de données censurées
est faible, on proscrit 'utilisation de BRM et un autre choix de densité d’importance doit étre fait. Un
examen ‘“visuel” de la proximité entre information a priori et objective peut suffire lorsque la dimen-
sion de 6 est restreinte & 1 ou 2. Dans des cas de dimension supérieure, elle devient moins évidente &
appréhender, d’ou l'utilité de DAC.

5.3.3 Une densité instrumentale de référence

Dans le cadre du chapitre 3, on a défini () sur un compact [G;, 8] pour le modéle de Weibull. Dans

ce méme chapitre, nous faisons un choix a priori nous permettant d’obtenir explicitement 7(u|3, yn) :

plB ~ G(a,b(a,B)),
B ~ B.(p,q) définie sur [5, 5,

Ainsi, on s’assure que la densité instrumentale

pR(;“ﬁﬂ) = 7T(9/|67Yn)PR(ﬁ)a
B~ Upp,

respecte les conditions souhaitées par Geweke (1989) et conserve des queues toujours plus lourdes que
7T(9|yn)' On a alors W(leﬁb’n) = W(ﬂb’n) et

b*(a, B)
(b(cu B) + é yl

r B
W(ﬂb’n) = ﬁr <H xi) (5 - ﬁl)pil(ﬁr - ﬁ)qil )a+r :ﬂ.{mgggﬁr}.
=1

Ce choix de référence nous permet donc, au travers d’applications numériques, d’apprécier le compor-
tement de la densité instrumentale proposée par BRM.

5.3.4 Comparaisons

On simule 30 échantillons de taille n = 20 selon le modéle de Weibull de paramétres (1o, 8o) =
(112, 3) (soit d’espérance 100 et de variance 36%). On remplace n —r valeurs de cet échantillon par une
censure simulée selon la loi uniforme sur [110, 130]. Quatre pourcentages de censure seront considérés :
5%, 256%, 50%, 75%. On fixe [3;, B,] = [1,5] et p = q. Ainsi, m(3) est toujours centrée sur Gy. On
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choisit deux valeurs p = 1.5 et p = 15, ce qui entraine og = 1 et 03 = 0.36. D’autre part, on suppose
connaitre la médiane marginale a priori x.. On utilise donc, d’aprés le chapitre 3, la formule

bla,3) = (2Y¢—1)"1ab.

€

On choisit z, = 100, ce qui est parfaitement en accord avec les données, et z. = 50, ce qui témoigne
d’une expertise trés pessimiste. Enfin, a correspondant & une taille d’échantillon fictif, on sélectionne
a = 3 et a = 10. Dans le deuxiéme cas, s’il y a forte censure, I’a priori apporte une information sur 6’
plus importante que les données.

Dans les tableaux 5.1 et 5.2, on présente pour chaque choix de densité instrumentale, selon plu-
sieurs caractéristiques de 7, un triplet de valeurs correspondant aux estimations de Monte-Carlo de la
durée de vie moyenne a posteriori (’espérance prédictive sur X), notée D, de son écart-type op et le
pourcentage de survie prédictif & o = 130 (soit la valeur maximale de la censure), noté Si39. Ces esti-
mations sont calculées aprés une étape SIR sur les simulations des différentes densités instrumentales,
a partir de M = 10* particules. A titre de comparaison, on indique également ’estimation moyenne
de ces quantités par maximisation de la vraisemblance (EMV).

De fagon quasi-systématique, la méthode BRM sous-estime op. Comme prévu, cette estimation
peut étre fortement erronée lorsque la censure est importante et que ’a priori est éloigné des données
(cf. tableau 5.2, 3éme ligne). L’estimation de D souffre elle aussi de ce conflit potentiel entre données
et a priori. Lorsque ’a priori est faiblement informatif vis-a-vis des données (a = 3, o3 = 1), lesti-
mation de D par BRM reste trés dépendante de x. = 50. Par ailleurs, ces défauts d’estimation et de

proximité avec 7(6|yy) induisent dans cet exemple des taux de survie surévalués.
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a o0 % cens. EMV BRM référence (pr)

3 036 25% 112 39 31% 110 40 30% 110 40 31%
50% 129 39 48% 128 40 48% 126 46 45%

10 1 5% 100 35 21% 101 33 21% 100 37 21%
25% 115 39 35% 112 35 31% 111 42 31%
50% 133 43 52% 122 38 42% 123 49 51%

TAB. 5.1 — Triplets (D, op, S130) pour un a priori en accord avec les données (z, = 100). BRM offre

une estimation raisonnable des quantités a posteriori, vis-a-vis de ’estimation de référence (derniére

colonne).

a o % cens. EMV BRM référence (pr)
3 1 25% 113 39 33% 112 37 32% 108 48 30%
50% 127 40 48% 124 34 44% 128 61 43%

75% 162 53 70% 138 35 60% 133 114 62%

0.36 25% 111 34 30% 112 37 32% 105 40 27%

50% 130 42 49% 127 38 47% 123 48 42%

75% 158 47 71% 150 47 64% 154 61 61%
10 1 5% 102 35 22% 104 39 25% 86 45 16%
25% 114 37 33% 115 39 34% 97 55 24%

50% 129 41 48% 131 50 48% 119 81 36%

TAB. 5.2 — Triplets (D, op, S130) pour un a priori décalé avec les données (z. = 50). BRM sous-
estime fortement op dans de nombreux cas, et 'estimation de la durée de vie D est parfois erronée
(8 derniéres lignes), vis-a-vis de l'estimation de référence (derniére colonne).
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5.4 L’algorithme Population Monte-Carlo

5.4.1 Définition

La recherche d’une bonne densité instrumentale p(f) est 'enjeu de cette section. Nous l’avons vu
précédemment, le choix de p(#) est loin d’étre évident, malgré la simplicité des conditions de Geweke.
Cappé et al. (2004), sous le nom d’algorithme PMC (Population Monte Carlo), ont proposé d’intro-
duire une dimension itérative dans la production d’échantillons préférentiels dans le but d’adapter
p(0) a la densité cible 7(0|yy). Cette adaptation est implémentée de fagon séquentielle : au pas t de
I’algorithme, M réalisations de 6 sont simulées & partir d’'une densité instrumentale courante dépen-
dant des M réalisations du pas t — 1. A I’étape finale t = T', les M derniéres réalisations sont utilisées
pour estimer ¢s selon l'expression (5.1).

Au fur et & mesure des itérations, le bon ou le mauvais comportement de la densité instrumentale
courante est jugé a travers la distribution des poids d’importance, et idéalement, la forme de p(6) se
rapproche de celle de 7(0]yy). L’avantage de cette méthode est de permettre une grande généralité de
choix instrumentaux & chaque pas de ’algorithme, et d’aboutir potentiellement & une meilleure effi-
cacité que les algorithmes classiques d’échantillonnage préférentiel. Par ailleurs, un gain important de
la méthode est le cott plutot faible d’itérations en ¢ avant de parvenir & la stabilité de la distribution

instrumentale.

On trouve dans l’article de Guillin et al. (2005) un résumé trés clair de la construction de PMC et
une comparaison de ’algorithme avec les méthodes MCMC ; le bon comportement de PMC vis-a-vis
des résultats parfois insatisfaisants des méthodes MCMC est ainsi mis en lumiére. Au cours de cette
section, nous produirons quelques comparaisons numériques, dans notre contexte d’étude industrielle,
qui illustreront 13 aussi le meilleur comportement de PMC.

Différences avec BRM. Alors que BRM est un algorithme d’échantillonnage statique, PMC est
dynamique : il agit de maniére adaptative. Nous verrons qu’un tirage a priori est nécessaire pour
PMC; cependant celui-ci ne sert qu’a ’initialisation de I’algorithme. On peut donc utiliser PMC pour
estimer une grandeur a posteriori, pour laquelle I’a priori est non informatif, a la différence de BRM ;
il suffit de simuler initialement une loi faiblement informative. Par ailleurs, BRM n’est utilisable qu’en
présence de données manquantes ; l'utilisation de PMC n’y est pas restreinte.

5.4.1.1 Forme générique

L’implémentation de l'algorithme s’articule autour de l'itération des étapes suivantes :
1. on simule M variables aléatoires (ou particules) suivant une densité choisie a priori ou courante;

2. on calcule le poids de chaque particule suivant (5.2) et on rééchantillonne parmi les M particules,
proportionnellement & ces poids, pour obtenir un nouvel échantillon.

On note Fjs+ 'ensemble des particules 61 ,...,0n+ et des poids wi,...,wn: calculés & T'ité-
ration t de l’algorithme. Ces M particules sont ainsi simulées selon M distributions instrumentales
pit(0) (i=1,..., M), densités qui sont donc construites sachant Fas+—1. En effet, toutes les informa-
tions d’échantillonnage et de rééchantillonnage & l’itération ¢t — 1 de ’algorithme sont potentiellement
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utilisables pour adapter p(f) a litération t. La construction proprement dite des densités p; +(0) et
'utilisation de la connaissance passée symbolisée par Fjs; fera 'objet du § 5.4.1.4.

Algorithme 5. PMC générique.
1. Au temps t =0 : faire un choix a priori de 619,...,0M0.-

2. Au temps t=1,...,7, pour i1 =1,..., M :
L(yn;0i¢) m(0is)
pi,t(oi,t) ’

(b) calculer les poids normalisés @w; et rééchantillonner les particules courantes

(a) simuler 6;; ~ p;(f) et calculer w;; =

en utilisant les poids w; ;

(c) comnstruire p;i4+1 sachant Fa;.

Un estimateur asymptotiquement sans biais de ¢ est alors donné par

LI M
oMT = TZZ@“ &(0i1).
=1 i=1

La variance de cet estimateur décroit en 7" et M. Par ailleurs, pour tout t = 1,...,T, sous des condi-
tions peu restrictives, Zﬁl w;+®(0;+) converge en probabilité vers ¢ et un théoréme central limite
s’applique quand M — oo. Voir Douc et al. (2005).

5.4.1.2 Données manquantes

L’algorithme est modifié en ajoutant une étape ou les données manquantes z sont reconstituées
via la simulation courante des parameétres. Celeux et al. (2006) proposent une version de PMC qui
mime un échantillonnage de Gibbs en produisant les z et les 6 selon leurs distributions conditionnelles
respectives. On fait en effet le choix d’une nouvelle densité instrumentale

pl,(0,2) = k(zlyn,0ii—1) pie(6]2) (5.4)

ot p; +(0]z) doit étre proche de 7(0|yn,z). Le poids non normalisé s’écrit alors (voir I'introduction du
chapitre pour les notations)
9(Yn, 2t,i0:.6)m(0; 1)

! k(zt,i|yn, Oit—1)pit(05¢]2it) (5:5)

et 'algorithme prend la forme suivante.

Algorithme 6. PMC a données manquantes.
Au temps t=1,...,T :

1. pour i =1,...,. M :
(a) simuler de fagon indépendante z;; ~ k(z|yn,9~i,t_1) et 0,4~ pis (0|zi1),

(b) calculer le poids (5.5) ;
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2. rééchantillonner les particules courantes selon les poids normalisés;

3. construire p;+41 sachant Fjp;¢, pour i =1,...,M (cf. § 5.4.1.4).

Pour certains problémes, la reconstitution des données manquantes n’est pas rédhibitoire pour une
bonne estimation bayésienne, par exemple via des algorithmes d’Hastings-Metropolis (cf. Celeux et al.
2000). Mais généralement, cette estimation est difficile, voire impossible, et se priver des possibilités
de complétion d’un modéle & données manquantes du type

Z|yna9 ~ k(Z‘yn,G) X g(YHaZ|9)7

qui facilite le calcul des poids, est dommageable.

5.4.1.3 Réduction de variance par rao-blackwellisation

La grande variabilité des poids (5.5), accentuée par la présence de données manquantes simulées,
peut étre diminuée en considérant une approximation de la densité instrumentale marginale de 6; ;

(o) = / pl(0,2) da. (5.6)

En effet, la variance de la distribution p/,(6) sur 'ensemble des 6; ; est inférieure a celle de la distribu-
tion jointe p;/, (0, z) sur ensemble des couples (6; ¢,z +), de par le théoréme de Rao-Blackwell (Gelfand
& Smith 1990, Robert & Casella, 2004, p. 130). Connue pour accroitre la stabilité des schémas d’aug-
mentation de données, cette stratégie porte le nom de rao-blackwellisation dans la terminologie des
MCMC. Si cette stratégie ne modifie pas les propriétés de convergence de PMC, elle requiert cependant
la possibilité de séparer la simulation des données manquantes et des valeurs courantes du paramétre 6.

Une estimation de (5.6) par importance sampling permet de réutiliser 'ensemble des données
manquantes qui ont été simulées. On obtient alors

Zl , Z|
p;{t(ei,t) N _ _Z t|yn i,t—1) it (03] t)'

B k(z1,t|yn,01,6-1)

Les poids w;+ profitent de cette stratégie en approximant & la fois les distributions a posteriori et
instrumentales marginales :

ou

|yl’179lt 1)

_ AZ Ynazzt|91t) (9it)
ot l k(zyy '

Notons cependant que le calcul de ’estimateur rao-blackwellisé exige un cotit quadratique O(M?),
qui a tendance & ralentir I’algorithme.
5.4.1.4 Construction itérative de densités instrumentales

Nous nous intéressons au choix de la densité instrumentale courante p; ;(0|z) dans la formulation
générique (5.4). Rappelons que la construction de cette densité est conditionnée & la connaissance des
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simulations et poids d’'importance produits & l’itération ¢ — 1 de I'algorithme. Cette connaissance est,
dans les raisonnements précédents, symbolisée par Fp—1.

Cappé et al. (2004) proposent de choisir un mélange de D noyaux de transition Qy (1 < k < D)
différents que I’on définit par

Que'.A) = /A 4(8',0)d0 (5.7)

ot A C O et qn(0,0) est une densité fixée dés le départ de I’algorithme?. Le vecteur 6’ est donc
un paramétre permettant de mettre & jour les caractéristiques de gy ; un exemple simple est celui d’une

densité gaussienne dont on actualise I’espérance en utilisant ’estimation 6; ;1 :

1 1
qk(0ii—1,0) = NoT: exp {5 (G 91’,2&1)2} .

Ainsi,
D
pii(0lzi) = > ok ar(0ii-1,0) (5.8)
k=1
oul0<al <let 21?:1 af = 1. L’évolution des poids o, ..., o} dirige seule I'adaptation séquentielle

de p & w(0|yn). L’approximation souhaitée est d’autant meilleure que D et T sont grands. Ces poids
sont logiquement initialisés par 1/D. En 1’état actuel de l’art, deux grandes méthodes ont été propo-
sées pour établir une régle de modification des o, au cours des itérations ¢.

1. D-kernel PMC. Cappé et al. (2004) utilisent un indicateur K; ; de taille M qui indique origine
de la simulation 0; ;

Oie ~ Qk,,(0it—1,.)

Le nouveau poids est alors calculé comme une proportion du nombre de 6; ; qui “survivent” a I’étape
SIR du pas ¢ de I'algorithme :

M
O/;?l = Z@i,t Ix(Kit)
i=1

oll w;+ est la normalisation de w; ;, avec

Q(Yn, Zt,; |0i,t)77(9i,t)
k(zt,i|yn: 0it—1)ar,  (0it—1,0i¢)

Wit =
Cependant, Douc et al. (2005) prouvent que cette méthode présente un défaut majeur : lorsque M
augmente, les poids de tous les noyaux convergent vers 1/D, ce qui démontre que ’algorithme n’a rien
d’adaptatif. Le défaut de la méthode est de ne pas établir de régle d’adaptation & partir de laquelle

dériver la construction du poids w ¢.

2en considérant que ¢’ — Qx(6’,.) est dominé par la mesure de référence v indiquée en introduction du chapitre.
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2. D-kernel PMC rao-blackwellisé. Douc et al. (2005) proposent de rao-blackwelliser 'utilisation
des noyaux dans les poids de ’algorithme, en choisissant
n; Zti|0; 0;
wiy = 9ty Zt*D| )7 (i) : (5.9)

k(z¢,i|yn, 0i—1) > abax, (0ii—1,0i4)
i=1

En effet les auteurs prouvent que cette version de PMC s’adapte a la densité cible ¢(0) = m(0|yn)
en convergeant vers un optimum au sens de la divergence de Kullback-Leibler. En d’autres termes, la
quantité

@(0)p(0')
Z: arqr(0,0")

(@ p)(do, db)

[ e -

décroit & chaque pas de 'algorithme. Par ailleurs, une loi faible des grands nombres et un théoréme de
limite centrale assurent la convergence en probabilité et en loi du mélange vers ¢(6) sous les conditions

suivantes, peu restrictives.

Al:Vke{l,...,D}, o®@¢{qr(6,0") = 0} = 0; cette condition indique que la distribution des poids
d’importance est finie presque siirement.

A2 :Vk e {l,....D}, [ [|logqi(6,0")|(¢ @ ¢)(df,dd") < oo ; cette condition est automatiquement
remplie si tous les ¢, dominent ¢, au sens ou /qx est bornée.

Le choix d’un mélange fait de PMC une méthode flexible, permettant d’obtenir en général un
bon approximateur de 7(0|yn), explicite et donc réutilisable. En effet, la convergence de I’algorithme
est liée a la stabilité des af au cours des itérations ¢. Si ces poids évoluent peu, l’algorithme a
sélectionné le mélange le plus proche de 7(f|yn) au sens de Kullback-Leibler. On dispose ainsi d’une
régle intuitive pour stopper l’algorithme au temps 7. Comme nous l'observerons dans les exemples,
le nombre d’itérations T est souvent trés faible (pas plus d’une dizaine généralement), ce qui est trés
avantageux vis-a-vis des méthodes MCMC, habituellement cotteuses. Cependant, un cas ou tous les
oz;f sont nuls sauf un (qui vaut nécessairement 1) indique que le mélange proposé est initialement un
mauvais candidat. L’application concréte de la méthode est évidemment facilitée par le choix d’un
mélange de densités aisément simulables. Selon la variance de la densité de probabilité finale 1, on
peut juger si le mélange initial est trop ou pas assez informatif, et le modifier en conséquence.

5.4.1.5 Forme générique finale de PMC

De par la présence des données manquantes dans nos échantillons, on peut enfin appliquer la
rao-blackwellisation compléte proposée au § 5.4.1.2. Remarquons que dans (5.8), la complétion des
données manquantes intervient de fagon sous-jacente par l'utilisation de 6;;_;. Autrement dit, les
données manquantes simulées & l'itération ¢ de I’algorithme apportent une information qui n’est prise
en compte par le mélange qu’a l'itération ¢ + 1. L’algorithme final prend alors la forme suivante.
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Algorithme 7. D-kernel PMC rao-blackwellisé, & données manquantes.

e Au temps t=0 :
1. faire un choix a priori de 019,...,000 3

2. fixer aj =1/D pour k=1,...,D.

e Au temps t=1,...,T :
1. Pour ¢t =1,..., M,
(a) simuler par la loi multinomiale les origines K;;~ My (al,...,a%);
(b) simuler de fagon indépendante z;; ~ k(z|yn,0i—1) et 0i¢ ~ Qxk,,(0ii—1,.);

Yn, Zit|0i¢)7(0; 1) .
k(z1,¢lyn, O1,e-1)

1 ool
(c) calculer n;; = M;

M
1 k(zi¢|yn,0ii—1) &
(d) calculer d;; = — — at s (0i2-1,0i4) 3
T W Ry ) i e Corr 00

(e) calculer w;t =mn;¢/diy-

2. rééchantillonner les particules courantes selon les poids normalisés w;; ;

M
3. calculer les nouveaux poids du mélange afjl = Z@M ]Ik(Ki7t).
i=1

5.4.2 Application formelle au modéle B(n, 71, )

Nous formalisons ici I’application de I’algorithme PMC dans sa version D-kernel rao-blackwellisé au
modéle a risques concurrents B(ng, 11, 5). En découle évidemment application de PMC aux modéles
exponentiel et de Weibull sous-jacents, dont les densités sont notées fg et fyy. Pour faciliter ’écriture,

nous modifions la paramétrisation du modéle. On note

_ -1 _ B

A=y, p=m".
Notons yn = (Xr,Cn—r) les données observées de taille n, avec x, = (z1,...,2,) des données non
censurées de taille r et c,—r = (c1,...,¢n—r) des données fixées de censure a droite. Les données

manquantes z du modéle sont les origines des données observées. Elles sont alors de taille r + 2(n —r)
et

k(z|yl’laAvluﬂﬂ) = k(zew|yn7)\7,uvﬁ) kE(Ze|yl’laA) kW(Zw|yl'17,UJ7ﬂ)
nr fE(Zl|)\)]]-{z>c}
k e by B i B U Sod P
2(&"lyn ) };[1 exp(—=Ac;)
w s fW(ZZLLLvﬂ)]]- Zi>Cq
kW(Z |yn7,uﬂﬂ) = {ﬁ> };
avec ol exp (_ i Ci)
6(z4)
k(2% [yn, A i, B) = H{4; o) {ﬁ >}
bt exp(—Ax;) exp (—/L%)
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et 0(X) = §(X|A, p, ) la probabilité que X soit d’origine exponentielle. On a
hie(X|A)
he(X|A) + hw (X|p, 8)

ou hg et hy représentent les taux de défaillance respectifs des modéles exponentiel et de Weibull.

(XA, B) =

Enfin, la vraisemblance des données complétes g(yn, 2|, i, 3) est le produit des densités expo-
nentielles ou de Weibull correspondant & l'origine de chaque donnée observée ou reconstituée, de par
I'indépendance des deux modéles. Il nous faut donc obtenir une partition courante (ej ¢, wiy) des
données reconstituées en données d’origine exponentielle ou de Weibull. Chacune des partitions est de
taille n.

Choix de mélange instrumental. Nous choisissons ici d’utiliser la modélisation a priori définie

au chapitre 3. Soit

A~ g(G/OabO)a
N'ﬁ ~ g(alabl(a7ﬂ))7
6 ~ Be(paQ) définie sur [ﬂlaﬂr]'

En notant e; = (e;¢[1],. .., e;¢[n]), & l'itération (4,t) de l'algorithme, on a alors

Aeig ~ G <a0 +n,bo + Z%,t[”) ;

=1
ulB,wiy ~ G <a1 +n,bi(a, B) + ngt[l])

et m(5|wiz) est définie & une constante prés. On propose donc de choisir pour densité instrumentale

courante
pi(08) = m(Aeie)m(plB, wit)
g~ f: aj, Be(pr, ar)-
k=1
Le choix d’un mélange de lois Béta sur [, 5,] fait sens vu le choix de 7(3). D est choisi suffisament

grand pour permettre le choix de plusieurs espérances, et pour chaque espérance le choix de plusieurs
variances décroissantes. Notons Ip = {1,..., D}.

1. Soit I1,...,I; une partition réguliére de Ip telle que chaque Ij soit de taille fixe L. On doit
avoir d > 2 (d’ot un choix D = 4 au minimum).

2. Soit d valeurs (81, ..., [4) de (B réguliérement réparties sur [3;, 5,

3. Soit L variances 0[2j Lreee ,0[25 1, classées par valeurs décroissantes. D’aprés notre expérience, pour
D > 10 et L > 3, nous proposons une régle du type

a?“ = Var,[3],

0git1 = 08,1 —1/L) pouri=1,...,L.
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4. Vk € {1,...,p}, on choisit L lois B.(pk,i,qr,:) avec ¢ = 1,...,L de méme espérance [ et de
variances 03 ;,...,05 -

5.4.3 Applications numériques

Nous utilisons pour ces applications numeériques le modéle de Weibull. Soit 8 = (7, 5). On considére
les données y,, de taille 10, censurée & 60%, provenant du jeu B215 du tableau 2.3 (chapitre 2 p. 46).

défaillances réelles censures

4380, 1791, 6132,5604,
1611, 1291 5296, 4818,
4818, 4380

TAB. 5.3 — Données B215.

Le MLE (calculé par une méthode de Newton-Raphson) est 6 = (8752, 1.21), d’écarts-type estimés
(2500, 0.5). La vraie valeur du paramétre est 6y = (8760, 2.15).

Nous proposons d’utiliser la modélisation a priori définie au chapitre 3 et reprise dans la sous-
partie précédente, pour la paramétrisation 6 = (u,3). On cherche & vérifier le bon comportement
de p(0) lorsque l'a priori est en accord avec les vraies valeurs du paramétre mais reste relativement
peu informatif. On choisit donc 7(3) comme la loi uniforme sur [0.5,3.8], donc centrée en 2.15. On

considére que la médiane marginale sur X correspond & la médiane simulée
ze = no(log2)t/P ~ 7380

et 'on accorde a priori a = 3 données équivalentes & cet avis d’expert, ce qui représente légérement
moins de la moitié de 'information apportée par les données censurées (équivalente environ & I’apport
de 6.5 données selon l'indicateur 7 défini au chapitre 3, § 3.5.2). Notons que la médiane a priori sur
7 est alors estimée a 8760.

5.4.3.1 Utilisation de PMC

Dans un premier temps, nous utilisons D = 12 densités B.(pk, gx) sur [0.5,3.8], construites de la
méme fagon qu’au § 5.4.2. Cependant, on modifie & chaque itération ’espérance de ces lois, la rendant
peu éloignée de l’estimation PMC de (3 courante. Au bout de quelques itérations (pour M = 2.10°
particules), I’évolution des estimations PMC de 6 est largement stabilisée (cf. figure 5.2). L’évolution
des poids o est fournie sur la figure 5.1, mais reste peu lisible, puisqu’ils s’écartent peu de 1/D3. Au
bout d’un certain nombre d’itérations, I'utilisation de PMC rajoute plus de bruit qu’elle n’apporte
d’information pour stabiliser les poids. Numériquement, ces poids privilégient un mélange de méme
espérance 3 = 1.904 et d’écarts-types décroissants (1.32,0.99,0.33) (le poids le plus fort désignant
0.33). L’estimation finale de 6 est 6 = (8505,1.93) avec les écarts-types (1340,0.29). Ces résultats
proches des vraies valeurs illustrent le bon comportement mélangeant de PMC.

3Ce comportement est probablement dii 4 la modification des parameétres des composantes du mélange (les résultats
de Douc et al. (2004) ne s’appliquent pas ici)
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Dans un second temps, nous ne modifions pas les densités du mélange & chaque itération. Parmi
les différentes espérances initiales (1.16,1.82,2.48,3.14), seules 1.16 et 1.82 sont privilégiées par les
poids. La densité du mélange de probabilité finale la plus forte est d’espérance 1.82 et d’écart-type
0.16. Nous obtenons une estimation finale § = (8488, 1.92) d’écart-types (1336,0.32).

0.25
|
ta
11000

6000 8000

0.15
I

stepst

alpha

25

0.05
I
beta

15

05

stepst
stepst

F1c. 5.2 — Evolution des estimations PMC de

FiG. 5.1 — Evolution des o!, k =1,...,12.
volution des ay, 1 (en haut) et 3.

Troisiément, on juge que D = 12 est un nombre trop élevé de densités & manier. On propose
alors un mélange de 4 densités B.;, ¢ = 1,...,4, telles que leurs espérances soient respectivement
e1 = ez = 1.49 et e3 = e4 = 2.48 (soit les valeurs au 1/3 et au 2/3 de [, 5;]). On fixe tout d’abord
les écart-types 01 = 03 = 0.33 et 02 = 04 = 0.165. On trouve alors

B ~ 0.065 Bes+0.935 Be s

ce qui revient & dire que I’a posteriori est au mieux approximé par B, 4. Clairement, ’espérance est
mauvaise au vu de [y mais surtout I’écart-type parait trop faible pour étre réaliste. Le choix de
mélange initial est donc mal adapté, ce qu’indique la différence de valeur importante entre les o} (cf.
figure 5.3). On augmente alors les écarts-types, en choisissant o1 = o3 = 0.45 et 02 = 04 = 0.25. On
trouve alors (cf. figure 5.4)

B~ 6107 B, +0.03 B, +0.48 Be 3 +0.48 B. 4

ce qui entraine une espérance E[5] = 2.4 et un écart-type de 0.34. Ce mélange n’est visiblement pas
optimal, puisque les poids restent peu équilibrés. Cependant, cette densité instrumentale parait beau-
coup plus raisonnable que la précédente.
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FIG. 5.4 — Evolution des ot, k = 1,...,4 pour
ce méme choix, aprés modification des écart-

types.

FiG. 5.3 — Evolution des af, k = 1,...,4 pour
un mauvais choix initial.

Quatriémement, sachant Sy = 2.15, nous cherchons le meilleur mélange de densités Béta d’espé-
rance 3y et de variances décroissantes qui approxime 7(3|yn). Nous formons donc un mélange initial
de densités B, ; d’écarts-types respectifs (0.66,0.33,0.165,0.1), pour 4 = 1,...,4. Aprés une dizaine
d’itérations, les poids et les estimations PMC se sont stabilisés (cf. figure 5.5) et 'on obtient le mélange

B ~ 0.18 B, +0.26 B, + 0.37 Bes +0.19 B, 4

ce qui donne un écart-type final de 0.284.
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Fi1c. 5.5 — Evolution des af, k =1,...,4.
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5.4.3.2 TUtilisation de MCMC

Enfin, afin de comparer I’algorithme PMC avec les MCMC classiques (en sus des études déja effec-
tués dans Douc et al. (2004), Celeux et al. (2005) et Guillin et al. (2005) sur d’autres modeles), nous
implémentons sur WinBUGS 1.4 le modéle bayésien selon le code suivant (voir Goldstein 2005 pour
une revue des principales étapes d’utilisation du logiciel). L’initialisation des chaines MCMC proposée
ici correspond & 3 = 2.15 et 7 = 8000 et reste donc proche des vraies valeurs. 10° itérations sont
utilisées et les résultats d’estimation de la table 5.4 sont moyennées sur 10 chaines indépendantes. Par
ailleurs, nous récapitulons dans le tableau 5.5 quelques valeurs de temps de calcul des algorithmes
PMC (§ 5.4.3.1 et MCMC.

model

data

list(Y = c(4380,1791,1611,1291,6132,5694,5296,4818,4818,4380), D =
c(0,0,0,0,6132,5694,5296,4818,4818,4380), N = 10, N1 = 4, a =3 ,
xe=7380, p=1, q=1, B1=0.5,B2=3.8)

inits

list(beta0 = 0.5,mu=1.5625E-9)

{
for(iin 1 : N1 ) { # vraisemblance non censurée
Y[i] ~ dweib(beta,lambda)
}
for( i in (N1+1) : N ) { # vraisemblance censurée
Y[i] ~ dweib(beta,lambda)I(, D[i])
}
beta0 ~ dbeta(p,q) # a priori des effets aléatoires
beta <- beta0O*x(B2-B1) + Bi1
b <- pow(xe,beta)/( pow(2,(1/a)) - 1.0)
mu ~ dgamma(a,b)
lambda <- pow(mu, (1/beta))
eta <- 1.0/lambda
}

La surestimation de 7 (ainsi que la valeur disproportionnée de l’écart-type sur ce paramétre) est
corrélée & une sous-estimation importante de 3. La convergence des chaines MCMC sur 7, sur cet
exemple, n’est visiblement pas obtenue aprés 100 000 itérations. La figure 5.6 témoigne, sur les 5000
derniéres particules, de 'instabilité d’une chaine sur 7, bien que I’estimation de 3 atteigne rapidement
une certaine stabilité, aprés quelques centaines d’itérations. Quelques essais avec 108 itérations ne
modifient pas substantiellement les résultats.

Vis-a-vis de PMC, les méthodes MCMC sont bien moins efficaces sur cet exemple d’échantillon.
Plusieurs essais sur d’autres données présentant des caractéristiques proches (taille, taux de censure)
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Ty moyenne médiane écart-type intervalle 5%-95%
50000 n 15070 12420 9998 (4735, 40500)

3 1.140 1139 0.0722 (1.007 ,1.287)
30000 n 14930 12380 10460 (4673, 40300)

5 1.139 1138 0.0729 (1.005 ,1.286)
10000 7 15320 12410 10340 (4670, 39950)

6 1.139 1.138 0.0727 (1.021 ,1.285)
5 000 n 16500 12360 10220 (4640, 39750)

6 1.143 1.140 0.0720 (1.009 ,1.296)

TAB. 5.4 — Estimations MCMC moyennées sur les T derniéres itérations de 10 chaines MCMC de
M = 10° particules produites par WinBUGS.

Nombre de particules M Tps PMC Tps MCMC

5.10% 32 s 25s
10° 46 s 50 s

2.10° 1min 12s 1 min40s
106 3min 37s 8 min 20 s

TaAB. 5.5 — Temps de calcul des algorithmes PMC et MCMC (moyennés sur 10 exécutions sur Pentium
III. On considére ici 10 itérations d’adaptation pour PMC.

ont 14 encore montré la plus grande fiabilité de PMC. Par ailleurs, malgré le cotit O(M?) des étapes de
rao-blackwellisation dans PMC, cet algorithme se révéle trés concurrentiel en temps de calcul effectif
vis-a-vis de 'exécution d’'une MCMC dans un logiciel public.

G.00E+4

4 D0E+4

2.00E+4

o0fF

T T T T
995000 996000 993000 1000000
teration

F1G. 5.6 — 5000 derniéres itérations d’une chaine MCMC sur 7.
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beta

O —= —= = —
For B e N L R
| S

T T T T
995000 99000 992000 100000C
iteration

F1G. 5.7 — 5000 derniéres itérations d’une chaine MCMC sur S.

5.5 Conclusions

L’objectif d’un fiabiliste ou d’un durabiliste est & préciser clairement. S’il s’agit d’obtenir simple-
ment des estimations ponctuelles du paramétre 6, dans le cadre restreint des a priori modélisés au
chapitre 3, et non des simulations a posteriori de 8, ’échantillonnage préférentiel statique est parfai-
tement adapté : une proposition de densité instrumentale p(6) est faite au § 5.3.3, respectant toutes
les conditions requises pour une bonne estimation. Elle permet en outre de montrer le comportement
parfois problématique de la densité instrumentale construite par Bacha (1996) via la méthode BRM.
Dans un cadre plus général, nous conseillons d’utiliser le critére DAC construit et étudié au chapitre
4 pour fournir une indication du bien-fondé du choix de la densité instrumentale p.

Si dans un cadre plus général, on cherche & obtenir une densité maniable et réutilisable, & partir
de laquelle on peut simuler sans effort, les méthodes d’échantillonnage préférentiel adaptatif, et plus
particuliérement la version D-kernel rao-blackwellisée de ’algorithme PMC, semblent appropriées.
Notons que les défauts de cette version de PMC - le choix d’un mélange de noyaux et surtout le choix
de leurs variances - astreignent cependant son usage & des modéles de faible dimension, et, en I’état
actuel de I’art, obligent & calibrer I’initialisation de ’algorithme “4 la main”.

Lorsque I’échantillon y,, est fortement censuré, nous avons connu certaines difficultés a sélection-
ner les variances des densités du mélange. Remarquons cependant que 'usage de cet algorithme est
trés général : il n’est pas restreint aux modéles & données manquantes et il permet d’approximer la
distribution a posteriori lorsque 1’a priori n’est pas informatif. On fait dans ce cas un choix initial
d’un mélange de densités de variances relativement large, en utilisant par exemple comme référence

I’estimation de la variance d’un estimateur fréquentiste.



Chapitre

Conclusions et perspectives

6.1 Principaux résultats, difficultés et motivations

La modélisation bayésienne de la loi de Weibull et sa calibration ont constitué le coeur de ce travail
de thése, axé sur certains problémes rencontrés par les ingénieurs durabilistes et fiabilistes. L’article
An alternative competing risk model to the Weibull distribution for modelling aging in lifetime data
analysis, présenté en Annexe A, étudie une modélisation permettant d’améliorer la représentation
classique par la loi de Weibull de la durée de vie d’un composant industriel. De fagon plus générale,
le chapitre 4 aborde un probléme fréquemment rencontré par les analystes bayésiens quel que soit le
contexte de ’étude; il importe seulement d’utiliser une connaissance essentiellement subjective pour
modéliser un a priori 7. Outre ceux présentés dans l’article Bertholon et al. (2006), nos principaux
résultats sont les suivants.

1. Nous sommes capables de prendre en compte une connaissance fractionnaire et subjective de la
durée de vie d’'un composant pour construire une modélisation a priori facilement calibrable par
un analyste industriel au travers d’un paramétre homogéne & une taille d’échantillon virtuel ; il
est en effet accessible & la compréhension de I’expert et permet une discussion aboutissant & un

consensus. Il permet aussi & un analyste industriel d’exercer sa critique de ’expertise.

2. Nous avons défini et utilisé le critére DAC qui permet de déterminer de facon objective si les
informations provenant qui de ’expertise, qui des données observées, sont abusivement éloignées
et menacent le bien-fondé du résultat d’inférence. Il apparait comme une alternative & une pro-
cédure trés récente, aux propriétés et a la facilité d’emploi moindres. Le cadre d’utilisation de cet
outil est typiquement celui d’une étude appliquée, et son emploi est pertinent dans les problémes
de durabilité et de fiabilité industrielles.

Le critére nécessite cependant une adaptation dans de nombreux cas d’application ; celle que
nous proposons peut parfois se révéler médiocre si les échantillons de données disponibles se ré-
vélent de taille trés faible, de censure forte ou si le modéle paramétrique choisi est de dimension
élevée. Deux objectifs conjoints de recherche seraient donc de tenter d’améliorer cette adaptation
comme de proposer une méthodologie permettant de juger dans quelle mesure la comparaison
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entre une connaissance a priori forte et un faible nombre de données industrielle fait sens.

En sus de ces résultats, nous avons consacré un chapitre aux méthodes d’estimation bayésienne,
pour lesquelles nous donnons également quelques conseils méthodologiques.

D’autres problémes rencontrés dans I'industrie peuvent cependant s’opposer & une application di-
recte des outils et méthodes présentés dans cette thése. Ainsi, élargir notre méthodologie & des données
industrielles plus générales, par exemple censurées & gauche comme & droite, nous parait étre un enjeu
important et le sujet de futures recherches. Par ailleurs, certains objectifs de recherche nous sont ap-
parus comme des compléments ou des généralisations de notre travail. Briévement, nous en présentons
trois dans la suite de ce chapitre.

L’un des premiers objectifs est de définir et d’appliquer une méthodologie similaire & un nouveau
modéle de défaillance tenant compte des possibles défaillances d’un composant . a la sollicitation,
a la suite des travaux préliminaires de Celeux & Rodionov (2002). Ce type de modéle intéresse au
moins autant les industriels que les modéles de Weibull sur lesquels nous nous sommes focalisés dans
ce travail de thése. Nous donnons au § 6.2 une définition formelle de ce modéle ainsi qu’une liste des
principaux objectifs de recherche.

Par ailleurs, au cours de divers entretiens avec les industriels qui ont motivé ce travail de thése et
approuvé la méthodologie proposée, il nous est souvent apparu que si les connaissance expertes sont
nombreuses, elles ont peine & étre exprimées en termes compréhensibles 4 la fois pour les ingénieurs et
les statisticiens. C’est pourquoi, définir une modélisation a priori aux hyperparamétres facilement ca-
librables via des indicateurs comme une taille de données virtuelles nous est apparu comme un objectif
intéressant. Au § 6.3, nous faisons quelques propositions de recherche en ce sens; une généralisation
des pseudoposterior priors introduits au chapitre 4 (§ 4.7) nous semble en particulier &étre un outil
intéressant.

Enfin, dans la continuité du chapitre 5, nous faisons au § 6.4 une proposition de construction de lois
instrumentales visant & améliorer 1’échantillonnage préférentiel non adaptatif (statique). Nous avons
mis en évidence les défauts de ’algorithme BRM. En conservant I'idée d’utiliser & la fois la connaissance
des données et la connaissance a priori lorsque les données sont incomplétes, nous proposons de
définir une loi instrumentale par une moyenne de posterior priors sur des données non censurées et
reconstituées. Nous donnons ainsi un premier exemple qui montre le bon comportement du tirage

d’importance.

6.2 Un modéle de défaillance a la sollicitation

Ce modéle a originellement été proposé par Celeux & Rodionov (2002) dans une communication
4 PESReDA mais n’a pas fait 'objet de travaux ultérieurs. Il vise & prendre en compte la situation
suivante : un composant » , peut &tre soumis a deux types de défaillances qui entrent en compétition ;
I'une est accidentelle et ’autre est due & son vieillissement, suscité par des chocs & la sollicitation. I1
s’agit donc d’un modéle construit sur le méme principe que B(no, 71, 3)-
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6.2.1 Définition formelle

Formellement, on considére que le composant _ peut subir une défaillance au bout de N chocs,
et 'on suppose qu’un choc est la réalisation d’un processus de Poisson d’intensité w. Ce paramétre
est ainsi le taux d’apparition d’un choc. Si ’on nomme S le nombre de sollicitations du matériel sur
la période [0,7], on a

w = S/T.

Dans une premiére approche, on peut considérer que S et T (et donc w) sont connus. Si ’on suppose
également que les chocs sont indépendants entre eux et que ’apparition d’un choc ne dépend pas de
I’age du matériel, I’occurrence de N chocs est une somme de N lois exponentielles indépendantes et
suit donc une loi Gamma G(N,w) de densité fo(t|N,w). Le taux de défaillance de ce processus de

vieillissement s’écrit

N1 exp(—wt)

he(tN,w) = — &b

[7 (wu) ! exp(—wu) du

Par ailleurs, le composant ) est potentiellement soumis & des défaillances accidentelles avec un taux
ha(t|A) = A. On le supposera indépendant de ’age du composant et des N chocs qu’il peut subir. De
la méme fagon que pour le modéle B(no, 11, 3), on modélise ce comportement par une loi exponentielle
de paramétre A, de densité notée f4(t|\).

Ainsi, si ’'on nomme X le temps de défaillance du composant ., on aura
X = min(4,C)

ou

et A et C sont indépendantes. La fiabilité globale du composant s’écrit

N

P(X>t) = SatN)Sc(t|N,w) = exp(—=At) /too %ulv*lexp(—wu) du

ou Sy et S¢ sont les fonctions de survie des modéles en compétition.

6.2.2 Nature et vraisemblance des données

Les données industrielles disponibles sont le plus souvent censurées a droite (on les supposera fixées
indépendamment de l’expérience). De méme que pour le modeéle B(ng, m1,3), il existe un autre type
de données manquantes : on peut ne pas connaitre l’origine d’une défaillance effectivement relevée.
En 'affectant préférentiellement & I'un des modéles en compétition, on censure une donnée de durée
de vie provenant de ’autre modéle.

Ces données se présentent donc sous la forme D = {(y1,€1),..., (Yn,€n)} OU y; est un temps de
défaillance ou un temps de censure & droite observé, et chaque vecteur e; € {0,1}? désigne I’origine
de la défaillance. La premiére composante de ce vecteur désigne une cause accidentelle et la deuxiéme
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un vieillissement. Ainsi, le vecteur e; = (0, 1) indique une défaillance par vieillissement certifiée. Si
Porigine de y; est inconnue mais que y; n’est pas une censure, on note e; = (1,1). Enfin, si y; est une
censure (& droite), on note e; = (0,0). Listons alors les densités des différentes données rencontrées :

1. pour les n; observations telles que e; = (1,0), f(yi,e:) = fa(yil\)Sc(y:|N,w),
2. pour les ny observations telles que e; = (0,1), f(yi,ei) = fo(yi|N,w)Sa(y:|\),
3. pour les n13 observations telles que e; = (1,1), f(vi, ;) = fa(yi|N\)Sc(yi|N,w) + fo(yilN,w)Sa(yi|N),
4. pour les ng observations telles que e; = (0,0), f(yi,e;) = Sa(yi|\)Sc(yi|N,w).

Alors la vraisemblance des données observées s’écrit

LO;AN,w) = M [] hewINw) ] A+helyNw) H (kI N)Sc (yx| N, w).
i/e;=(0,1) j/ej=(1,1) k=1

6.2.3 Objectifs de recherche

Dans un cadre d’étude fréquentiste, Celeux & Rodionov (2002) ont proposé et testé les algorithmes
EM et SEM pour estimer les paramétres (A, N). Les équations du maximum de vraisemblance sont
assez pénibles & résoudre et une résolution par moments a été proposée pour estimer plus simplement
les paramétres. Si numériquement les estimations semblent donner de bons résultats, aucun résultat
théorique n’est encore disponible, & notre connaissance, sur 'unicité du maximum de vraisemblance,

la consistance et la proximité de cet estimateur. Voici un premier objectif de recherche.

A priori, les problémes d’estimation sont fondamentalement les mémes que ceux que nous avons
rencontrés pour estimer les parameétres du modéle B(ng, 71, 3). La faible taille et la censure des données
industrielles ajoutées & la nature de ce modéle & risques masqués font que dans la pratique, 'informa-
tion manquante est prépondérante sur ’information disponible. 1l est raisonnable de considérer plutot

une estimation bayésienne des paramétres.

L’inférence bayésienne est ici considérablement simplifiée vis-a-vis des lois de Weibull auxquelles
nous nous sommes intéressées au chapitre 3. En effet, les modéles exponentiel et Gamma sont conju-
gués. Si l’on peut, au sein d’une procédure d’estimation similaire a celle développée par Bertholon et
al. (2006), reconstituer l'origine de chaque donnée, nous pouvons manier des lois a posteriori condi-
tionnelles explicites.

Un second objectif de recherche est donc d’adapter la démarche entreprise au chapitre 3 pour
délimiter et modéliser la connaissance a priori disponible, d’'une facon & la fois pratique et compré-
hensible ; nécessité sera de fournir de nouveaux indicateurs compréhensibles par ’expert et ’analyste
bayésien.

Enfin, Celeux & Rodionov (2002) ont proposé une amélioration possible du modéle, qui consiste &
prendre en compte les remplacement préventifs. Ce choix revient & trier certaines données de censure &
droite, en localisant un temps réel de défaillance, masqué, entre deux valeurs de censure successives. La
vraisemblance des données est alors modifiée, ce qui modifie évidemment les algorithmes d’estimation.
Un travail complet d’estimation reste & faire sur ce nouveau modéle, apprécié par les industriels.
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6.3 Une méthodologie de calibration

Une autre piste de recherche, entrevue pendant la thése, concerne 'usage des posterior priors
et pseudoposterior priors introduits au chapitre 4. Ils nous paraissent des constructions formelles
susceptibles d’étre généralisées et utilisées pour la calibration d’un a priori arbitraire w(0|w) ot w est
le vecteur des hyperparamétres que l'on cherche & fixer.

6.3.1 Une modélisation d’un a prior: subjectif

Nous faisons tout d’abord I’hypothése que le modéle paramétrique M (0) est justifié vis-a-vis des
données. Des méthodes permettant de valider cette hypothése sont notamment proposées par Bayarri
& Berger (2000).

Supposons maintenant que la connaissance subjective disponible permette au moins de définir une
représentation idéale de la connaissance a priori, au sens ou elle respecte au maximum les spécifica-
tions de D'expertise. Celle-ci est supposée s’exprimer sur la variable observable X. Sa densité s’écrit
f(z|6.) o 6. est une estimation de 6, agréée par ’expert. Oakley & O’Hagan (2006) préconisent des
méthodes non paramétriques, comme des jeux d’histogrammes, pour obtenir de ’expert un accord

indirect sur une estimation du paramétre.

Supposons alors que ’analyste bayésien puisse juger ’expert comme un fournisseur de données
fictives X5 = #1,...,%Z, € x® 1l fixe une taille a € IN*, et propose une premiére représentation
a priori percue comme un g posteriori moyenné sur les réalisations de X,, soit comme 1’expected

posterior prior

a

Ta(0]0.) = /7rJ(9|j1,...,:Ea)Hf(5:i|98) diy ... d%,,
Xa

=1

ot 7/ est un a priori non informatif choisi pour modéliser I’ignorance. Si la taille a est en-dessous de
la taille ¢ d’un échantillon minimal d’entrainement (MTS), qui est la quantité minimale de donnée
z(1) telle que 77/ (A|z(l)) est propre, nous suggérons ’'emploi d’un expected pseudoposterior prior

q

Ta(0]0.) = / w0131, .., &q) [ [ £(&@il0e) diy ... di, (6.1)
x4 i=1
ou
q a/q
Ta (0171, ) X (H f(i‘z'|9)> ().
i=1
Le choix d’un a@ € IR™ (et non plus dans IN*) est alors limité par la condition que 7 (0|Z1,...,3,)

soit propre. Mais pour certains modéles, comme la famille exponentielle naturelle ou le modéle de
Weibull, on peut choisir a aussi petit que ’on veut (en particulier inférieur & 1 si 'on désire un a
priori trés plat). Voir le § 4.7 pour plus de précision. Un tel résultat, sur un modéle réputé délicat a
utiliser comme Weibull, laisse espérer que cette méthode permette de modéliser de larges gammes d’a

priori “idéaux”. Ceux-ci sont parfois entiérement explicites, comme dans I’exemple suivant.

EXEMPLE 18. Modéle exponentiel.
Supposons obtenir d’un expert une estimation x. de la durée de vie médiane d’un composant de taux
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de défaillance \. Alors I’estimation a priori de \ est A\ = 2! log2. Fixons a < 1. Alors

Aa—l

Ta(MAe) = a"TA————~. N
(o) T

6.3.2 Objectifs de recherche

Nous proposons plusieurs objectifs de recherche liés & 'utilisation des expected pseudoposterior
priors en analyse bayésienne subjective. Il nous semble en effet que cette approche peut se révéler
plus compréhensible pour un analyste industriel. Cependant, le plus souvent, 7, (6|6 ) est une densité
définie via une intégrale et & un facteur multiplicatif prés, et donc peu pratique d’utilisation. On désire
alors fixer le vecteur w des hyperparamétres de 7(6) = m(6|w), une densité a priori de forme arbitraire
et de maniement plus simple. Il est alors naturel de sélectionner

w't o= argwmeig’D(w) (6.2)
ou
D(w) = KL{ma(|0c) || w(.|w)}.

Cette entropie relative est convexe en son argument 7(.|w). Ainsi, le minimum existe et est unique
sous les conditions que 7 est identifiable, soit que l'application ) : w — 7(.|w) est injective, et que
D(w) soit deux fois différentiable en w. Notons que si 7,(.|0.) est définie & un facteur multiplicatif
preés, celui-ci n’a aucun role dans le calcul de w*. Il est seulement nécessaire de pouvoir simuler des
tirages (61,...,0n) de densité 7,(0|6.) afin d’estimer D(w) et ses dérivées en une valeur w, par des
méthodes de Monte-Carlo. Ces méthodes sont alors typiquement couplées & des méthodes de gradient,
ce qui peut les alourdir considérablement.

La premiére difficulté réside donc dans le traitement de la minimisation (6.2). On peut par exemple
s’épargner de lourds calculs en décidant de choisir 7 dans une classe de densités & la fois adaptées &
ce type de résolution et cependant suffisament flexibles pour étre facilement simulables. Par exemple,
si nos a priori sont bornés, Barron & Sheu (1991) proposent d’utiliser des suites de familles exponen-
tielles pour approximer m,(.|6.) au sens de Kullback.

Ce choix n’est cependant pas toujours judicieux. Il nous semble intéressant de choisir un certain
nombre de familles d’a priori traditionnellement utilisées et de fournir des algorithmes de minimisation
adaptés. Ainsi, nous avons déja obtenu quelques résultats sur des a priori & la structure hiérarchisée
(l'un d’entre eux est fourni en Annexes § 6.5.1).

L’autre difficulté que nous percevons réside dans le satisfecit de ’approximation. Une fois w* estimé,
une question légitime est de savoir si la densité 7(6|w*) approxime bien 7, (w|f.). Une erreur relative
peut étre calculée, indiquant la pertinence du choix de 7. Ainsi, 'erreur relative p en norme Ly (en

variation totale) peut étre majorée ainsi (cf. Pollard 2006, chapitre 3)

v/ 2D (w*)

p <
1m0 (-0e)[]1
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ou

[ma(-0)llr = /@|7ra(9|ee)| do.

Fournir un certain nombre de résultats dans la méme veine, faisant intervenir des notions d’erreur com-
préhensibles par un analyste industriel, nous parait étre un objectif de recherche intéressant lorsque
I’on cherche & simplifier la modélisation.

Notons qu’un autre probléme relié & la projection d’information par Kullback est de savoir si
7(0|w*) ne transmet pas d’information supplémentaire a priori dans 'inférence a celle qui est désirée
par ’analyste bayésien ; ceci peut se traduire par une réduction drastique de la variance de 6 selon
m(0|w*) vis-a-vis de la variance de 6 selon 7(0|6.). Il nous semble donc important d’obtenir une
procédure de comparaison de ces deux a priori vis-a-vis de I'information apportée par les données.

6.4 Une proposition d’échantillonnage préférentiel non adapta-
tif

Nous avons fourni au § 5.3 une critique de ’algorithme BRM qui propose comme densité instru-
mentale p(f) la densité des estimations du maximum de vraisemblance él, .. .,ézu d’échantillons &
données manquantes reconstituées. Sur ’exemple de la loi de Weibull de paramétre 6 = (u, 3), via
une comparaison numérique avec une densité pr(0) de référence construite au § 5.3.3, les défauts de
BRM ont été mis en évidence pour ’estimation bayésienne de fonctions de 6.

On construit cette densité pr(u, 3) dans un certain cadre a priori, ou 7 () est bornée et 7 (1|3, yn)
est explicite. Dans un cadre plus général, et notamment sans supposer que ’espace des paramétres ©
est borné, nous désirons proposer un autre candidat p”(6).

Pour le moment, notre démarche reste purement empiriste et s’appuie sur le maniement des pos-
terior priors introduits au chapitre 4 pour 1’adaptation du critére DAC. Soit 7/ un a priori non
informatif et notons x(1),...,x(L) des échantillons minimauz d’entrainement (MTS) choisis parmi
des données y,. Nous avons remarqué que lorsque la taille des MTS est faible par rapport n, les

sommes arithmétiques de posterior priors

L
Z 7 (0]z(1)), (6.3)

ont des queues lourdes et privilégient des valeurs de 0 situées dans les valeurs hautes de la vraisem-
blance. De la méme fagon que BRM, nous proposons de remplacer les données manquantes dans y,, par
des données simulées marginalement selon la loi a priori afin de prendre en compte toute 'information
disponible. On espére ainsi que la combinaison (6.3) privilégie les valeurs de 6 ayant une fréquence
élevée dans la distribution a posteriori. On construit donc une densité instrumentale candidate p” ()
de la fagon suivante.

1. On simule 64,...,05 ~ m(0).
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2. Pour j=1,...,M, on simule z; ~ k(2z|yn,0;) et on reconstitue M
échantillons de taille n xg,l), - ,quM)

3. Soit #((l) un MTS dans 1’&chantillon x .
Soit L le nombre de MTS par échantillon.

4. On choisit alors comme densité instrumentale

o(6) = ﬁzz (6019 (1) (6.4)

(6.5)

Dans ’exemple suivant, nous nous placons dans les mémes conditions expérimentales qu’au § 5.3.4,
en utilisant le modéle de Weibull. Nous comparons alors pr(f) et p’(6), que nous replagons en pers-
pective avec BRM. Sur cet exemple, le choix de p” (6) est bien meilleur que BRM et donne des résultats
trés proches du choix de référence pgr(6).

EXEMPLE19. Modéle de Weibull.

Nous reprenons les échantillons de Weibull censurés, simulés au § 5.3.4. Dans les tableaux 6.1 et 6.2,
pour chaque choix de densité instrumentale et selon plusieurs scenarii a priori, nous indiquons un tri-
plet de valeurs correspondant aux estimations de Monte-Carlo de la durée de vie moyenne a posteriori
(espérance prédictive sur X), notée D, de son écart-type op et le pourcentage de survie prédictif
a top = 130 (soit la valeur maximale de la censure), noté S130. Nous donnons en Annexes § 6.5.2 le
descriptif de p’ (qui est entiérement explicite) et la méthode de simulation d’importance. W
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a o3 % censure BRM o’ référence pr

3 0.36 25% 110 40 30% 110 40 31% 110 40 31%
50% 128 40 48% 126 46 45% 126 46 45%

10 1 5% 101 33 21% 101 38 21% 100 37 21%
25% 112 35 31% 11242 31% 111 42 31%
50% 122 38 42% 123 50 41% 123 49 51%

TAB. 6.1 — Triplets (D, op, S130) pour un a priori en accord avec les données (z, = 100). BRM et le
choix de densité d’importance p” selon (6.4) fournissent de bonnes estimations vis-a-vis de ’estimation

de référence (derniére colonne).

a og % censure BRM o’ référence pr
3 1 25% 106 48 29% 107 48 30% 108 48 30%
50% 124 34 44% 129 62 43% 128 61 43%

75% 138 35 60% 135 115 62% 133 114 62%

0.36 25% 112 37 32% 104 39 27% 105 40 27%
50% 127 38 47% 122 47 42% 123 48 42%
75% 150 47 64% 153 61 61% 154 61 61%

10 1 5% 104 39 25% 85 45 16% 86 45 16%
25% 115 39 34% 96 56 23% 97 55 24%
50% 131 50 48% 118 80 35% 119 81 36%

TaAB. 6.2 — Triplets (D, op, S130) pour un a priori décalé avec les données (z. = 50). Alors que BRM
souffre de défauts déja percus au § 5.3.4, le choix p’ de densité d’importance (6.4) reste satisfaisant,

vis-a-vis du choix de référence (derniére colonne).
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6.5 Annexes

6.5.1 Minimisation hiérarchique

Quand 7 est construit de facon hiérarchique, la proposition 16 permet de séparer par niveau
hiérarchique les étapes de la minimisation

w't o= argwmeig’D(w)
ou
D(w) = KL{ma(|0c) || w(.|w)}.

PROPOSITION 16. Soit (61,02) € ©1 X O3 C O et (w1, w2) € Q1 X Q2 C Q. Supposons powvoir écrire
m(0lw) = w(01]02, w1 )w(O2|ws). Alors w* = (Wi, w3) od

wiy = argminDs(ws),
wi = argminD;(w)
ot
Di(wr) = KL{ma(0|0c) || 7(01]02,w1)},
Dy(ws) = KL{ma(02/0c)|] m(02|w2)},

Preuve. Nous donnons la preuve dans le cas ot 7, (6|6..) est définie par (6.1). Avec 7/ (0) = 77 (01]02)77 (02),

et en notant Xq = Z1,...,Z4, on obtient immédiatement que
JTipl5 ~ Jig 12 VT (0. 12
Ta (9|1’1, e 7xq) = Tq (91|Xq)ﬂ—a (92|Xq)

q
Notons H = — [ ma(0]0.) log w4 (6|6 ) df I'entropie de 7, (.|0e ). Notons également ve(Xq) = [] f(Z:|0e)-
i=1
Alors

D(w) = —H—‘/@ /@ / 7T;l](91|6‘2,§(q)ﬂ'({(92|5(q) 10g{7r(91|92,w1)7r(92|w2)} Ve(iq)diq d91d92,
2 1Y x4
= —H—/ / {/ 71 (01]02,%q) log w(01]602, w1) del}w;l](92|iq)ye(iq) d%qdfs
O3 J x4 [SF}
— / / 7] (02]%q) log T(Oa|ws) ve(Xq) dXqdba,
O3 J x4

- / D, (1R, 02) ve(Re)? (Bolq) dRqdfy + Dafwn) + A
Oz Jx1

ou Dl(w1|iq,92) = KL{wj(91|92,iq)||7r(91|92)}
et

A = —H—/ / / 7 (01]02, %)) (02|%q) log {7 (61]02,%q) } ve(Rq)dRq df1db
©1 JO3 Jx1

— / / w;{(92|5zq)1og{ / 7 (09|%q) Ve (Xq) diq}ue(iq)diq dbs.
O J x4 x?
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Puisque A ne dépend pas de w, minimiser D(w) revient 4 minimiser
/ Dy (w1 [, 02) ve (&) (0]%e) dRedls + Da(ws).
O J x4

Ces deux termes sont positifs et indépendants. Les minimiseurs sont alors

w; = arg min Dy(ws),
w2 €2

£
I

¥ arg min —/ / {/ wi(91|92,iq)w;{(92|iq) Ve(iq)diq}logw(91|92) df,do;
62 /O, x4

w1 €N

ce qui est équivalent & 1’énoncé de la proposition.

6.5.2 Simulation d’importance pour la loi de Weibull

Nous reprenons ici les conditions de ’exemple 19 ou le calcul des estimations a posteriori placées
dans les tableaux 6.1 et 6.2 nécessitent de pouvoir simuler selon la densité instrumentale p”(u, 3)
définie au § 6.4.

Un MTS pour Weibull est un couple (z;,z;) = x(I) tel que z; # z; et x;,x; > 1 (Sun, 1997).
Notons qu’agréablement, d’aprés le § 4.9.3, la densité p”/ (u, 3) est explicite et s’écrit,

M Li Lo

Pl (1) = ﬁzzzplj(ulﬂ)

i=1 i=1 j—1
ou L = L1L2 et
up ~ G (207 +af),
(ziz;)"

2
2|log x; /x| (xf + :cf)

p(B) =

La difficulté de la méthode d’échantillonnage est donc de simuler facilement des réalisations de p% (3).
Une simple méthode d’acceptation-rejet (Robert & Casella 2004, chap. 2) permet d’effectuer rapide-
ment cette simulation en sélectionnant les MTS les plus appropriés. On peut remarquer que V3 > 0,
a? + xf > max®(z;,2;). On en déduit que

e\ e
(zi75) o< exp (—2ﬁlog max(mw;))j
(3)

< exp(—p|logzi/x;l).

Alors () < T'(z4, ;) gi;(3) ot g;; est la densité de la loi exponentielle £(|log z;/x;]), et

(i)~
T(vi,zj) = ———.
2 (log xz/zj)
Ainsi, le nombre d’appels au générateur aléatoire effectués par un algorithme de rejet suit la loi
géométrique G(T ! (x;,x;)). L’espérance du nombre d’appels & ce générateur est T'(z;, z;). Alors,
max(x;, ;)
I s exp(1/V2) ~2.028 = T(xi,z;) < 1.
min(:vi, JI]) Xp( / ) (IZ x])
Ce faisant, on propose de sélectionner de composer un MTS d’une valeur basse et d’une valeur haute
dans les échantillons pour minimiser le temps de calcul de la méthode. Numériquement, cette méthode

a toujours donné des résultats rapides, méme sans appliquer cette régle pour chaque MTS.
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Annexe

The competing risk model B(ng, ny, 5)

L’article commencant page suivante, co-rédigé avec Henri Bertholon et Gilles Celeux, fait ’objet
du rapport de recherche INRIA n°5265 (2004), et a été accepté pour publication par Lifetime Data
Analysis sous le titre An alternative competing risk model to the Weibull distribution for modelling
aging in lifetime data analysis. Dans cet article, on note 7' la variable aléatoire associée & la durée de
vie (notée souvent X dans les chapitres de la thése, dans un cadre parfois plus large que la durabilité).
Par ailleurs, les données sont notées y 4 la place de yq.

The following article, coauthored with Henri Bertholon and Gilles Celeux, has been previously
published in 2004 as the INRIA research report n°5265. After some improvements it has been accepted
for publication by Lifetime Data Analysis in 2006.
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An alternative competing risk model to the Weibull
distribution for modelling aging in lifetime data analysis

Abstract. A simple competing risk distribution as a possible alternative to the Weibull distribution in
lifetime analysis is proposed. This distribution corresponds to the minimum between exponential and Weibull
distributions. Our motivation is to take account of both accidental and aging failures in lifetime data analy-
sis. First, the main characteristics of this distribution are presented. Then the estimation of its parameters
are considered through maximum likelihood and Bayesian inference. In particular the existence of a unique
consistent root of the likelihood equations is proved. Decision tests to choose between an exponential, Weibull
and this competing risk distribution are presented. And this alternative model is compared to the Weibull
model from numerical experiments on both real and simulated data sets, especially in an industrial context.

Keywords: Failure Time Distribution; Aging; Weibull Distribution; Accidental Failure; Competing risk
Model; EM algorithm; Bayesian Inference; Importance sampling; Likelihood ratio Test.

A.1 Introduction

In a reliability context, two of the most employed lifetime distributions are the exponential and the
Weibull distributions (see for instance Meeker and Escobar, 1998, pp.79 & 85-86). The exponential
distribution £(n) whose reliability function is

t

Sp(t) = exp <_5) , (A.1)

7 being the scale parameter, is modelling accidental failure times of a no aging material cleared of
infant mortality defects. While the versatile Weibull W(n, 3) distribution, with reliability function

S (£) = eXp{— <%>ﬁ} (A.2)

AN
) =2 (1) (A3)
n

can be used for modelling infant mortality defects when the shape parameter 3 < 1 or aging when
(B > 1. Note that when 8 = 1 the Weibull distribution reduces to an exponential distribution with

scale parameter 7.

and hazard rate

Reliability feedback experience data are often modelled with the Weibull distribution and an im-
portant question is to decide if 5 = 1 versus 8 < 1 when concerned with infant mortality or § = 1
versus J > 1 when concerned with aging. This question can be solved using likelihood ratio tests
(see d’Agostino and Stephens, 1986). In this article we are interested in modelling possible aging of
a material cleared of infant mortality defects. If, for instance, aging is diagnosed, then further sta-
tistical inference is made assuming that the observed failure times arise from a Weibull distribution.
When accidental failures and failures due to aging, with an increasing aging hasard function, work
together in a system, it means that the occurrence of accidental failures can be regarded as negligible
as compared to the occurrence of failures caused by material aging. This assumption could appear
to be reasonable in many circumstances, but there are a lot of situations where neglecting accidental

failures can introduce an important bias in statistical inference on material lifetimes. Even when aging
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is the most frequent cause of failure, accidental failures can remain numerous.

Thus a more realistic way of modelling failure times is to consider a competing risk model which
takes into account the fact that a failure can be caused by aging or by accident. This model is
defined as follows. A failure time is the realization of a random variable B = min(F, W) where E is
a random variable with an exponential distribution £(ny) and W is a random variable with a Weibull
distribution W(n1, 3) where 8 > 1, E and W being independent. Consequently, the distribution of
B is characterized by three parameters 7y, 71 and 5. It will be denoted B(no,n1,3). Its failure rate
function is the sum of the exponential and Weibull failure rates

1 6 (x A1

o= () (A9
The aim of this paper is to analyze the possibility of using a B(ng, 11, 3) instead of a W(n, 8) distri-
bution for modelling aging. The deliberate choice of taking 5 > 1 is justified by the fact we consider
systems cleared from infant failures but possibly submitted to aging. Such a context is current when
studying nuclear plant systems lifetimes (see for instance Lannoy and Procaccia, 2001, or Bacha et
al., 1998). Failures due to infant mortality will not be considered in this paper.

The use of competing risk models is well known and a large family of distributions has been notably
presented in Park and Padgett (2004). Theory of competing risks is now readily available at a far
more sophisticated level than the B distribution (see for instance Goetghebeur and Ryan, 1995 and
Chan and Meeker, 1999). But the B distribution deserves a special interest since it represents one of
the simplest, most practical and intuitive competing risk models, with only three parameters.

The article is organized as follows. In Section 2 the main characteristics of the B(ng,n,3) dis-
tribution are presented. In Section 3, the estimation of the B(ng,n:,3) distribution is considered.
First maximum likelihood estimation of the three parameters of the B distribution from possibly right
censored data is presented through the EM algorithm. Then, Bayesian estimation of those parame-
ters is presented using an importance sampling approach to approximate the posterior distribution of
the parameters. Section 4 is concerned with hypothesis tests. In particular, the important problem
of testing a Weibull distribution against a B distribution is considered. Section 5 is devoted to the
presentation of numerical experiments on both simulated, prospective and real data sets and a short
discussion section ends the paper.

A.2 Characteristics of the B distribution

Let a random variable (r.v.) B = min(E, W), where the r.v. E has an exponential distribution
with mean value 7y and the r.v. W has a Weibull distribution with scale parameter 7; and shape
parameter 3, F and W being independent. The main characteristics of the B probability distribution
are as follows. Its hazard function, its reliability (or survival) function and its probability density
function (pdf) are successively given by

B—1
hB(t)_hE(t)+hW(t)—n—10+£<%> L t>0

Mo

B
Su(t) = Su(t) xsw(t)_exp{_i_ < t) } £>0
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B-1 B
2 ) 2 )
H=|—+Z (2= exped —— — [ — , t2>0. A5
f5() [770 nmo\m ] p{ o m (4-5)
On Figure A.1 are displayed examples of B pdf’s with the corresponding exponential and Weibull
pdf’s.

1.2
12

1.0
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Figure A.1: Examples of B pdf’s.

In view of analyzing the roles of scale parameters 1y and n; in failure time data analysis, it is of interest
to examine the particular case of a shape parameter § = 2 where calculations are straightforward.
In this setting, the probability that a failure arises from E (accidental failure) is given by

m T [W%} (771)
P(B=E)=P(E<W)=—="—exp|—|erfc| —
( ) (B<W) Mo 2 P 4ng 210

where the function erfc is

+oo
erfe(z) = %/ exp(—u?) du.

Table A.1 displays the evolution of this probability as a function of ratio %

M0/m 01 02 05 1 1.5 2 5 10
P(B=E) 098 093 075 054 042 034 0.15 0.08

Table A.1: Probability of an accidental failure as a function of ratio 79 /7 in a B(no, 71, 2) distribution.
Then the moment generating function of B (for 8 = 2) can be written as (see Bertholon 2001 for

details)
REN | CHENS) R

G(u) =1+ exp
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From this expression, it is possible to derive the mean and the variance :

dng | 2 2n0
and
2 2 2
Ui N ﬁ (771) 1 [ 1 ])
Var[Tl = 2mexp|——"-5| | —=—Z—erfc| — |+ -mexp|—5]| | —
[T] m p{ 4773] 2 2 2 3 XD | =7 o
2 2
Ui \/E (771 )}
exp | — | —erfc | —
[771 p[477§ 2 20

Now coming back to the general setting, not surprisingly, B(ng,m,5) =~ W(n, ) as no >> m and
B(no,m,B8) = E(ng) as m >> ng. Since we are presumably concerned with situations where aging
can be sensitive, it is reasonable to assume that 19 > 71, because 77 > 7 implies a predominant
frequency of accidental failure. In the following, this a priori assumption will be made in the Bayesian

framework.

A.3 Estimating the parameter of the B distribution

A.3.1 Maximum Likelihood Estimation

The B distribution is a three-parameter distribution and estimating its parameters can be thought
of as more difficult than estimating the two parameters of a Weibull distribution. When using the
maximum likelihood principle to obtain estimates of the B distribution parameters, two difficulties
arise. The first one, underlined by Friedman and Gertsbakh (1980), is that there is a path in the
multivariate parameter space along which the likelihood function tends to infinity. However we prove
in the Appendix that the likelihood equations have a unique consistent root, even in a type-I censored
case. This result justifies the maximum likelihood method and answers to a significant question raised
for instance in Flehinger et al. (2002).

The second obstacle is that direct likelihood maximization often leads to unstable numerical re-
sults. To get round this difficulty it is however possible to take profit of the fact that the B distribution
can be regarded as an incomplete data model. This enables to use estimation algorithms as the EM
algorithm for maximum likelihood (ML) estimation (Dempster, Laird and Rubin, 1977) or Data aug-
mentation algorithms for Bayesian inference (Tanner and Wong, 1987). As it will be noticed in the
next section, the advantage of this choice is that the maximization in the M step of the EM algorithm
is made separately with respect to the parameters of the exponential and Weibull distributions. This
explains why the numerical estimates are obtained in a more stable way by the EM algorithm. Notice
that the EM algorithm has been previously used several times to estimate competing risk models with
masked data (see Usher and Hogdson, 1988, Bacha et al. 1998, Flehinger et al. 2002, Craiu and
Duchesne 2004, among others). We next present this algorithm in detail.
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A.3.2 The EM algorithm
Let y = (y1,...,Yyn) be a sample from a B distribution which can contain type I right censored data
(fixed censoring time) . Each y; can be written as y; = (¢;,9;), where

5 — 0 if ¢; is a censoring time,
P 1 if ¢; is a failure time.

Thus the observed likelihood which is

L(no,m, Bly) (5] (St "

—.

i=1

[hs(t:))" Sp(t:),

|

i=1

can be written as

L(no,m,Bly) = ﬁ(n—lo“‘n_ﬂl <%)ﬁ1>6i eXpl nozn: zn;( )

The B distribution is the distribution of a competing risk model with missing data. The missing

(A7)

data are binary indicator values associated to the failure times. If ¢; is a failure time, we define
E W

() ’L

z = (z ) where 2P = 1 and 2}V = 0 if the failure time ¢; arose from the exponential distribution

and 2}V =1 and 2P = 0 if ¢; arose from the Weibull distribution. By convention, if ¢; is a censoring
time (6; = 0), 2z = 0 and 2}V = 0. Thus, the complete data set can be written as x = (v; =
(yi,zi),i=1,...,n) = (y,z). The density of a complete observation z; is

F@:) = [fe)] [Set)] ™ [fw )™ [Sw@)] ™,
Flas) = (e Thw (67 Se(t) Sw(t).
And the complete loglikelihood can be written

U0l) = > 2P In b ()] + =Y In [ ()] + I [S(12)]) + Do [Sw (1) (A.8)

The EM algorithm consists of maximizing the conditional expectation of the complete likelihood
knowing the observed data and a current value 6 of the parameter in an iterative two-step algorithm
(Dempster, Laird and Rubin 1977, McLachlan and Krishnam 1997). The E step is calculating this
conditional expectation, denoted by Q(6|0), and the M step is maximizing Q(6|) with respect to 6.

E step
It consists of calculating Q(6]0), 6 being the current parameter value.

QWI6) = E(10)ly.0)

I
M:

|2 (=15.0) In [ (t)] + B (=1"1y.0) In [hw (8] + In [Sp(t:)] + In [Sw (8]

.
Il

pE(Yi) In[he(t:)] + pw(yi) In[hw ()] + In[SE(t:)] + In [Sw(y:)]

|

N
Il
-
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where pg(y;) (resp. pw(y;)) is the conditional probability that the observed failure time y; is assigned
to the exponential (resp. Weibull) distribution. These probabilities are calculated as follows :

N 0 if y; is a censored value (§; = 0),
pe(vi) P (zf - 1|yi,§) —p (E < Wi|yi,5) else
with
> fe(ti)Sw(t:)
P(E; <Wily,0) = )
( Iy ) fe(t:)Sw(t:) + fw(t:)SE(t:)
he(t;)
hg(ti) + hw(t;)
Similarly,
() 0 if§;, =0
i) = hw (£ .
wiy s Hai=1
Q(00) can be written
Q(010) = Qe(molf) + Qw (m, B|6) (A.9)
where .
Qe(mold) =Y Pe(@:)n (he(x:) + In (Sp(z:))]
i=1
and

w (i, 810) = Z pw (i) In (hw (2:)) + In (Sw (2:))]

This additive decomposition of Q(9|0) between the contribution of the exponential and the Weibull
distributions will facilitate the M step which is now described.

M step
Tt consists of deriving § = argmaxy Q(0]@). From (A.9) it leads to derive 7jp = argmax,, Qx(10|f),
and (71, B) = argmax(,, g) Q(m, B |§) Thus the following equations are straightforwardly obtained

= = _o,
B > pw () > (t:)°
and .
S’ \”
n= !

And the resulting 6 becomes the current parameter value.
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The EM algorithm increases the observed likelihood L(ng, 71, 3]y) at each iteration and is expected
to converge toward the ML estimate of 79,7 and 3 under certain condidions (Dempster, Laird and
Rubin 1977, McLachlan and Krishnam 1997). In particular, the initial position of EM has to be close
enough to the ML estimate of 7y, 71 and 8 and the sample size large enough to ensure the conver-
gence of the EM algorithm to the unique consistent solution of the likelihood equations. From our
experiments, EM converges to the ML estimate of 79, n; and 3 for moderately censored sample with
moderate sizes.

A.3.3 Bayesian inference through importance sampling

In many cases, the estimation of reliability distribution functions has to be done from small and highly
censored samples. In such a situation, ML estimation turns out to be imprecise or even unreliable
(see for instance Bacha et al., 1998). Bayesian inference can be expected to be useful since, in many
circumstances including engineering applications, there exists some expert knowledge on the underly-
ing failure mechanism which can be translated into good prior information on the failure distribution
parameters. Bayesian inference concerning competing risk models involving Weilbull distributions has
been considered by several authors including Berger and Sun (1993), Bacha et al. (1998) and Basu et
al. (2003).

In Bayesian inference, a prior probability distribution 7(0) is specified for the parameter to be esti-
mated and leads to the posterior distribution 7(6|y) o L(f]y)m(#) from which the inference is based.
Approximating the posterior distribution of the parameters 6 = (19,1, 5) of a B distribution or more
generally of a competing risk model is a difficult task for which Monte Carlo approximation using
Monte Carlo Markov Chains (MCMC) methods (a good reference on MCMC methods is Robert and
Casella, 1999) as Gibbs sampling or Hasting-Metropolis algorithm can be used (see Berger and Sun,
1993). However, it has been noticed in Bacha et al. (1998) that MCMC methods can encounter
prohibitively slow convergence situation especially when there is a small amount of observed failure
times. Moreover, assessing the convergence of a Markov chain generated by a MCMC algorithm is a
difficult theoretical challenge and consequently the quality of the posterior distribution approximation
is dubious. Thus it can present some advantages to use importance sampling techniques instead. This
is the approach considered in the present article.

Importance sampling (see Robert and Casella 1999, chapter 3) is based on the simulation of ;s
(¢ = 1,...,M) from an instrumental distribution p(#). The difference between the distribution of
interest w(6]y) and the instrumental distribution p(6) is corrected using importance weights

(G:ly)/p(6:)
S (05]y)/p(85)

to preserve that, for any function of interest h(6),

i =

M
Zwih(ﬁi) ~ / h(6)7(6]y)do. (A.10)

The art of importance sampling lies in choosing a good importance function p. This choice is
paramount to ensure that convergence to the posterior distribution 7 occurs at the right rate, the
minimum requirement being that the variance of the importance weights w; is finite (Robert and
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Casella 1999, chapter 3). Importance sampling techniques received a renewed interest since a few
years. In particular the population Monte Carlo approach that we chose received benefit from earlier
works on MCMC algorithms to select good proposal distributions. It thus comes as a further advance
that exploits dependence on previous iterations without requiring ergodicity and the theoretical ap-
paratus of Markov chain theory that are needed when using MCMC algorithms. Following Celeux
et al. (2006), in the spirit of data augmentation methods (Tanner and Wong 1987, Tanner 1991,
Robert and Casella 1999), it can be taking profit of the missing data structure of the problem to
produce a simple and feasible importance function by simulating missing data. It leads to propose
two adaptative importance sampling schemes that are now presented.

The SRE scheme Using the ideas developed in Steele, Raftery and Emond (2003) a first scheme,
denoted SRE in the following, is now described. Denoting L (f|y,z) the completed likelihood and
k(zly,0) = L(0ly,z)/L(0]y) being the conditional density of the missing data knowing the observed
data, it can be described as follows.

e Compute § = argmaxy L(fy);

e For j=1,....M

1. Generate z/) from the conditional distribution of the missing data k(zly,d);

2. Generate 09 from 7 (9|y,z(j));
L(09]y,20)x(6D))
(2 ]y, 0)x (60 |y,z())

, , 4 M ().
3. Compute (/) = P and w0 =r0) /37 )

e Generate K realizations (9(1),...,é(K)) from (9(1),...,9(M)) using a multinomial

distribution with probabilities (w(l), e ,w(M)) .

Even if the proposal distribution is a distribution on 6,z given y and not a marginal distribution
on 6 given y, the resulting sample é(l), ...,0%) can be approximatively regarded as a sample from the

posterior distribution 7(f|y) and a standard estimator of E,(h(f)) is Zj\il w@Wh (09)). As Tanner

(1991), the authors of this scheme justify it by saying that = (z|y7é) is a good surrogate for the
predictive density 7(z|y). A possible problem of this scheme is that, typically, Bayesian inference can
be useful in small sample setting for which maximum likelihood can provide unreliable estimates (see
Bacha et al. 1998). Thus in such cases it is doubtful that initiating the sampling scheme from 6 is
a good choice. A more Bayesian criticism is that this choice does not take into account the intrinsic
variability in 6 due to the prior distribution, so the importance function could be too concentrated.

The Population Monte Carlo scheme The Population Monte Carlo scheme proposed by Cappé
et al. (2004) is an iterated scheme that produces, at each iteration, a sample approximately simulated
from 7w(fly) and some approximately unbiased estimators of integrals under that distribution. The
novelty of the method is that the iterated call to importance sampling based on the current impor-
tance sampling sample allows for a progressive selection of the most relevant points of the sample.
Convergence results on PMC scheme can be found in Douc et al. (2005). The most general version of
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this procedure is as follows:

e For j=1,...,M, choice of Géj);

e Stepi. (i=1,..): for j=1,....M

1. Generate 0Y) from ¢ij (010;,—1) where 6;_1 = (9(1) 9§M));

4 i—10 V-1

Y769 ) .
2. Compute r(7) = %amd wl) = T(])/Zﬁil r(s),

By an importance sampling argument (see Cappé et al., 2004), the choice of g;; is fairly unrestricted
and this proposal distribution can depend on the previous sample or even on the whole sequence of
samples simulated so far. A specific version of this procedure, denoted PMCH in the following, which
takes profit of the missing data structure of the problem is as follows:

e For j=1,...,M, choice of Héj);
e Step i. (1=1,...)

a) For j=1,....M
1. Generate z() from k (Z|y,9§i)1)3

2. Generate 6‘1@ from 7r(6‘|y7z(j));

L (91(]') |y,z(j))w(9§j>)

3. Compute ) = k<z(j)|y,9£{)1)w(95j)|yxz(j))

and (.()(J) = T(J)/ Ziw:l 7”(5) H

b) Resample the (91@) using the weights w().

Choosing the prior distribution In this article, we are concerned with Bayesian inference in
an informative context where experts are expected to be able to give good prior information on the
parameters (1o, 71, 3) of the B distribution. Following Erto (1982), Berger and Sun (1993) and Bacha
et al. (1998) and owing to our own experience, it is assumed that the shape parameter [ is supposed
to be in an interval [G,, 8,]. Since, here, we are interested in aging, it is assumed that 5, = 1 and a
typical value for (3, is 5, = 5. The prior density chosen for § is a uniform distribution on this interval.
Now, in order to use conjugate Gamma prior distributions for the scale parameters 79 and 7;, the
chosen prior distribution is as follows. Putting A\g = 1/79 and Ay = 1/11, we have

(B, A1, Ao) = m(B)m(Ar]B)m (Ao B, M), (A.11)
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where () is the uniform distribution on [5, §,],
X aegexp (—axy)
I'(c)

T(\|B) = L(0,00) (A1)

and ) ( )
AST b exp (—bAg
0 F(a) I(O,)q] (AO)

It means that the prior distribution of )¢ is a Gamma distribution G(a,b) truncated in A;. And, it can

m(Xo|B, A1) o<

easily be proved that the conditional distribution of A; knowing (3 is such that the prior distribution
of /\? knowing ( is a Gamma distribution G(c,d). This choice of prior distributions has been pro-
posed by Berger and Sun (1994) for the Weibull model conditionally to the variations of 3, similarly
to Berger and Sun (1993) for Poly-Weibull distributions. Clearly Gamma distributions have been
chosen to push the estimation through. Fortunately, the Gamma distribution is a versatile distribu-
tion and this choice does not jeopardize a good treatment of expert knowledge for the scale parameters.

Hyperparameters a, b, c and d are for instance chosen in the following way. Experts are asked to
give intervals of possible values for 79 and 7. Denoting [no¢, o] respectively [n1¢, 71,] those intervals,
it leads to

a(l/noz +1/n0,)°
(1/n0¢ = 1/mor)”
% (1/n0¢ + 1/n0r)
(1/n0¢ — 1/1m0r)

where « is chosen small enough to ensure a large variance of the Gamma distribution, and
2
(Uﬁfi + 1/77152)
c = 7 5 (A.12)
(1/77@f - 1/77?2)
(Umﬁf + 1/?7152)
d = 27 5 (A.13)
(1/?7?5 - 1/77?5)

where 7 can be chosen in the same manner as «. This choice is ensuring the prior distributions to be
centered on the means of expert intervals and the possibility of enlarging the prior variance.

Implementation of the SRE and PMCH schemes for the 5 distribution The implementa-
tion of the two above described importance sampling schemes does not involve difficulties and is not
detailed here. However some comments are to be made. First, it is important to build an importance
function p with heavier tails than the posterior to be approximated (Robert and Casella 1999, chapter
3). In that purpose, it is beneficial to enlarge the missing data space. Thus, the missing data we
considered are not reduced to be the binary vectors z; indicating the distribution (exponential or
Weibull) from which failure times occur. They include the failure time of the alternative distribution
(exponential or Weibull) not assigned to the observed failure time, and also the failure times beyond
the censoring times for both the exponential and the Weibull distributions. Then, the completed
likelihood takes the form

L(T]Oanlvﬁbivz) = L(T]0|61, "'7677.) X L(nl;6|wla 7wn)
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where e; (resp. w;) are either the observed failure times ¢, assigned to the exponential (resp. Weibull)
distribution or the simulated failure times according to the exponential distribution £(ny) (resp.

W(n, B)).

Generating )\éj ) and )\gj ) is easy since by conjugate properties, the conditional distribution of /\éj ) is
aGla+n,b+3", e!’)) and the conditional distribution of (A% is a G(c+n, d+ 37", (w?)8").
Since, no conjugate prior exists for the shape parameter of a Weibull distribution, generating 5 is

carried out with an accept-reject algorithm:
1. Generate g from 7(f3).

2. Generate u from a uniform distribution on [0, 1].

i ) pG—1) (G=1)
(@) < W(B\y7z(”7nq ') .
3. Put g8 Bif u < (8 maxs LGS T a0 Dy 2 otherwise goto 1.

A.4 Assessing the failure distribution

The objective of this section is to give a procedure for choosing the most relevant model among the
three following ones, given in the increasing order of complexity: the exponential, Weibull and B
model. In a reliability context, the exponential model is often the first proposed distribution. But, if
aging is suspected, the Weibull model can be expected to be more appropriate. As for the 5 model,
it has already been seen that it is even more complex than the Weibull model.

Towards that end, the standard Likelihood Ratio Test (denoted LRT) is an adequate goodness-
of-fit test, in an asymptotic framework. More precisely, as these three models are embedded, the
two-step following procedure is proposed:

- First the standard exponential versus Weibull test is applied (see for example Lawless 1982, pp.
173-174). As a first step, this enables to detect aging. Under the null hypothesis Hp: 3 = 1, the LRT
statistic 21n (%) converges to x7 in distribution.

- Secondly, to go further in the case where the previous test leads to choose a Weibull model, the
LRT is now applied to discriminate between Weibull and B models. In other words, here, the question
is to know whether it is worth taking into account a possible accidental cause of failure. To be more
precise, for this second test, denoting Ao = 1/1), the null hypothesis (corresponding to the Weibull
model) is defined as Hp: A\g = 0 (19 = +00) (which means that the accidental component vanishes).
Since the parameter )¢ is constrained to be > 0, the distribution under Hy of the LRT statistic (with

notations of § A.3.2)
[ d;In ()\Ao-i-/\Alﬁ $§_1> - ( o T+ N :vf)} -
i i=1
2.

? L 16i (Bln;\"’_lng)"‘(ﬁ—l i:16ilnxi—§:1 (S\B x?)}

NE

Ls(Xo, A1, B) —
2111( Lw(X,B) )

—

3l

1, 1
~ —x1t+t=29
2X1 5 0
where J§p denotes the Dirac distribution in 0. A general presentation of this result can be found in

Gourieroux and Monfort (1996, chapter 21). Beyond standard regularity conditions that are fulfilled
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by the B distribution, their line of proof needs that the Taylor expansion of In Lg about Ay = 0 is
possible, which is true since In Lg is well defined in a neighborhood of Ag = 0.

Thus the application of the LRT is straightforward. Proceeding in this manner, it is possible to
examine gradually the complexity of models. Notice that it is also possible to make use of the BIC
criterion to select one of the three models. The BIC criterion associated to a model X with a parameter
of dimension k and the maximum likelihood estimate § (or a Bayesian estimate) can be written as
In Lx(6) — Elnn >0 where n is the size of the sample. The selected model is the one which presents
higher BIC criterion.

A.5 Numerical experiments

A.5.1 Estimations and tests on simulated data

In this section, estimations of exponential, Weibull and B distributions on simulated data from a
B(200, 100, 2) distribution are considered. Note that for such a distribution, the probability for a
failure to be accidental is 0.34. Samples of decreasing size have been simulated (30 samples for each
size) and have been censored with the fixed value 100, which gives approximatively 20% censored data.
Results of estimation on two censored samples (of size 500 and 50) are summarized in Tables A.2 and
A.3. Estimation results are summarized with the median and the [25% — 75%)] percentile interval over
the 30 samples. The median value is preferred to the mean value to summarize those Monte-Carlo
numerical experiments because it can happen that the estimate of 79 in the B distribution tends to
high values.

In next tables “ML” denomination embodies the use of EM algorithm for the B distribution, a Newton-
Raphson descent algorithm (with adaptative decreasing step) applied to the Weibull distribution and
the direct likelihood maximisation for the exponential distribution. In the Bayesian setting, prior
distributions have been designed from the equations given in Section A.3.3 from the following prior
informations. The shape parameter 3 is in [3;, ;] = [1, 5], the scale parameter 7y of the exponential
component is concentrated on (7o, 70-) = (1, 300) and the scale parameter 7; of the Weibull component
is concentrated on (117, 71,) = (1,200).

In those tables the estimation of the mean residual survival time

[ S(u) du

MRST(ty) = 0

has been added with its empirical standard deviation into parentheses, S denoting the survival func-
tion and tg a fixed value of time. In the aim to predict the behavior of the model beyond the
observed distribution, we choose to = (19 + 11)/2 = 150 which theorically implies Sp(to) = 4.97%
and MRSTg(ty) = 25.25. Compared with the MRST obtained with the Weibull distribution, the
improvement of the prediction is especially highlighted throughout the treatment of 50—sized data.

It is to be noticed that the estimation of parameter 7y seems to be more sensitive to censoring time
and sample size than the two other ones. However, the LRT test and BIC criterion choose the correct
distribution in most cases. In the small sample size and censored cases, the model choice favoring the
Weibull distribution is not surprising since the estimation of 79 in B modelling tends to high values,
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so that the B distribution is well approximated with a Weibull distribution.

exponential Weibull B model
n MRST(150) n B MRST(150) no n1 B MRST(150)
ML 82.3 82.3 78.2 1.47 35.75 170.5 100.4 2.21 25.15
(75.1-86.5) (8.48) (70.5-84.8)  (1.33-1.69) (14.27) (153.4-195.7)  (84.2-119.7)  (1.91-2.29) (11.25)
PMCH 82.5 82.5 83.4 1.60 32.90 211.2 95.5 1.95 26.63
(75.1-87.1) (9.0) (73.2-89.9) (1.38-1.72) (14.38) (185.3-226.9) (86.5-120.1) (1.90-2.22) (10.88)
Table A.2: ML and Bayesian estimations of parameters (with interquartile intervals) and MRST (with
standard deviations) of 500-sized (200, 100, 2) samples (20% of censored data).
exponential Weibull B model
n MRST(150) n B MRST(150) no n1 B MRST(150)
ML 824 824 80.6 1.82 30.0 345.1 83.6 1.84 28.84
(64.1-95.4) (23.7) (58.5-95.8)  (1.37-2.14) (22.4) (179.4-567.8)  (58.9-114.7)  (1.42-2.27) (22.6)
PMCH 80.8 80.8 81.3 1.74 26.7 235.1 85.5 1.85 23.12
(69.5-90.7) (15.7) (62.5-91.4)  (1.53-2.10) (17.6) (181.5-262.7) (63.5-98.7) (1.67-2.09) (12.5)

Table A.3: ML and Bayesian estimations of parameters (with interquartile intervals) and MRST (with
standard deviations) of 50-sized (200, 100, 2) samples (20% of censored data).

size  censoring % ezponential Wesbull B model
LRT BIC LRT BIC LRT BIC
500 0% 0% 0% 6.6% 3.3% 93.4% 96.7%
20% 0% 0% 3.3% 3.3% 96.7% 96.7%
200 0% 0% 0% 6.7% 3.3% 93.3% 96.7%
20% 0% 0% 10% 3.3% 90% 96.7%
50 0% 33% 3.3% 23.3% 20% 73.4% 76.7%
20% 33% 6.6% 86.7% 30% 10% 63.4%

Table A.4: Model choice for samples (from the H; = B distribution) of sizes 500, 200 and 50 (5%-level
tests) by LRT/BIC, tested on 30 samples.

The performance of both approaches under the null hypothesis of a Weibull distribution is studied
in Table A.5. Tt presents the proportion of samples (among 100 items) from a W (100, 2) distribution for
which the LRT (at 5%-level) and BIC statistics accept the null hypothesis. The BIC method appears
to be more appropriate when the proportion of censored data increases, because the asymptotic

approximation of the LRT is deteriorating.

A.5.2 Estimation and tests on prospective data

The following data are sampled from a prospective mortality table given by INSEE (INSEE 2001) for
100,000 people born in 1993. It means that the individual survivals are projections in the future.
This mortality table was presented in Bertholon (2001). In this work the EM estimation of the B
distribution parameters were 179 = 1662 years, 177 = 97.4 years, and B = 12.4. The value of shape
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censoring % LRT BIC censoring % LRT BIC
0% 0.96 0.98 0% 0.95 0.98
20% 0.90 0.96 20% 091 095
50% 0.57 0.74 50% 0.85 0.93
80% 0.51  0.68 80% 0.73 0.83

Table A.5: Proportions of well-recognized samples of size 50 (left) and 200 (right) the Hy = W(100, 2)
distribution.

parameter (3 is unusual. It indicates that aging is accelerating after some time, which is not really

surprising concerning idealised human life. The B estimated mean is numerically computed from

oo B
E(X) = / exp —i — (i) dr ~ 90.8 years.
0 Mo T

Note that according to these results the mean lifetime should be 1662 years if humans would not be
submitted to aging! If aging is only taken into account (as it is generally the case) with a Weibull
distribution the mean lifetime remains close to 97 years for people born in 1993. On Figure A.3
survival functions for the Weibull and B estimated distributions are displayed.

From these data 30 sets of size 1,000 and 100 respectively are randomly sampled, for estimating
the parameters of the three considered lifetime models and analyzing the results of hypothesis tests.
All samples are considered uncensored. Because of relatively large sample sizes (n > 100), maximum
likelihood was used to estimate the parameters of the models. The ML mean estimates and the MTS
mean estimates at to = 97 years are presented in Table A.6, LRT test results in Table A.7 and Weibull
plots for the 100-sized case in Figure A.2.

size ezponential Weibull B model

i (1, B) MRTS(97) (0> 711, B) MRTS(97)
1,000 83.1 (87.5,7.5) 4.5 (1285.5,90.2,13.8) 2.1
100 84.2 (88.8,10.2) 3.0 (1510.5,88.8,14.4) 1.5

Table A.6: ML mean estimates and MTS mean estimates at ¢y, = 97 years from 30 samples of sizes
1,000 and 100 coming from the prospective mortality table.

size exponential ~ Weibull B model Model choice
1,000 -5425.45 -4167.23  -3472.17 B model
100 -543.09 -392.24 -351.95 B model

Table A.7: Loglikelihood mean values and model choice for samples of sizes 1,000 and 100 from the
prospective mortality table (5%-level tests)

From Weibull plots in Figure A.2, it clearly appears that the B distribution provides a better fit
to the data than the Weibull distribution. Neglecting the accidental cause of dying produces an un-
reliable analysis of prospective human lifetime. Extensive differences of estimated survival functions
for the Weibull and the B distributions appear in Figure A.3.
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An interesting characteristic of the 5 distribution can be observed on Weibull plots, in Figure
A.2. The empirical distribution is divided into two parts (in the proximity of logt¢ = 4.1), correspond-
ing respectively to the underlying exponential distribution (from logt € [0,4.1]) and the Weibull
distribution. From the formal expression of B distribution, the Weibull plot log(— log Sw(t)) =
log(t/no0 + (t/m1)? displays a knee in the neighbourhood of logt = 4.1. Thus, aging becomes the
prominent cause of failure for ¢ > ¢, ~ exp(4.1) = 60.34 years.

Weibull plot
~ —
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—— weibull dist.
B dist.
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5 o |
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Figure A.2: Weibull plots for a 100-sized randomized sample from the prospective mortality data set
and the mean estimation from Table A.6.

A.5.3 Analysis of vehicles failures

Twelve failure intervals (trimesters) [0 — 1) to [11 — 12) are given for 50 fleet vehicles, owning to the

LTM society of transportation from Nice (France). In this application it is considered that the failures

occur at the end of each interval of time. So the considered failures times are (1,...,...,12,...) where
~—~— ~———

mn1 mni12

(n1,...,m2) = (2,3,3,2,2,4,5,4,5,6,5,9). Estimations are given in Table A.8 and corresponding
Weibull plots are displayed on Figure A.4.

Weibull B model
ML =883 (=252 flo = 16.86 71 =11.01 3=8.10
PMCH 7=10.35 (=241 flo = 20.75 7 =10.50 B =5.10

Table A.8: ML and Bayesian estimations from the vehicles failures sample.
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Figure A.3: Survival functions for the 100,000-sized life table [— : empirical survival function; .....: B

estimated survival function; - - -: Weibull estimated survival function].

First it can be noticed a good accordance between ML and Bayesian inference. The B distribution
is clearly more adapted than a simple Weibull distribution, and Bayesian estimation provides a better
fit than ML estimation. Here prior domains were chosen as [1,6] for § and [1,30] for both 7y and ;.
The B estimation shows a strong aging behavior (which seems not surprising for very used vehicles)
approximatively for 60% of cases, competing with a high rate of accidents. Notice that the use of
the B distribution could be expected to be well-adapted to the case of vehicles failures that may be
generated by technical causes (related to aging) or accidental causes.
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Figure A.4: Weibull probability plots of vehicle failures data.
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A.6 Discussion

The B distribution is a natural and simple model to analyse various competing risks of death or failure.
It can be mentioned here that other models have already been proposed. One of them is the Failure-
Time Model of Chan and Meeker (1999) which includes at least one more parameter. It requires thus
large sample sizes to get estimations in a stable way. In the present paper the B distribution has been
considered as an alternative to the Weibull distribution for modelling aging. In some circumstances
it can be thought of as a more realistic model to describe aging than the Weibull distribution. And a
clear strategy of testing has been designed to choose between exponential, Weibull and B distributions.

The versatile Weibull distribution notably appears to have difficulty in taking into account all aspects
of lifetime data. An illustration is highlighted by the life table data. Figure A.3 shows that the best
estimated Weibull distribution is unable to fit the empirical survival function given by the entire table.
On the contrary, the B distribution gives a perfect adjustment to this curve.

Nevertheless a possible drawback of this model is that it involves three parameters. Indeed it can be
difficult to estimate those parameters for small-sized and/or censored samples. For this very reason,
Bayesian inference is desirable to get reliable estimations. We have proposed an efficient importance
sampling method to approximate the posterior estimation of the B distribution parameters. One of
our research perspectives is to design simple and reliable elicitation procedures for taking into account
prior information regarding the B distribution in a proper way.

Note that covariates could be taken into account in a simple way with the B distribution. It would
consist of partitioning the failures into two classes (one for exponential failures and one for Weibull
failures) and to explain this classification with the covariates through a linear logistic regression.

The B distribution can finally reach a level of information good enough for industrial applications and
may be considered by its practical use as a reference distribution for reliability studies.

A.7 Appendix: existence of a consistent root of the likelihood

equations

The aim of this section is to prove that the likelihood equations for the 5 distribution have a root
which is consistent and asymptotically normally distributed. The proof uses a Chanda’s theorem that
is recalled first.

THEOREM 4.(Chanda 1954). Let f(x|6) be a probability density function, 8 = (61, ...,0;) being a

vector parameter belonging to the parameter space ©, and x1,...,x, be independent observations of

OlnL __
00 O’

InL =3""  Inf(x;|0). Let 6y denote the true value of 6. It is assumed that 6y lies at some point in

where

a random variable X with density f(x|0). The likelihood equations are given by

©. Then, if Conditions 1-8 below hold, there exists a unique consistent estimator 6, solution of the
likelihood equations. Furthermore, \/n(0,, — 0y) is asymptotically normally distributed with mean zero
and covariance matriz 19_0 1, where Iy, is the Fisher information matriz.



Appendix: existence of a consistent root of the likelihood equations 195

e CONDITION 1 For almost all x and for all € © aalgrf, 3;139{ et 89?13225& exist for all v,s,t =
1., k.
e CONDITION 2 For almost all x and for all 6 € © } } < F.(x), }89 50 ‘ < Frs(z)  and

‘m’ < Hys(x), where Hyg is such that fj;oo Hyo(2)f(z)de < M < oo, and F.(z) and
F.s(z) are bounded for all r,s,t =1,... k.

e CONDITION & For all § € © the matriz 1(0) = oo (alnf) (alnf) fdx is positive definite.

The three conditions of the Chanda theorem are now checked for the likelihood equations of the B
distribution. It is to be remarked that the proof below includes the possibility of censored observations.
In such a case, denoting ¢ such a censored observation, the expression of the pdf is then

B
c c
@) = e {—— -(£) }
Mo m
instead of (A.5). Henceforth, x may denote a censored observation in what follows.

First, the partial derivatives of the pdf f are of the following form

dlnf 9f 1
90, 90, f

Plnf 1 8f  9f of 1
90,00,  f 00,00, 00, 00, 2

Plnf _ 0f0fof 1 9 9f 1 _9f f 1 _9f f 1 Ff 1

90,00,00, 90, 00, 90, f> 90,00, 00, f> 06, 90,00, 2 86, 00,00, f> ' 90,00,00, f

where 6 is the vector parameter § = (9, 71, 3). By induction, it can be proved that f and its partial
derivatives of any order (denoted below by g) can be written in the following way

ol @) EE S i () ()]

k}l_O kQ 1]{}3_0 771
where P(n—, H,ﬁ) and lekzks(

is satisfied.

o m , B) are polynomials in — 11 and (8. Consequently, Condition 1

Secondly, any partial derivative g is a continuous function in  and #. Thus g is bounded for § € Q
and z in any closed interval. Therefore to check Condition 2, it suffices to consider its behavior for
large values of x. It is easily seen that there exist positive numbers A and B such that g is inferior to
e~ BT x 24 for sufficiently large 2 and 6 € Q. Since e~ 5? x 24 is bounded, Condition 2 is satisfied.
As for Condition 3, I(#), which is a covariance matrix, is positive definite unless it exists a,b, ¢ not
all equal to zero such that am“f + balnf +c 85‘? = 0. A simple examination of the derivatives
shows straightforwardly that they are not colhnear Thus the three conditions of Chanda theorem are
verified.







Appendix

An industrial Bayesian analysis with
Weibull distributions

This article summarizes the main points of Chapter 3. Moreover it proposes a default calibration
method for the shape parameter 3 of the Weibull distribution. Finally, a real example is treated, con-
sidering the methodological aspects developped in Chapter 3. In the text, “Bousquet (2006)” refers to
the complete thesis document.

Abstract. The context of our study is industrial reliability, where lifetime data are usually censored and
in small number. Background information is available from experts. Our prior subjective knowledge is only
about the lifetime of an industrial component and not about the parameters of a Weibull distribution which
represents this lifetime. We propose to focus the discussion between the experts and the industrial analyst
about the size of virtual data representing the variability of the expert opinion. Indeed, this size is one of
the scarce indicators that both can understand. The prior calibration is made easy, and some methods and
indicators including a default calibration method are proposed to help the Bayesian analyst (they can be ex-
tended to inferences on other distributions than Weibull). Besides, the posterior computation by importance
sampling is simple and satisfying. Finally, through a real example, the flexibility of the elicitation is illustrated.

Keywords: reliability, durability, Bayesian analysis, Weibull distribution, expert opinion, subjective prior,
virtual data, censored data, Kullback-Leibler.
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B.1 Introduction

In a reliability context, one of the most employed lifetime distributions is the Weibull distribution
(Lawless 1982, chap. 4). This versatile W(n, 3) distribution, with density function

s - 20 "))

and hazard rate hw (t|n, 3) = %(%)5_1 where 7,8 > 0, can be used for modelling infant mortality
defects when the shape parameter 8 < 1, aging when 5 > 1 or accidental failure (with a constant
rate) when § = 1. In this case, it reduces to an exponential distribution with scale parameter 7.

In numerous industrial studies, reliability feedback experience lifetime (FEL) data t, = t1,...,t,
are often modelled with the Weibull distribution and the parameters are estimated by maximum
likelihood inference using Newton-Raphson (NR) or EM algorithms. However, the good behavior of
likelihood maximization is ensured only when the sample size n is large enough and when the lifetimes
are little censored (Bacha 1996). Otherwise, using Bayesian inference techiques is relevant when prior
knowledge is available (Robert 2001). This is the context of our study, where some experts provided
informations about the lifetime T of an industrial component . The main difficulty is to translate
this expert opinion into information on (7, ), through the choice of a prior distribution with density
m(n,B). Then the posterior density

(0, Bltn) (tnsn, B) ©(n, B)
// (tni 7, B) (1, B) dndf

allows to obtain estimates of reliability functions h(n, 3) which are of interest for the industrial ana-

lyst, as the survival function. Here L(ty;7, 3) denotes the likelihood of the data.

This article is focused on the choice of 7(n,3). We consider that the expert(s) (considered as
male(s) for simplicity) can express his (their) beliefs only about the marginal distribution M of T

/ / fw (tn, B)m(n, B) dndp

and not directly about (7, 5). We take profit of this feature to build a prior for the scale parametriza-

with density

tion of the Weibull model (see Prop. 17). Typically, he (they) can give prior estimates of the mean,
the median, the mode or percentiles of M. However, he (they) can have difficulties to estimate his self
uncertainty; indeed, an expert is often not a stastistician and notions as standard deviation remain
fuzzy. To obtain good estimations of this prior uncertainty, discussions between the expert and the
Bayesian analyst (who gathers the prior information, possibly weight it and then infer both the data
and the prior) are desirable. Hence the need of indicators which are understandable for both of them.

After some recalls and precisions about the meaning of the Weibull parameters in Section ?7?,
we propose in Section B.3 an improvement of the approach proposed by Berger and Sun (1993) and
Bacha et al. (1998) to elicit prior distributions. The main point of this improvement is to consider
the prior distribution as an approximation of the posterior distribution coming from a noninformative
prior and wvirtual data whose size a is a relevant indicator of uncertainty.



Data and parameters 199

According the specifications of the prior knowledge, we obtain a flexible hierarchical prior family
for which we propose some strategies of calibration in Section B.4. Especially, a default calibration
method is suggested. Independently from the expert, the Bayesian analyst must often proceed to a
final recalibration step. In this aim, an indicator measuring the effective size of the censored dataset
tn is given to locate the strenght of the subjective information with respect to the strenght of the
objective data information. Besides, bibliographical results are recalled and can be proceeded in a
reliable and simple way. Then the consensus between several experts is briefly studied.

Finally, we show in Section B.5 that the computation of the posterior distribution is simple using
an importance sampling algorithm. In Section B.6, a full Bayesian analysis is led for real data and
two expert opinions to illustrate the main points of our elicitation method.

B.2 Data and parameters

B.2.1 The statistical context

For n € IN*, let T, = T1,...,T,, ~ W(n,3) be independently and identically distributed real-
or-vector-valued random variables in the sample space IR’} with probability density function (pdf)
fw (t|n, 8) and survival (reliability) function Sw (t|n, 8).

The available data are as follows: let t, = (¢1,...,%,) be an observed sample of n data. Usually
tn contains r uncensored i.i.d. data x, = (z1,...,,) following W(n, 3) and n — r fixed (progressive
type-I) right-censored values, denoted ¢,y = (c1,...,¢n—r). Thus, the observed likelihood can be

e T N\ B-1 n A\ B
L(tn;in, B) = ﬁ—H<x—> exp ¢ — (%)
=1

Ut ;

written as

B.2.2 Meaning of Weibull parameters

The usual Weibull parameters (7, 3) have different senses. The scale parameter 7 is the 63'¢ percentile
of the distribution and is homogeneous to T'. But the shape parameter 5 has no dimension.

An expert viewpoint about 3 appears to be qualitative: the value of [ reflects a knowledge about
the prospective (or future) behavior of the component > . This knowledge is intrinsic to the component,
independently of the quantitative knowledge of the failure time which is translated by a knowledge on
functions of (1, 3) as the mean, the median, etc. This qualitative meaning of 5 can be highlighted as
follows: when the component »_ is submitted to aging, aging rate is given by

Ohw(tin,p) _ B(B—-1) (E)"Q

ot o\
and aging acceleration can be measured by
-3
Phw(tnf) _ BB-1B-2) (t\”
ot2 n3 n '
Thus, as we said before, the exponential distribution (3 = 1) can be used for modelling a component
which is only submitted to accidental failure, without aging rate. Face to aging, engineers usually try
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to slow down aging by preventive care (such that the estimated ( remains between 1 and 2).

In our study, the available expert opinions are mainly quantitative and give little information
about . This is a significant difference with the conditions required for instance by Singpurwalla
and Song (1986) and Singpurwalla (1988), who proposed hierarchical prior buildings with numer-
ous hyperparameters. Note that Berger and Sun (1993) assumed the same hypothesis of a prominent
prior knowledge on 3. Here, we shall simply consider that Supp(w(/3)) is bounded for objective reasons.

In the following, we use for convenience the parametrization x = n~%. More generally, we denote
0 the parameters of the model, especially when we define or use techniques which can be applied in
more general settings than Weibull inference.

B.3 The prior modelling

B.3.1 The prior distribution of the shape parameter

We assume that an objective knowledge of 3 is available such that the prior domain can be bounded on
(61, Br] C (0,00). Following arguments from Erto (1982), Berger and Sun (1993) and especially Bacha
et al. (1998), this is a reasonable assumption since (3 directs the kinetics of aging. On mechanical
systems, for physical reasons, 8 > 5 is never estimated on real Weibull data (except when they come
from a 3-parameter Weibull distribution and must be reduced from a burn-in time). Usually, § stays
in [1,2.5]. See Lannoy and Procaccia (2001) for a engineering viewpoint. Moreover, when aging is
assumed, we have clearly 3, = 1.

Following Bacha (1996), we propose to use a Beta B.(p, q) distribution for the prior on 3,

Lip+q) (B—4)P (B — B!
L(p)T(q) (B — B)rrat

because of its flexibility. It can be calibrated in terms of variance and central value independently of

()

1is,,6,1(8)

(61, Br)- Moreover, E[(] depends only of p/q and can be chosen independently of Var[5] (and similarly
for the mode which depends only of (p —1)/(¢ — 1)). Bacha et al. (1998) provided a methodology to
calibrate () which lays on the specification of an observation 3,,. Jenkinson (2005) gives a review
of the calibration methods of a Beta prior distribution if some values of 3 can be built from past
experiments or expert questioning. However, such methodologies remain ad hoc. Moreover, since
experts are not statisticians, the questioning has to be indirect.

We propose the following method to obtain prior estimations of 5. About the component >, ask
to the experts the probabilities pp and p; to fall down before the times to and t; > tg, respectively.

Then
B ]
1-p e (21)" 1
T GXP{ g ({xo} )} (1= po)\=o

and deduce the prior estimation

T Y S TS
B = tog {15 Lo 0 ). (B.1)



The prior modelling 201

In next subsection, we focus our study on the prior distribution of the scale parameter 1. A hyper-
parameter ¢ which can be interpreted as a virtual sample size is defined. When fixed, this virtual
size will be used afterwards (in § B.4.1.2) to propose a calibration method of () when no credible
information about the uncertainty of 3 is available.

B.3.2 The prior distribution of the scale parameter
B.3.2.1 Extending the approach of Berger and Sun (1993)

We extend here the approach of Berger and Sun (1993). Conditionaly to 3, they choose for the scale
parameter 7 the generalized inverse gamma distribution

nB ~ GIG(a,b,p)

with density

b® 1 b
f(nla,b,B) = %W exp <_77_5> Lj0;+00((M) (B.2)

where (a, b, 3) > 0, with moment

b8BT (a — k/3)

Epf] = —————L2 v k>0

("] @) af >k >0,

and mode My[n] = (bB3/af + 1)'/8. This family is closed by scale transformation (i.e. X ~ GZG(a,b,3) =
Ve > 0, cX ~ GIG(a,bc®, 3)) which makes it interesting to represent prior informations on a scale

parameter. Moreover, if we consider the reparametrization . = n~?, we obtain prior and posterior
plB ~ Gla,b),

:u|67tl’l ~ g<a+rab+ztl>
i=1

Thus the posterior computation (see § B.5) is made easier. However, Berger and Sun (1993) do
not provide a meaning to the hyperparameters a and b. This choice remains controversial since
7(p|B) = w(p). Then we propose an alternative choice.

Suppose that the quantitative expert opinion can be represented by a wirtual Weibull sample
Xm = (T1,...,%m). Let 7/ (n|B3) oc ! be the conditional Jeffreys prior. If our conditional prior on 7
can be represented by the posterior 77/ (1|3, Xm ), we obtain

a = m,

b= bad) = il

Thus the choice of b as a function of 3 appears to be natural. Besides, a takes the meaning of the size
of a virtual sample yielding the same information as the expert opinion. Hence a is now a calibration
hyperparameter since the Bayesian analyst can modulate the strength of the prior quantitative opinion
through this simple hypeparameter. This sample size is an easy interpretable parameter and a good
focus point for a discussion between the analyst and the expert. We propose some default calibration
values for a and questioning suggestions in § B.4.
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Ideally, 7(x|3) has a natural hierarchical structure. Assuming Xy, S W(ne, Be) where (1e, )

are prior estimations, we get

b~ Gla,n."”),
plp,b ~ Gla,b).

However, for simplicity reasons we prefer to choose a determinist expression of b in function of the
available prior specifications. This is done is the next paragraph.

B.3.2.2 Translating the quantitative expert opinion

The expert opinion is quantitative when he talks in terms of lifetime. Many authors in Bayesian
litterature use expert opinions on the values of the parameter vector (see Bacha 1996, Lijoi 2003 or
Wisse et al. 2005). It can be understandable when it concerns the exponential model, since the mean
lifetime is the parameter. But usually the expert does not know the statistical model and the prior
information on parameters corresponds more to a “transformation” of the expert knowledge by the
Bayesian analyst.

Thus, Sinpurwalla and Song (1986) then Sinpugpurwalla (1988) considered that an expert was able
to speak about the median lifetime m = 7(log2)'/?: he is supposed to give an estimation of the prior
mean E[m]. Fixing 7((), they obtain a complete prior on both parameters. In our industrial context,
to be more general, we consider that an expert can give an estimation of a quantity characterizing the
marginal distribution M of lifetime T with density

mw(t) = /B /R Fov (tl1s B)e(ulB)n(8) dudp. (B.3)

An intensive litterature deals with the questioning of experts (see Daneskhah 2004 for a review).
Some discussion techniques as the bisection method (Garthwaite et al. 2005) have been proposed
with success to obtain from experts quantitative information about the behavior of a studied system.
In our case, two questions are essential : “Can you give a representative value ¢, of the lifetime T
of component Y 7?7 and “What is the probability « for the component } to fail before time t. ?”
(the context of both questions differ : the first one concerns reliability and the second one deals with
durability ; see for instance Lawless 2000). Thus, we assume that the expert can be solicited to give
a lifetime value t. and the specification of t. with respect to M. This value can be perceived as the

estimation
1. of the a order percentile, namely P(T < t.) = a €]0, 1];
2. of expectation E[T7;

3. of mode My4[T] (however, several private discussions with reliability specialists conclude to the
very weak probability that an industrial expert can really specify a mode).

Through discussion, specifying precisely the nature of an expert opinion is essential. For instance,
some authors have noticed that the experts tend to give a median value although they understant t.
as a mean (Schieren 1993, Lannoy and Procaccia 2001). The specification can be reinforced by some
open questions as

1. When the age of a group of components reaches ., which proportion 1 — « is still in use ?
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2. Is the value t. a mean of past events, taking into account extreme values or not ?

3. Is the value t. the failure time which has been observed the most frequently in the past ?

Then, conditionaly to the choice of a, the choice of b is given in the following proposition from the
knowledge of the marginal distribution M.

PROPOSITION 17. Let t. € R™, a > 0 and « €]0,1]. Denote
-1

bi(a,B) = ((1—04)71/“—1) tP,

B I'(a) ’
ba(a,B) = (P(l +1/8)'(a — 1/5)) te

all +1
bia) = T
Denote B;, i = 1,2, 3 the induced prior modellings. Then, for all choice of w(3) such that Supp(w(5)) C
[ﬁla ﬁr];

(i) P(T <t|B1) = a,
(i)  E[T|Bs] = te ifa>p",
(iid)  My[T|Bs] = t. if B > 1.

where the expectation is taken with respect to the marginal distribution M with density (B.3).
Proof. See Appendix .1.

Notice that an expert can give more than one specification. For instance, he can give a credibility
interval [te1,te2] and probabilities («q,as) such that P(T < t.;) = «; for i = 1,2. We propose
to reduce any expert opinion to “discrete” specifications i = 1,..., P then to select couples (a;, b;).
Finally, we sum all specifications through the prior

P

P
uB ~ g(ZP%ai,Zbi(P%auﬁ)> (B.4)
i=1 i=1

which is the posterior coming from successive Bayesian inferences on virtual samples. Weights ~; > 0
(such that Zf:l ~v; = 1) are fixed in function of the relative trust in the specifications. Later in
the article, an application will exemplify (and clarify) this choice. It is reinforced by the convexity
properties of applications 3 — b(a, 8). Especially, it appears obviously that b (a, 8) (thus any convex
sum of several by (a,3)) “mimics” the geometrical behavior of 5 — >_¢ 5:? . It needs some weighty
calculations (not given here) but can easily been numerically checked.

In next figures we display some densities m(¢) of the prior marginal distribution M, where ¢, = 100,
61, 8-] = [1.1,5], (p,q) = (1.5,1.5) and a = 2. Figure B.1 shows m/(t) when . is successively considered
as the prior median/mean/mode. Figure B.2 shows the evolution of m(t) when ¢. is the a order
percentile, for several values of a. The correlation between parameters induced by the prior modelling
is revealed by the convexr hull of the prior sampling ; in Figure B.3, 95% of prior simulated (), 3)
values are used for delimiting the convex hull. The form of the correlation remains near the form
of the theoretical joint confidence area showed by Wu (2002) ; the inverse distribution of parameter
values which is usually perceived is coherent with the classical behavior of frequentist estimations of
the parameters (using unknown data): if 3 is overestimated then 7 is underestimated, and conversely.



204 APPENDIX B— An industrial Bayesian analysis with Weibull distributions

g £

Figure B.1: Densities m(t) of the prior Figure B.2: Densities m(t) of the prior
marginal distribution M (indexed by the spec- marginal distribution M (indexed by the spec-
ification of t, = 100). ification of «).
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Figure B.3: Convex hull of a prior sampling of parameters (7, 3).

B.4 Prior calibration

Some authors as Singpurwalla and Song (1986) build prior modellings with numerous hyperparameters,
which allow to modify the expert information in location and uncertainty. As Lindley and Singpurwalla
(1986) noticed, it has been observed that experts tend to produce “location and scale bias”. In this
work, our opinion is that the full expert knowledge is given through t. (and « if ¢. is a percentile
value). No objective criterion allows the Bayesian analyst to modify this expert knowledge. The only
possibility is to modulate the expert uncertainty through the choice of a. In our sense, three steps of
calibration should be considered.

1. A default calibration step; according to the number and the nature of specifications, we propose
some default values for a. This is done in § B.4.1. Besides, when a has been chosen, we propose
in § B.4.1.2 a default method for calibrating 7(83) when no information is available about the
uncertainty of 3.
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2. A combined calibration step; because a can be understood as a virtual sample size, it is a cgood
parameter for a discussion between the expert and the Bayesian analyst. First values of a
proposed by the default calibration step can be high when the expert is very precise ; the intent
is to make the expert react to his self recklessness and correct a.

3. A final recalibration step; the Bayesian analyst can have some prior knowledge about the reli-
ability of the expert opinion. A huge litterature is dedicated to this analysis (see Cooke and
Goossens 2001 for a review). This analysis can be based on other subjective beliefs (which are
not explored here) and the comparison with objective indicators. Here, if a < n and if the
data t, are uncensored, the posterior distribution is ensured to be more dependent from the
objective data knowledge. In § B.4.2, a similar upper bound for a is defined when the data t,
are censored. Besides, some bibliographical results are given to moderate the expert opinions
and the consensus of several expert opinions is studied.

B.4.1 Default prior calibration
B.4.1.1 Default calibration of the scale parameter

This calibration can be separated according to the kind of specification. The value of a that we pro-
posed is the minimal number a,,;, of past virtual data that seem necessary to assess this specification.

Mean, median or mode ? A confusion between those three specification is easy (especially the
two first ones). Therefore a default choice must be done. We suggest to choose amin = 1 for the mean
and amin = 2 for the median. Specifying the mode requires intuitively more past virtual data (and the
certain knowledge of aging). We suggest amin = 3 since it is the minimal number of data to define the
modal class of a continuous distribution. In Table B.1, we give estimations of the standard deviation
o and the skewness v of M, using the prior choices done for displaying Figures B.1 and B.2, using
several values of a. The mode specification appears as giving heavier tails and favorizing higher values
of X. We recommend to use the median specification by default since it ensures a larger uncertainty
than the mean specification.

a mean mode median

o 5 o ~ o ~
2 67.4 4.5 360.7 31.3 94.2 5.5
3 53.8 24 185.0 12.5 66.0 2.7
4 50.0 191 151.6 9.8 58.2 1.94
5 48.1 1.45 136.7 7.5 55.8 1.46

10 440 1.26 110.7 6.3 50.3 1.13

Table B.1: Estimations of standard deviation o and skewness v of distribution M.

Quantile specification. Our working hypothesis is that the expert has perceived as much past
virtual data as it is necessary to obtain the precision o when he specificies t. as a percentile. For
instance, the Bayesian analyst can propose a = 10 when o = 10%. This is similar to the numerous
histogram methods that have been developed for the asking of experts. Thus, Van Noortwijk et al.
(1992) propose to segment IR in separate intervals, choosing boundaries near to real observed data
(or censored data). Since those lifetimes can be representative for the expert (even he is supposed not
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to know the data), he can be asked about his probability of failure. Next example illustrates our way
of thinking.

EXAMPLE20.  Let (50,80,90,170) be some (possibly censored) observed failure times. Divide the
lifetime scale in D1 = [0,90) and D2 = [90,00). Let (n1,n2) be the numbers of virtual data in D1 and
Do, respectively. Suppose that the expert gives 66% chance of breaking down in Dy. Then ny = 2ns.
Divide now D1 in Dy 4 = [0,50) and D1 = [50,90). Indicate to the expert that the effective lifetime
is contained in D1. Suppose that he indicates 25% chance of breaking down in D1 ; to a similar
question on a partition of Do, D1, or D1, suppose that he is unable to answer. He is supposed to
have “perceived” at least ny = 4 virtual data. Finally, he can be given ni + no = 6 virtual data. W

Credibility interval specification. Suppose to obtain from an expert the interval [t.1,tc2] and
probabilities (a1, as) such that P(T < t.;) = «; for ¢ = 1,2. Adding two percentile specifications
needs to normalize a1, a2 such that a = y1a; + Y202 is the maximal size attainable by the separate
specifications. Thus, specifications (50%, 90%) will give the same default size a = 10 than specifications
(10%,90%). Moreover, if the prior domain for 3 has been elicited, the coherence of the crebility interval
with the Weibull model must be checked using formula (B.1). If

Be = log{%}bgl(teg/td) (B.5)

is not in [G, 3] the orders should be modified such that 8. = 8y (for instance the middle or a bound
of [8,5;]). Solving (??) = [y with a Newton-Raphson algorithm is simple (see Bousquet 2006 for
details). Orders are weighted with the constant convergence rate v1/(1 — 7). Thus, if 11 — 1, a1

remains stable.

Algorithm 8. Weighting the credibility «.

log(1 —
1. Let 0 < o < ad <1 and ap = (af,a). Denote g = (Te2/Te1), £(a)= log(1 — az)
’ ’ log(1l — aq)

and choose a precision ¢. Fix 0<p < 1.

2. Step k=0,..K :

(1 — af)log(l — af) (L(an) — Lo) /€(ou) >_
—(1 = af)log(1 — af) (£(ax) — Lo) ’

e compute the vector 0 = (

(1-ob)
[ ] Compute hk = —m.

k k k
at — phi(az —af),

Y1
1-m

k+1
e compute « = k A k
{ as — phy(as —af)

e stop when ||k <e

EXAMPLE21. Choose 3y = 3 and (te1,te2) = (200,300). Fizing (a9,a3) = (0.05,0.95), we obtain
Be =~ 10.03. The expert opinion induces an unrealistic parameter shape. By default, fit v = (1/2,1/2).
Then we obtain oo = (0.3,0.7). If we choose now of = 0.25, we obtain B, ~ 5.78. The induced aging
remains unreasonable. With equal weights, we find o = (0.4,0.8). Assuming much more credibility in
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the lower bound, we fix v = (0.95,0.05). Then « = (0.26,0.64). Conversely, with v = (0.05,0.95), we
obtain a = (0.55,0.93). W

B.4.1.2 Default calibration of the shape parameter

Once a has been chosen, it can be used to calibrate 7(3) if no real information about the uncertainty
of (3 is available. Ideally, since we see 7(n|5) as a reference posterior density with respect to virtual

(i)

data X, 7(3) should be chosen as

m(BRa) o B! (B.6)

with 77/ () the noninformative reference prior. Because this prior distribution is not tractable (it is
well known that the Weibull distribution does not admit any continuous conjugate, cf. Soland 1969),
we made an arbitrary choice of 7(3). But the Beta prior 7(8|p, ¢) can be elicited as the minimizer of
the relative entropy
BT J ~
J bt m (ﬂ|xa)
T (B|Xa) log ———— df (B.7)
/ L T w(Blpa)
under a constraint on the mean or the mode, which is tractable using (B.1). However, the values of
the virtual sample X, remain unknown. Therefore we propose to sample virtual samples from the
W(ne, B.) distribution, where 7, and 3. are prior estimations. Thus we replace 7/ (3|X,) in (B.7) by
the expected posterior prior

CICIE RECEN) | EC UM

+

Then minimizing (B.7) in (p, ¢) is similar to minimize

log

5r_ﬂ:|

B =5 (B8)

+(p+q)log(B, — 1) — (p+ Q)E [log
where the mean E[.] is with respect to m/(3). When the prior mean (or mode) of 7(/3) is chosen, the
solution is unique. This minimization can be done using Monte Carlo estimations of the extreme right
term of (B.8). In our applications, this minimization gave promising results. But it needs more work to
ensure that the Kullback-Leibler projection does not lead to an overstimation of the prior information.

B.4.2 Recalibration and consensus
B.4.2.1 Comparing subjective and objective knowledge

In this subsection we give the definition of an indicator n which measures the effective size of the
available censored data t,. The virtual size a should be compared to 7 to locate the subjective infor-
mation with respect to the objective data information. A similar indicator can be easily defined for
other models than the Weibull distribution.
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Denote xm, an i.i.d. Weibull sample of size m yielding the same data information of t,. Formally,
denoting

W&](ﬂtn)

ey (B.9)

DI (tn, Xm) = / 77 (0]tn) log
e
the Kullback-Leibler divergence between two reference posterior distributions, we define our indicator
of effective size by

7 = argminEyx, D’*’(tn,xm). (B.10)

From Lin et al. (2006, Prop. 1), the existence and unicity of 7 is ensured. In (B.9), 7/ and =/
are noninformative priors with good frequentist coverage of the posterior Bayes intervals for x,, and
tn, respectively. Indicator 7 is of interest since it improves the conservative choice r (the number of
uncensored data) which underestimates the effective data information. Especially, when all available
data are censored (r = 0) we have 1 > 0. Of course, when t,, is uncensored, we have 7 = n.

Usually 77 and 7/ are said coverage matching priors ; see Datta (1996) and Ghosal (1999) for
reviews and precisions. The definition follows: denoting 6,,(«) the posterior a—quantile of § based on
observations t,, (i.e. P/(0 <6, (a)|tn) = ), it means that

Py(0<0(a)) = P/(0<0u(a)tn) + O(n?)

where the left-hand side is the frequentist probability, where 6 is fixed in © and 6,,(«) is random, and
i is (ideally) the highest attainable value (the coverage order). In our applications, 77 was chosen as
the reference prior (Berger and Bernardo 1992) which is at least of order two according to Sun (1993).
Since t,, is censored, we chose 7/ as the special Jeffreys prior (including censored times) which can
be derived from De Santis et al. (2001). The authors show it has better posterior coverage than the
standard Jeffreys prior. From Bousquet (2006, Chapter 3), it is defined as follows, when t,, contains

n — r right-censored fixed values c1, ..., ¢,

Let v be the Euler constant (y ~ 0.57722). Let v; = ©2/6 +~% — 2y > 0 and y2 = —2(1 — 7).
Denote

o, B) = 82w, B) + [0, B) — 1] (71 + 72 log u + log” p) +72/6 — 1,

8, B) = n—>_ exp(—puc)).
=1

Then the special Jeffreys prior for the Weibull parametrization (u, 3) is

(1, 8) o (uB) /6w, ).

B.4.2.2 Percentile orders correction

Suppose that the discussion between the expert and the analyst came to an agreement about the order
« of a percentile value t.. Then, independently from the expert, the analyst can correct this order
using the results averaged by numerous authors about the real sense of the percentile prior estima-
tions. Face to the results of various experiments in reliability, those estimations are given credibility
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orders that usually are very overestimated. Illustrated by Meyer and Booker (1987) and Lannoy and
Procaccia (2001), a tacit rule is summarized in next table, modifying the order of percentile then

giving us upper bounds a* for a.

expert opinion reality a
5% 25% 4
20% 33% 3
25% 40% 2
75% 60% 2
80% 66% 3
95% 75% 4

Table B.2: Tacit reduction of percentile order between expert opinion and reality.

B.4.2.3 Consensus between experts

When priors 71 (0), ..., mp(0) are modelling several available (independent) expert opinions, the con-

vex weighted combination

H ;' (0)
m(6) —

/ Hﬂ%

where Ei\il @; = 1, minimizes the Kullback-Leibler information loss

KL(m;m, ..., 70| B) Zw’/ 0)log ?9)) 40

and carries out an optimal consensus of the opinions. See Liisberg (1991) ou Alturazza et al. (2004)
for more precisions about this elicitation. The relative importance of the experts is judged through
the choices of weights ;. Cooke et al. (1988) or Budescu and Rantilla (2000) among others propose
several criteria, like the past error rate, to fix the weights through methodologies whose most famous
is probably the Delphi method (see Linstone and Turoff 2002 for a review). Fortunately we obtain

M M
/LW ~ G <Z wiai,zwibi(ai75)> >
1_]\14 1_1\2
Be <Z wz‘pi,zwiqz)
i=1 i=1

when 7;(0) is a Beta density Be(pi, ¢;) defined on a common domain [}, 5,]. The consensus distribu-
tion on p appears as the posterior distribution coming from a consensus virtual sample whose size is
the weighted sum of all sizes. If experts can not be considered as independent (usually when M > 2),
correlations must be add to the modelling. Face to this issue, O’Hagan (2003, 2005) gives numerous
arguments to define a consensus (by discussion means) before the modelling. But we obtain the same

kind of prior modelling.
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B.5 Posterior computation

Berger and Sun (1993) provided steps of Gibbs sampling when 7 () was log-concave. Our choice
could be similar. Alternatively, since Supp(w(3)) is bounded, it is easy to use importance sampling to
estimate the posterior mean of a function of interest h(6)

I = Lh@ﬂ%@%

(0]tn)
/@h(@) 0 p(6) df

where p(0) is any function such that Supp(7(8|tn)) C Supp(p(6)) (Robert and Casella 2004). Choosing
p as a density, it is easy to estimate I by

M
> wih(6
=1

where the 6; are simulated from p(6) and the weights w; = w;/ Z?il w} with
;o m(0:)L(tn; 0:)

w;, =
p(0:)

Under mild conditions, a limit central theorem ensures the convergence of I5; to I when M — oc.

The main difficulty is that the tails of 7 must be heavier than the tails of 7(6|tn) (and ideally, p(6)

should be close to 7(0|tn)). In our case, with 6 = (i, 3), we obtain

wp,Bitn ~ G <a+r,b(a,6)+ztf>,

1=1
B8 —(a+r)

7B ta) o< B[ | (B—B)" (B —B)" b (a,B) { -+§j#} Lig,.,1(8)-
j=1

Thus, choosing p(u, 3) = w(u| B, B,tn)1{s,<s<p,1/(Br — B1), we respect the conditions of a satisfying
importance sampling and obtain the theoretical (unnormalized) weight

W'(B|B,tn) = (H%) (B —B)P~H(B: — B)T ba(a’f) atr Hm<p<p)
(b(a, B+ t?)
=1

Especially, an industrial reliabilist is interested in the computation of the following predictive quanti-
ties:

1. the mean lifetime

E[T|B, ty] =/ Ir(1+1/B) { (a, B) +Ztﬁ} W 7(B|B, tn) dB;

2. the survival at time tg

S(to|B,ta) = P(T > to|B,tn),
—(a+r)
to
—~ (0B, tn) dB;
ba,)+ 300
=1

A ”{
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3. the residual lifetime after time to (see for instance Finkelstein 2006)
MRTF(t0|B,tn) = E[T—t0|T>t0,B,tn],
1 o0

— | S(z|B,ty) da.
S(olB,tw) Jy, S tn)

Thus Monte Carlo estimations of these quantities need simply posterior sampling of (3, or uniform
importance sampling on (5, G,).

B.6 A numerical example

We consider the right-censored real lifetime data t, (n = 18) from Table B.3. They correspond to
failure times or stopping times collected on some similar devices > belonging to the secondary water
circuit of nuclear plants. Lifetimes are given in months. For physical reasons and according to a large
consensus, those data are assumed to arise from a Weibull distribution W(n, ). The maximum likeli-
hood estimator (MLE) is (7., 3,) = (140.8,4.51) with estimated standard deviations 6, = (7.3, 1.8).
The high value of £, is unexpected and suggests a Bayesian estimation.

real failure times: 134.9, 152.1, 133.7, 114.8, 110.0,
129.0, 78.7, 72.8, 132.2, 91.8

right-censored times :  70.0, 159.5, 98.5, 167.2, 66.8,
95.3, 80.9, 83.2

Table B.3: Lifetimes (months) of nuclear components (from secondary water circuits).

Two prior opinions on the lifetime are available on device ), given by independent experts £ and
&>. They are summarized in Table B.4. The & opinion is much more informative than & and both
are right-shifted with respect to the data. Moreover the experts are not asked at the same level of
precision. & is a nuclear operator and speaks for a particular component while & can be seen as
a component producer whose opinion takes into account a variety of running conditions. Thus the
expert opinions can be considered as independent.

credibility intervals (5%,95%) median value

expert &1 [200,300] 250
expert &2 [100,500] 250

Table B.4: Expert opinions about the lifetime 7'.

Aging is assumed: we choose 3, = 1. For technical reasons we choose 3, = 5. Using (B.1), the
underlying prior estimates of 3 proposed by the experts take values in {8.02,10.0,11.7} (expert &)
and {2.11,2.53,2.84} (expert &£). Thus, the first expert opinion seems dubious since it induces an
unreasonable aging. Note that when we replace orders (5%, 95%) by (33%,66%) (found using Algo-
rithm 1) we obtain prior values of 5 near to 2.5. For this reason, we prefer these corrected orders.
Then, for each prior density 7(8|(p, q)s,) (i = 1,2), we specify for the mode the same value 5* = 2.5.
Indeed, we necessarily have (p,q)e, > 1 which allows not to obtain flat priors. This is the starting
point of the elicitation method in Bacha et al. (1998).
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Now let (a1, a2) be the virtual size for each expert. A default prior for the combination of both
expert opinions is

plg ~ Gla,b(B)),

6 ~ Be@LQ)
with
a = wiag, + (1 — wy)ag,,
b(ﬁ) = wlbgl (ﬁ) + (1 - wl)b52(5)7
= aﬁp€14_(1__ah)p5w
q = wi4g, + (1 - wl)qua
ag, = 3(mai+12a2 +303),
ag, = 3(na) + 7505 + v3a3),
qe; = 1"’(5_1)(]781_1) fOI”L':1727
5 = (Br=05)/(B" =),
and
1 -1 1 -1 1 -1
_ - B - B8 - B8
bgl (5) - (O.661/3’Y1a1 1) 2007 + <0_51/3’Y2a2 1) 2507 + <0.331/3'y3a3 1) 300 )

-1 -1 -1
1 1 1
be,(3) = (0951/3%&,1 1) 100° + (70.51/3%% 1) 250 +<O.O51/3wgaé 1) 5007

We have no precision about the relative legitimacy of the percentiles. Thus we fix 7, = v/ = 1/3.
Similarly, we have no objective criterion allowing us to favor any expert. Thus we fix w; = 1/2.

The minimal number of virtual data to obtain the percentiles (25%,50%, 75%) is 4. To specify
percentiles (25%,75%), we need a; = a3 = 2a3. By normalization, we obtain the default values
a1 = a3 = 1.6 and as = 0.8. For the second expert opinion, by the same method, we obtain
a} = ay = 10a% and af + ab + ay = 20. Then a) = 20/21 ~ 0.95 and o'l = a} ~ 9.5. Note that the
censored dataset t,, yields approximatively as much information as 7 ~ 11 4.5.d. data (see § B.4.2.1).
Thus, the second posterior distribution will be more dependent from the prior than the data (in an
approximate ratio of 66%) if as is not modified (for instance using Table B.2).

Then, since a; and as are fixed, the prior uncertainty on 3 is elicited as explained in § B.4.1.2. We
use (ne, Be) = (290,2.5) to sample virtual data, since the median of W(n,, 3.) is 250. We obtained
prior variances 07 = 1.07 and 03 = 0.67, respectively. We obtained finally (p,q)s, = (1.19,1.31) for
the first expert, and (p, ¢)e, = (3.13,4.56) for the second expert.

Finally, the complete prior corresponds to a virtual sample of size a = 12, which implies that
the posterior distribution is approximatively as much dependent from subjective knowledge than fre-
quentist knowledge. Separate prior densities on parameters (7, 3) and the marginal density m(¢) are
displayed on Figures B.4, B.5 and B.6. Marginal densities m(¢) get good compromises between the
specifications. For the expert &£, empirical percentiles of order (33%, 50%, 66%) are (197,250, 298).
For the expert &, empirical percentiles of order (5%,50%,95%) are (98,255,494) (these results are
computed on 10 sampled particles). Posterior survival functions S(t) are displayed in Figure B.7.



A numerical example 213

) — expertEL
i - expertE2
= — expertE1 2 1
3 i - expert E2 -
) T T T T T 1 ) T T T T 1
100 200 300 400 500 600 1 2 3 4 5
eta beta
Figure B.4: Default prior densities m(n) for sep- Figure B.5: Default prior densities 7(8) for
arate and consensus expert opinions. separate and consensus expert opinions.
b —— expertE1 ° —— post. (expert E1)
- expertE2 --- post. (expert E2)
consensus N post. (consensus)
T 24

T T T 1
0 200 400 600 800 T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Fi B.6: Default inal prior densiti
igure B.6: Default marginal prior densities Figure B.7: Posterior survival functions S(t)

m(t) for separate and consensus expert opin- .
for separate and consensus expert opinions.

ions.



214 APPENDIX — An industrial Bayesian analysis with Weibull distributions

B.7 Conclusion

In this article, we have provided a prior modelling of the Weibull parameters which is practical to
use. Some strategies of calibration have been proposed when the prior uncertainty is difficult to
assess. Considering the size of a virtual sample, yielding an information which is approximatively
the same than the expert information, is practical and subjective and objective data informations
can be easily compared. An indicator 7 is defined to replace the size n when data t,, are censored,
in a more general setting than the Weibull analysis. Finally, the posterior computation remains simple.

.1 Appendix : proof of proposition 17

Denote Fy(t) the Weibull distribution function. We have

P(T<1,|B) - /R /R Fuy (teljs, ) (ul By, B)(B) dudp,

1
= — _— d

This results holds even if Supp(r(3)) is not compact. Assuming a > 3, *,

E[T|B)] = /R /B yYPD(L 4+ 1/8)m(u| By, B)n(5) dyudB,
[ v+ 1o oG ) ds = b
R a

This result holds if Supp(7(3)) C [B, oo[ for any 3 > 0. Finally, a mode of distribution M is located
in t. # 0 such that the derivative mj; (t) be zero. We have

ab?®

mw(t) = /JRmﬁtﬁlﬂ(ﬂ) dg.

With Supp(7(5)) compact, the derivative is defined and

ab® B—2
my(t) = - /JR (bi# [t3(af + 1) — b(3 — 1)] n(B) db. (11)

When a > §; !, choosing b = by visibly allows to obtain m/(t,) = 0. Besides, Yz > 0, we have
abgt’—2

iy (HBs) = /B o e+ V() {12 ) a3
3

whose sign is the same than t. — ¢t. Then the unicity of the mode is ensured.
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Tables de données (retour d’expérience)

C.1 Durées de vie de composants nucléaires (circuit d’eau se-

condaire)

défaillances réelles :  134.9, 152.1, 133.7, 114.8, 110.0,
129.0, 78.7, 72.8, 132.2, 91.8

censures & droite : 70.0, 159.5, 98.5, 167.2, 66.8,
95.3, 80.9, 83.2

TaB. C.1 — Durées de vie X (mois) de composants du circuit secondaire.

| Intervalle de confiance (5%,95%) Valeur médiane

Expert & (200,300) 250
Expert & (100,500) 250

TaB. C.2 — Opinions d’expert sur la durée de vie X.
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(3lossaire

D.1 Glossaire des termes statistiques

Plan d’échantillonnage : ensemble des conditions qui président & la production d’un échantillon
de données ; par exemple : taille, type de données, validité ou censure. Voir par exemple Cadieu
et al. (2004) pour plus de précisions.

Statistique d’ordre : soit (21, ...,z,) un échantillon de loi quelconque. La statistique d’ordre i de
I’échantillon, notée =, est la i1*™® valeur de I’échantillon trié¢ par ordre croissant de valeur :

) <zi<...<uz

= = = -

Voir par exemple Gaudoin (2002) pour une revue trés claire des principales caractéristiques de
la distribution des statistiques d’ordre.

Convergence presque sfre : supposons que {X,} soit une suite de variables aléatoires. On dit
que {X,} converge vers X presque sirement quand n — oo, et on écrit {X,,} 225 X si

PHw:X,(w) —» X(w)}) = 1.

1l s’agit de la notion la plus naturelle de convergence d’une suite de variable aléatoires, qui peut
se rapprocher de la notion de convergence simple des suites d’applications (avec un point de vue
probabiliste).

Identifiabilité : un modéle paramétrique M () ou 6 € O est identifiable si 6, # 02 < M(6;) #
M(65) ; autrement dit, 2 jeux de paramétres différents donnent des modéles différents.

Inférence bayésienne : démarche logique permettant de calculer ou réviser la probabilité d’une
hypothése. Cette démarche est régie par 'utilisation de régles strictes de combinaison des proba-
bilités, desquelles dérive le théoréme de Bayes. Dans la perspective bayésienne, une probabilité
n’est pas interprétée comme le passage a la limite d’une fréquence, mais plutot comme la tra-
duction numérique d’un état de connaissance, par exemple le degré de confiance accordé & une
hypothése.

Intervalle de confiance : soit (Xi,...,X,) un échantillon de la loi de probabilité Py. On appelle
intervalle de confiance de niveau (ou seuil) « sur une fonction h(6) un intervalle aléatoire [Ty, T],
ou T1 < T5 sont deux statistiques, fonction de I’échantillon, telles que

Pg(h(o) S [Tl,TQ]) = 1-—qa.
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Si on réalise M simulations indépendantes de la loi Py, les variables aléatoires (77, T%) prendront
des valeurs particuliéres (t1,t2) (dites réalisations). L’encadrement sera alors vrai ou faux. Pour
a = 0.05, si on répéte 100 fois la série de M expériences pour obtenir 100 intervalles, on peut
s’attendre & ce que 5 d’entre eux ne contiennent pas la vraie valeur de h(6).

Fonction pivotale : une fonction pivotale pour le paramétre 6 est une variable aléatoire fonction
des observations (X1,...,X,) et de 6 dont la loi ne dépend pas de 6. L’intérét majeur d’une
fonction pivotale est de permettre d’exprimer un intervalle de confiance sur 6.

Paramétre de nuisance : un parameétre de nuisance 65 apparait dans un modéle statistique M(6),
ou 6§ = (61,02) comme un paramétre de valeur inconnue, sans role pour 'estimation d’une
fonction d’intérét dépendante uniquement de 6 (dit paramétre d’intérét). Par exemple, si ’on
s’intéresse uniquement 4 ’espérance d’une loi normale, un écart-type inconnu est un parameétre de
nuisance. Un probléme majeur de la statistique est donc de réduire voire de supprimer l'influence

de ce paramétre sur l'inférence. Voir par exemple Basu (1977) pour plus de précisions.

Tribu : une tribu (ou o—algebre) A d’un espace fondamental 2 est un ensemble non vide de parties
de 2 si

1. VAe A, Ac A;
2. Pour toute famille dénombrable {A;;i > 1} d’éléments de A,

UAi e A

i>1

Borélien : la tribu borélienne de x, noté B(x), est la tribu engendrée par la famille F des ouverts
de x, c’est-a~dire la plus petite tribu o(F) contenant F. Lorsque x € IR*T (par exemple x étant
un ensemble de temps de défaillance), on a

B(x) = o(z1,22;0 < 21 < z2).

D.2 Glossaire des termes d’ingénierie

Ce glossaire regroupe les termes d’ingénierie les plus fréquemment employés dans ce document.
Pour une liste plus compléte, voir par exemple Bacha et al. (1998, pages 107-114).

Durabilité : aptitude d’une entité & accomplir une fonction requise, dans des conditions données
d’utilisation et de maintenance, jusqu’a ce qu’un état limite soit atteint (norme EN 13-306,
2001).

N

Fiabilité : aptitude d’une entité & accomplir une fonction requise, dans des conditions données
d’utilisation, pendant un temps donné (normes NF X 60-500 et NF X 50-120).

PPN

Maintenabilité : aptitude d’une entité & étre maintenue ou rétablie, sur un intervalle de temps
donné, dans des conditions d’utilisation et d’accomplissement de la maintenance données (normes
NF X 60-500 et 60-010).

Maintenance : ensemble des actions destinées & maintenir ou rétablir une entité dans un état lui
permettant d’accomplir une fonction requise (normes NF X 60-500 et 60-010). On distingue en
général deux types de maintenance :

1. corrective : effectuée aprés la détection d’une panne;
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2. préventive : ayant pour objectif de réduire la probabilité de défaillance ou de dégrada-
tion d’une entité ou d’un service; elle est déclenchée selon un échéancier établi & partir
d’un nombre prédéterminé d’unités d’usage (maintenance systématique) et/ou des critéres
prédéterminés, significatifs de I’état de dégradation de ’entité ou du service (maintenance

conditionnelle).

Meécanisme de dégradation : processus physique, chimique ou autre ayant entrainé une défaillance
(norme NF X 60-150).

Mode de défaillance : effet par lequel une défaillance est observée (norme NF X 60-010). Exemples :
fissure, rupture.

Streté de fonctionnement : ensemble des propriétés qui décrivent la disponibilité d’une entité et
les facteurs qui la conditionnent : fiabilité, maintenabilité et logistique de maintenance (norme
ISO 8402). En France, cet ensemble inclut aussi la sécurité.

Taux de défaillance : désigne la proportion d’entités qui ont survécu & un instant arbitraitre ¢ et
ne sont plus en vie & instant ¢+ 1, proportion ramenée 4 'unité de temps (norme NF X 06-501).

Temps de fonctionnement : la durée de fonction effective d’une entité, synonyme de “temps de
service”, s’exprime le plus souvent en temps cumulé d’heures de fonctionnement ou en nombre
cumulé de sollicitations.
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Une méthodologie d’analyse bayésienne pour la prévision de la durée de
vie de composants industriels

Résumé. Le contexte de ce travail de recherche est celui de 'utilisation des outils de la statistique bayésienne
pour estimer les grandeurs caractérisantes de la durée de vie d’'un composant industriel, modélisée par un
modéle statistique paramétrique. En effet, le cadre d’étude est celui d’un faible nombre de données de dé-
faillance, par ailleurs censurées, et les méthodes fréquentistes (maximisation de la vraisemblance) proposent
des estimations souvent erronnées de ces grandeurs. Plus spécifiquement, le modéle de Weibull est étudié, le
composant étant supposé soumis au vieillissement. Un modéle mettant en concurrence défaillances par accident
et vieillissement est développé, permettant d’améliorer la représentation de la durée de vie. Une connaissance
experte est disponible; nous proposons alors une famille de modélisations a priori apte & représenter cette
connaissance tout en étant facilement calibrable par un analyste industriel. L’un des enjeux importants de
cette étude est de positionner cette information subjective & 'information objective, apportée par les données,
et ainsi de contréler la calibration. L’apport majeur de cette thése est la définition et I'utilisation du critére
DAC, dans un cadre plus général, qui détecte une éventuelle incohérence entre les données et la modélisation
a priori. Celui-ci offre une amélioration par rapport & la seule approche existante. Il apparait comme un outil
pratique, préalable & l'inférence. Des propriétés de calibration par défaut achévent d’en faire un instrument
intéressant de I’analyste industriel. Enfin, un récapitulatif didactique de certaines méthodes de calcul bayésien
achéve ce travail, dont I'objectif est de fournir un ensemble d’outils adéquats et maniables & un ingénieur.

Mots-clés : fiabilité, durabilité, durée de vie, REX, expert industriel, modéles exponentiel, Weibull, & risques
compétitifs, inférence bayésienne, conflit entre données et a priori, algorithmes EM, SEM, BRM, PMC.

A methodology of Bayesian analysis for the lifetime prediction of
industrial components

Abstract. This thesis takes place in a context when Bayesian techniques are sued to estimate magnitudes in
industrial reliability and durability, when lifetime is represented by a parametric statistical model. We firstly
focus our study around the Weibull distribution, modelling components submitted to aging. A competing
risk model between aging and accidental failure is developed. Bayesian technics are used because lifetime
data are typically in a few number and contain censored values. Besides, some expert knowledge is provided.
Thus, a prior family is elicited such that its calibration is simple for an industrial analyst. Especially, the
location of the subjective information with respect to the objective data information is a point of interest.
The main contribution of the thesis is the definition and the study of the DAC criterion, which measures a
possible discrepancy between a prior and available data, in a larger setting than reliability. DAC improves the
existing techniques, has some default calibration properties and constitutes a helpful technique in the toolkit
of the Bayesian industrial analyst. Finally, a review of importance sampling approaches - which appear to be
especially adapted to Bayesian computation in our industrial settings - ends this thesis work, whosefirst aim

is to propose methodological avenues for engineers.
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