— Université Lyon 1, ISFA — Master SAF 1ére année —

Processus stochastiques
Examen du 7 janvier 2013 — Durée : 2h30.

Tous les documents, les calculatrices et tous les autres appareils électroniques sont interdits.

Tous vos résultats doivent étre justifiés, par un calcul détaillé et/ou un raisonnement clair s’ap-
puyant sur les résultats donnés en cours. La qualité de la rédaction et la précision des explications
fournies entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Exercice 1
Formule d’Ito
Soit (Bt)¢>0 un mouvement brownien standard.

1. Ecrire les processus (Xt)¢>0 et (Us)e>0 donnés ci-dessous comme processus d’It0, ¢’est-a-dire sous
la forme :

t t
/ w(s, Bs) ds +/ o(s, Bs) dBs,
0 0

en précisant leur drift p et leur terme de diffusion o.

(2) t
Xt = (Bt + t)e_Bt_§

(b)
t
U, = e2 sin(By)
2. Trouver la solution de I’EDS suivante :

1
dY; = §Yt dt +Y; dB;, avec Yy = 1.

On pourra admettre que cette solution est strictement positive.
3. Donner une EDS satisfaite par le processus suivant :
By
1+¢

+ =

Exercice 2

Processus racine carrée
On considére le processus (X;);>0 solution de I'équation différentielle stochastique suivante :

dXt = a(b — Xt)dt + o/ Xtth,
ot (W;)s>0 est un mouvement Brownien standard, et a,b, o sont des paramétres dans R .
On note (F¢)¢>o la filtration naturelle associée a (Wy)¢>o.

1. Que pouvez-vous dire (qualitativement) sur le comportement des trajectoires du processus (X );>0 7

2. Ecrire une équation différentielle stochastique satisfaite par le processus (Y;)¢>o défini par :
Vt >0, YV =eX,.
On donnera la réponse en écrivant dY; en fonction de dW4, dt, v/ X, de t et des paramétres
a,b,o.

3. En déduire, pour u > 0, 'expression de Y, en fonction de w, Yy, a,b,o et du processus (My)y>0

défini par :
Yu >0, M, :/ e/ X, dW,.
0

4. Rappeler briévement pourquoi (M, ),>0 est une martingale, relativement & (F;);>0. En déduire
E(M,,) pour u > 0.

5. Exprimer E(Y,), puis E(X,), en fonction de u, Xg, a et b.

6. Le processus (X;); est-il une martingale, relativement a (F;); 7 Pourquoi ?



Exercice 3

Temps d’atteinte et Martingale exponentielle
On note (W})¢>0 un mouvement Brownien standard sur un espace probabilisé (£2, A, P), et (F;)i>0 sa
filtration naturelle associée.

1.

Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée de variance s> > 0. Calculer E(exp(N)) en
fonction de s.

. Pour v > 0, soit (Z;)¢>0 le processus défini par :

t
Vit >0, Z;=exp (nyt — 722> .

On admet que Z; € L' pour tout ¢t > 0. Montrer que (Z4)¢>0 est une martingale relativement a
(Ft)e.

Soit @ > 0. On note T la variable aléatoire :
T = inf{t > 0 tel que W; = a}.

Rappeler pourquoi 7' est un temps d’arrét relativement a (F¢)¢>o.

4. Expliquer pourquoi (Ziar)t>0 est une martingale, et en déduire E(Z;ar) pour tout ¢ > 0.

5. Montrer qu’il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de et de a, telle que

10.

11.

12.

13.

2tANT
Vt >0, Zir < Cexp <—’Y(2)> )

et donc aussi que :
YVt >0, |Ziar| <C.

Déterminer t£+moo Zinrw) (W)
(a) pour tout w € € tel que T'(w) = +00;
(b) pour tout w € € tel que T'(w) < +00.

On donnera le résultat en fonction de Zp,)(w).

En déduire la limite (presque stire), lorsque t — 400, de Ziar.
On donnera le résultat en fonction de Zr et de 17«4 co-

Déduire des questions précédentes que :
1=E(1p<iocZr).

Exprimer Z7 en fonction de v, de a et de T

En prenant v = 1/n, ot n € N*| et en faisant tendre n vers +oo dans le résultat de la question
8., montrer que 1" est fini presque stirement.

Déduire de la question 8. et de la question précédente que

1
Vy >0, E (exp <—2'72T>> = exp(—va).

En déduire I'expression de la transformée de Laplace de T :
L(a) = E(exp(—aT)),

pour tout a > 0.

On admet que :
E(T) = — lim 22

a0t Oa

méme si ces deux quantités sont infinies.
Déterminer E(T).



