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Grenoble
EPREUVE D’ANALYSE (durée : 2 heures)

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans l'ordre de votre choix. Veuillez indiquer vos nom,

prénom et groupe, sur chaque copie. Seul le formulaire est autorisé. Les calculatrices sont interdites.

réponses doivent étre soigneusement justifiées.

Exercice 1 Fonction définie par morceauz

1. 1) Soit f la fonction définie sur R par

3x2-1 s z< -1
f(m):{ 2 .

212 si xr>-1

a
b

C

) f est-elle continue en —17

) Déterminer toutes les primitives de f sur R\ {—1}.

) Déterminer toutes les primitives de f sur R.

d) Déterminer la primitive F' de f sur R qui vérifie F'(—2) = 1.
0

1. 2) Calculer /2f () dzx

Exercice 2 Encadrement d’une intégrale

et

2. 1) Soit f la fonction définie sur [0;1] par f (t) = s

t
a) Montrer que pour tout ¢t € [0;1] on a % < f(t)<eé
1
b) En déduire un encadrement de / f @) dt
0

Exercice 3 Intégration par parties et changement de variable
us

2
3. 1) Calculer I = / sin® (¢) cos? (t)dt & l’aide du changement de variable z = cos (t).
0

(Indication : sin” (t) = 1 — cos? (t))

3. 2) Soit n un entier naturel. On considere les intégrales suivantes :

a) Calculer Ij et Jp.

b) A l'aide d’une intégration par parties portant sur I,, puis une autre sur J,, montrer que :

I,+nJ,=1
—nl,+J,=¢ 2

¢) En déduire I,, et J,, en fonction de n.

Toutes les



Exercice 4 Fonction rationnelle-Fonction trigonométrique

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

3
1
4. 1) Soit f la fonction définie sur [—2; —1] par f (z) = %
3 —x

a) Déterminer les coefficients a,b et ¢ tels que pour tout x € [—2; —1] :

ar+b c
2 +x71

flx)y=1+

—1
b) En déduire / f @) dt
—2

2 t
4. 2) Calculer / cos? (2> dt.
0

1
Exercice 5 Calcul approché d’une intégrale I :/ 3et"dt
0

5. 1) Soit f la fonction définie par f (t) = 3¢~ pour t € [0;1].

a) En étudiant les variations de f” sur [0;1], montrer que |f” ()] < 6 pour tout ¢t € [0;1]. On donne

3

b) On a calculé une approximation de I en utilisant la méthode des trapézes a n = 10 sous-intervalles
et on a obtenu I ~ 2.2405 . Donner alors un encadrement de I a ’aide de cette valeur approchée.

5. 2) Déterminer le nombre minimal de sous intervalles qu’il faudra utiliser dans la méthode des trapezes pour
obtenir un encadrement & 10~ %pres.

Exercice 6 Séries et intégrales impropres
6. 1) Déterminer si I'intégrale suivante est convergente ou divergente, en justifiant votre résultat.
1
1
——dt  ou 'on décomposera —— en éléments simples.
/ 12 P 11— P

6. 2) Déterminer, en justifiant, la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

n+1
n

a) up =
1
(In(n+1))"
2n —1
Vv

In (k
6. 3) Etude de la série nk(2 )
k>3

b) u, =

C) Uy =

2010 (¢)
t2

dt (Intégration par parties)

In (¢
b) Etudier le sens de variation et le signe de la fonction définie par f (¢) = ntg ) sur [3; 400l

a) Déterminer la nature de 'intégrale /
3

¢) En déduire la nature de la série.

2k +1
6. 4) Etude de la série ];Z:Q 1&712

a) Montrer que pour tout k£ > 2 on a
) duep = K42 = k2
(Indication : on pourra comparer d’une part 2k + 1 avec 3k et d’autre part k3 + 1 avec k3.)

b) En déduire la nature de la série.



