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AVANT-PROPOS

Ce qui m’attriste n’est pas la pensée de toutes les bétises que j'ai pu dire dans ma vie,
mais de toutes celles qui me restent d dire — et peut-étre d écrire.

J. GreeN, Ce qui reéte de jour

Ce document e$t un support pour le cours intitulé Calcul Différentiel et Optimisation
donné a I'Université Paris-Saclay. Il s’adresse a des étudiants suivant un cursus menant
a un double dipléme en Mathématiques et dans I'un des disciplines suivantes : Eco-
nomie, Informatique, Physique, Sciences de la vie. C’e§t pourquoi, sans sacrifier la ri-
gueur mathématique, nous nous sommes efforcés de mettre I’accent sur l'optimisation
et ses interactions avec certaines de ces disciplines.

Ces notes couvrent I'intégralité du programme du cours, mais ne sont qu’un apergu
de plusieurs vastes champs des mathématiques. Pour les personnes qui souhaiteraient
aller plus loin, voici quelques conseils bibliographiques.

e Pour un traitement approfondi du calcul différentiel, une référence incontour-
nable e$t le grand classique [g9]. Ce livre donne également quelques ouvertures
vers la géométrie différentielle (a peine esquissée dans ce texte), pour laquelle on
pourra par ailleurs consulter [7].

* Concernant I'optimisation, le champ est vaste! On peut néanmoins conseiller [2],
qui traite la plupart des sujets abordés dans ce cours tout en faisant la part belle
aux aspects algorithmiques, ainsi que la seconde partie de l'ouvrage [1].

* L'optimisation linéaire e$t un sujet en soit, qui e$t par exemple traité en détails
dans [12]. Plus généralement il existe de nombreux ouvrages sur l'optimisation
convexe, et I'on peut notamment recommander [5].

* L'optimisation e§t également souvent traitée dans les manuels de mathématiques
pour ’économie. Nous nous sommes particulierement appuyés sur deux tels ou-
vrages, a savoir [6] et [10] pour certains exemples et certaines interprétations.

* Un autre débouché naturel de 'optimisation est la recherche opérationnelle, dont
on trouvera une description détaillée dans [12] et [13].

Profitons de cet avant-propos pour remercier toutes les personnes qui ont fait des
remarques sur des versions préliminaires de ce document, et en particulier Viétor Du-
bois pour sa relecture attentive. Remerciements également a Zach Weinersmith qui a



autorisé la reproduction de la bande-dessinée qui précede. Précisons a cette occasion
que tous les portraits de mathématiciens reproduits dans ce document sont extraits de
Wikimedia Commons et libres de droits. Ajoutons enfin pour conclure que les figures
planes de ce texte ont été réalisées avec GEoOGEBRrA tandis que les images de surfaces
sont issues de 3D-XPLORMATH.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Usus magister est optimus*

Locution latine

L'objectif de ce texte est d’aborder des outils fondamentaux pour résoudre des pro-
blémes dits d’optimisation. De quoi s’agit-il? Il s’agit d’une situation ou l'on cherche
une solution la meilleure possible > étant données certaines contraintes. Ce genre de
probléme e$t omniprésent dans de nombreuses disciplines et notamment, a titre d’exemples,

* En économie, que ce soit au niveau des acteurs individuels (une entreprise cherche
a gagner le plus d’argent possible) ou a un niveau plus global (trouver un systeme
de prix qui satisfasse a la fois les vendeurs et les acheteurs).

* En biologie, dans I’élaboration des Stratégies comportementales de certains ani-
maux qui doivent trouver le moyen de se nourrir au mieux et de se reproduire le
plus possible tout en protégeant les individus plus jeunes par exemple.

* En physique, ou beaucoup de lois peuvent étre déduites de principes affirmant
que ’évolution d’un syStéme sera, parmi tous les possibles, celle qui minimise
le temps (PriNcIPE DE FERMAT) ou une autre quantité appelé action (PRINCIPE DE
MAUPERTUIS).

Un probleme d’optimisation e§t donc, avant tout, un probleme de la vie réelle qu’il
s’agit de résoudre. Pour cela, on passe par une phase de modélisation qui va produire
une fonction f. Cette fonction mesure la quantité jugée critique dans le probleme de
départ — on l'appelle souvent fonétion objectif — et 'optimisation va consister a trou-
ver un extremum de la fon&ion, c’est-a-dire un minimum ou un maximum. La fon&tion
f dépend des parametres du probléme, qui peuvent étre nombreux. En particulier,
f peut avoir plus d’une variable, et c’e§t pourquoi nous allons étudier dans ce cours
les fonctions dites “de plusieurs variables”. Quant aux différentes contraintes du pro-
bleme, elles se traduisent par des relations entre les différentes variables qui doivent
étre satisfaites.

1. La pratique e$t le meilleur des maitres.
2. C’e§t précisément le sens du mot optimus, a, um en latin : c’est le superlatif de bonus, a, um qui
signifie bon.
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Le cadre étant posé, nous allons maintenant présenter plusieurs probléemes d’opti-
misation issus de domaines différents. L'objectif e§t double : d’une part, nous voulons
montrer que l'optimisation e§t omniprésente et qu’il e§t donc pertinent — voire indis-
pensable — de savoir gérer ces questions et d’autre part, nous voulons introduire dif-
férents types de probléemes d’optimisation qui nécessiteront des techniques différentes
ou plus ou moins élaborées, afin de motiver la suite de ce texte.

1.1 DEUX PROBLEMES ELEMENTAIRES

S’il n’y a pas de solution, c’e$t qu’il n’y a pas de probléme.

J. Rouxel, Les Shadocks

Nous allons commencer par présenter deux problemes d’optimisation relativement
élémentaires, au sens ou il est possible de les résoudre completement (ce que nous
allons d’ailleurs faire) avec des outils de lycée. Cela permettra néanmoins de pré-
ciser ce que nous entendons par le vocable “probleme d’optimisation” et d’illustrer
quelques aspects importants des techniques d’optimisation que nous développerons
dans la suite.

1.1.1 APIS MELLIFICA

Les abeilles, comme chacun sait, butinent les fleurs. Plus précisément, elles ex-
traient de certaines fleurs une substance appelée nectar. Le probléeme, c’est que moins
il reste de neftar dans la fleur, plus il et difficile de 1’aspirer. Par conséquent, il est
plus profitable pour une abeille de ne pas butiner tout le nectar de chaque fleur pour
avoir le temps d’exploiter plus de fleurs. Les abeilles se trouvent alors face a un pro-
bléeme d’optimisation : quel e$t le temps de butinage optimal par fleur pour maximiser
la quantité total de ne&tar butiné dans une journée?

Pour rendre les choses plus précises, nous allons les modéliser sommairement. Tout
d’abord, nous supposerons que notre abeille se trouve dans un champ rempli de fleurs
toutes identiques et réparties de facon uniforme 3. Ainsi, le temps de trajet entre une
fleur et la suivante sera constant et nous le noterons 7. Pour une fleur donnée, la quan-
tité de nectar que l'abeille e§t parvenue a aspirer au bout d’un temps t sera donnée

par

N = B

Ct+a’

On voit en faisant tendre t vers +co que f e$t la quantité totale de nectar contenu dans
une fleur. Quant a a, c’est une constante qui mesure la difficulté a aspirer le netar.
Voici (avec = 5) le graphe de la fonétion N pour a € {1,2,3,4,5} :

3. On voit qu’il faudrait ici introduire en général un cadre probabiliste (répartition des différentes
fleurs, di§tribution de la quantité de nectar dans chaque fleur, ...). On parlera alors d’optimisation $to-
chastique, un sujet que nous n'aurons malheureusement pas le temps d’aborder.
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I1 faut maintenant prendre en compte le trajet entre deux fleurs. Admettons que
’abeille butine pendant un temps total fixé dans la journée que nous noterons T, ex-
primé dans la méme unité que 7, par exemple la seconde. Si elle décide de consacrer ¢
seconde au butinage de chaque fleur, le nombre total n de fleurs visitées par jour sera

T

n= .
t+1

Le neltar récolté par fleur étant N(t), on conclut que la quantité totale de nectar ra-
massé dans une journée est donnée par la fonction

T Bt
t+T _T(t+a)(t+T)'

f(H)=N(t)

L’abeille doit donc résoudre le probleme d’optimisation suivant : pour quelle valeur de ¢
la fon&tion f est-elle maximale?

On le sait, pour trouver le maximum d’une fon&ion il faut commencer par savoir
ou sa dérivée s’annule. Ici, on a

, Blt+T)(t+a)-pt2t+T+a)
fi=T1 (t+1)%(t+a)?
. —ptr+par
(t+71)2(t+ a)?
Blat-12)

(t+7)2(t+a)?

Comme on ne considere que des valeurs positives de t, cette fonction ne s’annule qu’en
t = yat. On en déduit le tableau de variations suivant :

t 0 vat +00
fmax
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Nous avons ainsi résolu le probléme de 1’abeille et trouvé le temps optimal a passer sur
chaque fleur pour que le rendement soit le meilleur possible, a savoir

tOpt = V(XT

Remarque 1.1.1. On remarquera que le temps optimal ne dépend pas de p. Ceci est
assez logique, puisqu’on a supposé que ce nombre était le méme pour toutes les fleurs.

Ceci e$t évidemment un cadre simplifié. En particulier, nous ne considérons qu'une
seule variable, a savoir le temps. Pour rendre le modele plus réaliste, on pourrait faire
varier les coefficients a et f en fonction de la fleur. Ou alors, on pourrait prendre pour
N(t) une fonétion plus compliquée. Pour ce qui nous concerne, peu importe. L'essentiel
est de retenir les deux point suivants :

* De tres nombreuses situations, que ce soit en biologie comme ci-dessus, en infor-
matique (voir Seftion 1.2), en économie (voir Setion 1.3) ou en physique (voir
1.4) peuvent se formuler comme des problemes d’optimisation.

* Pour résoudre ces problemes d’optimisation, on utilise la dérivation et des pro-
priétés d’analyse réelle. Pour résoudre des problemes d’optimisation faisant in-
tervenir plusieurs variables, il faudra donc une généralisation de ces outils : c’est
ce qu’on appelle le calcul différentiel.

Voici un autre exemple, un peu plus pertinent puisque utilisé en pratique par les
logisSticiens, de probléme d’optimisation a une variable.

Exercick 1.1.1 (La ForRMULE DE WiLsoN). Une entreprise produit des biens en utilisant
un matériau particulier. Il lui faut donc réguliéerement commander une certaine quan-
tité de ce matériau, qui sera ensuite utilisée progressivement jusqu’a épuisement. Le
but de cet exercice est de déterminer la meilleur périodicité pour la commande : si on
commande tous les T jours, quel est le T qui minimise le cotit ? En notant k la quantité
de matériau nécessaires chaque jours, on commandera donc une quantité Q = Tk tous
les T jours.

1. Une premiére partie du cott est due au Stockage (ce qui inclut la manutention,
la conservation, I'utilisation d’espace, etc.) du matériau. On suppose que stocker
une quantité Q de matériau pendant un jour coute c;Q pour une constante ¢ > 0.
Quel est le cotit de §tockage moyen par jour sur T jours?

2. La seconde partie du cout est due a I’achat (ce qui inclut la transa&tion commer-
ciale, mais aussi le transport, les frais bancaire, les impo6ts). On note ¢, le cott
d’achat, ce sorte que le cout d’achat par unité de temps et c,/T. En déduire le
cout total C(T) par unité de temps quand la période de commande e$t égale a T.

3. Déterminer la valeur de T qui minimise C(T).

4. Quelle e$t la quantité Q de matériau a acheter a chaque fois?

Dans le Chapitre 2, nous généraliserons les techniques d’analyse réelle — comme la
dérivation — aux fonltions de plusieurs variables afin d’avoir un moyen de localiser les
extrema d’une fonc¢tion, comme nous 1’avons fait ci-dessus. Cependant, avant de nous
lancer dans cette aventure, nous allons donner quelques autres exemples de problemes
d’optimisation qui font, cette fois, intervenir plusieurs variables.

p— 4 -
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1.1.2 LE SALAIRE DE LA PEUR

Voici un second exemple qui, quoique simpli§te dans sa formulation, illu$tre bien
le genre de questions que la logistique peut poser. Une entreprise effe¢tuant de gros
chantiers possede deux dépots D; et D, ou sont rangés ses camions, a raison de 8
camion dans D; et 6 camions dans D,. Elle doit effetuer simultanément deux chantiers
C; et C, situés a des distance des dépots indiquées sur le schéma suivant :

i

9km 5km

Dl D2

8km 3km

Cy

Le chantier C; nécessite 4 camions tandis que le chantier C, en nécessite 7. Le pro-
bléeme de I'entreprise est d’affelter ses camions aux deux chantiers de fagon a mini-
miser la diStance totale parcourue, puisque celle-ci e§t proportionnelle aux dépenses
(carburant, usure) engendrées. Autrement dit, si on note x; le nombre de camions en-
voyés de Dy a Cy, x, le nombre de camions envoyés de D; a C;, x3 le nombre de camions
envoyés de D, a C; et x4 le nombre de camions envoyés de D, a C,, on cherche a mini-
miser la fonction
f 1 (x1,%x2,%3,x4) > 9x1 + 8x) + 5x3 + 3xy4.

Ainsi présenté, le probleme d’optimisation n’a aucun intérét. En effet, la fonction f
n’a ni maximum ni minimum puisque par exemple

f(x1,0,0,0) — 40

X1—+0o0
f(x1,0,0,0) — —o0

X1 ——00

Mais on ne veut pas minimiser la fon&ion f sur R%, on veut la minimiser sur une partie
de R* vérifiant les contraintes suivantes :

X1,Xp,%X3,%X4 2 0
X1 +x, <8
X3+ X4 < 6
X1+x3=4
Xo+Xx4=7

On peut remarquer que les deux dernieres égalités permettent de réduire le nombre
de variables du probleme a deux, par exemple x; et x,. On cherche alors a minimiser

F: (Xl,XZ) — 4x1 +5X2+41
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avec les contraintes

x1,% 20
X1+x,<8
—xl—x2<—5

x; <4
Xy <7

Les contraintes définissent une zone du plan qu’on peut dessiner :

LE2:7

T1+x2=28

Nous sommes ici face a un probléeme plus difficile que le précédent. Pas tant parce
qu’il a deux variables, mais a cause des contraintes. En effet, rien ne sert a priori de
chercher des points ou les “dérivées partielles*” de F s’annulent, puisqu’elles sont
constantes. Il faudra faire intervenir d’une fagon ou d’une autre les contraintes pour
résoudre ce probleme. Ceci fera 'objet du chapitre 3, mais nous pouvons déja faire

quelques remarques importantes :

e Il faudrait déja savoir si le minimum que nous cherchons existe bien. C’e$t le
cas pour une raison topologique : la zone hachurée délimitée par les contraintes
est un compat de R?. Comme F e§t continue, elle admet un maximum et un

minimum sur ce compact.

¢ Si le minimum était atteint a ’intérieur de la zone hachurée, alors on aurait un
minimum local. Il e$t facile de se convaincre que comme F e$t affine, elle n’a pas
de tel minimum local. Ainsi, le point que nous recherchons est sur le bord.

* Le bord peut se décomposer en cinqg segments. Sur chacun de ces segments, soit
x1 eSt con$tante, soit on peut exprimer x, en fonction de x;, de sorte qu’on se
ramene a chercher a chaque fois le minimum d’une fonction d’une variable, ce

qui peut se faire a 'aide d’un tableau de variations.

4. Quel que soit le sens de cette expression, que nous définirons bientot (voir Paragraphe 2.2.1).

— 6 -
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* Il suffit ensuite de prendre le minimum de ces cinq minima pour résoudre le
probleme.

En appliquant la méthode précédente (ce que nous ne ferons pas explicitement ici
car c’est un peu pédestre, une autre approche sera présentée au Paragraphe 3.3.2), on
trouve x; =4 et x, = 1, ce qui donne x5 = 0 et x4 = 6. La distance totale parcourue par
les camions e$t alors

£(4,1,0,6) = 62km.

Exercice 1.1.2. En admettant que le minimum e$t bien atteint sur I’'un des segments
formant le bord du domaine. Effectuer en détails les calculs suggérés ci-dessus pour
vérifier que la solution proposée e$t bien optimale.

Remarquons que, de fagon peu intuitive, cette solution optimale fait emprunter le
trajet le plus long a 4 camions. Notons aussi que si le probleme peut étre résolu a la
main — bien que nous ne l’ayons pas fait — c’est parce qu’il a une forme relativement
simple : la fon¢tion a minimiser est affine. On parle dans ce cas d’optimisation linéaire
ou parfois de programmation linéaire>. La premiére approche générale de 'optimisa-
tion linéaire a été développée par Kantorovicu ® en 1939 dans le cadre de travaux en
économie. Ces travaux lui valurent le Prix DE LA BANQUE DE SUEDE EN SCIENCES ECONO-
MIQUES EN MEMOIRE D’ALFRED NOBEL — généralement appelé improprement Prix NoBeL
D’ECONOMIE — en 1975, partagé avec KoopmaNs 7 qui avait travaillé sur le méme su-
jet de fagon indépendante a la méme époque. Nous aborderons quelques aspects de
l'optimisation linéaire au Paragraphe 3.3.

L. KanTorovircH, peint par K. PETROV-VODKINE

5. Ce terme n’a rien a voir avec I'informatique mais traduit le fait qu’on cherche a résoudre ce qu’on
appelle parfois un programme d’optimisation linéaire. Cette terminologie est tres usitée en anglais.

6. Leonid KantorovicH (1912-1986) : Mathématicien et économiste russe, qui a contribué de fagon
importante a I’analyse fonctionnelle et a la théorie de l'optimisation. Ses travaux n’étaient pas seulement
théoriques, puisqu’il a joué un role important dans la planification de I’économie russe au début de I’ére
sociali$te, ainsi que dans la logiStique militaire pendant la seconde guerre mondiale, et notamment au
siege de Leningrad.

7. Tjalling Koopmans (1910-1985) : Mathématicien et économiste néerlando-américain qui s’est
beaucoup intéressé a l'optimisation en économie, appliquée a I’établissement des prix et I’allocation
des ressources.
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1.2 LES PETITES CELLULES GRISES

L’homme, on a dit qu’il était fait de cellules et de sang.
Mais en réalité, il est comme un feuillage |[...]
il faut que le vent passe pour que ¢a chante.

J. Giono, Que ma joie demeure (1935)

Qu’e§t-ce qu'une neurone? Du point de vue biologique, un objet compliqué que
nous ne tenterons pas de décrire, mais qui a deux caraétéristiques importantes :

* Un neurone peut recevoir des signaux sous forme d’impulsion électrique.

e Un neurone e$t une cellule excitable : sous certaines conditions, elle émettra elle-
méme des impulsions életriques en réponse au Stimulus.

Ces deux aspets ont conduit les informaticiens a modéliser un neurone comme une
composée de deux fonctions. Plus précisément, un neurone (parfois appelé perceptron)
est un objet prenant en entrée un vecteur a n coordonnées et produisant en sortie un
nombre selon la procédure suivante :

1. Le ve&teur x = (xq,---, x,,) e$t transformé en un nombre

n

X=ap+ > a;x;.

i=1

Ici, les coefficients (a;);<j<, ne dépendent que du neurone et a, e$t appelé le biais.
Cette opération et la partie affine.

2. Le résultat produit par la partie affine est ensuite utilisé comme argument d’une
fonction d’aétivation ¢.1déalement, @ eét la fon&tion de Heavisipe ® —aussi connue
sous le nom de “fonction créneau” - c’est-a-dire que

_ 1 si

=0
si <0

=
&l

I
e}
Rl R

Un tel neurone peut étre utilisé comme une sorte de “porte logique” pour effectuer
une tache simple. Par exemple, imaginons que nous voulions fabriquer un neurone qui
permette de distinguer les ronds des carrés dans la grille ci-dessous.

8. Oliver Heavisipe (1850-1925) : Physicien et mathématicien autodidacdte, il s’est beaucoup intéressé
a I’étude mathématique des circuits électriques. Outre la définition de la fonétion qui porte son nom,
on lui doit I'idée d’utiliser les nombres complexes (notamment 1'impédance) pour 1’étude des circuits
éleCtriques. C’est aussi lui qui a donné aux Equations DE MaxweLL leur forme la plus courante en
utilisant des opérateurs veltoriels (Maxwell avait encore huit équations au lieu des quatre couramment
enseignées aujourd’hui).
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On remarque que la droite d’équation 2x + 5y = 2 sépare le plan en deux demi-plans

qui ne contiennent chacun qu’un type de point :
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2+ 5y =2

Or, appartenir a un demi-plan, c’est vérifier une inégalité du type f(x,y) > 0 avec f
une fon&ion affine. Ainsi, si la partie affine du neurone e$t

(x1,%2) > 2x1 +5x, = 2,

alors si on donne au neurone les coordonnées d’un point, il renverra 1 si le point est

un rond et 0 si c’e$t un carré.

Mais en pratique il peut étre utile d’avoir a la place de la fonction de Heavisipe
une fonction plus réguliére qui “ressemble” a un créneau. On parle alors de fonction

sigmoide, et en voici un exemple :
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Cela permet de modéliser une marge d’erreur du neurone, qui au lieu de répondre Our
ou Non a une question peu par exemple répondre Our A 80%.

Bien qu’un neurone soit un objet intéressant, ses possibilités sont limitées. Pour
améliorer le concept, il faut alors combiner plusieurs neurones : c’est un réseau de neu-
rones. Un tel réseau e$t habituellement organisé en un nombre fini m de couches, la
couche numéro k comportant n; neurones dont les entrées sont donnée par des vec-
teurs formés par les sorties de la couche précédente. Schématiquement, cela ressemble
au dessin suivant :

Y
o QYA

Couches profondes

Si x(0) désigne le vecteur d’entrée de la premiere couche, alors le veteur de sortie
de la couche k est
x(k) = @ o Fy(x(k—1))

ou Fj e$t une fonltion affine donnée par les coefficients des neurones de la couche k.

Nous arrivons maintenant au cceur du probléme. On souhaite configurer les co-
efficients des neurones afin que le réseau puisse accomplir une tache prescrite, par
exemple reconnaitre un motif sur des images. Pour cela, on entraine le réseau en lui
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donnant des vecteurs d’entrée x(0)y,---,x(0), ou ¢ e$t le nombre d’expériences. Les
résultats sont des velteurs x(m)y,---,x(m), qu'on veut comparer avec les “bonnes” ré-
ponses attendues y;,---,7,. On doit donc résoudre le probléeme d’optimisation consis-
tant a minimiser la fon¢tion 9 ,

3y = x|

i=1

Tel qu’il est écrit ci-dessus, le probléme n’a pas grand sens. Pour qu’il en ait, il faut
rajouter des contraintes, a savoir

x(1); = @ o Fy (x(0);)

x(m); = @ o F,, (x(m—1);)

pour tout 1 <i<<¢.

Nous avons donc a nouveau un probléeme d’optimisation sous contraintes. De plus,
la fonétion a optimiser a ici une forme particuliérement simple puisqu’elle est donnée
par une norme au carré. On parle alors de probléme quadratique. U'avantage de ces pro-
blémes e$t qu’ils sont des cas particuliers bien compris d’une famille plus générale : les
problemes d’optimisation convexes. On dispose donc d’outils plus développés et plus
puissants pour les attaquer. En particulier, il exi$te des algorithmes performants pour
approcher numériquement le minimum qui nous intéresse. Nous aborderons le theme
de la convexité et de son utilité en optimisation au Chapitre 4. Précisons néanmoins,
pour étre tout a fait honnétes, que I’entrainement d’un réseau de neurones n’est pas en
général un probleme convexe, parce que les contraintes ne le sont pas.

1.3 LE JUSTE PRIX

Les politiques grecs ne reconnaissent d’autre force que celle de la vertu.
Ceux d’aujourd’hui ne vous parlent que de manufactures,
de commerce, de finances, de richesses et de luxe méme.

MonTesQIeu, De l'esprit des lois

Nous allons maintenant présenter un autre type de probleme d’optimisation, cette
fois dans le domaine de I’économie. L'un des probléemes fondamentaux de I’économé-
trie e$t celle de I’équilibre entre l'offre et la demande. Pour simplifier, considérons un
marché isolé, c’est-a-dire un ensemble d’agents qui vendent ou achetent un unique
bien. Il y a une certaine quantité de biens disponibles — c’est 'offre — et les acheteurs
désirent acquérir une autre quantité du méme bien — c’est la demande. Ces deux quan-
tités dépendent du prix du bien : s’il est trés cher, il y aura moins de demande et donc
beaucoup d’offre puisque les Stocks s’écouleront mal. On modélise le probléme par
deux fonctions, I'une décrivant l'offre '® S(p) en fon&tion du prix, et I'autre décrivant
la demande D(p). Un prix d’équilibre est une valeur p qui vérifie ’égalité

S() = D(p).

Dans notre exemple, les fonctions S et D ont souvent la forme ci-dessous, qui rend
'exi$tence d’un prix d’équilibre assez intuitive.

9. Dans tout ce texte, la notation || - || désigne la norme euclidienne sur R".
10. Notée S a cause du mot supply en anglais, mais aussi parce que O et une notation peu pratique.
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Le probléme de I’équilibre global consiste a étendre les considérations précédentes
a des marchés plus complexes sur lesquels plusieurs biens sont échangés. Plus préci-
sément, on considere un marché global constitué d’'un nombre fini n de commodités,
qui peuvent étre de deux natures : les biens ou les services (par exemple du travail).
A chaque agent du sy§téme correspond un veéteur x € R”, son panier, dont les coor-
données correspondent a la quantité de chaque bien qu’il possede. Si une coordonnée
correspond a un service, alors elle e§t négative. A la i-éme commodité et associé un
prix p;, de sorte que le prix total d’un élément x € R” est

n
Zpixi ={p,x),
i1

ou p e$t le vecteur des prix de coordonnées (p;)1<i<n-

Pour échanger des biens, il faut les produire. On considere donc des unités de pro-
ductions qui sont chacune décrites par une partie Y C R”. Chaque élément de Y repré-
sente un plan de production : les coordonnées positives sont les biens qu’on produit et
les composantes négatives sont ceux que 'on consomme. Les hypothése générales sur
le fon&tionnement économique du systeme se traduisent en conditions sur les unités
de production, a savoir : si Yy,---,Y,, désignent les m unités de production du marché,
alors

* SiyeYette[0;1],alors ty € Y}, pour tout 1 < j < m. Cela signifie qu’on peut
réaliser des changements d’échelles décroissants des plans de production : si on divise
tous les moyens, on produit alors les mémes biens mais en quantité divisée par le
méme facteur. Cela signifie aussi que 0 € Y; de sorte qu'il est possible de ne rien
produire.

* Pourtout1<j<m,siyy €Y alorsy+y’ € Y;. En effet, si I'on peut produire cer-
tains biens en consommant certaines ressources, alors en consommant la somme
des ressources on peut produire la somme des biens. On remarquera que cette



1.3. LE JUSTE PRIX

hypothése peut poser questions : n’y a-t-il pas de limites absolues aux quanti-
tés qu’on peut produire (capacité de production des usines, capacité de Stockage,
disponibilité des matieres premieres)?
* Soit
m
Y = ZY] :{yl +--+ Y, |y; € Y; pour tout 1 <j<m},
i=1
alors Y ne contient aucun élément dont toutes les composantes soit §tri¢tement
positives. En effet, on pourrait alors produire sans rien consommer.

* On a YN (-Y) = {0}. Cela signifie que I’économie n’e§t pas réversible : s’il est
possible de produire globalement des commodités en en consommant d’autres, il
n’est pas possible de faire exaltement l'inverse.

Remarque 1.3.1. Les deux premieres hypotheéses peuvent se résumer dans l’assertion
suivante : Y; e§t un cone convexe de sommet 0.

Mais pour que le marché fonctionne, il faut surtout des consommateurs. Chacun est
décrit par une partie X C R” qui représente les souhaits du consommateur, c’est-a-dire
les paniers qu’il aimerait détenir. Pour comparer ces différents souhaits, on dispose
d’une fonction d’utilité

u:X->R,

telle que u(x’) > u(x) si le consommateur préfere le panier x” au panier x. Ces parties
satisfont certaines hypotheses :

* X e$§t convexe, fermée et minorée au sens ou il existe x tel que x > x( (au sens ou
I'inégalité et vérifiée pour chaque coordonnée) pour tout x € X. Cette derniere
condition signifie que tout le monde a un minimum d’exigences.

» Pour tout x € X, il exiSte x” € X tel que u(x") > u(x). Autrement dit, on en veut
toujours plus : il n'y a pas de satiété du consommateur.

* La fonction u est convexe (voir le Chapitre 4).

Enfin, pour éviter que la monnaie ne s’épuise, il faut que les unités de production
profitent d’une maniére ou d’une autre aux consommateurs. Ceci est incarné par des
nombres ay y € [0;1] représentant la fraction de dividendes de I'unité de production Y
que touche le consommateur X. On doit bien sar avoir

Zax,y =1

X

pour toute unité de production Y. Il est important de remarquer que ce cadre signi-
fie que nous sommes dans une économie fitive entierement capitaliste : les moyens
de produdtions appartiennent entiérement aux agents qui en touchent donc des divi-
dendes.

On considére un marché global avec des unités de production Yj,---,Y,, et des
consommateurs (Xi,uy),--,(Xp, up) vérifiant toutes les hypotheses ci-dessus. Un état
du marché est donné par

(le"' ;xflyly"' ;ymyp)J

ou les ¢ + m premieres coordonnées désignent I’état des acteurs et p € R} désigne
I’ensemble des prix des commodités. Pour pouvoir lancer la machine économique, il
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faut que les consommateurs puissent initialement s’appauvrir. On suppose que pour
chaque 1 < j < ¢, le consommateur correspondant démarre avec un panier C; pour
lequel il exiSte x € X; vérifiant x; < C;.

L'exi$tence d’un prix pour lequel 'ensemble du marché est a I’équilibre et un sujet
de réflexion pour les économistes depuis que le cadre précédent a été pour la pre-
miere fois posé (quoique pas en ces termes) par WaLras " au XIX® siecle. Cependant,
la rigueur mathématique n’était pas toujours au rendez-vous : WALRAS considérait par
exemple qu’'un systeme comportant autant d’équations que d’inconnues posséde né-
cessairement une unique solution. Or, nous savons que ceci n’e§t méme pas vrai quand
le systeme e$t linéaire ... L'un de résultats les plus importants dans le domaine fut
obtenu en par ARrRow '* et DEBREU '3.

THEOREME 1.3.2 (ARROW-DEBREU) Sous les hypotheses précédentes, il existe un
prix p € R" tel que

* Pour tout 1 < j <m, la fonétion
yeYj=(py)
admet un maximum en un point ;.

* Pour tout 1 <i < ¢ la fontion u; admet un maximum en un point X; sous la
contrainte

BB+ ) aiipy;)

j=1

e L’état du marché satisfait ’équilibre de 'offre et de la demande :

e [’état du marché satisfait la Loi de Walras

4 m VA
) (pxid=) (pyp=) (pLi=0.
i=1 j=1 i=1

11. Léon Warras (1834-1910) : économiste francais, il est l'un des premiers a s’intéresser aux pro-
blémes d’équilibre en économie et a tenter de les formaliser, sans pour autant étre en mesure de dé-
terminer leur exi$tence. On lui doit aussi une métaphore qui a fait florés en économie, le tdtonnement
Walrassien.

12. Kenneth J. Arrow (1921-2017) : économis$te américain, considéré comme 1’'un des fondateurs de
I’école néoclassique. Outre ses travaux sur la théorie de I’équilibre général, il a également donné une ver-
sion rigoureuse et générale du Parapoxe bE CoNDORCET, aujourd’hui connu sous le nome de THEOREME
D’ IMPOSSIBILITE D’ARROW. Son travail en commun avec Gérard DeBrEeu lui valu le Prix DE LA BANQUE DE
SUEDE EN SCIENCES ECONOMIQUES EN MEMOIRE D’ALFRED NOBEL.

13. Gérard DeBreu (1921-2004) : mathématicien et économiste francais. Il a apporté ses compétences
mathématiques a plusieurs domaines de 1’analyse économique et a contribué a les développer en im-
portant les techniques modernes, notamment d’analyse convexe. Son travail en commun avec Kenneth
Arrow lui valu le Prix DE LA BANQUE DE SUEDE EN SCIENCES ECONOMIQUES EN MEMOIRE D’ALFRED NOBEL.
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Remarque 1.3.3. La Lol bDE WALRAS exprime une contrainte budgétaire globale du mar-
ché et est un aspect essentiel de cette approche du probleme. En particulier, elle signi-
fie que les prix des commodités ne dépendent que du marché lui-méme, et pas d’autres
biens auxquels les agents n’auraient pas acces.

La preuve de ce résultat d’optimisation e$t loin d’étre facile '4 et sort du cadre de
ce cours (on pourra par exemple consulter [3] pour un exposé complet). D’ailleurs, on
remarquera qu'aucune hypothése de régularité n’a été faite sur les fonctions, ce qui
prévient a priori tout recourt au calcul différentiel. Ceci n’est toutefois qu’apparent, et
on peut démontrer ce théoreme et bien d’autres du méme type en utilisant le calcul
différentiel, comme illustré dans [11].

Notons enfin que notre description du marché fait appel a une hypothese tres im-
portante dans les problemes d’optimisation, a savoir la convexité. Le fait que les fonc-
tions d’utilités u; soient convexes e§t un point essentiel et la preuve ne fonctionne
plus sans elle! La justification micro-économique de cette hypothese est donc essen-
tielle pour assurer sa pertinence. Profitons-en pour ajouter que 1’étude des fonctions
convexes e$t un domaine riche et important des mathématiques. En fait, beaucoup de
résultats d’optimisation que nous allons voir sont encore vrais pour des fonctions qui
ne sont pas différentiables, pour peu qu’elles soient convexes. L'un des raisons princi-
pales de ce phénomeéne et que les fontions convexes sont en sens toujours “presque
différentiables”.

Remarque 1.3.4. On pourra aussi remarquer que toutes les équations intervenant dans
le modéle ci-dessus sont homogenes de degré 1, c’e§t-a-dire que si on multiplie toutes
les variables par un scalaire A, alors les relations sont multipliées par A dans chaque
membre. En particulier, cela veut dire qu’on peut toujours décider de normaliser une
partie des variables. En général, on suppose donc que la somme des prix vaut 1.

1.4 THEME ET VARIATIONS

Le monde n’est qu’une branloire pérenne.
Toutes choses y branlent sans cesse : la terre, les rochers du Caucase, les pyramides d’Egypte,
& du branle public & du leur.

M. de MonTAIGNE, Essais

Nous avons mentionné plusieurs problemes d’optimisation, et tenté de suggérer la
facon dont les outils connus pour les fonctions d’une variable pourraient étre éten-
dus pour les étudier. Ce n’e$t pas la seule méthode, comme nous ’avons évoqué pour
le Théoréeme 1.3.2, mais c’en e§t une redoutablement efficace quand elle s’applique.
Avant de la décrire dans les chapitres qui suivent, nous aimerions revenir sur ce calcul
différentiel en donnant quelques éléments de son histoire.

1.4.1 UNE BREVE HISTOIRE DU CALCUL DIFFERENTIEL

I1 est difficile de diStinguer dans 1’histoire des mathématiques 'origine d’une idée
ou d’une théorie particuliere parmi toutes les tentatives plus ou moins fruétueuses.
En ce qui concerne le calcul différentiel, on peut néanmoins mentionner un probleme
mathématique proche qui a intéressé les mathématiciens pendant longtemps : le pro-
bléeme de la quadrature. 11 s’agit de calculer ’aire d’une partie du plan délimitée par une

14. Elle a valu le Prix DE LA BANQUE DE SUEDE EN SCIENCES ECONOMIQUES EN MEMOIRE D’ALFRED NOBEL
a ses auteurs.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou plusieurs courbes, c’e§t-a-dire de l'exprimer en termes de “carrés” dont le coté fait
une unité de longueur, d’ou le nom. En langage moderne, cela revient essentiellement
a calculer des intégrales. Pour ce faire, on e$t assez naturellement mené a considérer
des limites ou des quantités “infiniment petites”, comme le fameux symbole “dx” de
I'intégration le rappelle. On voit donc que le probléme de la quadrature mene a des
questions qui sont au fondement du calcul différentiel.

De nombreuses techniques ont été élaborées pour aborder le probleme de la qua-
drature. Citons en particulier la Méthode d’exhaustion qui consiste a encadrer la partie
du plan a laquelle on s’intéresse par des polygones dont on sait calculer l'aire. Due
peut-étre & Eupoxe '5, la méthode a été reprise et raffinée par ARcHMEDE ® qui en
fit un grand usage, d’une part pour la quadrature de la parabole, et d’autre part pour
calculer des approximations du nombre 7. Cette méthode a également un intérét théo-
rique puisque c’est grace a elle qu’EucLipe '7 démontre que la circonférence du cercle
est proportionnelle au diameétre et qu’ARcHIMEDE démontre que l'aire du disque e$t
proportionnelle au carré du diametre.

Un second probléme mathématique qui a passionné les mathématiciens au tour-
nant du XVII® siecle est le probléme des tangentes. 1l s’agit, étant donnée une courbe,
de déterminer ses tangentes, c’est-a-dire d’en trouver une description géométrique ou
une équation. En langage moderne, ceci consiste essentiellement a calculer le nombre
dérivé d’une fon&tion. Plusieurs mathématiciens ont développé des méthodes plus
ou moins rigoureuses et plus ou moins jus$tifiées pour ce faire. En particulier, Fer-
mat ¥ utilise une méthode analytique inspirée de ses travaux sur la détermination des
maxima et des minima : le calcul différentiel nait ici de l'optimisation! Dans cette mé-
thode dite d’adégalisation (terme qu’il emprunte a DiopHANTE '?), on part de f(x +e),
auquel on retranche ensuite f(x). On observe (par exemple dans le cas d’une fon&tion
polynomiale) qu’on parvient alors a factoriser e. En le simplifiant et en posant e = 0,
on obtient la pente de la tangente! Comme on le voit, ceci revient a calculer la limite
du taux d’accroissement dans le cas ou ce dernier peut se simplifier et donc se calculer
directement.

Mais la concurrence et rude et DescarTEs >° engage une polémique avec FERMAT

15. Eupoxe pe Cnipe (408 — 355) : mathématicien, astronome, médecin et philosophe grec. Il a été
disciple de Platon, et s’e$t beaucoup intéressé avec ce dernier au mouvement des astres. Sa recherche
d’une description I’a mené a la théorie dite des sphéres homocentrigues qui sera reprise jusqu’aux travaux
de Ptolémée. Il e$t également le premier a calculer qu'une année dure 365,25 jours.

16. ARcHIMEDE (287-212) : I'un des plus grands scientifiques de ’antiquité, dont la vie e§t malheu-
reusement peu connue. Ses travaux en géométrie sont fondateurs sur de nombreux sujets : calculs de
longueurs, d’aires et de volumes, courbes paramétrées, coniques. Il a également laissé une ceuvre consi-
dérable en physique (Statique des fluides, balances, mécanique).

17. EucLipe (vers 300) : on ne sait presque rien de sa vie. Il a transmis a la postérité une fraction de
son ouvrage monumental, les Eléments, qui sont souvent considérés comme 1'un de premiers traités de
mathématiques. De nombreux sujets y sont abordés, de ’arithmétique a la géométrie.

18. Pierre de FErmaT (1601-1665) : magistrat, scientifique et homme de lettres francais qui a beaucoup
contribué aux mathématiques et a la physique. Outre ses travaux en optique et son “petit” théoreme
d’arithmétique, on lui doit une formule des tangentes avant le développement du calcul différentiel, ainsi
qu’'un “grand” théoréme qui ne fut démontré que trois siécles apres sa mort.

19. DiorPHANTE D’ALEXANDRIE (entre le I¢ et le IV® siécle avant notre ére) : on ne sait pratiquement rien
de la vie de ce mathématicien grec, si ce n’est qu’il a vécu a Alexandrie. On ne possede que des fragments
de son ceuvre, notamment 1’Arithmétique qui a eu une grande influence sur les mathématiques arabes
et occidentales, mais dont les marges étaient trop étroites pour que FERMAT y écrivit la démonstration
de son célebre théoréme.

20. René DescartEs (1596-1650) : philosophe, mathématicien et physicien francais. Il a introduit les
notations qui portent son nom pour repérer les points dans le plan ou dans l'espace, et a publié des
ouvrages de mécanique et d’optique. Son ceuvre philosophique a eu une postérité au moins égale a son

- 16 -
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sur la paternité de la méthode. Vers la méme époque, un autre mathématicien, Bar-
row ', fait une contribution importante en remarquant par des raisonnements géo-
métriques que le probleme des tangentes et le probleme de la quadrature sont inverses
I'un de l'autre, mais sans parvenir a en tirer pleinement parti.

C’eét finalement avec une nouvelle polémique entre deux autres grandes figures
que se jouera l’élaboration du calcul différentiel tel que nous le connaissons aujour-
d’hui. En effet, dans la méme période, NEwrton > et LeiBniz *3 développent un cadre
théorique qui permet de réorganiser tous les résultats précédents et de donner des mé-
thodes algorithmiques générales et efficaces pour calculer les tangentes ou les aires,
tout en mettant en évidence la réciprocité des deux opérations. La querelle de priorité
entre les deux personnages, dans laquelle se sont engagés nombre de scientifiques de
I’époque, e$t un probleme historique complexe que nous n’aborderons pas. Disons sim-
plement que du point de vue du vocabulaire et des notations, c’e$t finalement LeiBNiz
qui et passé a la postérité.

G. LeiBNIZ
I. NEwTON

1.4.2 DU CALCUL DIFFERENTIEL A L'OPTIMISATION

Nous avons présenté quelques étapes de 1’hitoire du calcul différentiel au regard
des deux problemes mathématiques de la quadrature et des tangentes, mais il ne s’agit
que de 'une des facettes du sujet. En effet, pour établir rigoureusement le calcul dif-
térentiel, il a fallu ensuite une bonne notion de limite, qui manquait toujours chez
NewTtoN et LeiBNiz. Cette nécessité n’était pas que mathématique, mais également phy-
sique.

En effet, la mécanique moderne décrit le mouvement des objets a partir de quantités
instantanées comme l’accélération ou la vitesse. Si l'on étudie par exemple le mouve-
ment d’un point matériel se déplacant au cours du temps, il eét facile de définir sa

ceuvre mathématique.

21. Isaac BARrROw (1630-1677) : philologue, mathématicien et théologien anglais. Outre ses travaux
précurseurs pour le calcul différentiel, il e§t connu pour avoir été le professeur de Newron puisqu’il
occupait la prestigieuse Lucasian chair de 1’'Université de Cambridge. On lui doit également une édition
des Eléments d’Buclide.

22. Isaac NEwtoN (1642-1727) : on ne présente plus 'un des physiciens et mathématiciens majeurs
de I'histoire européenne. Ses Principa Mathematica Philosophiee Naturalis eurent un retentissement im-
portant pour I'exposé qu’elles donnent d’une théorie complete de la gravitation et des lois fondamen-
tales de la mécanique.

23. Gottfried-Wilhelm Lemniz (1646-1716) : philosophe et scientifique qui fut une figure intellec-
tuelle marquante du XVII® siecle par ses contributions importantes dans des domaines trés variés des
sciences : philosophie, philologie, histoire, droit, logique, mathématiques. Il a introduit des notations
qui ont perduré jusqu’a aujourd’hui, notamment les symboles f et dx.
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vitesse moyenne sur un intervalle de temps [¢,f + 6t] : elle sera donnée par le rapport
entre la diStance parcourue et la durée de 'intervalle

_ x(t+0t) —x(t)

B St '

Sous cette forme, on voit bien qu’il e$t naturel de chercher a comprendre ce qui se
passe lorsque la durée ot de l'intervalle devient “arbitrairement” ou “infiniment” pe-
tite. Décrire rigoureusement ce phénomene revient a définir le nombre dérivé, et donc
le calcul différentiel. Cette approche e§t notamment celle de Newron, a 'aide de la-
quelle il formule ses célebres lois qui permettent de décrire entierement la mécanique
classique. Ceci mene naturellement a décrire les phénomenes physiques par des équa-
tions différentielles, comme la TroisiEME Lol bE NEWTON :

mx”(t) = F.

Ce n’est pas la seule approche possible. En effet, FERmaT propose par exemple en
optique le PRINCIPE DE MOINDRE TEMPS, Stipulant que la lumieére suit entre deux points
le trajet le plus rapide. Il s’agit a priori d’'une approche tres différente de I'approche
géométrique usuelle, mais elle permet de retrouver toutes les lois de I'optique géomé-
trique (voir le Paragraphe 2.2.2 pour un exemple). Ce qui nous intéresse ici, c’e$t que
le probleme mathématique sous-jacent e$t un probleme d’optimisation.

Une approche similaire est possible en mécanique. MAUPERTUIS a ainsi proposé un
PRINCIPE DE MOINDRE ACTION : On peut associer a tout sy$§teme mécanique une fonction
appelée action, de sorte que la trajectoire du sy$teme soit celle qui minimise ’adtion. In-
troduisons quelques notations pour rendre ceci plus précis. On considére par exemple
un point matériel dont la position & un in§tant donné est x(t) € R3. On suppose qu’on
connait la position du point I'instant ¢y, qu’on note x, et la position a un instant t; > ¢,
que l'on note x;. Si le point est soumis a une force dérivant d’un potentiel V : R3 >R,
alors l'adtion e$t |

5= | Sml IR - Vst
to
Ainsi écrite, on ne voit pas de quoi l'action S peut étre fonction. Elle I'e$t en fait de la
trajecloire. Siy : [tg; 1] — R3 et une fon&tion dérivable telle que y(t) = xg et ¥(t;) = x4,
alors ’'a¢tion correspondante e$t

S0)= | 3l I = vy

to

Le PrINCIPE DE MOINDRE ACTION affirme alors que la trajetoire du point sera donnée
par la courbe y qui minimise cette action *4.

La formulation via I'altion permet de remplacer la formulation a partir d’équations
différentielles en une formulation d’optimisation. Cela dit, ce probleme d’optimisation
n’e$t pas de la méme forme que ceux que nous avons présenté précédemment. En effet,
la variable sur laquelle on chercher a optimiser la fonétion n’e§t pas un ve&teur d’un
espace veltoriel, mais une courbe. Ceci signifie que les outils que nous allons déve-
lopper ci-aprés ne s’appliquent pas dire¢tement dans ce cadre. Il s’agit d’une théorie
différente, qu'on appelle parfois calcul des variations. Méme si nous ne ’aborderons

24. Cette formulation hiStorique est en fait erronée pour plusieurs raisons. La premiére e§t qu’il n’y a
pas forcément unicité de 'extremum. La seconde e$t que la trajeCtoire ne correspond pas nécessairement
a un extremum global, mais seulement a un point critique de l'action.
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1.4. THEME ET VARIATIONS

pas, il e§t important de signaler qu’il s’agit d’'une approche centrale dans la physique
moderne, par exemple en relativité générale avec I’action d’Einstein-Hilbert. 1l eSt éga-
lement possible de transformer le PRINCIPE DE MOINDRE ACTION en optimisation d’une
autre fonctionnelle appelée le Lagrangien du systeme. Cette derniére formulation ad-
met une forme de dualité avec une autre fonctionnelle appelée Hamiltionien. L'étude
de ces formulations est parfois connue sous le nom de mécanique analytique.






CHAPITRE 2

A LA RECHERCHE DES EXTREMA

Trouver n’est rien. Le difficile est de s’ajouter ce que I'on trouve.

P. VALERY, Monsieur Teste

L'objectif de ce chapitre est simple : trouver les extrema d’une fonction de plusieurs
variables. Pour ce faire, nous allons procéder en trois étapes, afin de répondre aux trois
questions suivantes :

* Comment savoir qu'une fonction a un extremum ?
e Sielle en a, comment les localiser?

* Sion a localisé un extremum, comment identifier sa nature (minimum ou maxi-
mum)?

Comme nous allons le voir, pour répondre a ces questions nous allons devoir dévelop-
per toute une théorie généralisant I’analyse réelle : c’est cette théorie qu’on appelle le
calcul différentiel.

2.1 EXISTENCE

LexiSlence précéde l'essence.

J.-P. SARTRE, LexiStentialisme e§t un humanisme.

Comme expliqué ci-dessus, nous commencons par la question la plus terre a terre :
comment peut-on étre stir qu'une fonétion donnée admet un ou plusieurs extrema?
Curieusement, le probleme n’a rien a voir avec le calcul différentiel, mais plutdt avec
la topologie ... un terme qui peut évoquer des souvenirs contrastés. Nous n’allons pas
vraiment faire de rappels détaillés de topologie ici, mais simplement redonner les dé-
finitions et résultats fondamentaux dont nous aurons besoin dans la suite.



CHAPITRE 2. A LA RECHERCHE DES EXTREMA

2.1.1 SOUVENIRS, SOUVENIRS
Fon&ions a valeurs ve@orielles

La grande nouveauté dans ce texte par rapport a ce qui a été vu les années passées
est de considérer des fonétions ayant plusieurs variables. Mais cela nous poussera aussi
a considérer des fonétions dont I'espace d’arrivée e§t une partie d’un espace vetoriel.
Heureusement, ceci ne pose pas de difficulté particuliere, mais nous allons tout de
méme expliquer brievement pourquoi. Pour un intervalle I de R et un entier m, on
considére une fonction f : I — R™. Pour tout x € I, f(x) e$t un velteur qu'on peut
écrire en coordonnées de la facon suivante :

fi(x)
fx)=]
fm(x)
Ceci définit m fonctions f; : I — R pour 1 < i < m qui décrivent completement la
fon&tion f et sont appelées (fonctions) coordonnées de f. Ainsi, les propriété usuelles

sur la fon&tion f s’adaptent a ce contexte en les considérant pour toutes les fonétions
f;- Notamment,

» La fon&tion f e$t continue en un point x si et seulement si f; e§t continue pour
tout 1 <1 <m;

* La fonltion f e$t dérivable en un point x si et seulement si f; e§t dérivable pour
tout 1 <i < m. De plus, on note alors

ff(x)
fl)= : [eR™;
fm(x)

* La foné&ion f et de classe CX si et seulement si f; e§t de classe C¥ pour tout
1<i<m;

* Lafoncltion f et intégrable si et seulement si f; et intégrable pour tout 1 <i < m.

b b
De plus, f f(t)dt est le veteur de coordonnées j fi(t)dt.

Remarque 2.1.1. Profitons-en pour rappeler qu’une fonéion f : I — R e$t de classe C!
si elle eSt dérivable et si sa dérivée et continue, et de classe Ck pour k > 2 si elle est
dérivable si sa dérivée et de classe k1.

Topologie des espaces veltoriels normés

Pour parler de continuité — et plus encore de dérivabilité — dans un cadre plus
vaste que celui des intervalles de R, on a inventé la topologie. Les notions de topologie
nécessaires, qui ont déja été vues 'an dernier, seront rappelées en temps utiles. Pour
I'instant, redonnons simplement les plus fondamentales d’entre elles.

On considere R” muni de la norme euclidienne, notée || - ||. Rappelons que pour un
vecteur x = (x1,-++,X,),
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Le fait que cette quantité est une norme signifie — outre le fait qu’elle e$t a valeurs
positives — les trois propriétés suivantes :

* Homogeénéiteé : ||Ax|| = |A]||x]| pour tout A € R et x € R";
» Séparation : ||x|| = 0 si et seulement si x =0;
* Inégalité triangulaire : ||x + p|| <|[x|| +[[y]l-

Remarque 2.1.2. Dans R”, toutes les normes sont équivalentes, ce qui signifie que dans
tout ce que nous allons faire on pourrait remplacer la norme euclidienne par n’importe
quelle autre norme. Nous avons choisi la norme euclidienne parce que c’est la plus
intuitive et souvent la plus pratique.

La norme permet de mesurer la diStance entre deux éléments de R”, et notamment
de quantifier le fait qu’ils soient “proches” I'un de l'autre. La définition la plus pratique
pour ce faire et celle de boule ouverte.

DErINITION 2.1.3. Soit x € R" et v > 0. La boule ouverte de centre x et de rayon r est
I’ensemble
B(x,r)={y eR"||lx—y|l < r}.

Nous aurons souvent besoin de considérer une partie de R”, typiquement le do-
maine de définition d’une fonction, dans lequel on peut trouver des boules centrées
autour de n'importe quel point. Ceci correspond a la notion centrale de la topologie.

DEFINITION 2.1.4. Une partie U C R” est dite ouverte si pour tout x € U, il exi$te r > 0
tel que B(x,r) C U.

Le résultat suivant n’est pas standard mais sera utilisé de nombreuses fois. Il est
donc raisonnable de le démontrer une fois pour toutes. La preuve est élémentaire,
mais c’e$t un bon moyen de vérifier qu'on a compris les définitions.

Proposition 2.1.5. Soit x € R" et r > 0. On note x = (x1,---,x,). Alors, existe 6 > 0 tel que
pour tout 1 <i < n et pour tout t €|x; —9;x; + 9|,

(xll X1 t Xit1,o" ;Xn) € B(X, 1’).

Démondtration. 1l suffit de calculer
N(x1, s x0) = (X1, X, B X, X))l = \/t_z
=t

pour constater que o = r convient. ]

La topologie, c’et avant tout du vocabulaire. Au point que, quand on donne un nom
a une propriété d’une partie partie, on en donne aussi un a la propriété correspondante
du complémentaire.

DErINITION 2.1.6. Une partie de R” et dite fermée si son complémentaire est une partie
ouverte.

L’exemple le plus important est I'analogue de la boule ouverte définie plus haut.
Pour x e R" et r > 0, la boule fermée de centre x et de rayon r est I’ensemble

By(x,r)={y e R"[|lx -yl <r}.

Montrer que cette partie est effetivement fermée est un exercice profitable (voir ci-
dessous). Cela dit, se ramener au complémentaire n’e§t pas toujours simple, et il est
donc utile de savoir cara&tériser différemment le fait d’étre fermé.
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ExERcCICE 2.1.1 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DES FERMES). Montrer qu’une partie
F de R” e$t fermée si et seulement si pour toute suite (xj)reny d’éléments de F qui
converge vers une limite x, ona x € F.

Quand une partie n’est pas ouverte, on peut essayer de se ramener a la partie ou-
verte la plus “proche” :

DErINITION 2.1.7. L'intérieur d’une partie U de R” et le plus grand ouvert contenu
dans U, c’e§t-a-dire la réunion de tous les ouverts contenus dans U.

On peut de méme considérer la partie fermée la plus “proche” d’une partie donnée :
I'adhérence de U est le plus petit fermé contenant U, c’est-a-dire l'intersetion de tous
les fermés contenant U.

Nous n‘avons fait ici que de brefs rappels, car les notions fondamentales de topolo-
gie de R" sont supposées étre déja connues. Un bon moyen de vérifier qu’elles le sont
est de traiter les exercices suivants, qui portent sur des objets qui apparaitront de fagon
récurrente dans la suite.

Exercice 2.1.2 (ToPoLOGIE DEs BOULES). 1. En utilisant la définition du cours, mon-
trer que les boules ouvertes sont des ouverts.

2. En utilisant la définition du cours, montrer que les boules fermées sont des fer-
meés.

3. Soit x € R” et r > 0. Montrer que si F e§t un fermé tel que B(x,r) C F, alors
Bs(x,r) CF.

4. En déduire I'adhérence d’une boule ouverte.

Nous nous intéresserons parfois au bord d’une partie de R”. La plupart du temps,
cette notion aura un sens intuitif évident, mais il est intéressant de voir qu’elle peut se
définir rigoureusement en termes topologiques.

ExERCICE 2.1.3 (Borp). Pour une partie A de R", on définit le bord de A (aussi appelé
frontiére de A) comme

_ o

JA =A\A.

1. Montrer que JA est fermé.
2. Montrer que

JA={xeR"|Ve>0,B(x,e)NA=0 & B(x,e)N(R"\A)=0}.

3. Montrer que le bord de A et celui de son complémentaire sont égaux.
4. Montrer que A est fermé si et seulement si dA C A.

5. Montrer que A est ouvert si et seulement si JANA = 0.

Limites et continuité

Le but de la topologie est de permettre de définir des limites. Dans le cas d’une
seule variable, la définition fait intervenir, outre les incontournables 6 et €, des valeurs
absolues. En fait, il s’agit simplement de la norme euclidienne sur R. Donc, en rem-
placant les valeurs absolues par des normes, on obtient les généralisation des notions
usuelles, que nous rappelons maintenant. Soit f : U — R une fonction, avec U une
partie de R", et soit x € U.
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* On dit que f a pour limite £ € R™ au point x si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel
que pour tout y € B(x,0)N U, ||f(v) -l <€;

* On dit que f e$t continue en x si f a pour limite f(x) en x;

* On dit que f e§t continue sur U si f eSt continue en tout point de U.

La continuité a de nombreux intéréts, notamment en lien avec les suites. Ceci pro-
vient du résultat suivant.

Proposition 2.1.8 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA CONTINUITE). Soit f : U — R"
une fonction et x € U. Alors, f e$t continue en x si et seulement si pour toute suite (X)ren
qui converge ' vers x, la suite (f (xy))xen converge vers f(x).

Démonstration. Supposons tout d’abord que f e$t continue en x, et soit (xj)ren Une
suite de U qui converge vers x. Si € > 0 est fixé, alors par continuité de f il existe o tel
que

If @) -f(x)ll<e

pour tout y € B(x,0) N U. D’autre part, la convergence de la suite (xj)ren assure l'exis-
tence d’un rang K tel que pour tout k > K, ||x; —x|| < 6. Autrement dit, pour tout k > K,
xx € B(x,0) N U et par conséquent

[1f (xk) = f(x)l[ < e.

Nous venons ainsi de montrer que (f(xx))ren converge vers f(x).

Réciproquement supposons que f n’est pas continue en x. Alors, la négation de la
définition de la continuité donne l’existence d’un € > 0 tel que pour tout ¢ > 0, il existe
y € B(x,0) N U vérifiant ||f(y) — f(x)|| > €. En particulier, pour tout k € N, il existe un
élément x; € B(x,1/(k+1)) N U tel que ||f(xx) — f(x)|| > €. Par définition, on a pour tout
keN

1
X —xll< — —
IPeic =] k+1 ko+o0

donc la suite (x;)ren converge vers x. Néanmoins, la suite (f(xx))ren, €lle, ne converge
pas vers f(x) puisque ||f(xx) — f (x)|| > € pour tout k € N. ]

A l'aide de cette caractérisation, il est facile de vérifier que la continuité jouit d’un
certain nombre de propriétés de $tabilité qui permettent de montrer facilement qu'une
fonction donnée est continue. En voici les principales :

Les fon&tions coordonnée x > x; sont continues;

Si f,g: U — R™ sont continues, alors leur somme f + g est également continue;

Si f,g: U — R" sont continues, alors leur produit f g e§t également continu;

Si f: U — R e$t continue et ne s’annule pas, alors 1/f est également continue.

I1 suit par exemple de ces propriétés que toute fon&tion polynomiale en les coor-
données (c’est-a-dire formée de sommes et de produits de fonctions coordonnées) est
continue. Puisque nous utiliserons sans cesse ce résultat, nous allons lui donner un
énoncé en bonne et due forme.

1. Une suite (x,),cn de R” converge vers une limite x si la suite ||x,, — x|| tend vers 0.
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THEOREME 2.1.9 Soit U un ouvert de R"” et f : U — R une fon&tion polynomiale
en les coordonnées. Alors, f est continue. En particulier, toute application linéaire
f :R" — R™ e$t continue.

Mentionnons avec d’aller plus loin d’autres caractérisations de la continuité, qui ne
seront pas vraiment utilisées et que nous laissons par conséquent en exercice.

EXERCICE 2.1.4 (CARACTERISATIONS DE LA CONTINUITE). Soit f : R” — R une fonction.

En partant de la définition du cours, montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) La fonétion f est continue;
ii) Pour tout ouvert U de R™, sa préimage f~!(U) par f e§t un ouvert;

iii) Pour tout fermé F de R™, sa préimage f~!(F) par f est un fermé.

2.1.2 LE MIRACLE DE LA COMPACITE

Nous allons maintenant aborder la notion topologique qui permet de montrer l’exis-
tence d’extrema.

DErFINITION 2.1.10. Une partie K de R” est compaéle si pour toute suite (xj)ren d’é1é-
ments de K, il existe une sous-suite (Xp(k))ken qui converge vers un élément de K.

La définition précédente n’est en fait pas concue pour étre vérifiée, mais pour étre
utilisée. Mais alors, comment savoir qu’'une partie e§t compacte? C’est 'objet du pro-
chain résultat, qui donne un critere tres simple utilisant la notion suivante : une partie
K de R" e$t dite bornée s’il existe M > 0 tel que pour tout x € K, ||x]| < M.

Remarque 2.1.11. On vérifie sans peine qu’une partie e§t bornée si et seulement si elle
e$t contenue dans une boule (ouverte ou fermée).

Proposition 2.1.12. Une partie K de R" e$t compaclle si et seulement si elle est a la fois
fermeée et bornée.

Nous ne donnerons pas une démonstration complete ici mais simplement quelques
indications sous forme d’exercice.

ExXERCICE 2.1.5 (CARACTERISATION DE LA COMPACITE). Le but de cet exercice e$t de dé-
montrer que les compacts de R” sont les parties fermées et bornées.

1. Soit K C R” un compact.

(a) Montrer que K est fermé.

(b) Supposons que K ne soit pas borné et considérons une suite (xj)xen d’élé-
ments de K telle que ||xi|| — +oo. Utiliser la compacité pour obtenir une
contradiétion.

2. On considére maintenant une partie F C R” fermée et bornée. Soit (xy)ren une
suite d’éléments de F.

(a) On note xi(7) la i-ieme coordonnée du velteur x;. Montrer qu’il existe une
sous-suite

(X, (k) (1)) ken
de la suite (xi(1))ren qui converge vers une limite ¢;.

- 26 -



2.1. EXISTENCE

(b) Montrer de mérpe qu’il existe une .s,ogs—suite (X, 00,(k)(2))ken de la suite
(xg, (k)(2))ken qui converge vers une limite £;.

(c) Ens’inspirant des deux questions précédentes, conclure que F e§t compacte.

D’accord, mais quel intérét? Il suffit de voir le résultat suivant pour comprendre
que nous aurons souvent affaire a la compacité.

THEOREME 2.1.13 (THEOREME DES BORNES ATTEINTES) Soit K une partie compacte de
R" et f : K — R une fontion continue. Alors, f admet un maximum global et un
minimum global : il exis$te x,,x_ € K tel que pour tout x € K,

flxo) < f(x) < flxy).

Démondtration. Traitons le cas du maximum, celui du minimum se démontrant de la
méme maniere, mutatis mutandis. L'ensemble f(K) C R admet, comme toute partie
non-vide de R, une borne supérieure M dans RU {+oo}. De plus, par la caractérisation
séquentielle de la borne supérieure, il exiSte une suite (xi)ren d’éléments de K telle
que f(xx) — M. Soit (x4(k))ken une sous-suite qui converge vers une limite x, € K,
dont l’existence est assurée par la compacité de K. Alors, f étant continue, on peut
appliquer la Proposition 2.1.8 pour conclure que

flxy) = lim f(xpp) =M.

k—+00

Ceci prouve deux choses : M # +oo et M eét atteinte, ce qu’il fallait démontrer. ]

Faisons halte pour reprendre les questions énoncées au début de ce chapitre. La
premiére était de savoir s’il existe des extrema. Nous venons de voir un critére pour
cela, qui e$t de nature purement topologique. Aucun besoin de calcul différentiel, de
dérivation ou quoi que ce soit de ce genre. Il s’agit la d’'un phénomeéne assez général
en optimisation : les trois questions fondamentales se regroupent en deux parties en
fon&tion des outils utilisés :

1. Démontrer l'existence d’extrema et un probleme topologique;

2. Trouver et identifier les extrema est un probléme qui ne peut se résoudre de fa-
¢on purement topologique en général et nécessite des outils plus avancés (calcul
différentiel, analyse convexe, formes quadratiques).

Sile probleme de l'existence d’extrema e$t de nature topologique, il ne requiert pas
nécessairement de se placer sur un espace compact comme dans le Théoreme 2.1.13.
D’ailleurs, il est courant de chercher a optimiser une fonétion sur des ensembles qui
ne sont pas bornés. Pour cela, il existe heureusement des moyens, dont voici celui qui
nous sera la plus utile.

THEOREME 2.1.14 Soit f : R” — R une fonction telle que f(x) — +oco quand ||x|| —
+o0. Alors, f admet un minimum global.

Démontrer ce résultat est un bon exercice d’application des notions développées
jusqu’ici.
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ExERCICE 2.1.6 (FONCTIONS TENDANT VERS L'INFINI). On dit qu’une fon&ion f : R” - R
tend vers l'infini si

f(x) — +oo.
[|x||—=+0c0

1. Ecrire a l'aide de quantificateurs la définition précédente.

2. Montrer quessi f tend vers l'infini, alors il exite R > 0 tel que pour tout x vérifiant
Il > R, on a f(x) < £(0).

3. En déduire que f admet un minimum global.

2.2 LOCALISATION

Jélis un lieu flagrant et nul comme I'ossuaire des saisons.

SAINT-JOHN PERSE, Exil

Nous avons maintenant un critére permettant de savoir qu’il existe des extrema,
mais cela ne dit pas ou les chercher. Pour aller plus loin, mettons-nous d’abord d’accord
sur ce que nous entendons par extremum. Bien str, un extremum global e$t facile a
définir.

DErINITION 2.2.1. Soit f : U — R une fontion et x € U. On dit que f admet

* Un minimum global en x si pour tout y € U, f(y) > f(x).

* Un maximum global en x si pour tout y € U, f(y) < f(x).

De plus, si I'inégalité précédente est Stricte pour tout y # x, alors le minimum/maxi-
mum e$t dit stri¢t. Si f admet un maximum ou un minimum global en x, on dit alors
que f a un extremum global en x.

Le probléeme de cette définition, c’est qu’en pratique il est difficile de détecter di-
retement des extrema globaux. Ce que l'on peut espérer de mieux, c’est de trouver
des extrema locaux et c’e§t pour donner un sens a ce terme que la topologie est utile.
En effet, un maximum local, par exemple, e§t un point ou la valeur de la fonction est
“plus grande” qu’en tous les points “suffisamment proches”. Avec la notion de boule
ouverte, il et facile de donner un sens précis a cette idée.

DEFINITION 2.2.2. Soit f : U — R une fonction et x € U. On dit que f admet

* Un minimum local en x s’il existe r > 0 tel que pour tout y € B(x,r)NU, f(y) > f(x).

* Un maximum local en x s’il exi$te r > 0 tel que pour tout y € B(x,r)NU, f(y) < f(x).

De plus, si I'inégalité précédente est Stricte pour tout y # x, alors le minimum/maxi-
mum e$t dit §iri¢t. Si f admet un maximum ou un minimum local en x, on dit alors
que f a un extremum local en x.

Remarque 2.2.3. On pourrait aussi dire : f a un extremum local s’il existe r > 0 tel que
f a un extremum global sur B(x,r)NU.
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2.2.1 LE PREMIER THEOREME

Commencons par rappeler un résultat bien connu. Si f : I — R e$§t une fonction
dérivable d’une variable qui admet un extremum local en un point x, alors f’(x) = 0.
Ainsi, pour trouver les extrema de f, il suffit de trouver les points auxquels la dé-
rivée s’annule. Alors, pourquoi ne pas essayer de faire de méme avec plusieurs va-
riables? Avant de s’embarquer sur cette piste, un commentaire s’impose. Nous allons
considérer des fontions de la forme f : U — R, ou U e$t une partie de R”. Ainsi, si
x = (xq1,-++,x,) € U, on peut voir f comme une fonltion possédant une variable vec-
torielle et on écrira dans ce cas f(x) pour la valeur de f en x. Ou bien, on peut voir
f comme une fonétion possédant n variables scalaires?, et on notera alors le méme
nombre f(xy,---,x,). La facon la plus naturelle d’étendre la notion de dérivation aux
fonctions de plusieurs variables est alors tout simplement de considérer chaque va-
riable séparément. Il et tout a fait remarquable que, malgré quelques subtilités tech-
niques que nous aborderons ci-apres, cette idée soit essentiellement la bonne et per-
mette d’étendre tous les outils d’optimisation de la dimension un. Commencons donc
par donner une définition pour fixer les idées.

DEFINITION 2.2.4. Soit f : U — R™ une fonction et x = (xy,---,x,) un point de U. La
dérivée partielle de f par rapport a la i-éme coordonnée au point x e$t la dérivée de la
fonction

fx,i it f(xll"' yXi—1, b Xjy, e 1Xn)

au point x;. On la note

d
a—i(x) = £ (0

Si f admet une dérivée partielle par rapport a la i-iéme coordonnée en tout point de
U, on notera

d

Ay R

ax,-

la fon&tion correspondante.

Faisons quelques commentaires :

* Tout d’abord, comme U est ouvert, il existe r > 0 tel que la boule B(x, ) de centre
x et de rayon r soit contenue dans U. La Proposition 2.1.5 donne donc 6 > 0 tel
que

(X1, Xim1, b Xi1, 00, %) € By, 1) C U

pour tout t €]x;—9;x;+0[. Autrement dit, la fontion f, ; est définie sur I'intervalle
Jx; — 0;x; + O et cela a donc bien un sens de considérer la dérivée de la fonction
fxi au point x;.

* On peut reformuler la définition comme suit : «la dérivée partielle par rapport
a la i-ieme coordonnée eét la dérivée de la fonétion obtenue en fixant toutes les
coordonnées sauf la i-iéme. »

* On peut également donner une expression plus explicite et littérale de la dérivée
partielle en utilisant la définition du nombre dérivé d’une fonction en un point :

of

O () i L i b i) = ()
axi t—x; t—xi .

2. Ce qui se cache ici e§t une identification d’un espace veltoriel réel de dimension n avec ’espace
veltoriel R” des n-uplets de nombres réels. Autrement dit, on a fixé ici une base dans laquelle tous les
vecteurs seront décomposés.
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* Notons (eq,:--,¢,) la base canonique de R". Alors,

fri(t) = fx+(t—x;)e;)

et sa dérivée en x; coincide avec la dérivée en 0 de la fonltion t +— f(x + te;). On
pourrait donc plus généralement considérer un velteur v € R" et s’intéresser a la
dérivée, si elle existe, de la fon&tion

t— f(x+tv).

On obtient alors la dérivée directionnelle de f dans la diretion v, une notion que
nous n’utiliserons pas.

* Il existe dans la littérature plusieurs notations pour désigner les dérivées par-
tielles. On peut par exemple rencontrer d,. f ou d; f. Nous nous efforcerons ici de
garder la notation fractionnaire de la Définition 2.2.4.

Avant d’aller plus loin, remarquons que notre définition des dérivées partielles
concerne des fonctions a valeurs veétorielles. On pourrait se demander pourquoi nous
ne nous re$treignons pas aux fontions a valeurs dans R, puisque ce sont celles qui vont
nous intéresser. Le fait est que, méme en partant d’une telle fonction, nous allons étre
amenés a considérer a partir d’elles d’autres fonctions qui seront, cette fois, a valeurs
vectorielles (voir par exemple le Paragraphe 2.3 ci-dessous). Il e§t donc indispensable
de travailler des maintenant dans cette généralité.

Notre objectif principal e$t, rappelons-le, d’étre capable de détetter les extrema
d’une fon&tion par une propriété d’annulation de la dérivée. Or, nous avons déja atteint
cet objectif! Le tout et de s’en rendre compte ...

THEOREME 2.2.5 (LOCALISATION DES EXTREMA) Soit f : U — R une fonétion qui ad-
met des dérivées partielles par rapport a toutes les coordonnées. Si x e$t un point
auquel f admet un extremum local, alors

of (1 _
Q—XI(X) =0

pour tout 1 <i<n.

Démonstration. Fixons une coordonnée 1 < i < n et soit, par la Proposition 2.1.5, 6 > 0
tel que pour tout t €]x;—9;x;+9[, on ait (xq,---,X;_1,t,Xj11, -+, X,) € U. Alors, la fontion
fxi a, par hypothese, une extremum local en t = x;. Donc, par le résultat dans le cas
d’une variable, sa dérivée s’annule en x;. Autrement dit,

i
a_xz-(x) =0,

ce qu’il fallait démontrer.

Afin d’étre plus complet, nous allons rappeler la démonstration du cas d’une va-
riable. Supposons que f, ; ait un maximum local en x;, le cas d’'un minimum se traitant
de la méme fagon, mutatis mutandis. Rappelons qu’il existe o > 0 tel que f, ; et définie
sur l'intervalle |x; — 0;x; + 0[. Si =6 < t <0, alors comme f(t) < f(x;), on a

frilxi +8) = feilxi) 0
t =z
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et en faisant tendre ¢ vers 0 on conclut que f/,(x;) > 0. Par ailleurs, si 0 <t <, on a
toujours f(t) < f(x;), donc

frilxi +8) = filxi)

" > 0.
En faisant tendre t vers 0, on obtient cette fois-ci f.(x;) < 0. En combinant les deux
inégalités, on trouve finalement que f,;(x;) = 0, ce qu’il fallait démontrer. ]

2.2.2 UN EXEMPLE ECLAIRANT

L’histoire de la physique a retenu le nom de FErmAT comme celui de I'un des pre-
miers a avoir formulé une loi physique sous forme de probleme d’optimisation. S’in-
téressant a 'optique géométrique, c’e§t-a-dire a I’étude de la propagation d’un rayon
lumineux dans différents milieux, il remarque que si l'on connait le point de départ et
le point d’arriver du rayon, alors la trajectoire est toujours celle qui minimise le temps
du trajet : c’e$t le PRINCIPE DE MOINDRE TEMPS .

P. FErMAT

Nous allons regarder ce que ce principe nous dit dans le cas du phénomene de
réfraction. On considére une partie de I'espace formée de deux milieux homogénes sé-
parés par une vitre plane dont on néglige 1’épaisseur. Un rayon lumineux part d’un
point P; dans le premier milieu et arrive a un point P, dans le second milieu. Quelle
est sa trajectoire ? Tant que le rayon est dans un milieu homogene, le plus court chemin
est un segment de droite. Par conséquent, la trajectoire du rayon sera formée de deux
segments [P, Q] et [QP,], ou Q et un point de la vitre. Le probléme et simplement de
trouver ce point Q.

Nous allons commencer par définir un repére qui nous simplifiera la vie. Si P e$t
le plan de la vitre, on fixe un repére orthonormé de sorte que P soit le plan d’équa-
tion z = 0. On peut également choisir les axes de sorte que les coordonnées du point
d’arrivée P, soient (x;,0,z;). Enfin, en fixant convenablement l'origine on peut faire
en sorte que les coordonnées du point de départ P; soient (0,0,z;). Quant au point Q,
ses coordonnées sont (x,y,0) et nous aurons donc deux variables données par les deux
premieres coordonnées.

Si vy désigne la vitesse de la lumiére dans le premier milieu (la vitesse e§t con§tante
puisque le milieu et homogeéne) et v, la vitesse de la lumiére dans le second milieu, le

3. Comme le fait remarquer par exemple FEYNmMAN dans [4], le nom e§t trompeur, car il ne s’agit
pas en général du trajet prenant le moins de temps (penser au cas d’une réflexion) mais plutot d’une
trajeCtoire « telle qu’il y a beaucoup d’autres trajectoires voisines qui prennent presque exatement le
méme temps », au sens ou la différence de temps sera nulle au premier ordre. Toutefois, dans notre cas,
cela correspond effedtivement au trajet prenant le moins de temps.
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temps de parcours global est

1 1
T(x,p) = v—11/x2 +92+22 + v—z\/(xz ~x)2+y2+ 22,

Pour trouver un minimum de T, on calcule ses dérivées partielles :

. SN .
ox v fx2+ Y2+ 2] vz\/(xz—x)2+y2+z§
oT

a—(x,y) = Y + Y :
y ViAJX2+ 02422 vpy[(x —x)2+ 92+ 22
y 1 y 2

Si le second terme s’annule, alors y = 0. Autrement dit, le rayon se déplace nécessaire-
ment dans 'unique plan P’ orthogonal a P contenant P, et P,! Cela n’a rien d’évident
et faisait avant le Principe DE FERMAT partie des “lois de 'optique géométrique”.

On peut maintenant simplifier la premiére expression pour trouver

dT

X X—X
5 (00 = + 2 .
x viAJX2 427 voyf(xp—x)2+ 23

Pour interpréter cette équation, un dessin s’impose. Nous représentons ci-dessus la
trajetoire du rayon dans le plan P’.

On voit que les coordonnées de P; dans le repere (Q, Qx, Qz) sont
(—QP; sin(61), QP cos(61)),
ou 0 e§t I'angle formé par (QP;) et Qx. De méme, les coordonnées de P, sont
(QP;sin(6,), QP, cos(6,)),
ou 0, est I'angle formé par QP, et Qx. D’autre part, ’abscisse de P; dans le repére
(Q, Qx, Qz) est égale a —x, tandis que celle de P, e$t égale a x, — x. Ainsi,
oT 1 QPl sin(@l) 1 —QP2 Sin(92)
I (ry) = —= ) TR
ox vp QP V) Qp,
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R. DESCARTES

Par conséquent, ’annulation de la premiere dérivée partielle s’écrit

sin(6;)  sin(0,)
U1 - vy

En notant n; = ¢/v; 'indice de chaque milieu, on retrouve la Lor DE SNELL 4-DESCARTES

ny sin(@l) =np sin(92).

I1 exis$te également un loi régissant la réflexion d’un rayon lumineux sur un miroir,
que nous laissons en exercice.

ExERrcICE 2.2.1. On considére un rayon lumineux partant d’un point P; de coordon-
nées (0,0, z;) et se réfléchissant sur un miroir formant le plan P d’équation z = 0 en un
point Q de coordonnées (x,p,0). Il atteint ensuite un point P, de coordonnées (x,,0,z;)
avec z, > 0.

1. Exprimer, en fonction de x et y, le temps de trajet du rayon lumineux entre P; et
p.

2. On cherche le point Q pour lequel ce temps e$t minimal. Montrer que les points
Py, P, et Q appartiennent au plan d’équation y = 0.

3. Conclure, a I'aide d’un dessin, que le point Q e$§t déterminé par la relation
sin(07) = sin(6,),

ou 0; et 'angle formé par I'axe Qx et la droite (QP;).

2.2.3 LES DERIVEES PARTIELLES

Le Théoreme 2.2.5 montre que les dérivées partielles seront ’'outil central de notre
étude des extrema. Il est donc utile de rassembler des informations et des résultats
sur elles qui nous simplifieront le travail ultérieurement. Au vu de leur définition,
les regles de calcul usuelles pour les dérivées s’appliquent également au dérivées par-
tielles, notamment

4. Willebrord SNeLL vaN RoYvEN (1580-1626) : physicien et mathématicien néerlandais, il a développé
et raffiné plusieurs méthodes numériques, ce qui lui a permis de donner une approximation de 7t a 25
décimales pres ou encore de donner le premier calcul du rayon terrestre par triangulation. Il n’a jamais
publié la loi d’optique qui porte son nom, mais Huygens lui en a donné la paternité contre DescARTEs.
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* Si f et g admettent une dérivée partielle par rapport a la i-iéme coordonnée, alors
leur somme également, et

Af+g) _9f 98
axi axi &’x,-‘

* Si f et g sont a valeurs réelles et admettent une dérivée partielle par rapport a la
i-ieme coordonnée, alors leur produit également et

dJ(f xg) f f
ox; 8 ax,

* En particulier, toute fonction dont les coordonnées sont polynomiales en les va-
riables admet des dérivées partielles par rapport a chaque coordonnée.

* Si f e$t a valeurs réelles, ne s’annule pas et admet une dérivée partielle par rap-
port a la i-eme coordonnée, alors son inverse également, et

A/f) 1 af
axi B f2 axi'

La seule difficulté provient de la composition. En effet, il nous e§t maintenant pos-
sible de composer des fonctions a valeurs vectorielles, et I’analogue de la formule
usuelle (go f) = f'x (g’ o f) n’e$t pas clair dans ce cadre. Et de fait, il n’y a tout simple-
ment pas de formule, car il n’est pas vrai que si f et g admettent des dérivées partielles,
alors go f également. Voici un exemple qui illustre ce phénomeéne quelque peu dérou-
tant au premier abord.

Exemple 2.2.6. Considérons la fonétion f : R — R? définie par

f(x) = (x,x)
et la fonétion g : R? — R définie par

*y
x2 +y?

si (x,v)#(0,0)
(x,9) —

0 si(xy)=(0,0)

I1 e$t clair que f est dérivable en 0. La fonction g, quant a elle, admet des dérivées
partielles en (0,0). En effet,

g(0+h,0)—g(0,0)

h =00
. 0,0+h 0,0
8(0,0+m)-g(0,00 _,
h h—0
donc 5 5
98 _0=28
8ﬁam—o—aﬁam
De plus, (g o f)(0) = 0, mais pour tout h =0,
h? 1
(go f)(h)= iR 2

Ainsi go f : R — R est une fonction constante égale a 1/2 sauf en 0 ou elle vaut 0. Une
telle fonction n’est pas dérivable en 0.
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Ceci e$t 'une des manifestations d’un probleme profond lié aux dérivées partielles,
que nous réglerons en imposant sy$tématiquement une hypothese de régularité plus
forte sur les fonctions (voir le Paragraphe 2.3.2).

2.2.4 UN EXEMPLE PRODUCTIF

Une des notions les plus importantes en économétrie est celle de fonétion de pro-
duction, introduite par WicksTEED > en 1894 pour décrire la produétion d’une entité
économique en fonction de ses facteurs de production, c’est-a-dire ce qu’elle utilise dans
le processus (ressources, argent, travail, ...). Un modéle empirique simple utilisé pour
décrire cette fonction est celui proposé par Coss® et Doucras’. L'idée e§t de grou-
per tous les fadteurs de production en deux variables : la capital K (pour Kapital en
allemand) et le travail L (pour Labour en anglais). En comparant avec les données dis-
ponibles a ’époque ¥, on obtient par une méthode de moindre carrés la fonction de
Cobb-Douglas

P(K,L)=1,01 x K/4L%4,

Comme il s’agit d’un produit, on peut utiliser la formule bien connue pour calculer
les dérivées partielles de P, ce qui donne

oP 3/4 aP 1/4
—(K,L)=0,2525({= —(K,L)=0,7575|— .

7k K1) =025 S(K) & kD=0 55(L)

Ces dérivées partielles sont appelées en économie productivités marginales. Elles montrent
I'impa& du changement de chacun des fateurs de production sur la production glo-
bale de l’entité.

La notion de productivité marginale peut étre raffinée par celle d’élasticité de pro-
duction. Il s’agit de comparer la productivité marginale non pas a une variation absolue
du parametre, mais a une variation relative. De méme que la dérivée partielle par rap-
port a L décrit la productivité marginale de L, c’est-a-dire I'impaét d’une variation
infinitésimal de L, le rapport P/L décrit la productivité moyenne de L qui est une autre
mesure du poids de L dans la production. L'élasticité de production e§t obtenue en
comparant ces deux quantités :

1 oP 1 1 dP 3

eK:P/_Ka_K(K’L):Z & eL:P_/Lﬁ(K,L):Z.

On voit ici 'un des points importants de ce modele : 1’élasticité de production se re-
trouve dire¢tement dans les exposants. Autrement dit, on peut ajuster les parametres
de la fonétion pour choisir les valeurs des élasticités de production.

2.3 IDENTIFICATION

L'eeil : la fenétre de I'ime; le centre de la beauté du visage;

5. Philip Wicksteep (1844-1927) : économiste anglais appartenant au courant dit marginaliste. I1 a
introduit les fon&tions de productions et les quantités “marginales” associées afin de décrire quantitati-
vement leur role dans les équilibres économiques.

6. Charles Coss (1875 — 1949) : économiste et mathématicien américain.

7. Paul Howard Doucras (1892 — 1976) : économiste et homme politique américain, il a notamment
été sénateur de I'Illinois sous la bannieére du Parti Démocrate.

8. Le travail de Coss et DoucLas exploite les §tatistiques de la production manufacturiére américaine
au niveau macroéconomique, entre 1899 et 1922.
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le point ou se concentre I'identité d'un individu.

Milan KunpEera, L'identité

Nous avons maintenant une méthode pour localiser les extrema d’une fonction.
Mais il ne s’agit que d’une condition nécessaire, rien ne garantit qu’elle soit suffisante.
D’ailleurs, elle ne 'e$t pas, et cela se voit déja avec une seule variable.

Exemple 2.3.1. Soit f : R — R donnée par f(x) = x°. Alors, f’(0) = 0, mais f n’a pas
d’extremum local en 0 puisque f(x) >0six>0et f(x)<0six<0.

Afin de ne pas confondre extrema et points ou les dérivées partielles s’annulent,
nous allons — une fois n’e$t pas coutume — donner un nom a ces derniers. Avant cela, in-
troduisons une notation pratique. Si f : U — R e$t une fonétion admettant des dérivées
partielles par rapport a chaque coordonnée, on peut regrouper ces dérivées partielles
pour former un vecéteur
of

(%)
axl

Vf(x)

of
. (x)
Ce veCteur e$t appelé gradient de f au point x, et la fonction associée e$t aussi appelée

gradient de f.On constate que le gradient et non seulement une fonction de plusieurs
variables, mais également une fonction a valeurs vectorielles

Vf:U—-R"

Ceci montre, comme nous 1’évoquions plus haut, la nécessité de ne pas se re§treindre
a R pour l'espace d’arrivée.

DErINITION 2.3.2. Soit f : U — R une fon¢tion qui admet des dérivées partielles par
rapport a chaque coordonnée. Un point critique de f e§t un point x € U tel que

Vf(x)=0

2.3.1 LA STRATEGIE

Comment donc identifier, parmi les points critiques, les extrema? Et comment dé-
terminer leur nature (minimum ou maximum)? Dans le cas d’une variable, cela se
fait en utilisant un développement limité. Pour plus de clarté, nous allons tout d’abord
rappeler ce résultat ainsi que sa preuve.

Proposition 2.3.3. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonétion deux fois dérivable.
Soit x € I tel que f’(x) = 0. Alors,

* Si f”(x)>0, f admet un minimum local striét en x;
* Si f”(x)<0, f admet un maximum local $tri¢t en x.

Remarque 2.3.4. L'énoncé indique déja que cette ce critere ne pourra pas toujours nous
aider, puisqu’il ne peut détecter que des extrema $tricts.

- 36 -
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Démonstration. Le point de départ de la preuve 9 e§t d’écrire le développement limité
de f au second ordre en x grace a la ForRMULE DE TAYLOR-YOUNG, ce qui donne

2

Flct )= F(0) = hf () + = () + o(h?)

h2
== (x) + o(H?).
Cette formule est valable pour tout h €] — 6;0[ pour un certain 6 > 0. La notation de
Landau o(h?) désigne une fonétion de la forme h?e(h), ou e(h) — 0 quand & — 0. On

peut donc écrire I’égalité précédente sous la forme

f7(x)
2

f(x+h)—f(x):h2( +e(h)).

Supposons par exemple f”(x) > 0, l'autre cas se traitant — mutatis mutandis — de la
méme facon. Le terme entre parentheses dans le membre de droite tend vers f”(x)/2
quand & tend vers 0, et il existe par conséquent o’ > 0 tel qu’en posant 6” = min(9,9’),
on a pour tout h €]-6";0"[

77 X
= (y—X)z(f 2( ) +e(y—X))
o)
>y -x)"—;
> 0.
Autrement dit, f admet un minimum local §trict en x. ]

L'outil crucial dans la démon$tration précédente est le développement limité a
l'ordre deux. Notre objectif est donc d’obtenir une formule d’analogue pour les fonc-
tions de plusieurs variables.

2.3.2 DEVELOPPEMENT LIMITE
Premier ordre

Commengons — chi va piano, va sano — par nous intéresser au développement limité
a l'ordre un. Il s’agit, pour une fonction f : I — R, de I’égalité

flx+h) = f(x)=hf"(x)+o(h).

Ce qui e$t caché dans cette formule, c’est le fait que la dérivée de f donne une ap-
proximation de f par une fonction linéaire au voisinage du point x, a savoir la fonc-
tion h— hf’(x). Il y a un candidat naturel pour une telle application linéaire quand la
fonction a plusieurs variables : il suffit d’utiliser les dérivées partielles!

9. Une démon$tration plus directe consi$terait a exploiter le tableau de variations de f au voisinage
du point x. Malheureusement, cette notion ne s’étend pas a plusieurs variables et nous allons donc
donner une démonsétration plus ab$traite et généralisable.
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DEFINITION 2.3.5. Soit f : U — R” et un point x € U auquel f admet des dérivées
partielles selon toutes les coordonnées. La différentielle de f au point x est 'application
linéaire D, f : R" — R™ définie par

D)+ ) = )i S

Remarque 2.3.6. Bien que f ne soit définie que sur une partie ouverte U de R", la
différentielle est une application linéaire qui e§t donc toujours définie sur tout I’espace
vectoriel R".

L'exercice suivant permettra de pratiquer les définitions.

EXERCICE 2.3.1 (DIFFERENTIELLE DU DETERMINANT). On considere l’application M +
det(M) sur M,,(R).

1. Montrer qu’elle e$t de classe C*.
2. Calculer ses dérivées partielles au point I,, et donner sa différentielle.

3. En déduire sa différentielle au point A pour tout A € GL,(R) (on utilisera la co-
matrice de A).

4. Comment en déduire sa différentielle en tout point?

On sait bien que toute application linéaire peut se représenter, une fois des bases
fixées dans les espaces veltoriels de départ et d’arrivée, par une matrice. Si on note f;
les fonctions coordonnées de f, pour 1 < i < m, alors la matrice de D, f dans les bases
canoniques est

dfi

]f(X):(aX'
)

Cette matrice permet facilement de représenter la différentielle de f et e$t donc pra-
tique pour les calculs. On l'appelle matrice Jacobienne de f au point x. Si m = 1, cette
matrice e$t une colonne, qui n’est autre que le gradient Vf(x) de f au point x. Autre-
ment dit, pour une fonction a valeurs scalaires on a

Dyf (h) ={Vf(x),h)

)1<i<m,1<j<n

Nous voudrions donc maintenant obtenir une égalité de la forme

f(x+h)=f(x)+Dyf (h)+o(h),

mais encore faut-il donner un sens au symbole 0. Le probléeme e$§t qu’on ne peut pas
supposer qu’il s’agit d’une fonction de la forme he(h) car h est maintenant un veéteur
et une telle écriture n’a pas de sens, sauf si € est une fonction a valeurs scalaires mais
alors cette quantité serait toujours colinéaire a h, ce qui n’est pas possible en général. La
solution la plus élémentaire et de faire intervenir la norme : le symbole o(h) désignera
une fonction de la forme

h = |Ihlle(h),

ou ¢ : R" — R™ est une fonction qui tend vers 0 quand son argument tend vers 0.
Nous avons tous les outils en main, mais maintenant va apparaitre 'une des spéci-

ficités les plus notables du cas de plusieurs variables. En effet, I'existence des dérivées
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partielles ne garantit pas en général qu’on puisse écrire un développement limité au
premier ordre! Le probléeme et le méme que pour la composition, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 2.3.7. Reprenons la fon&ion f : R> — R? de 'Exemple 2.2.6, qui était définie
par

Xy
x? +p?

si (x,)=(0,0)
(x,9) =
0 si(xy)=(0,0)

Nous avons déja vu qu’elle admet des dérivées partielles en (0, 0).

Pour montrer que f nadmet pas de développement limité en (0, 0), observons que
si un tel développement existe, alors f doit étre continue en (0,0). En effet, toute ap-
plication linéaire sur un espace veltoriel de dimension finie est continue (Théoreme
2.1.9), donc on aurait

[1f (x+ k) = FOI < 1Dy f (R)I[ + [lo(R)l]

—> 0.
h—0

Or, la fonction f n’est pas continue en (0,0) puisque f(1/n,1/n) = 1/2 ne tend pas vers
0= f(0,0) quand n tend vers +oo, contredisant la Proposition 2.1.8.

Heureusement, la situation n’est pas completement désespérée. En effet, si l'on est
prét a faire une hypothese un peu plus forte sur les dérivées partielles, alors tout
marche.

DErINTTION 2.3.8. Une fonétion f : U — R™ et de classe C! si elle admet des dérivées
partielles par rapport a chaque variable, et si ces derniéres sont des fonétions conti-
nues.

Mentionnons, avant d’aller plus loin, une caraétérisation équivalente de cette no-
tion dont la preuve e$t un exercice élémentaire mais profitable.

EXERCICE 2.3.2 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DE cLAsSE C!). Soient U C R" un ou-
vert et f : U — R” une fonétion qui admet des dérivées partielles par rapport a toutes
les coordonnées. Montrer que f est de classe C! si et seulement si I'application

x = Jr(x)

e$t continue de R” dans M,,,(R).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncé — et de démontrer — une formule de
développement limité a 'ordre un pour les fonctions de plusieurs variables.

Proposition 2.3.9 (DEVELOPPEMENT LIMITE AU PREMIER ORDRE). Soit f : U — R™ une
fonétion de classe C et x € U. Alors, pour tout h € R" tel que x+h e U,

f(x+h)—f(x) = Def(h) +o(h) (2.1)

Démondstration. La preuve n’e§t pas vraiment compliquée mais les notations sont un
peu lourdes. Inspirez profondément, on y va! Tout d’abord, il faut comprendre qu’a
cause de la présence de o(h), cet énoncé ne donne ne fait que la valeur d’une limite
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quand h tend vers 0. Ainsi, il suffit de démontrer I’égalité pour h dans une boule ou-
verte centrée en 0. Et de fait, comme U e$t ouvert il existe 6 > 0 tel que B(x,0) C U,
donc x+h e U des que h € B(0,9).

Ecrivons x = (xy,---,x,,) et h=(hy,--+, h,), et décomposons astucieusement la quan-
tité qui nous intéresse de la fagon suivante :

flx+h)- Zf (X1 +hy, e X+ hiXigg, oo, Xg) = f (% + By Xy + Ry Xy, Xy)

E J X1+l’l1, --,xi_l+hi_1,xi+t,x,-+1,---,xn)dt

Pour comparer cette quantité a D, f (h), on peut écrire

=~ 9
xf Zh a_)]:.(xll"'rxn)

Ainsi, la quantité qui nous intéresse, a savoir f(x +h)— f(x)— D, f(h), est égale a

)
Z’f ( X1+h1, ) Ixi—l+hi—11xi+t1xi+1;"'1xn)_a_){(xll"'lxn) dt

Soit € > 0. Alors, pour tout 1 < i < n, il exi$te par continuité de —f un réel o; > 0 tel

axi
que si ||y — x|| < 9;, alors
of 9f
Ix; (¥) - ox; (x)
Si l'on pose 0 = min;(9;), alors pour ||h|| < 6 toutes les intégrandes sont plus petites en
norme que €. Autrement dit,

<e€.

If (x+h) = f (x) = Dy f (h ||<Z|h|e

= eVnllhl,

ou la derniére inégalité est une application '° de I'INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ.

10. On peut en effet observer, en notant & le veteur dont toutes les coordonnées sont égales a 1, que
pour tout veéteur C e R”,

G =& <liEllicl = Valcl
i=1

11 suffit ensuite d’appliquer ce résultat au vecteur de coordonnées C; = |h;].
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La preuve e$t maintenant terminée, mais nous allons prendre le temps de nous en
convaincre. Soit € > 0 et €’ = e/n. Soit 6 associé comme ci-dessus a €’. Alors, pour tout
h tel que ||h|| <o, 0on a

e+~ 101 Duf ) <

Autrement dit, le membre de gauche est une fonction qui tend vers 0 quand ||h|| tend
vers 0. Ceci signifie que f(x+h)— f(x) — D, f (h) est le produit de ||k|| par une fonction
qui tend vers 0 quand ||h|| — 0, ce qui conclut. [

Remarque 2.3.10. Si f : U — R™ est une fonction, et si pour un point x € U il existe '
une application linéaire D, f vérifiant 'Equation (2.1), alors f et dite différentiable en
x. Il n’e§t pas nécessaire pour cela qu’elle soit de classe C!, mais cette condition est
trés souvent valide et facile a vérifier dans la pratique. Nous nous y restreindrons donc
dans la suite.

Le développement limité n’e§t pas qu’une propriété intéressante des fonctions de
classe C1, c’e§t aussi un moyen utile d’en calculer les dérivées partielles. En effet, il et
parfois plus simple et plus naturel de calculer le développement limité d’une fon&tion
que de calculer des dérivées partielles. Nous allons expliciter ceci sous forme d’une
proposition.

Proposition 2.3.11. Soit f : U — R" une fonétion. On suppose que f admet un développe-
ment limité au premier ordre au sens suivant : il existe une application linéaire L : R" — R™
tel que pour tout h tel que x+he U,

f(x+h)—f(x)=L(h)+o(h).

Alors, f admet des dérivées partielles par rapport d toutes les coordonnées au point x, et si
(ei)1<i<n désigne la base canonique de R", on a

d
a—i<x> - L(e;).

Démonstration. Soit I un intervalle de R tel que x + te; € U pour tout t € I (qui existe
par la Proposition 2.1.5). On a alors

f(x+te;)— f(x)

t

1 1
= ;L(tei) + ?||f€i||€(t€i)

|t

=L(e;)+ 7£(tei).

Comme ¢ tend vers 0 quand son argument tend vers 0, il suit que le taux d’accroisse-
ment converge vers L(e;), ce qu’il fallait démontrer. [

Avant de poursuivre, nous allons faire un détour pour répondre a une question
évoquée précédemment dans I’Exemple 2.2.6, a savoir celle du calcul des dérivées par-
tielles d’une fonction composée. Pour y voir plus clair, commencons par fixer les no-
tations. Nous allons considérer une fontion f : U — R”, ou U e$t un ouvert de R”, et
g:V - RP,ou V e§t un ouvert de R™. Pour que la composition ait un sens, nous allons
supposer que f(U)C V.

11. C’e§t un exercice simple mais profitable sur les développements limités veltoriels de vérifier
qu’une telle application, si elle exiSte, e§t nécessairement unique.
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Proposition 2.3.12 (DERIVEES PARTIELLES COMPOSEES). Supposons f et g de classe Cl.
Alors, avec les notations ci-dessus, g o f e$t de classe Cl, et sa différentielle en un point
x € U est donnée par

Dy(g o f) = (Df(ng) o (Dif).

Par conséquent, en notant (f;)1<j<m les fonctions coordonnées de f et (gx)1<k<p les fonctions
coordonnées de g, on a pour tout x € U,

Démonstration. L'idée de la preuve est de composer les développements limités des
deux fon&tions. Plus précisément, si r > 0 e$t tel que B(x,r) C U, alors pour tout h €
B(0,r),

(o f)x+h)=g(f(x+h))
=& (f(x) + Dy f (h) +[1lle ([[RI]))

En posant b’ = D, f (h) + ||h||e1 (]|k]]), on a alors
g(f(x)+ Dy f (h) +hlle (1) = g (f (x) + H')
=g (f(x)) + Dyyg(h') +|IH’ ||€z(||h )
= (g0 f)(x)+(Ds(mg) o (D
+ D) (||h||€1(||h||))+||h||€z ||Dxf )+ Al ([1RINI)-

Pour conclure, il faut montrer que les deux derniers termes sont de la forme o(h). Pour

)& (IRlle1 (111D) = IRlIDy (x)& (e1 ([IRI]),

cela découle de la continuité '* de D¢(,)g. Pour

[1Blle (IDx f ([11l]) + 1Rl (IRIDI)

cela suit de la continuité de D, f.

Pour en déduire la formule concernant les dérivées partielles, il suffit d’écrire 1’éga-
lité avec des matrices. En effet, on a alors

Jgof (%) = Jo(f (x))] ¢ (x)

et le résultat découle de la formule pour le produit de matrices. ]

Ce résultat vient avec un bonus : il permet également de comprendre ce qui se
passe dans le cas de la réciproque d’une application bijective. Attention cependant,
il y a une subtilité. Montrer que la réciproque d’une bijetion C! admet des dérivées
partielles n’e$t pas facile (voir le Théoréme B.5). Pour le moment, nous allons simplifier
les choses en supposant que la réciproque est continue. Ce n’est pas grand-chose, mais
cela simplifie la vie.

12. N'oublions pas qu’en dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues par le Théo-
réme 2.1.9.
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Proposition 2.3.13. Soit f : U — R" une application bijective sur son image f(U), de
classe C! et dont la réciproque est continue, et soit x € U. Si D, f e$t inversible, alors la
réciproque {1 de f est de classe C!, et sa différentielle est donnée par

D (f71) = (Dyf)!

Démonstration. Avant de démontrer formellement le résultat, nous allons vérifier que
la formule proposée pour la différentielle de f~! est bien cohérente. Supposons donc
f~! de classe C!, et considérons la composée (f!)o f =1d: U — U. En calculant la
différentielle au point x avec la formule de la Proposition 2.3.12, on trouve

Id = D,Id
= Dy()(f ') 0 Dy f,

d’ou l'égalité Dy (f 1) = (Dyf)7!

Passons maintenant a la démonstration. En fixant y = f(x) € f(U), nous devons
montrer que la quantité

fHo+h)=f @) - (Duf)!
est un o(h). Pour ce faire, remarquons que
y+h=f(x)+h

= f(x) + (Dxf) o (Dxf)_l
= f(x+(Def) " (1) +0((Def)7 ().

De plus, par continuité de f~!, on aura '3

FHf e+ (Df) ) +0((Def) (1)) = £ (F (x+ (D f) 7 (1)) + 0 (0 (Do f) ! ()

Comme la différentielle (et donc son inverse) et linéaire, on peut enlever le o(-) exté-
rieur, ce qui en réinjectant dans notre premiere égalité donne finalement

Fro+m) = @)= (D) () = 7 (Fx+ (Do) (1) + o (D) (1)) = £ @) = (Dif) 7 (B)
= 7 (fx+(Def) (1) + 0 ((Def) (1) - f A (w)
=x+(Dyf) 7 () + 0 ((Daf) (1)) = £ (%) = (Daf)” 1<>
=x—f' (@) +o((Def) ' (h))
=0 ((Dxfrl(h)).

Il suffit maintenant d’observer que ||(Dyf)~! < |(Dyf)~H|I|k]| pour conclure. [

I1 est bon de préciser un point qui est implicite dans I’énoncé précédent : comme la
différentielle D, f : R” — R™ e$t une application linéaire, elle ne peut étre bije&tive que
si les espaces veltoriels de départ et d’arrivée sont isomorphes, autrement dit si n = m.
Il n’y a donc pas de faute de frappe!

13. Il est important de se convaincre que la continuité d’une fonction F en un point x e§t équivalente
a I’égalité F(x + h) = F(x) + o(h), c’est-a-dire a un “développement limité a l’'ordre 0”.

) — (Dyf) " (h)
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Second ordre

Maintenant que les développements limités sont pour nous un peu moins mys$té-
rieux, nous pouvons nous attaquer a l'ordre deux. Pour cela, il faut tout d’abord définir
une notion de dérivée partielle d’ordre supérieur. Aucun souci : il suffit de prendre
les dérivées partielles des dérivées partielles. Les notations s’étendent facilement a ce

cadre : la dérivée partielle de of par rapport a la variable x; sera notee

axi

*f
anaXi '

Cela fait beaucoup de fonctions. Par exemple, dans le cas d’une fonction a valeurs
scalaires f : U — R, on dispose de n dérivées partielles qui, étant chacune une fon&tion
définie sur U, auront n dérivées partielles. Cela nous donne un total de n? fon&ions
pour décrire le comportement au second ordre. De méme qu’il était commode d’orga-
niser les dérivées partielles en une application linéaire — la différentielle — de méme
nous allons organiser les dérivées partielles secondes. Comme on dispose de deux fa-
milles d’indices, on peut utiliser deux vecteurs de R” comme variables, ce qui donne

(h, k) ZZhlk] aizgx (x).

i=1 j=1

On le voit, il e$t plus naturel de penser dans ce cadre a une application utilisant deux
ve&teurs de R" qu’a une application sur R?". De plus, I'application ci-dessus est linéaire
en h quand k e$t fixé, et linéaire en k quand h e$t fixé. C’eSt donc une application
bilinéaire.

DEFINITION 2.3.14. Soit f : U — R” une fon&tion admettant des dérivées partielles
secondes par rapport a toutes les coordonnées. Sa différentielle seconde au point x e$t
I'application bilinéaire D?f : R" x R” — R™ définie par

0’ f
Z« hiki o dx;0x;’

i,j=1

Nous pouvons maintenant donner la forme du développement limité a I'ordre deux
pour les fon&tions de plusieurs variables. Pour cela, il nous faut une notion de fonction
de classe C?, mais tant que nous y sommes, nous allons définir les fonctions de classe
Ck pour tout entier k.

DEFINITION 2.3.15. Une fonétion f : U — R et dite de classe C* si elle admet des
dérivées partielles et que ces derniéres sont toutes de classe C¥~1. Si f et de classe C*
pour tout entier k, alors elle et dite de classe C*°.

Toutes les propriétés de permanence usuelles sont encore valables ici. Résumons-
les :

* Si f,g:U — R" sont de classe C*, alors f + g st de classe C*;
* Si f,g: U — R sont de classe C*, alors f x g et de classe C*;

* Si f: U — R ne s’annule pas et est de classe CX, alors 1/f et de classe C¥;
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«Sif:U—>R"etg:V — RPsont de classe Ck et f(U) C V, alors go f et de classe
ck;

Nous donnons maintenant un exercice qui illustre la propriété de composition des
fon&ions de classe C?, et qui permet surtout de s’entrainer a faire des calculs.

EXERCICE 2.3.3 (EQUATION DES ONDEs). Soit f : R — R une fonétion de classe C.

1. Montrer que les fonétions
Fi:(x,t)> f(x—ct) & Fy:(x,t)— f(x+ct)
sont solutions de I'Equation des ondes

J*’F  ,J°F
W =cC W (2.2)

2. Soit maintenant F : R?> — R une solution de classe C? de I'Equation (2.2).

a) On définit une fon&ion ¢ : R? — R? par
(a) p

o) =555

et on pose F = F o ¢p. Montrer que

0°F o
dXoY

(b) En déduire qu’il exi$te des fonétions f,g: R — R telles que

F(x,t)= f(x—ct)+ g(x+ct).

Nous sommes maintenant préts a énoncer et démontrer notre formule de dévelop-
pement limité a I'ordre deux.

THEOREME 2.3.16 (DEVELOPPEMENT LIMITE AU SECOND ORDRE) Soit f : U — R une
fon&tion de classe C? et soit x € U. Alors, pour tout h € R" tel que x +h e U,

fx+h) = f(x) = Dyef(h) + %fo(h,h) +o([I1l?). (2.3)

Démonstration. La preuve et tres simple car elle repose sur une technique que nous
utiliserons souvent : se ramener a une seule variable en prenant des segments. Bien
str, comme dans la démonstration de la Proposition 2.3.9, il suffit de travailler avec
un h suffisamment petit. Concretement, soit r > 0 tel que B(x,r) C U. Alors, pour tout
te[0;1] et he B(0,r),ona
lloc + th — x|| = [|¢h|
= [¢[[IA]
<r.

Ainsi, on peut considérer la fonction

¢:te[0;1]— f(x+th).
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Si f et de classe C?, alors ¢ l'est également. Par conséquent, on a '#

Ona ¢(1) = f(x+h) et ¢(0) = f(x), donc pour conclure il nous faut maintenant calculer
¢’(t) et ¢”(t). On utilise pour cela la Proposition 2.3.12. En effet, ¢ est la composée de
f et de la fonction g: [0;1] — R" définie par

g(t)=x+th,
dont la dérivée n’et autre que la fon&tion (vetorielle) cons$tante g’ : t +— h. Ainsi,

¢’ (t) = Dy f (8'(1))
= Dy f (h).

Ecrivons les choses un peu plus explicitement pour ne pas nous perdre :

donc

Z

J? f
Zh] ox; ax, ]

_y ’f
_ijZ bl e 810
=D}, f (hh)
= D§+thf h, h).
En remplagant on trouve alors
f<x+h>—f<x>—Dxf<h>—%D,%f(h,m=g<1>—g<o>—g'<o>—§g”<o>
rl 1,
= | (1=s)D, o f (,h)ds = S Dz f ()
JO
1 1
_ [ a-sp 2 onf (B h)ds—f (1-5)D7f(h, h)ds
JO 0
1
= [ (1=5)(D2 o, f (0 1y~ D2f (1)) ds
JO
~ n 1 azf aZf
= 1]; hihjjo (1 _s)(—axjaxi (ersh) = o (x))ds.

14. 1l s’agit de la FormuLE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL a l'ordre deux, mais ’égalité peut aussi se
vérifier dire¢tement a 'aide d’une simple intégration par parties.

~ 46 -



2.3. IDENTIFICATION

Soit € > 0. Par continuité des dérivées partielles secondes, il existe pour tous 1 <
i,j <nunréel o; ; >0 tel que pour tout y € B(x, 9 ;),

S§i 0 =min;;6; ;> 0, alors pour ||h]| <min(o,r) et s € [0;1], on a

I’ f I’ f
dx;j0Xx; ¥)- 0x;jox; () <e

x +sh € B(x, 6) C B(x, 0;;),

donc

Hf x+h)—f(x)=Dyf(h ——D2 (h,h)

1 1
< z|h,.||hj|j (1-s)eds
ij=1 0
n
= ) Iillnjle
i,j=1

<nllhl%e,

la derniere inégalité découlant de I'INEGaLITE DE CAUCHY-SCHWARZ comme dans la
démonstration de la Proposition 2.3.9. Autrement dit, le membre de gauche est un
o(||1||?), ce que nous voulions démontrer. [

Dernier ordre

A titre indicatif, nous allons conclure cette partie par une formule de développe-
ment limité a un ordre quelconque. Pour cela, il est clair qu’il faudra faire intervenir
les dérivées partielles d’ordre supérieur de la fon&tion f, ce qui ne pose pas vraiment
de probleme. Pour alléger les formules, nous poserons

Z hi J
= iy dx; -+ 0x;,
On a alors :

Proposition 2.3.17. Soit f : U — R™ une fonction de classe C* et soit x € U. Alors, pour
tout he R" tel que x+he U,

k
Fles =)= )" 5D () ol
=O

Démonstration. La preuve e$§t la méme que pour le Théoreme 2.3.16. Soit donc r > 0
tel que B(x,r) C U et soit h € B(0,r). Alors, x+ h € B(x,r) C U et de plus la fonltion
g :[0;1] - R™ définie par

g(t) = f (x+th)
e$t bien définie et de classe C¥. On peut donc lui appliquer la FORMULE DE TAYLOR AVEC
RESTE INTEGRAL :
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Une récurrence simple permet de calculer les dérivées successives de g :

g(s)=DJ),f ()

et on en déduit que

k 1 k—11 1
flae+h) = f(x)- j;ﬁDi”f(h) =8(1)-8(0)- 2 7870~ 78(0)
1 k-1
_ (0= S 1 Sk
_L e Dlds = 5D f ()
I DA INT (k)
_L - (D%~ D (1)) s
- Z hi, - hy,
i, ip=1
L(1—skl( g (k)
(1-5) A ok f
J;) (k—l)' (8xi1---8xik (X+Sh)_8xi1---9x,-k (X))ds

On montre enfin — en utilisant la continuité des dérivées partielles d’ordre k — que
ce terme e$t bien négligeable devant IH|IF, exaCtement de la méme facon que dans la
démonstration du Théoréme 2.3.16. [

2.3.3 CONDITION SUFFISANTE D’EXTREMUM

Pour une fonétion d’une variable, la condition nécessaire pour qu'un point critique
soit un extremum est que la dérivée seconde en ce point soit non nulle. Mais ce qui
est plus important, comme nous l’avons rappelé dans la Proposition 2.3.3, c’e§t que
le signe de la dérivée seconde permet alors de savoir si 'on a un minimum ou un
maximum. Dans le cas de plusieurs variables, la notion de signe n’est pas claire puisque
la différentielle seconde D?f e§t maintenant une forme bilinéaire de R” x R” dans R.
Cela dit, il existe une notion de positivité pour les formes bilinéaires.

En effet, si B: R” xR"” — R est bilinéaire, on peut lui associer une forme quadratique
Q:R" — R par la formule
Q(h) = B(h, h).

C’est exatement la quantité qui apparait dans le développement limité a I’ordre deux,
c’est donc cette forme quadratique qu’il faut comprendre. Dans certains cas, elle est
de signe constant, et 'on peut alors dire quelle est positive ou négative. Nous aurons
néanmoins besoin d’une notion légerement plus forte, que nous rappelons.

DeriNITION 2.3.18. Une forme quadratique Q : R” — R est dite définie positive '5 s’il
exi$te A > 0 tel que
Q(h) > Allk|I?

pour tout h € R". Elle e$t dite définie négative s’il existe p > 0 tel que
Q(h) < —pllhl?

pour tout h € R".

15. La définition que nous donnons ici e$t en fait celle d’'une forme quadratique coercive. Cela dit, en
dimension finie, les deux notions sont équivalentes et nous nous permettrons donc cet abus terminolo-

gique.

— 48 —



2.3. IDENTIFICATION

Avec cette notion, la stratégie pour les fonc¢tions d’une variable expliquée plus haut
s’étend sans difficulté.

THEOREME 2.3.19 (CONDITION SUFFISANTE D’EXTREMA) Soit f : U — R une fonction
de classe C? et soit x un point critique de f. Si la forme quadratique

Qy :h> D2f(h,h)

est définie positive, alors f admet un minimum local $§tri¢t en x. De méme, si Q,
est définie négative, alors f admet un maximum local $§tri¢t en x.

Démonstration. Supposons f définie positive, l'autre cas se traitant de méme, mutatis
mutandis. Soit r > 0 tel que B(x,7) C U et h tel que 0 < ||h]| < r. Comme x e$§t un point
critique, le premier terme du développement limité de f en x s’annule et on a donc par
le Théoréeme 2.3.16

Flox+ k)= £(x) = 3D2F () + o(AIP)

1

= = Qu(h)+ [P e(h)

w2 L
= ||hl| (2||h||2 Qx(h)+€(h))

>[Il (5 + ()

La preuve se conclut maintenant exactement comme dans le cas d’une variable, mais
nous allons quand méme donner les détails. Le terme entre parenthéses dans le membre
de droite tend vers A/2 quand h — 0, donc il existe o > 0 tel que

A A

— > —

> +¢e(h) 1

des que ||h|| < " = min(d, ). Alors, si y € B(x,r’), on a en posant h =y —x que ||h|| < 1’ et
donc que

fB)-f(x) = fx+ )= £(2)
A
> 1?4
> 0.

Autrement dit, f admet un minimum local §trict en x, ce qu’il fallait démontrer. ]

L'intérét du résultat précédent est qu’il fournit une condition suffisante pour dé-
terminer la nature d’un point critique : si la condition est vérifiée, alors c’est une ex-
tremum local. Il exite également une condition nécessaire — mais non suffisante —
utilisant le développement limité a I'ordre deux. Bien qu’elle ne soit pas utilisée dans
la suite de ce texte, nous la donnons maintenant. Une forme quadratique Q : R” — R
est dite positive si Q(h) > 0 pour tout h € R" et négative si Q(h) < 0 pour tout h € R".

Proposition 2.3.20. Soit f : U — R une fonétion de classe C* et soit x un point critique
de f. Si f admet un minimum local en x, alors la forme quadratique Q, esl positive. Si f
admet un maximum local en x, alors la forme quadratique Q, et négative.
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Démonstration. Le raisonnement commence comme dans la preuve du Théoréeme 2.3.19,
et nous ne traiterons que le cas ou Q, e$t positive, 'autre cas se traitent identiquement,
mutatis mutandis. 11 existe r > 0 tel que pour tout h € B(0,r),

Floct )= Fx) = A2 (% + e<h>).

Si x e$t un minimum local, cette quantité est positive, donc

(hh
%h&‘(h) > 0.

Pour exploiter cette inégalité, nous allons recourir a une a$tuce qui consiste a écrire h
sous la forme th” avec t € [0;1]. En effet, si h’ € B(0,r) et t € [0;1], alors h = th’ € B(0, 1)
et I'inégalité précédente devient

o < Qulth i)

e +&(th’)
O, (KW, K ,
= Wﬁ'ﬁ(th )

En faisant tendre t vers 0, e(th’) — 0 et on obtient donc

Qi) _

20,
1717

d’ou le résultat. ]

Entre les deux conditions que nous venons de présenter, il y a encore plusieurs
possibilités. On peut parfois affirmer qu’il n'y a pas d’extremum local en un point
(voir la Proposition 2.3.25 ci-apres), mais le plus souvent on ne peut déterminer la
nature du point critique en considérant simplement les dérivées partielles secondes.
On parle alors de cas dégénéré, et il faudrait pousser le développement limité plus loin
pour tacher de comprendre ce qu’il se passe, mais il n’y a pas de critere général simple.

2.3.4 LIEN AVEC LES DERIVEES PARTIELLES

Le Théoreme 2.3.19 nous donne un critére pour vérifier qu'un point critique est
un extremum. Cela dit, ce critére n’es$t pas tres explicite puisqu’il faut déterminer une
propriété de la forme quadratique Q,, et qu’il n’est pas humainement possible de cal-
culer Q,(h) pour tous les h € R" afin d’en vérifier le signe. Comment s’y prendre alors?
I1 faut relier Q, aux dérivées partielles!

Une question de symétrie

Nous avons vu qu’une forme quadratique est définie a partir d’une forme bilinéaire
B. Cette derniere peut se représenter a 'aide d’un matrice M(B) dont les coefficients
sont, en notant (e;);<;<, la base canonique de R”,

M(B)ij = B(ei,ej).



2.3. IDENTIFICATION

Ceci permet bien de retrouver B puisque étant donnés deux velteurs x et x” on aura
par bilinéarité

n n
B(x,x')=B Zx,-ez-, ije]-
i=1 =1
n

= Zx,-x]’-B(ei,e]-)

ij=1
n
= ZM(B)Z']'XI‘X]/-.
ij=1
Une autre fagon d’écrire cette égalité est
B(x,x") = (M(B)x’, x)
et par conséquent

Q(x) = (M(B)x, x).

Sous cette derniere forme, on voit que la condition d’étre définie positive ou néga-
tive pourrait étre obtenue en comprenant les valeurs propres de M(B). En effet, admet-
tons qu'’il exi$te une base orthonormée 5 = (vy,---,v,) de R” dont tous les veteurs sont
propres pour M(B), c’e§t-a-dire qu’il exi$te A,---, A, € R tels que pour tout 1 <i <,

M(B)Ui = /\ivi'
Alors, pour tout x =} ; x;v;,

Q(x) = (M(B)x, x)

[l
=
=0
R

En particulier, si toutes les valeurs propres de M(B) sont Strictement négatives, alors
Q e$t définie négative et si toutes ses valeurs propres sont Strictement positives, alors
Q est définie positive.

Le raisonnement précédent n’a qu’'une faiblesse : comment assurer que M(B) admet
une base orthonormée de velteurs propres? L'algebre linéaire nous fournit heureuse-
ment une réponse : il suffit que la matrice M(B) soit symétrique. L'un des miracles du
calcul différentiel et que c’e$t (presque) toujours le cas! Ce résultat est généralement
connu sous le nom de THEOREME DE ScHwaRzZ '© et nous allons maintenant I’énoncer et
le démontrer.

16. Hermann Scuwarz (1843-1921) : mathématicien allemand, éléeve de WEIERSTRASS, qui a contribué
notablement a ’analyse a une et plusieurs variables, réelles ou complexes, et a la géométrie différentielle.
On lui doit la version générale du I'inégalité dont il partage le nom avec Augustin-Louis Caucny (1789-
1857).
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THEOREME 2.3.21 (THEOREME DE ScHWARZ) Soit f : U — R une fondtion de classe
C? et soit x € U. Alors, pour tout 1 <4,j <n,

I’ f I’ f
axiax]- (X) B aX]'aXi (X)

Démonstration. Nous allons commencer par simplifier légerement le probléeme en nous
ramenant a seulement deux variables. Fixons un point x € U ainsi que deux indices
i < j compris entre 1 et n. Si r > 0 e$t tel que B(x,r) C U, et si

(tlr tZ) € B((xir xj)r 7’),

alors

[:2 42
||(xlr"' rxi—17t11xi+11"'ij—lftZIxj+11"';xn)_ (xll"';xn)” =4/t <r

Ainsi, en posant V = B((xi,xj),\/r/Z) c R?, on peut considérer la fonction F : V — R
définie par

F: (tl' t2) = f(xli"' » Xi-1» tl'xi+11"' rxj—l: tZ:xj+1:"' ;xn)~

Cette fon&ion e§t bien évidemment de classe C2.

On considere maintenant un rectangle [a;b] % [c;d] contenu dans V. Alors,

b d 92 b
0°F JF JF
L ( . W(Sp%)dsz)dsl = ) a—h(sl,d)—a—h(ﬁ:c)dsl

= F(b,d) - F(a,d)— F(b,c) + E(a,c)

et

d b 2 d
£ ( . atlat2(51152)d51)d52 = a_tz(b,52)—a—t2(g}52)d52

c

=F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+ F(a,c)

b d 92
Jd°F
= J; ( ) —atzatl (Sl,Sz)dSZ)dsl.

Pour poursuivre le calcul, il suffit de remarquer que les intégrales peuvent étre échan-
gées : c’est une version élémentaire '7 du THEorREME DE FuBiNI. On obtient alors

b rd 2 d/ rb 2
0°F J°F
L ( ) m(spsz)dsz)dsl—fc ( ) m(spsz)dsl)dsz

b d 2
J0°F
= J; ( ) m(51,52)d52)d51.

o0t V52 T O o, 2

Posons

G:(s1,50) >

17. On peut démontrer facilement ce résultat dans le cadre de I'intégrale de Riemann, voir ’Appen-
dice A.
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et supposons que G(x;,x;) # 0. Si par exemple G(x;,x;) > 0, alors il exi$te par continuité
de G un réel 6 > 0 tel que B((x;,x;),6) C V et

G(x;, x;)
—>0
2

G(ty,1p) >
pour tout (t1,t;) € B((x;,x;),6). Comme B((x;,x;),6) est ouverte, elle contient un rec-
tangle [a;b] x [c;d] contenant (x;, x;). Or, le calcul précédent montre que

d rb
J J G(Sl,Sz)d51d52 =0.
Cc a

Comme G e$t continue et de signe con$tant, cela implique G = 0 et donc en particulier
G(x;,xj) = 0, ce qui donne enfin le résultat. Si G(x;,x;) < 0, un raisonnement similaire
permet de conclure a nouveau une contradiction. ]

Remarque 2.3.22. On peut étendre par récurrence ce résultat aux dérivées partielles
d’ordre supérieur de la fagon suivante : pour tous 1 <iy,---, i < n et toute permutation
o€, ona

ok f ok f

axil e axik 8x,~0(1) cee 8xig(k)

H. Scuwarz

Armés de ce résultat, nous pouvons appliquer la méthode expliquée au début de
cette partie pour caraltériser le fait que la différentielle seconde soit définie positive
ou négative. Profitons de 'occasion pour donner une définition supplémentaire.

DEFINITION 2.3.23. Soit f : U — R une fonéion de classe C?. La matrice de la forme
quadratique D?f dans la base canonique et appelée matrice Hessienne de f au point x
et notée Hy(x). Il s’agit d’une matrice symétrique dont les coefficients sont

82
Hy (0= 520
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L.HEesske

Mentionnons pour l'anecdote que bien que le nom de “Hessienne” fasse référence
a Hesse ', il a en fait été introduit par SYLVESTER 9. Bref, on a maintenant :

Proposition 2.3.24. Soit f : U — R une fonétion de classe C2. Pour x € U, la forme qua-
dratique D2 f est

* Définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de H(x) sont $trictement
positives.

* Définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de Hy(x) sont $trictement
négatives.

Et si on n’e§t dans aucune de ces deux situations? Il y a alors deux cas de figure
possibles. Si les valeurs propres sont toutes de méme signe, mais que ce signe n’est pas
strict, alors on ne peut rien dire : c’est un cas dégénéré. S’il y a des valeurs propres de
signes opposés, alors le point critique n’e$t pas un extremum. Montrons cette derniére
assertion.

Proposition 2.3.25. Soit f : U — R une fonétion de classe C? et soit x € U un point
critique de f. Si Hg¢(x) a au moins une valeur propre $trictement positive et une valeur
propre Strictement négative, alors f n’a pas d’extremum local au point x.

Démonstration. Soit A >0 une valeur propre de H(x) et soit v € R" un vecteur propre
associé, qu’on peut choisir de sorte que |[v|| = 1. Si r > 0 et tel que B(x,r) C U, alors
pour tout t €] —r;r[, x +tv € U et

Flox+ 10) = £ ()= Duf () + 5D2f (10, ) + o 10]P)

At?
= 7 + O(tz)

= tz(%+e(t)).

18. Ludwig Otto Hesse (1811-1874) : mathématicien allemand qui malgré 'objet qui lui e$t attaché
en calcul différentiel a surtout travaillé en algebre, notamment sur la théories des invariants.

19. James SYLVESTER (1814 - 1897) : mathématicien anglais qui a contribué de facon importante au
développement de l'algebre (linéaire) moderne et entre autres des formes quadratiques. On lui doit
I'introduction de plusieurs termes et notations des mathématiques modernes, et en particulier du mot
“matrice”.
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Le méme argument que dans la preuve du Théoréme 2.3.19 montre alors qu’il existe
r’ > 0 tel que pour tout t €] —r’;7'],

f(x+tv)—f(x)>0.

Si maintenant y < 0 e§t une autre valeur propre et w un veteur propre associé
de norme 1. Le méme raisonnement montre qu’il existe r”” > 0 tel que pour tout t €
] _ r/l, rll[

f(x+tw)—f(x)<O.

Ainsi, on peut trouver des points aussi proches qu’on veut de x auxquels f prend des
valeurs plus grandes et plus petites que f(x). Autrement dit, f n’a pas d’extremum
local au point x. u

Ce cas mérite un nom, et donc un définition.

DEFINITION 2.3.26. Soit f : U — R une fonétion de classe C? et soit x € U un point
critique de f. Si H¢(x) a au moins une valeur propre $tritement positive et une valeur
propre §tri¢tement négative, alors x e§t appelé point selle >°.

Exemple 2.3.27. On considére la fonétion f : R? — R définie par f(x) = x> - 2. Un
calcul immédiat donne

Vf<x,y>:(_22’;) & Hf<x,y>=(§ _02)

On en déduit que (0, 0) et un point critique. De plus, Hs(0,0) a pour valeurs propres 2
et —2, donc l'origine et un point selle. Si I'on dessine la surface d’équation z = f(x, ),
on voit apparaitre un paraboloide hyperbolique dont la forme en “selle de cheval” illustre
bien le concept :

Concluons par une remarque qui, bien qu’anodine en apparence, cache un phéno-
meéne mathématique fascinant : pour vérifier qu’on a un extremum local, il suffit de
connaitre le comportement de la fon¢tion dans un nombre fini de directions. De plus,
ces directions sont nécessairement orthogonales les unes aux autres, ce qui facilite le
travail!

Le cas de deux variables

Pour conclure cette partie, nous allons traduire le critere précédent de facon plus
concréte pour des fonctions de deux variables. En effet, dans ce cas on peut facilement
déterminer la nature d’un point singulier a I'aide des dérivées partielles. Pour voir

20. Il exi$te une terminologie concurrente, a savoir point col. Libre a chacun de choisir selon ses gouts
entre I’équitation et I'alpinisme.
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comment, rappelons qu’il nous suffit de trouver les signes des valeurs propres de la
hessienne. Or, celle-ci e$t diagonalisable, donc il exi$te une matrice P € GL,(R) telle
que

-1 _ /\1 0
PH(x)P _( 0 A2)

On remarque alors, en utilisant des propriétés bien connues de la trace et du détermi-
nant, que

Tr(Hy(x)) = Tr(PHf(x)P™! = A + A,
det(Hy(x)) = det(PHf(x)P_l) =l

Puisque seul le signe des valeurs propres nous intéresse, le signe de ces deux derniere
quantités doit suffire. Et en effet,

Proposition 2.3.28. Soit U un ouvert de R? et f : U — R une fonction de classe C>. Soit
x € U un point critique de f. Alors,

1. Sidet(Hf(x)) <0, alors x est un point selle.
2. Sidet(Hg(x)) > 0 et Tr(Hf(x)) > 0, alors x est un minimum local.

3. Sidet(Hy(x)) >0 et Tr(Hy(x)) <0, alors x e$t un maximum local.

Démonstration. 1l suffit, comme expliqué plus haut, de rapprocher chaque information
du signe des valeurs propres.

1. Sile produit des valeurs propres est Strictement négatif, alors elles sont de signes
OppOsés.

2. Sile produit des valeurs propres e$t stri¢tement positif, alors elles sont de méme
signe. Ce signe est le méme que leur somme, d’ou les deux derniers cas.

3. Voir ci-dessus.
|

On peut méme faire encore un peu plus simple, en utilisant ce que 1’histoire a
retenu sous le nom de notations de Monge >*. 11 s’agit simplement de poser

_Of L _f %S
T 7 T pox T 7

Alors, on peut donner une alternative a la Proposition 2.3.28 de la fagon suivante :

Proposition 2.3.29. Soit f : U — R une fonction de classe C? et soit x € U un point
critique. Avec les notations ci-dessus,

 Sirt—s?<0,alors on a un point selle;

o Sirt—s2>0etr>0alors on a un minimum local ;

21. Gaspard MoNGe (1746 — 1818) : mathématicien francais qui fut I'un des plus importants de son
époque. Il a beaucoup travaillé en analyse et en géométrie. Il et aussi 'un des fondateurs de I’Ecole
Polytechnique.



2.3. IDENTIFICATION

o Sirt—s2>0etr<0alors onaun maximum local.

Démonstration. Le premier cas a déja été traité dans la Proposition 2.3.28. De plus, si
rt —s? > 0, alors on sait déja que Hp(x) est soit définie positive, soit définie négative.
Comme

Qu(hy,0) = rhi,

le signe de r suffit a trancher. ]

Pour conclure, nous allons donner quelques exemples. Le cas d’un point selle a
déja été illustré dans ’Exemple 2.3.27, nous allons donc donner un exemple ou les
deux valeurs propres sont de méme signe Strict.

Exemple 2.3.30. On considére la fon&ion f : R? — R définie par
floy)=x>+y?

Alors, I'unique point critique est (0,0). De plus, la Hessienne H(0,0) n’est autre que
2I,. On a donc un minimum local en ce point. On peut alors vérifier diretement que
ce minimum est global.

Nous poursuivons avec deux exemples de point critique dégénéré.
Exemple 2.3.31. On considére la fon&ion f : R? — R définie par
fxy)=xt+y>-3p-2.
On a

3
Vf(x:y) :( 3;2x_3 )

qui s’annule en (0,1) et en (0,—1). De plus,

HﬂOJﬂ):(g iz)

qui a toujours une valeur propre nulle et on ne peut donc pas conclure. Néanmoins, il
est possible de déterminer la nature de ces points critiques en poussant le développe-
ment limité un peu plus loin. En effet, on a, pour (h,k) € R?,
f(h,1+k)=f(0,1)=h*+1+3k+3k*>+k®-3—-3k—2—(-4)
= h*+3k% + Kk
=h*+ k> (3+k).

Pour |k| < 3, cette quantité es§t positive, donc on a bien un minimum local. Cependant,
comme f(0,—-n) tend vers —oo, ce n’e§t pas un minimum global.
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Exemple 2.3.32. On considére la fon&ion f : R? — R définie par

flxy)=x*+7°

A nouveau, l'unique point critique et (0,0). Cependant, on a maintenant

Hf(o,O):( (2) 8 )

Comme cette matrice a une valeur propre nulle, on ne peut pas conclure. De fait, en
observant que f(0,y) < 0 pour tout y < 0 tandis que f(x,0) > 0 pour tout x, on voit que
l'origine n’est ni un maximum local ni un minimum local.

2.4 LA VRAIE VIE

One’s real life is so often the life that one does not lead.

O. WiLDE, L'envoi in Rose leaf and apple leaf

Les résultats précédents sont satisfaisants mais re§tent tres théoriques. En pratique,
comment peut-on trouver les extrema d’une fonction? Par exemple, pour trouver les
points critiques il faut résoudre ’équation Vf(x) = 0, mais il s’agit d’un systeme de
n équations qui ne sont en général pas linéaires, donc pour lesquelles il n’existe pas
nécessairement de méthode de résolution exacte. Il faut par conséquent chercher des
solutions approchées a l’aide de méthodes numériques. Nous allons en donner ici un
exemple, dont nous discuterons la pertinence et les limites.

2.4.1 JLLUSTRATION AVEC UNE VARIABLE

Le probléeme numérique qui nous intéresse et de trouver la solution a une équation
de la forme ¢(x) =0, ou ¢ : U — R" est une fonétion de n variables. En effet, il suffira
ensuite d’appliquer la méthode a la fonétion ¢ = Vf.

Commengons par considérer une foné&ion ¢ : I — R, disons de classe C!, pour la-
quelle on veut résoudre 1’équation ¢(x) = 0. L'idée eSt de partir d'un point x; € I et de
“suivre la pente” de ¢. Imaginons en effet que 'approximation

P(x) > P(xo) + (x = x0)’(x0)

- 58 -
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donnée par le développement limité au premier ordre soit exacte. Alors, si ¢(x) =0, on
doit avoir
P(xo)

0 - .

¢’(xo)

Bien stir, il n’y a aucune raison en générale pour que la fon¢tion ¢ s’annule au point
précédent. Par contre, il est possible que ce point soit plus proche d’un zéro de ¢. En
I'appelant x;, on peut répéter 'opération en espérant s’approcher ainsi du véritable

point recherché. Voici une illustration sur un exemple utilisé par 'inventeur de cette
méthode, qui n’est autre que NEwToN > :

X=x

d(x0)

()

Remarquons que si ¢’(xg) = 0, alors la définition n’a guére de sens. Cela signifie que
la méthode ne fondtionnera que si l'on peut garantir que ¢’ ne s’annule pas, au moins
sur un voisinage de X. On con$truit alors par récurrence une suite (Xj)xen €n posant

¢ (xx)

xk+1 = xk - (i)/(.xk)

Pour élémentaire que soit cette idée, elle est efficace en un certain sens que nous
allons maintenant préciser. Avant cela, remarquons que si la suite (xy)xen converge
vers une limite X, cette limite e$t nécessairement un zéro de ¢. En effet, en passant a la
limite dans la relation de récurrence on trouve

X=xX-

ce qui donne bien ¢(X) = 0. Démontrons maintenant que, sous condition sur le point
de départ, cette méthode fonctionne effetivement.

Proposition 2.4.1 (METHODE DE NEWTON A UNE VARIABLE). Soit ¢ : I — R une fonction
de classe C* et X € I tel que ¢p(X) = 0 et ¢'(X) = 0. Alors, il existe & > 0 tel que pour tout
Xg €]X—0; X+ 9|, la suite (xi)xen COnvVerge vers X.

22. Si la méthode que nous allons exposer est généralement appelée METHODE DE NEWTON et a été
effeCtivement décrite par ce dernier dans un ouvrage publié en 1711 mais écrit en 1669, une version
simplifiée en avait déja été donnée en 1690 par Joseph Rapuson (1668 — 1715). On parle parfois pour
cette raison de METHODE DE NEWTON-RAPHSON.
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Démonstration. Tout d’abord, il existe r > 0 tel que pour tout x € [x —r;x+r] C I,
¢’(x) # 0. On utilise maintenant la FoRMULE DE TAYLOR-LAGRANGE a 'ordre deux pour
la fon&tion ¢, qui donne un élément ¢ situé entre X et x; tel que

=~ 2
~ ’ X—X ”
B - ploxe) = (T3 txx) + 2y
On en déduit, comme ¢(x) = 0, que
~ dxx)  P"(cx) 2
Xp—X = + X —Xx)°.
T ) T 2 Y
L’astuce pour poursuivre est de remarquer que

P(x)

=X —X .
(P’(xk) k k+1

En effet, il découle de cette égalité et de la précédente que

X1 = X = [(Xks1 — Xk) + (x5 — X))
- |2t (xx —%)°

2¢7(x)

La fonétion ¢’ est continue sur [X—r;X+r] — qui e§t compact — et ne s’y annule pas, donc
elle a un minimum m > 0. De plus, la fonction ¢” est continue sur ce méme intervalle,
donc elle y admet un maximum M. Ainsi, si x; € [Xx —r;X+ r], alors

2M
m

)ﬂn—ﬂ?

|Xp41 —X] < (

Pour conclure, posons
o i m ( m )2 r
=min|—:,(—
2M'\2M )’
et observons que si x; €]x — 9;X + 9[, alors comme 6 < r, le calcul précédent donne
2M\?
Xk — X1 < (7) &
<0,

ol on a utilisé le fait que 6 < (m/2M)? est équivalent a (2M6/m)? < 5. En particulier,

X1 =X <o<r

Ainsi, si xg €]x — 0;X + 0|, alors x; €]x— ;X + 0| et les calculs précédents donnent par
une récurrence simple

M 2k
=7 < (ST -3)
m
Comme M
—Jxg—%] <1,
m
on conclut que la suite (x;)ren cOnverge vers X. [
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La MEtHODE DE NEWTON a des ancétres, dont en particulier un algorithme élaboré
quelques siecles plus tot.

EXERCICE 2.4.1 (METHODE DE HERON). HERON D’ALEXANDRIE avait développé une mé-
thode pour calculer les décimales du nombre irrationnel V2. Cette méthode consiste a
calculer par récurrence les termes de la suite définie par x5 = 2 et

1. Relier cette méthode a la METHODE DE NEWTON.
2. Montrer que pour toutn € N, 1 <x, <2.

3. Montrer que pour tout n € N,

NIV
1 — V2| < M

4. En déduire une e§timation de |x, — V2| en fon&ion de n, puis la convergence de
la suite.

2.4.2 METHODE DE NEWTON A PLUSIEURS VARIABLES

Notre objectif e§t maintenant d’étendre la méthode précédente au cas d’une fonc-
tion de plusieurs variables. Mais il ne faut pas perdre de vue que le but e§t d’appliquer
cette méthode au gradient de f, qui e$t une fonction a valeurs dans R". Nous nous
concentrerons donc sur une fonétion ¢ : U — R”, avec U un ouvert de R". La formule
de récurrence a une variable n’a plus de sens ici puisqu’on ne peut diviser par la dif-
férentielle de f. Cela dit, si cette derniére e$t inversible, alors on peut appliquer son
inverse, ce qui revient au méme. L'idée la plus naturelle e§t donc, étant donné un point
de départ xy € U, e$t de définir une suite par récurrence en posant

Xper1 = X = Jop (i)~ (k)

On voit alors que la condition n’e$t plus que la dérivée soit non-nulle, mais qu’elle soit
inversible. Il e§t possible, en suivant le schéma de la preuve de la Proposition 2.4.1 de
démontrer un résultat analogue en dimension 7 :

THEOREME 2.4.2 (METHODE DE NEWTON A PLUSIEURS VARIABLES) Soit ¢ : U — R”
une fon&ion de classe C? et X € U tel que ¢(X) = 0 et J¢(X) est inversible. Alors, il
existe 0 > 0 tel que pour tout x € B(X, ), la suite (xy)ren converge vers X.

Démonstration. Tout d’abord, ’ensemble des matrices inversibles formant un ouvert
de M, (R), il existe r > 0 tel que toute matrice M € By(J4(X),r) est inversible. Comme
de plus la fonction x > J,(x) est continue, on en déduit qu’il existe " > 0 tel que si
x € B(x,r’) C U, alors J(x) € B(J(x), r) eét inversible.

Supposons maintenant que, pour un indice k, x; € B(X,r’) et considérons la fonc-
tion >3
P:te[0;1] > ¢ (xp +H(X—xx))-

23. On notera que cette définition a bien un sens car ||x; + #(X — x;) = X|| = ||(1 — t)(xx = X)|| < #’ et par
conséquent x; + #(X — x;) € B(x, ") C U.
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Elle e§t de classe C? et la FORMULE DE TaYLOR-LAGRANGE 4 l'ordre deux donne

Y1)~ (0) = 9'(0)+ 39" (cu)

pour un certain ¢, € [0;1]. En utilisant la formule pour les dérivées partielles d’une
composée (Proposition 2.3.12), on trouve (on sera attentif au fait que la différentielle
seconde est ici une application bilinéaire de R"” x R"” dans R")

P’ (t) = J (xx + 1(X = xg)) (X = x)

P"(1) =D P (= x0T =xp),
dont on déduit, en posant y = xi + cx (X — xi),
B~ plxk) = Ji 1) (T~ x¢) + 5 D3, b (F -, ).
Cette équation peut s’écrire sous la forme
~ -1 1 112 4 (= ~
X = x = = (x) ™ plx) = ST plxi) ™ Dy p (X = 23, X = xp)
= Xyl — Xk — %Lp(xk)_lka(P (X = xp, X — x).

On obtient alors

— 1 _ — —
I ll = | 570! 0 D3 (B 70

T (e) I < 1Dy, (X = g, X = 1) |
2

e 2
SR = x|

Comme ¢ e§t de classe C? et que l'inversion de matrice e§t continue, les fon&ions
X ||]¢,(x)‘1|| et x = ||Hy(x)|| admettent sur le compact By (x,r’/2) C B(x,r/2) C U res-
pe&tivement un minimum m et un maximum M. Il suit que

” + ” < ” ”2
X—X X—X .
k+111 > k
La preuve se conclut alors exaCtement comme celle de la Proposition 2.4.1. |

Remarque 2.4.3. On remarquera que la convergence de la suite est quadratique, au sens
ou a chaque étape, la distance entre x;,; et X e§t majorée — a une constante pres — par
le carré de la diStance entre x; et X. Ceci permet d’évaluer concrétement le nombre
d’itérations nécessaires pour parvenir a une approximation d’une précision donnée.

Un exemple d’implémentation de cette méthode en PyrHon est donné en appendice
de ce texte, au Paragraphe D.1.

2.4.3 PERSONNE N’EST PARFAIT

La méthode de Newton que nous venons de présenter a I’avantage de la simplicité.
Toutefois, elle présente aussi des inconvénients qui peuvent s’avérer rédhibitoires.
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Il faut partir a point

Le premier probleme, c’e$t que le Théoreme 2.4.2 n’est pas explicite concernant le
point de départ. En effet, il nous dit simplement que si’on démarre assez pres du point
critique, alors l’algorithme convergera. Tout se joue donc sur le choix du premier terme
de la suite. Voici quelques exemples de comportements indésirables qui peuvent se
produire si le point de départ est “mal choisi”. Comme on le notera, tous les problemes
surviennent déja dans le cas d’une seule variable.

Exemple 2.4.4. Considérons la fonétion f : R — R définie par
flx)=—-x>+4x>-2x+2

et partons de xo = 0. On a f’(x) = —3x% + 8x -2, d’'out

2
=0-—=1
X1 )
puis
3
=1-=-=0.
X5 3

Nous sommes retombés sur le point xy. Autrement, dit la suite oscille entre deux va-
leurs : x5; = 0 et xp;,; = 1 pour tout k € N. En particulier, cette suite ne converge pas
vers I'unique solution de I’équation f(x) = 0, qui est >*

7= 2 (4+VI0+ ¥100).

Voici une illuétration :

Les choses peuvent aussi diverger plus franchement, c’e§t-a-dire que la suite (xg)ien
peut tout simplement tendre vers I'infini.

24. Ceci se vérifie par un calcul direct.
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Exemple 2.4.5. On considere la fonétion f = arctan : R — R. La suite (x)ren Vérifie
alors la relation de récurrence

Xki1 = §(Xk),

g(x) = x — (1 + x?)arctan(x).

Posons h : x +— g(x) + x, en remarquant qu’il s’agit d’'une fontion impaire, et étudions
son signe. On a
h'(x) = —2xarctan(x) + 1.

L’étude du signe de cette fonction méne au tableau de variations suivant ou 0 < a < 1
est un réel que nous n‘aurons pas besoin de calculer explicitement :

h(x) \ _— \

On en déduit par le THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES qu’il exi$te un unique
réel 5 z €]a, +oo[ tel que h(z) = —z (et comme h et impaire, on a également h(-z) = z).

Si x €]z;+o0[, alors h(x) < h(z) par décroissance de h, donc g(x) < —x. Autrement dit,
|x41] > |xk|- Le méme résultat est vrai en supposant x €] — co; —z[ et on en déduit que
si xo > z, alors la suite (|xg|)ren €St Stri€tement croissante. Supposons qu’elle converge
vers un réel y. On aura alors par continuité |y| = |g(y)|, donc |y| = |z|. Or, par croissance
Stri¢te de la suite,

[9I> Ixol > 2],

une contradiction. Ainsi, dans ce cas la suite (|xi|)ren tend vers +co.

Voici une illu$tration avec x5 = 2. On voit qu’alors il n’e§t déja plus possible de
visualiser x3.

6
10—
21 e
......................................................... peenaiiiia .
1
'/I:‘] ----------- . I
.......... ' I
"""" : N S
........ 41 -2 2 4 B 8O B o "
N PRPRTTTLEELL L
X .
-2
-4

25. Une recherche par dichotomie donne I'approximation z~ 1,3917.
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Pour conclure, voici un exemple qui montre la sensibilité de la méthode au choix
de x;.

Exemple 2.4.6. On considere la fontion f : R — R définie par
f(x)=x>-3x%+2x.
On peut observer que ce polyndme se factorise par x, ce qui permet d’écrire
f(x)=x(x*=3x+2)=x(x—1)(x-2).

Ainsi, la méthode de Newton a trois limites possibles, a savoir 0, 1 et 2. Des simulations
numériques montrent que pour xy = 1,4, la méthode converge vers 1 tandis que pour
xo = 1,5, on a x; = 0. Ainsi, la suite “saute” dans ce cas par dessus 1 pour converger
vers 0. Cela montre déja qu’on ne peut pas prédire quel zéro on va obtenir.

Mais il y a plus. En effet, on peut pousser les calculs plus loin pour constater
que pour xy = 1,4447 la méthode converge vers 1 tandis que pour x, = 1,4448 elle
converge vers 0. Y aurait-il une valeur de “transition” quelque part dans l'intervalle
[1,4447;1,4448]? Prenons maintenant

1
Xo=1+——~1,447214.

V5

Alors, x; =1- 1/4/5 et xXp=1+ 1/4/5. Autrement dit, la suite oscille et ne converge pas.
Ainsi, le comportement de la méthode de Newton par rapport au point de départ peut
étre de nature chaotique.

Le cout de la vie

Dans le cas de n variable, la méthode de Newton pose aussi des problémes d’implé-
mentation. En effet, contrairement au cas d’une seule variable, il faut a chaque étape de
la récurrence calculer une nouvelle matrice Jacobienne et surtout I’inverser. Or I'inver-
sion de matrice eSt une opération cotiteuse, sans parler des erreurs d’arrondis qu’elle
est susceptible de produire. La méthode de Newton e$t donc délicate a mettre en pra-
tique.

Pour remédier a ce probleme, on peut tenter de remplacer a chaque étape la nou-
velle valeur de la Jacobienne par une “correction” de la valeur précédente. Nous al-
lons présenter ici un méthode de ce type, appelée METHODE DE BrOYDEN *°. L'idée et
de remplacer la dérivation par une différence finie. Pour une fonc¢tion d’une variable
¢ : R — R, cela signifie remplacer ¢’(x;, 1) par

P (xkp1) = D(xp)
B = Xke1 =Xk

Malheureusement, cette expression n’a pas de sens pour une fonction de plusieurs
variables. Elle en a un cependant si on multiplie 1’égalité par (x;,; — x;) puisqu’on a
alors

(Aks1P) (Xps1 = X)) = P(Xpr1) — P(xk)-

26. Charles G. Broypen (1933-2011) : physicien et mathématicien américain, spécialiste des pro-
blémes d’optimisation. Il fut I’'un des pionniers du développements des méthodes quasi-Newton (voir
Remarque 2.4.11).
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Ceci suggere de chercher a fabriquer a chaque étape une matrice Ji, telle que

Jie1 (X1 = Xk) = P(xpr1) — P(xx)-

Pour cela, il exi$te une facon simple : en supposant que J; a déja été construite, on
pose *7

Jis1 =Tk + (P (xpr1) = P(xk) = Jie(xpr1 — xp) (X1 — x5)"-

[Ixk41 _xk”2

On vérifie alors diretement que

Jir1 (%1 = %) = Jie(Xps1 — X))
1

+ -
lIxk1 — xkell?
= Ji(Xps1 = Xk) + P(xk11) — P(xk) = T (X1 — Xx)

= P (xXp41) — P(xg)-

(P (xk1) — D) = Jie (i1 — xk)) (Xpr1 — Xk) (X1 — X%)

Quoique tout cela soit fort intéressant, et simplifie le probléeme du calcul des Ja-
cobiennes successives (en admettant qu’on puisse effeCtivement les remplacer par J),
l'obstacle majeur reste le calcul des inverses. Et c’est la que la méthode de Broyden est
vraiment intéressante. En effet, J;,; est obtenu en ajoutant a J; une matrice de rang un.
Or, il exi$te une formule simple pour calculer I'inverse d’une telle matrice, et la voici.

Lemme 2.4.7 (FORMULE DE SHERMAN-MORRISON). Soit A € M,,(R) une matrice inversible
et u,v € R™ Si 1+vtA~ u =0, alors la matrice B= A + uv' e§t inversible et de plus,

4 AlupiATl

Bl=A _—
1+vtA-lu

Démonstration. Supposons 1 +v'A~1u = 0. 11 suffit alors de calculer le produit

sla-1_ A lyvt ATl _1d_ uvtA-! uvtA-l uvtA‘luvtA‘l
1+vtA-ly 1+viA-lu 1+vtA-ly
1
= Id + I/l'l}tA_l - HTM (1 + vtA_lu)vtA_l
viA-ly
=Id+uvfA ! —uptA~!

=1d.
]

Remarque 2.4.8. On peut également, en raisonnant sur les déterminants, montrer que
si1+v A7y = 0 alors la matrice B n’e§t pas inversible.

La conclusion de cette hiStoire, c’e§t que si on peut montrer qu’en remplagant J(x)
par Jx la méthode de Newton converge, alors on aura une facon beaucoup plus efficace
de I'implémenter. Un tel résultat est démontrable, mais la preuve n’est pas simple et
nous entrainerait loin. Nous allons néanmoins donner un énoncé précis. Rappelons les

27. Lexposant t désigne une transposée, de sorte que (xp,; — xx)" e§t un ve&eur ligne, c’e§t-a-dire la
matrice d’une forme linéaire.
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notations pour plus de facilité. Pour xy € U, on définit une suite (x)ren d’éléments de
U et une suite (Hy)ren d’éléments de M,,(R) par les relations

Hy = Jp(x0)™!

Xkl = x — Hip(xy)

(%K1 = Xk) — Hi(@(Xp41) — P (k)
(k1 = xp) Hie(p(Xs1) — P (xk))
Remarque 2.4.9. Comme on le voit ci-dessus, il n’e§t méme pas nécessaire de calculer

la suite (Ji)ken-

Hyi1 = Hi + (xXgs1 —xx) Hg

Supposons que la suite (xi)ren converge vers une limite X et que la suite (Hy)ren
converge vers une limite H inversible. Alors, on a en passant a la limite dans la relation
de récurrence

X=X- H(P(J?),

d’ou ¢(X) = 0. Ainsi, la limite sera bien un zéro de la fon¢tion de départ.

THEOREME 2.4.10 (CONVERGENCE DE LA METHODE DE BROYDEN) Soit ¢p : U — R une
fon&ion de classe C? et X € U tel que ¢(X) = 0 et J(x) est inversible. Alors, il existe
0> 0 tel que pour tout xy € B(x, 0), la suite (x;)ren cOnverge vers Xx.

Une implémentation de cette méthode en PyrHON est donnée en appendice, au Pa-
ragraphe D.2. On pourra la comparer avec celle de la méthode de Newton.

Remarque 2.4.11. La METHODE DE BROYDEN est un exemple de méthode dite quasi-
Newton, c’e§t-a-dire dans laquelle on remplace les dérivées successives par des approxi-
mations afin de réduire les calculs.

On pourrait s’interroger sur le fait que cette méthode ne regle pas le probleme du
point de départ. C’e$t vrai, mais dans la pratique ce n’es§t pas forcément génant. On
peut en effet procéder de la fagon suivante :

¢ On choisit un point de départ “raisonnable” (il existe des méthodes heuristiques 2*
pour cela);

* On fait tourner l'algorithme pour calculer beaucoup de valeurs de la suite;
* Sila suite ne semble pas converger, on change de point de départ;

* Si la suite semble converger, on calcule autant de chiffres significatifs que sou-
haité en poursuivant la récurrence, puis on injecte cette approximation de la li-
mite dans ¢ pour vérifier que le résultat e$t proche de 0.

28. On entend par la des méthodes dont le succes n’e§t pas assuré par une démonstration rigoureuse,
mais dont des raisonnements plus laches suggerent qu’elles peuvent étre efficaces.
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CHAPITRE 3

LES CONTRAINTES

La volonté et tellement libre de sa nature, qu’elle ne peut jamais étre contrainte.

R. DescarTEs, Les passions de I'ame

Nous avons jusqu’a maintenant traité des extrema d’une fon&ion f : U — R sur
tout son domaine de définition, qui était un ouvert. Nous avons également expliqué
dans le Chapitre 1 que la plupart des problemes concrets d’optimisation comportent
des contraintes et que dans ce cas les critéres du Chapitre 2 ne sont pas directement
applicables. Nous avons illu§tré au Paragraphe 1.1.2 comment aborder ces problemes
avec contrainte :

1. On cherche d’abord un extremum a l'intérieur du domaine (qui e$t un ouvert et
ou l'on peut donc appliquer les méthodes du Chapitre 2).

2. On cherche ensuite les extrema sur le bord.

Le but de ce chapitre est de développer des outils pour aborder le second point, ou les
deux en méme temps.

3.1 EcGALITE

On doit puiser avec une cuiller ce qui est égal dans les choses.

W. Benjamin, Haschich a Marseille

3.1.1  MoTIVATION

Considérons le second point ci-dessus. On recherche non pas le maximum de f sur
U, mais son maximum sur un ensemble de la forme

S={xeR"|g(x) = 0)

pour une fonction g : R” — R. Donnons pour plus de facilité une définition.
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DErINITION 3.1.1. Soit U un ouvert de R” et f : U — R. Soit également g: U — R. On
dit que f a un extremum local en x sous la contrainte g = 0 si la restri¢tion de f a

S={xeUlgx)=0)

a un extremum local en x. On définit de méme les extrema Stricts et globaux sous
contrainte.

Un tel probleme sera appelé probléme d’optimisation sous contraintes d’égalité.

Remarque 3.1.2. Plus concrétement, f a, disons, un minimum local en x sous la contrainte
g = 0s’il existe r > 0 tel que pour tout y € B(x,7) NS, f(y) = f(x).

Au Paragraphe 1.1.2, nous avions utilisé pour résoudre le probleme le fait que le
bord était con$titué de segments et qu’il était possible de paramétrer chacun de ces
segments de facon a ce qu’'une des variables s’exprime en fonction des autres. Ceci
permet de ramener le probléme a la recherche d’un extremum pour une fontion d’une
seule variable. De méme, si ’on était capable de trouver un ouvert V C R""! et une
fon&tion

p:V—>R

telle que g(x) = 0 si et seulement si x,, = @(xy,--+,x,,_1), alors le probléme se rameénerait
a la recherche d’extrema de la fon&tion

f : (xlr""xn—l) eV '_)f(xlr"'fxn—ll(P(xlt"'fxn—l))-

La mauvaise nouvelle, c’e§t qu’une telle fontion n’existe pas en général, et qu’il est
meéme facile de trouver un contre-exemple.

Exemple 3.1.3. Considérons la fon&ion g : R? — R définie par

gl y)=x*+y* -1,

de sorte que I'ensemble S des points ou g s’annule e$t le cercle de centre 0 et de rayon
1. Supposons qu’il exiSte une fonction ¢ : I — R telle que g(x,y) = 0 si et seulement si
y = @(x). Alors, S serait le graphe de la fonction ¢, et en particulier son intersection
avec une droite d’équation x = a contiendrait au plus un point, pour tout a € R. Or 'in-
tersection de S avec la droite d’équation x = 1/V2 contient les deux points (1/\/5, 1/\/5)
et (1/V2,-1/V2).

La bonne nouvelle, c’e§t qu’une telle fonction existe quand méme toujours “loca-
lement”, et que cela est suffisant pour résoudre notre probleme. Mais il s’agit d’un
résultat non-trivial qui va nécessiter un petit peu de travail. Avant de nous lancer,
regardons de plus pres I’Exemple 3.1.3 ci-dessus.

Soit (xg,yy) un point du cercle. On voudrait trouver un arc de cercle contenant
(x0,10) qui puisse étre le graphe d’une fon¢tion ¢ : I — R. On dispose déja des fonctions
¢4, ¢_:]—1;1[— R définies par

Pi(x)=+V1 —x2

Ces applications sont de classe C! et leurs dérivées ne s’annulent pas, ce sont donc
des C!-difféomorphismes *. Leurs graphes sont des demi-cercles ouverts qui contiennent

1. Rappelons qu’un C!-difféomorphisme est une application bijective de classe C! dont la réciproque
est également de classe C'. Les propriétés de dérivation d’une fonction réciproque assurent qu’en effet,
une fonction de classe C! dont la dérivée ne s’annule pas est un C!-difféomorphisme.
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a eux deux tous les point du cercle excepté (—1,0) et (1,0). Ainsi, les autres points
appartiennent “localement” a des graphes de fonc¢tions.

Qu’en est-il par exemple du point (1,0)? Il suffit en fait de tourner la figure! En
effet, apres rotation d’angle 7t/4, ce point devient le point (0,1), pour lequel on a une
description locale a l'aide d’un graphe. Plus concretement, au lieu de considérer le
graphe de ¢,, a savoir

{0 @.(x) | x €] - 11},

on peut considérer I’ensemble

{(@+(¥)v) |y €]l -11]},
qui contient bien (1,0).

Ainsi, quitte a échanger les coordonnées, on peut “recouvrir” le cercle par des graphes
de fonctions. En d’autres termes, le cercle est “localement” un graphe de fonction a
permutation pres des coordonnées. Les fonctions en questions sont alors des “paramé-
trages locaux” du cercle.

3.1.2 LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

Notre objectif est maintenant de trouver des conditions — si possible simples a ex-
primer — sur une fonction g pour que 'ensemble S = {x | g(x) = 0} puisse étre “recou-
vert” par des graphes de fonctions comme dans le cas du cercle. Il s’avére que quoique
remarquable, un tel résultat n’est pas si difficile a obtenir, et peut se démontrer en
utilisant simplement des résultats sur les fonétions d’une variable.

Cependant, pour y voir plus clair, nous allons commencer par traiter le cas d'une
seule contrainte. Et dans ce cas, la condition nécessaire pour pouvoir exprimer une co-
ordonnée en fonction des autres e§t particulierement simple. Pour avoir une intuition
de son origine, considérons une fonc¢tion g : U — R et imaginons que nous puissions la
remplacer par le début de son développement limité au premier ordre pour un certain
x e U tel que g(x) = 0, c’est-a-dire qu’on ait, pour tout y € U tel que g(y) =0,

0=2g(y)
= g(xX) + Dxg(y — %)
=(Vg(x),y-x)

- d
=) BT @

Si par exemple la dérivée partielle de g par rapport a la derniére variable ne s’annule
pas, alors on peut écrire

1 n-1
y”:Y”_(axn ) Z axl

=@V, Yn-1)-

Autrement dit, on peut exprimer une des coordonnées de y en fonction des autres.

En général, on sait que g coincide “presque” avec le début de son développement
limité si 'on e$t “suffisamment proche” de X, et le calcul précédent a donc une chance



CHAPITRE 3. LES CONTRAINTES

d’étre encore valable, a condition qu’au moins une des dérivées partielles de g soit non-
nulle. Cette derniere condition peut s’écrire de facon plus synthétique Vg(x) = 0, et
nous allons maintenant voir qu’elle est effectivement suffisante pour obtenir le résultat
souhaité.

Proposition 3.1.4. Soit g: U — R une fonction de classe CX et X € U tel que g(X) = 0 et

Vg(x) = 0.

Alors, quitte a permuter les coordonnées, il existe un ouvert V.C R"™! contenant (x1,---,%,_1),
un ouvert W C R contenant X,, et une fonétion de classe C

p:V->W
tels que pour tout xe VxW cC U,

g(x) =0=x,= (P(xlr""xn—l)-

Démonstration. L'hypothése sur le gradient de g signifie qu’il existe au moins une dé-
rivée partielle qui e$t non-nulle au point x. Quitte a changer la numérotation des coor-
données, on peut supposer — ce que nous ferons — qu’il s’agit de la dernieére. Autrement
dit, dans toute la preuve nous utiliserons le fait que

dg
o, (x) = 0.

Si la démonstration n’est pas tres ardue, elle n’e$t pas completement intuitive pour
autant. Nous allons donc procéder par étapes pour plus de clarté. Remarquons avant
de commencer que I’hypothése de I’énoncé nous dit que la dérivée partielle de g par
rapport a la n-iéme coordonnée eét soit strictement positive, soit §tri¢tement négative
au point x. Quitte a remplacer g par son opposée — ce qui ne change pas I'ensemble S
— on peut supposer sans perte de généralité que

dg
ox. (x)>0.

» Existence de la fonétion ¢

Par continuité de la dérivée partielle de g par rapport a la n-iéme coordonnée, il
existe r > 0 tel que > pour tout x € B(x,r) Cc U,

dg
ox,,

Nous allons maintenant “découper la boule en deux”. Plus précisément, posons

(x)>0.

X = (32«1}___,32«”_1) € Rn_l'

Alors, si x € B =B(x,r/2) ety €]x,, —1/2;X,+r/2[, en notant (x,y) = (X1,"**, Xn_1,¥) ON
a par I'INEGALITE TRIANGULAIRE
16, 9) =l < llx = xll+ lly =Xl < 7.

2. On sait également qu’il exis$te " > 0 tel que B(X,7’) C U parce que U e§t un ouvert. En remplagant
r par min(r,’) on peut donc supposer comme nous le faisons que B(X,r) C U.
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Par conséquent, pour x € By, la fonction
Y €X,—1/2%, +1/2[— g(x, )
est Strictement croissante. De plus, on sait que g(x, X,,) = 0, donc par croissance stricte,
— T — T
g()(,xn - Z) <0 & g()(,xn + Z) > 0.
Par continuité de g, il existe donc 0,0’ > 0 tels que pour tout x € B(x,0) c U
_

AL
et pour tout x € B(x,9’),
r
4
Ainsi, en posant r’ = min(r/2,,9’), on a pour tout x € B" = B(x,r’) que

T T
g()(,xn—z)<0 & g()(,xn—z)>0.

Alors, par le THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES appliqué a la fonétion y — g(x,v),
il exi$te un unique @(x) €]x, —r/4;x, + r/4| tel que g(x, (x)) = 0. En posant V = B’ et
W =|x,, —r/4;%, + r/4[, on a bien l'exi$tence de la fon¢tion de I’énoncé.

g()(,'fn+ )> 0.

Avant d’aller plus loin, nous allons tenter d’illustrer le raisonnement précédent
dans le cas de deux variables. On considére la fonétion g : R? — R définie par

g(x1,%;) = x% + x% —16.

Dans la figure ci-apres, on a représenté une partie du cercle d’équation g(xq,x,) =0,
ainsi qu’un point X vérifiant

5—52(35) > 0.

On peut cons$tater sur le dessin que si l'on se déplace horizontalement a l'intérieur du
rectangle, alors on pourra toujours ensuite atteindre le cercle en se déplacant d’au plus
r/4 verticalement, soit vers le haut soit vers le bas. Ainsi, I’arc de cercle en gras est bien
le graphe d’une fonction de la variable x;.
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» Continuité de la fonétion ¢

Nous allons maintenant montrer que ¢ est continue au point x. Pour ce faire, consi-
dérons € > 0. En prenant r < 4e dans la démonStration de la premieére partie, on voit
qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout x € B(x,9),

—_ r r — —_
(P(X) € ]xn - Z;xn + Z[ C]xn —€Xy +€[;

donc ¢ est bien continue en y. Si maintenant on considére un point quelconque x € V,
posons X = (x, ¢(x)). Alors, la fonltion g vérifie

_ dg
gx)=0 & 8xn®¢0’

donc on peut appliquer la premiere partie de la preuve pour obtenir l’existence d’une
fonétion ¢ ': V x W — U qui e$t continue en y. Il suffit maintenant de remarquer que
pour tout Y € VNV, on a g(x, ®(x)) = 0 donc &(¥) = ¢(¥). Ainsi, @ et @ coincident sur
cet ouvert qui contient x, donc @ est continue en y.

» Régularité de la fonction ¢

Il nous reste a montrer que ¢ est de classe C*, et 'essentiel du travail et en fait
de montrer qu’elle admet des dérivées partielles, ce que nous allons maintenant faire.
Soit 1 <i<n-1,soit x € V et soit (par la Proposition 2.1.5) 6 > 0 tel que pour tout
te]-0;0[, x +te; € V. On pose, pour un tel ¢,

a=(ex) & bp=(x+te,p(x+te)).

On remarque que ces deux points appartiennent a V x W C B(x,r), donc que pour tout
s€[0;1], a+s(b; —a) € B(x,r). On peut donc considérer la fonction

h:se[0;1]+— g(a+s(b;—a)).

I1 s’agit d’une fonction de classe Cl, et le THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS affirme
I’exiStence d’un s; €]0; 1] tel que

h(1) —h(0) = h'(sg).
En appliquant la Proposition 2.3.12 pour dériver la fonétion composée h, on trouve
h'(s) = Dass(p,-a)8 (b — a) = (Vg(a+s(b; - a)), b, —a),

ce qui donne, avec ¢ = a+5sy(b—a),

Z G axn () (@ (x + tei) = plx)).

Comme g(a) = 0 = g(b;) par construction, on en déduit que

plxtte)—pl)  (dg, \" g
i ——(axnm) 2
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Par continuité de ¢, b; — a quand t — 0, donc ¢ — X. Il suit que ¢ admet une dérivée
partielle par rapport a la i-eme coordonnée, et que

9 ? o
a—fi(x) = _(axgn (X:(P(X))) a—i(x,qo(x))-

Si g est de classe Ck, alors le membre de droite e§t de classe C¥~1, donc @ est de classe
Ck, ce qui conclut la preuve. ]

Exemple 3.1.5. Illu§trons ce résultat dans le cas du cercle. On pose g(x,v) = x> +p> 1.
Alors, Vg(x,v) = (2x, 2y) et ce vecteur ne s’annule qu’au point (0, 0). Or g(0,0) = 0, donc
on peut appliquer la Proposition 3.1.4 en tout point de I’ensemble {x € R" | g(x) = 0},
qui n’est autre que le cercle de centre 0 et de rayon 1. Nous avons déja vu que tout
point du cercle et contenu dans un graphe de fon&tion lui-méme contenu dans le
cercle, mais nous retrouvons ici ce résultat presque sans aucun calcul.

Le probléeme désormais, c’e§t qu’en général il n’y a pas de raison pour qu’il n'y ait
qu’une seule contrainte. Il faudrait donc considérer m fonétions

g, 8m:U—R,
qui définissent une partie
S={xeU]|gj(x)=0pour tout 1 <i < m}

sur laquelle on cherche des extrema. Comme précédemment, on cherche une fonc-
tion ¢ : V.- W Cc R™, ou V et un ouvert, telle que g;(x) = 0 pour tout x si et seule-
ment si x = (x,@(x)). Seulement, comme nous avons maintenant non pas une mais m
contraintes, il nous faudra peut-étre utiliser plus de variables pour ¢. Ainsi, V sera
plutdt un ouvert de R"™™.

Cela dit, cette réflexion ne vaudra que si les contraintes sont vraiment “indépen-
dantes” les unes des autres, et toute la difficulté e§t de comprendre quelle condition
exprime cette indépendance. Dans le cas d’une variable, nous avions deviné que la
contrainte était “non-triviale” si Vg(x) # 0 en assimilant g a son développement limité
au premier ordre. On peut faire de méme ici : en posant ¢ = (gy,---,g;) on aurait alors,

pour p tel que g(y) =0,

0=¢()
=g(x) + Dzg(y —X)
= Dzg() — Dzg(X).

On aboutit ainsi a I'équation D;g(y) = Dzg(X). Celle-ci nous permet-elle d’exprimer
certaines des coordonnées de y en fonction des autres ? Oui, car Dzg est une application
linéaire de R" — R, et I’équation précédente signifie que les coordonnées de y sont
solutions d’un systeme linéaire de m équations. Cela dit, m équations ne signifient
pas qu’on peut simplifier m variables, il faut encore pour cela que les équations soient
indépendantes, ou ce qui revient au méme, que D;g soit de rang m. Or, les colonnes
de la matrice de Dzg dans la base canonique ne sont autres que les gradients Vg;(x)
des contraintes. Ainsi, la bonne généralisation de notre hypothése et I'indépendance
linéaire des gradients.

Toutes ces considération menent au résultat suivant, qui e$t I'un des plus fonda-
mentaux du calcul différentiel.
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THEOREME 3.1.6 (THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES) Soit U un ouvert de R” et
g1, ,&m : U = R des fonctions de classe C*. Soit X € U tel que g;(¥) = 0 pour tout
1 <i < m. Sila famille de vecteurs

Vg1 (x),--+, Vgu(x) €R”

est libre, alors — quitte a permuter les coordonnées — il existe un ouvert V C
R"™™ contenant (X,--+,X,_,,), un ouvert W C R” contenant (X,,_,,,1,--,X,) et une
fon&ion de classe C*

p:V->W

tels que pour tout x € Vx W C U on ait

gl(x) == gm(x) =0—= (xn—m+1l"'rxn) = go(xl,--- :xn—m)-

Les mots en gras dans ’énoncé sont importants. Ce que dit le théoreme, c’est qu'on
peut exprimer m coordonnées en fonction des n — m autres. Mais ces coordonnées ne
sont pas forcément les m dernieres dans la base canonique, comme nous 1’avons vu
dans I'exemple du cercle (il faut parfois exprimer x en fonétion de p).

Démonstration. L'idée de la preuve est de procéder par récurrence a ’aide de la Pro-
position 3.1.4. Ceci nécessite d’exprimer d’abord une variable en fontion des autres
et nous allons donc diviser la démonstration en deux étapes pour plus de clarté. Nous
travaillerons avec I’hypothese de récurrence suivante :

H,, : «Le Théoreme est vrai quand le nombre de fon&tions est exaltement égal a m. »

Nous avons déja démontré H; : c’est exaltement le contenu de la Proposition 3.1.4.
Supposons donc H,, vraie, et considérons le cas m + 1.

» Simplification d’une variable

Nous allons d’abord appliquer la Proposition 3.1.4 a I'une des coordonnées pour la
faire disparaitre, de sorte qu’il suffira ensuite d’utiliser H,,. Pour ce faire, remarquons
d’abord que Vg, 1(x) # 0 puisqu’il fait partie d’une famille libre, donc qu’au moins
une de ses coordonnées et non nulle. Quitte a permuter les coordonnées, on peut
donc supposer que

agm+1
dx,

Il va nous falloir quelques notations pour nous y retrouver. Posons donc

(x)=0.

X=X, X, & v= (Xn—me1s 5 Xn)-
De plus, pour ¥ = (yy,++, Y1) € R™*L, on notera y’ = (yy,-++, ;). Avec tout ceci, on a

8gm+1 -~ =~

gm+1()7;7,7n)=0 & axn (X;y :xn)ior

donc par la Proposition 3.1.4 il exiSte V/ ¢ R""! ouvert contenant (),7’) et W C R
ouvert contenant ¥, et une fon&ion 1 : V' — W’ de classe C¥ telle que pour tout x =
(v, x,) eV x W/,

gm+1(x) =0 = x, = P(x, ).
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» Application de la récurrence

Nous savons maintenant exprimer une des variables en fontion des autres, ce qui
nous permet de nous ramener au cas de m variables. Pour ce faire, nous allons réduire
le nombre de variables des fontions du probléme, en posant pour tout 1 <i <m

Gt (xy, e, xymg) € Vi gilxg, o, X1, (X, Xpm1).

Comme (X7, ,X,_1) = X,,, on sait déja que toutes les fonltions ci-dessus s’annulent au
point (X7,---,%,_1). Il reSte donc a vérifier que leurs gradients sont libres pour pouvoir
appliquer ’hypothese de récurrence. Pour ce faire, nous allons calculer leurs dérivées
partielles : pour 1 < i <metl <j<n-1,la dérivation des fonctions composées
(Proposition 2.3.12) donne

dgi

d
2 03,009 55 (9, 93, 9)

9%, dg;
i = 230,y (%) + o

5-(x%9) =
ij 8x]

Xj

_ i agm+1 gm+1 -1 2g;
= a—xj(x,% SD(X;}’)) - ax] X yr axn X y, y)) a—xn(x,y, ¢(X,y))

Autrement dit,

d d
vg('fl,---rfn_1>=Vgi<’f>—( §g’;“<?c'>) T V81 ()

et ces veCteurs forment une famille libre. En effet, si A;,---, A,, € R vérifient
m
) AVE(E,F) =0,
=1

alors on a

n+m

% m+ Jd i
Zng [XA( 5 1) afn]ngH(aa:o.

La liberté de la famille Vg, (x),---,Vg,41(X) implique dans ce cas que A; = 0 pour tout
1 <i < m. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence au rang m pour obtenir
des ouverts

(%1 T € VI CRUTDT & (Ryot)opyr, o, m=1) C W R
et une application ¢ : V/ — W” de classe C¥ tels que pour tout (x,y) € V/x W” c V’,
Silxy)=-=gu(xy)=0=y =9

» Conclusion

Posons
V=V" & W=(p(V")xp(V"xp(V"))Cc W'x W',

Alors, pour x = (x,v’,x,) € VXxW c U tel que g;(x) =--- = gs1(x) =0,0nax, = ¢(x,v")
et donc y” = ¢(x). Autrement dit,

(' x0) = (P, P(x, P(X))).
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En définissant ¢ : V' — W” x W’ par

P(x) = (x¥x o(x)),

on obtient une fonction de classe C¥, et on a montré que g;(x) = -+ = g,41(x) = 0 im-
plique
(X, )xn—(m+1)) = (P(xn—(m+1)+ll Xy

L'implication réciproque étant évidente, on a bien démontré le résultat voulu. [ ]

Remarque 3.1.7. Le Théoreme 3.1.6 possede un proche parent, le THEOREME D'INVER-
sIoN LocALE. Ces énoncés sont en général inséparables, mais nous n‘aurons pas besoin
du second de la suite et c’est pourquoi nous ne I’aborderons pas ici. Néanmoins, vu son
importance pour le calcul différentiel, la géométrie et les mathématiques en général,
nous ne saurions 'occulter. Nous renvoyons donc a I’Appendice B pour une démons-
tration du THEOREME D’'INVERSION LOCALE ainsi que de son compagnon, le THEOREME
D’INVERSION GLOBALE.

Comme son nom le suggere, le Théoréme 3.1.6 nous assure l'existence de la fonction
@ mais ne nous la donne pas explicitement. En général il n’exi$te pas de moyen de la
connaitre, excepté au point x. En effet, la dernieére condition de 1’énoncé assure que

(P(;{lr ’yn—m) = (ffn—m+1”” ’xn)-

On peut de fait aller plus loin et également connaitre les valeurs des dérivées partielles
de @ en ce point. Afin de les exprimer plus simplement, nous allons définir deux ap-
plications linéaires D, ;g : R"™™ — R™ et D, g : R” — R" de la facon suivante :

Dx,lg(hll T 'hn—m) = thg(x)

- d
D8y et =) hizE()

Ces application sont appelées différentielles partielles puisqu’elles se définissent comme
la différentielle mais en se reStreignant a certaines coordonnées

Proposition 3.1.8. Sous les hypothéses du Théoréme 3.1.6, U'application linéaire Dz ,g est
inversible et

do = \_ 198
a_xj(xly"':xn—m)__(Dx,Zg) (a_x](y))'

o g = (g1, &m)-

Démonstration. Notons g : U — R la fontion dont les coordonnées sont gy,---, g, et
remarquons tout d’abord que nous sommes dans la situation ou, quitte a échanger les
coordonnées, les m derniéres coordonnées de chacun des gradients Vg (X),---,Vg,,(%X)
forment une famille libre. Comme les vecteurs formés par ces coordonnées forment
les colonnes de la matrice de Dz ,g € L(R™,R™) dans la base canonique, on conclut que
cette derniere est inversible.

Considérons la fonction h: V — R définie par
h(xll T rxn—m) =8 (Xl’ s Xn—mo (P(xl’ T ’xn—m)) .
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D’apres la derniere condition du Théoréme 3.1.6, la fonction h est identiquement nulle
sur V. En particulier, ses dérivées partielles sont nulles. Or, pour 1 <i < n—m, on a par
la Proposition 2.3.12

oh 9
a_x]_(xll"'rxn—m) a;gc; (xlr o Xp—mo (P(xl"" ’xn—m))

B(Pk 24

a (x1; “lxn_m)axn—nﬁk (xll"' » Xn—m» (P(xlx"' ’xn—m))-

k=

Comme h e$t nulle en (x7,---,%,_,,) et que (X7, -+, X,_ ) = (Xy_ps1, - » Xp), Cette égalité
peut s’écrire
d
0=28

ox;

_ _ dp _
j(xli"' lxn) + D?,Zg(f(xll e rxn—m) .

j
et le résultat suit. ]

Dans le cas particulier ou m = 1, Dz,g est simplement la multiplication par la
derniére dérivée partielle de g, et on peut donc reformuler le résultat précédent sous
la forme suivante :

I ~ dg _Nlog . -
ax](X1; . ,xn_m) (axn(xl, . lx?l)) a—xj(xl,-..’xn)'

On le voit bien, la méthode de la preuve peut s’adapter pour calculer les dérivées
partielles d’ordre supérieur. Néanmoins, les calculs deviennent vite lourds et nous n’en
aurons de toute fagon pas besoin dans la suite.

3.1.3 LAGRANGE A LA RESCOUSSE
Condition du premier ordre

Armés du Théoréme 3.1.6, nous pouvons reprendre notre étude des extrema sous
contraintes en suivant le plan esquissé au début de ce chapitre. Pour cela, nous allons
chercher a exploiter le critere du Théoréme 2.2.5. Et pour mieux comprendre nous
allons commencer par le cas ou il y a une seule contrainte g. Supposons donc, avec
les méme notations que précédemment, qu’on ait un point X € § auquel f admet un
extremum local. Supposons également g de classe C! et dg/dx,(x) = 0.

On dispose de la fonction

[ xpan) = f (X X, @(X, 00, X))

et ses dérivées partielles doivent s’annuler au point X d’aprés le Théoreme 2.2.5. En
utilisant la relation pour la dérivée partielle d’une fon&ion composée, ainsi que les
calculs de la Proposition 3.1.8, on trouve alors pour tout 1 <i<n-1

d d
Y=L w5 Lo

o o 38/n(® o
axl dg/dx,(x) dx,

().
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Si cette quantité est nulle, alors on a

dg . df . _dg _ Idf
axn (’f)a_xl(:f) - a_xl(,'f)axn(’f)

Que signifient ces relations? Si dg/dx;(x) = 0, alors comme la dérivée partielle de
¢ par rapport a la n-ieme variable n’e$§t pas nulle, on doit avoir df/dx; = 0. Sinon, en
posant
_df/dx,
~ dg/ox,’

of _ 98
axi B axi'
Cette relation étant trivialement vérifiée quand les deux membres sont nuls, on a
qu’elle et valable pour tout 1 <7 < n. On peut résumer ce que nous venons de montrer

de la facon suivante : il existe A € R tel que

A

on a

Vf(x) = AVg(x).

Nous avons donc une condition suffisante d’extremum sous contrainte d’égalité!

Tout cela est bien beau, mais comme nous I’avons vu dans I'exemple de la Section
1.1.2, les contraintes peuvent étre données par plusieurs fonctions gq,---, g,,- Dans ce
cas, I’analogue naturel de 1’égalité ci-dessus serait que Vf(x) soit une combinaison li-
néaire des Vg;(x). De fait, c’est le cas et il s’agit d’un résultat tres important du a La-
GRANGE 3.

J.-L. LAGRANGE

THEOREME 3.1.9 (CONDITION NECESSAIRE D'EXTREMUM SOUS CONTRAINTE) Soit f : U —
R une fon&ion de classe C!, soient g;,---,,, : U — R des fon&tions également de
classe C!. Supposons que la re§triction de f a I’ensemble

S={xeU]|gi(x)=0 pour tout 1 <i < m}
admette un extremum local en un point x. Si la famille de vecteurs

Vg1 (X),, Vgm(X)

est libre, alors il existe A1,---, A, € R tels que

VF® =) AVgi(®)
i=1

3. Joseph-Louis LAGRANGE (1736-1813) : mathématicien et physicien d’origine italienne et naturalisé
francais. Il e§t I'un des plus important scientifiques du XVIII¢ siecle. Ses travaux mathématiques portent
sur tous les domaines de l’algébre et de ’analyse, des plus théoriques au plus appliqués. Ses travaux en
sciences physiques, quant a eux, ont eu une importance cruciale, notamment sa Mécanique analytique.
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Les scalaires Ay,---, A, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration. Le Théoreme 3.1.6 nous donne une fonction implicite ¢ : V. — W telle
que la fon¢tion

f : (xlr""xn—m) Hf(xl""’xn—mI(P(xl""rxn—m))-

a un extremum local au point x. Nous allons maintenant différentier cette expression,
et pour rendre les calculs plus clairs nous allons poser

D(x1, -, Xpem) = (X1, Xy QXL X)),
de sorte que f: f o®. Alors, en utilisant la Proposition 3.1.8,

0=Dsf
= Doz, 7, f © Dz®

= Do, %1 f + Do 5, ,2f © Do %) P
=Ds1f - Dzof o(Dz28) " oDz

Appliquée a un velteur h € R"™™, I'égalité précédente devient

(Vif(®), 1) = (V2f (%), (Dg2g) ™" o Dr1g(h))
= ([(De28) ™ 0 Drag] (Vaf () 1),

ou Vi f(x) est le velteur formé des n —m premiére coordonnées de Vf(x) et V,f (%)
le velteur formé des m dernieres. Comme ceci doit étre valable pour tout /4, les deux
velteurs a gauche des produits scalaires sont égaux. Autrement dit, Vf(X) appartient a
I’espace vectoriel

V= {5 eR” | (él""lén—m) = (DZZg_l ODZl(g))t(gn—me'” f‘gn)}-

Les coordonnées d’un élément de V sont déterminées par les m dernieres, donc c’est
un espace veltoriel de dimension au plus m. Par ailleurs, pour 1 <i<m,ona g o® =
0, donc cette fontion a en particulier un extremum local en X, ce qui par le calcul
précédent montre que Vg;(x) € V. Comme

Vg1 (x), -+, Vgm(X)

est une famille libre, il suit que dim(V) > m. Ainsi, dim(V) = m et les velteurs précé-
dents forment une base de V. Par conséquent, Vf(x) € V eS§t combinaison linéaire de
ces derniers, ce qu’il fallait démontrer. ]

I1 est toujours bon de questionner la pertinence des hypotheses d’un théoreme.
Voici un exercice montrant la nécessité d’avoir pour les contraintes un gradient non-
nul.

ExErcICE 3.1.1 (UN CONTRE-EXEMPLE). Soient f,g : R? — R les fon&ions définies res-
pettivement par

fxy)=v & gxv)= y3 —x2
Onnote E ={(x,y) € R? | g(x,v) = 0}.
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1. Justifier que f admet un minimum sur E et qu’il est atteint en (0, 0).
2. Existe-t-il A € R tel que Vf(0,0) = AVg(0,0)?
3. Quels sont les points (x,y) pour lesquels Vf(x, ) e$t colinéaire a Vg(x,p)?

Donnons maintenant un petit exemple pour illustrer la méthode et son utilité.

Exemple 3.1.10. On considére un consommateur qui veut posséder deux biens x; et
X,. Sa satisfaCtion vis-a-vis des quantités de chaque bien qu’il possede e$t donnée par
une fonc¢tion d’utilité u que nous prendrons de type Coss-DouGLas :

u(xy,xp) = x§ x5

Siles prix p; et p, des biens sont fixés, et si le consommateur veut atteindre une valeur
d’utilité u, fixée (qu’on peut interpréter comme son niveau de vie idéal), quel est le
moyen le plus économique de réaliser son objectif ?

I1 s’agit de minimiser la fonction
p(x1,X2) = p1X1 + paxy

sous la contrainte u(xy,x,) = uy. Une facon pratique d’utiliser le Théoréeme 3.1.9 est de
considérer la fonc¢tion

L(x1,%2,A) = p(x1,x3) = A(u(xq, %) — 1)
=p1X1 + PaXp — /\x?x%_“

et de chercher ses points critiques. On obtient alors le sy§teme

_ a-1,1-a
P1 =  Adax{ x,
P2 = A1 -a)x{x“
x0xdo = U

En divisant la premiere équation par la derniere, on trouve
P1 Aa
U X1

tandis qu’en divisant la seconde équation par la derniere on trouve

pr _Al-a)

Uo X2
On voit donc que pour que A existe, on doit avoir

P1X1 _ P2Xp

a l-a
En réinjeétant dans u on trouve alors

1-a l-a
) e
- 2

— 1-a a
1-a)\'"%(p, 1-a\*(p
x| = — uy & xp= — | uy.
a P1 a P2
Bien siir, nous n‘avons trouvé ici qu'un point critique sous contraintes, et rien de
garantit a priori qu’il s’agisse d’'un maximum local et encore moins global. C’e$t néan-

moins bien le cas, comme le suggere ’allure de la fontion obtenue en exprimant x; en
fon&tion de x; grace a la contrainte :

et donc
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e
f(@) = prx + poug "ai

Tmin

1
I
I
1
I

é

Pour le démontrer, on ne peut recourir a un argument de compacité car
2 —
{(x1,x2) € RY [ u(xy,x2) = 1o}

n’est pas borné. D’ailleurs, il n’y a qu’un seul point critique sous contrainte, donc f n’a
pas de maximum. On peut néanmoins observer que f(x) — +oco quand ||x|| = +co, et
ceci suffit a assurer l’exiStence d’'un minimum par le Théoréme 2.1.14.

Nous concluons avec un autre exemple, issu cette fois de la physique et qui donne
une interprétation intéressante des multiplicateurs de Lagrange.

Exercice 3.1.2 (MesURE DE GiBBs). On considere un syStéeme physique pouvant étre
dans N états distincts, ’état i correspondant a une énergie E;. Un état statistique du
systéme est la donnée de p = (py,-+-,pn) € [0;1]N tel que

et I’énergie correspondante est

1. On définit une foncion S : RY — R, appelée entropie, par
N
S(xy o) = ) xiln(x),
i=1

avec la convention 0In(0) = 0. JuStifier que pour &, fixé, S admet un maximum
sur {p | £(p) = Eo)-
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2. Soit p ce maximum. En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, en déduire qu’il
existe A, Z € R tel que pour tout 1 <i <N,

~ 1 g

pi = Ze A,

En physique $tatistique, A = 1/kgT ou T est la température du systéme et kg la
CONSTANTE DE BOLTZMANN.

3. On pose S(€) = S(p). Montrer que S e$t dérivable par rapport a la variable £ et
calculer sa dérivée en fonction de A.

Une interprétation géométrique

Nous avons maintenant un critére relativement simple pour détecter les points cri-
tiques sous contraintes d’égalité d’une fonction. Mais que signifie-t-il? On pourrait
bien sir se contenter de le considérer comme une condition algébrique utile bien que
mys$térieuse, mais il y a en fait plus : il y a derriére une interprétation géométrique
riche. Pour l'expliquer, revenons a 1’'idée de recouvrement par des graphes que nous
avons évoquée au début de ce chapitre. Pour ce faire, précisons d’abord notre vocabu-
laire.

DEFINITION 3.1.11. Soit ¢ : U C R"P — RP une fonction. Son graphe est 'ensemble

Sy ={(x,(x)) | x € U} CR".

Le THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 3.1.6 nous dit précisément que si les gra-
dients des fonltions g; sont linéairement indépendants en un point x, alors il existe
un ouvert V C R” contenant x tel que SNV =8, ou ¢ est la fonction implicite. Ceci
suggere que ces conditions sont en général les bonnes pour avoir un objet géométrique
sur lequel on peut travailler, et méne ainsi a la définition suivante :

DEFINITION 3.1.12. Une sous-variété de R" de codimension p et de classe C* eSt une partie
S C R" telle que pour tout x € S, quitte a permuter les coordonnées, il existe

e Un ouvert V de R"P;
e Un ouvert W de R?;
* Une application ¢ : V — W de classe C telle que x € V x W et

SN(VxW)=38,,.

Autrement dit, une sous-variété est localement le graphe d’une fontion a permu-
tation pres des coordonnées. Tout l’enjeu de la géométrie différentielle e§t de com-
prendre la stru¢ture globale des sous-variétés alors que la définition ne donne que des
informations locales. Pour ce qui nous concerne, nous voyons donc que trouver les
extrema d’une fontion f sous des contraintes d’égalité revient a trouver les extrema
d’une fonltion f quand elle parcourt les points d’une sous-variété. Quand, dans un
probleme de géométrie, on se reStreint a des points appartenant a un objet particulier
(droite, cercle) on dit parfois que les points sont liés a I'objet. Ceci explique pourquoi
un extremum sous contrainte est parfois appelé extremum lié. On parlera de méme de
point critique lié.

Le THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 3.1.6 peut alors s’exprimer géométrique-
ment.
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Corollaire 3.1.13. Soient g;,---,8, : U — R des fonctions de classe C* telles qu’en tout

point x de

S={xeU]|gix)=0pourtout 1 <i<mj,

la famille de velteurs

Vg1 (x),, Vgm(x)

est libre. Alors, S e§t une sous-variété de codimension m et de classe CF.

[lu$trons ceci par quelques exemples.

Exemple 3.1.14 (ConiQues). Tout d’abord, si on a une seule fonétion g et deux va-
riables, on obtient alors une courbe plane. Dans le cas d’une fonction polynomiale du
second degré (qui est 'exemple le plus simple puisque dans le cas du premier degré
on obtient une droite), les courbes obtenues seront des coniques. Il en existe trois types
que nous listons ci-dessous. Elles sont accompagnées d’un dessin les représentant avec
leur foyer et leur directrice, qui permettent de les définir de maniere purement géomé-

trique “.
Uellipse d'équation 1+ 22 — 1
ellipse equat10n;+ﬁ— ,
X2
Direétrice

I
l
1 X1
I
I
I
I

* La parabole d’équation x5 = —2px;,

v %)

x2  x2
e U’hyperbole d’équation —= — =2 =1
yp q az bz - )

X1

Direétrice

4. Etant donnés une droite D, un point F extérieur a cette droite et une réel e > 0, la conique de foyer
F, de direétrice D et d’excentricité e eSt I'ensemble des points M du plan tels que d(M, F) = ed(M, D).
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X1

Dans le cas de l’ellipse et de ’hyperbole, le gradient de la fon&tion g ne s’annule qu’en
(0,0), qui ne vérifie pas I’équation de la conique tandis que pour la parabole, la pre-
miere coordonnée du gradient n’e§t jamais nulle. Ainsi, dans tous les cas, on a une
sous-variété par le Corollaire 3.1.13.

Exemple 3.1.15 (QuaDRIQUES). Sil’on a maintenant une fonction et deux inconnues, on
obtient une surface dans R3. Si la fonction et un polyndme de degré deux, la surface
sera une quadrique. En voici quelques exemples :
2 2 .2
x?) _

* Lellipsoide d’équation a—; + b—; + == 1,

ot
il uzlll"
‘\‘llllll/,,/'t X
e

,

2 2
1+—:X3,

X
a2 b2

* Le paraboloide elliptique d’équation

"WWMWM%
i
\\\\\Q‘& il’l'l,lllllll////////////f

AR

-
o

\

QR

|

il
it

X% %
* LU'hyperboloide a une nappe d’équation S2tp T s 1,
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Comme dans le cas des coniques, on vérifie facilement que ce sont des sous-variétés.

Les quadriques précédentes admettent des généralisations en dimension quelconque.
Nous n’en donnerons qu’une des plus simples.

Exemple 3.1.16. Considérons la fonction g: R"” — R définie, pour r > 0, par

n

g(xq,--,x,) = lez -2

i=1

La i-eme coordonnée de Vg(x) n’est autre que 2x;, donc en tout point distin¢t de l'ori-
gine, Vg(x) # 0. Ainsi, S est une sous-variété, et I’on aura reconnu la sphere de rayon r
centrée sur l'origine.

Abordons maintenant un exemple un peu moins visuel.

Exemple 3.1.17. On considere I'ensemble SL,(R) des matrices carrées de taille n et
de déterminant 1. Pour le décrire a 'aide d’une fon&ion, il semble naturel de définir
g:M,(R) — R par

g(M)=det(M)—1.

La différentielle de g eSt donnée par, d’apres I’Exercice 2.3.1,
Dyg(H) = Tr(Com(H)'H).

En particulier, pour H = E;; - la matrice dont le coefficient (i) vaut 1 et tous les autres
0 —on trouve
98

(M) = Dy g(Eij) = Com(M);;.
Or, ce dernier terme est un multiple du déterminant d’une matrice extraite de taille n—
1 de M. Comme M e$t inversible si elle e§t dans SL,,, au moins 1'un de ces déterminants
est non nul. Autrement dit, Vg(M) = 0 et SL,, est donc bien une sous-variété.

Nous avons donc notre intuition géométrique, mais quid de la condition du Théo-
reme 3.1.9? Pour l'expliquer, il nous faut comprendre le lien entre la géométrie de S
et les gradients des fonctions g;. Nous allons pour cela faire appel a la notion d’espace
tangent.

Qu’est-ce que la tangente au graphe d’une fonction? C’est, en un point donné X, la
droite qui “approche” le mieux la courbe, au sens ou si y = ax+b e§t ’équation de cette
droite, alors

f(x)—(ax+b)=o0(x—-X).

Le développement limité au premier ordre de f au point X pouvant s’écrire
fR)=[f@+ f(®)(x-%)] = o(x-%),
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on trouve immédiatement 1’équation de la tangente. Pour trouver un sous-espace de
R" qui “approche” la sous-variété, il faudra de méme partir du développement limité
de ¢ au premier ordre. Rappelons qu’un sous-espace vectoriel de dimension d peut
étre paramétré par la fonction

d
(ty,,t;) ERY = Y tv,
1 d iVi
i=1

ou (v;)1<i<q €St une base du sous-espace. Or, le développement limité de ¢ au premier
ordre au point X s’écrit

d
Px) =)= ) (i~ %) 5 () = o(x— )

Le sous-espace que nous recherchons est donc engendré par les dérivées partielles
de ¢. Nous sommes maintenant préts a donner une définition, en n‘oubliant pas que
dans le cas d’une variable par exemple, la tangente est un objet géométrique, c’est-a-
dire le graphe de la fontion x +— ax + b. Pour alléger les notations, nous utiliserons la
différentielle de ¢ au lieu des dérivées partielles, en se souvenant que

n—

J
Dip(x=%)= ) _(x;~F) 5L ().
i—1 1

1=

DErINITION 3.1.18. Sois S une sous-variété, x € S et ¢ tel que S coincide au voisinage
de X avec le graphe de ¢ a permutation des coordonnées pres. Alors, I’espace tangent a
S au point X e$t le sous-espace affine de R” passant par (x, ¢(x)) et dirigé par le graphe
de Dz¢, c’e§t-a-dire par le sous-espace vectoriel

TS =R"P x Dzp(R"P)
Il s’agit d’un sous-espace affine de dimension n —p.

Dans la suite, nous oublierons l'aspect affine et appellerons par abus T, S l'espace
tangent a S au point x.

Remarque 3.1.19. On sera peut-étre géné de ce que la définition précédente dépend
de @, alors qu’elle e$t sensée décrire un objet géométrique associé a la sous-variété
S. Evidemment, il s’agit d’un faux probléme dans la mesure ou l’espace tangent ne
dépend pas vraiment du choix de ¢, mais encore faut-il le démontrer. Ceci est fait
dans ’Appendice C, mais le résultat ci-dessous montre déja que dans le cas d’une
sous-variété définie par des fonctions g;,---,g,, 'espace tangent ne dépend que des
gradients de ces fonctions au point considéré.

Proposition 3.1.20. Soit U un ouvert de R" et g1,---,,, : U — R" des fonétions de classe
C! tels que pour tout x € U, les vecteurs

V&1(x), -+, Vgm(x)
forment une famille libre. Alors, I'espace tangent a la sous-variété
S={xeU|g(x)="-=gulx)=0}

en un point x est 'orthogonal de Uespace engendré par les velteurs Vg;(x).
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Démonstration. Considérons le sous-espace vectoriel

V= {E eR" | (Elr"' :En—m) = (ch‘lzg_l o D;le(g))t (6n—m+1:"' 'En)}

introduit dans la démonstration du Théoreme 3.1.9. Il e$t engendré par les gradients
des fonctions g; au point X, donc il suffit > de montrer que V est orthogonal a T,S. Soit
donc £ e Vet x e R"P. Alors,

(& (Drp(X) = A& Enmm) XD+ {(Epmme1r - En), Dxp(X))
= (& s )= ((De2g™ 0 D5 (9)) Eroerrooo ) )
=0.
|

Exemple 3.1.21. Reprenons ’Exemple 3.1.16 de la sphere. Comme Vg(x) = 2x, les-
pace tangent en x e$§t le sous-espace affine passant par x et dirigé par x*. Dans le cas
du cercle (n = 2), on retrouve bien la caraltérisation de la tangente comme droite or-
thogonale au rayon (qui e$t dirigé par le veCteur x).

Le critere du Théoreme 3.1.9 peut alors se reformuler de la facon suivante :

Corollaire 3.1.22. Soit f : U — R une fonétion de classe C! et S une sous-variété de R" de
classe C' et de codimension p. Si la restriction de f a un extremum local en un point X, alors
Vf(x) est orthogonal a I'espace tangent a S au point X.

Remarquons que s’il n’y a aucune contrainte, S = U et un ouvert et son espace tan-
gent est R”. Comme seul le vecteur nul et orthogonal a R”, on retrouve alors la condi-
tion du Théoréme 2.2.5. Il e$t possible de donner une démonstration géométrique di-
recte du Corollaire 3.1.22, a partir de laquelle on retrouvera la version analytique don-
née dans le Théoréme 3.1.9. Néanmoins, cela nécessite une définition plus ab$traite de
I’espace tangent que nous ne voulons pas introduire ici. Nous donnerons donc simple-
ment 'intuition de I'argument, et renvoyons a ’Appendice C pour une démonstration
complete et rigoureuse.

L’idée principale e$t la suivante : de fagon générale, le gradient d’une fontion en un
point donne la dire¢tion dans laquelle elle croit le plus vite. En effet, le développement
limité de f a l'ordre 1 en X s’écrit

f(x) = f(X) =(Vf(x),x=%) + o(llx - xII)

et le produit scalaire et le plus grand possible quand x — X e$§t positivement colinéaire
a Vf(X), c’e§t-a-dire quand x e$t obtenu a partir de X par translation dans la direction

de Vf(%).

Le probleme, c’est que S n’e§t pas “plate” : si on translate X, on risque d’en sor-
tir. Supposons néanmoins que Vf(X) appartienne a ’espace tangent. Au voisinage du
point X, on peut “replier” 'espace tangent sur S, de la méme fagon qu’on peut en-
rouler une droite tangente autour d’un cercle. Alors, il sera possible de se déplacer
trés légerement sur S “dans la direction de Vf(x)”. On obtiendra des points de S ar-
bitrairement proches de X sur lesquels f prends une valeur plus grande. De méme, en
suivant —Vf(X), on obtiendra des valeurs plus petites. Autrement dit, il n’y aura pas
d’extremum local en X.

5. Pour des raisons de dimension.
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Si maintenant Vf(X) n’e$t pas dans l'espace tangent, on peut le décomposer en deux
parties : une dans l’espace tangent et une qui lui est orthogonal. En se déplagant comme
dans le paragraphe précédente le long de la composante dans 1’espace tangent, on ar-
rivera a la méme conclusion. En effet, seul entre en compte le produit scalaire de Vf (%)
avec x—X, et celui-ci ne dépend a la limite que de la composante de Vf(X) dans l’espace
tangent. Ainsi, la seule possibilité pour avoir un extremum local e§t que V£ (x) n’ait pas
de composante dans l'espace tangent, c’e§t-a-dire qu’il lui soit orthogonal.

Exemple 3.1.23. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique, et considérons la fonction
f :R" — R définie par
£(x) = (Ax, ).

Un calcul élémentaire permet d’obtenir le gradient de f :

Flx+h) = (Ax, x) + (Ax, ) + (Ah, x) + (Ah, h)
= f(x) +(Ax, h) + (h, Ax) + o(||hl[)
= f(x) + 2(Ax, h) + o({|Al])

donc Vf(x) = 2Ax. On s’intéresse maintenant a la re§tri¢tion de cette fonétion a la
sphere de ’Exemple 3.1.16. Comme elle est compacte, f y admet des extrema globaux
— donc locaux - sous contraintes. En particulier, f a au moins un point critique sous
contrainte. D’apreés I’Exemple 3.1.21, en un tel point X, Vf(x) doit étre orthogonal a
I’espace tangent, donc colinéaire au vecteur x. Autrement dit, il exi$te A € R tel que

2AX = AX.

Ainsi, nous venons de prouver que toute matrice symétrique a un veteur propre, ce
qui par récurrence montre que toute matrice symétrique est diagonalisable!

Condition du second ordre

Nous avons maintenant a notre disposition un analogue du Théoréeme 2.2.5 qui
nous permet de localiser les extrema potentiels, mais qu’en e$t-il du Théoreme 2.3.19
qui permet de déterminer la nature des points critiques liés ? Il s’avere qu’on a aussi un
résultat analogue et, bien que I’énoncé soit long, il s’agit de la facon la plus naturelle
d’étendre le résultat du Théoreme 2.3.19.

THEOREME 3.1.24 (CONDITION SUFFISANTE D’EXTREMUM SOUS CONTRAINTE) Soit f :
U — R une fon&ion de classe C?, soient g1,++,8m - U — R des foncltions également
de classe C2. Soit X un point de ’'ensemble

S={xeU]|gi(x)=0pour tout 1 <i < m}

pour lequel il existe Aq,---, A, € R tels que
m
VE® =) AVg(®).
i=1

Si la famille de veéteurs

Vg1 (%), Vgu(X)
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est libre et si la forme quadratique
m
Q=Dif - Z/\liggi
i=1

est définie positive sur

E =(ker(Dsg:),
i=1

alors f admet un minimum local §tri¢t sous contraintes d’égalité au point Xx. De
méme, si Q est définie négative sur E, alors f admet un maximum local §triét sous
contraintes au point x.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la démonstration du Théoreme 3.1.9,
I'idée étant similaire : nous allons montrer que sous les hypotheses de 1’énoncé, la
différentielle seconde de ]}veﬁ définie positive (l'autre cas se traitant de méme, mutatis
mutandis), ce qui donnera le résultat puisqu’on sait déja que X est un point critique
pour f(c’eéi le contenu de la preuve du Théoréeme 3.1.9). Pour ce faire, commencons
par calculer les dérivées partielles secondes de f. Nous avons déja établi que pour

1<i<n—-m,
0Dy
(9xl Z(axk ) ox;’

donc pour tous 1 <i,j <n—m,
2f | P D, ID ) 20
f:Z foq)afak_i_chDak.
Jx;x; Ixp0x dx; dx; dxy dx;0x;
k=1
Considérons maintenant, pour 1 < p < m, la fonction g, = g,0®. La méme formule que

ci-dessus est valable pour les dérivées partielles secondes de g,, mais cette fonction est
identiquement nulle par définition de ®. Par conséquent, on a

n a 2 n 82
E ( gpo(l)) i = E Ep o®d @aq)k_
— oxy Jx;0x; &= 0xp0x dx; dx;

Nous pouvons maintenant faire appel a nouveau au lien entre le gradient de f et ceux
des contraintes pour écrire

*D
Z axk 8x &’x, ZZAP axk % 8;;
= Jg D
=) A Z( 7. ° ) axjafci

p

=1
. g, 9D, O,
E o®d
dxp0x) dx; dx;
p=1 k€ 1

qui donne finalement

P2f [ S D, aqak Z 9% o | 2P 9P
dx;jox; _k;((?xgaxk q)) oxj ;« ZZ’ 8x58xk (9x]~ ox;
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En évaluant cette égalité au point X et en factorisant on conclut alors que

12f Lo 92f L& 9%, D, _ IDy

Matriciellement, cette égalité devient

p

HAR) = (Jo (X1, o))’ Hf(f)—ZAng,-@ o (X1, Xp—m)) -

i=1

On voit alors ® que Hj;(BE) sera définie positive (respectivement définie négative) des que
la forme quadratique du milieu e$t définie positive (respectivement définie négative)
sur I'image de Jo (X7, ,X,,_,). Or, nous avons déja montré lors de la démonstration du
Théoréme 3.1.9 que 'application linéaire associée a Jo (X7, -+, X,_,,) €St

102 Xn—m

)P =1d - (Dz28) "' o(Dz18)-

Par ‘consequer}t, ?n a Ker(D(\yl,...;,zn._m
tration du Théoreme 3.1.9, a savoir

)(D)t =), ou V eét l'espace veltoriel de la démons-

V= {E eR” | (51)"':571—"1) = (Dzzg_l ODEl(g))t(én—m+lr"' ;En)}-

Mais alors 7,

L
Im(D(; )q))t) = VJ‘.

122 Xn—m

)CD) = (Kel‘(l)(y1

'...’xn_m

Or, puisque V et engendré par les gradients des fonétions g;, on a®

ce qui conclut la preuve. ]

Remarque 3.1.25. On peut également démontrer un analogue de la Proposition 2.3.20:
s’il y a un maximum local sous contrainte, alors la forme quadratique Q doit étre po-
sitive sur E, et s’il s’agit d’'un minimum alors elle doit étre négative.

6. En effet, si A e§t un matrice symétrique et M une matrice quelconque, et si (A&, &) > 0 pour tout
& € Im(M), alors pour tout & € R" on a (M'AME, &) = (AME, ME) > 0.

7. Rappelons que pour toute application linéaire T : R"t — R"2, on a Im(T)
x € Im(T) et y € Ker(T?)*, alors x = T(z) et donc (x,v) = (T(2),y) = {(z, T'(y)) =
y € Im(T)*, alors pour tout z€ R" on a (z, T'(y)) =(T(z),y) = 0, donc T'(y) = 0.

8. Nous utilisons ici le résultat suivant d’algebre linéaire : Si un sous-espace vectoriel V C R" est
engendré par des veCteurs vy, -+, vy, alors V4 = ﬂle vf‘. En effet, si x € V4, alors en particulier (x,v;) = 0

d 1

pour tout 1 <i < d. Réciproquement, si x € (1);_; vetyeV, alors y = Z?:l A;v;, donc

= Ker(T")*. En effet, si
0. Réciproquement, si

d
(xy)=) Axv)=0.
i=1
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Le Théoreme 3.1.24 n’est pas d’un emploi aisé, puisqu’il faut réussir a comprendre
la forme quadratique donnée par les multiplicateurs de Lagrange sur 'espace ker(Dzg)
qui peut étre ardu a décrire. Nous ne donnerons qu’un exemple, dans lequel les choses
se passent sympathiquement, et qui e$t le prolongement de I’Exemple 3.1.23.

Exemple 3.1.26. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique et f : R” — R la fon&tion
définie par
f(x) = (Ax, x).

Nous avons vu a ’Exemple 3.1.23 que tout extremum local de f sur la sphere
S={xeR"||lxlI” =1}

correspond a un vecteur propre. Soit donc X un tel velteur propre et A la valeur propre
associée, qui n’est autre que le multiplicateur de Lagrange correspondant. En posant
g(x)=xll*, on a

DZg(h,h) = 2]}l

D’autre part, puisque Vf(x) = 2Ax, on a D% (h,h) = (2Ah, h). Ainsi,
DZf(h,h)— ADZg(h, h) = 2{(A - AL,)h, h).

La matrice A’ = A — Al,, e§t symétrique — donc diagonalisable en base orthonormée — et
ses valeurs propres sont les nombres de la forme y—A, ou p est une valeur propre de A.
On con$tate ici que A’ n’e$t jamais définie positive, puisque A— A = 0 et valeur propre.
C’e$t pourquoi la restri¢tion a E dans I’énoncé du Théoréme 3.1.24 est essentielle.

Ainsi, pour que le Théoréeme 3.1.24 s’applique, il faut que tous les veteurs propres
orthogonaux a x correspondent a une valeur propre y telle que y— A > 0. Autrement
dit, il faut A soit la plus petite valeur propre de A et soit de multiplicité 1. Alors, f a un
minimum local §trict en x et on peut montrer que réciproquement, si f a un minimum
local en x alors A doit étre la plus petite valeur propre. On établit de méme que f a un
maximum local §tri¢t si A est la plus grande valeur propre et e§t de multiplicité 1.

3.2 INEGALITES

Tous les animaux sont égaux
mais certains sont plus égaux que d’autres.

G. OrRwELL, La ferme des animaux

Le probleme évoqué au paragraphe 1.1.2 du Chapitre 1 ne comportait pas que des
contraintes d’égalité. De fait, ces derniéres étaient linéaires et pouvaient donc directe-
ment étre utilisées pour réduire le nombre de variables. Les autres contraintes étaient
données par des inégalités. Il serait donc utile pour nous d’avoir un résultat similaire
au Théoreme 3.1.9 permettant de détecter les extrema sous contraintes d’inégalité.

Une Stratégie possible pour aborder des contraintes d’inégalité est la suivante : le
domaine défini par les inégalités est, en le supposant fermé, la réunion disjointe de
son intérieur - qui e$t ouvert - et de son bord 9. En admettant qu’une fonétion ait un
extremum local sur ce domaine, nous avons donc deux possibilités :

9. On se reportera a I’Exercice 2.1.3 pour la définition rigoureuse du bord d’une partie de R", mais
pour toute cette discussion cette notion n’est en fait pas nécessaire, et le terme “bord” peut étre pris
dans un sens intuitif.
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» S’il e$t atteint sur l'intérieur, on peut ’étudier a l'aide des résultats des Para-
graphes 2.2 et 2.3 du Chapitre 2;

* Sinon il est atteint sur le bord et on peut essayer d’utiliser le Théoréme 3.1.9.

Cette $§tratégie fonétionne dans certains cas, mais peut se heurter a plusieurs pro-
blémes. En particulier, décrire le bord par des contraintes d’égalité n’est pas toujours
une bonne idée. En effet, imaginons par exemple que nous ayons trois contraintes

* hi(x,y)=x<0;
* hy(x,y)=y<0;

* h3(x,y)=x+p+1<0.

et qu'un extremum local soit atteint en un point X tel que h;(x) = 0 = h,(X) mais h3(X) <
0. Les vecteurs Vhy(x,y) = (1,0) et Vh,(x,y) = (0,1) sont biens libres en tout point, mais

Vhs(x,vy) = Vhi(x,v) + Vhy(x,p)

donc si l’'on cherche simplement les points critiques liées sous les conditions hy, hy, h3 =
0, on ne peut appliquer le Théoréme 3.1.9 et a raison puisqu’il n'y aura méme pas
nécessairement de solution. Nous avons par conséquent besoin d’une facon efficace
de “teSter” les différentes combinaisons de contraintes qui s’annulent ou non en un
potentiel extremum, et c’est ce que nous allons maintenant développer.

3.2.1 PLUS FORT QUE LAGRANGE

Pour ce faire, il va nous falloir introduire un peu de vocabulaire. On considere
toutjours une fonétion f : U — R, mais cette fois-ci on cherche ses extrema dans une
partie de R" de la forme '°©

D={xe U |h;(x) <0 pour tout 1 <i<p},

pour des fonctions hy,---,h, : U — R. Ces conditions sont plus larges que celles des
contraintes d’égalité, donc il e$t a priori “plus difficile” d’étre un extremum dans ce
cas. Cela signifie que s’il exi$te un analogue du Théoréme 3.1.9 pour les contraintes
d’inégalité, il doit y avoir des conditions supplémentaires sur les multiplicateurs. Et
de fait, il existe une condition assez simple pour cela, que nous allons maintenant

donner.

Avant de commencer néanmoins, nous allons avoir besoin d’une notion pratique.
Comme nous l'avons évoqué, I'un des enjeux du probléme est de déterminer quelles
inégalités sont Strictement vérifiées ou non aux extrema. Pour en parler, un peu de
vocabulaire s’impose.

DEFINITION 3.2.1. Soient hy,---,h, : U — R des fonctions et x € U. On dit que la

contrainte h; et active au point x si h;(x) = 0. Autrement, on dit que la contrainte
h; e§t inacllive.

10. Il e$t clair que toute contrainte d’inégalité est équivalente a une contrainte d’inégalité de la forme
h(x) < 0.
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Intuitivement, si une fonétion f admet un extremum en un point X, seules les
contraintes qui sont actives en X devraient étre prises en compte. En effet, si h;(x) <0,
alors la méme inégalité e$t vraie dans un voisinage de X, et par conséquent f a tou-
jours un extremum local si l’on retire la j-iéeme contrainte. Montrons cela proprement,
en remarquant que quitte a renuméroter les fonctions, on peut supposer que c’est la
premiére contrainte qui est inactive.

Lemme 3.2.2. Soient f,hy,--- ,hp : U — R des fonétions de classe Cl et soit x € U un point
tel que f admet un extremum local en X sous les contraintes hj(x) < 0 pour tout 1 < j <p.
Si hy(X) <0, alors f admet un extremum local en X sous les contraintes hj(x) < 0 pour
2<j<p.

Démondstration. Notons, pour fixer les idées,

}
3

Puisque la restriction de f a D a un extremum local en ¥, il existe r; > 0 tel que pour
tout y € DN B(x,ry), f(y) = f(X). Par ailleurs, par continuité de hy, il existe r, > 0 tel
que pour tout y € B(X,1,),

D={xeU|hj(x)<Opourtout 1<j<p
D'={xeU|hj(x)<0pourtout 2<j<p

h
my) < <o
Ceci implique que D’ N B(X, r,) C D. Par conséquent, si r = min(rq,;), on a pour tout
yeD'NB(x,r)Cc DN B(X, 1)

que f(y) > f (X). Autrement dit, f a un minimum local en X sous les contraintes ;(x) < 0
pour tout 2 <j <p. [

Nous pouvons maintenant établir notre critere de localisation des extrema sous
contraintes d’inégalité. Pour alléger la présentation, nous n’énoncerons le résultat que
dans le cas d’'un minimum. Pour un maximum, il suffira de se souvenir qu’un maxi-
mum de f n’e$§t autre qu'un minimum de —f.

Proposition 3.2.3. Soit f : U — R une fonétion de classe C', hy,--- yhy 2 U — R des fonc-
tions également de classe C' et X € U. On suppose qu’il existe £, € R" tel que pour tout
1 <j<p tel que la contrainte h; est aclive au point x,

(Vhj(®), &) < 0.

Si la redtri¢tion de f a D admet un minimum local en X, alors il exidte B iy SO tels
que

P

VFE) =) uVhi(®

=1

De plus, on a p; = 0 si la contrainte h; est inactive au point X.

La condition sur les produits scalaires est cruciale. On dit que les contraintes sont
qualifiées en X si un tel veCteur &, exiSte. Quant au fait que le résultat requiert des
coefficients négatifs, cela provient du résultat suivant, qui e$t une forme simplifiée —
mais suffisante pour nous — d’un résultat fondamental d’analyse convexe appelé LEMME
DE FArkaAs ''.

11. Gyulia Farkas DE KisBarNak (1847-1930) : mathématicien et physicien hongrois, il a cherché a
prolonger le travail de LAGRANGE sur l'optimisation sous contraintes en prenant en compte les inégalités,
ce qui l’a entre autres choses mené a démontrer le lemme qui porte son nom.
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G. Farkas DE KysBARNAK

Lemme 3.2.4. Soient u,vy,---,v, € R" vérifiant la propriété suivante : si x € R" est tel que
(vj,x> < 0 pour tout 1 < j < p, alors (u,x) > 0. Alors, il existe Koo Py € R_ tels que

P
u= Zy]v]
=1

Nous allons donner d’abord la preuve de ce lemme, puis démontrer en 'utilisant la
Proposition 3.2.3.

Démonstration du Lemme 3.2.4. On procede par récurrence sur p, avec ’hypothese sui-
vante :

H, : «Soient u,vy,--,v, € R" vérifiant la propriété suivante : si x € R" et tel que
(x,v;) <0 pour tout 1 <i < p, alors (u,x) > 0. Alors, il existe pq,--- JHp € R_ tels que

-yP .
u= Zj:l Hjvj-»

Pour initialiser, considérons deux vecteurs u,v € R” tels que pour tout x €e R”, (v,x) <0
implique (u,x) > 0. Supposons qu’il n’existe pas de réel y € R_ tel que u = pv, et re-
marquons qu’il n’existera alors pas non plus de réel p € R}, tel que u = yv puisqu’alors
I’hypothese ne serait pas vérifiée pour x = —v. Autrement dit, u et v ne sont pas co-
linéaires. Par conséquent, si u’ e$t le projeté orthogonal de u sur v+, on a (v,—u’) = 0
et

(u,—u)y = —|lu’|* <0,

une contradition.

On suppose désormais H, vraie et on considere des vecteurs u,vy, -+, v, € R".
Notons P la projection orthogonale sur vpL+1 et observons que pour tout x € vpil, on a
(P(u),x) = (u,x) et (P(v;),x) = (v;,x). Ainsi, si (P(v;),x) < 0 pour tout 1 <i < p, alors
(P(u),x) > 0. On peut donc appliquer H, pour conclure qu’il exi$te py,---, pu, € R_ tels
que

Posons maintenant
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Comme P(u’) = 0, u” € Vect(v,,1) donc il existe p,, € R tel que u” = p, vy, C'eSt-a-

dire
p+1

u= Z,u]-vj.
j=1

Si pipi1 <0, alors la démonstration est terminée. Supposons donc p,,1 > 0. Alors, étant
donné x € R" tel que (v;,x) < 0 pour tout 1 <i<p,

* Si(vp41,x) <0, alors par hypothese (u,x) > 0;

* Si(vp41,x) >0, alors (u,x) > 0 d’apres la décomposition ci-dessus.

Ainsi, dans tous les cas (u, x) > 0. On peut donc simplement appliquer H, pour conclure
qu'il existe py, -+, p, € R_ tels que

14
— / .
w= Z"jvf
=1

et conclure en posant ;4;“ =0. ]

Nous sommes maintenant armés pour démontrer notre résultat d’optimisation sous
contraintes d’inégalité.

Démonstration de la Proposition 3.2.3. D’aprés le Lemme 3.2.2, on peut supposer '> que
h;j(x) = 0 pour tout 1 < j < p ou - avec la terminologie introduite plus haut — supposer
que toutes les contraintes sont actives. C’est la raison pour laquelle les hypotheses ne
font intervenir que les contraintes actives.

Soit maintenant € > 0 et £y € R” tel que (Vh;(x,&y) < 0 pour tout 1 <i < p. Pour un
veCteur &; € R" vérifiant
(Vhix,&1)<0

pour tout 1 <i < p, on pose
5 P X+ t(él + 650).

En remarquant que £(0) = X, nous allons montrer que pour ¢ assez petit, £(t) € D. De
fait, la fon&ion h; étant de classe C!, on a par la Proposition 2.3.9

hi(&(t)) = hi(x) + (Vh;(X), (&1 + €&p)) + 0(2)
=t((Vh;(X), &1 +€&) + (1))
ou ¢(t) — 0 quand t — 0. Soit o; > 0 tel que pour tout t €]0;9;],

(Vh;(x), &1 +€&p) +&(t) < <Vhi(3z);§1 +€e&p)

(un tel t exiSte car le membre de droite tend vers (Vh;(X), &, + €&y) < 0). Alors, pour ces
mémes valeurs de ¢,

SRR
<V &)

hi(&(1))

<0.

12. On dit alors que les contraintes sont saturées en X.
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En particulier, h;(£(t)) < 0. On posant 0 = min;d;, on donc que &(t) € D pour tout
t €]0;9].

Revenons maintenant a notre probléme d’origine. Pour tout t €]0;9[, on a

fEM) - f(x)

> 0.
t
En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que
(Vf(X),& +€&p) = 0.

Cette inégalité est valable pour tout € > 0, donc en faisant tendre € vers 0 on en déduit
que

(Vf(x),&1)=0.
Nous pouvons maintenant appliquer le Lemme 3.2.4 a Vf(X) et a la famille de velteurs
Vh(x),--+,Vh,(X) pour conclure. [

Ce résultat appelle plusieurs commentaires importants.

* La condition de qualification est plus “souple” que la condition d’indépendance
linéaire des gradients du Théoreme 3.1.9. En effet, elle et vérifiée par exemple
pour deux fontions h; et h; telles que Vhy(x) = Vh,(X).

* La condition p; < 0 peut s’interpréter géométriquement dans le cadre des sous-
variétés. Par exemple, si on a une seule contrainte d’inégalité h(x) < 0 et que
Vh(x) = 0 pour tout x, le signe de y; signifie que non seulement le gradient de
f doit étre orthogonal au plan tangent, mais qu’il doit de plus “entrer” dans
le domaine D = {x € U | h(x) < 0}. Ceci permet donc d’éliminer certains points
critiques liés qui ne peuvent correspondre a des extrema.

* La derniere ligne de I’énoncé peut s’écrire de fagon plus concise

pjh;(x) = 0.

Cette condition e$t parfois dite de complémentarité et elle est essentielle pour
I'utilisation du résultat. En effet, elle permet de “teSter” la nullité ou non des
multiplicateurs pour voir quelles contraintes peuvent étre actives et donc quels
gradients peuvent apparaitre avec un coefficient non nul (un exemple est donné
au Paragraphe 3.2.2 ci-dessous).

Remarque 3.2.5. Nous pourrions étre tentés de jouer les malins et d’utiliser la Pro-
position 3.2.3 pour obtenir une preuve plus simple du Théoreme 3.1.9. En effet, une
contrainte d’égalité g = 0 est équivalente a deux contraintes d’inégalité, a savoir g < 0
et ¢ > 0. Néanmoins, de telles contraintes ne seront jamais qualifiées. En effet, si
&o € R”, on ne peut avoir a la fois (Vg(x), &) < 0 et (V(-g)(X), o) < 0 puisque ces deux
nombres sont opposés. Ainsi, la qualification des contraintes est essentielle et re§treint
'utilisation du résultat a des contraintes d’inégalité non-triviales.

La qualification des contraintes est une hypothese indispensable, et souvent un
point crucial dans I’étude d’un probléeme d’optimisation sous contraintes d’inégalités.
La résolution de ’exercice suivant devrait étre convaincante de ce point de vue.

EXERCICE 3.2.1 (INSUFFISANCE DEs conpITIoNs KKT). On considére la fon&ion f : R? —
R définie par
flxy)=x+y

qu’on cherche a optimiser sous la contrainte xy < 1.

— 98 —
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1. En quels points les contraintes sont-elles qualifiées ?
2. Trouver 'unique point pour lequel les conditions KKT sont vérifiées.

3. A l’'aide d’un dessin, montrer que ces points ne sont pas des extrema locaux.

Pour remarquable qu’il soit, le résultat précédent est insuffisant. En effet, idéale-
ment, nous voulons pouvoir gérer a la fois des contraintes d’égalité et d’inégalité, ce
qu’on appelle parfois — dans un grand élan d’imagination — des contraintes mixtes. Pour
cela, on ne peut juxtaposer le Théoréme 3.1.9 et la Proposition 3.2.3, il faut comprendre
comment ils interagissent. Heureusement, le Théoréme 3.1.24 nous donne une idée : la
bonne solution devrait étre d’exprimer les conditions de la Proposition 3.2.3 non pas
sur tout I’espace mais sur le sous-espace vectoriel E qui est le noyau de la différentielle
de la fonction g encodant les contraintes d’égalité.

De fait, cette solution est la bonne. Elle fut exprimée pour la premieére fois par
KarusH '3 en 1939, mais son résultat ne fut pas tres remarqué. Il fut redécouvert par
Kunn '+ et Tucker ' en 1951 et porte donc le nom de ConpitioNn DE KarusH-KUHN-
Tucker, que nous abrégerons en KKT.

THEOREME 3.2.6 (Conpition KKT) Soit f : U — R une fonétion de classe C!, soient
L g, ,hp : U — R des fon&tions également de classes Cl et xXeD.On
suppose que les velteurs

Vg1 (X), -, Vgm(X)

forment une famille libre et qu’il existe

g €eE= ﬂkerD;g,-
i=1

tel que pour tout 1 <j < p tel que la contrainte /; est active au point X,

(Vh;(®), &) < 0.

Si f admet un minimum local en X sous les contraintes

* g; =0 pour tout 1 <i<m;

* hj<0pourtout1<j<p;

alors il existe Aq,---, A, € R et Bi,oo oy < 0 tels que

m p
VIR =) AV&®+ ) pVhi(R)
i=1 j=1

13. William KarusH (1917-1997) : mathématicien américain, il a obtenu les conditions d’extrema sous
contrainte d’inégalités dans son mémoire de Master, qu’il n’a pas publié. Il a travaillé plus tard pour le
Projet Manhattan avant de devenir militant pacifiste.

14. Harold W. Kunn (1925-2014) : mathématicien canadien, spécialiSte entre autres de théorie des
jeux. On lui doit une étude détaillée d’une version simplifiée du jeu de Poker, appelé Poker de Kuhn.

15. Albert W. Tucker (1905-1995) : mathématicien canadien au multiples centres d’intéréts (géomé-
trie différentielle, théorie des jeux, optimisation). La Mathematical Optimisation Society décerne tous les
trois ans un prix en son honneur.
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H De plus, yj = 0 si la contrainte h; et ina&ive au point X.

Démonstration. En nous inspirant des notations de la preuve de la Proposition 3.2.3,
posons x = (X1, ,X,_,) et pour & € Eett >0,

E(t) =X +H(E +e&),

ou Li € R" est le velteur formé des n—m premieéres coordonnées de &; pour i =0, 1. Pour
con$truire maintenant une fonction dont les valeurs sont des veéteurs satisfaisant les
contraintes d’égalité, il suffit de poser — en notant ¢ la fonction implicite donnée par
le Théoreme 3.1.6 appliquée a gy,--+, g, qui vérifient bien les hypotheses —

C(t) = (&(t), (&(t)) € R™.

Attention cependant : cette expression n’a pas de sens pour tout f. Néanmoins, comme
£(0) = x et que t > &(t) eSt continue car linéaire, il existe 6 > 0 tel que pour t € [0;0],
&(t) € V et la fon&tion C e$t alors bien définie sur [0;9].

Il nous faut maintenant vérifier que pour t suffisamment petit, C(t) vérifie les con-
traintes d’inégalité. Nous allons pour cela distinguer suivant qu’elles sont actives ou
non. Si h;(X) <0, alors il exite o; tel que hj(x) <0 pour tout x € B(X, 9;). Par continuité
de C, il existe 6]’- tel que C(f) € B(X,0;) pour tout ¢ € [0; 5;[ et en définissant 6’ comme
le minimum de 6 et de tous les 6; pour les contraintes inactives, on a que h;(C(#)) < 0
si t € [0;6’[. Supposons maintenant que h;(x) = 0. Le point clef eét le calcul suivant,
reposant sur la Proposition 3.1.8 et ou nous notons comme d’habitude g la fonétion de
coordonnées (gy, -+, g,) et @ : V — R la fonction définie par D(z) = (z, ¢(2)) :

C(t) = D(E(H))

CD()?+ tH(E; +e’50))

D(x) + Dy (#(&; +€&o)) + (1)

¥~ (Dg2g)" o Dg1g(H(E +€&o)) +o(t)

Pour poursuivre le calcul, rappelons que par définition, E = ker D;g. Par conséquent,
sin € E, alors

D’x'lg(r]b M- m Z”z 8X
i

Zm Z laxl

i=n—-m+1

= ng(é ) —Dmg(’?)
= -Dz5g(n).

On en déduit alors, puisque &; + €&y € E, que
C(t) =X +1(&; +€&g) +o(t)
d’ou
hi(C(t)) = hj(X) + (Vhj(X), t(E1 + €&p)) + oft)
= ((Vh}(E), & + o) + ()
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Le méme raisonnement que dans la démonstration de la Proposition 3.2.3 montre alors
que si(Vh;(x), &) < 0, pour f assez petit on aura h;(C(t)) < 0.

Nous pouvons maintenant reprendre exatement le méme raisonnement que dans
la démonstration de la Proposition 3.2.3 pour conclure que

(Vf(x),&1) > 0.

Soit Pg la projection orthogonale sur E. On a alors

(Vhi(R), &) = (P (Vhi(®). &) & (VFE, &)= (P (VF), &),

donc on peut appliquer la Proposition 3.2.3 pour conclure a I'existence de py, -+, p, <0
tels que

p
Pe(V(E) =) wiPe(Vhi(@).
j=1

Pour conclure, posons

p
X=VfE)-) nVh®.
j=1

C’e$t un velteur de R" et P(X) = 0. Par conséquent, X € E+ et ce dernier espace e$t
engendré par les gradients des fonctions Vg;(x), d’ou le résultat. ]

3.2.2 UNE PAGE DE PUBLICITE

Le Théoreme 3.2.6 n'e$t pas évident a utiliser. En effet, il faut bien comprendre ce
qu’il dit. Sa subtilité est de permettre de teSter facilement les diverses configurations
de contraintes qui sont atives ou non. Un exemple permettra de mieux s’y retrouver.

On considere une entreprise qui produit un bien. Son objeltif est de maximiser
son revenu — c’e§t-a-dire les ventes — tout en maintenant son profit au-dessus d’une
certaine valeur pg. Pour ce faire, elle va faire de la publicité afin de doper les ventes.
Plus précisément, on suppose que la production de x unités du bien cotite C(x) et que
le revenu qu’on en tire a I’aide d’un cott de publicité a e§t R(x,a). Le probleme e§t donc
de maximiser la fonction R sous les contraintes

R(x,a)—C(x)—a
X
a

A\YAR\VAR\
ool

Supposons qu’il exiSte un maximum (X,a) avec X > 0, de sorte que la contrainte
x > 0 eSt inative et regardons ce qu'impose la qualification des contraintes. Il ne nous
reste que deux contraintes a&tives, hy(x) = pg—R(x,a) + C(x) +a et hy(x,a) = —a, dont les
gradients sont

dR
——(x, C’

Vi (%) = 3g§m+ I s v = |
S Em
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et il faut donc trouver un velteur &, = (&1, &,) tel que

&(C®-R@a)+&(1-R@a) <0
&) <0
La premiére équation peut s’écrire
, JdR _ JdR _
&1 (C (x) - a(xﬁ)) <& (%(Xﬁ) - 1)
qui donne en divisant (puisque &, > 0)

&
&

La seule situation pour laquelle on ne peut réaliser cette inégalité est si

(c’m—g—f(m) < (g—f@a—l).

R _ IR _
C(ff)Zg(Xfa & %(xﬁ)<1-

Nous supposerons dorénavant que cette condition n’est pas remplie.

I1 faut maintenant étre précautionneux : la Proposition 3.2.3 s’applique a un mini-
mum, et nous considérons ici un maximum. Il faut donc prendre 'opposé de la fonc-
tion qui nous intéresse, c’es-a-dire la fon&tion —R. Alors, il existe uy, u, < 0 tels que

-R(x3) —m R (@ a) + p, C'(x)

~R(x7) ~m B & D) + -

#1(po — R(x,a) + C(x) + a) 0

—Hoa =0

Considérons tout d’abord la seconde égalité. Elle peut s’écrire

JR _
po—pp = (1 —yl)g(xfoﬂ-

Supposons que la dérivée partielle de R par rapport a a est toujours strictement posi-
tive, ce qui parait raisonnable (plus de publicité augmente les ventes). Alors, comme
1—pu; >0,0na pu, —pp >0 et puisque py, ptp < 0 on doit finalement avoir p; < 0. Mais
alors, la troisieme condition donne

R(%,3)- C(%) -7 = po.

Autrement dit, s’il y a un maximum il et atteint quand le profit est minimal! Notons
cependant que cette conclusion e$t directement liée a notre hypothése de croissance
stri¢te de R par rapport a a, qui pourrait étre discutée.

On peut méme dire un peu plus. En effet, le cott doit étre une fonction strictement
croissante (plus on produit plus ¢a cotte) de x, donc C’(x) > 0. Comme y; < 0, on
conclut de la premiere équation que

9_R~a __M
p—1

C’(x) > 0.



3.2. INEGALITES

Ainsi, le revenu marginal est Stri¢tement positif a 'optimum, ce qui signifie que pro-
duire un peu plus que X augmenterait le revenu. Ceci peut paraitre surprenant puis-
qu’on est sensé étre a un maximum. Néanmoins, si on note P(x, a) le profit, on a

d Jd
 ma= 2w -
- o
1=
- C'(x)

<0.

Ainsi, produire plus réduirait le profit, le faisant passer sous le seuil imposé. C’est pour
cela qu’on a bien un maximum quand les contraintes sont prises en compte.

3.2.3 (QUALIFICATION LINEAIRE DES CONTRAINTES

L'exemple précédent montre que vérifier la qualification des contraintes n’est pas
toujours chose aisée. Souvent, il est possible d’aller plus vite en vérifiant une condition
plus forte, dite de qualification linéaire des contraintes.

DErINITION 3.2.7. Soient g1,-+, gy, hy,-+, hy : U — R des fonctions de classes Cletxe
U tel que g;(x) = 0 pour tout 1 <i < m et hj(x) <0 pour tout 1 <j < p. On dit que la
qualification linéaire des contraintes est vérifiée au point x si la famille de vecteurs

Pg(Vhi(x)),---, Pp(Vhp(x))

est libre, ou

E= () ker(D.g)

1<i<m

Sil’on oublie les projections sur I'espace E, il s’agit en fait de la condition du Théo-
reme 3.1.9. Comme nous l’avions évoqué plus haut, les conditions de la Proposition
3.2.3 sont moins fortes que la qualification linéaire des contraintes. Néanmoins, il ar-
rive souvent que les contraintes vérifient les conditions de qualification linéaire, qui
sont plus simple a établir. Pour le démontrer, nous allons nous appuyer sur un résultat
classique d’algeébre linéaire dit &8 Gram '°, que nous allons d’abord démontrer au cas ou
vous n‘auriez pas eu le plaisir de le rencontrer sur le chemin de vos études.

Proposition 3.2.8. Soient vy,---,v, des vecteurs de R". On pose M;; = (v;,v;) et on note
M € M, (R) la matrice donnée par ces coefficients. Si la famille de vecteurs est libre, alors M
est inversible.

Démonstration. Notons
A=( v | |vy ) €M (R)

16. Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) : mathématicien danois qui, en plus de ses contributions im-
portantes a l’algeébre linéaire comme le procédé d’orthonormalisation qui porte son nom, a travaillé la
majeure partie de sa vie dans des compagnies d’assurance.
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la matrice dont les colonnes sont les velteurs vy, - ,Vp- On a alors I'égalité M = AlA

n
(A'A);j = ZAkiAkj
k=1

n

= Z(vi)k(vj)k

k=1
= (vi,vj)
= Ml]

11 suffit donc de montrer que si la famille est libre, alors ker(M) = ker(A’A) = {0}. Et de
fait, si x € ker(A’A), alors

0= (A'Ax,x)
= (Ax, Ax)
= ||Ax]1%,

donc x € ker(A). Cela signifie que

=1

-

donc que x = 0. Ainsi, ker(M) = 0, ce qu’il fallait démontrer. [

Nous pouvons maintenant montrer que la qualification linéaire des contraintes im-
plique la qualification au sens de la Proposition 3.2.3.

Proposition 3.2.9. Si la qualification linéaire des contraintes est vérifiée en un point x,
alors les contraintes sont qualifiées en x au sens de la Proposition 3.2.3.

Démonstration. Posons, pour 1 <j < p, w; = Pg(Vhj(x)). Il suffit maintenant de trouver
un vecteur &, € E tel que (w;, &) < 0 pour tout 1 < j < p, et nous allons méme en
trouver un pour lequel (wj,&p) = —1 pour tout 1 < j < p. Pour ce faire, nous allons le
chercher sous la forme particuliere

Si M € M,(R) e$t la matrice de coefficients M;;» = (wj,, w;) et si 11 € RP et le vecteur
dont toutes les coordonnées sont égales a —1, alors 1’équation devient Ma = 5. Or,
M est la matrice de Gram de la famille de vecteurs (wy,---,w,). Comme la matrice de
Gram d’une famille libre e$t inversible par la Proposition 3.2.8, on conclut qu'un tel
&y existe, ce qu’il fallait démontrer. ]
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Revenons a I’exemple de la publicité traité ci-dessus. Rappelons que ’on avait deux
contraintes atives h; et h,, avec

IR
@A+
Vh(%,3) = ax O+ & th(’xja):( _01 )

dR _
—%(xﬁ) +1

On voit que pour que ces deux veteurs soient colinéaires, il faut et il suffit que la
premiére coordonnée de h (X, a) soit nulle, ce qui revient aux égalités

d
C® =2 %)

On voit donc ici que la qualification linéaire des contraintes est plus forte que la
qualification du Théoreme 3.2.6. En effet, nous avons montré précédemment que les
contraintes étaient également qualifiées quand la premiere coordonnée de Vhy(X,a),
pour peu que la seconde soit alors §tritement négative.

3.3 LE CAS LINEAIRE

La mort est un processus rectiligne.

D. PENNAc, La petite marchande de prose

Avant de poursuivre, faisons une pause pour voir ce que le Théoreme 3.2.6 nous
dit sur le probléme évoqué au Paragraphe 1.1.2.Pour cela, commencons par remarquer
qu’il a une §trulture tres particuliere : il et affine! En effet, tant la fontion a mini-
miser que les contraintes sont données par des fontions affines. On imagine que pour
ce genre de probleme les choses doivent étre simples, mais une petite surprise nous
attend. Avant tout, un brin de vocabulaire : il y a un abus sy$tématique qui veut qu’'un
probleme dont toutes les fontions et contraintes sont affines soit appelé linéaire. Nous
nous plierons avec résignation a cette terminologie consacrée par l'usage.

3.3.1 LE KKT AMELIORE

La fonction f, si elle est affine, e$t de la forme x + (u, x)+ b pour un certain veclteur
u € R"” et un réel b € R. De méme, on a g;(x) = (v;,x) —¢; et hj(x) = (wj,x) —d;. La
condition du Théoreme 3.2.6 devient alors

m p
u= Z/\ivi + Z/u]w]
i=1 j=1

La variable x a disparu! Pour y voir plus clair, introduisons quelques notations bien
pratiques. On définit des matrices a I'aide des vecteurs v; et w; de la fagon suivante,

t

Y1

G=| : |eM,,,(R)
Vi
w)

H=| : |eMp(R)
wp
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de sorte que les contraintes peuvent s’écrire Gx —c = 0 et Hx —d < 0, I'inégalité étant
comprise coordonnée par coordonnée. La condition ci-dessus devient alors

u=G'A+H'p.

Cette condition, réunie aux contraintes, s’avere étre en fait suffisante pour l’existence
d’un extremum. Autrement dit, le Théoréme 3.2.6 devient non plus une condition né-
cessaire, mais une équivalence dans le cas linéaire.

THEOREME 3.3.1 (KKT POUR LES PROBLEMES LINEAIRES) Un point X € R” réalise un
minimum global d’une fonction linéaire f sous les contraintes linéaires g; = 0 et
h; < 0 si et seulement s’il existe A € R™ et p € RP tels que pour tout 1 <j <p,

u = G'A+H'y
Gx = c
HY < d

piwp, Xy = pyd;

Démondstration. 1ly a trois informations essentielles dans cet énoncé :

* Aucune qualification des contraintes n’e$t requise pour que la condition néces-
saire du Théoreme 3.2.6 soit valide.

* La conclusion qui n’est que nécessaire dans le Théoreme 3.2.6 e$t aussi suffisante.

* Tout extremum local e$t global.

Les deux derniers points se démontrent en fait en méme temps, et nous allons donc
diviser la démons$tration en deux parties.

» Fi de la qualification

Supposons qu'on dispose d'un minimum local sous contraintes en un point X et
notons

J={1<j<plhj(x)=0}

I’ensemble des indices des contraintes actives au point x. L'idée e$t d’essayer d’appli-
quer directement le Lemme 3.2.4 sans passer par les constructions de la démonstration
de la Proposition 3.2.3.

Pour ce faire, considérons un velteur &; € R" satisfaisant

1. (v;,&1) =0 pour tout 1 <i < m.

2. (wj, &) < 0 pour tout j €.

Alors, nous affirmons que pour ¢ suffisamment petit, le velteur &(t) = X + t&; est dans
D. En effet, si j ¢ ], alors hj(x) < 0, donc il exi$te r; > 0 tel que hj(x) < 0 pour tout
x € B(%,r;). En posant
r =mint;j,
jel
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on a que hj(x) < 0 pour tout j ] et donc en particulier h;(&(t)) < 0 pour ¢ € [0;r[. De
plus, pour les mémes ¢, on a pour tout 1 <i < m

gi(&(t)) = (vj, x+t&1) —¢;
=, X)—¢; + Kv;, &)
=4i (BZ) + t<vir £1>
=0

et pour tout j €],

hi(&(t)) =(wj, X+ t&1) —d;
=(wj,X)—d;+t{wj, &)
= hj(x) + {wj, &1)
= wj, &)

<0.

Ainsi, &(t) € D pour tout t € [0;7].

Nous sommes maintenant proches du but. En effet, supposons que (u, &) < 0. Alors,
pour t € [0;7],

fE() =(u,x+1t&)+b
=(u,Xy+b+t{u,é&;)
:f(az)-i' t<u;él>
< f(x),

ce qui contredit le fait que f admet un minimum local en X. Ainsi, on doit avoir
(u,&y) = 0. Pour résumer, nous avons montré que pour tout vecteur

& €E= ﬂ v,

1<ism

si(wj, <o) < 0 pour tout j € ], alors (u, &) > 0. On conclut alors comme dans la démons-
tration de la Proposition 3.2.3, en appliquant le Lemme 3.2.4 a Pg(u) et a la famille de
vecteurs (Pg(w)))je;-

» Suffisance des conditions KKT et globalité du minimum

Supposons maintenant qu’on dispose d’un point X vérifiant les conditions de I’énoncé
et supposons de plus que toutes les contraintes sont actives (ce qui ne fait pas perdre de
généralité d’apres le Lemme 3.2.2). Les deuxieme et troisieme équations garantissent
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qu’il satisfait les contraintes. De plus, on a pour tout x € D,
() - ) = (u,x - %)
m 14
= Z/\,-(vi,x—’f)+ Z,uj<w]-,x—52)
i=1

=1

m m p
= Z/\i<vi:x> - Z/h(%@ + Zﬂj(wj;x—f)
i=1 i=1 j=1
m m p
= Z/\,-ci - Z/\Z‘Ci + Zy]<w],x —’.92}
i=1 i=1 j=1
p
- e
j=1

p p
= Zﬂj(w]‘;X) - Zﬂj(wj,@
o1 =

p
= Z/"j(ijx>_l4jdj
=1

WV
o

J

donc f a un minimum global sous contraintes au point x. [

Un exemple typique de situation réelle menant a un probleme d’optimisation li-

néaire est celui des problemes d’allocation. Celui présenté dans I'introduction en est un,
en voici un autre en guis d’entrainement.
ExERcICE 3.3.1. On doit organiser un pont aérien pour transporter 1600 personnes et
90 tonnes de bagages. Les avions disponibles sont de deux types : 12 du type A et 9
du type B. Le type A peut transporter, a pleine charge, 200 personnes et 6 tonnes de
bagages. Le type B, 100 personnes et 6 tonnes de bagages. La location d’un avion du
type A cotite 80.000 € et la location d’un avion du type B cotite 20.000 €. L'objectif est
de minimiser le cotit de location total.

1. Formuler ce probleme comme un probleme d’optimisation linéaire, en notant x
et y le nombre d’avions de type A et B respectivement qui sont utilisés.

2. En admettant qu’il existe une solution, justifier que les contraintes x >0 ety > 0
sont inactives.

3. Donner la formulation matricielle de la solution de ce probléeme.
4. Montrer qu’il n’y a pas de solution telle que x =12 et y # 9.

5. Résoudre le probléeme.

3.3.2 VERS LES SOMMETS
Le Théoreme 3.3.1 ramene le probleme d’optimisation a un probléme matriciel qui

reste a résoudre, ce qui n'est pas nécessairement facile. Ceci sort du cadre de ce texte,
mais il exiSte des méthodes pour aborder ce genre de probléeme. Notons cependant
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qu’il était plus ou moins intuitif des le début qu’il s’agissait d’'un probleme d’algebre
linéaire. Plus précisément, les contraintes d’inégalité définissent des demi-plans et on
cherche donc a optimiser f sur une intersetion de demi-espaces. S’il y en a suffisam-
ment, cette intersection e$t une partie bornée (et donc compacte car fermée) de ’espace
appelée polytope. Dans ce cas, la méthode esquissée au Paragraphe 1.1.2 fon¢tionne :

* La compacité assure l’exiStence d’un extremum;

* La fonction f étant linéaire, son gradient et constant et non nul, donc il n’y a pas
d’extremum a l'intérieur;

* On e$t donc ramené a optimiser f sur chaque face.

La notion de face se définit assez simplement : il suffit de relacher une des contraintes.

DErINITION 3.3.2. Soit P un polytope défini par des formes linéaires hy,---,h,, c’est-a-
dire
P ={xeR"|hj(x) <0 pour tout 1 <j < p}.

Pour 1 <j <p, la j-iéme face de P e$t définie comme

F] :{xePlhj(x):O}.

Le troisieme point ci-dessus revient a affirmer que le bord de P — qui e$t rappelons-
le I’ensemble de tous les points de P qui ne sont pas dans 'intérieur de P (voir I’Exer-
cice 2.1.3 — e$t la réunion des faces. Puisque ce n’est pas tres difficile, nous allons le
démontrer.

Proposition 3.3.3. Soit P un polytope définit par des formes linéaires hy,---, h, et soit JP
son bord. Alors,

Démonstration. Sion note F 'union des faces, on peut écrire P = QU F, ou
Q={xeR"|hj(x) <0 pour tout 1 <j < p}.

Comme P est fermé, suffit donc de montrer que Q e$t 'intérieur de P. Nous allons
commencer par montrer que Q e$t ouvert. En effet, si x € Q, posons

hj(x)

€ = min — > 0.

IENAN
Alors, par continuité de h;, il exiSte 6; > 0 tel que pour tout y € B(x, 9;),

hj(x)

<0.
2

En posant 6 = min; 6;, on a B(x,0) C Q et Q e$t bien un ouvert.

Si maintenant x € F et si j est tel que hj(x) = 0, on a par définition (w;,x) —d; = 0.
Mais alors, pour tout 0 >0, on a

5—I_ ¢ B(x, o)
=x+0—— € B(x,
4 w2
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et

(w]-,y>—d]- = (wj,x>—d]- +0
> 0.

Autrement dit, B(x, 9) n’e$t jamais contenue dans P, ce qui signifie que x n’e$t pas inté-
rieur a P. [

Expliquons maintenant comment ces notions élémentaires permettent de dévelop-
per une méthode efficace de recherche d’extremum. Il suffit de remarquer qu’une face
d’un polytope est a nouveau un polytope. De plus, on peut voir F; comme un polytope
de I'espace ker(h;), qui est de dimension n — 1. Ainsi, en itérant le raisonnement pré-
senté un peu plus haut, on voit que tout extremum doit étre atteint sur une face d’'un
polytope de dimension 0 ... ce qu’on appelle un sommet du polytope. Résumons ceci :

THEOREME 3.3.4 (SOLUTION-sOMMET) Etant donné un probléme d’optimisation li-
néaire, s’il exiSte une extremum alors il et atteint sur un sommet.

Démonstration. On procede par récurrence avec I’hypothése de récurrence suivante

H,, : « Siun probléeme d’optimisation linéaire en dimension #n admet une solution,
alors il admet une solution qui est un sommet. »

Pour l'initialisation, nous allons démontrer H;. Nous avons donc une fonction af-
fine f : x —> ax+b, avec a # 0, a optimiser sur un ensemble P défini par des contraintes.
S’il y a des contraintes d’égalité, alors P e$t soit vide soit réduit a un point, auquel cas
il n’y a rien a faire. Sinon, les contraintes d’inégalités sont de la forme x > a ou x < j3,
donc on cherche a optimiser f sur un intervalle. Comme f y est Stri¢tement monotone,
si elle a un extremum il et atteint a I’'une des extrémités de l’intervalle, ce qui prouve
Hl .

Supposons maintenant H, vraie et considérons un probleme d’optimisation linéaire
en dimension n + 1. Supposons qu’il exi$te un extremum, qui est alors nécessairement
global par le Théoreme 3.3.1. Comme Vf = u # 0, cet extremum ne peut étre atteint
sur I'intérieur de P. Par conséquent, il est atteint sur dP. D’aprés la Proposition 3.3.3,
le bord e$t la réunion des faces, donc ’extremum est atteint sur I’une des faces, disons
Fj. On considere alors le probleme d’optimisation obtenu en reétreignant toutes les
fonctions au sous-espace affine d’équation h; = 0. Il s’agit d’un probleme d’optimisa-
tion linéaire en dimension #, et si le minimum de f est atteint sur F;, alors il eét égal
au minimum de cette restriction (et de méme pour un maximum). Par H,, 'extremum
est donc atteint sur un sommet de F;. On conclut en remarquant que les sommets de
F; sont des sommets de P. ]

Ceci rameéne le probleme a un ensemble fini, mais il n’est pas §tratégique d’essayer
de calculer la valeur de f sur tous les sommets du polytope, parce que leur nombre a
tendance a croitre exponentiellement avec les dimensions n et m du probleme. Il faut
étre un peu plus malin et essayer de s’arranger pour ne pas avoir besoin de regarder
tous les sommets. La méthode la plus utilisée pour cela e§t la METHODE DU SIMPLEXE,
dont nous allons donner l’idée. Le point de départ est de se restreindre non pas uni-
quement aux sommets, mais aux sommets et aux arétes, ce qui nécessite d’abord de
définir ce terme.
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DEFINITION 3.3.5. Soit P un polytope. Une 1-face de P est tout simplement une face.
De plus, pour tout 1 < j <n—1une (j+1)-face de P et une face d’une j-face de P. Les
n-faces de P sont ses sommets, et les (n—1)-faces de P sont appelées les arétes de P.

Nous dirons désormais que deux sommets sont adjacents s’ils sont les faces d’une
méme aréte. Partons d’un sommet S quelconque du polytope P et supposons qu’il
existe un sommet S’ adjacent a S tel que f(S’) < f(S). Si on considére la restriction
de f a l'aréte reliant S a S’, on a une fonction affine sur un segment dont la valeur a
I'extrémité droite du segment est inférieure a sa valeur a I'extrémité gauche. Autrement
dit, la fonction doit étre décroissante. Ainsi, il suffit de chercher une diretion, parmis
les arétes dont S est un sommet, selon laquelle f décroit, et de regarder le sommet
suivant dans cette direction. D’accord, mais que se passe-t-il si f croit le long de toutes
les arétes? C’est ici que la linéarité s’avere utile : S sera alors automatiquement un
minimum local, donc global, ce qui signifie que l’algorithme peut s’arréter.

Proposition 3.3.6. Soit S un sommet tel que pour tout sommet S’ adjacent a S, f(S’) >
f(S). Alors, f a un minimum local sous contraintes au point S.

Comme nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite, et que la démon$tration né-
cessiterait d’anticiper sur quelques éléments de géométrie convexe, nous 'omettrons.

Nous pouvons maintenant décrire schématiquement un algorithme :

1. On part d’'un sommet S quelconque de P;

2. Btant donné le somme S a&uel, on cherche une aréte partant de S le long de
laquelle f décroit;

* S’il n’y en a pas, l'algorithme s’arréte et on renvoie S.

* S’il y en a une, on change S en S’, le sommet adjacent a S le long de cette
areéte.

3. On réitere.

Ce que l'on a gagné, c’eSt que l'on ne teste pas tous les sommets puisqu’on suit a
chaque fois une direction décroissante. Autrement dit, quand on arrive a un sommet,
on élimine immédiatement tous ses voisins qui ont une valeur inférieure. Néanmoins,
cela peut étre encore assez inefficace. Pour améliorer l’algorithme, il vaudrait mieux
suivra la dire&tion dans laquelle f diminue le plus vite. Le probleme c’e$t que cette
diredtion ne correspond pas forcément a une aréte. Mais au fond, cela n’e§t pas tres
grave : on peut suivre la direction “a travers” le polytope jusqu’a ce qu’on ressorte
par un autre coté. On parle alors de méthode de points intérieurs. La plus célebre d’entre
elles, proposée par DantziG '7, est appelée méthode du simplexe et s’avere a ce jour 'une
des plus efficaces.

Pour conclure, revenons simplement a I’exemple du Paragraphe 1.1.2 du Chapitre
1. Le polytope défini par les contraintes est ici un polygone qui posséde cinq sommets
que nous noterons Sy,---,Ss en les numérotant en sens direét '® depuis S; = (0,7). On

17. Georges Bernard DantziG (1914—-2005) : mathématicien et informaticien américain, il e§t notam-
ment célébre pour son invention de l’algorithme du simplexe, et plus généralement pour ses travaux en
optimisation (linéaire, non-linéaire et §tochastique) ainsi qu’en analyse numérique matricielle. La Ma-
thematical Optimization Society décerne tous les trois ans un prix en son honneur.

18. Rappelons que le sens trigonométrique diret e$t le sens inverse des aiguilles d’une montre.
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calcule les valeurs correspondantes de F :

F(S) =76
F(S,) = 66
F(S;) = 62
F(S4) =77
F(Ss) = 80

On trouve que le minimum est atteint au point S3 = (4,1), ce qui donne
(x1,%2,x3,%4) = (4,1,0,6)
et fmin = 62, comme affirmé.

Concluons en ajoutant que le calcul différentiel nous apprend comment approcher
une fonction donnée par une fonction linéaire (sa différentielle). On peut donc imagi-
ner, dans un probléme général d’optimisation sous contraintes, d’approcher a la fois f
et ses contraintes par des fontions linéaires afin de se ramener a un probleme linéaire.
I1 s’agit de la technique de ... linéarisation!

3.4 DuUALITE

Le pathétique de Uamour consiste dans une dualité insurmontable des étres.

E. LeviNas, Le temps et l'autre

Avant de poursuivre notre étude, faisons une pause pour reformuler ce que nous
avons démontré. Nous avons vu que pour étudier les points critiques sous contraintes,
il fallait faire intervenir des scalaire Aq,---, A, et py,--- Hp) appelés multiplicateurs de
Lagrange. On peut synthétiser cela a ’aide d’une seule fonction, ce qui permet d’expri-
mer les résultats de fagon plus compacte. Nous appellerons dans cette partie probleme
d’optimisation sous contraintes la donnée d’une fonction f : U — R qu’on cherche a mi-
nimiser sous des contraintes d’égalité données par des fonctions g,---,g,, : U = R et
des contraintes d’inégalité données par des fonctions hy,---, hp :U —> R.

3.4.1 LE LAGRANGIEN

DEFINITION 3.4.1. Le Lagrangien d’un probléme d’optimisation sous contraintes est la
fonction £ : U xR™ xRP — R définie par

[:(.X1;'“ )xnl/lly'“ y/\m,',ull'“ ;,up) - f(.X1y"' )xn)
m
- Z/\ig(xll"' ,Xn)
i=1

p
- Z[/t]h](xl, tee rxn)-
j=1

On peut alors reformuler le Théoreme 3.1.9 de la facon suivante : si f admet un
minimum local sous contraintes au point X, alors il exiSte (Ay,-+, A,,) et (puy,--+, pp) tels
que £ a un point critique en

(B2 B AL A 1, ).
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On remarquera qu’étre un point critique pour £ correspond a n+ m+ p équations don-
nées par chaque dérivée partielle, ce qui semble surdéterminer le probleme. Il n’en est
en fait rien, car

oL _
oL _ 4
By] ]

Ainsi, I'annulation des dérivées partielles par rapport aux coordonnées A; et y; traduit
simplement les contraintes du probleme (n‘oublions pas que h;(x) = 0 si p; # 0).

La formulation a l'aide du Lagrangien présente un avantage : elle met en lumiere
un nouveau probleme d’optimisation lié au précédent. Pour le voir remarquons que
pour tout x € U,

m p
sup  Lix ) =f(x)- inf | Nig(x)+ ) pihy(x)|
i=1

p
AeR™, uecR? AER™, peR=| T

La borne inférieure vaut souvent —co. Cependant, si x satisfait les contraintes, alors
gi(x) = 0 et hj(x) < 0, donc comme y; < 0, la borne inférieur vaut tout simplement 0.
Autrement dit, pour tout x € U et en notant comme précédemment D I'ensemble des
points vérifiant les contraintes, on a

sup  L(x, A, p) =

P +o0 si x¢&D
AeR™, ueR™

{f(x) si xeD

Ainsi, notre probléeme d’optimisation consiste a trouver

inf sup L(x, A p).
ey AeR™, ueR?

Les contraintes se trouvent incorporées dans le fait que la fonction a minimiser vaut
de toute fagon +oo des qu’elles ne sont pas vérifiées.

I1 e$t alors naturel de s’intéresser au probleme d’optimisation consistant a chercher

sup inf L(x, A, p).
AeR™, ueR? *€

Pour cela on définit une fonction

f5 (A p) = inf L(x, A, p)
xeU

qu’on va chercher a maximiser.

DEFINITION 3.4.2. Le probleme ci-dessus est appelé probleme dual du probléme d’ori-
gine. Réciproquement, le probleme d’origine est appelé probleme primal.

Nous n’avons a priori pas fait grand chose. En fait, ’espoir dans la définition du pro-
bléeme dual e$t que sa résolution puisse nous donner des informations sur le probleme
primal. Il s’avére — et c’e$t tout a fait remarquable — que c’est le cas! La manifestation
la plus simple de ce phénomeéne e$t la suivante :
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Proposition 3.4.3 (DUALITE DE LAGRANGE FAIBLE). Pour tous x, A et u satisfaisant les
contraintes, on a

f(x)= f(A p).

En particulier, si f admet un minimum local sous contraintes au point X, et si f* admet un
maximum local sous contraintes en (A, j), alors

f@= (A

De plus, s’il y a égalité alors les deux extrema sont globaux.

Démonstration. Comme x satisfait les contraintes, on a g;(x) = 0 pour tout 1 <i <m et
h;(x) < 0 pour tout 1 < j < p. Comme de plus p; <Oona

m p
fx) =LA+ ) Aigi(x)+ ) phi(x)
i=1 j=1

p

= LOu A )+ ) pihy(x)
j=1

> L(x, A, p)

> f(A p).

La seconde partie de ’énoncé suit immédiatement.

Quant a la troisiéme, s’il existait x” tel que f(x”) < f(X), alors on aurait

ffAD<SfR)
< f(®)
= (A7),

une contradiétion. m

La différence _
S=f(Au-f(x)

mesure en un sens la différence entre les deux problemes d’optimisation. La plus petite
valeur possible de S est appelé saut de dualité du probleme. La Proposition 3.4.3 affirme
que S >0.5i S >0, le probleme dual “perd” de I'information par rapport au probleme
primal. Par contre, si S = 0, cela signifie que résoudre le probléme dual suffit a résoudre
le probleme primal. On dit dans ce cas que la probléme satisfait la dualité de Lagrange
forte.

3.4.2 DUALITE LINEAIRE

Tout ceci e$t bien beau, mais pour étre utile il faut que le probleme dual soit plus
facile a résoudre que le probléme primal. Et c’est bien le cas! En effet, le probleme dual
est toujours un probleme de maximisation concave ou de fagcon équivalente — en chan-
geant tous les signes — de minimisation convexe, et il existe pour ce type de probleme
des méthodes tres efficaces (voir le Paragraphe 4.2.3). Ceci fera l'objet du prochain
chapitre, mais en attendant, nous allons regarder d’un peu plus pres le cas ou le pro-
bléeme d’origine est linéaire. Considérons donc une fontion linéaire f : x — (u,x)+b
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que l'on cherche a minimiser sous les contraintes Gx = c et Hx <d, ou G € M,,,,,(R) et
H € M,,,(R) et I'inégalité est comprise coordonnée par coordonnée. Le Lagrangien du
probléme est

L(x, A, p)=(u,x)+b—(A,Gx—c)—(u,Hx—4d)
=N co)y+(pudy+(u-— Gt/\—th,x) +b
Il faut maintenant minimiser cette quantité sur x. Or, si u — Gi) - th = 0, alors le
minimum vaut —oo. Ainsi, la fonction duale ne sera bien définie que si u = GIA+ th.

Dans ce cas, le terme en x vaut 0. On conclut que le probléme dual consiste a maximiser
la fonction f*: (A, u) — (A, )+ {(p,d) + b sous les contraintes

{

Autrement dit : le dual d’un probléme linéaire est encore un probleme linéaire! Mais
alors, il e$t légitime de s’interroger sur son rapport au probléme initial. Et la encore,
les problemes linéaires se comportent de facon remarquable!

G'A+H'u
0

VANl

Proposition 3.4.4 (BIDUALITE POUR LES PROBLEMES LINEAIRES). Le probléme dual du pro-
bleme dual d’un probléme linéaire est le probleme primal.

Démonstration. Nous allons nous ramener a un probléeme de minimisation en gardant
les contraintes mais en considérant la fonction —f*. Le nouveau Lagrangien s’écrit (avec
une barre pour le distinguer du premier et en notant « et § les multiplicateurs)

L wa,B)==(Aey=(ud)—b—(a,G' A+ H'p—uy— (B, p)
=(u,a)-b—(Ac+Ga)-(ud+p+Ha).

Pour que cette quantité ait une borne inférieure différente de —co, il faut tout d’abord
que c + Ga = 0. De plus, comme y < 0, il faut que d + p + Ha < 0 également, sinon le
produit scalaire ne sera pas borné inférieurement. Cette derniere inégalité peut s’écrire

a<d+p

On conclut donc que le probléme dual revient a maximiser f* : (a, ) — (u, a) — b sous
les contraintes

Ga = —c
Ha > -d-p
B < 0
Les deux derniere inégalités donnent Ha > —d. Réciproquement, si a réalise le mini-

mum de a — (u, a) — b sous les contraintes Ga = —c et Ha < —d, alors en prenant f =0
on a une solution du sy$téme. Pour comparer ce probleme au probléme primal, nous
allons une fois de plus prendre 'opposé de la fonétion f* afin d’avoir un probléme
de minimisation. Il s’agit donc de minimiser a — —(u,a) + b, et en posant x = —a on
trouve donc que —f*(a) = f(x) et que les contraintes sont

Gx
Hx

Ainsi, nous avons retrouvé le probleme primal, comme annoncé. ]

c
d

A

Pour conclure, nous allons utiliser la caratérisation des solutions d’un probléme
linéaire donnée dans le Théoreme 3.3.1 pour améliorer la Proposition 3.4.3.
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THEOREME 3.4.5 (DUALITE DE LAGRANGE FORTE POUR LES PROBLEMES LINEAIRES) Le
saut de dualité d’un probleme linéaire est nul. Autrement dit, si le probléeme pri-
mal a une solution, alors il existe X, A, i tels que

f@ =1

De plus, on peut prendre pour X,;Tles multiplicateurs associés a x.

Démonstration. Soit X € D un point auquel f admet un minimum (nécessairement glo-
bal). Alors, on sait par le Théoréeme 3.3.1 qu’il exiSte A et ji tels que

u=GA+H'I
et (4, Hx) = (ji,d) par complémentarité. On calcule alors

f®=(GA+H'EZ)+b
= (X, GX) + (i, HX) + b
= (A )+ (L HX) +b
=(Lo)+(md)+b
= (LM +b,

ou pour passer de la deuxieme a la troisieme ligne on a utilisé le fait que X vérifie les
contraintes d’égalité. On conclut alors par la derniére partie de la Proposition 3.4.3. =

Dans le cadre d’'une modélisation économique, le probleme dual peut parfois étre
identifié au probleme du concurrent. L'exercice suivant fournit un exemple simple d’une
telle situation.

ExERCICE 3.4.1 (RouLEZ JEUNESSE!). Un fabricant d’automobiles produit deux modeles
de véhicules, un gros et un petit. La tension du marché lui assure de vendre tout ce
qu’il produit, tant que les prix restent raisonnables, a savoir 16000 € pour les grosses
voitures et 10000 € pour les petites. La fabrication est limitée par deux matiéres pre-
mieres : I’acier dont il possede 600 unités et le caoutchouc dont il possede 400 unité.
I1 faut une unité de caoutchouc et une d’acier pour produire une petite voiture tandis
qu’il faut une unité de caoutchouc mais deux d’acier pour produire une grosse voiture.

1. Le fabricant veut maximiser son profit, formuler ce probleme comme un pro-
bléme d’optimisation linéaire en notant x et y le nombre de grosses et de petites
voitures produites respeftivement, puis le résoudre (on pourra ignorer dans un
premier temps les contraintes x > 0 et y > 0). Attention : il s’agit d’un probléme de
maximisation, les multiplicateurs doivent donc étre positifs.

2. Comment la solution est-elle modifiée si l'on dispose initialement de 700 unités
d’acier?

3. Méme question avec 900 unités d’acier.

4. (a) Un concurrent en manque de matieres premieres propose au fabricant de lui
racheter ses §tocks. Ce dernier peut accepter a condition que le prix d’achat
lui permette de gagner au moins autant que s’il vendait ses voitures. En
notant u et v les prix d’achats du caoutchouc et de l'acier respetivement,
formuler ce probléme du point de vue du concurrent comme un probleme
d’optimisation linéaire.
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(b) Montrer que le dual de ce probleme est équivalent au probleme de ’énoncé.

(c) En utilisant la dualité de Lagrange, en déduire la solution du probleme du
concurrent.

3.4.3 UN INTERMEDE LUDIQUE

La dualité de Lagrange forte pour les problémes linéaires a plusieurs applications
intéressantes. Nous allons en donner une remarquable, qui est un des résultats fonda-
mentaux de la théorie des jeux. Pour cela, il nous faut d’abord introduire un peu de
contexte.

Jeux a deux joueurs

Nous considérons ici le cas d’un jeu a deux joueurs, que nous nommerons pour
plus de commodité Alice (abrégé en A) et Bob (abrégé en B). Le jeu sera dit fini, dans
la mesure ou chaque joueur n’a qu'un nombre fini d’adtions (qu’on appelle $tratégies)
possibles. C’est le cas par exemple des jeux de société, dont I'un des exemples les plus
simples est le jeu de Pierre-Feuille-Ciseaux. Si on note n le nombre d’actions possibles
de A et m le nombre d’ations possibles de B, alors le résultat du jeu peut étre donné
par une matrice de taille n x m. En effet, si on note M cette matrice, alors MI-]- sera le
gain de A si A joue la $§tratégie i et B joue la Stratégie j. Et qu’en est-il du gain de B? La
encore nous allons faire une hypothese simplificatrice : le jeu sera a somme nulle. Cela
signifie que le gain de B e$t toujours exaltement l'opposé du gain de A. La matrice des
gains de B e$t donc —M.

Tout ceci étant posé, le probléeme fondamental de la théorie des jeux consiste a
savoir si I’'un au moins des deux joueurs peut posséder une $tratégie qu'on pourrait
qualifier d’optimale dans un certain sens. Par exemple, dans le cas de Pierre-Feuille-
Ciseaux, si A choisit de jouer Pierre a chaque coup, alors B n’a qu’a décider de jouer
Feuille pour étre sir de gagner. Dans ce cas, A va étre forcé de changer de $tratégie
et de jouer Ciseaux, mais B réagira a son tour en décidant de jouer Pierre ... Bref, les
choses vont tourner en rond et chaque joueur perdra et gagnera alternativement. Une
fagon d’éviter ce comportement cyclique est d’introduire un peu d’aléa dans la partie :
chaque joueur peut choisir “au hasard” quel signe il utilisera, par exemple en lancant
un dé. En particulier, si les deux joueurs choisissent leur symbole uniformément, le
gain moyen de A sera de 0, et de méme pour B.

Pour formaliser un peu tout ¢a, nous allons fixer une fois pour toute les §tratégies
possibles. Il y en aura n pour A et m pour B. Un choix aléatoire de Stratégie pour A est
alors donné par des nombres xy,---,x, > 0 tels que

n
X; = 1.
i=1

De méme, une Stratégie aléatoire pour B est donnée par des nombres yy,---,p,, > 0 tels

que
m
j=1

Qui dit aléatoire dit moyenne (ou plutot espérance), et c’e$t donc ces quantités qu’il faut
considérer pour choisir une bonne Stratégie. Imaginons maintenant que deux tels $tra-
tégies aléatoires x = (xy,--+,x,) et vy = (y1,---,v,) soient choisies. Alors, le gain moyen
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de A sera donné par
n

inijij = (x, My).
i=1 j=1

Le théoréme de von Neumann

Nous arrivons maintenant au concept central de la théorie des jeux : une bonne
Stratégie pour A sera une Stratégie qui maximise son plancher de gain moyen. Qu’est-ce
a dire? Si A joue la §tratégie x, son plus petit gain sera en moyenne

G(x) = myin(x,My},

ou le minimum porte sur toutes les §tratégies aléatoires de B. Remarquons que l’en-
semble des Stratégies de B forme une partie compacte de R”, et que la fonction y —
(x,My) e$t continue, donc que le minimum ci-dessus exiSte bien. Ainsi, la meilleur
Stratégie pour A sera (si elle existe) la §tratégie X qui vérifie

G(X) = maxmin(x, Mp).
x v

On parle parfois — pour des raisons évidentes — de $tratégie maximin.

Et B dans tout ¢a? Va-t-il chercher la méme chose? Oui, sauf qu’il faut se rappeler
que le gain de B e$t 'opposé du gain de A puisque le jeu e$t a somme nulle. Ainsi, son
plus petit gain quant il joue la §tratégie y est

G(y) = min—(x, My) = —max(x, My).
X X
Par conséquent, la meilleurs §tratégie pour B sera (si elle existe) la Stratégie v qui vérifie

G(y) = minmax(x, Mp).
v X

On l'appelle — oh surprise! — la $tratégie minimax.

Le résultat que nous allons maintenant aborder, est que les Stratégies minimax et
maximin exi$tent, et qu’en plus elles donnent les mémes espérances de gains au deux
joueurs! L'idée de la démonstration est de se ramener a deux probléemes d’optimisation
linéaires en dualité. Pour ce faire, nous allons utiliser un petit résultat élémentaire que
nous donnons maintenant.

Lemme 3.4.6. Soit x e R" et M € M,,(R). Alors, si B désigne 'ensemble des vecteurs y € R}
telsque ) y;=1,0na
min(x, My) = min (M'x);

veB 1<i<n

Démonstration. Tout d’abord, en prenant y = e; — le i-éme velteur de la base canonique
—on a pour tout 1 <i<n.

(x,Me;) = (M'x,e;)
= (MtX)Z'.

Ceci montre que le membre de droite dans 1’égalité de ’énoncé est supérieur au membre
de gauche, et il reste a montrer 1’inégalité inverse. Pour ce faire, écrivons

Y= i})iei'
i=1

- 118 -



3.4. DuaLITE

de sorte que

(x, My) =(M'x, )
n
=) (M'x,ye)
i=1
= Z%’(Mtxr ei>
i=1

= il’i(Mtx)i
io1

Comme p; > 0 pour tout 1 <i < n, on peut alors minorer la somme :

n n

Z%’(Mtx)i > ) p; min (M'x);

- n 1<i<n
=1 =1

n
_ ; fo. )
= (min o))
1=

= min (M'x);
1<i<n

Nous avons ainsi obtenu l'inégalité inverse, ce qui conclut la preuve. [

Nous pouvons maintenant démontrer ce qu'on appelle le THEOREME DU MINIMAX,
originellement démontré par voN NEUMANN ' et MORGENSTERN *© :

THEOREME 3.4.7 Etant donné un jeu a deux joueurs a somme nulle, on a

max min(x, My) = min max(x, My)
X v v X

En particulier, les §tratégies maximin et minimax existent et donnent le méme gain
moyen.

Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes, que nous allons distin-
guer.

» Equivalence avec un probléme d’optimisation linéaire

Considérons le probléeme suivant : on cherche a minimiser la fonc¢tion f : R* — R
définie par
n
X = ZX,’
i=1

19. John voN NEuMAaNN (1903 — 1957) : mathématicien et physicien américain d’origine hongroise qui
a été l'un des plus brillants du XX° siécle. Il a contribué de fagon fondamentale a de nombreux domaines
des mathématiques et notamment I’analyse fontionnelle, la logique et la théorie des jeux. Il a également
été 'un des acteurs du développement de la mécanique quantique et I'un des développeurs de la bombe
atomique. Il fut aussi l'un des pionniers de I'informatique.

20. Oskar MORGENSTERN (1902 — 1977) : mathématicien et économiste allemand puis américain. Outre
ses travaux appliquant la théorie des jeux a I’économie, il s’e$t aussi intéressé aux problémes des mesures
en StatiStiques économiques, ainsi qu’a la Stabilité des marchés financiers.
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sous les contraintes

Mix > 1
X > 07

ou 1 € R" désigne le veteur dont tous les coefficients sont égaux a 1. Une premiére
conStatation essentielle eSt que f tend vers +co a 'infini, et que par conséquent elle
admet un minimum sous les contraintes précédentes par le résultat de le Théoreme
2.1.14.

Quel rapport avec ce qui nous intéresse ? Regardons-y de plus prés en considérant
un réel
0 <t < maxmin(x, My).
X y

Alors, il existe par définition x € RY vérifiant f(x) =1 et

min(x, My) > t.
y

D’aprés le Lemme 3.4.6, cette inégalité peut s’écrire
M'x > t1,
ce qui en posant x” = x/t nous donne x’ € R vérifiant
f(x)=1/t & M'x'>1.
Ainsi, par définition, on a en notant D ’ensemble des points vérifiant les contraintes
1 .
n > min f.

Chacun des arguments précédents e$t réversible, ce qui permet de déduire qu’on a bien

1
— = maxmin(x, My).
mDmf x v

» Probléeme dual

Nous avons ramené le calcul du maximin a un probleme d’optimisation linéaire,
et nous allons maintenant faire de méme avec le minimax. Cela n’est pas tres difficile
en s’inspirant des calculs précédents. Considérons donc la fon&tion g: R™ — R définie

par
m
=)
i=1
et intéressons-nous cette fois au probleme de maximisation de g sous les contraintes

L
Vi

Le méme calcul que précédemment montre alors, en notant D’ I'ensemble des points
vérifiant les contraintes, ’existence d’'un maximum et ’égalité

1
0

VA

1
= min max{x, My).
max g v X

D/
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» Conclusion

Nous allons maintenant montrer que les deux problémes d’optimisation linéaire
que nous avons conStruits sont duaux 'un de l'autre. Considérons donc le premier
probléeme et intéressons-nous a son Lagrangien. Comme il y a deux contraintes d’in-
égalités, nous noterons y € R™ et y’ € R” respectivement les multiplicateurs associés a
chacune d’elle. En remarquant que f(x) = (1,x), on voit que

L(x, ') = f(x)= (1= M'x) = (4, —x)
=(1,xy—(p, 1 -M'x) - (', —x)
=L+ Myt ', x) =, 1).
Pour que cette quantité ait une borne inférieure finie par rapport a x, il faut et il suffit

que 1+Mpu+p’ = 0. Ainsi, le probléme dual revient a maximiser la fon&tion y +— —(p, 1)
sous les contraintes

1+Mu+p = 0
1z < 0.
¥ < 0

La premiere et la derniere contrainte peuvent étre regroupées pour donner 1+Mpu > 0,
c’e§t-a-dire —-Myu < 1. Pour conclure, il suffit alors de poser y = —u. En effet, on doit
alors maximiser la fonction y — (y,1) sous les contraintes

qui est exactement le second probleme d’optimisation linéaire que nous avons étudié.

D’apres le Théoréeme 3.4.5, il exi$te donc X et y tels que
§(y) = maxg =min f = f(x),

et le résultat suit. ]

Une question d’équilibre

On peut-étre sceptique quant au fait que les stratégies données par le Théoréme
3.4.7 soient vraiment les plus intéressantes. Pour étayer cette affirmation, nous allons
maintenant en donner une autre propriété intéressante, qui découle de la démonstra-
tion que nous avons faites.

Corollaire 3.4.8. Il existe des stratégies X et y pour A et B respectivement telle que pour
tout x,vy
(x, M) < (X, Mp) < (X, My).

Démonstration. Considérons la fon&ion ¢ : x — min;¢;c,(M'x);. Elle e§t continue,
donc admet un maximum qui est atteint en un point X. De plus, nous avons montré
dans le Lemme 3.4.6 que

P(x) = myin@ My).

De méme, la fon&tion ¥ : y > max; ¢;j<,(My); et continue et admet donc un minimum
qui e$t atteint en un point y. Le Théoreme 3.4.7 peut alors s’écrire

(%) = P(©).
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Ainsi, pour tout y on a
(T My) > min(%, My)
v

= ()
=9(©)
= mgx(x,M@}

> (%, M7),

ce qui donne le membre de droite de I'inégalité. Le membre de gauche s’obtient par un
calcul similaire. ]

Ce résultat admet une interprétation en termes de jeu. Supposons que A et B aient
adopté respetivement les §tratégies X et 7. A un moment donné, A envisage de changer
de Stratégie, en espérant peut-étre mieux contrer la $tratégie de B. Mais le Corollaire
3.4.8 lui indique que son gain moyen sera alors inférieur. Autrement dit, tant que B
ne change rien, A n’a aucun intérét a changer. Le méme raisonnement fonc¢tionne dans
l'autre sens, si bien qu’on a une situation qui e$t en un sens équilibrée. C’e$t cette ob-
servation qui a mené NasH>' a développer une notion d’équilibre aujourd’hui centrale
en théorie des jeux :

DEFINITION 3.4.9. Dans un jeu avec un nombre arbitraire de joueurs, un équilibre de
Nash e$t un choix de $tratégie pour chaque joueur tel que si un seul joueur change de
stratégie, alors son gain moyen diminue.

L’avantage de cette notion est qu’elle a un sens pour n’'importe que nombre de
joueurs, tandis que 'approche du minimax ne fonétionne qu’avec deux joueurs : on
prend déja le minimum sur y et le maximum sur x, que ferait-on sur z? Elle permet
également de se passer de ’hypothése de somme nulle du jeu, méme si cela n’e$t pas
vraiment un probléme : tout jeu est équivalent a un jeu a somme nulle avec un joueur
de plus (la banque). L'un des résultats les plus célebres de NasH est 'existence d’un
équilibre dans une trés grande généralité. Ce résultat nous menerait malheureusement
trop loin de notre sujet, mais on pourra en savoir plus en consultant par exemple [14].

21. John Forber Nasu (1928 — 2015) : mathématicien américain qui a obtenu des résultats importants
en géométrie différentielle, en analyse des équations aux dérivées partielles et en théorie des jeux. Ses
travaux remarquables lui ont valu a la fois le Prix DE LA BANQUE DE SUEDE EN SCIENCES ECONOMIQUES EN
MEMOIRE D’ALFRED NOBEL et le Prix ABEL.

- 122 -



CHAPITRE 4

CONVEXITE

Les Barbares s’avangaient lentement, pour ne point s’essouffler, en battant la terre avec leurs pieds;
le centre de 'armée punique formait une courbe convexe

G. FLAUBERT, Salammbd

La notion de convexité est déja occasionnellement apparue plusieurs fois dans ce
texte, par exemple dans le cas de 'optimisation linéaire au Paragraphe 3.3 du Chapitre
3. Il et donc temps de nous pencher plus sérieusement dessus afin de voir ce qu’elle
apporte. Dans ce chapitre, nous allons introduire une notion de convexité pour les
fonctions de plusieurs variables, qui généralise celle connue dans le cas d’une variable.
Comme nous allons le voir, la convexité est intéressante pour plusieurs raisons :

* FElle permet d’améliorer sensiblement les résultats d’optimisation du Chapitre 2.
* FElle permet d’utiliser des méthodes d’approximation plus efficaces.

* Beaucoup de problémes concrets portent, en fait, sur des fonétions convexes.

Sur le troisiéme point, on peut par exemple mentionner les problemes dits de moindre
carrés, et plus généralement d’optimisation quadratique, dont nous parlerons au Para-
graphe 4.3.

Avant de nous lancer, indiquons que la convexité est une propriété extrémement
riche, méme en 1’absence de régularité. Par cela, nous voulons dire que beaucoup de
résultats d’optimisation sont valables pour des fontions convexes qui ne sont pas dif-
férentiables, ce qui e$t parfois utile en pratique dans des situations ou il ne serait pas
naturel de supposer certaines données lisses. Toutefois, quand les fonctions considé-
rées sont de classe C!, alors le travail que nous avons déja accompli permet relative-
ment facilement d’obtenir des théoremes puissants pour l'optimisation des fonc¢tions
convexes.

4.1 LA DESCENTE

Plonger au fond du gouffre, Enfer ou Ciel, qu’importe ?
Au fond de U'inconnu pour trouver du nouveau

C. Baudelaire, Voyage in Les fleurs du mal.
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Nous avons vu a la fin du Chapitre 2 une méthode numérique pour chercher les
extrema d’une fonction : la MétHODE DE NEwTON. Elle présentait cependant plusieurs
inconvénients. L'un d’entre eux est qu’elle nécessite d’abord de calculer le gradient V f
de f, puis sa différentielle — c’est-a-dire la Hessienne Hy de f — puisque c’est en fait a
cette fon&tion que la méthode s’applique. On peut donc se demander s’il n’existerait
pas une procédure plus direte qui puisse s’appliquer diretement a f.

Une famille de méthodes de ce type est donnée par les méthodes dites de descente
de gradient. L'idée e$t la suivante : on part d’un point x, et on se déplace en suivant la
pente donnée par le gradient, ce qui donne un point

X1 = xg — toV [ (xp)-
On définit ainsi une suite par une formule de récurrence de la forme

Xes1 = Xk — GV f (xg), (4.1)
ou t; > 0 e$t appelé le pas de la méthode a I’étape k.

Pour comprendre l'intérét de cette méthode, regardons ce qui se passe pour une
fonction d’une variable. On considere donc une fonction f : I — R possédant un mini-
mum local §tri¢t en un point X € I. Le développement limité de f au point X s’écrit

(“‘)2

fx)=f(x)+ f/ @) +o((x~%)?),

donc si f”(X) > 0, sur un petit intervalle [x — 6;X + 0] sur lequel on peut négliger le
dernier terme, la fontion ressemble au dessin suivant (sur lequel on a représenté a
titre d’exemple les points de coordonnées (xy, f (xx)) pour un pas t;, = 0.5 avec x; = 4 et
f(x) = (x=2)?). On voit donc que si x € [X— ;X + ], alors on a deux possibilités :

10
f(x)

* Six>X, f/(x)>0doncx—tf'(x)<x;

* Six<X, f/(x)<0doncx—tf'(x)>x
Ainsi, —f’(x) nous indique toujours la “bonne diretion”, celle qui nous rapproche de
X. Plus précisément encore, elle indique la diretion dans la quelle f décroit, donc celle

qui méne au minimum.
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Il en e$t de méme dans le cas de plusieurs variables. En effet, en utilisant le déve-
loppement limité au premier ordre (Proposition 2.3.9) on voit que pour tout velteur
v eR",

flx—tv) = f(x) = (Vf(x),—tv) +o([lx - x]|)
=~V f(x),v) +o(llx - xI]).

Si on oublie le second terme o(||x —X]|), alors pour que l’écart entre f(x —tv) et f(x)
soit le plus négatif possible, il faut que le produit scalaire (Vf(x),v) soit le plus grand
possible, et I'INEGaLITE DE CaUCHY-ScHWARZ nous dit que ceci se produit exactement
quand v est positivement colinéaire a Vf(x). Ainsi, le gradient de f indique ce qu’on
appelle la direction de plus grande pente.

La suite donnée par la relation (4.1) converge-t-elle vers x? En général non, mais
comme le suggere la figure ci-dessus, il y a une chance que cela fonctionne si la fon&tion
a une allure suffisamment sympathique. C’est ici que la notion de convexité s’avéere
utile. En effet, une fon¢tion convexe d’une variable et une fonction qui ressemble a
celle de la figure. Pour une telle fontion, on devine que la méthode fonc¢tionne, pour
peu qu’on choisisse habilement le nombre f; a chaque étape. Ceci suggere donc de
développer une notion de convexité pour les fonctions de plusieurs variables, ce que
nous allons faire de ce pas.

4.2 LA THEORIE

Vuelve la noche concava que descifré Anaxdgoras
Vuelve a mi carne humana la eternidad constante
Y el recuerdo sel proyecto? de un poema incesante :
“Lo supieron los arduos alumnos de Pitigoras* ...”

G.-L. BoraGes, La noche ciclica

4.2.1 DEFINITION

Nous allons maintenant développer une notion de fonction convexe a plusieurs
variables. Suivant I'intuition donné par le cas scalaire, pour une fon&ion f : U — R on
voudrait demander que soit satisfaite la condition suivante :

flx+t(y—x) < f(x)+t(f(y) = f(x)).

Il y a néanmoins un probleme : le point x + f(y — x) n’a aucune raison d’appartenir a U,
et le membre de gauche peut donc tres bien ne pas avoir de sens. Pour y remédier, il
nous faut ainsi d’abord une notion de partie convexe de R".

DEFINITION 4.2.1. Une partie U C R” est dite convexe si pour tous x,y € U et t €[0;1],

x+tly—-x)eU.

Autrement dit, si U contient deux points, alors elle contient tout le segment déli-
mité par ces deux points. Quelques dessins permettent de saisir cette notion somme
toute assez intuitive. Saurez-vous dire lequel de ces deux polygones est convexe et le-
quel ne l'e$t pas?

1. Revient la nuit concave que déchiffra Anaxagore
Revient dans ma chair humaine I’éternité constante
Et le souvenir — le projet? — incessant d’un poeéme :
“Les éleves assidus de Pythagore le savaient ...”
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EXERCICE 4.2.1 (ToPOLOGIE ET CONVEXITE). Soit C une partie convexe de R".

1. Montrer que I'adhérence de C e$t convexe.
2. L'intérieur de C eSt-il convexe?

3. Montrer que l'intersection de deux parties convexes e$t encore convexe.

Un exemple fondamental de partie convexe de R” est donné par les boules.

Proposition 4.2.2. Les boules ouvertes et fermées sont convexes.

Démonstration. C’est un résultat que nous avons déja établi sans le dire au cours de
certaines démonstrations. Soit x e R" et r > 0. Si y,y’ € B(x,r) et t € [0;1], alors

ly+t@ —p)=xl=11-t)(y —x) + t(y' - x)l
<=ty —xll+tly"—xll
<(1-t)r+tr

r

donc y + t(y" —y) € B(x,r). Si 9,9’ € Bf(x,r), le méme calcul eét valable excepté qu’a
I’avant-derniere ligne on a une inégalité large, ce qui montre précisément que

v+t —) € Bs(x, 7).
|
Avant de passer aux fontions, mentionnons un résultat pratique que nous avons,
en fait, déja utilisé de fagon discrete : il s’agit de la généralisation de I'INEGALITE DEs
ACCROISSEMENTS FINIS. Rappelons d’abord le résultat pour les fonc¢tions d’une variable.
Si f: I — R e$t dérivable et si sa dérivée e$t majorée par une constante M, alors pour

touta,bel,
lf ()= f(a)l < M|b~al.

Proposition 4.2.3 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS). Soit U un ouvert convexe de
R" et f : U — R une fonétion de classe C' telle qu’il existe M > 0 vérifiant

IVf ()l < M

pour tout x € U. Alors, pour tous x,y € U,

1/ (x) = f @)l < Mllx - pll|
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Démonstration. 11 suffit de considérer la fonction g:[0;1] — R définie par

g(t)=f(x+1t(y-x)),

qui a un sens précisément parce que U e$t convexe. La dérivation des fontions com-
posées (Proposition 2.3.12) donne

g'(t)=(Vf (x+ty -x)),y-x)

dont on déduit

€O = (Vf (x+ty—x)),p-x)|
<||Vf x+ ty —x)||Ily - xlI
< Mlly - x].

Il ne reste plus qu’a appliquer I'INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (pour les fonctions
d’une variable) a ¢ pour obtenir

f(v) - F ()] =1g(1) - g(0)
<My - x| x[1 -0
= Mllx-yll

Nous pouvons maintenant définir la convexité pour les fontions de plusieurs va-
riables.

DEFINITION 4.2.4. Soit U une partie convexe de R”. Une fonction f : U — R e$t dite
convexe si pour tous x,y € U et t €[0;1],

flx+ty—x) <f(x)+t(f(p)-f(x).

Sil’inégalité précédente e$t Stricte des que x = y et t €]0; 1[, alors f sera dite Strictement
convexe.

Remarque 4.2.5. L'épigraphe d’une fonction f : U — R e$t ’ensemble
E(f) ={(Ax) eRxU[A> f(x)}.

On voit aisément que f e$t convexe si et seulement si son épigraphe et une partie
convexe de RxR" ~ R"*!. En effet, si f et convexe et (A, x), (,v) € E(f), alors pour tout
te[0;1],
A+t(p—A)=(1-t)A +tpu
>(1-t)f(x)+1f(y)
= f()+t(f(p)=f(x))
2 f(X + t(y —X)),

donc (A +t(u—A),x+t(y — x)) € E(f). Réciproquement, si E(f) eSt convexe et x,y € U,
alors pour tout t € [0;1] on a (f(x)+t(f(y) — f(x)),x+ t(y —x)) € E(f), donc

fE)+t(f(y) - f(x)) > x+ 1ty —x)

et f est convexe.
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Avant d’aller plus loin, faisons une petite pause pour nous poser une question oi-
seuse. La Définition 4.2.4 n’utilise que deux points, mais on pourrait vouloir faire des
combinaisons de trois points ou plus. Qu’en est-il alors? En fait, cela ne change pas la
notion considérée, comme I’a fameusement montré Jensen 2

Proposition 4.2.6 (INEGALITE DE JENSEN). Soit f : U — R une fonction convexe. Alors,
pour tous points xq,---,x, € U et tous 0 < ty,---,t, <1 tels que

n
E:q:L
i=1

on a

f itixi <itif(xi)-
in1 io1

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence, en notant H, l'in-
égalité pour n points. Comme H; e$t triviale, nous allons commencer par montrer H,,
qui n’est pas exaltement la définition de la convexité que nous avons donnée dans la
Définition 4.2.4. Pour cela, remarquons que comme t; + ¢, = 1, 0on a t; = 1 —t,. Par
conséquent,

X + Xy =x1 + tz(Xz - Xl)

et donc par définition de la convexité

f(tixy +12x) < f(xq) + £2(f (x2) = f(x1))
(1=t2)f (x1) +t2f (x2)
=t1f(x1) + 2 f (x2).

Supposons maintenant H, vraie pour un n > 2, et considérons n + 1 points. L'idée
est de regrouper partiellement 3 les points pour n’en avoir plus que deux et pouvoir
appliquer H,. Ceci se fait comme suit : on pose t; = t,, et

n

H=) ti=1-1

i=1

En posant x;, = x,, et

on a

n+1

FIY tixi|= £ (2] + £5x))
i=1

<t f () + 6 (x2)
=11 £ (x1) + tusr f (Xng1)-
Si l'on pose maintenant, pour 1 <i<n,s; =t;/t;,ona

n

Zsi =1.

i=1

2. Johan JENsEN (1859-1925) : ingénieur danois qui a réalisé tous ses travaux mathématiques sur son
temps libre parallélement a son travail a la compagnie danoise des télécommunications.
3. Les personnes amatrices de géométrie affine y reconnaitront la notion de barycentre partiel.
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On peut donc appliquer H,, pour conclure que

n

HE) = HF|) six

i=1

n
< Ztisif(xi)
i1

= itif (x;)-
io1

J. JENSEN

Le terme “convexe” va rarement sans son alter ego “concave”. Une petite précaution
s'impose néanmoins : il n’existe pas de notion de partie concave d’un espace veltoriel.
Quant aux fonctions, il s’agit d’un simple changement de signe :

DEFINITION 4.2.7. Soit U C R” une partie convexe. Une fon&tion f : U — R est dite
($triétement) concave si la fon&tion —f est (strictement) convexe.

I1 est clair que tout énoncé sur les fonctions convexes se traduit sans peine en un
énoncé sur les fonctions concaves. Nous ne mentionnerons donc pas ces derniers afin
de ne pas alourdir le texte.

4.2.2 PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES

Les fon&tions convexes sont importantes parce qu’elle jouissent de propriétés re-
marquables. Par conséquent, il est important d’étre capable de reconnaitre rapide-
ment une telle fon&ion. Pour cela, quelques propriétés de permanence peuvent s’avé-
rer utiles.

Proposition 4.2.8. Soit U C R" une partie convexe.

1. Si f,g: U — R sont convexes, alors f + g est convexe.

2. Si f: U — Re$t convexe et A >0, alors Af est convexe.
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3. Si f: U — R est convexe et g : f(U) — R est convexe et croissante, alors g o f est
convexe.

4. Si f: U — R est convexe et g : R" — R” eét affine, alors f o g est convexe.

Démonstration. 1l suffit a chaque fois de vérifier dire¢tement la définition. Soient donc
x,yeR"ett€[0;1].

1. On a
[f +gl(x+t(y—x)) = f(xHy x))+g(X+t(y—x))
< f(x)+H(f(x f(y))+g(x)+t(g(zf)—g(x))
=[f +gl(x)+£( [f+g] = [f +gl(x)).
2. Ona

[Af](x+t(y —x)) SA(f (%) + £(f () - f( X))
= [Af1(x) + £ ([Af1() = [Af ](x))

3. Ona f(x+t(y—x)) < f(x)+t(f(y) — f(x)) par convexité de f, donc par croissance
de g

x) (f( ) - f(x)))
x))+t(g(f (y))—g(f (x)))
fl(x )+t [gofly)—[gofl(x)

[go fl(x+t(y—x)) <g(f(
< g(f(
= [go

4. On peut écrire g(x) = Ax + b pour une matrice A € M,,(R) et b € R". On a alors

[f ogl(x+t(y—x))=f(Alx+t(y—x))+D)
= f(Ax+b+t(Ax—Ay))
= f(Ax+b+t((Ay+b)— (Ax+D))
= f(g(x) +1(g(y) - g(x)))
< f(g(x) +1(f(g() - f(g(x)))
=[fogl(x)+t([f ogl¥)—[f o gl(x)).

Remarque 4.2.9. L’hypothese sur la croissance de g dans le troisieme point de 1’énoncé
ci-dessus et indispensable. En effet, considérons les fon&ions f : x > x? et g: x > e,
Elles sont toutes deux convexes, mais leur composée
—x2
gofixme
n’est pas convexe. On peut le voir en observant que sa dérivée seconde e$t égale a
2. . e VIR
2(1 - x%)e™" qui prend des valeurs §triGtement négative (nous généraliserons au cas

de plusieurs variables cette caractérisation de la convexité un peu plus loin dans la
Proposition 4.2.25). Bien entendu, la fonc¢tion g n’est pas croissante.
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Nous avons vu que pour faire de l'optimisation, il faut en général des propriétés
de régularité sur les fonctions considérées telles que la continuité ou le caractére C1.
Comme nous l’avons déja mentionné, certaines de ces propriétés sont “presque” auto-
matiques pour les fonctions convexes. Méme si nous n’en aurons pas besoin ultérieure-
ment, nous allons donner un exemple concernant la continuité. Afin de simplifier un
peu le texte, nous dirons dans la suite qu’un point x € R" e§t combinaison convexes de
points ay,---,a,, s’il existe 0 < ty,---,t,, <1 tels que

m m
Zti:l & x:Ztiai.

i:l 1:1

Proposition 4.2.10. Soit U C R" une partie convexe et f : U — R une fonction convexe. Si
x e$t a Uintérieur de U, alors f est continue en x.

Démonstration. La preuve recele quelques subtilités et nous allons donc procéder par
étapes. Pour commencer, fixons un point x a l'intérieur de U.

» Restriction a un hypercube

Comme x e$t intérieur a U, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U. L'idée e§t mainentnat
de montrer que f e$t bornée sur la boule B(x, 7). Néanmoins, pour une fonc¢tion convexe
il e§t plus aisé de travailler avec des polytopes qu’avec des boules. Or, il y en a un assez
simple qui fera I’affaire : un hypercube. Plus précisément, en notant x = (xy,---, x,), nous
allons nous intéresser a I'ensemble

= [ 35

La premiere étape e$t de montrer que C C U. Pour cela, prenons y € C et observons
que toutes les coordonnées de y — x sont inférieures en valeur absolue a r/V2n. Par

conséquent,
noo2 2
2 2 r r 2
— x|l < — <K< =<,
”}) I \,1211\ 2
1=

Quel e$t 'intérét de cet ensemble C? C’est qu’il e$t convexe mais n’a qu’un nombre
fini de sommets. Plus concretement, les sommets de C sont les points dont toutes les
coordonnées sont de la forme x; +r/V2n et il y en a donc 2". On notera désormais
S ={ay,---,a,n} cet ensemble fini.

» Hypercube et points extrémaux

L’étape suivante est de montrer que f est bornée sur I’hypercube C. Pour cela, il
nous faut établir un fait important sur ce dernier : tout point de C e$t une combinai-
son convexe de ses sommets. Ceci peut aisément se démontrer par récurrence sur la
dimension n. En effet, pour n = 1, C et un segment et tout point d’'un segment est
combinaison convexe de ses extrémités. Si le résultat est vrai pour un certain n > 1,
considérons un point y de C. Il existe t € [0;1] tel que

_t(x _L)m_t)(x +L)
V1= 1 Van 1 \/ﬂ
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Les deux points ™ et y~ obtenus en remplacant la premiére coordonnée de y par x; +
r/N2n vérifient donc y = ty~ + (1 —t)y™. De plus,

n+1

y'= @2 9 €C = ]_[[x o \/_

donc par I'hypothese de récurrence, il existe des réels 0 < s,---sp-1 < 1 dont la somme

fait 1 et tels que
2n—1

y'=) sibj,
j=1

ou (bj)<j<on-1 désigne I'ensemble des sommets de C’. Pour conclure, il suffit d’observer,
en notant b]-+ (respectivement b]._) le vecteur de R" obtenu a partir de b; en ajoutant

comme premiere coordonnée x; —r/V2n (respeftivement x; + r/V2n), que

y=ty +(1-t)y"
2n1 an

+
= tZ 5jb7 + ( s;b?
i=1

ou t; = ts; si la premiere coordonnée de a; et x; —r/V2n et t; = (1 —t)s; sinon. Il reste a
verifier que

on= 1 2n—1
Zt —tZ] —t)Zs]-
i=1
:t+(1—t) ]
= 1.

» La fonction f est localement bornée

Pour borner f, nous allons poser M = maxg f. Alors,siy € C, il existe 0 <t <--- <

ton <1 tels que
y= Ztiﬂi
i=1
et donc, en utilisant 'INEGALITE DE JENSEN de la Proposition 4.2.6,
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Ainsi, f(y) < M pour tout y € C. Si on pose r’ = r/V2n, alors B(x,r’) C C donc f e$t
bornée sur B(x,t’), ce que nous voulions prouver.

» La fonction f est continue

Considérons maintenant un point y € B(x,r’/2) et recourons a une astuce : il s’agit
de con$truire un élément de B(x,r’) dont la bornitude nous permettra de majorer f(x)—
f (). La solution la plus simple pour cela e$t de poser

/

Z=yP+—
T

(¥ = x).

Géométriquement, z e$t obtenu en partant de y et en se déplacant dans la direction
opposée a x, mais pas trop de fagon a rester dans la boule B(x,r’). Voici une illustration
en deux dimensions :

xXr
....... .
Yoo e
Zo e
-
K
T 4T
2[jz -y
En effet, on a bien
r/
lz—xll < lly = x|l + 57— Iy — x|l
2|ly —xl|
r/ r/
<—+—=
2 2
]
=7

De plus, en posant a = r’/2|ly — x||, on peut écrire u =y + a(y — x) et donc

1 a
Y= zZ+
a+1 a+1

X.

Comme a > 0, les deux coefficients ci-dessus sont positifs et leur somme fait 1. On
peut donc appliquer la convexité de f pour obtenir

a
a+1

f(2)+

fly) < f(x).

a+1
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En sou$trayant f(x) aux deux membres on trouve finalement

Sa+1
2|y — x|l
'+ 2|y — x|
4M

<=

Iy =l

En échangeant les roles de x et y, on obtient la méme majoration pour f(x)— f(y), ce
qui permet de conclure que

M
r’ y '

[f(9)-f ()] <
Nous pouvons maintenant montrer la continuité : pour tout € > 0, si

V€ B(x, min(r', 4Me ))

rl

alors |f(y) — f(x)| < e d’apres ce qui précede, ce qu’il fallait démontrer. ]

Remarque 4.2.11. On pourra noter que nous avons montré un résultat un peu plus
fort : une fonction convexe est localement lipschitzienne sur I'intérieur de son domaine
de définition.

4.2.3 LES THEOREMES AMELIORES

Le grand intérét des fonctions convexes, c’e§t qu’en s’y reStreignant on obtient
des version améliorées des théorémes généraux sur les extrema de fonctions différen-
tiables. Par exemple, les points critiques — qui sont faciles a déteter — ne sont pas tou-
jours des extrema. Eh bien pour les fonctions convexes, si! Cela dit, la preuve nécessite
d’abord de mieux comprendre le lien entre convexité et dérivées partielles.

Pour une fon&ion d’une variable f : I — R dérivable, on sait que la convexité est
équivalente a la croissance de la fonction dérivée f’. Dans le cas de plusieurs variables,
un résultat analogue est valable, a condition de comprendre ce que la croissance signi-
fie.

Proposition 4.2.12. Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonction de classe
CL. Alors, f e$t convexe si et seulement si pour tous x,y € U,

fy) = fx) >(Vf(x),p-x).

De plus, f est Stri¢tement convexe si et seulement si cette inégalité est stricle des que x # .

Démonstration. 1l s’agit en fait simplement d’une version “infinitésimale” de la défi-
nition de la convexité, c’e§t-a-dire une version obtenue en faisant habilement tendre ¢
vers 0. Voici comment procéder. Si f e§t convexe on a, pour tout t €]0;1],

fE)+t(f(y) = f(x)) > fx+t(y-x),
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ce qui peut s’écrire
L ()= f(x) = f (x+ £y —x)) - f(x).

En divisant par t, cette inégalité devient

fletty =)~ f(x)

t

f@)-flx)>

Posons g : t € [0;1] — f(x+t(y—x)). Il s’agit d’une fon&ion de classe C! et le membre
de droite ci-dessus en est un taux d’accroissement en 0. Si on peut la prolonger en une
foné&ion de classe C! sur ] —6;1] pour un 6 > 0, alors on pourra passer a la limite et
obtenir g’(0). Pour ce faire, remarquons que U est ouvert, donc qu’il existe r > 0 tel que
B(x,r) Cc U. Alors, en posant 6 = /||y — x||, on a bien

Hx+t(y—x)—x“ <r

pour t €] — 6;9[ et on peut donc prolonger g. Quand t — 0, le membre de droite tend
donc vers g’(0) qui par dérivation des fonctions composées (Proposition 2.3.12) e$t égal
a (Vf(x),y —x)), et le résultat suit.

Réciproquement, nous allons utiliser 1’'inégalité de I’énoncé entre les points x et
x +t(y — x) d’'une part, et x + t(y — x) et y d’autre part. Cela donne pour les premiers
points

f) = f(x+ty—x)+{Vf(x+t(y—x)),x—(x+t(y—x)))
=f(x+t(y—x)—t(Vf(x+t(y-x),y-x)

et de méme pour les seconds

f@) 2> flx+ty—x)+(Vf(x+ty-x)),y - (x+ 1ty —x)))
= flx+ty—x)+(1=)(Vf (x+t{y-x)),y—x).

Notre objeltif étant de faire disparaitre les gradients, nous allons multiplier la pre-
miere inégalité par (1 —t), la seconde par ¢, et additionner pour trouver

(1=0)f(x)+1f(p) > f (x+t(y —x)).

Avec ce résultat, on peut facilement montrer que points critiques et extrema coin-
cident.

THEOREME 4.2.13 (POINTS CRITIQUES DES FONCTIONS CONVEXES) Soit U un ouvert
convexe de R” et f : U — R une fon&ion convexe de classe C!. Si x e§t un point
critique de f, alors f a un minimum global en x.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la Proposition 4.2.12 : comme x e$§t un point cri-
tique, on a pour tout y € U,

f@) = fx)>(Vf(x),p-x)

donc f(y) > f(x). [
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Il n’y a bien str pas unicité en général — il suffit de penser a une fonction constante
sur R — mais on peut l'obtenir en renforcant un peu I’hypothese sur f :

Proposition 4.2.14. Soit f : U — R une fonétion §tritement convexe. Alors, si f admet
un minimum global en un point x, ce minimum e$t unique.

Démonstration. Soit y un point tel que f(y) = f(x). Alors, en prenant par exemple t =
1/2 dans la définition de la convexité on a

f(x;y)< f(x>J2rf(y) _ fx).

Comme l'inégalité ne peut étre §tricte, on doit donc avoir x = y par convexité Stricte de

f .

Une conséquence du résultat précédent e§t que tout minimum local d’une fon&tion
convexe e$t en fait global! Il se trouve que I’'on n’a pas besoin de supposer la fontion de
classe C! ni d’utiliser le calcul différentiel pour montrer ce résultat. A titre de curiosité,
et pour montrer la force et I'intérét de 1’analyse convexe non différentiable, nous en
donnons une démonstration.

Proposition 4.2.15. Soit U C R" une partie convexe et soit f : U — R une fonction
convexe. Si f a un minimum local en un point x € U, alors c’e$t un minimum global.

Démondstration. Par définition d’un minimum local, il exi$te 0 > 0 tel que si y € U véri-
fie ||x—y|| < 9, alors f(x) < f(y). Si maintenant on considére un point z € U quelconque,
posons, pour t € [0;1],

Zy = x+t(z—x).

Alors,

llz — xI| = [[t(z = x)
= tflz - ]|

Ainsi, pour t5 = 6/2||z—x||, on a f(z;,) > f (x). On conclut ensuite en utilisant la convexité :

tof(2) = f(x) +to(f(2) - f(x)) = (1 —to) f (x)
> flz,) = (1 =to)f (x)
> f(x)=(1-t)f(x)
= tof(x).

Le Théoreme 4.2.13 affirme que la condition d’annulation du gradient, qui n’est que
nécessaire pour l'existence d’un extremum, est également suffisante. Ce résultat reste
encore vrai sous contraintes, fournissant ainsi une réciproque au Théoreme 3.2.6. De
fait, nous avons déja vu cela dans le cas particulier des fonétions affines, qui sont bien
évidemment convexes. Nous donnons ici un résultat plus général, en avertissant néan-
moins qu’il contient, outre la convexité de la fonction f a minimiser, des hypotheses
fortes sur les fonctions définissant les contraintes. En effet, si ’'on veut pouvoir exploi-
ter la convexité de f, alors il faut que ’ensemble D sur lequel on cherche a I'optimiser
soit lui-méme convexe. Pour les contraintes d’inégalité, cela se traduit facilement :

— 136 —
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Lemme 4.2.16. Soient hy,--- ,hp : U — R des fonétions convexes. Alors, 'ensemble
D={xeU|hj(x) <0 pourtout 1 <j<p}

e$t convexe.

Démonstration. 1l suffit de le faire pour une seule fonction, puisqu’une intersection de
parties convexes est convexe d’apres I'Exercice 4.2.1. Or, si h(x),h(y) < 0, alors on a
pour tout t € [0;1]

Pour les contraintes d’égalité, par contre, les choses se compliquent. En effet, il et
trés rare qu'un ensemble de la forme {x € U | g(x) = 0} soit convexe. Le seul cas ou
il e§t facile de s’en assurer e$t celui des fonétions affines. En effet, I’ensemble consi-
déré est alors un sous-espace affine, donc une partie convexe. Nous supposerons par
conséquent que les contraintes d’égalité sont toutes de cette forme.

THEOREME 4.2.17 (POINTS CRITIQUES SOUS CONTRAINTES DES FONCTIONS CONVEXES)
Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fon&ion convexe de classe C'.

Soient également g,--+,g,, : U — R des fonctions affines et hy,---,h, : U - R

des foné&ion convexes de classe C!. Soit X € D tel qu’il existe Ay,---, A, € R et
P pp €RC vérifiant

m p
V@ =) AiVgi(E+ ) Vi)
i=1 =1
ainsi que les conditions de complémentarité
pihj(x) =0

pour tout 1 < j < p. Alors, f admet en X un minimum global sous contraintes.

Démonstration. L'idée e$t la méme que pour la seconde partie de la démonstration du
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Théoreme 3.3.1. En effet, pour tout x e Don a
fx) = f(x) 2 (Vf(X),x=X)
—ZMV& %),x - “>+Zm<w (%), %~ %)

j=1

i/\(vl,x%tZ/\ <vl,~>+zy]<wz (%), x - %)

j=1

m 14
ci= ) Aici+ ) piVhy(E),x %)
i=1

j=1

(VI (), x - )

ORI

~
1
—_

La convexité de hj donne alors

(Vhj(x),x =X) < hj(x) = hj(%).

Si h;(x) # 0, alors la contrainte e$t inactive et y; = 0. Sinon, on a

hi(x) — hj(®) = hi(x) < 0

Comme ce terme et multiplié par y; <0, on trouve finalement

fx)=f(x) >0,
ce qu’il fallait démontrer. ]

Remarque 4.2.18. Cet énoncé, quoique proche de celui du Théoreme 3.3.1, n’est pas
tout a fait du méme ordre. En effet, nous n’affirmons pas ici que les conditions KKT
sont valables indépendamment de toute qualification des contraintes. Par contre, il est
bien vrai que les conditions KKT sont suffisantes et que tout minimum local et global.

ExErcICE 4.2.2 (Rapio Lonpres). Un probleme classique de théorie de I'information
est de diStribuer une puissance totale entre plusieurs émetteurs de fagon a maximiser
le taux de transmission. Concretement, on cherche a maximiser la fon&tion

f(xll"' lxn) = Zln(ai + xi);
i=1

ou les a; sont des con$tantes Strictement positives, sous les contraintes

n

le-:l

i=1
X; > 0

Les x; représentent le fration de puissance totale disponible allouée a chaque émet-
teur et a; encode le gain (en décibels) de ’émetteur en question.

1. Ecrire le Lagrangien et les conditions KKT de ce probléme (Attention! Comme il
s’agit d’'un probléme de maximisation, les multiplicateurs devront étre positifs). Pour-
quoi sont-elles suffisantes ?

— 138 —
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2. Onnote y le multiplicateur associé a la premiére contrainte et yy,---, y,, les autres.
Montrer que pu > 0.

3. En di$tinguant suivant que p est inférieur ou supérieur a 1/a;, exprimer x; en
fonction de pu.

4. Montrer que yu e$t solution de I’équation

- 1
ZmaX(O,— — ai) =1.
i=1 H

5. En déduire 'existence d’un unique maximum. On ne demande pas d’exprimer y
explicitement.

Ce dernier résultat suggere de regarder de plus pres le comportement du Lagran-
gien sous les mémes hypotheses. Et en effet, on peut alors améliorer la dualité faible
donnée par la Proposition 3.4.3 en un résultat de dualité forte. Il s’agit d’un résultat
important pour l'optimisation convexe, du a SLATER *.

THEOREME 4.2.19 (DUALITE FORTE DE LAGRANGE POUR LES PROBLEMES CONVEXES) Soit
U un ouvert convexe de R” et f : U — R une fonétion convexe de classe C!. Soient
également g1,---, g, : U — R des fontions affines et hy,---, hp : U — R des fonétion

convexes de classe C!. On suppose que

* Il exiSte x'€ D tel que hj(x) <0 pour tout 1 <j <p;

* Le point 0 et intérieur a g(U) C R™.

Si f admet un minimum (nécessairement global) sous contraintes en un point x €
D, alors il existe A € R” et € RP tels que

fE=LELE=f(ALR0)

En particulier, f admet un minimum global sous contraintes et les multiplicateurs
correspondants donnent un maximum global sous contrainte du probléme dual.

La démonstration de ce théoreme nécessite un résultat général sur les parties con-
vexes de R" que nous allons d’abord énoncer et démontrer. On pourra noter sa ressem-
blance avec le LEMME DE Farkas (Lemme 3.2.4) qui était crucial pour la démonstration
du TutorEME KKT (Théoréeme 3.2.6).

Lemme 4.2.20. Soit C C R" une partie convexe ne contenant pas 0. Alors, il exiSte un
velteur u # 0 tel que
(u,x) =0

pour tout x € C.

Démonstration. La preuve, quoique simple, recele une subtilité. En effet, nous allons
avoir besoin de travailler avec I'adhérence C de C, et bien que 0 ¢ C, il se pourrait

4. Morton L. Stater (1921-2002) : mathématicien américain ayant travaillé dans de nombreuses
branches de l'analyse : topologie, théorie de la mesure, équations différentielles, optimisation. Il est
surtout resté dans I’histoire pour le résultat d’'optimisation convexe qui porte son nom.
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qu’il soit dans I’adhérence. Néanmoins, méme dans ce cas, il existe une suite (X)ren
d’éléments de R" telle que x; — 0 et x; ¢ C pour tout k € N.

Posons Fy : x € C — ||x — xi||. Comme Fj tend vers +oco quand |[x|| — +co, elle admet
F; admet un minimum global par le Théoréeme 2.1.14. Ainsi, on dispose d’un point xj
qui réalise le minimum. Nous allons maintenant montrer que pour tout x € C,

(X =X, X = x¢) > 0.

Pour ce faire, posons, pour t € [0;1], x; = X +t(x—X}). Alors, x; € C donc par minimalité
on a ||x; — xi|| = ||Xx — xk||. En élevant au carré cette égalité on obtient

~ 2 =~ = 2 =112 > 17 2
1%k = X7 + 26€x = X, Xpe = x5) + £7] 12 = X[ > 15 — x|,
ce qui en simplifiant donne
=~ = 2 _ = (12
28(x = X, X — X = —7|[x = X ]|
En divisant par t puis en faisant tendre ce dernier vers 0, on obtient l'inégalité annon-
cée.
Pour conclure, posons
Xk —Xx
U = #
1%k = x|
La suite (u;)ren €St bornée car tous ses éléments sont de norme 1. Par conséquent, il

exiSte une sous-suite (uyk))ken qui converge vers un vecteur u qui vérifie [lul| = 1 et
donc en particulier u = 0. De plus,

(x, ug) = (X, ug)
= (Xk — Xg + Xk, Ug)
= (X, ) + |3k — x|
= (X, Ug)

Comme on a, d’apres I'INEGaLiTE DE CAUCHY-SCHWARZ,

|G il = el — O,
on trouve en passant a la limite que
(x,uy>0
pour tout x € C, et donc en particulier pour tout x € C. [

Remarque 4.2.21. Ce résultat admet une interprétation géométrique intéressante : I’hy-
perplan (sous-espace de codimension 1) formé de tous les vecteurs orthogonaux a u
“sépare” C de l'origine. En effet, tous les points de C sont dans le méme demi-espace dé-
limité par cet hyperplan, tandis que l'origine appartient, elle, a I'hyperplan lui-méme.
Il exiSte de nombreux résultats de séparation de convexes reposant sur les mémes
idées, et qui peuvent s’avérer utiles en optimisation.

Remarque 4.2.22. Indiquons comment ce résultat permet de retrouver le Lemme de
Farkas 3.2.4. On vérifie sans peine que 1’ensemble

P
C= Z[/ljv]|]4]<0 cR"
=1
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est convexe, et qu’il en e$t donc de méme pour C’=C—u ={x—u | x €C}. Alors, si u ¢C,
0 ¢ C’ donc il existe un velteur w € R” tel que (y,w) > 0 pour tout y € C’, ou de fagon
équivalente,

(x,w) > (u,w)

pour tout x € C. Si donc (x,u) < 0 des que (x,v;) > 0 pour tout 1 < j < p, l'inégalite
précédente ne peut avoir lieu et u € C.

Nous sommes maintenant préts a démontrer la dualité forte pour les problemes
convexes.

Démonstration du Théoréme 4.2.19. Commencons par quelques notations pour alléger
un peu les formules : nous allons maintenant utiliser les fonctions

cx e f(x) - f(X)
=(g1, &) U—>R"
= (hy,~,hy): U —>RP

= 0Q '\H}

14
Nous allons nous intéresser a I’ensemble

C={(X,Y,Z)eRxR"xRP | X >]7(x),Y =g(x),Z > h(x) pour un x € U}.

Faisons deux observations :

 Parce que f (et donc également f) et h sont convexes et que g est affine, 'ensemble
C est lui-méme convexe. En effet, si (X,Y,Z),(X’,Y’,Z) € C vérifient les inégalités
pour des points x,x” € U respectivement, alors

X+HX = X) > f(x) +t{f(x)) - f(x))

> f(x+t(x' - x))
et de méme pour hjavec 1 <j<p.Quanta g, onapourl<i<m
Y+ (Y =Y) = g(x) + t(g(x") — g(x)) = g(x + t(x" ~ x)).
Ainsi, les inégalités sont satisfaites au point x + #(x” — x).

* On a (0,0,0) ¢ C. En effet, on aurait sinon un point x € U tel que f(x) < f (%),
g(x) =0 et h(x) <0, ce qui contredit la minimalité de X sous contraintes.

D’apres le Lemme 4.2.20, il existe donc u € R x R™ x R” non nul tel que
(u,(X,Y,2))>0

pour tout (X,Y,Z)eC. Pour xe U,on a (ﬂx) +1/N, g(x),h(x)) € C, donc en passant a la
limite quand N — +o0 on conclut que

(u, (f(x), 8(x), h(x))) > 0.

Ainsi, en notant a, f1,+, B, V1, +*, ¥p les coefficients de u € R™*P on a
m p
af(x)+ ) Bigix)+ ) yihi(x)> af 3.
i=1 j=1
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Supposons pour l'instant a > 0 et yy,---,p, > 0. Alors, en divisant par a et en posant
Aj=-Bi/aetp;=-yj/aona

m P
f) =) Tigix)= )R> f ().
i=1 j=1

En prenant la borne inférieure du membre de gauche sur x, on en déduit

frAm = f ).
Comme l'inégalité opposée est vraie par la Proposition 3.4.3, on conclut qu’il y a éga-
lité, ce qui donne la dualité forte. Pour voir que cette valeur coincide avec celle du
Lagrangien, remarquons que comme y; < 0 et hj(x) < 0, leur produit est positif et par

conséquent leur somme également. Or, prenant x = X dans 1’égalité ci-dessus et en se
souvenant que g;(x) = 0 pour tout 1 <i < m, on voit que

p
) FihiE <0
j=1
et que par conséquent cette quantité et nulle, ce qui donne finalement

m p
fR=f®-) Ng®-) fihi® =LELD.
i=1 =1

J

Néanmoins, il nous reste a vérifier que YL Yp 2 0 et @ # 0. Supposons pour

commencer « < 0. Alors, comme (f(x)+ N, g(x), h(x)) € C pour tout N e N, on a
—~ m p
af(x)+Na+ Zﬁ,-gi(x) + Zy]-h]-(x) >0,
i=1 i1

ce qui donne une contradi¢tion quand N — +oo. Ainsi, a > 0 et le méme raisonnement
montre que y; > 0 pour tout 1 < j < p. Supposons maintenant que « = 0. Par hypothese,
il exiSte x'e€ U tel que g(x) =0et h(x)<0.Or,sia=0o0na

m p
0<af®-af®+) Pigi®+) yhi®
i=1 j=1
m P
=0-0+) 0+) yhi(®
i=1 j=1

p
=) ¥ihi®
j=1

Comme h;(x) <0 et ; > 0 pour tout 1 <j < p, on doit donc avoir y; = 0. Mais alors, on
a pour tout x € U que

iﬁigi(x) > 0.
i-1
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Mais comme par hypothese 0 eét intérieur a g(U), il existe t > 0 tel que —tf € g(U), ou
B=(B1,+*,Bm)- Six eSt un antécédent de ¢S par g, alors

~HIBIP = ) _Bigi(x)>0,
i=1

qui implique f = 0 et donc u = 0, une contradiction. Ainsi, a > 0 et la preuve est
terminée. ]

Nous avons mentionné a la Remarque 4.2.18 que si les conditions KKT sont tou-
jours suffisantes pour un probléme convexe, rien ne garanti qu’elles soient nécessaires
puisque les contraintes n‘ont pas de raison d’étre qualifiées en général. Néanmoins,
I’énoncé du Théoréme 4.2.19 contient une condition qui ressemble a une qualification,
a savoir l’existence du point x. Il e§t donc légitime de se demander si cette condition
implique la qualification des contraintes. Il s’avere que c’est le cas, comme nous allons
maintenant le montrer.

Proposition 4.2.23. Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonétion convexe de
classe C1. Soient également gy,---,g,, : U — R des fonctions affines et hy,--- hy : U —>R
des fonétion convexes de classe C'. On suppose qu’il existe x € D tel que h;(x) < 0 pour tout
1 <j < p. Alors, les contraintes sont qualifiées en tout point de D.

Démonstration. Soit x € D et 1 < j < p tel que la contrainte h; est active au point x,

c’est-a-dire que h;(x) = 0. Comme h; est convexe et de classe C!, on a par la Proposition
4.2.12 l'inégalité

hi(x) = hj(x) +(Vh;(x), x =)
= (Vh;(x),x = X).

Ainsi, en posant £y = x — X, on a bien

(Vhj(x), &) < hj(®) < 0.

Il reSte a vérifier que &, e$t orthogonal a tous les gradients des contraintes d’égalité au
point x. Commes ces contraintes sont affirmes, elles sont de la forme

i x> (v, X)—¢;
et on a donc bien
(Vgi(x),&0) = (vi, x —X)
= <7/1', X> - <vi1%>
= gi(x) +¢; — (gi(X) +¢;)

=Ci—C
=0.

Rappelons qu’en général, la dualité faible de la Proposition 3.4.3 nous dit qu’on
peut minorer les extrema de f par les maxima de f*. L'espoir que nous avions évoqué
était que f* soit dans certains cas plus simple a étudier que f. De fait, f* et en un sens
toujours plus facile, parce qu’elle et toujours concave.
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Proposition 4.2.24. Pour tout probléeme d’optimisation, la fonction duale f* est concave.

Démonstration. La fonction f* est définie comme la borne inférieure des fonctions

m p
et e )= ) Nigix) =) pihi(x)
i=1 j=1

Chacune de ces fonctions, étant linéaire, eSt en particulier concave (et également convexe,
mais cela ne nous e$§t d’aucune utilité ici). Or, une borne inférieure de fon&tions concaves
est toujours concave. En effet, pour A, 1" € R" et p, y’ € RP (on remarquera que RP e$t
convexe) et t € [0;1], on a

A+t = A =) < fo (A )+ (A - A,u — 1))
<fx/\l" +1(f(A _fx /\rl/‘))
et en passant a la borne inférieure dans le membre de droite, on obtient le résultat
souhaité. n

En particulier, maximiser f* revient a minimiser —f~, et nous savons que si un
minimum local existe et que les contraintes d’égalité sont affines et les contraintes
d’inégalités convexes, alors il est global.

4.2.4 UNE AUTRE CARACTERISATION DE LA CONVEXITE

Nous avons donné dans la propriété 4.2.12 une caratérisation des fonétions con-
vexes de classe C! utilisant le gradient. Dans le cas d’une variable, sil est vrai que les
fonctions dérivables qui sont convexes sont celles dont la dérivée est croissante, il est
souvent plus facile de vérifier que la dérivée seconde — pour peu qu’elle existe — est
positive. Cela e$t également possible dans le cas de plusieurs variables.

Proposition 4.2.25. Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonction de classe
C?. Alors, f est convexe si et seulement si sa matrice Hessienne Hg(x) est positive pour tout
x € U. De plus, si Hf(x) est définie positive, alors f est strictement convexe.

Remarque 4.2.26. 11 n’e§t pas vrai que si f est Strictement convexe, alors Hy(x) e$t défi-
nie positive pour tout x. En effet, la fon&ion d’une variable f : x > x* e§t §trictement
convexe, mais f”(0) = 0.

Démonstration. Supposons f convexe et prenons x € U. Comme U est ouvert, il existe
r > 0 tel que B(x,r) C U et on considere un élément h tel que ||| < r, de sorte que
x+the B(x,r) C U pour tout t € [0;1].

Nous allons avoir besoin d’une variante de la caractérisation donnée par la Pro-
priété 4.2.12. En fait nous allons la “symeétriser” : en échangeant les roles de x et y on

obtient
fx)=f@) 2(Vf(@)x-v)

et en additionnant a I'inégalité originale on trouve

(Vf(®)-Vf(x),y-x)>0
En appliquant maintenant cette inégalité a y = x + th, on voit que

(Vf(x+th)-Vf(x),th)y>0
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ce qui en divisant par t donne

<fo+th ~Vf(x > N

t

Quand t — 0, le terme de gauche dans le produit scalaire tend, par dérivation des
fonctions composées (Proposition 2.3.12), vers (H¢(x)h, h), d’ou le résultat.

Réciproquement, pour x,y € U, on considere la fonction g: [0;1] — R définie par

g(t)=f(x+t(y-x)).

On peut alors appliquer 'Ecarité DE TaYLOR-LAGRANGE pour conclure qu'il existe ¢ €
[0;1] tel que

§(1)=g(0)+g'(0) + %g"(c»

Par dérivation des fonctions composées, on a g’(0) =(Vf(x),y —x) et

g"(c)= <Hf(x +c(y—x)(v—x),v— x> > 0.

Par conséquent,

> ¢(0)+¢(0)
= f(x)+(Vf(x),p—x).

D’apres la Proposition 4.2.12, ceci implique que f et convexe. [

4.3 OPTIMISATION QUADRATIQUE

Le carré est un triangle qui a réussi,
ou une circonférence qui a mal tourné.

P. Dac, L'os a Moelle

Nous allons maintenant aborder une famille d’exemples extrémement importante.
Rappelons-nous que dans le Chapitre 3, nous avions considéré le cas “le plus simple”
d’optimisation sous contrainte, a savoir le cas ou toutes les fontions sont affines. Ici,
nous allons nous pencher sur le cas le plus simple apreés le cas linéaire, a savoir le cas
ou la fon&ion a optimiser est quadratique. Commencons par donner un sens a ce terme.

DEFINITION 4.3.1. Une fonétion f : R” — R eét dite quadratique s’il existe une matrice
A €M, (R), un vecteur b € R" et ¢ € R tels que pour tout x € R”,

f(x)=(Ax,x)+(b,x) +c.

Remarque 4.3.2. La con$tante ¢ dans l'expression de f ne joue pas de role significatif
pour nous. En effet, si f a un extremum, alors f —c également, et au méme point. Ainsi,
pour alléger les notations, nous supposerons généralement ¢ = 0 dans la suite.



CHAPITRE 4. CONVEXITE

4.3.1 CONVEXITE

Avant d’aller plus loin, donnons un exemple de premiére importance : la fonétion
2
frxellx =yl

pour y € R" fixé. Il suffit en effet de développer la norme au carré pour trouver

fx) = (xx) =20, 9) + lIyll%,

ce qui donne A =1, b = -2y et ¢ = ||y||*. Nous avons déja rencontré cette fon&ion au Pa-
ragraphe 1.2 du Chapitre 1 sous une forme un peu différente. En effet, nous cherchions
alors a optimiser une fonction de la forme

¢
Z”}’i — x(m);]
ioT

mais en plagant les velteurs x(m); les uns sous les autres pour former un veéteur X (m)
et en procédant de méme pour former un velteur Y, la somme ci-dessus e$t bien égale a
|Y — X (m)||?. Ainsi, 'optimisation quadratique contient en particulier ce qu’on appelle
les méthodes de moindre carré.

2

s

Allons maintenant plus loin en essayant d’utiliser les résultats que nous avons pour
étudier les problemes d’optimisation quadratiques. Pour cela, il parait raisonnable de
commencer par calculer le gradient et la Hessienne de la fonction f (étant polynomiale,
elle est de classe C*, donc ces objets ont un sens).

Proposition 4.3.3. Soit f une fonction quadratique donnée par une matrice A et un vecteur
b. On a alors
Vi(x)=(A+A")x+b & Hf(x)=A+A"

Démonstration. 1l suffit de calculer, pour x,h € R",
f(x+h)=(Ax+Ah,x+h)+(b,x +h)
= (Ax,x)+ (b, x) + (Ax, h) + (Ah,x) + (b, h) + (Ah, h)
= f(x) +(Ax, hy + (h,A'x) + (b, h) + (Ah, h)
= f(x)+{(A+A")x+b,h) + (Ah,h)

En observant que l'application
hi>{(A+A")x+b,h)
est linéaire tandis que

(AR, 1)l

NN

[|ARI[ > |All
1Al |17

de sorte que ce dernier terme e$t négligeable devant ||k||, on conclut que nous avons un
développement limité au premier ordre, et que par conséquent Vf(x) = (A + A?)x + b.

Le gradient étant linéaire, sa différentielle — qui n’e$t autre que la Hessienne de f —
se calcule aisément :

flx+h)—f(x)=(A+A)(x+h)+b—((A+A")x+b)
=(A+A"h
donc Hy(x) = A+ A" |

— 146 —
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La remarque importante a faire sur ce résultat, c’est que les quantités qui nous in-
téressent ne dépendent pas vraiment de A mais plutdt de A + A’. Or, cette matrice a
la propriété intéressante d’étre symétrique! Peut-on donc toujours supposer A symé-
trique? La réponse est oui, en remarquant simplement que pour tout x € R”,

(Ax,x) = %(Ax, xX)+ %(Ax,x)

1 1
= E(Ax, xX)+ E(x,Atx>

1 1
= E(Ax, xX)+ E(Atx,x)

= %((A +Ahx, x).

Partant de ce con$tat, nous écrirons désormais toujours une fon&tion quadratique sous
la forme

fixm %(Ax,x>+<b,x),

avec A € M;,(R) une matrice symétrique. Attention! Le facteur 1/2 fait que ’'on a désor-
mais

Vf(x)=Ax+b & Hf(x)=A.

En particulier nous pouvons maintenant aisément caraltériser la convexité d’une
fonction quadratique.

Corollaire 4.3.4. Soit f une fonétion quadratique. Alors,

* Elle e$t convexe si et seulement si A est positive;

* Elle e$t concave si et seulement si A est négative.

De plus, si le signe des valeurs propres de A est stri¢t, alors la convexité (respectivement la
concavité) de f est stricte également.

Remarque 4.3.5. Si A admet des valeurs propres §tritement positives et Strictement
négatives, alors il n’y a pas d’extremum local(et encore moins global) par la Proposition
2.3.25. Ce sont donc essentiellement les cas convexe et concave qui sont intéressants
du point de vue de 'optimisation quand il n’y a pas de contraintes.

Avant d’aller plus loin, écrivons explicitement ce que nos résultats précédents nous
disent dans le cadre d’une optimisation sans contrainte. Si A est positive, alors la fonc-
tion quadratique f possede un minimum global si et seulement si I’équation Ax = b
admet une solution. En effet, Ax = b si et seulement si Vf(x) =0, et le Théoréeme 4.2.13
assure que cette condition est suffisante pour avoir un extremum global. On remarque
en particulier que le minimum est unique si A e$t inversible. Par contre, si A n’e$t pas
surjective il peut ne pas exister, et si A n’est pas injetive il y aura soit aucun minimum
soit une infinité. Résumons ceci dans le cas le plus favorable.

Proposition 4.3.6. Soit A € M,,(R) une matrice définie positive, soit b € R" et soit c € R.
Alors, la fonction quadratique f : R" — R définie par

f(x)= %(Ax,x) +(b,x)+c
admet un unique minimum global au point X = —A~'b, dont la valeur est

f(x) = c—%<b,A‘1b>.
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Démonstration. Comme Vf(x) = Ax+b et que A et inversible, on voit que X est 'unique
point critique. Par Stricte convexité, c’e§t donc un minimum global, qui et nécessaire-
ment unique. La valeur de f(X) se calcule ensuite diretement :

F7) = SATT) + (b, ) +c
= %(A(—A‘lb), —AT'DY+(b,—AT'b) + ¢
_ %(b,A‘lb)—(b,A_lb>+C
—c— %(b,A‘lb).

Voici un exemple de probléme d’optimisation quadratique particulierement perti-
nent du point de vue de l’analyse numérique.

EXERCICE 4.3.1 (MEILLEUR ANTECEDENT PAR UNE MATRICE NON INVERSIBLE). Soit A € M,,(R)
une matrice et b € R". L’équation Au = b n’ayant pas nécessairement de solution, on
cherche la “meilleure approximation” possible en minimisant la quantité ||Au — b|| par
rapport a la variable u.

1. Formuler ce probleme comme un probleme d’optimisation quadratique.

2. Montrer que ce probléeme est convexe et en déduire que u réalise le minimum si
et seulement si
A'Au = A'b.

3. On note Aq,---, A, > 0 les valeurs propres de A'A et vy,--+,v, une base orthonor-
mée de vecteurs propres correspondants. Montrer que

n
AtA = Z/\ivivf.
i=1

4. On suppose que Ay,-+-, A =0et A; >0 pour tout j > ig. Montrer que
=~ 1
P=A'A Z Tvivf
i=ig+1 "
e$t la proje&tion orthogonale sur Im(A").
5. Montrer que le minimum est atteint en
1
U= Z Tvivit A'D.
i=ig+1

En présence de contraintes, il n'y a pas de théorie générale pour les problemes
quadratiques aussi complete que pour les problemes linéaires : tout dépend de la
forme des contraintes, et en particulier des contraintes d’inégalités (n‘oublions pas
que si les contraintes d’égalité ne sont pas linéaires, nous ne pouvons pas exploiter la
convexité). Nous nous contenterons donc d’illustrer la théorie générale par un exemple
simple sous forme d’exercice, a savoir le cas de contraintes d’égalités linéaires, et sans
contraintes d’inégalités.

— 148 —



4.3. OPTIMISATION QUADRATIQUE

EXERCICE 4.3.2 (CONTRAINTES D’EGALITES LINEAIRES). Soit A € M,;(R) une matrice symé-
trique définie positive, b e R”, G € Mpn(R) et c € RP. On s’intéresse au minimum de la
fon&tion f : R” — R définie par

1
flx)= E(Ax, x)+ (b, x).
sous la contrainte Gx = c.

1. JuStifier que la méthode des multiplicateurs de Lagrange s’applique si seulement
si la matrice G e$t surjeGtive. On supposera désormais cette condition vérifiée.

2. Montrer que f admet un unique minimum.

3. On note A = (Ay,---,4,) le vecteur formé par les multiplicateurs de Lagrange.
Exprimer le minimum X en fon¢tion de .

4. Montrer qu’on doit avoir GA™'G'A = c+ GA™'b

5. Justifier que la matrice GA™! G et inversible et donner une expression de X en
fon&tion des données du probleme.

6. La fonction f admet-elle un maximum sous ces contraintes ?

4.3.2 LA METHODE D'UzAWA

Nous avons vu au Paragraphe 3.3 que la forme particuliere des fonctions linéaires
rendait leur optimisation sous contraintes linéaires abordable a 1'aide d’algorithmes
spécialement congus, comme I’ALGORITHME DU SIMPLEXE. Dans le cas quadratique, il
est également possible de donner des algorithmes tres efficaces en exploitant la forme
particuliere de la fonction et nous allons en donner un exemple ci-dessous. La fonction
quadratique f e$t comme toujours donnée par

fix— %(Ax,x) +(b, x),

avec A une matrice symétrique que nous supposerons définie positive. De plus, nous
avons vu que pour garantir la convexité de I’ensemble D, il fallait en général suppo-
ser les contraintes d’égalité affines. D’un point de vue théorique, de telles contraintes
peuvent étre enlevées puisqu’elles consistent simplement en une restri¢tion a un sous-
espace affine. Par conséquent, nous supposerons pour simplifier qu’il n’y a pas de
contraintes d’égalité.

Quant aux contraintes d’inégalité, elles doivent étre convexes pour que la convexité
de f puisse étre utilisée. Mais pour alléger un peu la démonstration de la convergence
de la méthode, nous allons nous re$treindre au cas de contraintes affines. Ainsi, notre
cadre sera le suivant : nous considérerons des vecteurs wy, -+, w, € R" et les contraintes
correspondantes

hi(x) =(wj,x)—d; <0.
Comme dans le cas linéaire, ces contraintes peuvent étre regroupées dans une matrice
H pour s’écrire Hx < d avec d € RP, ou 'inégalité e§t comprise coefficient par coeffi-
cient. Avec ces notations, les conditions KKT deviennent

AX+b-H'y = 0
Hx < d

1z < 0
pihi(x) =0
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L'idée de la méthode que nous allons présenter est que, comme A e$t inversible,
on peut aussi bien chercher a approcher u que x. Cela revient en un sens a essayer
de résoudre numériquement le probléeme dual, ce qui e$t équivalent a la résolution
du probléme primal grace a la dualité forte donnée par le Théoreme 4.2.19. Nous ne
sommes donc pas tres avancés, a moins de tenter de jouer les équilibriStes en appro-
chant simultanément X et u! En effet, la premiere équation des conditions KKT nous
donne le moyen de calculer x'en fonction de y, puisque A e$t inversible. Mais comment
calculer ensuite 'approximation suivante de y en fonction de celle de x? Pour le voir,
il nous faut reformuler les conditions de complémentarité. Elles nous disent que pour
tout 1 <j < p, le coefficient p; est nul des que le coefficient (Hx —d); ne l’e§t pas. On
peut reformuler cette condition au niveau du vecteur y—(HXx—d) de la fagon suivante :

Lemme 4.3.7. Les conditions p;h;(X) = 0 sont équivalentes aux conditions suivantes pour
tout1<j<p:

e Si(u—(Hx- d))j > 0, alors Hj= 0;

* Si(u—(HX—-d)); <0, alors (HX—d); = 0.

Démonstration. Dans le premier cas, on doit avoir (Hx—d); # 0 et donc p; = 0. Dans le
second cas, si on avait (Hx—d); <0, alors on aurait y; = 0 et donc (p— (Hx—-4d)); >0,
d’ou le résultat. m

Telles qu’exprimées ci-dessus, les conditions de complémentarité ne sont pas vrai-
ment plus simples. Mais cette écriture suggere une facon plus compacte de les présen-
ter, grace a une application que nous allons maintenant introduire.

DEFINITION 4.3.8. Pour un réel x, on pose x~ = min(x,0). Si u € RP, on définit alors
P(u) € RP comme étant le vecteur de coordonnées (ﬂ;)lgjgp.

Le Lemme 4.3.7 peut alors s’exprimer comme suit : les conditions de complémen-
tarité sont équivalentes a
p=P(p—(Hx-d))

L'application P e$t appelée projection sur RP (attention, il ne s’agit pas d’une appli-
cation linéaire!) et elle vérifie des propriétés fort sympathiques, dont voici un échan-
tillon.

Proposition 4.3.9. Pour tout y,y’ € RP, on a

(p—P(n),p’' = P(n) <0. (4.2)

De plus, la projection P eét contractante au sens o
1P () = POl < Ml = g1

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que 1'inégalité (4.2) est bien vérifiée. Pour
cela, il faut calculer

n

(p=P(u), =Py =) (i = 7 )} = p7)

i=1



4.3. OPTIMISATION QUADRATIQUE

Or, par définition, p; —p; = 0 si y; <0 et y; sinon. Par conséquent, les seuls termes non
nuls dans la somme sont ceux pour lesquels p; > 0, c’est-a-dire y; = 0. Ainsi, en posant

W= g
(p=P(p), 0" = P >—Zﬂllh
<o.

Montrons maintenant la seconde propriété. On a

(p—p,P(p)~P(p)) = (u—P(p)+ P(u) = P(') + P(4') — 1", P(n) = P(1))
=(p—P(p), P(p) = P(')) +(P(n) = P(¢), P(1) = P(1))
+(P(u') =1, P(n) = P(y))
= (u—P(p), P(u) = P(u')) +|IP(p) - P(u)II?
+(P(u') =, P(n) = P(i))
= —(u—P(u), P(u') = P(u)) = (4’ = P(u'), P(p) = P(u')) + |IP(pe) — P()II?

Les deux produits scalaires du membre de droite sont positifs par I'inégalité (4.2) (en
posant p”” = P(y’) pour le premier terme et y”” = P(u) pour le second), donc

(w=p', P(p) = P(u)y > |\P(p) — P(u)II*.

En utilisant 'INEcaLITE DE CAUCHY-SCHWARZ pour le membre de gauche, on trouve
alors

IP(p) = P(OII> < = ', Bp) = P(p'))
<IIP(p) = P() 1< Ml = 2l

) =P

et le résultat en découle en divisant par ||P(x) — P(i')]|. [

Ceci suggere la méthode suivante pour approcher le minimum X du probléme : on
part d’un y € R? et on pose

Axk+b = Ht[/lk
pre1r = P(u—(Hxp—d))

Le seul inconvénient de cette idée, c’est qu’elle ne fonctionne pas! En effet, la suite
(xx)ken ci-dessus n’a aucune raison de converger, méme pour des problémes tres sym-
pathiques. Le probleme vient du fait que la quantité soustraite a y; dans la formule
définissant py,, est trop grande. Mais tout n’e§t pas perdu! En effet, rappelons-nous
que dans le cas de la METHODE DE DESCENTE DE GRADIENT, On ne suivait pas naivement
le gradient, mais on ajustait la diStance parcourue a I’aide d’un pas t;. On peut ici faire
exatement de méme, ce qui revient a poser

Axk+b = Ht,uk
Pre1 = Ppx—t(Hxg —d))

L'avantage de cette idée e§t qu’elle fon&tionne bien et converge sous peu d’hypo-
theses. Il s’agit d’un résultat dG a Uzawa >, qui a donné son nom a la méthode. Nous
allons ici considérer le cas ou le pas t est constant.

5. Hirofumi Uzawa (1928-2014) : économiste japonais, il s’e§t notamment intéressé a la formalisa-
tion des mécanismes d’économie politique. Il a également contribué a I’étude mathématique de l'opti-
misation linéaire et non-linéaire, avec comme résultat le plus célebre la preuve de la convergence de
I’algorithme qui porte aujourd’hui son nom.
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THEOREME 4.3.10 (CONVERGENCE DE LA METHODE D’UZAWA A PAS CONSTANT) On sup-
pose que les contraintes sont qualifiées en X. Soit A > 0 la plus petite valeur propre
de A. Alors, pour tout

t €]0;220/IHI1PL

la suite (xi)xen cOnverge vers X.

Démonsétration. Nous allons tout d’abord considérer la suite || — /> et montrer qu’elle
décroit. Pour cela, on écrit en utilisant la Proposition 4.3.9,

gtk — pll> = IP(px — t(Hxy — d)) — P(u — t(HX - d))||?
<llp — t(Hxg —d) — p+ t(HX - d)||?
= |l — p— tH (x = %)
= |l — pll* = 26 — p, H (g = %)) + 2| H (xi = )|

On peut facilement majorer le dernier terme en écrivant

I1H (e =D < [1H1 e = 1.

Quant au second, on a®

(s~ Fo, ) = (g -5
= (Axp +b— (AX+Db), x5 — X)
= <A(xk —@,xk —32)

> Aollxg — X1,
Ainsi,
lptar — plI® < llpx = pll? = 2 Ao llxi = X + 21 HIP|xg — %I
= [l = pll* =yl = 3117
avec

y =t(240 - tIH|?).
Si0<t<21¢/||H|? alors y >0 et on a bien ||pg,1 — pll < |lpx — pll.

En reprenant la fin des calculs précédents, on obtient 'inégalité

0 < pllxk = %I < llpger — pill* = llpx — pill

Or, la suite ||y — pl|*> et décroissante et comme elle e§t minorée par 0, elle converge
vers une limite ¢. Mais alors,Jle membre de droite dans l'inégalité ci-dessus tend vers
¢—-{ =0, donc par encadrement on a

llee =%l — 0,
k—+o0
ce qu’il fallait démontrer. ]

Une implémentation de cette méthode en PyrHoN e§t donnée en appendice au Pa-
ragraphe D.3.

6. Comme expliqué au Paragraphe 2.3.4, si toutes les valeurs propres de A sont supérieures a g >0,
alors on a {Ax,x) > Ag||x||* pour tout x € R".
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Remarque 4.3.11. Le méme résultat reste valable si les contraintes hy,---, hp sont seule-
ment supposées convexes, mais la preuve e$t alors plus compliquée et nous avons pré-
féré nous restreindre a un cas plus élémentaire.

Remarque 4.3.12. On notera que la démonstration implique que la suite (py)ken €St
bornée, mais pas qu’elle converge. De fait, cela n’est pas vrai en général. Par contre, si
H e$t surjetive, alors la matrice HH' e§t inversible et on a donc

pp = (HH" ' (Axi + b),

ce qui donne la convergence.

Remarque 4.3.13. 1l e§t intéressant de remarquer que rien ne garantit que x; satisfasse
les contraintes. Ceci e$t un inconvénient non négligeable, puisqu’elle fournit une so-
lution approchée que n’est pas forcément utilisable en pratique dans la mesure ou elle
peut violer certaines contraintes.

4.4 D’UN BON PAs

Chaque fois que la science avance d’un pas,
c’est qu'un imbécile la pousse, sans faire exprés.

E. ZoLa, La joie de vivre

En guise de conclusion, nous allons revenir a la méthode d’approximation décrite
au début de ce chapitre. Notre intuition e§t que dans le cas d’une fonction convexe,
cette méthode devrait converger vers un minimum de la fonction si les “pas” t,, sont
intelligemment choisis. Nous allons maintenant montrer que c’e$t le cas, d’abord dans
le cadre général des fonctions convexes, puis en spécialisant aux probléemes quadra-
tiques.

4.4.1 L'IMPORTANCE D’ETRE CONSTANT

Nous allons traiter, en toute généralité, le choix de pas le plus simple : une constante.
On parle dans ce cas de descente de gradient a pas constant. Concrétement, on fixe un
point xy € U, un réel §trictement positif t € R}, et on définit une suite (xj)ren par récur-
rence de la facon suivante :

Xkp1 = Xg — tV f (xg)-

Nous allons maintenant démontrer que, sous certaines conditions raisonnables sur f,
cette suite converge effetivement vers un minimum. Voici un premier résultat dans
cette dire@ion.

Proposition 4.4.1. Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonétion convexe de
classe C' qui admet un minimum (nécessairement global) en un point ¥ € U. On suppose
qu’il exi$te y > 0 tel que pour tous x,y € R",

IVF(x) =Vl < pllx =l

On suppose de plus qu’il existe a > 0 tel que pour tous x,y € R",

(Vf(x)=Vf(p)x-y)>alx-yl°

Alors, si 0 < t < 2a/y?, la suite (x;)ren converge.
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Avant de nous lancer dans la preuve, faisons deux commentaires sur les hypotheses
de cet énoncé :

* La premiere hypothese dit que la fon&ion Vf e$t lipschitzienne. Si cette propriété
n’a pas de raison d’étre vérifiée en général, elle le sera souvent au moins loca-
lement. En effet, si f est de classe C2?, alors sa différentielle seconde e§t bornée
sur tout compact. Comme les boules fermées sont convexes, le THEOREME DES
ACCROISSEMENTS FINIS (Théoréme 4.2.3) implique que Vf et lipschitzienne sur
Bf(x,r) pour tout r > 0. Il “suffit” donc de prendre le point de départ x, dans
cette boule et de s’assurer que la suite n’en sort pas.

* La seconde hypothese est parfois appelée ellipticité de f. Comme nous le verrons
ci-dessous, elle e$t en fait une conséquence de la premiere. Nous avons cependant
préféré donner cet énoncé d’abord, parce que la preuve en sera plus simple avec
ces deux hypotheses.

Démonstration. Commencgons par calculer, en nous rappelant que Vf(x) =0,

Xkp1 =X =X —tVf(xp) =X
=X —tVf(xk) =X+ tVf(X)
=x —X—H(Vf(xx) - Vf (%))

On a alors

lIxis1 =77 = b = X112 + 21V f (xq) = VAR
= 26(Vf(x) = Vf (%), X — %)
< g = ®? + 292l = X - 2ta|lx; - 3|2
= (7% = 2ta +1)|lx - X
= B(t)llxx — 7%

I1 suit par récurrence que pour tout n>1,

e — 7| < VB Tlxo - .

Il reste donc simplement a montrer que dans l'intervalle que nous avons choisi pour ¢,
B(t) <1.Or t — B(t) eSt une fonltion polynomiale de degré 2, et

2
BO)=1= ﬁ(y—‘;‘)

donc B(t) < 1 sur ]0;2a/y?[. |

Remarque 4.4.2. On voit ici en quoi le choix du pas t et critique et difficile. Si t e$t
trop grand, la convergence de la méthode n’est pas assurée. Mais si t e§t trop petit,
c’est-a-dire proche de 0, alors fB(t) est proche de 1 et la convergence et alors a priori
tres lente.

Comme annoncé un peu plus haut, la seconde hypothese de la Proposition 4.4.1 est
en fait redondante, bien que cela n’ait rien d’évident. Néanmoins, si nous le démon-
trons, alors nous obtiendrons un meilleur énoncé de convergence pour la méthode du
gradient a pas con$tant. Par conséquent, nous allons maintenant énoncer le résultat gé-
néral, et sa démonstration consiStera a montrer que si le gradient de f e$t lipschitzien,
alors f est elliptique.
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THEOREME 4.4.3 (CONVERGENCE DE LA DESCENTE DE GRADIENT A PAS CONSTANT) Soit
U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonéion convexe de classe C! qui
admet un minimum (nécessairement global) en un point X € U. On suppose qu’il
existe y > 0 tel que pour tous x,y € R”,

IVF(x) = V@Il < pllx =l

Alors, si t < 1/y2, la suite (xy)ren converge.

Démonstration. Nous avons vu au cours de la démon$tration de la Proposition 4.2.25
que pour une fon¢tion convexe f, on a toujours

(Vf(x)=-Vf@)x-y)=0

Il s’agit donc de raffiner cette inégalité en exploitant le caraltére lipschitzien de Vf.
Dans un premier temps, nous allons montrer que

f )< f)+(Vf () y=xy+ Sl =l
Pour cela, définissons pour x,y € U une fonction g:[0;1] — R par

g(t) = g(x+t(y —x)).

Alors, g est de classe C!, donc par le THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE,

+ Ll [g'(s) =

Par dérivation des fonctions composées, on a g’(s) = (Vf(x +s(y —x)),y — x), d’'ou

g(5)=g(0) = (Vf (x+5(y =) = f(x),y =)
<IVF (et sty =) = F (@l -
<ylls(y=)llly - x|
= sylly —xII*.
Ainsi,
8(1) <(0)+g'(0) + Ly I

ce qui en revenant a la définition donne
fB) < @)+ (VF )y =)+ Sy =P
En appliquant l'inégalité précédente a y = x et z = x — Vf(x)/y, on obtient
Vi) AZACIAN 2
f(x— )<f( <f ||f )l
4 I4

= flx)- %nwmuz.
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Le membre de gauche est plus grand que f(X) par définition d’un minimum global,
donc on a finalement

f@® <f(X)—%IIVf(x)II2-

Pour conclure, nous allons maintenant recourir a une astuce. Les points x et y étant
fixés, on définit deux fonctions f, f, : U — R par

{f1(2) = f(2)=(Vf(x)z)
h(z) = f(2)=(Vf(©).2)

Ces deux fon&tions sont convexes — en effet,

(Vfi(2),2' =2) =(Vf(2),2' - 2) - (Vf(x),2' - 2)
<{f(2) = f(2) (Vf(x),2' - 2)
= fl(Z/) - fi(2)

ce qui suffit par la Proposition 4.2.12, et de méme pour f, — et ont un minimum global
en x et y respectivement, d’ou

fi(0) < fiy) - %nwl(y)nz

H) < folx) - %nwxw

qui s’écrit aussi

fx) =) <{Vf(x),x) = (Vf(x),9) - %IIW(?) ~VilI?

F@) = () <VF),9) ~ (VS (), x) - %uwm —V@IP

En sommant ces deux inégalités on obtient le résultat dont nous avons besoin, a savoir

(Vf(x)-Vf(p)x-p)> %ux—ynz.

On conclut simplement en remplacant a par 1/2y dans 1’énoncé de la Proposition
4.4.1. ]

Une implémentation de cette méthode en PyrHoN e§t donnée en appendice au Pa-
ragraphe D.4.1.

Remarque 4.4.4. La preuve donne méme un peu plus : s’il existe 0 < a < b < 1/y° tels
que pour tout k € N, t; € [a;b], alors la suite (xi)ren converge vers Xx.

4.4.2  OPTIMISER L'OPTIMISATION
On pourra objecter a ce qui précede que le choix d’un pas constant est une solu-

tion de facilité. En effet, a chaque étape, parmi tous les pas possibles, certains sont
“meilleurs” que d’autres au sens ou pour t;,t, on peut avoir

(e =tV (xx)) < f(xx + £V f (k)
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Il serait donc probablement plus efficace de choisir, a chaque étape un pas qui donne la
valeur de f la plus petite possible : un pas optimal! Des ennuis se profilent néanmoins a
I’horizon : comment savoir si un tel pas optimal exiSte et surtout comment le trouver ?
Sil’on a recours a un algorithme, alors on multiplie les complexité des deux méthodes,
ce qui risque de compenser le gain obtenu par le choix plus judicieux du pas.

Nous allons ici nous concentrer sur un cas pour lequel cette méthode e$t efficace,
et c’est celui des fonctions quadratiques. Pourquoi? Parce qu’alors, on sait résoudre ex-
plicitement le probléeme de minimisation a chaque pas et qu’il n’y a donc pas besoin de
combiner avec une seconde méthode. Plus concrétement, nous allons nous concentrer
sur une fon&tion f : R"” — R définie par

£ = A% %)+ (b,)

et, pour assurer l’exiStence d’'un minimum, nous supposerons A définie positive. Une
fois fixé un point de départ xy € R", nous allons chercher un pas optimal, c’e§t-a-dire
une valeur de t qui minimise la quantité

f e =tV f(xg))-

La premiére chose a faire est de s’assurer que cette valeur existe. Bien str, si Vf(xx) =0,
alors on a trouvé le minimum et on peut arréter ’itération. Nous allons donc supposer
que ce n’e$t pas le cas.

Lemme 4.4.5. On suppose que Vf (xx) = 0. Alors, il existe une unique valeur optimale t;. de
t, qui est donnée par
IV
(AVS (xi), VS (xk))

Démonstration. Considérons la fonction g: R — R définie par

g(t) = fxx —tVf(xg)).

Elle est de classe C*, et sa dérivée e§t donnée par

g (1) =—(Vf(xx — tVf(xr)), V£ (x1))
= —(A(xx — tVf (xi)) + b, Axy + b)
= —[|Axy + BII? + H{AV f (x), Axg + b)

= AV S (x), V (1)) = IV f (xe) I

On voit qu’il y a un unique point critique qui est donné par la formule de 1’énoncé.
Comme d’autre part g e$t une fonction polynomiale du second degré, ce point critique
est un extremum global. Enfin, g(t) — +oco quand t — +o0, donc le point critique doit
étre un minimum global, ce qui conclut la preuve. ]

Nous pouvons maintenant définir rigoureusement notre méthode itérative : avec
les notations précédentes, on pose simplement

e VFeIP
T AV (x0), Y (x0))

(Axk + b)

Comme nous allons maintenant le voir, ce choix de pas permet d’obtenir une conver-
gence Strictement plus rapide que ce que donnait la méthode de descente a pas cons$tant.
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La démonstration sera plus claire si nous introduisons d’abord quelques notations.
Etant donnée une matrice définie positive A, on pose”

llxll4 = (Ax, x).

Comme nous allons le voir, il est assez naturel de travailler avec cette quantité, mais
il faut alors étre capable de la comparer a la norme usuelle ®. En remarquant que A™!
est également définie positive, et donc que ||x[[4-1 a un sens, on peu obtenir I'inégalité
dont nous aurons besoin, a savoir

Lemme 4.4.6. Soient Ay et A, respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
de A. Alors, pour tout x € R",

[

2 2 Z )
llcllg x5~ An

Démonstration. Soit (vq,--+,v,) une base orthonormée de veteurs propres de A. Si x €
R", il se décompose sur la base précédente de la fagon suivante :

n

X = E X;V;.

i=1

On a par conséquent

n
2 2
Rl =) dux
i=1
n
<) At
i=1
n
)
i=1

2
= Aullx[I”.

Notons que (vy,---,v,) est également une base orthonormée de velteurs propres
pour A™! et que sa plus grande valeur propre e§t A;!. Donc, le méme calcul donne
|[x]|4-1 < Afl||x||2, de sorte que finalement

I [

el Tl el

llxll> [l
~ I AT 12
_ M
-5

7. On peut sans peine vérifier que la fon&ion (x,y) — (Ax,p) est symétrique et définie positive sur
R", et que par conséquent elle donne bien lieu a une norme comme le suggére la notation.

8. Rappelons que toutes les normes étant équivalentes sur R”, il e§t de fait possible de comparer ||x||4
a|[|xl.
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Remarque 4.4.7. En se rappelant que la norme d’une matrice symétrique positive est
égale a sa plus grande valeur propre, on voit que la constante apparaissant dans I’énoncé
est ||AJ|[|A7]|. Cette quantité e§t appelé le conditionnement de la matrice A et il s’agit gé-
néralement du parametre critique pour la vitesse de convergence des algorithmes d’op-
timisation. Une matrice e$t dite bien conditionnée si son conditionnement e$t proche de
1.

Démondstration. En utilisant la notation ||-||4, le pas optimal peut s’écrire

_ IVFEI?
VAR

L’idée est de chercher a évaluer ||x; — X]|4 plutot que la distance en norme usuelle. En
effet, on a

Nous pouvons maintenant montrer la convergence de la méthode.

THEOREME 4.4.8 On suppose A définie positive. Alors, la méthode de gradient a
pas optimal converge quel que soit le point de départ x,.

k41 = X% = (A(Xpr1 = %), X1 — %)
= (A(x =tV f(xi)) = A% x — 15V f (i) =
= (A(x = X), X = %) — 2t5(A(xg = %), Vf (x0)) + e (AV f (xx), Vf (x1))

En remarquant que AX = —b puisque Vf(x) = 0, on peut poursuivre le calcul

leksn = FIZ = e = %3 = 266V F (ill> + (2 IV F ()1
IV£ ()l V£ )II*

= |l - %3 -2
ATV IR T IVl
IV f(x 4
=l 5, — S Cal
IVF ()3

Afin d’aller plus loin, nous allons insérer une troisiéme norme : celle associée a A~!.
En effet, on a

Ik — X% = (A(xg — %), X — X
= (A(x %), AT A(xy — X))

= A - B3
= lAx; — (-2,
= IVF(xl2 .
Ainsi,
Wf&H4 )
[E [ [ 1 —llv
T A IVF IRV S (x 4
v xn4
=l | 1 - T )

IVF ) IZIVF (i)l )
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Il ne reste plus pour conclure qu’a appliquer le Lemme 4.4.6 pour obtenir

A1

g 1 < ||xk—a?ni(1 - A—).
n

Comme on a par une récurrence immédiate
1 k
2 2 1
141 = X[ < llxo —'fllA(l - A—) ,
n

on conclut que ||x; — ][4 — 0.

Nous n’avons pas tout a fait terminé, puisque nous n’avons pas montré que
[l =] = 0.

Néanmoins, ceci se fait sans difficulté. En effet, nous savons que pour tout x € R”,
llx|la > Aqllx]], et donc

1
[l = x| < /\_1||xk —xlla —0.

On remarquera que si A est un multiple de l'identité (c’est-a-dire si A; = A,,) alors
le taux de convergence e$t nul. Autrement dit, l’algorithme converge en une itération.
Cela n’est pas surprenant! En effet, si A = AI,;, alors t; = A~! donc

x; =x9— A" (Axg+b)=-1"1b,

qui e$t bien 'unique solution de 1’équation Ax = —b.

Le taux de convergence de la descente de gradient a pas optimal est, d’apres la
démonstration précédente, majoré par

ﬁ: 1_/\1/\71'

Dans le cas de la descente de gradient a pas constant, elle était majorée par une fonc-
tion t > B(t) dont le minimum est atteint en a/y? et égal a

Pour comparer ces deux valeurs, il suffit de remarquer que par les propriétés déja
utilisées des matrices symétriques définies positives, on peut prendre a = A; et f = A,,.
Comme le quotient A;/1,, et §tri¢tement inférieur a 1, on a alors

B<P
donc la descente de gradient a pas optimal et plus rapide que la descente de gradient

a pas constant.

En général, on voit que le taux de convergence e$t d’autant meilleur que la quantité
A1/A,, est proche de 1, c’e§t-a-dire d’autant meilleur que A et bien conditionnée. Une
implémentation de cette méthode en PyrHon e§t donnée en appendice au Paragraphe
D.g.2.
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ANNEXE A

UN THEOREME DE FUBINI “FACILE”

Nam consuetudo et exercitatio facilitates maxime parit '

M. F. QuinTtiLianus, De in§titutione oratoria

Nous avons utilisé, dans la démonstration du Théoréme 2.3.21, une propriété per-
mettant d’intervertir des intégrales. Si le THEOREME DE FUBINI permet bien str de justi-
fier cette interversion, il existe en fait une justification beaucoup plus simple. Cela est
dt au fait que la fonction considérée est continue et que les intégrales portent sur des
segments. Nous allons donc énoncer et démontrer un résultat d’interversion qui suffit
a nos besoins et ne nécessite que des propriétés classiques de I'intégrale de Riemann.

Soit f : U — R une fon&ion continue et soit R = [4;b] X [c;d] un re&tangle contenu
dans U. Avant de démontrer le résultat, nous allons vérifier que 1’égalité a bien un
sens, c’e$t-a-dire que chaque intégrande e$t bien intégrable au sens de Riemann. Cela
sera facile car elles sont tout simplement continues.

Lemme A.1. Les fonétions

b

J-;:ny f(x,p)dx
d

};,:xn—>j f(x,v)dy

sont continues, donc intégrables.

Démonstration. Nous ne traiterons que la premiere fonction, la preuve pour la seconde
est la méme, mutatis mutandis. Soit € > 0. La fontion f étant continue sur le retangle
[a;b] x [c;d] qui e§t compadt, elle est uniformément continue. Il existe donc 7 > 0 tel
que des que [|(x,v) - (x,v')[[<#,ona

€

If (x, ) = f(x", )] < —

—da

1. C’e$t surtout par I’habitude et I’exercice qu’on acquiert la facilité
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Alors, étant donné y, € [c;d], pour tout v €]yy —11;v9 + 17[N[c;d] on a

[ Z(v) = F (o)l f |/ (x,9) = f(x, 9o)ldx
< R
J; - adx
= 6'
ce qu’il fallait démontrer. ]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat utilisé dans la dé-
monstration du Théoréme 2.3.21 de facon — comme promis — élémentaire.

THEOREME A.2 On a l’égalité

Lb (J;df(x,y)dy)dx = Ld (Lbf(x,y)dx)dy

Démondstration. Le Lemme A.1 assure que les deux termes de 1’égalité sont bien définis.
De plus, on a, en utilisant une somme de Riemann et la linéarité de 'intégrale,

[{[ v [

1 b-a
_n1—1>r+1:1mn+1 Z};(a-i_k n )

Il
=
+5
8
S
+
[am—
-

QU
~~
———

AN

+

P

oy

]

<
~—

[a}

<

Posons, pour n € N,

Nous allons montrer que la suite (g,),en converge uniformément vers F,, ce qui per-
mettra de conclure.

Soit € > 0. En posant, pour 0 <k <n,

|24(v)




Comme f est continue sur le rectangle R qui e$t compact, elle e§t uniformément continue
par le THEOREME DE HEINE. Par conséquent, il existe > 0 tel que [|(x,v) — (x", /)| <7

implique

fuy)-f(x,y)l<e.
Soit N tel que (b —a)/N < 1. Alors, dans chaque terme de la somme, l'intégrande e$t
majorée par €. Par conséquent, pour tout n > N,

1 n_1 Ak+1
|:0) - F)] < — ZJ edy
k=0 <"
n
=€
n+1
<e€.

Ceci montre que ||g,, — |l < € pour tout n > N, donc que la suite converge uniformé-

ment. Le THEOREME DE CONVERGENCE UNIFORME POUR L’INTEGRALE DE RIEMANN donne

alors le résultat. ]






ANNEXE B

I’ENVERS DE ’ENDROIT : LES THEOREMES
D’INVERSION

La mémoire, c’e$t 'imagination da l'envers.

D. Pennac, La fée carabine

Nous avons mentionné au Paragraphe 3.1.2 du Chapitre 3 que le THEOREME DEs
FONCTIONS IMPLICITES 3.1.6 possede un proche parent connu sous le nom de THEOREME
D'INVERSION LOCALE. Nous allons maintenant discuter un peu plus en détails ce dernier,
ainsi que son inséparable comparse le THEOREME D'INVERSION GLOBALE.

Le probléeme de départ eSt assez naturel : existe-t-il un moyen simple de s’assu-
rer qu’une application f : U — R de classe C* et une bije&ion? Et si possible une
bijection dont I'inverse et également de classe C*? Suivant un procédé éprouvé des
mathématiques, il est sage de commencer par aborder le probléeme localement. Autre-
ment dit, étant donné x € U, a quelle condition existe-t-il un ouvert V C U contenant x
et un ouvert W dans R contenant f(x) tel que f soit une bijetion de V sur W dont la
réciproque e$t de classe C*? Avant d’aller plus loin remarquons I’hypothése que W soit
un ouvert. Cela e$t indispensable si on veut que la réciproque soit au moins continue.
En effet, W sera alors la préimage par f~! de V, qui et ouvert!

Maintenant, commengons par chercher une condition nécessaire. Si nous cherchons
dans notre mémoire (ou dans le début de ce texte a la Proposition 2.3.13), nous voyons
que pour calculer la différentielle d’une fonction réciproque f~!, il nous faut supposer
que la différentielle de f au point correspondant e$t inversible. Cela dit, ceci pourrait
n’étre qu’une condition suffisante pratique pour les calculs. Vérifions qu’il n’en e$t rien,
en commengcant par introduire une terminologie bien pratique.

DérinirioN B.1. Une application f : U — R” e§t un Ck-difféomorphisme si elle est de
classe C*, bije&ive, et que sa réciproque f~! est également de classe C.

Nous pouvons maintenant démontrer notre condition nécessaire, qui au passage
nous donnera également une information sur la dimension de 'espace d’arrivée. Il et
fruCtueux d’accorder un instant d’attention a sa proximité — mais surtout ses diffé-
rences — avec la Proposition 2.3.13.

Proposition B.2. Soit f : U — R™ un C*-difféomorphisme. Alors, pour tout x € U, Uappli-
cation linéaire D, f est inversible, d'inverse Df(x)(f‘l). De plus, on doit avoir m = n.
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Démonstration. On sait que (f!)o f =1d, donc en différentiant au point x on trouve
Id = D,Id = Dy ((f ') 0 D f.

Ainsi, puisqu’on e$t en dimension finie, D, f e$t inversible, d’inverse Df(x)(f‘l). Par
ailleurs, puisque l'application D, f : R" — R" est inversible, ses espaces de départ et
d’arrivée doivent avoir la méme dimension, autrement dit n = m. ]

Nous arrivons au moment ou nait en nous un espoir : la condition nécessaire pour-
rait-elle étre suffisante? Pour avoir une meilleur intuition, considérons le cas d’une
seule variable. On a alors une fon&ion f : I — R et un point x € I tel que f’(x) = 0.
Si f e§t de classe C!, la continuité de f’ assure l’existence d’un intervalle | C I sur
lequel f’ est de signe constant §trict. Alors, f e$t strictement monotone sur J, donc
inversible! De plus, le résultat classique sur les fonction bije&tives dérivables dont la
dérivée ne s’annule pas assure que f ! sera dérivable, et méme de classe C'. Nous voila
convaincus que notre condition nécessaire e$t suffisante. Le démontrer dans le cas de
plusieurs variables n’e$t cependant pas chose aisée ... a moins d’utiliser habilement le
THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES !

TuEOREME B.3 (THEOREME D'INVERSION LOCALE) Soit f : U — R” une fon&ion de
classe C et soit x € U tel que D, f e inversible. Alors, il exi§te un ouvert V ¢ U
contenant x et un ouvert W C R™ contenant f(x) tels que f(V) = W et la restri¢tion
de f a V et un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Attention, astuce droit devant! Considérons les applications
.R2n
gi: R“" - R

définies par
Si(x1, 0, Xon) = X = fi(Xps1,0 0 X2)-

pour 1 <i < n. En posant X = (f(x),x), on observe que g;(x) = 0. De plus, les n dernieres
coordonnées de Vg;(x) ne sont autres que les dérivées partielles de f; au point x, tandis
que les n premieres sont les colonnes de la matrice identité. Par conséquent, la matrice
dont les colonnes sont les Vg;(X) est :

I, O
]g(ﬂ:( 0 ]f(x) )

Ainsi, comme J¢(x) est inversible, la famille de vecteurs

Vgui1(x),+, Vg, (X)

est libre. On peut donc appliquer le THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 3.1.6 : il exiSte
un ouvert W contenant f(x), un ouvert V contenant x et une application ¢ : W — V
de classe C* telle que pour tous (x,x’) € W x V et tout 1 <i <,

gi(x,x)=0 = x" = p(x).

L’équation de gauche est équivalente a x = f(x’), donc ¢ est une réciproque de f, ce
qui démontre le théoreme. ]

- 166 -—



Nous avons obtenu ci-dessus une solution “locale” a notre probleme, qui e$t de
plus optimale au sens ou nous avons une équivalence : f e§t un difféomorphisme au
voisinage de x si et seulement si D, f et inversible. L’étape suivante e$t de s’interroger
sur la possibilité d’un critere global. Pour cela, il et sain de chercher en premier lieu
ce qui peut faillir dans la caratérisation précédente. Autrement dit : a quoi ressemble
une fonétion qui est une bijection au voisinage de tout point mais qui n’e§t pas une
bijection globale? Il est en fait assez simple de donner un exemple.

Exemple B.4. On considere U =]0;1[U]2; 3, qui est un ouvert de R et la fonltion f :
U — R définie par
x si x€]0;1]

f(x):{ x—-2 si x€]2;3]

Cette fonction et de classe C* et sa différentielle en tout point est I’application linéaire
identité de R dans R, qui est inversible. Pourtant, f n’est pas un difféomorphisme,
puisqu’elle n’est pas injetive : f(1/2) = f(3/2).

Pour se débarrasser du contre-exemple précédent, une solution consiste a ajou-
ter ’hypothése d’injectivité. Apres tout, elle est nécessaire pour avoir un difféomor-
phisme. Il s’avere que cela suffit a conclure.

THEOREME B.5 (THEOREME D'INVERSION GLOBALE) Soit f : U — R" une application
de classe Ck. Si f et injective, et si pour tout x € U, D, f et inversible, alors f(U)
et un ouvert et f : U — f(U) e$t un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Comme le suggere 1’énoncé, nous allons commencer par montrer que
f(U) e$t ouvert. Soit donc y € f(U) et x € U tel que f(x) = y. D’aprés le THEOREME D'IN-
VERSION LOCALE B.3, il existe un ouvert V C U contenant x et un ouvert W contenant
f(x) tel que la re§trition de f : V. — W soit un Ck-difféomorphisme. En particulier,
W= f(V)c f(U) donc f(U) est ouvert.

Comme f e$t supposée injeltive, I'application f : U — f(U) e$t bijeGtive. De plus, si
y=f(x)e f(U)etsiles ouverts V et W sont comme précédemment, alors la restriction
de f~! & W coincide avec I'application donnée par le Théoréme B.3, qui est de classe Ck.
Ainsi, f~! e§t de classe C* au voisinage de chaque point, donc elle e$t bien globalement
de classe Ck, ce qui conclut la preuve. ]

Remarque B.6. Nous venons de répondre a une question laissée en suspend a la Pro-
position 2.3.13 : si f e$t bijetive de classe C! avec une différentielle inversible, alors
sa réciproque et aussi de classe C!, sans avoir besoin de supposer qu’elle et continue.
Ce qui e$t caché derriere ce résultat, c’e$t la preuve de la continuité de la fonction im-
plicite dans la démonstration de la Proposition 3.1.4. Ce n’es§t donc pas du tout trivial !

Concluons par un exemple d’application de ce résultat. On définit une fonction
¢ :] - ;xR — R? par
¢(0,r) = (rcos(0),rsin(0)).
Si f : R? — R et une fon&ion, alors f o ¢ e§t une expression de f en coordonnées po-
laires. Autrement dit, ¢p permet de faire un changement de variables des coordonnées
cartésiennes aux coordonnées polaires. Ce que nous allons montrer, c’est que ce chan-
gement de variables e$t réversible. Pour cela, il faut montrer deux choses :

* Injedtivité. Soient 6,0, €] - ;[ et 1,1, € R tels que
$(01,11) = P(02,12).

— 167 —



ANNEXE B. L'ENVERS DE L’ENDROIT : LES THEOREMES D’ INVERSION

En remarquant que [|¢(6,7)|| = r, on voit que r; = r,. On en déduit alors en consi-
dérant les coordonnées que cos(61) = cos(6;) et sin(0;) = sin(6,). Cette égalité
peut s’écrire plus synthétiquement sous la forme ¢'%1 = ¢92. Or, la foné&ion ¢ + ¢'f
est injective sur | —1; [, donc 6 = 0, et nous avons bien montré que ¢ est injec-
tive.

* Inversibilité de la différentielle. Calculons la matrice jacobienne de ¢ en un
point quelconque :
_ [ —rsin(0) rcos(O)
Jp(0,1) = rcos(6) rsin(0)

Son déterminant est égal a
—r?sin(0)? - r? cos(0)? = —r?,

qui e§t non-nul. Ainsi, par le THEOREME D'INVERSION GLOBALE B.5, ¢ e§t un C!-
difféomorphise. Par conséquent une fonc&ion f : R? — R et de classe C! si et
seulement si f o ¢ l'est.
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ANNEXE C

TANGENCE

Je m’étais mis a choyer immodérément les mots pour I'espace qu’ils admettent autour d’eux,
pour leurs tangences avec d’autres mots innombrables.

A. BreToN, Manife$te du surréalisme

Nous allons dans ce bref appendice donner quelques éléments pour mieux appré-
hender la notion d’espace tangent a une sous-variété, introduite au Paragraphe 3.1.3
du Chapitre 3. Rappelons pour plus de confort la définition de sous-variété que nous
avions alors introduite :

Derinition C.1. Une sous-variété de R™ de codimension p et de classe C* e§t une partie
S C R" telle que pour tout x € S, quitte a permuter les coordonnées, il existe

e Un ouvert U de R"P;
e Un ouvert V de R?;
* Une application ¢ : U — V de classe C¥ telle que x € U x V et

SN(UxV)=8,.

Si S désigne une sous-variété de R” de codimension p et de classe C!, nous avons
défini pour tout point x de S un sous-espace vectoriel T, S en utilisant une fonétion ¢
de la définition. Le probléme, c’e§t qu’il y a plusieurs choix possibles de fon&tion ¢, et
qu’il n’est pas clair a priori qu’elles vont toutes donner le méme sous-espace vectoriel.

Pour montrer que c’est bien le cas, nous allons donner une autre description de cet
espace tangent qui n’utilisera cette fois que S en tant que partie de R". Cette description
repose sur une notion de vecteur tangent que nous introduisons maintenant.

DerinitioN C.2. Un velteur v € R” est dit tangent a S en un point x s’il existe € > 0 et
une fondtion continue c:] - €;e[— S dérivable telle que

Le choix de la lettre ¢ n’e$t pas anodin, elle a pour but d’évoquer un chemin. En
effet, 'idée cachée derriére I'objet que nous venons de définir provient de la physique :
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il s’agit de suivre le déplacement d’un point le long d’'un chemin et de regarder son
“velteur vitesse en t = 0”7, qui e$t le velteurs ¢’(0). Ainsi, les vecteurs tangents au point
x sont les vecteurs qui peuvent décrire la vitesse inStantanée en x d’un point se dépla-
¢ant sur S.

I1 n’e$t pas évident sur la définition précédente que les velteurs vitesse forment un
sous-espace vectoriel de R”, ni encore moins qu’ils ont quelque chose avoir avec T,S.
Et pourtant c’e$t le cas, comme nous allons maintenant le montrer.

TutoriMe C.3 Soit S une sous-variété de R" de codimension p et de classe C'.
Alors, pour tout x € S, les veteurs tangents au point x forment un espace vectoriel
qui e$t isomorphe a T, S (qui ne dépend donc pas du choix de ¢).

Démonstration. Soit x € S. On fixe U c R"P, V C R” des ouverts tels que x € U x V
ainsi que ¢ : U — V de classe C! telle que SN(U x V) = Sop-

Soit v un velteur tangent a S au point x et ¢ la fonction correspondante. Si on note
(c1,-+,¢y) les coordonnées de la fonltion ¢, posons ¢ = (cq,--- ,cn_p). Comme U x V eét
un ouvert contenant x = ¢(0) et que c e$t en particulier continue, il existe €’ > 0 tel que
c(t) € Ux V pour tout t €] — €’;€’[. Par conséquent, pour de tels t on a

() = (@1), @ o TL)).
En dérivant cette égalité en ¢t = 0, on obtient alors

c’(0) = (¢'(0), Dxp(c'(0))) € T,:S.
Réciproquement, soit v € T,,S. Il existe donc x € R"7? tel que

v = (w,Dyp(w)).

Soit maintenant X = (x1,--+,x,_,) € U et r > 0 tel que B(X,r) C U. En posant € = r/||w],
on a que pour tout t €] —€; €|,
I(x+tw) =X <1,

donc que X+ tw € U. Par conséquent, la fonction c :] - €;e[— R” définie par
c(t) = (X +tw, p(x + tw))

est a valeurs dans S et ¢(0) = (X, (X)) = x. Pour conclure, il suffit de dériver en 0, ce qui
donne

¢'(0) = (w, Dsp(w)) =v.
|

Donnons un exemple dans I'un des cas les plus simples. On considéere un point M
du cercle de centre 0 et de rayon 1 de coordonnées (x(,yy). Un chemin passant par M
est donc une fon&ion ¢ :] - €;e[— R? de classe C! telle que, en notant c(t) = (x(t),y(t)),
on ait ¢(0) = M et pour tout t €] —€;¢€],

x(t)>+y(t)* = 1.
Si on dérive cette relation, on obtient

2x"(t)x(t) + 2y’ (¢)y(t) = 0.



En simplifiant les facteurs 2, on peut écrire cette égalité sous la forme (c’(t),c(t)) =0

—
Ceci est vrai en particulier en t = 0, et donc (¢’(0), OM ) = 0. Ainsi, tout velteur tangent
au cercle au point M est orthogonal au rayon OM. Nous retrouvons bien encore une
fois la caratérisation usuelle de la tangente en un point du cercle.

On peut d’ailleurs, montrer que réciproquement, tout vecteur orthogonal au rayon
est un vecteur tangent. En effet, on sait déja qu’on dispose d’au moins un tel veéteur : au
voisinage de M, le cercle peut étre décrit, quitte a permuter les coordonnées, comme le
graphe d’une fonction (voir la fin du Paragraphe 3.1.1), autrement dit comme I'image
d’'un chemin. Comme la fonction est un difféomorphisme, sa dérivée n’est pas nulle
et fournit donc un veteur tangent v = 0. Si maintenant w e$t un vecteur orthogonal

a OM, alors il existe a € R tel que w = av. On vérifie par un calcul direct que si on
définit le chemin ¢, :] — e/a;e/a[— R? par c,(t) = c(at), alors
¢,(0) = ac’(0)
=av

=w.

Munis de cette description de l’espace tangent, il nous es§t maintenant possible de
donner une démonstration direéte rigoureuse du lien entre le gradient d’une fonc-
tion sur une sous-variété et les extrema locaux (Corollaire 3.1.22) sans passer par le
Théoreme 3.1.9. Cette démonstration avait été évoquée de fagon heuristique apres le
Corollaire 3.1.22.

Démonstration directe du Corollaire 3.1.22. Notons v le projeté orthogonal de Vf (X) sur
I’espace tangent T3S et supposons que v # 0. Il exiSte alors € > 0 et une fonc¢tion

c:l-€¢€[—>S

de classe C! telle que c(0) = X et ¢’(0) = v. Par continuité de c en 0, il existe €’ < € tel
que ¢(]—€’;e’/[Cc UNS. On peut alors considérer la fontion

¢=foc:]-€;€¢[>R
Le développement limité de ¢ en 0 s’écrit

O(t) = P(0) +tPp'(0) +o(t)
= f(X)+ KV f(x),v)+o(t)
= f(X) + tlvll® + te(t)
= f(®) + tllvll* + &)

Comme ¢(t) — 0 quand t — 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout t €]—9;9][, |e(t)| < ||[v||/2.
Par conséquent, pour tout t €]0;9],

pioy> £+

tandis que pour tout t €] - 0; 0],

> f(%)

2
o0 < F@ + 19 < £

Ainsi, il exiSte des points de S N U arbitrairement proches de X pour lesquels f prend
des valeurs $trictement supérieures a f(X) et des valeurs stritement inférieures a f(X)
Autrement dit, f n’a pas d’extremum local en X. [
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IN CAUDA VENENUM

Pour qui sont ces serpents qui sifflent sur vos tétes?

J. Racing, Andromaque

Tout au long de ce texte, nous avons décrit des méthodes numériques pour appro-
cher l'optimum d’une fontion. Nous avons également donné des criteres de conver-
gence pour ces méthodes, mais nous n’avons pas parlé de leur implémentation concrete.
La raison principale en et que cela nous aurait éloigné de notre propos, et se se-
rait mieux prété a des expérimentations sur machine qu’a un cours en amphithéatre.
Néanmoins, il serait incongru de ne pas donner au moins un apercu des algorithmes
évoqués. C’e$t pourquoi nous allons les décrire maintenant, en utilisant le langage Py-
THON '.

Pour cela, commengons par quelques généralités. Les algorithmes que nous avons
évoqués sont tous itératifs, au sens ou ils con§truisent par récurrence une suite qui
converge vers le point recherché. L'implémentation sera donc construite autour d’une
boucle for. Par ricochet, ceci impose de définir a I’'avance un nombre maximal d’itéra-
tion. Il sera dans la suite toujours noté N. Ainsi, nous calculerons les termes de la suite
(X)) nen jusqu’a xy. Néanmoins, il n’est pas forcément nécessaire de faire autant de cal-
culs. En effet, dans la pratique, ce que I'on souhaite c’e$t obtenir une approximation de
la solution avec une précision donnée. Pour cela, on se fixe une tolérance €. Mais alors,
il e§t inutile de poursuivre les calculs une fois qu’on e$t parvenu a une solution “a €
pres”. C’est la raison pour laquelle nos algorithmes inclueront une condition d’arrét : a
chaque itération, on commence par vérifier si la précision souhaitée a été atteinte. On
a alors deux options :

* Sic’e$t le cas, on peut terminer immédiatement en renvoyant la valeur trouvée;

* Sinon, on poursuit l'opération.

Assez naturellement, ceci s'implémentera par une in§truction conditionnelle avec une
boucle if, incluant comme condition une comparaison avec la tolérance qui sera notée
epsilon.

1. Lapprentissage et 'utilisation de PyTHON ne sont pas l'objet de ce texte et nous prendrons donc
pour acquise une connaissance au moins sommaire de ce langage. Nous renvoyons par exemple le lec-
teur a [8] pour une introdution.
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Un nouveau probleme surgit alors : il se pourrait qu’au bout des N itérations, on ne
soit pas parvenu a la tolérance souhaitée. La procédure e$t alors mise en échec, et il faut
prévoir un cas d’exception pour renvoyer I'information. Autrement dit, on retournera
alors un message indiquant que l’algorithme n’a pas pu conclure.

Concluons par un aspect plus concret : PyrHon dispose de nombreuses librairies
contenant des outils divers en fonc¢tion des besoins. Dans notre cas, il faudra pouvoir
manipuler des vecteurs et des matrices et ceci peut se faire a I’aide de la librairie numpy.
I1 faudra donc commencer ainsi :

import numpy as np

D.1 MEgETHODE DE NEWTON

La METHODE DE NEWTON a été vue au Paragraphe 2.4.2 du Chapitre 2. De méme
qu’elle était simple a expliquer, elle et aisée a mettre en ceuvre. Son argument est a
priori une fonction f : R” — R”, mais nous aurons également besoin de sa différen-
tielle. Nous prendrons donc ces deux fonctions, f et df comme arguments. Il nous fau-
dra également un point de départ xo ainsi comme toujours qu'une tolérance epsilon
et un nombre maximal d’itérations N.

Le but de l'algorithme e$t de trouver un point x tel que f(x) = 0, en con$truisant
une suite par la formule de récurrence

Xnel = xn"]f(xn)_l(f(xn))

I1 est donc assez raisonnable de faire porter la condition d’arrét sur la norme ||f(x,,)||.
Ceci mene au code suivant :

def Newton(f, df, xo, epsilon, N):
XN = X0
for n in range(N):
if norm(f(xn)) < epsilon:
return(xn)
xn = xn - dot(np.linalg.inv(df(xn)), f(xn))
return("Echec")

D.2 MEgETHODE DE BROYDEN

La M£THODE DE BROYDEN et une amélioration de la précédente qui a été décrite au
Paragraphe 2.4.3 du Chapitre 2. L'idée principale est d’utiliser une approximation de
I'inverse de la Jacobienne ]f(xn)_1 calculée itérativement pour éviter les calculs d’in-
verses. L'implémentation e§t une légere modification de la précédente — gardant en
particulier les mémes arguments et la méme condition d’arrét — avec cependant un
détail : le calcul de la nouvelle approximation H,,,; utilise non seulement la valeur de
Xn.1 (calculée avec H,), mais également 1’ancienne valeur x,,. En effet, les relations de
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récurrence sont

Xkr1 = x — Hip(xy)

(X1 — xk) — Hi(P(xXp41) — P(x1))
(k1 = xx) Hie (P (xXp41) = P (x1))

Il faut donc garder celle-ci en mémoire le temps de faire le calcul. C’est pourquoi on
introduit ici une variable xnplusun qui servira au calcul avant de mettre a jour la
valeur de xn. De plus, afin d’alléger la rédaction, le dénominateur de la FORMULE DE
SHERMAN-MORRISON (Lemme 2.4.7) e$t calculé séparément.

Hyi1 = Hi + (xXgs1 —xx) Hg

def Broyden(f, df, xo, epsilon, N):
Hn = np.linalg.inv(df(xo0))

XN = X0
for n in range(N):
if norm(f(xn)) < epsilon
return(xn)
xnplusun = xn - dot(Hn, f(xn))
an = dot(transpose(xnplusun - xn), dot(Hn, f(xnplusun) - f(xn)))
Hn = Hn + ((xnplusn - xn - dot(Hn, f(xnplusun) - f(xn))/an)xHn
xn = xnplusun

return("Echec")

D.3 AvrLGORITHME D’'Uzawa

L’algorithme d’Uzawa, détaillé au Paragraphe 4.3.2 du Chapitre 4 , ne cherche pas
les zéros d’une fonétion mais le minimum d’une fonétion quadratique sous contraintes
d’inégalité. Ceci signifie que le choix de la condition d’arrét n’est pas aussi immeédiat.
En effet, puisqu’on ne connait pas le point X auquel le minimum es$t atteint, on ne peut
calculer ||x—x,|| pour eStimer la qualité de 'approximation. Une solution est d’utiliser
les conditions KKT, et de s’arréter quand ces dernieres sont satisfaites a € pres, c’est-a-
dire quand

”Axn +b —thn” <e.

Pour implémenter I’ALcoriTHME D'UzAwa, nous aurons également besoin de la pro-
jection P sur RP. Celle-ci peut se définir sans peine a ’aide de la fonétion min de Py-
thon, qui utilise le méme ordre sur les vecteurs que nous (c’est-a-dire la comparaison
coordonnée par coordonnée).

def P(x):
min(o, x)

Cela dit, on peut également dire¢tement utiliser la fontion min dans l’algorithme,
ce que nous allons faire. Regardons maintenant les arguments de la fonction. Il nous
faudra la matrice A et le veteur b définissant la forme quadratique, ainsi que la matrice
Het le vecteur d définissant les contraintes. Nous aurons également besoin d’un vecteur
de départ muo ainsi que d’un pas t>. Enfin, les indispensables tolérance epsilon et
nombre maximal d’itérations N.

2. Inclure le pas comme variable permet de facilement tester plusieurs valeurs, afin par exemple
d’améliorer la vitesse de convergence si I’algorithme échoue.



ANNEXE D. IN CAUDA VENENUM

Rappelons la formule de récurrence utilisée :

Xk
Hi+1
Avant de donner le code, ajoutons un détail : il est préférable de calculer des le
début les matrices B= A~! et K = H' afin de ne pas refaire ce calcul a chaque fois 3.

A7V (H' = b)
P (e — t(Hxy —d))

def Uzawa(A, b, H, d, muo, t, epsilon, N):
B = np.linalg.inv(A)
K = H.transpose()
mun = muo
xn = np.dot(B, np.dot(K, mun)-b)
for n in range(N):

if norm(np.dot(A, xn) + b - np.dot(K, mun)) < epsilon:
return(xn)
mun = min(o, mun - tx(np.dot(K, xn) - d))

xn = np.dot(B, np.dot(K, mun)-b)
return("Echec")

D.4 DESCENTE DE GRADIENT

D.4.1 A PAS CONSTANT

Rappelons tout d’abord que le but de cette méthode est de chercher un point cri-
tique d’une fondtion f : R” — R en partant d’un point x;, € R"” et en définissant par
récurrence une suite par la relation

Xnel = Xy — fo(Xn),

ou t > 0 e$t le pas de la méthode. Comme dans le cas précédent, le pas t sera inclus
comme variable de l'algorithme afin de pouvoir aisément I’ajuster.

Pour tester la précision d’une itération donnée, le plus simple est de calculer la
norme du gradient ||V f(x,,)||. En effet, 'algorithme converge vers un point critique de f,
qui vérifie donc V£ (x) = 0. La fonétion f étant supposée de classe C!, Vf sera petit dans
un voisinage de x, donc on peut décider de s’arréter lorsque ||Vf(x,)|| < €. On obtient
alors l'algorithme suivant, qui ne nécessite d’ailleurs pas de prendre f en argument
mais seulement son gradient gradf, ainsi bien stGr que le pas t, le point de départ
xo, la tolérance epsilon et le nombre d’itérations N. Remarquons que le gradient est
utilisé deux fois dans l'itération : pour vérifier la condition d’arrét, puis pour calculer
la nouvelle valeur de x,,. Il est donc judicieux de le calculer une seule fois, au début de
la boucle, et de §tocker sa valeur dans une variable temporaire grad qu’on appellera
ensuite.

def GradienAPasConstant(gradf, t, xo, epsilon, N):
XN = X0
for n in range(N):
grad = gradf(xn)
if norm(grad) < epsilon:

3. On pourrait aussi envisager de ne jamais calculer A~! et d’appeler un algorithme pour résoudre
numériquement 1’équation Ax, + b = H'u, a chaque étape, si ceci s’avére pertinent.
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return(xn)
xn = xn - txgrad
print("Erreur")

D.4.2 A PAS OPTIMAL

Pour la méthode du gradient a pas optimal, le seul changement est que l'on doit a
chaque étape calculer le nouveau pas. Dans le cas quadratique, qui et le seul auquel
nous nous sommes intéressés, ce pas se calcule facilement grace a une formule expli-
cite, ce qui simplifie I’algorithme. De plus, la donnée du probleme étant réduite a la
matrice symétrique définie positive A et au velteur b, ce sont ces deux quantités qui
apparaitront comme variables plutot que le gradient de la fon&tion f. Cela permettra
de simplifier également le calcul du gradient, qu’on prendra soin de n’effeCtuer qu'une
seule fois par itération a I’aide d’une variable auxiliaire comme précédemment.

def GradientAPasOptimal(A, b, xo, epsilon, N):

XN = X0

for n in range(N):
grad = dot(A, xn) - b
if norm(grad) < epsilon:

return(xn)

tn = (norm(grad)~4)/(dot(dot(A, grad), grad)~2)
xn = xn - tnxgrad

print("Erreur")
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