COURBES ET SURFACES UNIVERSITE PARIS-SUD
MATH 213 2018-2019

TD III — Corrigé I

1. Plan tangent

Ezercice 1.1. — Calculons les dérivées partielles de ¢ :
h(s) 0
o cos o
a—(p = 0 et a—@ = | cosh(t)
s 1 t 1
ainsi que leur produit vectoriel
— cosh(?)
9 o cos
8—<p A a—(tp — cosh(s)
5 cosh(s) cosh(t)

Soit My = ¢(so,to) un point de S de coordonnées (zo, Yo, 20). D’apres le cours, une équation de Ty, S est
donnée par
—cosh(ty)(x — xo) — cosh(sp)(y — yo) + cosh(sg) cosh(tp)(z — z0) = 0.
En isolant les variables d’un coté et les constantes de l'autre, cette équation devient
cosh(sg) cosh(tg)z — cosh(ty)x — cosh(sg)y = cosh(sg) cosh(ty)(so + to) — cosh(tp) sinh(sg) — sinh(tp) cosh(sg).

qui apres division par cosh(sg) cosh(tg) (la fonction cosinus hyperbolique ne s’annule jamais) prend la forme

z Y
z— — = 509 + tp — tanh(sg) — tanh(¢g).
cosh(sg)  cosh(tp) 0+t (s0) (to)
Ezxercice 1.2 (Paramétrage stéréographique). — 1. Montrons que le support de ¢ est la sphere

de centre 0 et de rayon 1 privée du pole nord. Pour cela, posons k = 1 + s2 + t2. On a alors
d(0,¢(s,)) = a(s,0)> +y(s,)* + 2(s,1)°
48 + 4872 + (-1 4 2 + 12)?)

487 + 482 + 1+ st + 1 — 257 — 217 + 25°17)

donc le support de ¢y est inclus dans la spheére. De plus, si z(s,t) = 0 = y(s,t) alors z(s,t) = —1.
Ainsi, l'intersection du support de ¢y avec l'axe Ok ne contient que le pole sud, ce qui montre que
le support de ¢ ne contient pas le pole nord. Réciproquement, soit M un point de la sphere de
coordonnées (x,y, z) qui n’est pas le pole nord. Si M est le pole sud, nous avons vu que M = ¢(0,0)
appartient au support de @p. Sinon, supposons x # 0. On doit alors avoir 2s = kx et 2t = ky, d’ou

S
t="Y
x
Ceci permet de trouver une équation donnant s. En effet,
2s = kx
2s = x4 s’z+t2x

SPr+s2 —2s+2 = 0
T



Le discriminant de cette équation du second degré est
y2
A=4—4x <x—|—> =4(1—2? —y*) =422 > 0.
x

L’équation admet au moins une solution, donc M appartient au support de ¢n. Si z =0, alors y # 0
et un calcul similaire permet de conclure.
2. Calculons les dérivées partielles de ¢p :

2

Don 1 2k — 4s 1 2k — 452
5 = 72 —4ts = 72 —4t5

5 25k — 2(k — 2)s

et
—4ts —4ts

aggvzl; 2% — 4t :ki 2k: 4t2

2tk — 2(k — 2)t

Le produit vectoriel est donc égal a

—16t%s — 4s(2k — 4t%)

d o 1
gN % = o —16ts? — 4t(2k — 45?)
s ¢ (2k — 4s2)(2k — 4t2) — 16t2 2
4 — 4125 — 25k + 4st?
= o —4ts% — otk + 4ts?
k2 — 2kt? — 2ks? + 45212 — 41252
—2s
4
k—2t2 — 242
—2s
4
1— g2 —¢2

= —%Og&(s,t;.

D’une part, le produit vectoriel ne s’annule pas donc la nappe est réguliere et d’autre part, le vecteur
normal est colinéaire & Op(s,t) donc le plan tangent est le plan tangent usuel a la sphere.

Ezxercice 1.3. — 1. Calculons les dérivées partielles de ¢ :
cos(t) —ssin(t)
¢ _ sin(t) ot 9¢ _ | scos(t)
Os of ot of ’

%(Svt) E(Sat)



ainsi que leur produit vectoriel

0 0
sin(t)a—”:(s, t) — scos(t)a*ﬁ(sa t)

dp Oy 0 0
Bs A Fri _Ssin(t)a—i(s,t) - cos(t)a—{(s,t)

Si ce vecteur est nul, on a s = 0 donc

)
sin(t)a—{((), £) =0

of
cos(t)a(o, t)=0
Comme cos(t) et sin(t) ne s’annulent pas en méme temps, on doit donc avoir %(O,t) = 0. Récipro-
quement, si ¢t vérifie %(0, t) = 0 alors le point ¢(0,t) est singulier.
2. Soit M un point de coordonnées (z,y, z) et soit My = ¢(so,tp) un point régulier. Si M appartient a
I’axe OE, onax =y =0. Side plus, M appartiant a Tj;,S, alors M M, est orthogonal au vecteur
normal en ce point, d’ol1

0= (sin(tg)%:(so, to) — so COS(tQ)g::(So, to)) (0 — so cos(to))

+ (—80 Sin(to)%(s(), to) — cos(to)%(so, t0> (0 — sgsin(tg))
+ s0(2 — f(s0,t0))

8f(307t0) + s0f (50, t0)

2
S0z = —8f——
09s

Si sg # 0, I'intersection du plan tangent avec I'axe OF est donc le point de coordonnées (0,0, z) avec

z= *80%(50,?50) + f(s0,t0)-

Si sg = 0, le vecteur normal est orthogonal a Ok. Comme de plus ¢(so, to) appartient a OE, ce dernier
est inclus dans le plan tangent et 'intersection est donc I'axe Ok lui-méme.

Ezercice 1.4. — 1. Considérons la nappe paramétrée ¢ : R* x R — R3 définie par

o= (5.20).

Le support de ¢ est contenu dans Sy. Réciproquement, soit M un point de coordonnées (z,y,z) de

Sy. Comme z # 0, M = ¢(z, 2) et le support de ¢ est exactement Sy privé de Of.
2. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

1 0
dp 372 dp 2
= —t t = = 3t
Os 0/5 ¢ Ot 1/5

ainsi que leur produit vectoriel



Une équation du plan tangent en un point M = ¢(sg, tg) de coordonnées (xq, Yo, 20) est donc

t3 t3
0=—5(z—x0) = (y —y0) +32(z — 20)
80 S0
2
Z
0=—2(z —20) ~ (y—y0) + 322 (2 — 20)
) Zo

ce qui apres simplification donne
2
z
Bty —3Lz=yo+yo -
Zo Zo
Yo + Toy — 3z(2]z = 2xoyo — 328

Yox + oy — 3202 = — 2

3
320

Les coordonnées des points d’intersection de ce plan avec les plan d’équation x = 2 et y = 32 — 3
vérifient donc

290 + x0(32 — 3) — 3282 = —2
32(xo — 25) = —23 — 2yo + 3x0

Pour que cette équation soit satisfaite pour tout z, il faut et il suffit que

Ty — 2 = 0
{ —23 —2yo+3z9 = 0
De la premiere équation on déduit xzg = zg et donc yg = zg9. La second équation devient alors
—28 —220+325 =0
20(28 =320 +2)=0
z0(z0 —1)(20 —2) =0

Ainsi les plans tangents contenant la droite considérée sont les plans tangents aux points de coordonnées
(1,1,1) et (4,2,2).

2. Courbure

Ezercice 2.1 (Cone de révolution). — Calculons les dérivées partielles de ¢ :
cos(t) —ssin(t)
(?;0 = | sin(?) et %’0 = s cos(t)
5 cot(a) ¢ 0
ainsi que leur produit vectoriel
—scos(t) cot(a) —scot(a) cos(t)
(2;0 A (2;: = —ssin(t) cot(a) = | —scot(a)sin(t)
s

s(cos?(t) 4 sin?(t))

w

La norme de ce vecteur est égale a /s2(1+ cot?(a)) et on en déduit le vecteur normal N en divisant.
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes de ¢ :

0 —scos(t) — sin(t)
8% 9% . 0%
Fri 8 vl S(I)Il(t) et P coz(t)

On en déduit les formes fondamentales :
®1(h, k) = (1 4 cot?(a))h? + s%k>

et
1

V/82(1 + cot?(a))

Dy(h, k) = 5% cot(a)k?.



Le minimum de ®5/®; est 0, atteint en k£ = 0. Quant a son maximum, il est atteint
remarquant que pour « €]0,7/2[, sin(a) > 0)

en h =0 et vaut (en

1 2 1
s coi(oz) _ 7c<.)s(04) sin(a) = cos(«)
Vs2(1 +cot?(a)) s |s| sin(a) ||
Les courbures principales sont donc 0 et cos(a)/|s|.
Ezxercice 2.2 (Tore). — 1. Calculons les dérivées partielles de ¢ :
P —rsin(s) cos(t) P —(R 4+ rcos(s))sin(t)
8785 = | —rsin(s)sin(t) | et a—f = (R+r cos( )) cos(t)

7 cos(s)

On remarque que les deux dérivées partielles sont orthogonales. Il n’y aura donc pas de terme en hk
dans ®. De plus,

—r(R + rcos(s)) cos(s) cos(t)
Op Oy
ki —r(R+ rcos(s)) cos(s) sin(¢ )
ds Ot —7r(R + rcos(s))(sin(s) cos?(t) + sin(s) sin?(t))
= r(R+rcos(s)) : cos(s) sm

Le vecteur de la derniere égalité étant de norme 1 et positivement colinéaire au produit vectoriel, c’est

le vecteur normal N. Calculons maintenant les dérivées partielles secondes de ¢ :
52 —rcos(s) cos(t) 5?2 —(R + rcos(s)) cos(t) o2 rsin(s) sin(t)
87;20 = | —rcos(s)sin(t) |, Fri —(R+rcos(s))sin(t) | et 85; = | —rsin(s)cos(t)
—rsin(s) 0 0

Notons que % est orthogonal a ﬁ et qu’il n’y a par conséquent pas de terme en hk dans ®,. On en
déduit les formes fondamentales :

®y(h,k) = 12h?+ (R + rcos(s))?k?

®y(h,k) = rh%+ cos(s)(R + rcos(s))k?

Les vecteurs 7 = (r~1,0) et ¥ = (0, (R + rcos(s))~!) forment une base orthonormée pour ®;. Les
courbures principales sont donc les valeurs de ®5 sur ces deux vecteurs, a savoir

1 cos(s)
AM=—etdg=——"""—.
1= o R + 7 cos(s)
On en déduit la courbure moyenne et la courbure de Gauss :
o — R + 2r cos(s) ot K — cos(s) ‘
r(R + rcos(s)) r(R + rcos(s))
. Nous avons vu plus haut que
0 0
879.: A SOH =r(R+rcos(s))

La courbure totale est donc donnée par
2r 27
cos(
= R dsdt
c / / R—i—rcos( TR+ 1 cos(s) r(R 4+ rcos(s))ds

2r 27
= / / cos(s)dsdt
o Jo

2m

= 27r/ cos(s)ds
0

= 0.



Ezercice 2.3 (Hyperboloide & une nappe). — 1. Pour tout z € R, il existe s € R tel que
z = sinh(s).
Alors,
2% 4 y* = 1 + sinh?(s) = cosh(s),

donc il existe t € R tel que x = cosh(s)cos(t) et y = cosh(s)sin(t). Ainsi, la nappe paramétrée
¢ : R? — R3 définie par

©(s,t) = (cosh(s) cos(t), cosh(s) sin(t), sinh(s))

est un paramétrage de S.
2. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

%2 — | sinh(s)sin(t) | et 9 _ cosh(s()) os(t)

9 sinh(s) cos(t) — cosh(s) sin(t)
¢
Os cosh(s) ot
Remarquons que les deux dérivée partielles sont orthogonales et qu’il n’y aura par conséquent pas de
terme en hk dans ®,. De plus,

— cosh2(s) cos(t)
Zf A 8@‘? — — cosh(?s) sin(t )
sinh(s) cosh(s) cos”(t) + cosh(s) sinh(s) sin’(t)
— cosh?(s) cos(t)
= — cosh?(s) sin(t)
cosh(s) sinh(s)
Posons a(s) = cosh(s)y/1 4 tanh?(s). Alors,
—cos(t)/a(s)
dp Op 12 :
—Z A =L = cosh?(s)a(s —sin(t)/a(s)
Os Ot (s)as) tanh(s)/a(s)

Le vecteur du membre de droite étant de norme 1 et positivement colinéaire au produit vectoriel, c’est
le vecteur normal N) Calculons maintenant les dérivées partielles secondes de ¢ :

2 cosh(s) cos(t) 2 — cosh(s) cos(t) 2 — sinh(s) sin(t)
o _ cosh(s) sin(t) T _ | cosh(s) sin(t) ot 2 F sinh(s) cos(t)
682 sinh(s) ’ 8252 0 0sOt 0



Notons que % est orthogonal a ﬁ et qu’il n’y aura par conséquent pas de terme en hk dans ®,.
Nous pouvons maintenant calculer les formes fondamentales :

®y(h,k) = h? (sinh®(s) cos(t) + sinh®(s) sin®(t) + cosh?(s)) + k* (cosh?(s) sin®(t) + cosh?(s) cos*(t))
= h?* (cosh®(s) + sinh?(s)) + k? cosh?(s)
= h%cosh?(s)a(s)? + k% cosh?(s)

et
Bo(h k) = p2= cosh(s) cos?(t) — cosh(s) sing(t) + sinh(s) tanh(s) nr cosh(s) cos?(t) + cosh(s) sinz(t)
| a(s) a(s)
9 sinh2(s) — cosh2(s) 5 cosh(s)
= cosh(s)a(s) Tk a(s)
T S S 5 cosh(s)
cosh(s)a(s) a(s)

Les vecteurs @ = ((cosh(s)a(s))™1,0) et @ = (0,cosh(s)~!) forment une base orthonormée pour ®;.
Les courbures principales sont donc les valeurs de ®5 sur ces deux vecteurs, a savoir

IS S Y S
b cosh®(s)a(s)3 > cosh(s)a(s)
On en déduit la courbure de Gauss :
1 1 1
K S,t = — = — —_ .
50 = o ()a)" 2= (0, ¢(s. D)

Ezercice 2.4 (Paraboloide elliptique). —
Soit f : R? — R la fonction définie par

2 2
_r .y

La surface S est le graphe de f, nous pouvons donc utiliser les résultats du cours pour calculer sa courbure
de Gauss. Pour cela, il faut d’abord calculer les dérivées partielles de f. Les dérivées partielles premieres

sont

of = OF _y
dr p Oy ¢
et les dérivées partielles secondes sont
f _1 & 1 9F
ox2  p Oy: q Oxdy
La courbure de Gauss est donc égale a
Rror (Y 1
0x? Oy? 0x0y pq B 1

2 2

K= = .
ANNLARY @+ﬁ+fy Q+$+yf
v (5) +(50) el TR



3. Exercices complémentaires
Cette section contient quelques indications pour les exercices complémentaires.
Ezxercice 3.1. — 1l faut simplement faire soigneusement les calculs.

Ezxercice 3.2 (Surfaces de révolution). — Les surfaces étudiées dans cet exercice sont appellées de
révolution car elles sont obtenues en faisant tourner le support de 'arc paramétré v : ¢t — (z(t),0,y(t))
autour de 'axe Ok.

1. Le calcul des dérivées partielles de ¢ donne

— sin(s)z(t) cos(s)z'(t)
dp Oy .

L= cos(s)z(t) | et == sin(s)a'(t)
s 0 ot y'(t)

ce qui donne

)
D02 —atty | sin(s)y'(1)
0s ot - /(t)

Le vecteur de ’égalité ci-dessus est de norme 1, donc le produit vectoriel s’annule si et seulement si
x(t) s’annule. Ainsi les points réguliers sont les points tels que z(t) # 0.

2. Comme z(t) > 0 par hypothese, le vecteur précédent est le vecteur normal en tout point régulier. Il
suffit alors d’appliquer la formule du cours.

3. En appliquant la formule du cours avec les déterminants des formes fondamentales, on trouve

/
y't), 4 ’ 7 /
= —= t)x'(t) — " (t)y (¢
FE W @020 - (00 ()
qu’il faut maintenant simplifier. En dérivant I’équation y/'(t) + 2/(t)? = 1, on obtient
y' )y (t) +2'(t)2"(t) = 0.
D’autre part, la méme équation de départ peut se réécrire 3/(t)2 = 1 — 2/(¢)2. En combinant ces deux
résultats, on a

4. Grace a la question précédente, si la courbure de Gauss est constante on peut trouver une équation
différentielle simple vérifiée par x(t). Il faut cependant distinguer suivant le signe de la courbure.



e Si K =0 alors 2”(t) = 0 donc x(t) = At?> + Bt + C, avec A, B,C € R.

e Si K > 0 alors 2 (t) + Kxz(t) = 0 donc z(t) = Acos(vVKt) + Bsin(v/Kt) avec A, B € R.

e Si K <0 alors 2”(t) + Kxz(t) = 0 donc z(t) = Acosh(v/—Kt) + Bsinh(v/—Kt) avec A, B € R.
Dans chaque cas, on a ensuite une expression explicite de y/(t) = ++/2/(t)?2 — 1 qui détermine y & une
constante pres. Notons qu’il n’est pas en général possible d’exprimer y en fonction de t a 'aide de
fonctions usuelles.

Ezxercice 3.3 (Surfaces réglées). — Les surfaces étudiées dans cet exercice sont dites réglées car elles
sont obtenues en prenant la réunion de toutes les droites D; dirigées par w(t) et passant par le point de
coordonnées (z2(t), ya(t), z2(t)).

1. Le calcul des dérivées partielles donne

09—zt et 22 — 500) 4+ st
d’ou 5 5
Do DD _ oo s s AT
P A 5 a(t) NU(t) + su(t) ANd'(t).

2. Les vecteurs @(t) A 0(t) et @ (t) sont par hypothéses tous deux orthogonaux & la fois & @ et ¢. Donc, il
existe p(t) € R tel que u(t) A U(t) = p(t)d'(t) et un calcul élémentaire donne

(a(t) na(t), @'(t)) _ det (a(t), o(t), @'(t))

p(t) = — - —)
@ (t)] [ ()]
De plus,
dp 0
5§A5§:Mﬂﬁ@+wmﬂAﬁ@)
Comme (t) et @' (t) sont orthogonaux, ||@ A @'(t)|| = ||@||||@’(t)]] = ||@(t)]] donc la norme du produit

vectoriel des dérivées partielles premieres est égale a

Vp(t)? + % ||@ ()]

3. Un calcul immédiat donne

82 82 — /! 82 —
a—;g:O, T;:v(t)—i—su (t) et 885’; = (t).
On a alors
det(®1) = (p()* + %) || ()] *
et
—(p(t) 17 (1)[|*)* p()? 1@ ()|
det(Py) = = — ,
U (v ae))’ PR
d’o

—p(t)?

(p(t)? + 5%)°

4. La courbure de Gauss est nulle si et seulement si p(t) = 0, ce qui équivaut au fait que ¥ est colinéaire
5 !
a .

K(s,t) =
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