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AVANT-PROPOS

Ce document a été le support d’un course intitulé Courbes et surfaces donné a 1’'Université
Paris-Sud de 2015 a 2019. La présente version est le fruit de ces quatre années d’élaboration, et
nous le rendons publiquement disponible dans 'espoir qu’il pourra étre utile a un enseignant
ou a un étudiant. Dans cette perspective, nous avons également inclus les exercices traités
dans les TD du cours et leurs corrigés, ainsi qu'un formulaire de rappels sur la trigonométrie
circulaire et la trigonométrie hyperbolique qui était distribué a tous les étudiants. Toutes les
figures planes ont été réalisées a I’aide de GEoGeBrA. Quant aux surfaces, elles sont issues de
la bibliothéeque 3D-XPLOREMATH.

Il s’agissait a l'origine d’offrir a des étudiants de deuxiéme année de licence montrant un in-
térét pour les mathématiques une approche un peu différente du tronc commun. Ainsi, l’étude
des courbes paramétrées et des coniques permettaient de découvrir ou de travailler la géomé-
trie du plan, tandis que les surfaces offraient une introduction au calcul différentiel. La rédac-
tion du présent document s’en ressent, en ce qu’elle met ’accent sur I’aspect concret et pratique
des objets introduits. C’est par le calcul qu'on amene les définitions nécessaires, comme celle
de la différentielle d’une application de deux variables.
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CHAPITRE 1

COURBES PLANES

Dans ce premier chapitre nous allons étudier les courbes planes, c’e§t-a-dire les courbes
tracées dans un plan. La géométrie affine e§t donc le cadre naturel dans lequel nous allons
travailler. C’est la raison pour laquelle nous rappelons quelques éléments concernant le plan
affine. L'ensemble R? peut étre considéré comme un espace vectoriel de dimension 2 appelé
plan veltoriel, ses éléments étant alors des ve&teurs. Cependant, on peut également le voir
comme un espace affine appelé plan affine. Dans ce cas, les éléments de R? sont des points. A

—
deux points A et B du plan affine et associé un vecteur du plan veltoriel noté AB. Réciproque-
ment, si A e§t un point du plan affine et si i un veéteur du plan veftoriel, il existe un unique

point B du plan affine tel que AB =if. On pourra alors écrire
B=A+u.

Pour décrire un velteur, il suffit d’une base de l’espace veltoriel, qui sera constituée de deux
- I . s . ) . . .
velteurs i et j non colinéaires. Pour repérer un point dans le plan affine, nous aurons besoin
- =
d’un repére con$titué d’un point O et d’une base (i, j) de I'espace vectoriel. Un tel repére sera
o p 2R . . , N
en général noté R = (O,1,j). Si A e§t un point du plan, ses coordonnées (x,y) dans le repére R
vérifient
- > >
OA =xi+7yj.

Dans le plan vectoriel, on dispose de la norme euclidienne ||-|| pour mesurer les velteurs. Dans
le plan affine, on utilise la diStance euclidienne pour mesurer la diStance entre deux points
selon la formule suivante :
—
d(A,B) = ||AB ||

Si un repere orthonormé eét fixé, la diStance entre le point de coordonnées (x;,y;) et le point
de coordonnées (x,,v;) et donc

‘Jﬂl—xﬁ2+UH—?ﬂz

Dans la suite, nous utiliserons la notation R? pour désigner indifféremment le plan vectoriel et
le plan affine (qui sera simplement appelé plan). Si une base et un repére correspondant sont
fixés, tout couple de réels peut désigner un vecteur ou un point. Afin d’éviter les confusions,
nous noterons en général les velteurs avec une fleche. De plus, les coordonnées d’un point
seront écrites en ligne, par exemple

M =(x9)

tandis que les coordonnées d’un vecteur seront écrites en colonnes, par exemple

(3}
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1.1  ARCS PARAMETRES

1.1.1 DEFINITION

Définir mathématiquement ce qu’e$t une courbe n’est pas évident. Il s’agit bien str d’une
partie du plan, mais comment décrire le fait qu’elle un objet "a une dimension"? Comment
caractériser son caractere lisse ou régulier? L'idée fondamentale de la géométrie différentielle
qui va nous guider ici est d’aborder les courbes d’un point de vue analytique, en les voyant
comme des images de fonctions de R and R?. C’e§t pourquoi la notion fondamentale qui va
nous intéresser e$t la suivante :

DéFINITION 1.1.1. Un arc paramétré de classe C* et une application
) 2
y:I—R

de classe C*, ot1 I e$t un intervalle de R et R? désigne le plan affine. L'image de y e$t appelée
support de y (ou parfois support géométrique de y). On appelle courbe (ou courbe paramétrée) du
plan de classe C¥ tout support d’un arc paramétré de classe C¥. Etant donnée une courbe % du
plan, on appelle paramétrage de € tout arc paramétré dont le support et .

Remarque 1.1.2. Cette définition peut s’interpréter "physiquement" de la facon suivante : on
considére un point se déplacant dans le plan au cours du temps. A I'inétant ¢, sa position est
y(t) et le support de I'arc est la trajetoire compléte du point.

Remarque 1.1.3. Pour des raisons de simplicité, nous supposons dans la Définition 1.1.1 que
I’ensemble de définition de y est un intervalle. Il pourrait étre plus naturel d’autoriser des
ensembles de définition plus généraux, par exemple pour étudier I’arc paramétré défini par

; ( 1 1 )

it —, —.

y 11—t 1+1

Cependant, il suffira dans ce cas d’écrire I'ensemble de définition comme réunion disjointe
d’intervalles et d’étudier I’arc paramétré sur chacun de ces intervalles.

Exemple 1.1.4. Soient a,b € R et 7 un vecteur. On définit un arc paramétré y : R — R? par
y(t) = (a,b) + tv.

Il s’agit d’un arc de classe C* dont le support e$t la droite dirigée par v'et passant par le point
de coordonnées (a,b). Notons que (a,b) = (0), donc y(t) = ¥(0) + tv. Plus généralement, pour
tout tg dans R on a
y(t) = (a,b)+tgV+(t—to)V
= y(to) +(t—to)V.

It

Fixons un repere R = (O,Z]) du plan. Alors, un arc paramétré est donné par deux fonctions
x,v : I — R via la décomposition

y(t) = (x(2),p(2)).

De plus, y eét de classe C* si et seulement si x et v sont de classe C¥. Les fonctions x et p seront
appelées coordonnées cartésiennes de y. Nous utiliserons souvent cette description dans la suite,
la plupart du temps en ne précisant pas le repére R, qui sera alors le repére canonique de R?,

a savoir
7?'can = ((0,0),( 2) );( (1) )): (O;Z]_))

Exemple 1.1.5. Soient a,b € R et R > 0. On définit un arc paramétré  : R — R? par

y(t) = (a+ Rcos(t),b + Rsin(t))
=(a,b)+ RCOS(I‘:)?—F Rsin(t)ﬁ

Il s’agit d’un arc de classe C*° dont le support est le cercle de centre (a,b) et de rayon R.
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Dans 'exemple précédent, la fonétion y est 2m-périodique. Elle repasse donc plusieurs fois
par le méme point du plan. Il s’agit 1a d’'un phénomeéne important.

DEFINITION 1.1.6. Soit p : I — R? un arc paramétré. Un point M du support de y et dit multiple
s’il existe t,t" € [ tels que t =1’ et y(t) = M = p(t').

Dans I'exemple 1.1.5, tous les points sont multiples mais ceci n’e$t du qu’a la périodicité du
paramétrage. La restriction de y a l'intervalle [0, 27[, elle, est injective et I'arc paramétré (g ox
n’a donc pas de point multiple. Le cercle e$t un exemple de courbe simple au sens suivant :

DEFINITION 1.1.7. Un arc paramétré y : I — R? et dit simple si y est inje&if. Une courbe ¢ est
dite simple si elle admet un paramétrage simple.

I existe des courbes qui ne sont pas simples, c’eSt-a-dire qui n‘admettent pas de paramé-
trage injectif.
Exemple 1.1.8. Soit y : [0,27] — R? I'arc paramétré de classe C* défini par

y(t) = (sin’(t) cos(t) — sin(t) cos(t)?, sin?(t) cos(t) + sin(t) cos(t)?).

Alors, y(1t/2) = (0,0) = (7). Cependant, la courbe n’a pas la méme "direction" (ce terme peut
étre rendu rigoureux grace a la notion de tangente que nous introduirons a la Section 1.3.1)
quand elle passe par l'origine a ces deux instants et il faut donc passer deux fois par l'origine
pour décrire toute la courbe.

Un point multiple qu’on ne peut faire disparaitre en changeant le paramétrage e§t par-
fois appelé une auto-intersection de la courbe. Il n’est pas évident de définir géométriquement
l'auto-intersection. Une intuition topologique pourrait étre la suivante : un point M € ¢ est
une auto-intersection si aucun voisinage de M dans ¢ (pour la topologie induite par R?) n’est
homéomorphe a un intervalle. Du point de vue du paramétrage, une auto-intersetion et un
point au voisinage duquel y n’est pas un homéomorphisme local.

1.1.2 CHANGEMENT DE PARAMETRAGE

Il faut étre attentif a ne pas confondre l'arc paramétré, qui e§t une fon&tion, et la courbe,
qui e$t une partie du plan. Une courbe donnée admet une infinité de paramétrages et il est
parfois utile de pouvoir choisir un paramétrage particulier. Pour cela, nous allons définir une
notion de changement de paramétrage. Rappelons que si I et | sont des intervalles de R, un
Ck-difféomorphisme de J vers I et une application ¢ : ] — I telle que

+ @ et de classe CF.
* @ e$t bijective.
» ¢! est de classe CF.

DEFINITION 1.1.9. Soit y : | — R? un arc paramétré et soit ] un intervalle de R. Un changement
de paramétrage de classe C* e§t un C*-difféomorphisme ¢ : ] — I. Larc p = po @ : ] — R? et
appelé arc reparamétré par ¢.
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Un arc reparamétré peut parfois avoir une forme plus simple qui permet alors d’identifier
son support.

Exemple 1.1.10. Considérons l’arc paramétré y : R% — R? défini en coordonnées cartésiennes
par
2
y(t) = (t7, 21og(t))
La fon&ion t > V't e§t un C*-difféomorphisme de R* vers R* que nous noterons ¢. L'arc repa-

ramétré par ¢ est

Y o @(t) = (V1)%, 21og (V1)) = (t, log(1)).

On voit ainsi que le support de y est le graphe de la fonc¢tion logarithme.

-3

-4

Dans la suite, nous allons étudier plusieurs propriétés des courbes du plan en utilisant leur
paramétrage. Toutefois, pour qu’une propriété ait vraiment un sens géométrique, il ne faut pas
qu’elle dépende du paramétrage. C’e$t pourquoi nous appelerons géométriques les propriétés
d’un arc paramétré qui sont invariantes par changement de paramétrage. Pour conclure cette
section, nous donnons un critére qui sera utilisé plus tard pour montrer qu’une fon&tion e$t un
difféomorphisme.

Proposition 1.1.11. Soit ¢ : I — ] une application bijective de classe C¥ telle que ¢’(t) = 0 pour
tout t € I. Alors, @ et un Ck-difféomorphisme.

Proof. Comme ¢’ ne s’annule pas sur I, on sait que ¢! e§t dérivable et que sa dérivée au point
se]est
B 1

@ og~l(s)
Nous allons maintenant procéder par récurrence sur k. Si ¢ est de classe C!, alors ¢’ e$t conti-
nue donc, d’apres ’équation (1.1), (p~!)" et continue, ce qui signifie que ¢! e§t de classe C!.
Supposons le résultat vrai pour un entier k > 1 et considérons ¢ de classe C**!. En particu-
lier, ¢ et de classe C* donc par hypothése de récurrence @' et de classe C. Il suit d’aprés
I’Equation (1.1) que (¢ ')’ est de classe C* et donc que ¢! et de classe Ck+1. [ ]

(@™ 1)(s) (1.1)

Signalons aussi que réciproquement, pour tout difféfomorphisme ¢ : ] — I et tout s € J,
@’(s)=0.
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1.2 BRANCHES INFINIES

Soit  : I — R? un arc paramétré. Nous allons dans cette setion commencer notre étude de
¥ par son comportement asymptotique. Nous nous intéressons donc a la fagon dont le support
de y se comporte vers l'infini, c’e$t a dire quand ¢ tend vers une des extrémités de I. Dans la
suite, les extrémités d’un intervalle peuvent étre +co.

DEFINITION 1.2.1. Soit p : I — R? un arc paramétré et soit t; une extrémité de I. Le support de
I’arc paramétré y possede une branche infinie quand le parametre tend vers ¢, si

lly (1)1 = x(t)% + p(t)> —> +oo.

t—)to

I1 exi$te deux types de branches infinies, que nous allons maintenant étudier.

1.2.1 ASYMPTOTES

Une asymptote est une droite fixée dont la branche infinie se rapproche. Pour donner une
définition rigoureuse de cet objet, rappelons la notion de distance a une droite dans R2. Soit M
un point du plan et soit D une droite. La distance de M a D e$t définie comme

d(M,D) = d(M, P),

ou P e$t le projeté orthogonal de M sur D.

DE£rINITION 1.2.2. Soit D une droite. On dit que le support de y admet D comme asymptote
quand t tend vers t si
d(v(t),D) — 0.
(y(t),D) —
Cette définition géométrique a I'inconvénient de n’étre pas facile a vérifier en pratique.
Nous allons donc donner une caratérisation équivalente en termes de coordonnées carté-
siennes de y.

Proposition 1.2.3. Soit D une droite d’équation ax + by = c. Le support de y admet D comme
asymptote quand t tend vers t si et seulement si

ax(t)+by(t) — c.

t—ty
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Proof. Soit N le veQeur de coordonnées (a,b). Si M = (x1,y1) et M’ = (x,9,) sont des points de
D,ona

——? %
<MM ,N> = a(xy —x2) +b(y1 —v2)
= (axy +byy)—(ax; + byy)

= c—c¢
0.

H
Ainsi, N e$t un veteur normal a D. Considérons maintenant le point y(¢) et P son projeté or-
thogonal sur D, dont les coordonnées serons notées («, $). Par définition du projeté orthogonal,

—) 7 . N _)
le veéteur y(t)P e$t colinéaire a N, donc

Comme P appartient a D, aa +bp = c, d’ou

1
d(y(t),P) = ———|ax(t) + by(t) — c|.
Y Va? + b? | g |
Ainsi, d(y(t), P) tend vers 0 si et seulement si Iax(t) +by(t) - c| tend vers 0. [ |

Ce résultat permet de constater que les asymptotes sont des propriétés géométriques au
sens ou elles sont invariantes par changement de paramétrage. En effet, si ¢ : | — I e§t un
changement de paramétrage de classe CX et si sp = ¢~(ty), = 3 0 @ a une branche infinie en
So si et seulement si y a une branche infinie en #,. De plus, en posant 1(s) = (xy(s),yy(s)), on a

lim axy,(s) + byy(s) = lim ax(t) + by(t).
lim ay(5) + by (s) = lim ax(t) + by()

La Proposition 1.2.3 peut se décliner en différents critéres en fonétion de I’équation de la
droite :

* Si

lim x(t) = +co et lim y(t) =,
t—ty t—ty

la courbe possede une asymptote horizontale quand le parametre tend vers t; d’équation
y=c

* Si

lim y(t) = +oo0 et lim x(t) =,
t—)tO t—>t0

la courbe possede une asymptote verticale quand le parametre tend vers t, d’équation
x=c.

* Si
lim y(t) —ax(t) =c,

t—ty

la courbe possede une asymptote oblique quand le parametre tend vers t, d’équation y =
ax+c.
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1.2.2 BRANCHES PARABOLIQUES

Si une branche infinie n’est pas une asymptote, on dit que c’e$t une branche parabolique.
Attention, la terminologie est trompeuse : nous n’affirmons pas que la courbe se rapproche
d’un arc de parabole fixé, mais simplement qu’elle ne se comporte pas comme une droite. A
nouveau, on peut distinguer plusieurs types de branches paraboliques.

. Si
m 2 _

-ty x(t)
la courbe posséde une branche parabolique dans la dire&tion i

* Si
a0
t—>t t) -

la courbe posséde une branche parabolique dans la dire&tion f

. Si
y(t)

t—>t0 x(t) =a=0et th_)rgy(t) —ax(t) = oo

la courbe posséde une branche parabolique dans la diretion y = ax.

1.3 ETUDE LOCALE

Dans cette section, nous allons entamer I’étude dite locale de la courbe. Cela signifie que
nous allons nous intéresser au comportement de la courbe au voisinage d’un point fixé. Il y a
essentiellement deux notions qui entrent en jeu : la tangente et la courbure. Nous allons nous
concentrer pour 'in§tant sur la premiere, la seconde faisant I'objet de la section 1.5. Rappelons
que si I est un intervalle, un point t € I eét dit intérieur s’il n’est pas une des extrémités de I.

1.3.1 TANGENTE

Soit y : I — R? un arc de classe C! et soit t; € I un point intérieur. Intuitivement, la tangente
a la courbe en un point et la droite (si elle exiSte) qui approche le mieux la courbe en ce
point. Notre but e§t de déterminer a quelle condition une telle droite exiSte et comment la
décrire. Dans le cas d’une fonétion d’une variable réelle f : R — R, la tangente e§t donnée
par la fon&tion dérivée de f, ou plus précisément par son développement limité a l'ordre 1.
Considérant I'arc paramétré y en coordonnées cartésiennes, nous commengons donc par écrire
les développements limités a 'ordre 1 des fonctions x et y :

{x(t) = x(tg) +x'(to)(t —to) + (t —to)ex(t — to)
y(t) = p(to) + v (to)(t —to) + (t —to)ey(t — to)

avec &x(t),&,(t) > 0 quand t — 0. Ces équations permettent d’obtenir un analogue du dévelop-
pement limité pour la fonction y :

Y (#) = (x(to), ¥(to)) + (£ = to)

_ (t ex(t—to)
=y (to) +(t —to) ( t?) )+(t—to)( ey(t—tg) )
=y(to) +(t—10) Y (to) + (t—to) € (t— o)

= () + (t—to) € (t— o)
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ou l'on a posé ¢(t) = y(tg) + (t — t0)7’(t0). Comme le suggere la notation, nous considérerons

désormais 3’(ty) comme un vecteur, appelé vecteur tangent a la courbe au point y(t). Suppo-
sons que 7 '(tg) # 0. Alors, d’apres 'Exemple 1.1.4, le support de ’arc paramétré ¢ est la droite
dirigée par 7’(t0) et passant par y(ty). Comme

d(y (), p(t) = ||(t- )T (t 1)

= \/(t — tg)fx(t - to)z +(t— t%)gy(t - tO)z

—_— O}
t—ty

on peut dire que cette droite approche le support de y au voisinage de .
Cette observation conduit a la définition de la tangente.

DEFINITION 1.3.1. Un point de paramétre t € I intérieur a I e§t dit régulier si 7/'(ty) = 0. Dans
ce cas, la tangente a la courbe en ce point est la droite dirigée par 7’(1&0) et passant par y(tp).
Un arc paramétré y : [ — R? e§t régulier si tout t € I intérieur a I e§t régulier.

Exemple 1.3.2. Considérons l'arc paramétré y : t > (a,b) + tv' de I'exemple 1.1.4. En notant v,
et v, les coordonnées de v, on a de fagon immédiate

xX'(t) = vy
y,(t) = Uy
Donc, 7’(t) = 7et le support de y est sa propre tangente en tout point.

Exemple 1.3.3. Considérons 'arc paramétré y : t — (a+ Rcos(t),b+ Rsin(t)) de I'exemple 1.1.5.

Ona
x'(t) = —Rsin(t)
y’(t) = Rcos(t)
) . i —-—> , Rcos(t)
Soit C le point de coordonnées (a,b). Alors, le vecteur Cy(t) a pour coordonnées Rsin(t) |’

donc
Cy(t) ,?’(t)> = —R?cos(t)sin(t) + R%sin(t) cos(t)
=0.

Ainsi, le velteur tangent au point y(t) e$t orthogonal a Cy(t), donc la tangente en ce point est

bien la tangente usuelle au cercle.

a+ Rcos(t),b+ Rsin(t))
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Exemple 1.3.4. Soit f : I — R une fon&ion de classe C! et soit il — R? l'arc paramétré
défini par

ve(t)=(t f(t)).
Le support de y est le graphe de f. On a 7}(t) = (1, f'(t)) et la tangente au point yf(fy) a pour
paramétrage

t = (to, f(to)) + (t = to)(1, f'(to))
= (t, f(to) + (t=to)f (ko))
On retrouve la notion usuelle de tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
to.

La tangente est a priori un objet de nature géométrique et ne devrait par conséquent pas
dépendre du paramétrage. Comme expliqué au début de ce chapitre, nous allons donc montrer
que si l'on effe¢tue un changement de paramétrage, la tangente reste la méme.

Proposition 1.3.5. La tangente est invariante par changement de paramétrage.

Proof. Soit @ un changement de paramétrage de classe C¥, et soit 1) = y o ¢ 'arc reparamétré
par @. Soit to € I tel que y(t,) est régulier et sy = ¢~ (ty), on a

—

P "(s0) = 90/(50)7’ o ¢(so)
=¢'(s0)7 " (to)-

Un paramétrage de la tangente au point (sg) = y(tg) e$t donc
s+ (s0) + (5= 50) ¥ (s0)
= y(to) + (@(t) = @(to) @’ (s50) 7 (to)-

Comme @ et un difféomorphisme, ¢’(sy) # 0 donc le point (sq) est régulier. De plus, la tan-
gente e§t une droite passant par y(t,) et dirigée par 7’(ty), donc elle e§t confondue avec la
tangente calculée a partir de y. [ ]

Nous avons défini la tangente par un point et un veteur direteur, mais une droite peut
également étre décrite par une équation cartésienne. Nous allons donc maintenant établir une
équation de la tangente.

Proposition 1.3.6. Soit ¥ : I — R? un arc paramétré de classe C' et soit ty € I un paramétre d’un
point régulier. Alors, la tangente au support de y au point y(ty) a pour équation

v’ (to)(x = x(to)) = x'(to)(y — ¥(tg)) = 0

Proof. Soit il le veGteur de coordonnées ( _xli(gto)) ) Alors
0

<1’T’7,(t0)> =0,

donc un point M de coordonnées (x,y) appartient a la tangente a la courbe en () si et seule-

L
ment si <u, My(t0)> = 0. Explicitons ce produit scalaire :

0 = (@My(to))
= —/(to)(x(to) — x) + X (to) (¥ (t0) — ¥)
= v'(to)(x —x(tg)) — x"(to) (v — v(to)),
d’ou le résultat. [
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1.3.2 POINTS SINGULIERS

Quand 7’(1?0) s’annule, on dit que le point y(t() est singulier. Dans ce cas, le raisonnement
précédent pour définir la tangente ne fonctionne plus. Cependant, I’équation de la tangente a
été obtenue en utilisant le développement limité de y a l’ordre 1. Pour étudier le comportement
de la courbe au voisinage d’un point singulier, il suffit donc de pousser plus loin le développe-
ment limité. Dans la suite, on notera p le plus petit entier tel que yP)(ty) # 0. Par analogie avec
le cas des points réguliers, on peut poser la définition suivante.

DE£FINITION 1.3.7. Soit ¥(ty) un point singulier. La tangente au support de y au point y(t) et
la droite passant par y(t,) et dirigée par 7 P)(t,).
Remarquons que dans ce cas un paramétrage de la tangente au point y(ty) e$t donné par

(t=to)

ty(to) + ol 7P)(to)

qui e$t donc une demi-droite si p e$t pair. Dans ce cas, parler de tangente e$t incorret puisqu’on
a en fait un point dit de rebroussement . Cette notion de tangente e$t insuffisante pour décrire
la courbe au voisinage du point. Pour préciser le comportement, il nous faut une seconde direc-
tion. Notons ¢ le plus petit entier tel que les ve&eurs 7 P)(ty) et 77 (@ (t,) ne sont pas colinéaires
et notons X(t) et Y(¢) les coordonnées de y(t) dans le repere

Ry = (¥ (o), 7P (t0), 7 (t0))
Nous souhaitons étudier les fonctions X et Y au voisinage de .

Proposition 1.3.8. On a les développement limités suivants :

Xy = L2 g

vy = YO

q!
Proof. Par hypothese, le développement limité de y en ¢t s’écrit

(0= ylto) + “‘p%’p?<"><to>+~-+ ﬁ#?‘qktowo((t—tom

Par définition du repere, la seconde coordonnée donne

(t—to)T

v ="

+o((t—ty)).

Quant a la premiere coordonnée, le résultat suit du fait que

(t—to)"

! :0((t—t0)p),

pour tout r > p. |

Ce développement limité permet de décrire 1’allure de la courbe en fonltion des entiers p
et g.

* Si p eSt impair et g pair, on a un point ordinaire.

1. On parle parfois dans ce cas de demi-tangente.
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* Sip e$t pair et g pair, on a un point de rebroussement de seconde espéce.
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7(t)

\?:(to)

L'étude précédente a aussi un sens quand le point est régulier. Dans ce cas, p = 1 et on
ne peut donc pas avoir de point de rebroussement. La parité de q permet alors de connaitre
la position de la courbe par rapport a sa tangente. En effet, si g e$t pair alors la courbe reste
toujours du méme coté de sa tangente tandis que si g e§t impair, la courbe traverse sa tangente.

1.4 PLAN D’ETUDE D’UNE COURBE PARAMETREE

Nous avons maintenant les outils pour étudier des arcs paramétrés du plan. Un telle étude
se fait par étapes suivant le plan suivant :

1. Rédudtion de l'intervalle d’étude.

2. Etude des branches infinies.

3. Tableau de variation des coordonnées cartésienne.
4. Etude des points singuliers.

5. Représentation graphique (a main levée). Il peut étre utile ici de calculer les coordonnées
de certains points particuliers ainsi que les tangentes en ces points.

1.5 COURBURE

Au voisinage d’un point régulier, nous savons décrire la courbe en 'approchant par une
droite. Cette droite nous donne des informations sur la vitesse et le sens de parcours. Toutefois,
si la courbe n’e$§t pas une droite elle tourne dans le plan au cours du temps, et la tangente ne
nous donne aucune information sur ce mouvement de rotation. Pour tenter de comprendre ce
phénomene, nous allons maintenant essayer d’approcher la courbe par un cercle.

1.5.1 CERCLE OSCULATEUR

Soit y : I — R? un arc paramétré et soit t, € I tel que y(ty) soit un point régulier. On
cherche un cercle qui approche la courbe le mieux possible au voisinage de y(ty). Un tel cercle
doit passer par le point y(ty) et devrait avoir pour tangente en y(t;) la tangente a la courbe.
Pour exprimer ceci plus précisément, posons

(t
T (to) = —,( 0
17 (to)ll
qui e$t un velteur de norme 1. Ce velteur dirige la tangente a la courbe au point y(tj), et nous
voulons le compléter en un repére du plan adapté a ’étude de la courbe au voisinage de y(t).

L=l
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DErINITION 1.5.1. La normale a la courbe au point y(ty) et le veéteur ﬁ(to) image de ?(to) par
la rotation vetorielle d’angle 7t/2.

Si le cercle que nous cherchons a pour tangente au point y(t() la tangente a la courbe en
ce méme point, cela signifie que son centre et sur la droite perpendiculaire a la tangente et
passant par y(tp). Autrement dit, nous cherchons un cercle dont le centre est sur la droite

dirigée par IT)](tO) et passant par y(fy). Ceci suggere un repere du plan dans lequel les calculs
seront plus simples.

DEFINITION 1.5.2. Le repére de Frenet au point y(t,) est le repere ()/(to), ?(to), 17(1,‘0)).

Notons (X(t), Y(t)) les coordonnées de y(t) dans le repére de Frenet au point y(t;). On peut
décomposer les velteurs vitesse et accélération de la courbe dans ce repere de la fagon suivante :

)
(ty) = aT (t)+BN (to)

Comme pour la tangente, les développements limités des coordonnées vont nous mener a l’ob-
jet que nous cherchons. On a

X(t) = X(to)+(t—t)X (to)+ (t—to)* X" (to) +0((t — tp)?)
= 8(t—to)+a(t—to)> +o((t—to)?)
= 5(t—t0)+0(t—t0).

2
Y(1) = Y(to)+(t—t0)Y(to) + Ly (1) 4 o(( — 10)%))

2
2
= B (et

Soit R le rayon du cercle que nous cherchons. Son centre doit donc avoir pour coordonnées
dans le repére de Frenet (0, R) ce qui donne comme équation dans ce méme repere

X2+ (Y -R)?>=R>
En remplagant X et Y par leurs développements limités on obtient

R?+82%(t—tg)* - 2RﬁM +o((t- t0)2)
2

R+ (8% = BR) (- to)> +o((t —to)?).

X(t)2+(Y(t)-R)?

Supposons que B # 0. Alors, le cercle qui approche le mieux la courbe eét visiblement celui de
rayon
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Comme dans le cas de la tangente, nous avons vu apparaitre une condition de régularité
nécessaire pour pouvoir approcher la courbe par un cercle. Remarquons que la condition g = 0
) . N s ez — —
est équivalente a la non-colinéarité des vecteurs y'(ty) et ¥ " (t).

DeriNiTION 1.5.3. Un point y(ty) e$t dit birégulier si les vecteurs 7’(t0) et 7”(1,‘0) ne sont pas
colinéaires. Dans ce cas, le cercle de centre (0,R) et de rayon |R| e§t appelé cercle osculateur a
la courbe au point y(tj). Son centre e§t appelé centre de courbure au point y(t() et son rayon est
appelé rayon de courbure au point y(ty).

1.5.2 PROPRIETES DE LA COURBURE

Le rayon de courbure e$t I'information que nous cherchions sur la fagon dont la courbe
tourne. Cependant, nous allons voir qu’il est parfois plus pratique d’étudier I'inverse du rayon
de courbure. Pour cela, donnons-lui d’abord un nom.

DEFINITION 1.5.4. Soit y : I — R? un arc paramétré de classe C? et soit t, € I le paramétre d’un
point régulier. La courbure c,(ty) au point y(to) est égale a I'inverse de R si y(t,) est birégulier
et a 0 sinon.

Il e§t possible de donner une formule explicite pour calculer la courbure en fonction du
paramétrage. Rappelons qu’étant donné deux vecteurs if et 7 de R? de coordonnées respectives

( Z ) et ( 2 ), leur déterminant e§t donné par

det(it,v) = ad - bc.

Cette définition utilise les coordonnées des velteurs dans la base canonique mais son utilité
vient du fait que le déterminant peut étre calculé dans n’importe quelle base. Rappelons qu'une
base orthonormée (v}, 75) e$t dite direcle is v, e§t I'image de ¥ par la rotation veorielle d’angle
/2.

Lemme 1.5.5. Soit (¥,7,) une base orthonormée directe de R? et soient

2. Osculo, -as, -are, -avi, -atum : embrasser.
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des veéteurs . Alors,
det(ir}, i) = aq By — pras.

Proof. Notons (x1,y;) et (x,v,) les coordonnées respectives de v et ¥, dans la base canonique.
On a alors

det(ify, if) = (a1x1 + P1x2)(@291 + B232) — (@191 + B1y2)(@2x1 + Poxa).
Nous allons étudier les différent termes séparément :

* Les termes multiples de x;y; donnent

a1y —a10y = 0.

* Les termes multiples de x,y, donnent
P12 —p2p1 = 0.
* Les termes multiples de x;y, donnent
a1, - pras.
* Les termes multiples de x,y; donnent
Praz —ai .
On a donc

det(if), i) = (12— P1a2)(x192 —91%2)
= (a1, — pray)det(v),v3).

Comme la base (v7],73) e§t orthonormée et direéte, on a x, = —y; et x; = y,, d’'ou
i 2 _
det(v},v3) =x{ +y7 =1,
ce qui conclut la preuve. [ ]
Proposition 1.5.6. Soit y(ty) un point régulier, alors

det(7"(to), 7" (to)
Cy(tO): (7/_)0 3 0)-
17 (to)]

Proof. Si le point p(t) n'est pas birégulier, le déterminant est nul et ¢, (ty) = 0. Nous suppose-
rons donc désormais que le point y(t() est birégulier et nous nous placerons dans le repére de
Frenet. Comme le repere de Frenet et orthonormé et diret, on peut calculer le déterminant
avec les coordonnées précédentes d’apres le Lemme 1.5.5. On a donc

det (7,(150):7”(’50)) 1

o0 «
177 (t0)| P10 B
_Bd
8P
B 1
=L=x

Comme pour la tangente, la courbure est une propriété géomeétrique de la courbe et devrait
donc étre invariante par changement de paramétrage. Ceci n’e$t vrai qu’au signe pres, ce que
nous allons maintenant montrer.
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Proposition 1.5.7. Un changement de paramétrage multiplie la courbure par +1.
Proof. Soit ¢ un Ck-difféomorphisme et soit  1’arc reparamétré par ¢. Pour t, € I, posons
so = ¢(tp). Il nous faut d’abord calculer les dérivées de 1, ce qui donne
P(s0) = ¢'(50)7” 0 plso)
- 77 7 ’ 7’
@"(50)7" 0 plso) + (¢'(50))* V" © p(s0)-

¥ (so)

En utilisant la bilinéarité du déterminant et le fait que le déterminant d’une famille liée est
nul, on voit que

det(§(50). B (s0)) = 9/ ls0)e"(s0) det(T 0 pls0), 7 0 pls0))
+ @'(s0)(¢(s0))>det(7 0 p(s), 7" 0 p(s0))
= (@'(s0))> det("(to), 7" (t0)),
d’ou
det($(s0). ¥ (50))
N 3
970l
(¢'(s0))> det(7"(t0), 7" (ko))
/o) [77(t0)]”
_ (qo'(so> )3C )
o’ (so)l ) 70"

Un changement de paramétrage étant un difféomorphisme, il est stri¢tement monotone, donc
sa dérivée ‘eél de signe constant. Ainsi on a soit ¢y (ty) = ¢, (o) en tout point soit cy(fy) = ¢, (to)
en tout point. ]

cy(to) =

Le signe de la courbure permet de savoir dans quel sens tourne la courbe. Pour voir cela,
plagons-nous dans le repere de Frenet. Le sens de rotation de la courbe dépend alors de la
composante normale de ’accélération, qui et exactement donnée par la courbure.

Proposition 1.5.8. Sile point y(ty) est régulier, alors
” 7 ’ 2
<7 (to), N (to)> = c(to) [ 7 (1)

Proof. Dans le repére canonique R, le vecteur T (ty) a pour coordonnées

1 (x’(to))
[77(to)||\ #"(t0) )

donc le vecteur N (tg) a pour coordonnées
1 ( -y’ (to) )
[y (to)||\ ' (to)

1
R
det(7/(ty), 7" (o))

177 (t0)]|
=t (t)lI*-

D’ou

(77t Nito) = ¥ (109 (1) +3 (t0)¥ (1)
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Nous pouvons maintenant interpréter le signe de la courbure.

* Sic(tg) >0, la courbe tourne en sens direct.

* Sic(tg) <0, la courbe tourne en sens indireét.
Exemple 1.5.9. Soit
y :t+— (a+ Rcos(t), b+ Rsin(t))

le cercle de I’exemple 1.1.5. Remarquons que ”7’()?)” = R pour tout t. La courbure en un point
¥(to) e$t donc donnée par

1 —Rsin(ty) —Rcos(ty)
clto) = R3 det Rcos(ty) —Rsin(ty)

_ R?sin®(t) + R% cos?(ty)

= =3

1

=z

Si on considere a la place le paramétrage
Y :t (a+Rsin(t),b+ Rcos(t)),

qui correspond au changement de paramétrage ¢ : t > 7t/2 — t on obtient cy(ty) = —R. En effet,
dans ce cas le cercle est parcourut en sens indirect.

Nous disposons donc maintenant de deux outils pour étudier une courbe : la tangente et
la courbure. Comme nous le verrons avec le Théoréme 1.6.13, dans le cas des arcs paramétrés
réguliers ces données caractérisent completement I’arc a isométrie pres.

1.6 LONGUEUR D’UNE COURBE

Nous allons maintenant voir comment calculer la longueur d’une courbe paramétrée. Pour
cela, fixons un arc paramétré ¥ : I — R? et deux points to,t; € I avec t; < t;. On souhaite
calculer la longueur de la portion de I’arc comprise entre y(ty) et y(¢;).

1.6.1 APPROXIMATION POLYGONALE

Dans le plan, on sait calculer en fonction des coordonnées la longueur d’un segment : c’e$t
la di$tance euclidienne entre ses deux extrémités. On peut donc essayer de définir une notion
de longueur en approchant la courbe par des segments, ou plus précisément par une ligne poly-
gonale. A mesure que les lignes polygonales seront plus fines, on peut espérer que la longueur
de la ligne converge. La limite sera alors notre définition de la longueur de l'arc. Pour n € N et
0 <k <n, on pose donc

Sk = to+(t —fo);

Li(to tr) = ) d(y(sin) ¥ (Sicin))
i=1
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THEOREME 1.6.1 Soit y: 1 — R? un arc paramétré de classe €? et soient ty,t, € I. Alors, la
suite (L} (fo, f1))nen converge et sa limite est donnée par

t
Jim Lot = [ 7 0]ar

Proof. Le développement limité de y au point s;_; ,, s’écrit

) g
7/(51',71) = 7/(51'—1,11) + (Si,n - 51'—1,71)7 (Si 1, n) +R '(Si n— Si—l,rz)

t —to—s, t —t
Y1)+ 0 s+ R (),

Ce développement limité nous donne 1’égalité suivante :

Ay (si) ¥ (Sic1n) = M”_)'

50

fi(tl—to)

51 1n||+

En sommant on obtient donc

n _ 1—t0 - ( -
Ly(to,t1) = Z“ (si- 1,n)||+Z

i= i=1

n

Posons K = max;e[t, ] ||7”(t)||. L'inégalité de Taylor-Lagrange donne

2
Kty
2 n

= [t —t
HRi 1 0)
n

En sommant ces inégalités on obtient

n 2

— [t —t K(t; -t
E R,-(1 0) < (1= fo) — 0.
= n 2n n—+00

D’autre part, on sait que

—_ n t
Y I Gl e

i=1

car il s’agit d’une somme de Riemann. On en déduit que LY (f, #) converge vers la méme limite.
|
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Remarque 1.6.2. On peut raffiner ce résultat de la facon suivante : pour tout 1, on se donne des
points ty =g, < <s,, =t de tels que

max(s; , —Si_1,) — 0.
1<isn " —+o0

Alors,
t

D (eSO sia) Y iaal) 2 | 0]
0

L n—+00
i=1

1.6.2 PROPRIETES DE LA LONGUEUR

Nous pouvons donc maintenant définir la longueur d’un arc de courbe.

DEFINITION 1.6.3. Soit  : I — R un arc et soient ty,t; € I tels que ty < t;. La longueur de l'arc
parcourue entre t et t; et

t
O lwn)= [ 70 ar
0

Remarque 1.6.4. 1l estimportant de prendre t( < t1, sans quoi l'intégrale définissant la longueur
aura une valeur négative.

Le Théoreme 1.6.1 suggere que la longueur d’un arc de courbe e§t une propriété géomée-
trique, c’est-a-dire invariante par changement de paramétrage. C’e$t ce que nous allons mon-
trer.

Proposition 1.6.5. La longueur d’arc est invariante par changement de paramétrage.

Proof. Soit ¢ un changement de paramétrage de classe C*, soit 1 1’arc reparamétré par ¢ et
soient s; = @~ !(t;) pour i = 0,1. Comme ¢ e$t un difféomorphisme, il existe € € {~1,+1} tel que
pour tout s, |p’(s)| = ep’(s). Si € = —1, @ e§t décroissante donc sy > s; et il faut intégrer de s; a
so dans I’expression de la longueur. Sinon, il faut intégrer de sy a s;. Dans les deux cas,

ex [ Fe@reas

S
e? x f 1 ||7’ o go(s)” ¢’(s)ds
So

gyocp(SOJ 51 )

f 1770 ()| '()ds
S0

Le changement de variable t = ¢(s) donne alors, en remarquant que dt = ¢’(s)ds,

t
£yop(50051) = f 177
0

= €y(t0, tl)'
| |

Faisons une remarque importante. La quantité €, (fo,t,) est appelée longueur d’arc et non
longueur de courbe. En effet, il s’agit de la longueur parcourue par le point y(t) entre les instants
to et t;. En particulier, si y(t) a un point multiple on peut parcourir plusieurs fois la courbe
avant de s’arréter. La longueur mesure alors la totalité du trajet parcouru et pas simplement la
distance sur la courbe entre le point de départ et le point d’arrivé. Par exemple, en reprenant
le paramétrage du cercle de I’exemple 1.1.5, on voit que

€,(0,4m) = 4nR

qui est Stri¢tement supérieur a la longueur totale de la courbe. En effet, quand t varie de 0 a 47
le point y(t) parcourt deux fois le cercle entier.

Pour calculer la longueur d’un arc de courbe, il peut étre pratique de décomposer I’arc en
plusieurs morceaux. On peut alors obtenir la longueur de la fagon suivante :
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Proposition 1.6.6. Soit y : I — R? un arc paramétré de classe C' et soient ty < t; < t, <tz € I.
Alors,

Oy (to, t3) = €y (Lo, t2) + €, (11, 13) = €, (F1, 12).

Proof. 1l suffit d’appliquer la relation de Chasles a l'intégrale définissant la longueur. [

1.6.3 PARAMETRAGE PAR LONGUEUR D’ARC

La longueur e$§t un outil important pour I’étude des arcs réguliers, car elle permet d’effec-
tuer des changements de paramétrages ayant des propriétés remarquables. Pour expliquer ceci,
considérons d’abord la notion suivante :

DE£rINITION 1.6.7. Un arc paramétré y : I — R? de classe C! e$t dit normal si ||7’(t)|| =1 pour
tout t €.

En particulier, un paramétrage normal e$t régulier. Mais étant donné un arc paramétré
régulier, eSt-il toujours possible de le reparamétrer pour qu’il soit normal? La réponse est oui
et utilise la longueur de la courbe. Remarquons que pour calculer la longeur d’une courbe,
il faut connaitre une primitive de la fon&tion t - ||7’ (t)||, ce qui conduit naturellement a la
définition le ’abscisse curviligne.

DtrNITION 1.6.8. Soit ¥ : I — R un arc paramétré de classe C. Une abscisse curviligne pour y
est une fon&tion s : I — R telle que pour tout t €1,

(1) =7’ (0)|-

En particulier, si s eSt une abscisse curviligne pour y alors la longueur d’arc parcouru entre
to et t; eSt donnée par

by (to, 1) = s(t1) —s(to).
I1 est facile de voir qu’un arc régulier admet toujours des abscisses curvilignes.

Proposition 1.6.9. Soit y : I — R? un arc régulier de classe C¥. Alors, il existe une abscisse curvi-
ligne pour y de classe C¥.

Proof. Le produit scalaire sur R? e$t un application bilinéaire, donc
/ ’ / 2
frtm (70,7 @0) =70

est de classe CK~1. Comme y e$t régulier, f ne s’annule pas. La fonction x > /x étant de classe
C* sur R}, on en déduit que \/]_‘ est de classe C*~!. Elle admet donc une primitive s de classe
Ck, qui e§t par conétruction une abscisse curviligne pour 7. [ ]

Nous pouvons maintenant montrer que tout arc paramétré régulier admet un paramétrage
normal.

THEOREME 1.6.10 Soit € une courbe du plan possédant un paramétrage y : I — R? régulier
de classe CX. Alors, € posséde un paramétrage normal de classe Ck.

Proof. Soit s une abscisse curviligne de classe C* pour . Comme s(t) > 0 pour tout ¢, s est §tric-
tement monotone donc bijetive. De plus, comme s’ ne s’annule pas c’e§t un CF-difféomorphisme
par la proposition 1.1.11. Nous pouvons donc considérer I’arc reparamétré i) = yos~!. Le calcul
de la dérivée donne



1.6. LONGUEUR D'UNE COURBE

donc
— Y’ osH(t
ol 77 es™ @)
||¢<f>||=T—1<t)
77 es Ml
[77 05 <>||
=1.

Avoir un paramétrage normal d’un arc peut étre utile pour faire des calculs, car plusieurs
formules se simplifient, en particulier concernant la courbure.

Proposition 1.6.11. Soit ¥ : I — R? un arc paramétré normal. Alors, en tout point birégulier y(t),
ona

7 (to) = Cy(to)ﬁ(fo)-

Proof. Comme y e$t régulier, on a <7’(t0),7’(t0)> =1, ce qui donne en dérivant
2("(t9), 7" ()} = .

H
Ainsi, 7" (ty) est colinéaire a N (t,) et on conclut par la proposition 1.5.8. [

Une application simple de ce résultat est 'identification des courbes dont la courbure est
nulle.

Proposition 1.6.12. Soit y : I — R? un arc paramétré normal de courbure constante égale a 0.
Alors, le support de y e$t inclus dans une droite.

Proof. La Proposition 1.6.11 donne 7”( t) = 0, donc 3’(t) e§t constante. En notant #'sa valeur,

on a que pour tout ty € I, (t) = y(tg) + (t — o)V, dont le support et inclus dans la droite dirigée
par ¥’ et passant par y(to). [ |

1.6.4 COURBES REGULIERES ISOMETRIQUES

Si € est une courbe du plan et si F e§t une isométrie, alors F(%') e$t une courbe du plan qui
doit avoir les mémes propriétés géométriques que %. En effet, si y e§t un paramétrage de %,
alors F o y e§t un paramétrage de F(%) ayant en tout point la méme courbure que y. De plus,
en tout point, les vecteurs tangents ont méme norme. La réciproque de cette observation est
vraie : la courbure et la norme des veteurs tangents caratérisent complétement une courbe a
isométrie pres, a condition que tous ses points soient réguliers.

THEOREME 1.6.13 Soient y1,y, : I — R? des arcs paramétrés de classe C? réguliers tels que
pour tout t €1,

1710\ =750

* Les courbures aux points y;(t) et y,(t) sont égales.

Alors, il existe une isométrie directe F : R — R telle que F oy, = ¥,.

Proof. Les arcs paramétrés y, et y, étant réguliers, ils admettent un paramétrage normal par
le Théoreme 1.6.10. Ce paramétrage e$t donné par une abscisse curviligne, c’et-a-dire une pri-
mitive de la norme du veteur tangent. Comme les velteurs tangents aux deux arcs ont méme
norme, on peut prendre la méme abscisse curviligne pour reparamétrer les deux courbes. Nous
pouvons donc supposer que les arcs sont normaux et qu’en tout point les courbures sont égales.
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Fixons un point t; € I, notons « l’angle orienté (71(1‘0),7’200)) et soit p la rotation affine de
centre y(tg) et d’angle a. Nous allons montrer que I'isométrie que nous cherchons est

F:M— to—y>2(t0) op(M).
Posons ¢ = F o y; et remarquons tout d’abord que ¥ (ty) = ¥»(tg). De plus, pour tout t € I,
_)/ _>I/ 7 7’
det((1), B (1)) = det(p(7} (1), (7 (1))

= det (p)det (77 (1), 77(1))

=det(71(1), 77(1),
Ceci implique que la courbure ¢y () au point () vérifie
~det(V1(0,77(1))
= —

”P °71(t)||

Nous noterons c(t) ce nombre, qui par hypotheése est aussi égal a c,, (t). Pour montrer que ¢ =
¥,, nous allons commencer par comparer leurs vecteurs tangents. Pour cela, nous noterons

- CVl

Clpt

ﬁz(t) (respeétivement ﬁw(t)) le veCteur normal au support de y, (respetivement au support
de 1) au point y,(t) (respetivement au point ¥ (t)). On a alors, pour t € I et en utilisant la
Proposition 1.6.11.

-7

Il
N

Soit r la rotation veétorielle d’angle 7t/2. On a par définition
X4 ’
f(Na0) = =730
—, —
f(@0) = Nyl

donc
P/(t), No(t)) = (r(/ (1), r(N »(t))
== (750, Ny (1)
d’ou

L7 o-750] =0

—_>
Nous venons de prouver que || P(t)- 7’2(t)“ est constante, mais nous savons également qu’elle

est nulle en t; par définition de 1, donc

_)I ’

P/ =75)

pour tout t € I. En notant (x;(t),9,(t)) (respectivement (x,(t),yy(t)) les coordonnées carté-
siennes de y;(t) (respectivement de (t)), on en déduit qu’il existe a,b € R tels que pour tout

tel,
Xl’[)(t) = §l+X2(t)
Vp(t) = b+y(t)
Par définition de ¢, on a (tg) = v»(ty), donca=b=0et ¢ = y,. [
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Ce théoréme permet par exemple d’identifier les arcs dont la courbure e$t constante.

Corollaire 1.6.14. Soit v : I — R? un arc paramétré normal dont la courbure est constante égale a
c# 0. Alors, le support de y est inclus dans un cercle.

Proof. Supposons ¢ > 0. Soit ¢ : I — R? I'arc paramétré défini par

lel 7 el

(1) = (cos(t) sin(t))

Alors, y et ¢ sont normaux et ont en tout point la méme courbure, donc leurs supports sont
isométriques. Comme le support de ¢ et inclus dans un cercle, le support de y est également
inclus dans un cercle. Si maintenant c¢ < 0, il suffit de considérer 'arc paramétré ¢ : I — R?
défini par
cos(t) sin(t)
P(t) = (—;—W .

el

1.7 AUTRES TYPES DE PARAMETRISATIONS

Jusqu’a maintenant, nous avons toujours écrit les paramétrages en coordonnées cartésiennes.
Toutefois, il e§t parfois plus utile ou plus naturel de les écrire différemment.

1.7.1 PARAMETRISATION POLAIRE

e

Soit R = (O,Z]) un repere orthonormé du plan. Il existe une facon de repérer les points
n’utilisant pas la description cartésienne usuelle, que nous allons maintenant présenter. On
pose, pour O €R,

iy = cos(0)i + sin(@)]T.)

Le point M de coordonnées polaires (p, 0) est défini par

—_ 5
OM = puy

—

= pcos(@)?+ psin(0)j.

Il e§t donc possible de définir un arc paramétré ¥ : I — R? de classe CX par la donnée de
deux fonctions p,0 : I — R de classe Ck. Pour étudier un arc paramétré défini en coordonnées
polaires, on peut toujours se rammener aux coordonnées cartésiennes de la fagon suivante : si
y 11 — R? et défini par y(t) = p(t)ig(s), alors

Exemple 1.7.1. Soit R > 0 et soit ¥ : R — R? 'arc paramétré défini en coordonnées polaires par
p(t) = R et O(t) = t. Le support de y est le cercle de centre O et de rayon R. On peut retrouver
la paramétrisation cartésienne de I'exemple 1.1.5 (aveca=5b=0):

Rcos(t)
Rsin(t)

—_—N—
aOR
==
(|

1.7.2 GRAPHES D'UNE FONCTION

Un cas particulier d’arc paramétré est donné par le graphe d’une fonction. Un tel graphe
peut étre défini soit en coordonnées cartésiennes, soit en coordonnées polaires.
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Coordonnées cartésiennes

Soit f : I — R une fonction. Le graphe de f est le support de I'arc paramétré yy : I — R?
défini par
yr(t) = (5 F (1),
Le paramétrage Vr est appelé un paramétrage par U'abscisse du graphe de f. On peut égale-
ment définir un paramétrage par l'ordonnée yf : I — R? par y/(t) = (f(t),t). On peut passer de
I'un a l'autre de ces paramétrages par une réflexion par rapport a la premiere bissetrice des

axes. Une courbe du plan n'admet pas nécessairement de paramétrage par l’abscisse. De fait,
un tel paramétrage a des propriétés particulieres :

Proposition 1.7.2. Soit f : I — R une fonction. Alors, 'arc paramétré y; posséde les propriétés
suivantes :

1. yy est de classe Ck si et seulement si f est de classe Ck.

2. yy est régulier et la tangente au point de parametre to a pour équation
v = f(to) + (x —to)f (to).

f"(to)

. La courbure au point de paramétre ty e$t égalea ——————.
’ pomtaer 0 s k)2

Proof. 1. Il s’agit simplement de la définition.
2. Ona 7}(1&) =(1,f'(t) = 0 pour tout ¢, donc tous les points sont réguliers. L'équation de
la tangente est une application de la Proposition 1.3.6.
3. Ona 7}’(t0) =(0, f”(tg)), d’ou det (7}(1?0),7}'(1?0)) = f”(to). Il suffit ensuite d’appliquer la
proposition 1.5.6.
|

Remarque 1.7.3. En utilisant le Théoréme des fonctions implicites on peut montrer qu’au voisi-
nage d’un point régulier, une courbe peut toujours étre paramétrée par l’abscisse ou par l'or-
donnée.

Coordonnées polaires

Soit f : I — R une fon&tion. Le graphe polaire de f est le support de ’arc paramétré )/; -
R? défini par
Y = F(1)i

Comme dans le cas cartésien, ce type de paramétrage possede des propriétés particuliéres.

Proposition 1.7.4. Soit f : I — R une fonétion. Alors, I'arc paramétré y}” posséde les propriétés
suivantes :

1. 7/}‘? est de classe C* si et seulement si f est de classe C~.

2. 7/}? est régulier en tout point distinct de l'origine O du repere.

f2(to) + 2f % (to) — f(to) f ' (t0)
(f2(to) + f2(tg))¥? '

3. La courbure au point de parameétre t( est égale a

Proof. 1. Il s’agit simplement de la définition.
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2. En passant en coordonnées cartésiennes, on calcule

Posons, pour 0 €R,

> >

Vg = —sin(@)?Jr cos(0)j,
de sorte que (ify, Vp) soit une base orthonormée de R?. Alors, 73’(’(1‘) = f'(t)it; + f(t)V;. En

particulier, 7;}’(1‘) s’annule si et seulement si f(t) et f’(¢) s"annulent tous les deux, ce qui
n’e§t possible qu’au point O.

3. En dérivant I’expression 7;’(1,‘) = f’(t)ify + f (1)} et en remarquant que v, = —if;, on obtient

Vi) = £+ (O + (05 = f (i = (f(1) = (1) iF, + 2 (1))

o/

Le déterminant det (7}3’0), 2 (t)) est donc égal a

21/ (0)f"(8) = (f () = F(O)F (8) = 2f (1) + F2(8) = f (D) f (8).

On en déduit 'expression de la courbure grace a la proposition 1.5.6.

En général, les paramétrages polaires sont de cette forme, ce qui permet d’étudier la courbe
sans repasser par les coordonnées cartésiennes. En effet, les branches infinies s’obtiennent pour
les valeurs t; aux extrémités de I telles que

f(t) t—>_t)0 +00.

On parle aussi parfois de branche spirale quand f a une limite finie a I'infini. Il suffit ensuite de
faire le tableau de variations de f et de tracer la courbe, en prenant garde au signe de f.

Exemple 1.7.5. Soit a € R%.. On appelle spirale d’archiméde de parameétre a ’ensemble des points
du plan dont les coordonnées polaires vérifient I’équation

p=a0.

Soit f : R — R la fon¢tion définie par f(t) = at. La spirale d’Archimede de paramétre a est le
support de I’arc y}’. Comme f’(t) = a > 0, la courbe s’éloigne a vistesse constante de 'origine en

tournant. Sa courbure au point de parameétre t est égale a

at? + 242 _ 2+ t2
(a2+a2t2)3/2 - a(l +t2)3/2'
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Le paramétrage 7/}‘3 peut étre appelé un paramétrage par 'argument de la courbe €. On peut
également définir un paramétrage par le module

Y1 -R?

par y{(t) = tilf(y). Contrairement au cas cartésien, ce paramétrage ne se déduit pas du paramé-
trage par le module en appliquant une isométrie du plan. Il a donc des propriétés particulieres
différentes.

f

Proposition 1.7.6. Soit f : I — R une fonétion. Alors, l'arc paramétré y, posséde les propriétés
suivantes :

1. yc{ est de classe C* si et seulement si f st de classe CK.

2. 7/{ est régulier.

2f"(to) +tof"(to) +f2f' t)’
(L+1t2f7(t9)2)¥2

3. La courbure au point de parameétre t( est égale a

Proof. 1. Il s’agit simplement de la définition.

2. En dérivant on obtient

VL) = i+t (1)
qui ne s’annule jamais.

3. En dérivant une second fois on obtient

o

P = 0T+ (B +f() >4f

= —tf(t)ilpy + (2f (¢ +tf” vy

On en déduit 'expression de la courbure gréace a la proposition 1.5.6.



CHAPITRE 2

CONIQUES

Dans ce chapitre, nous allons étudier une famille particuliere de courbes planes appelées
coniques. Leur nom vient de ce qu’on peut les obtenir en coupant un cone par un plan. Ces
courbes apparaissent dans de nombreux contextes en mathématiques et en physique, mais ra-
rement sous la forme d’une intersection. Nous allons donc commence par étudier une défini-
tion plane des coniques. Cette derniere montre que les coniques sont associées a des équations
d’une forme relativement simple dite du second degré. Nous nous intéresserons donc ensuite
a toutes les courbes décrites par de telles équations, ce qui nous permettra dans un dernier
temps de relier notre définition originelle des coniques aux intersetions de cones et de plans.

2.1  DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTRICE

Comme expliqué précédemment, nous allons débuter par I’étude de la définition dite par
foyer et directrice des coniques. Si cette définition semble peu naturelle au premier abord, elle
a l'avantage d’étre une définition plane, au sens ou elle ne nécessite pas de se placer dans un
espace affine de dimension 3, ce qui et le cas si ’'on veut décrire une courbe comme intersection
d’un cone et d’un plan. L'inconvénient est qu’on ne peut pas obtenir toutes les sections coniques
par ce procédé, comme nous le verrons a la Setion 2.3. Les données nécessaire pour définir une
conique dans ce cadre sont un point F, une droite D ne passant pas par F et un nombre réel
e > 0 que nous supposerons donc fixés une fois pour toute.

2.1.1 DEFINITION

DEFINITION 2.1.1. La conique ¢ de foyer F, de direltrice D et d’excentricité e est 'ensemble des
points M du plan tels que

MF = exd(M, D).

Pour étudier une conique a partir de la définition précédente, il et important de choisir
un repere adapté. Le foyer F e$§t un bon candidat pour l'origine du repere et la diretion de la
droite D devrait donner 'un des axes. Plus précisément, notons H le projeté orthogonal de F

sur D et soit 1—; le velteur défini par
—

» FH

ip=——.

" FH
L'image ]_1: de ir par la rotation vectorielle d’angle 7/2 dirige la droite D. On a donc repére
orthonormé

R = (F,iF, jF),

appelé repére focal. Dans ce repere, la droite D a pour équation x = d pour un certain d > 0.
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I1 est facile de donner une équation cartésienne et une équation polaire de la conique ¢ dans
son repere focal.

THEOREME 2.1.2 Soit F un point du plan, D une droite ne passant pas par F et e > 0. Les
parties suivantes du plan sont identiques :

1. La conique % de foyer F, de direltrice D et d’excentricité e.
2. L'ensemble des points du plan dont les coordonnées cartésiennes dans le repere focal
vérifient
x?+ yz =e(x—d)>.

. Lensemble des points du plan dont les coordonnées polaires dans le repere focal
vérifient

(O8]

3 ed
P=1y ecos(0)

4. Lensemble des points du plan dont les coordonnées polaires dans le repere focal

vérifient
_ ed
P=7q —ecos(0)
- \
Proof. I1 suffit de remarquer que dans le repere focal,
X2+ yz = MF?

(x—d)? =d(M,D)>.

I1 suffit de remarquer que
ed ed

1+ecos(@+m) 1-ecos(0)

Comme de plus ilg,, = —ilg
ed ed

N
)u6+TC =

- - @ Wy,
1+ecos(O0+m ) o

1—ecos(0

un point est donc solution de 3 si et seulement s’il e$t solution de 4.

Sachant que x = pcos(0) et vy = psin(0), on a
02 =22 +y?
=e?(x—d)?

= ez(p cos(0) —d)>.

- 28 -
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I1'y a donc deux possibilités. Soit p = e(pcos(6) —d), auquel cas on obtient
4
P==1C ecos(6)
soit p = —e(pcos(6) —d), auquel cas on obtient
ed
=T (a
1+ ecos(6)

Nous avons vu plus haut que ces deux équations polaires étaient équivalentes, nous avons
donc prouvé I'implication.

3=2
Sachant que x = pcos(6), on calcule

eA(x—d)? = (epcos(0) - ed)?

B ed cos(6) 2
B (61 +ecos(0) —ed)

2
ecos(0)
= (ed)?|——F~ -1
(ed) (1 +ecos(0) )
(ed)?
(1+ecos(6))?
2
= p
= x*+9°
[ ]

Remarque 2.1.3. L’équation cartésienne montre que la transformation y - —y laisse invariante
la conique. Celle-ci est donc symétrique par rapport a I’axe des abscisses, appelé axe focal.

La conique est complétement déterminée par les valeurs de e et d. Cependant, c’est souvent
e et le produit ed qui interviennent dans les calculs, d’ou la définition suivante :

DEFINITION 2.1.4. On appelle paramétre d’une conique la quantité p = ed.

2.1.2 CLASSIFICATION

Nous allons maintenant utiliser le théoreme 2.1.2 pour classifier les coniques a partir de
leur équation cartésienne. Comme on le voit immédiatement, le seul parametre déterminant
est I’excentricité. Il y a trois cas possibles, suivant la valeur de e par rapport a 1. Rappelons que
par hyopthese, d > 0.

Parabole

Supposons tout d’abord que e = 1. Ce cas est particulier puisqu’alors il n’y aura plus de
terme en x? dans I’équation. En effet, on obtient

x* 4y’ =(x—d)?
= x> - 2dx+d?
d’ou p
2—_ —_——
e = 2d(x 2).

Soit S le point de coordonnées

Dans le repere (S,ZT;:,]T]):), I’équation devient

p? = —2dx = —2px. (2.1)



CHAPITRE 2. CONIQUES

DeriNITION 2.1.5. Une conique d’excentricité 1 e§t appelée parabole. Le point S est appelé som-

met de la parabole.

Voici une représentation graphique d’une parabole :

L’équation (2.1) fournit un paramétrage de la parabole par I'ordonnée : la parabole est le

support de I’arc paramétré y : R — R? défini dans le repére (S,f;,j_;:) par

£2
V(t) = (_Zyt)~
Comme
xX(£)? + (1) — +oo,

t—+o00

la parabole a deux branches infinies. De plus,

donc la parabole a deux branches paraboliques dans la direétion 1—;

Hyperbole

Supposons maintenant que e > 1. Comme 1 —e2 = 0, on peut développer puis regrouper les
pp q P pper p group

termes de la facon suivante :

x2+y2 = e*(x—d)?
x%+ yz = e’x?—2e’xd + e*d?
(1 —.92)x2+2de2x+y2 = e%4d?
2
(1-¢?) (x + 1d_e; ) + yz = e*d’+ 1die:2
e’d?
T o1

Pour simplifier, notons K le terme de droite dans la derniére équation et changeons l'origine

du repere au point C de coordonnées

de?
C:|-———=,0].
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On obtient alors I’équation
1-e? , 1,
+—y2=1.
K Tk’

K
Comme 1-e?<0et K <0, on peut poser b=V-Keta= - pour obtenir I’équation
—-e
2 2
Xy
a_2 - ﬁ =1. (2.2)

DerINITION 2.1.6. Une conique d’excentricité e > 1 e§t appelée hyperbole. Le point C est appelé
centre de I’hyperbole.

L Equation (2.2) eét invariante par la transformation x + —x, donc ’hyperbole est symé-
trique par rapport a ’axe des ordonnées. Comme elle est également symétrique par rapport a
I'axe des abscisses, elle e§t préservée par la composée des deux réflexions, c’est-a-dire par la
symeétrie de centre C. Voici une représentation graphique d’une hyperbole :

etb )
—=Ve2-1,
a
d’ou
b2
e=4/1+—.
22

On peut également retrouver le paramétre de ’hyperbole. En effet, on a d’une part K = —b? et
d’autre part

N

d’ou
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Pour obtenir un paramétrage de I’hyperbole, remarquons tout d’abord que la fon¢tion sinh :
R — R étant bijeltive, pour tout point de coordonnées (x,y) appartenant a I’yperbole il existe
t € R tel que y = bsinh(t). On a alors

2

= =1 +sinh?(1) = cosh(t),
a

d’ou x = +acosh(t). Ainsi, I’hyperbole e$t la réunion des supports des arcs paramétrés y, : R —
R? définis dans le repére (C,zT;:,j_[:.) par

¥+ = (xacosh(t), bsinh(t)).

En particulier,
x(t) + v?(t) = a® cosh?(t) + b2 sinh?(t) o teo

—*00

et chacune des deux courbes formant I’hyperbole possede deux branches infinies. De plus,

M:J_rétanh(t) — *-
x(t) a totoo g

ce qui, joint au fait que

sinh(t) - Zcosh(t) =-2be”" — 0 et sinh(t)(t)+ Ecosh(l‘) =2be! — 0

t—+o00 a t——o0

montre que I’hyperbole compléte possede deux asymptotes d’équations ay + bx = 0.

Ellipse
Il nous reste a traiter le cas e < 1. Le méme calcul que pour I’hyperbole donne
1—-e? , 1,
=y =1
Xty

K
Cette fois-ci, K >0 et 1 —e? > 0 donc on pose b = VK et a = e pour obtenir I’équation
V(l-e

2 .2
.Y
a—2 + ﬁ =1. (23)
DeriNITION 2.1.7. Une conique d’excentricité e < 1 est appelée ellipse. Le point C e§t appelé
centre de ’ellipse. Les nombres a et b sont appelés respeétivement le demi-grand axe et le demi-

petit axe de ellipse.

Comme pour I’hyperbole, I’ellipse est symétrique par rapport a I’axe des abscisses, par rap-
port a I'axe des ordonnées et par rapport a son centre C. Voici une représentation graphique
d’une ellipse :
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De nouveau, on peut retrouver l’excentricité a partir de a et b. Cette fois-ci, on a

b_ V1 —e?

a

[ 2

e=4/1-—

72

et le parametre est donné comme précédemment par

bz

p

Pour paramétrer l'ellipse, remarquons tout d’abord que pour tout point de coordonnées
(x,v) de l'ellipse,

donc il exiSte s € R tel que x = acos(s). Alors,
v? = b%(1 - cos?(s)) = b%sin?(s).
On en déduit que y = +bsin(s) = bsin(+s). Comme cos(+s) = cos(s), on peut donc trouver t € R
tel que x = acos(t) et y = bsin(t). Lellipse e§t donc le support de I’arc paramétré y : R — R?
défini dans le repere (C,?F,j_;:) par
Y(t) = (acos(t), bsin(t)).
En particulier, x(t)? + y(t)> < a® + b?, donc l’ellipse n’a pas de branche infinie.

Remarque 2.1.8. Par hypothese, a # b dans I’équation (2.3) puisque e = 0. Par conséquent, le
cercle n’est pas une conique définie par foyer et directrice.
Tangente

Dans le cas de la parabole, une équation de la tangente se calcule facilement en utilisant le
paramétrage par l'ordonnée. On a
i t
)4 ()= (__rl
p

donc une équation de la tangente au point y(t) est

soit
px+ity = —.
y 2

Dans le cas de I’hyperbole et de ’ellipse c’e$§t moins évident. Il existe cependant une méthode
pour trouver simplement cette équation. Considérons un paramétrage y : I — R? d’une hyper-
bole ou d’une ellipse et notons y(t) = (x(t),y(t)). On a alors

2 T T 1
En dérivant, on obtient
x'(H)x(t) ' (Hy(t)
2 2 +2 12 =0.
Autrement dit, le vecteur de coordonnées
x(t)  y(t)
(?'i_z
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et orthogonal a 3’(t), donc il dirige la normale a la conique au point y(t). L'équation de la
tangente au point y(t) et donc

c’est-a-dire

2.1.3 CONIQUES A CENTRE

La classification précédente a fait apparaitre une distinction entre la parabole et les autres
coniques. En effet, pour I’hyperbole et l’ellipse nous avons choisi un repere dont l'origine e$t
le centre de symétrie de la conique, un point qui n’existe pas pour la parabole. C’est pourquoi
I’hyperbole et I’ellipse sont appelées coniques a centre. Cette symétrie centrale permet d’obtenir
d’autres descriptions de la conique, ce que nous allons maintenant faire. Nous noterons F’ le
symétrique de F par rapport a C et D’ le symétrique de D par rapport a C.

Proposition 2.1.9. Soit € une conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e = 1. Alors, la
conique €’ de foyer F’, de directrice D’ et d’excentricité e est égale d €.

Proof. Soit M un point du plan, soit H son projeté orthogonal sur D et soit H son projeté
orthogonal sur D’. En notant o la réflexion d’axe Cj, on a o(H) = H'. Donc,

MF"  o(M)o(F)  o(M)F

MH’  o(M)o(H) o(M)H’

I1 s’ensuit qu'un point M appartient a €’ si et seulement si o(M) appartient a 4. Comme
0(¢) =%, on a égalité des deux coniques. [ ]

L'intérét d’introduire le second foyer est qu’il permet de donner une caraltérisation des
coniques a centres n’utilisant pas la diretrice. On parle alors de caractérisation bifocale. Pour
simplifier les calculs, nous poserons

e2d

c=ae= )
1-¢e?

Traitons d’abord le cas de l’ellipse. La preuve de la caradtérisation repose sur un calcul élémen-
taire.

Lemme 2.1.10. Soit € une ellipse d’excentricité e, alors
p
a? =b%+ 2

Proof. Nous avons vu plus haut que b/a = V1 —e?, d’ou

— 2 2 _
[,1_2 + g_z =1-e“+e - =1.
1l suffit de multiplier par a® pour conclure. [

Proposition 2.1.11. Soit € une ellipse de foyer F, de dire(trice D et d’excentricité e. Alors, 'ensemble
des points M du plan tels que MF + MF’ = 2a e$t égal a €.

Proof. Soit M un point de ¢ et soient H et H’ les prOJetes orthogonaux de M sur D et D’
respetivement. De 1’équation (2.3) dans le repere (C, zF,]F) on tire

ed

Mse=1"a
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donc
ed e2d e

- = <d.
1—-e2 1-¢2 l+e

d(x,F) <

Autrement dit, le point M est toujours situé entre les deux droites D et D’. Il s’ensuit que

MF + MF' = eMH +eMH’
=e(MH +MH’)
=ed(D,D’)
=2ed(C,D).

Pour calculer la distance de C a D, remarquons d’abord que d(C, F) = ¢ par définition. Donc,

d(C,D)=d(C,F)+d(F,D)=c+d

p b’ a b?
=c+-~=c+——=c+—
e ac c
_(:2+bz_a2
¢
Ainsi,
22
MF + MF’ =2e—
c
3 ca?
" Tac
= 2a.

Réciproquement, considérons un point M du plan tel que MF + MF’ = 2a. Les foyers ont pour
> o
coordonnées c et —c dans le repere (C, if, jp), donc

(MF — MF’)(MF + MF’) = MF? - MF"?
=(x=0?+y° = ((x +0)* +3?)
= —4cx.

Comme MF + MF’ = 2a par hypothése, on en déduit que MF — MF’ = —2ex. Mais alors,

(MF + MF’) + (MF - MF’)

MF = —a-—
5 a—ex
et
(a—ex)® = (x—c)2+y2
a’® —2aex +e*x* = x2—2cx+c2+;u2
a?-c2 = (1 —ez)x2+y2
¥ o= (1 —ez)x2+;}2
1-e? , y?
bz X°+ ﬁ = 1
i + Z =1
az bz
donc M appartient bien a €. [ ]
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Traitons maintenant le cas de I’hyperbole. La relation entre 4, b et ¢ e§t différente dans ce
cas.

Lemme 2.1.12. Soit € une hyperbole d’excentricité e, alors

¢ =a®+ b

Proof. Nous avons vu plus haut que b/a = Ve? -1, d’ou

b? c?
;+1_e —1+1=¢? =7
1l suffit de multiplier par a® pour conclure. [

Proposition 2.1.13. Soit € une hyperbole de foyer F, de direttrice D et d’excentricité e. Alors,
Uensemble des points M du plan tels que [MF — MF’| = 2a e$t égal a €.

Proof. La preuve eét similaire a celle de la Proposition 2.1.11. Soit M un point de ¢ de coor-
données (x,y) dans le repeére (C, lp,]P) et soient H et H' ses projetés orthogonaux sur D et D’
respectivement. On remarque tout d’abord que d’apres ’équation (2.2),

|x| >a>d(C,D).
On en déduit que les points de I’hyperbole ne sont jamais situés entre D et D’. Il s’ensuit que
IME - MF'| = eHH’

et un calcul similaire a celui de la Proposition 2.1.11 montre que cette quantté est égale a
2a. Réciproquement, considérons un point M du plan tel que |[MF — MF’| = 2a et supposons
que MF > MF’. Comme précédemment, en calculant MF? — MF’? de deux fagons on obtient
MF = a—ex, qu'on peut utiliser pour trouver une équation satisfaite par les coordonnées de M :

2

(a—ex) (x— c)2+y

a?-c? = (1-e*)x? +y
-b* = (1-e*)x?+9°

_1—62 2 yz

e T
2 2
Xt yc
— + ﬁ = 1
d’ou le résultat. Si MF’ > MF, un calcul similaire en remplacant F par F’ donne le méme
résultat. =

- 36 -
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2.2 COURBES DU SECOND DEGRE

Nous avons vu au Théoréme 2.1.2 qu’une conique peut toujours étre décrite dans son repere
focal par une équation cartésienne. De plus, cette équation a une forme relativement simple :
elle ne fait intervenir que les deux coordonnées et leurs carrés. C’est ce qui nous a permis de
classifier les coniques en montrant qu’il n’y avait que trois types d’équations ayant cette forme.
I1 e§t donc naturel de se demander si, en considérant une équation plus générale ne faisant
intervenir que les coordonnées et leurs carrés, on peut également obtenir une classification
des courbes associées. Pour répondre a cette question, commengons par donner un nom aux
courbes qui nous intéressent.

DErINITION 2.2.1. Une équation du second degré est une équation de la forme
ax? +by® +cxy +dx+ey+ f = 0. (2.4)

oua,b,c,d,eet f sont des nombres réels et a, b et c ne sont pas tous les trois nuls. Une courbe
du second degré e§t ’ensemble des points du plans dont les coordonnées dans R vérifient une
équation du second degré.

Les coniques sont des courbes du second degré. Nous allons montrer que réciproquement,
presque toute courbe du second degré et une conique. Ceci nous permettra de faire le lien
entre la définition des coniques par foyer et direCtrice et les courbes obtenues comme seltion
d’un cone par un plan.

2.2.1 REDUCTION DE L’EQUATION QUADRATIQUE

Comment étudier une équation du second dégré? Dans le cas ou il n'y a qu'une seule va-
riable, la Stratégie est connue : étant donné une équation

ax?+bx+c=0

avec a = 0, elle peut étre mise sous la forme canonique

. b b2—4ac_0
2a 4q2 7

Les solutions sont alors complétement déterminées par le discriminant A = b? — 4ac.

Notre objectif est de procéder de méme dans le cas de deux variables. Nous cherchons
donc a simplifier I’équation (2.4) jusqu’a la rammener a une forme canonique. Cependant,
nous avons déja vu avec les coniques qu’il y aura plusieurs formes canoniques possibles. Le
raisonnement sera donc plus complexe qu’avec une seule variable.
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Premieére étape

La premiére étape de cette simplification e$t de faire disparaitre le terme en xy qui empéche
de factoriser I’équation indépendamment en x et en y. Pour cela, nous allons changer le repeére
en faisant tourner la base.

s N 4 . R , .
Proposition 2.2.2. Considérons dans le repére orthonormé canonique (O, 1, ) une équation du se-
cond degré
ax*> +by? +cxy+dx+ey+ f = 0.

Alors, il existe un repére orthonormé dans lequel cette équation s’écrit
ax*+ by +dx+ey+ f =0
avec a’ et b’ non tous les deux nuls.
Proof. Pour 6 € R, posons
= cos(@)z +sin (6);
i = —sin(6)i+cos(0)]

- o
7

et notons (x’,y’) les coordonnées dans le repere (O, i’,j’). Le changement de coordonnées s’écrit

VN

~

x = cos(0)x’—sin(0)y’
y = sin(0)x"+cos(0)y’

Dans ce nouveau repére, on a

ax* +by* +cxy = a(cos(0)x’ —sin(0)y )? +17(31r1(6)x’+cos(9)y')2
+ c(cos(0)x" —sin(0)y’) (sin(0)x” + cos(6)y’)
= (c1c052(6)+bsinz(())+c51r1(9)cos(9))x'2
+ (asin2(6)+bcosz( )—ccos(@)sin(@))y’2
+ (—2acos(6)sin(6)+2bsin(6)cos(6)+c(cosz(9)—sinz(Q))x'y'
= ax?+by?+cxy

I1 suffit donc de trouver une valeur de 6 pour laquelle ¢’ = 0. Commengons par simplifier
I’expression :

o
I

’ —2acos(0)sin(0) + 2bsin(8)cos(0) + ¢ (cosz(Q) - sin2(6))
—asin(20) + bsin(20) + ccos(20)
(b—a)sin(20) + ccos(20).

Sic=0il n'y a pas besoin de changer de repeére, nous supposerons donc ¢ #0. Sia =b, on a
¢’ = ccos(20) et on peut prendre 6 = 1t/4. Sinon, on peut supposer cos(26) = 0, ce qui donne

C
m = tan(26)

I1 suffit donc de poser
1 c
0= —arctan(—).
2 a-b

Etudions maintenant les coefficients a’ et b’ de la nouvelle équation. On a

b’ asin?(0) + bcos?(0) — ccos(0)sin(0)

{ a’ acos?(0) + bsin?(0) + csin(0) cos(0)

a+b = a+b
a'—-b" = (a-Db)cos(20)+ csin(20)

Supposons que 4’ =0 =b". On a alors a = —b. Il faut ensuite distinguer deux cas

— 38 —
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* Sia="b, alors ils sont tous les deux nuls et 6 = 7t/4. La deuxiéme équation donne alors
0 =csin(20) =,
ce qui contredit I’hypothese ¢ = 0.

* Sia=b,alors cos(20) = 0 et la second équation donne

c
a-b’

? =tan(20) =

On en déduit c? = (a—b)(b—a) < 0, qui n’est possible que sia=b=c=0.

Deuxieme étape

Nous savons donc qu’une courbe du second degré est, dans un repéere approprié décrite par
I’équation
ax* +by? +dx+ye+ f = 0.
L'idée est maintenant de faire disparaitre les termes de degré 1 en les regroupant avec les

termes de degré 2, exaCtement comme dans le cas des équations en une seule variable. Il y a
trois cas a distinguer

1. Supposons pour l'instant a,b = 0, alors

2 2 2 L2
ax2+by2+dx+ey+f = a(x+—) ——+b(y+—) -—+f
d\’ e\2
a(x+§) +b(y+§) -K

Translatons l'origine du repére en un nouveau point O’ de coordonnées (-d/2,—e/2). Les
nouvelles coordonnées s’écrivent

d

X = —

X+ >

e

Y = —

y+ 5

et on obtient
aX?+bY? =K. (2.5)

2. Nous allons maintenant supposer que a = 0. Par hypothese, on a alors b # 0 donc 'équa-
tion devient

e\2
b(y+§) +dx-K=0

et on peut translater l'origine du repére en un nouveau point O’ de coordonnées (0, —¢/2)
pour obtenir

dX +bY? =K. (2.6)

3. Il reste le cas a # 0 et b = 0, mais quitte a échanger x et y on peut alors se rammener au
cas précédent.
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2.2.2 Cas DEGENERES

Nous pouvons maintenant voir a quelle condition une courbe du second degré et une co-
nique. La distin¢tion vient de la valeur de K. Nous allons d’abord traiter plusieurs cas assez
simples. Supposons pour commencer que K = 0. Alors, I’équation (2.5) admet les solutions
suivantes :

* Siaetbsont de mémes signes, I’ensemble des solutions est le point (0, 0).

* Si a et b sont de signes différents, 'ensemble des solutions et la réunion des droites

d’équations
[la| /1l
Y= /—=XetY=—/—X.
b bl

Supposons maintenant K > 0 et a,b < 0. Alors, ’ensemble des solutions de I’équation (2.5) est
vide. De méme si K < 0 et a,b > 0. Enfin, supposons que d = 0 dans I’équation (2.6). Alors,
I’ensemble des solutions est

* Un point si b et K sont de méme signe.

* L'ensemble vide si b et K sont de signe différent.
Tous ces cas particuliers ne sont pas vraiment des courbes, c’e$t la raison pour laquelle on les
appelles courbes du second degré dégénérées.
2.2.3 (CAS NON-DEGENERES

Nous allons maintenant montrer qu'une courbe du second degré qui n’e§t pas dégénérée
est soit une conique soit un cercle.
Parabole

Commengons par I'Equation (2.6) avec d # 0. Comme b # 0, on peut diviser et rammener
I’équation sous la forme

D
i/ K
‘_Z(X_E)'

Soit O” le point de coordonnées (K/d,0). On a, en notant (X', Y’) les coordonnées dans le repere
(O//’ l'”]'l)’
Y/Z — —2PX,,

ol p = d/2b. On reconnait I’Equation (2.1) d’une parabole.

Hyperbole

Considérons maintenant ’Equation (2.5) avec K # 0 et supposons que a et b ne sont pas de
méme signe. Apres division par K, I’équation (2.5) devient
ar b
=X"+=Y"=1
K K
Comme a/K et b/K sont de signe différent on peut, quitte a échanger les roles de X et Y, sup-
poser que a/K >0 et b/K < 0. On a alors
X2 y?
A2 B2

|K | K .
ouA= " et B= 5 On reconnait ’Equation (2.2) d’une hyperbole.

=1,
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Ellipse

Il nous reste a traiter le cas ou K, a et b sont de méme signe. En divisant, on obtient

X2 YZ
wtpE Tl

. /K /K . 1t . , ) . ), . ,
ou A= " et B= 5 On reconnait I’Equation (2.3) d’une ellipse si a # b et I’équation d’un

cercle si a = b.

2.2.4 DISCRIMINANT ET TRACE

L'inconvénient des résultats précédents e$t qu’il faut beaucoup de calculs pour obtenir la
nature d’une courbe du second degré. Nous allons maintenant voir que, pourvu que l'on sache
qu’une certaine courbe e$t non-dégénérée, il e§t possible de déterminer sa nature tres simple-
ment. La §tratégie est la suivante : nous allons définir deux quantités associées a une équation
du secon degré qui sont invariantes par le processus de réduction et qui déterminent la conique
associée. Il suffira donc de calculer ces deux invariants pour identifier n'importe quelle courbe
du second degré.

>

DErINITION 2.2.3. Considérons dans le repére orthonormé canonique (O, i, j) une équation du
second degré

ax? +by® + cxy +dx+ey+ f = 0.
2
Son discriminant est le nombre A = ab - (%) et sa trace e§t le nombre T =a+b.

Proposition 2.2.4. La réduction de I’équation quadratique ne modifie ni le discriminant ni la trace

Proof. Considérons la premiére étape de la réduction, qui transforme a, b et c en a’, b’ et 0.
Rappelons les expressions obtenues dans la preuve de la Proposition 2.2.2 :

a’ = acos*(0)+ bsin?(6) + csin(6) cos(6)
= % (a(1 4+ cos(20)) + b(1 —cos(26)) + csin(20)))
b’ = asin®(0) + bcos?(0) — csin(6) cos(0)

1
=5 (a(1 —cos(20)) + b(1 + cos(20)) — csin(20))).
Pour simplifier les calculs, nous allons décomposer le discriminant A” = 44’b’ en trois termes :

A =a*(1 - cos?(20)) + b*(1 - cos?(20)) — c? sin?(26)
= (a® + b?)sin%(20) - c?sin%(20)

B = ab(1 - cos(260))? + ab(1 + cos(26))?
= 2ab + 2abcos?(20)
= 4ab — 2absin?(20)

C = —ac(1 + cos(20))sin(20) + ac(1 — cos(20))sin(206)
—bc(1 —cos(20))sin(20) + be(1 + cos(20))sin(26)
= —2accos(20)sin(20) + 2bccos(20)sin(20)
=2(b-a)ccos(20)sin(206)

On sait de plus que I'angle O vérifie (a — b)sin(260) = ccos(26), d’ou
C = -2c%cos?(20).
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En combinant on obtient

, A+B+C
A=
(% +b?)sin?(20) - ¢?sin?(20) + 4ab — 2absin?(20) — 2c2 cos*(20)
4
B (a—b)?sin?(20) — c? cos?(20) + 4ab — c?
B 4
CAs c2cos?(260) - c? cos?(20)
4
=A.

Le discriminant n’est donc pas changé par la premiére étape. Pour la trace, on a déja observé
dans la preuve de la Proposition 2.2.2 que a’+ b’ = a+ b, donc elle n’est pas modifiée non plus.
Quant a la deuxieme étape, qui consi$te a changer l'origine du repeére, elle ne modifie pas la
partie quadratique de 1’équation donc ne change ni le discriminant ni la trace. [ ]

THEOREME 2.2.5 Soit € une courbe du second degré non-dégénérée et soit A le discriminant
d’une équation du second degré quelconque de %. Alors,

* Si A=0, € est une parabole.
* Si A <0, € e§t une hyperbole.

* Si A>0, ¢ e§t une ellipse ou un cercle.

Proof. Calculons d’abord le discriminant des équations des coniques. Dans le cas de la para-
bole, on a A =0, dans le cas de I’hyperbole, on a

1
_—;%5<0
et dans le cas de ’ellipse et du cercle on a
A= 0121? > 0.
On sait que I’équation d’une courbe du second degré non-dégénérée se réduit a I'une des trois
précédentes et le résultat e$t donc une conséquence immédiate de la Proposition 2.2.4. [ ]

Dans le cas de la parabole, la trace et égale a 1 et ne nous donne donc pas d’information
supplémentaire. Dans les deux autres cas, la trace est égale a +a~2+b~2. Comme le discriminant
est égal 4 a=2b2, on peut retrouver a” et b? A partir du discriminant et de la trace : ce sont les
racines du polynome caractéristique

X>-TX +A.

La donnée de a? et b? permet alors de retrouver e et p.

2.3 SECTIONS CONIQUES

Dans cette derniére setion, nous allons étudier les courbes obtenues comme interse&ion
d’un cone et d’un plan. Nous allons montrer qu’il s’agit de courbes du second degré et en dé-
duire a quelle condition ces courbes sont des coniques, ainsi que leur nature le cas échéant.
Nous travaillerons dans ’espace affine de dimension 3 qui se définit de fagon exatement ana-
logue au plan affine (voir le début du Chapitre 3 pour plus de détails). Fixons un repére ortho-
normé R = (O,Z]T:I_c)) de l'espace affine et considérons une droite A qui n’est pas incluse dans

2

le plan (O,ZT:]). Elle forme donc avec ce plan un angle que nous noterons a et que, quitte a

N

changer k en —k, on peut supposer dans l'intervalle ]0, 7¢/2[.
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DEFINITION 2.3.1. Le cone de révolution d’axe OK et de génératrice A e$§t I’ensemble des images
de A par des rotations d’axe Ok.

On peut bien str définir un cone de révolution d’axe quelconque, mais il suffit alors de

changer de repere pour que I’axe devienne OK. Nous faisons ce choix pour simplifier les calculs.
Remarque 2.3.2. Cette définition a toujours un sens si A e$t incluse dans le plan (O,Zﬁ (c’est-

i

a-dire @ = 0), mais le cone de révolution et alors le plan (O,ZT:]) qui e$t un cas dégénéré. De
méme si A e§t confondue avec Ok (c’eSt-a-dire a = 7t/2) le cone se réduit alors a 1’axe OKk.
DeriNiTION 2.3.3. Une seftion conique e§t une courbe de la forme C N P, ou C est un cone de
révolution d’axe Ok et P et un plan affine.

2.3.1  Equarion

L'objectif de cette section est d’obtenir une équation décrivant une section conique quel-
conque. Pour ce faire, il nous faut d’abord étre capable de décrire le cone de révolution par une
équation cartésienne.

Proposition 2.3.4. Une équation cartésienne du cone de révolution d’axe OK et de génératrice A est

donnée dans le repére R par

x%+ yz = tan?(a)z°. (2.7)

Proof. Soit z; € R et soit P, le plan affine d’équation z = z;. L'intersection AN P e$t réduite a un

N
point M, de coordonnées (xg,¢,2g). Les images de ce point par toutes les rotations d’axe Ok
forment un cercle de centre M; de coordonnées (0,0, zy) et de rayon

R? = (MgM,)? = x} + 2.

Comme M, appartient a la droite A, on sait que I’angle en O du triangle OMyM; eét égal a a.
Ce triangle est par construction rectangle en M;, donc

MyM; = OM; tan(a)
= zptan(a).
Ainsi, une équation de P, N C est
2,2

x%+ y2 = tan(a)”z.

Pour obtenir une équation du cone, il suffit de remarquer que si (x,y,z) eSt un point du cone,
alors il appartient a I'interse&ion du cone et de P, donc x? +y? = tan(a)?z>. [ |

Soit P un plan affine. Il existe trois réels ¢, O et u tels que P ait pour équation

cos(0)cos(@)x + cos(0)sin(@)y +sin(0)z = p.



CHAPITRE 2. CONIQUES

Soit p la rotation d’axe OK et d’angle —¢. Comme le cone de révolution C e$t invariant par
toutes les rotations d’axe Ok, on a

Cnp(P)=p(C)Np(P)=p(CNP).
De plus, p(P) admet une équation plus simple, a savoir
cos(0)x +sin(0)z = p. (2.8)

Nous noterons P(60, u) le plan affine défini par 1’équation (2.8) et, quitte a changer k en —k,
nous supposerons que 6 peut étre choisi dans l'intervalle [0,7t/2]. Toute section conique est
donc I'image de CN P(0, u) pour un certain couple (6, y) par une rotation d’axe OFk. 11 suffit par
conséquent d’étudier ces seftions particuliéres pour obtenir toutes les sections coniques. Pour
obtenir une équation de C N P(6, u), nous allons di§tinguer trois cas :

1. Si cos(0) = 0, alors I’équation (2.8) devient +z = p. En remplagant dans 1’équation (2.7),
on obtient
x> + 92 = tan®(a)p’.
2. Sisin(0) = 0, alors I’équation (2.8) devient +x = p. En remplagant dans 1’équation (2.7),
on obtient

#? + % =tan?(a)z%.

3. Sisin(0),cos(0) = 0, alors I’équation (2.8) devient

)2 X
sin(0) tan(0)

z =

En remplagant dans I’équation (2.7), on obtient

2, tan’(a) 14 2
YT ane) (x_cos(G)) '

Remarquons que les équations que nous avons écrites font intervenir les coordonnées de
points de I'espace. Ce ne sont donc pas des équations de courbes (ce sont des équations de
cylindres). Pour obtenir une courbe, il faut un systéeme de deux équations, la deuxiéme étant
I’équation (2.8) de P(0, u). Une autre fagon de procéder est de fixer un repére de P(0, i) et de
réécrire ’équation dans ce repere. Dans les deux premiers cas, cela se fait aisément.

1. Soit Q) le point de coordonnées (0,0,+y), alors I’équation dans le repere (Q,z_:]—) (qui e$t

un repere de P(0, u)) est

x> + 92 = tan(a)?p’.
Sip =0, il s’agit d’'une équation du cercle de centre () et de rayon tan(a)u. Si p =0, il
s’agit d’'une équation du point Q).

2. Soit Q) le point de coordonnées (+p,0,0), alors I’équation dans le repere (Q,]T:I?)(qui est

un repere de P(0, u) est

1? + % =tan?(a)z%.

Il s’agit d’'une équation d’une hyperbole d’excentricité e = , [1 +

1
p2tan?(a)’

et de parameétre
tan?(a) P

Quant au troisieme cas, il n’y a pas de choix évident d’origine ni méme d’axe (le plan P(6, p)
PP ) , . , .
ne contient aucune droite paralléle a i ou k dans ce cas) qui permette d’obtenir une équation
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dans le plan. Pour obtenir une équation plane de la section, fixons comme origine le point
-
d’intersetion Q) de Ok et P(6, u), qui a pour coordonnées

) #
Q'(O’O’sin(e))'

On peut prendre l'axe Qfmais il nous faut un second axe pour notre repere. Soit A la droite
R

d’intersetion de P(6, ) et (O,Z]) et soit H le projeté orthogonal de () sur A. On pose

—
- QH
==

QH

r

N
Nous avons donc maintenant un repere R’ = (Q,i’, j) dans lequel les coordonnées (X,Y) d'un
point sont reliées a ses coordonnées (x,7,z) dans R de la facon suivante :

X = X cos(6)
y = Y
, B cos(0)X

sin()  tan(0)

L’équation de la section conique dans le repere R’ et donc

2 tan’(a)
~ tan2(0)

M

2 2
X +Y
cos“(0)X” + cos(0)

cos(0)X —

2.3.2 CLASSIFICATION

D’apres ce qui précede, toute section conique e$t soit une courbe dégénérée soit une conique
ou un cercle, sa nature ne dépendant que des valeurs de 6 et . Il suffit pour la déterminer
d’utiliser le discriminant et la trace comme vu a la Setion 2.2.4. Il faut cependant tout d’abord
exclure les cas dégénérés. L'équation (2.9) peut s’écrire

tan’(a)
tan?(6)

tanz(a)x B tan?(a) ,

2
€08 (6)(1_ tan2(6) tan2(6)” ‘

)X2+Y2+2y

Le section conique e§t donc dégénérée si et seulement si p = 0, c’est-a-dire si le plan P(0, u)
passe par l'origine O du repére, autrement dit par le sommet du cone. Dans ce cas, on a trois
possibilités :

¢ SiO=a,onaY?=0etlacourbe et une droite (une génératrice du cone).
* Si 0 < a, la courbe eét réduite au point O.
* Si O > a, la courbe est la réunion de deux droites.

Si p =0, la setion conique et une courbe du second degré non dégénérée et nous pouvons
appliquer la méthode du discriminant. Ce dernier vaut

tan?(a) I
- tanz(G))><

A= cos2(6)(1

On a donc la classification suivante :

* Si 0 = a, alors la setion conique et une parabole. Dans ce cas le plan e$t parallele a une
génératrice du cone.

* Si 0 <6 <a, alors la seftion conique e$§t une hyperbole. Dans ce cas, le plan coupe les
deux nappes du cone.
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* Si a <0 < /2, alors la seCtion conique et une ellipse. Dans ce cas, le plan ne coupe
qu’une seule des deux nappes du cone.

* Si 6 = 1/2, alors la section conique est un cercle. Dans ce cas, le plan e$t orthogonal a
l'axe OK.

Si 0 # a, la trace de I’équation (2.9) est

tan’(a)
tan2(0)

T:cos2(6)(1— )+1:A+1.

Le polyndme caratéristique est donc

X2-TX+A=X>-(A+1)X+A
=(X-A)(X-1).

On en déduit les valeurs de I'excentricité et du parametre. Cela nécessite d’identifier parmi les
deux racines du polyndme caraétéristique laquelle e$t la plus grande (que nous avons notée a).
Cela dépend de la position de A par rapport a +1.

. SiO<A<1,onae:V1—Aetp:\/Z.

1 1
e Sil<A,onae=,4/l—-—etp=—.
R/}

* Si-1<A<0O,onae=V1+Aetp=V-A.

1 1
e SiA<-l,onae=,4/l+—etp=—=.
VAT

2.3.3 FOYER ET DIRECTRICE

Nous avons donc élucidé la nature des setions coniques en passant par les courbes du
second degré. Ce résultat n’est pas totalement satisfaisant puisque quand la section est une
conique, il ne donne pas de description géométrique du foyer et de la directrice. Une telle
description géométrique existe, mais nous la donnons sans démonstration.

THEOREME 2.3.5 (Dandelin) Soit C un cone de révolution d’axe OK et soit P un plan affine
ne contenant pas l'origine et qui n’e$t pas paralléle a une direCtrice de C. Alors, il existe
deux spheres S; et S, tangentes a la fois a P en un point et a C en un cercle. De plus, en
notant

* Fj et F; les points de tangence de S; et S, avec P
* P; et P, les plans contenant les cercles de tangence de S; et S, avec C

la seCtion conique e§t une conique de foyer F; et de diretrice P, N P et également une
conique de foyer F, et de dire(trice P, N P.




CHAPITRE 3

SURFACES

3.1 NAPPES PARAMETREES

Dans ce chapitre, nous allons étudier les surfaces. Comme pour les courbes, notre approche
sera analytique et nous suivrons le méme plan général. En particulier, nous nous placerons
dans R3 vu comme espace affine de dimension 3, dont les éléments sont des points. Comme dans
le cas du plan affine, deux points définissent un veéteur et un point et un vecteur définissent un
autre point de 'espace affine. Pour obtenir un repeére, il faut une origine O ainsi qu'une base de
l'espace veCtoriel R3, qui sera donc composée de trois vecteurs i fet k. Un tel repere sera noté
R = (O,Z]'_,)E). Un point peut alors étre décrit par ses coordonnées dans le repére R comme
dans le cas du plan. On définit de méme la distance entre deux points a 'aide de la norme
des veteurs de l'espace. Si A et B sont deux points de coordonnées respectives (x1,y;,2;) et
(x2,92,2), leur distance sera donc

\/(xl —X2)?+ (11 —2)? + (21 —22)°.

L’étude des surfaces présente toutefois une différence fondamentale avec celle des courbes.
En effet, une surface et intuitivement un objet a deux dimensions et sera donc décrite par
une fonction de deux variables. L’étude de telles fonctions nécessite des outils d’analyse plus
poussés que ceux que nous avons utilisés jusqu’a maintenant, notamment le calcul différentiel,
que nous commengons par rappeler.

3.1.1 RAPPELS SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

L’étude de la différentiabilité, c’eSt-a-dire la généralisation de la dérivabilité pour les fonc-
tions de plusieurs variables, utilise le vocabulaire de la topologie. Comme notre but e$t ici
d’appliquer ces notions aux surfaces, nous rappellerons simplement les définitions nécessaires
concernant la topologie de R?. Les intervalles ouverts de R utilisés pour les courbes seront ici
remplacés par les ouverts de R.

DEFINITION 3.1.1. Soit x € R? et soit R > 0. Le disque ouvert D(x,R) de centre x et de rayon R et
I’ensemble

D(x,R) = {y e R%,d(x,p) < R}.

Graphiquement, cette définition correspont a la notion intuitive d’un disque "sans son bord" :
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On appelle ouvert de R? une partie U telle que pour tout x € U, il existe R > 0 vérifiant D(x, R) C
U.

Cette définition permet de donner un sens a la continuité pour les fon&tions de deux va-
riables.
DEFINITION 3.1.2. Soit V une partie de R? et soit x € V. Une application f : V — R e$t dite
continue en x si pour tout € > 0 il existe 1 > 0 tel que

f(D(x,1)) C[f(x)—¢€, f(x)+€]
Elle et dite continue sur V si elle e§t continue en x pour tout x € V.

Remarque 3.1.3. La définition apparemment compliquée de la continuité dit simplement la
chose suivante : f e$t continue en x si f(y) tend vers f(x) quand y tend vers x. Le probleme
est de donner un sens rigoureux a l'expression "tend vers". Intuitivement, cela signifie que la
distance euclidienne d(y, x) tend vers 0. Donc, f e$t continue si pour tout € fixé, f(y) est égal a
f(x) a e pres dés que p et a distance suffisamment petite de x. C’e$t un bon exercice d’écrire
cette phrase avec des quantificateurs et de la comparer a la définition pour vérifier qu’elles
coincident.

Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une application. Pour obtenir une "dérivée" pour
f, on peut se ramener a des fonc¢tions d’une variable. En effet, pour (sg, tg) € U on peut définir
deux fon&tions d’une variable

fto:{R_) R) thO'{Re R

s B f(st — f(so 1)

Si ces fonctions sont dérivables en s et tj respeCtivement, on note leurs dérivées
Bf
fo(s0) = s (so, to)

d
£t = Disor o).

Si ces dérivées exiStent pour tout (sg,tg) € U, on obtient deux nouvelles fonctions de deux
variables de U dans R appelées dérivées partielles de f. Attention, I’existence des dérivées par-
tielles n’e$t pas une bonne notion de dérivabilité pour les fonctions de deux variables (il faut
utiliser la notion plus forte de différentielle). Toutefois, nous n’utiliserons que des fontions avec
une certaine régularité, qui peut se définir a ’aide des dérivées partielles par récurrence.

DEFINITION 3.1.4. Soit U un ouvert de R%. Une fon&ion f : U — R et dite de classe C! si ses
dérivées partielles existent et sont continues sur U. Soit k > 2, une fonéion f : U — R? et dite
de classe CF si ses dérivées partielles existent et sont des fonétions de classe CK1.

Si R e§t un repére de l'espace affine R3, pour toute fon&ion f : U — R?3 il existe des fonc-
tions fi, f», f3 : U — R telles que pour tout x € U,

f(x) = (f1(x), fa(x), f5(x

On dit alors que f e$t de classe C* si f; est de classe C* pour tout 1 <i < 3.

— 48 —
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Comme pour les courbes, notre étude des surfaces utilisera les développements limités.
Dans le cas des fonctions de deux variables, le développement limité a 'ordre 1 prend la forme
suivante :

Proposition 3.1.5. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une fonction de classe C'. Soit (s, ty) €
U et soit R > 0 tel que D((sg, tg),R) C U. Alors, pour tout (s,t) € D((sg, to), R),

d d
Fls,1)= fs0,10) (5 50) 2L 50, t0) + 1 = 10) s ) + 0[5, 50, o))

I1 exi$te bien str des développements limités aux ordres plus élevés si la régularité de le
fonction e$t suffisante, mais ils sont plus complexes a écrire. Le développement limité a l'ordre
2 sera donné plus loin quand il sera nécessaire.

3.1.2 DEFINITION

Nous pouvons maintenant définir l'objet analytique qui nous permettra d’étudier les sur-
faces :

DEFINITION 3.1.6. Une nappe paramétré de classe Ck et une application
p:U— R®

de classe CF, ou U e$t un ouvert de R%. L'image de ¢ et appelée support de ¢ (ou parfois
support géométrique de @). On appelle surface paramétrée de l'espace de classe C¥ tout support
d’une nappe paramétrée de classe Ck.

Exemple 3.1.7. Soient a,b,c € R et soient if et ¥ deux vefteurs de I’espace non colinéaires. On
définit une nappe paramétrée ¢ : R> — R3 par

(s, t) = (a,b,c)+sil + tv.

I1 s’agit d’'une nappe paramétrée de classe C* dont le support et le plan dirigé par les velteurs
i et Vet passant par le point (a,b,c). Notons que pour tout (s, ty) € R?, on a

@(s,t) = Q(so, to) + (s = 50) il + (t = t)7.

R
Fixons un repere R = (O,Zﬁk) de 'espace. Alors, une nappe paramétrée de classe C* est
donnée par trois fonétions, x,y,z: U — R de classe Ck viala décomposition

(s, t) = (x(s,t),v(s,t),2(s, t)).

On dira alors que ¢ est une paramétrisation cartésienne. Nous utiliserons systématiquement
cette description dans la suite, la plupart du temps en ne précisant pas le repere R, qui sera
alors le repére canonique R.,, de R3, c’est-a-dire

1 0 0
Rcan: (0,0,0), Ofl 110
0 0 1

Cela nous permet de nous ramener a ’étude de trois fon&tions de R? dans R.

Remarque 3.1.8. 1l existe deux autre types de paramétrisation couramment utilisées : la para-
métrisation cylindrique et la paramétrisation sphérique. Elles peuvent s’évérer plus adaptées
que la paramétrisation cartésienne dans certains cas, mais par soucis de simplicité nous ne
nous en servirons pas.

Exemple 3.1.9. Soient a,b,c € R, soit R > 0 et soit ¢ : R> — R® la nappe paramétrée définie par
@(s,t) = (a+ Rcos(s)cos(t), b+ Rsin(s)cos(t),c + Rsin(t)).

Il s’agit d’'une nappe de classe C*° dont le support et la sphére de centre (a, b, c) et de rayon R.
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Comme dans le cas des courbes, on voit apparaitre dans 'exemple 3.1.9 des points multiples,
qui se définissent naturellement.

DEFINITION 3.1.10. Soit ¢ : U — R® une nappe paramétrée. Un point M du support de ¢ et
dit multiple s’il exi$te x,x" € U tels que x = x” et p(x) = M = @(x’). Une nappe paramétrée
@ : U — R? et dite simple si ¢ est inje&ive. Une surface S eét dite simple si elle admet un
paramétrage simple.

Toutefois, la notion de point multiple étant complexe dans le cas des surfaces, nous ne
I’aborderons pas dans ce cours.

3.1.3 CHANGEMENT DE PARAMETRAGE

Comme pour les courbes, une surface donnée admet de nombreux paramétrages et les chan-
gements de paramétrage se font au moyen de CK-difféomorphismes de deux variables, dont
nous rappelons la définition.

DfFINITION 3.1.11. Soient U et V deux ouverts de R?, soit F : V — U une application. On dit
que F et un Ck-difféomorphisme si

o F e§t de classe Ck.
* F et bijective.
o 1 e&t de classe Ck.

DEFINITION 3.1.12. Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée et soit V un ouvert de R%. Un chan-
gement de paramétrage de classe C* e§t un Ck-difféomorphisme F : V — U. La nappe

1,[):(poF:V—>R3

est appelée nappe reparamétrée par F.

Nous aurons besoin plus tard du résultat suivant sur les difféomorphismes :

Proposition 3.1.13. Soient U et V deux ouverts de R? et soit F : V. — U un difféomorphisme de
classe CK. Notons F(a,b) = (Fy(a,b), F5(a,b)). Alors, pour tout (ag, by) € U, la matrice

JoF oF
— (@, bo) - (a0, bo)
_| da db
Jiag,bo)(F) =
dF, dF,

%(00; bg) W(%; bo)

est inversible. Cette matrice est appelée matrice jacobienne de F au point (ag, by).

3.2 ETUDE LOCALE

Pour une surface, il n’y a pas de facon simple d’étudier le comportement a l'infini, contrai-
rement au cas des branches infinies pour les courbes. Nous allons donc diretement nous inté-
resser au comportement local de la surface.

3.2.1 PLAN TANGENT

Fixons un ouvert U de R? et une nappe paramétrée ¢ : U — R3. Pour étudier la surface au
voisinage d’un point ¢(sg, ty), nous allons essayer de I'approcher par un plan. Pour ce faire, il
suffit d’utiliser les développements limités des fonctions coordonnées x, y et z donnés par la
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proposition 3.1.5 pour obtenir un développement limité de ¢ :

ox ) 0z
Pp(s,t) = (x(So;to):y(Solto)xZ(SOxfo))+(5—50)(£(50;t0):a—§(50xf0)l;(Softo)

0 d 0 N
+ (t_tO) 8_):(501t0)1a_}t)(SOftO)la_j(sortO))+d((51t)r(50rtO))5(d((s’t)i(SOJtO)))
0 0
= pls0,t0) + (5= 50) G (500 to) + (£ = t0) S (50, o)

+d((s,1), (s0,£0)) € (d((s,1), (50, t0)))
= (s, 1) +d((s, ), (s0, 1)) € (d((5,1), (0, t0))),

d d
ou les vecteurs —ga(so, to) et —(P(so, to) sont définis dans le repere choisi par

ds ot
0 dx d d
a—f(SO; to) = (;(50, to), a—f(so, to), a—j(SO; to))
Jd ox J dJz
a—(tp(so; 0) = (E(SO’ to), a_}t}(SOr to), E(Sol to))-

Supposons que ces veteurs ne sont pas colinéaires. Alors, le support de la nappe paramétré
t — 1(t) est, d’apres 'exemple 3.1.7, le plan dirigé par les vecteurs

d J
a—(sp(so; to) et 8—(5(50' to)

et passant par ¢(sg, tp). Comme

d(p(s,t), (s t))  — 0,

(Slt)*(solto)
on peut dire que le plan approche le support de ¢. Cette observation mene a la définition du
plan tangent.

DEFINITION 3.2.1. Soit @ : U — R3 une nappe paramétrée de classe C! et soit S son support. Un
point de parametre (sg, o) est dit régulier si la famille de velteurs

I I
. s t Ty, s £
5 (50:10): = (S0, to)
est libre. Dans ce cas le plan tangent a la surface au point ¢(sg, to) est le plan dirigé par ces deux
vecteurs et passant par ¢(so, to). Il e§t noté Ty, 1,)S-

Comme pour les courbes, les dérivées partielles de ¢ seront vues comme des veteurs de
'espace vectoriel R3. Toutefois, les notations deviendraient lourdes si nous ajoutions systé-
matiquement des fleches pour désigner ces vecteurs. Nous garderons donc les notations de la
définition précédente dans toute la suite.

Exemple 3.2.2. Considérons la nappe paramétrée ¢ : (s,t) — (a,b,c)+sii+tv de I'Exemple 3.1.7.
En notant i’ = (uy, 1y, u;) et V= (vy,v,,v;), 0n a

ox ox

g(s,t) = U, E(S't) =Vx
%(s,t) =u, ©t %(Sﬁ) =y
%(s,t) = U, %(SJ) =7,
Donc,
aa—f(s,t) =i
aa—(f(s,t) =7.

Ainsi, le support de @ et son propre plan tangent en tout point.
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Le plan tangent est un objet géométrique associé a la surface. Il doit donc étre invariant par
changement de paramétrage. Pour le démontrer, nous aurons besoin de calculer des dérivées
partielles de fonctions composées grace a la formule suivante :

Proposition 3.2.3. Soit U et V deux ouverts de R?, soient f : U — Ret g: V — U des fonctions de
classe C! avec g(a,b) = (g1(a,b), g2(a, b)) pour tout (a,b) € V. Alors,

dfog _ dg1df +8g28f

da dads 8T 94 ot
ofog _ ondf . 989f
ab ab 9s 7 b ot

Proposition 3.2.4. Le plan tangent est invariant par changement de paramétrage.
Proof. Soit F: V — U un changement de paramétrage de classe C et soit
Pp=@poF:V->U

la nappe reparamétrée par F. Soit (sg,ty) € U le parametre d’un point régulier et (ag,bg) =
F~1(sg, to). Pour simplifier les calculs, nous écrirons

p(s,t) = (X(s,1),Y(s,1),Z(s,1))
F(a,b) = (Fl(al ), F2(a, b))
Y(a,b) = (A(a,b),B(a,b),C(a,b))
On a alors
2 2 9 2 9
2 aobe) = S anbo) o Flag,bo) + % 2 (a0, bo) S o Flan, by)
JF, X OF, X

= ——(a0,bo) =~ o5 (s0,t0) + 92 —— (a0, bo) =~ o (s0, o)
et de méme pour B et C. En regroupant, on obtient 1’égalité

d JF d JdF %
2 (a0, bo) = % Ha0,b0) 22 (50, 10) + 5 2 a0, b0) 2 (s o)

En dérivant par rapport a b, on obtient la formule similaire

p JF, o JF, P

5 ——-(ag,bg) = 5 —(ag, bo)—=- 3 (s0,t0) + 5 =-2(ag,bo) a(tp(so: to)-

Ceci montre que le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs 'ZI’D(aO,bO) et aaf(ao, bg) e$t

inclus dans celui engendré par les vetteurs %—5(50, ty) et W(so, to). Considérons la matrice jaco-
bienne de F au point (ag, by) :

JF JF
Z(ag, by) =(ag, bo)
_| da da
Jiag,by)(F) = :
dF, dF,

5 —~(ag, bo) 5 —~(ag, bo)

%
Q.)

Le déterminant de la famille (alp(ao,bo) =5 (a0, bo)) dans la base B = ( (ag, bo), a—(p(ao,bo)) est

donné par

0 0 oF OF oF oF
det(a—‘”(ao,bo),a—f(ao,bo)) - (a0,b0) =% (a0, bo) = (a0, bo) = (a0, bo)

= det(J(ay,by)(F))-
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Le déterminant de la matrice jacobienne e$t non nul par la Proposition 3.1.13 donc la famille
de ve&teurs
9P

d
%% (a0, b0), 52 (a0, bo)

est libre, ce qui signifie que i est régulier au point (ay, by) et que les plans tangents coincident.
]

Le plan tangent possede également, comme tout plan de I'espace, des équation cartésien-
nes, qu’il e§t possible de décrire a ’aide des dérivées partielles de f. Posons My = ¢(sg, t) et
soit M un point de I'espace de coordonnées (x,v,z). Le point M appartient au plan tangent si et
seulement si le veteur W e$t une combinaison linéaire des veéteurs %—(Sp(so, to) et aa—(f(so, to).
Une facon d’exprimer cela e$t de dire que le déterminant de ces trois vecteurs et nul. En posant
(s, t)=(X(s,t),Y(s,t),Z(s,t)), nous obtenons I’équation suivante du plan tangent :

0X 0X

E(So»fo) E(SOJO) x — X(so, to)

Y Y _

I(Sol to) E(SO’ to) ¥ — Y (s0, to) | =0 (3-1)
07 07

E(So:fo) 5(50: to) z—Z(so, to)

3.2.2 VECTEUR NORMAL

Une facon alternative de décrire un plan dans ’espace est de donner un veteur qui lui e$t
orthogonal. Pour cela, il suffit de connaitre deux velteurs du plan qui ne sont pas colinéaires.
En effet, étant donnés deux ve&eurs 7 = (uy, Uy, Uy) et V= (v, vy, ;) de l'espace, leur produit
ve€toriel it AV défini par

UyV, = UV,

-, >

UAV=| UV — Uy,
UyVy — Uy Vy

et orthogonal a la fois a il et a ¥, comme on le vérifie en calculant le produit scalaire :

(LUEAV) = (v, — u0y) + Uy (UzVx — Uy V) + U5 (U Uy — 1y V)
= (Uyty — Uzl )V + (Uylhy — Uy Uy )V + (U Uy — Uy Uy )V,
=0

et de méme pour (v, A V). Si if et ¥ ne sont pas colinéaires, il A v’ e§t donc orthogonal au plan

'’ ’ . = - . 7’ . — — .
qu’ils engendrent. Remarquons également que si # et v sont colinéaires, alors & A v = 0. Ceci
nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 3.2.5. Soit (sg, tg) le parameétre d’un point régulier. Le veéteur normal a la surface au
point @(sg, tg) est le velteur

1 d d
17(50,150) = a—f(so, to) A a—(tp(SOr to)-

N d
Ha—f(so; to) A 8_(f(501 to)

Le vecteur normal donne une autre fagon d’obtenir ’équation du plan tangent. En effet, un
point M de coordonnées (x,y,z) appartient au plan tangent en M, = (s, ty) si et seulement si

— 59 d
<M0M, a—f(so; to) A a—(f(Softo)> =0

Exemple 3.2.6. Considérons la nappe paramétrée

@ :(s,t) > (a+Rcos(s)cos(t), b+ Rsin(s)cos(t),c + Rsin(t))



CHAPITRE 3. SURFACES

de I’Exemple 3.1.9. On a

Ix . Ix 3 .
g(s,t) = —Rsin(s) cos(t) E(s, t) = —Rcos(s)sin(t)
9 h = et 1 99 ¢ 1) _Rsin(s)si
E(s,t) = Rcos(s)cos(t) E(S't) = —Rsin(s)sin(t)
0z 0z
Z(5,13) = 0 E(S’t) = Rcos(t)
Le calcul du produit veétoriel donne alors
cos(s)cos ()
g—(p(s,t)/\ %—f(s,t) = R?sin(s)cos?(t )
s R%sin?(s)cos(t)sin(t) + R? cos?(s) cos(t)sin(t)
Rcos(s)cos(t)
= Rcos(t)| Rsin(s)cos(t)
Rsin(t)
_—
= Rcos(t)Co(s,t).

ou C et le point de coordonnées (a,b,c). Si cos(t) # 0, le point (s, t) est régulier quel que soit
s et le ve¢teur normal est colinéaire au rayon de la sphére. Autrement dit, le plan tangent e$t
le plan tangent usuel a la spheére au point correspondant. Si cos(t) = 0, c’e§t-a-dire aux poles
nord et sud, le produit veCtoriel est nul, ce qui signifie que les deux dérivées partielles sont
colinéaires. Autrement dit, la nappe paramétrée @ n’est pas réguliere en ces points.

3.2.3 NAPPES REGULIERES

L’Exemple 3.2.6 peut paraitre surprenant, puisqu’on connait le plan tangent a la sphere
aux poles nord et sud : ils ont pour équation z = ¢ + R. Le probléme ne vient bien sur pas de la
sphére, mais de la nappe paramétrée qui n’est pas réguliére au sens suivant :

DerNITION 3.2.7. Une nappe paramétrée ¢ : U — R3 e§t dite réguliére si elle e§t réguliére en
tout point.

Il semble donc naturel de chercher un meilleur paramétrage qui soit régulier en tout point.
Cependant, cela est impossible a cause du résultat suivant, qui découle du Théoréme d’inversion
locale. Rappelons que deux parties X et Y de R? ou R3 sont dites homéomorphes s'il existe une
bijetion f : X — Y telle que f et f~! sont continues.

Proposition 3.2.8. Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée simple réguliére. Alors, (U) est homéo-
morphe a U.

Pour conclure que la sphére n"admet pas de paramétrage régulier, il faut encore montrer
qu’elle n’est pas homéomorphe a un ouvert du plan. Ce résultat vient du fait que la sphére est
un espace topologique compacl, ce qui n’e$t le cas d’aucun ouvert du plan.

La Proposition 3.2.8 suggére que notre notion de nappe paramétrée n’e$t pas la plus adap-
tée a I’étude des surfaces. En effet, peu de surfaces sont homéomorphes a un ouvert du plan.
Toutefois, dans le cas de la spheére, on peut considérer le paramétrage ¢ : R> — R? donné par

(s, t) = (a+ Rcos(s)cos(t), b+ Rsin(t), c + Rsin(s)cos(t)).

On peut montrer que les poles nord et sud sont réguliers pour ce paramétrage et qu’en tout
autre point régulier, le plan tangent e$t le méme que pour le paramétrage ¢ de I’Exemple
3.2.6. Ainsi, en considérant en méme temps les deux paramétrages ¢ et i, on peut décrire la
sphére comme une surface réguliere. Cette idée nous menera a la définition des variétés a la
Section 3.7. Pour le moment, retenons simplement qu’il nous suffit de trouver, pour un point
donné, un paramétrage qui soit régulier en ce point pour pouvoir étudier ses propriétés locales.
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3.3 COURBES SUR UNE SURFACE

Nous allons maintenant nous intéresser aux courbes tracées sur une surface. La facon na-
turelle de définir un tel objet et de considérer un arc paramétré y : I — R? et une nappe
paramétrée ¢ : U — R3 tel que le support de y e§t contenu dans U. Alors, ¢ oy : I — R3 et
un arc paramétré dans ’espace contenu dans le support de ¢, autrement dit c’est une courbe
tracée sur le support de ¢. Toutefois, I’étude de ce genre de courbe nécessiterait d’étendre les
résultats que nous avons étudiés pour les courbes planes aux courbes dans I’espace. Plutot que
de procéder dans cette généralité, nous allons étudier certaines courbes sur les surfaces qui
sont en fait contenues dans l'intersection de la surface avec un plan.

D£FINITION 3.3.1. Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée de support S, soit (sg,to) € U le
paramétre d’un point régulier et soit P un plan affine de R® passant par ¢(sg, t;) et dont la
diretion contient le veteur normal ﬁ(so, to). On appelle section normale de S au point (s, tg) €
U toute courbe paramétrée y : I — U telle que

¢ Il existe ry € I tel que y(ry) = (sg, to),
s poyCPnNS.

Remarque 3.3.2. Nous n‘affirmons pas qu’étant donnée une nappe paramétrée et un plan conte-
nant la normale, il exiSte toujours une seétion normale. Cela dit, cette affirmation et vraie
pourvu que la surface soit suffisamment réguliére. La preuve fait appel au Théoréme des fonc-
tions implicites.

3.3.1 VECTEURS TANGENTS

Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée réguliere de classe C! et soit  : I — R? une section
normale. On peut considérer I'arc paramétré i = poy : I — R3, dont le support est une courbe
tracée sur le support de ¢. Soit ry € I tel que y(rg) = (sg,tp). Nous pouvons alors essayer de
calculer le vecteur tangent a ¢ au point r(. Pour ce faire, posons

y(r) = (x(r),y(r)
@(st) = (X(s,1),Y(s, 1), Z(s, 1))
(

Y = (AWLB(),Clr)
On a alors
A1) = X300 = ¥ () D (2,300 + 3 (1) o ) 17
B(r) = LY (x(r)y(r) = %' (1) 2 (x(r) 1) + 31 S (7))
€)= & 231,300 = (1 2 (w190 4 (0 2 (), (1)

Par conséquent, le vecteur de coordonnées (A’(r), B'(r), C’(r)) est égal a

N N
X ()50 0 y(r)+ ¥ (N5 0 () € Ty,
On peut alléger 'expression précédente en introduisant la notion de différentielle.

DEFINITION 3.3.3. Soit f : U — R3 une fon&ion de classe C'. La différentielle de f au point (s, t)
e§t I'application linéaire D ;) f : R* — R> définie par

P) P)
Dionf (k) = ha—f(s, £+ ka—];(s, f).

Remarque 3.3.4. Avec cette notion, on peut redéfinir le plan tangent au point ¢(sg,ty) comme
I'image de la différentielle au point (sg, tg).
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On a alors .
(r9) = Disy 1)@V (10)).

Ceci permet de donner une nouvelle description du plan tangent en termes de veteurs
tangents aux sections normales.

Proposition 3.3.5. Le plan tangent au point @(s, to) est 'ensemble des vecteurs tangents des sections
normales a S en (sg, tg).

Proof. Ce qui précede montre que les vecteurs tangents des setions normales a S en (sg, tg)
appartiennent toujours au plan tangent. Réciproquement, soit i# € Ty, ¢,)S- Considérons le
plan affine P dirigé par if et N et passant par @(sg, tg). Si y : I — R? et un setion normale, son
vecteur tangent appartient & P N (T, +,)S) qui est la droite engendrée par i7. Donc E)’(ro) =i
pour un certain A = 0 et /\’1$'(ro) = il. Il suffit alors de considérer la setion normale y, : A\ —
R? définie par
yalt)=y(A7').
—_—

En effet, (¢ 0 y,1)'(Arg) = A7 (poy) (rg)) = il. u

3.3.2 COURBURE NORMALE

Nous venons de montrer que le plan tangent peut-étre décrit par les vecteurs tangents des
seCtions normales a la surface. Nous allons de méme essayer de définir une notion de courbure
pour les surfaces en utilisant les setions normales. Fixons une fois pour toute un plan affine
P de R3 passant par un point My = ¢(sg, to) et dont la direGtion contient le vecteur normal

H

N (so, t9) et considérons une setion normale y : I — R? associée. Le veteur tangent a y en M,

est, d’apres ce qui précede,

B 1

- —
ID(s4,t0).f (7 (ro))l

T (M) Doy f (7' (10)) € (Tag, S) N P.

En particulier, ?(MO) est orthogonal a ﬁ(MO), donc ﬁ(MO) est, au signe pres, le vecteur nor-
mal au support de y au point M. Dans la suite, nous supposerons que N (M) et égal au
velteur normal. On sait par la Proposition 1.5.8 que la courbure de ¢y = @ o y au point de
parametre ry est donnée par

(ﬁ <M0>,$"<ro>>
9 (r)l?

Pour relier cette courbure a la surface, il faut exprimer cette quantité en fonction de ¢. Notons
qu’une condition nécessaire pour que ce calcul ait un sens est que ¢ soit de classe C2, ce qui
nécessite que @ elle-méme soit de classe C>. Nous utiliserons les mémes notations que pour
I’étude du velteur tangent en écrivant

cyl(ro) =

y(r) = (x(r),9(r)
Pp(s,t) = (X(s,t
(r) = (A(r),B(r),C(r))

Commencons par calculer A”(r) en dérivant ’expression obtenue précédemment pour A’(r) :

d d 9?
AT0) = NS K0 48 () G (e, 9(0) 4 X (12 S 5 (5, 9(0)

9? 92 9?
P53 () + Xy )| S5y + 2 (), p() )

I1 nous faut des notations pour simplifier cette expression et poursuivre notre étude. Rappelons
le résultat suivant de calcul différentiel :
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THEOREME 3.3.6 (Schwarz) Soit f : U — R une foné&ion de classe C2. Alors, pour tout
(s,t) e U,

’f 2f

atas 1= G

Il s’ensuit que l"application D(zs’t)f : R? — R définie par

I’ f
dsdt

2 2
Dé,t)f(h,k) 9]2( )+kzaf( t)+ 2hk —=

est une forme quadratique (voir Définition 3.4.1) appelée différentielle seconde de f. Nous pou-
vons donc simplifier notre calcul précédent et écrire

X X
A(r) = x(r) == (x(r), 9() + 37 (1) == (x(1), (1) + Dy X (x(r), 9(1)-

Un calcul similaire donne

J 0
B (1) =" () G (x(7),90) + 3 (1) S (), 9(0) + D)y V(0,900

” ” JZ 7 0z
C(r) = x"(1) S (x() 9 + ¥ (1) S (), 9(1)) + D2 Z (1), (1)
Notons D(2S ; )qo(h,k) le veGteur de R3 de coordonnées

(D, 1) X (hK), D

(so0,t0) so,t0)

2
Y(hk), D}, Z(hK)).

On a alors N
§"(10) = Disy 1oy (7 " (r0)) + D2, (7" (o).

Comme W(MO) est orthogonal a Ty, S qui est I'image de D, ;)@ par la Remarque 3.3.4, on a

(#70) K Mo)) = (D, 07 (ro)), N (Mo)).

I1 et donc naturel de poser les définitions suivantes :

DEFRINITION 3.3.7. Soit @ : U — R® une nappe paramétrée de classe C?, soit S son support et
soit (sg,tg) € U. On appelle premiéere forme fondamentale de S au point My = @(sg, to) la forme
quadratique

(k) = D5, 1) 9 (B, K)II.

(s0,t0) P

On appelle deuxiéme forme fondamentale de S au point M, la forme quadratique

—_—
@, : (b k) > <D(250,t0)(p(h,k), N (Mo)>.

Remarque 3.3.8. En géométrie différentielle, les formes fondamentales sont souvent notées I,
et IIM .
0

Nous pouvons maintenant exprimer la courbure d’une seétion normale.

Proposition 3.3.9. La courbure de 1 au point de paramétre ry est

D(7'(r0))
cp(rg) = —=—
YR @y (7()
Proof. Ceci découle du calcul précédent et du fait que ?’(ro) = D(so,to)(p(7’(r0)). [
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Cette courbure dépend a priori du paramétrage y. Toutefois, il semble géométriquement
qu’elle ne dépende que du plan P, puisque son intersection avec S détermine le support de la
setion normale. Soit v € (Ty;,S) N P un vecteur non nul. Comme (T, S) N P eét une droite,
E)’(ro) = Av pour un certain A € R non nul. Comme (sg,ty) e§t un point régulier, Dy ;)@
est injeCtive et son image e§t égale au plan tangent. Il existe donc un unique i € R? tel que
D5, 1, (i) = v. On a alors 7 (rg) = Aif et
Dy (Ad) _ A2Dy(ih) _ Dy(id)
Oy (Aid) — A2D (i) Dy (D)

cy(ro) =
Si on choisit un autre veteur w = uv'e (Ty,S) N P, if est remplacé par pil. Comme

D; (if) = p> Dy (if)

pour i = 1,2, cela ne change pas la valeur du quotient. La courbure e$§t donc totalement déter-
minée par le plan P.

DEFINITION 3.3.10. Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée de classe C? et soit (s, t) le pa-
rametre d’'un point régulier. Pour un plan P passant par My = ¢(sg, ) et dont la dire&tion

contient IV(MO), on appelle courbure normale dans la direction de P le nombre

D, (i)

o) =5 @

ot 7 = (D5, 1,)¢) " (V) et 7€ (Thy,S) N P et un vecteur non nul.

3.4 COURBURE

Nous avons vu qu’a chaque plan contenant la normale a une surface et associé une cour-
ur . Pou r u g s urbu inté ité, il fau
bure normale. Pour rendre compte du phénomene de courbure dans son intégralité, il faut
prendre en compte toutes ces courbures normales et la fagon dont elles varient. Autrement
it, urbure d’ u u i it & 2 uoti
dit, la courbure d’une surface en un point pourrait étre pensée comme le quotient de formes
quadratiques ©,/®;.

3.4.1 COURBURE DE GAUSS

Pour mieux comprendre cet objet, nous allons d’abord lui donner une forme plus simple
en utilisant les propriétés des formes quadratiques du plan euclidien. Commencons par en
rappeler la définition.

DEFINITION 3.4.1. Une forme quadratique du plan et une fon&ion Q : R? — R de la forme
Q(x,v) = ax® + by? + cxy.

Une forme quadratique e$t dite définie positive si Q(x,y) > 0 dés que (x,p) = (0,0).

Les formes quadratiques ont de nombreuses propriétés remarquables, notamment du point
de vue de la réduction. Nous ne donnerons ici que le résultat dont nous avons besoin en di-
mension 2. Remarquons que plutot que de considérer Q comme une fonction de deux variables,
on peut la considérer comme une fon&ion dont la variable et un veteur de R? : si ¥’ a pour
coordonnées (x,y) dans la base canonique, on pose Q(?) = Q(x,v). Cette approche permet d’ex-
primer Q dans différentes bases.

Proposition 3.4.2. Soit (-,-) un produit scalaire sur R? et soit Q une forme quadratique. Alors, il
exisle une base (v,7,) de R? orthonormée pour (-,-) telle que pour tous a, f € R,

Q(aty + i) = a’Q(#)) + p2Q(¥)).
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Proof. Soit (if},il,) une base de R? orthonormée pour (-,-) et notons (x,y) et (x’,y’) les coordon-
nées respectives de if] et ity. Si a, B € R, alors

Q(aity + Bity) = alax+px’)> +blay+py’)> +clax+px’)ay+py’)
= Aa’+Bp*+Cap.

Autrement dit, si i a pour coordonnées (a, ) dans la base (if}, if,), alors Q(if) = Aa®+Bp%+Cap.
Considérons maintenant 6 € R et posons

—

i,(0) = -—sin(0)V] + cos(0)v;

{Jl(e) = cos(0)¥) +sin(0)vy

Alors, la famille (i7; (0), it,(0)) et toujours orthonormée pour (-,-) et la méme preuve que pour
la Proposition 2.2.2 montre qu’il existe 0 tel que

Q(aity (6g) + pil>(6g)) = A'a® + B'B2. (3-2)

Il suffit donc de poser ¥, = i}(6y), V> = il>(6y) et de constater que d’aprés I’Equation (3.2),
A= Q(v}) et B' = Q(v2). u

Nous pouvons maintenant appliquer ce résultat a I’étude des formes fondamentales.

TuEOREME 3.4.3 (Euler) Soit ¢ : U — R3® une nappe paramétrée, soit (sy,ty) € U le pa-
rameétre d’un point régulier et soit My = @(sg, tg). Alors, il exiSte deux vecteurs normaux
orthogonaux 7,7, € Ty, S et deux réels 11,4, € R tels que si P e§t un plan contenant la
normale a S en M| et si (Ty;,S) N P forme un angle 6 avec v, on a

¢, (P) = Ay cos?(0) + A, sin?(6).

Proof. Le point M, étant régulier, D, )¢ est inversible donc la premiére forme fondamentale
@, et définie positive. Par conséquent, il existe un produit scalaire (-,-) sur R? tel que pour tout

(h, k) e R?,
[ oo

Notons (i}, il») la base orthonormée pour (-,-) donnée par la Proposition 3.4.2 appliquée a ®,
et posons Ay = @, (if]) et Ay = D,(iry). Pour il = aiy + Bify, on a

Oy(if)  Aa’+ B2
Oy (i)  a?+p?

Posons, pour i = 1,2, ¥ = D5, 4,)(¢)(if;). Si P et un plan contenant la normale a S en M| et si
V= av] + pv, € (Tp;,S) N P, alors I'angle 6 entre v et v7 satisfait

cos(6) = e
B
sm(@) = \/ﬁ
On a donc
c,(P) = zfgg;) = ) cos?(0) + A, sin?(0).

Les valeurs possibles de la courbure normale sont donc toutes les valeurs comprises entre
Ay et Ay, ce qui méne a la définition suivante.
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DEFINITION 3.4.4. Soi ¢ : U — R® une nappe paramétrée de classe C? et soit (sg,t) € U le
parametre d’un point régulier. Les courbures principales au point ¢(sg, ty) sont le minimum et le
maximum du quotient des formes fondamentales. Les dire¢tions des veéteurs v et ¥, associés
sont appelées directions principales et elles sont orthogonales.

Nous avons progressé dans notre compréhension de la courbure d’une surface : elle est, en
chaque point, déterminé par deux nombres. Cependant, ces courbures principales ne sont pas
tout a fait des objets géomeétriques, au sens ou elles ne sont pas invariantes par changement de
paramétrage.

Proposition 3.4.5. Un changement de paramétrage multiplie les courbures principales par +1.

Proof. Soit F : V. — U un changement de paramétrage et soit ) : ¢ o F : V — R? la nappe
reparamétrée. Pour (ag,by) € V et (sg, tg) = F(ag, bg) des parametres de points réguliers, nous
noterons @; et \¥; les formes fondamentales de @ et i respeltivement, pour i = 1,2. En utilisant
les formules de dérivation des fonc¢tions composées, on voit que la différentielle de ¢ s’écrit

Diag o) = (Disy,t)P) © Day b F
ce qui nous donne la premiere forme fondamentale :
\I]l = CDl O D(ao,bO)F'

Pour la deuxiéme forme fondamentale, il nous faut d’abord calculer le nouveau veéteur normal.
Soient Fy,F, : V — R telles que F(a,b) = (Fy(a,b),F,(a,b)) pour tout (a,b) € V. La formule de
dérivation des fonctions composées donne

9 9 _ (OF dp IE,dp)\ (JFdp OF; ¢
da b da ds da Jdb db ds Jdb It

_ (8131 8F2 an aFl)a(p/\a_(p

da db  da Jb | ds It

dp do
det (Jiay 50)(F)) 50 A 5,

Notons j,, 5,)(F) le déterminant de la matrice jacobienne de F. En divisant par la norme, on

—
obtient le nouveau vecteur normal N , qui est donc égal a

i F

17 (ag,bo) = —](%'bO)( ) ¥
¥ ;

|](a0,b0)(P)|

Il nous reste a calculer la différentielle seconde de . Cela se fait en appliquant la formule de
dérivation des fonctions composées a Dy, 5,4 :

2 _ 2 2
D(ao,bo)llb - (D(so,to)qo) ° D(“o:bo)F + (D(So’to)(P) ° D(ao,bO)P'

Par la Remarque 3.3.4, I'image du second terme est incluse dans Ty S, qui est orthogonal a

Z\_]>(P(so,t0) et donc également a ﬁ)lp(ao, bg). Par conséquent, seul le premier terme intervient
dans la deuxiéme forme fondamentale et on a
' F
\Pz = ].(HLO)()CDZ o D(ao,bo)F'
|](ﬂ0,b0)(P)|

Le quotient de j4,,5,)(F) par sa valeur absolue est égal a +1, d’ou

W 9

vl = ial o D(ao;bo)F'
Comme ], 5,)(F) est inversible, D, 1\F e$t bijective et le minimum et le maximum de W,/
sont les mémes, au signe pres, que ceux de @,/®;. D’apres le Théoreme 3.4.3, ces deux nombres

sont les courbures principales. [ ]
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Remarque 3.4.6. Sile déterminant de la matrice jacobienne de F est négatif, le velteur normal
change de sens et n’est donc plus positivement colinéaire au vecteur normal a . C’est la rai-
son pour laquelle @, change de signe. Réciproquement, si au début le vecteur normal n’était
pas dans le bon sens, il suffirait de faire un changement de paramétrage dont la matrice jaco-
bienne a un déterminant négatif. Ainsi, notre hypothése sur le vecteur normal n’était en fait
pas reStrictive.

On peut utiliser les courbures principales pour définir plusieurs quantités significatives,
la plus importante étant la courbure de Gauss qui, elle, est géométrique au sens ou elle est
invariante par changement de paramétrage.

DEFINITION 3.4.7. Soit ¢ : U — R® une nappe paramétrée et soit M, un point régulier. On a les
notions suivantes de courbure au point M :

 La courbure moyenne c,,(Mj) e$t la moyenne des courbures principales en M, c’e§t-a-dire

A+ A
En(Mo) = =2,

* La courbure de Gauss K(M,) et le produit des courbures principales en m, c’est-a-dire
K(Mo) = /\1 X /\2.

* La courbure totale de ¢ e$t I'intégrale sur la surface de sa coubure de Gauss, qui e$t donnée
par

dsdt

_ I dp
ct)= {| Klots. 0| 5208 G245 0)
si cette intégrale a un sens.

La Proposition 3.4.5 implique que la courbure de Gauss et invariante par changement de
paramétrage. C’est donc la notion de courbure que nous retiendrons comme la plus significa-
tive. Son signe permet de classifier les points d’une surface de la fagon suivante :

DEFINITION 3.4.8. Soit ¢ : U — R® une nappe paramétrée, soit (s, tg) € U le parametre d’un
point régulier et soit My = ¢(sg, tp). Le point M, eét dit :

* Elliptique si K(M,) > 0.

* Hyperbolique si K(M) < 0.

* Parabolique si K(My) = 0 mais une des courbures principales e§t non nulle.

De plus, un point auquel les deux courbures principales sont égales est appelé ombilic.

3.4.2 POSITION PAR RAPPORT AU PLAN TANGENT

La courbure de Gauss donne également une information sur la position de la surface par
rapport a son plan tangent. Pour le voir, il nous faut réinterpréter la seconde forme fondamen-
tale. Considérons une nappe paramétrée @ : U — R3, soit (s, ty) € U le paramétre d’un point
régulier et soit My = @(sg, tg). On souhaite étudier la diStance d’un point M = ¢(s,t) au plan
tangent T;, S a S en M.

Rappelons que cette distance d(M, Ty, S) est par définition la diStance de M a son projeté

orthogonal H sur Ty, S. Comme le ve¢teur HM est orthogonal a Ty, S, il existe un réel A € R
tel que

— —
HM = /\N(So, to).
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—_— L=
De plus, le point H appartenant au plan tangent, HM, e$t un velteur orthogonal a N (s, to).
On en déduit que

2 — 2
4(M, Ty, S)" =||HM||
e 2
= <HM,N(S(), t0)>
2 2
—_— = —_—
= <HMO,N(So,t0)> +<MOM,N(So, t0)>

2

N
= <M0MrN(50’fo)>

Il nous reste a estimer cette quantité pour un point M proche de M, ce qui se fait bien évidem-
ment a I'aide d’un développement limité. Rappelons que le développement limité a 'ordre 2
de @ s’écrit

(50 + b, to +k) = @(s0,to) + Dy, 1, () (1, k) + DEO o (@) k) +o([I(h K)II?).

De plus, D; ; (¢)(h k) est orthogonal a ﬁ(so,to) par la Remarque 3.3.4, donc pour un point
M =q@(sg+h,ty+k)on a

2

d(M, Ty, S) +o(ll(h k)II)

2 = |(5D2 4 ) k), N 50, t0)

1
5 [ @a(h, k) + o(ll(h, k)I1P)-

Autrement dit, la seconde forme fondamentale détermine, au second ordre pres, la distance de
la surface au plan tangent. Si plutot que la diStance on s’intéresse a la valeur de A lui-méme (et
donc a son signe), le méme calcul montre que

—_— = 1
(FM, N (50, t0)) = 5 @2l k) + ol KIIP)

Cette équation indique en particulier que le signe du produit scalaire est, pour des points
suffisamment proches de M, le méme que le signe de la seconde forme fondamentale. On en

déduit la position de la surface par rapport au plan tangent, qui e$t déterminée par le signe de
A

* Sila forme quadratique @, est de signe cons$tant, alors la surface reste toujours du méme
coté de son plan tangent au voisinage de M.

* Sila forme quadratique @, change de signe, alors la surface possede des points arbitrai-
rement proches de M, des deux cotés du plan tangent, autrement dit elle traverse son
plan tangent en M.

11 e$t facile de voir que la forme quadratique @, e$t de signe constant si et seulement si son
déterminant e$t positif. On peut donc réinterpréter de que nous venons de dire a I'aide de la
courbure de Gauss grace a la formule de la Proposition 3.4.15 ci-apres.

3.4.3 EXEMPLES

Nous allons maintenant traiter trois exemples de calculs de courbure.

Exemple 3.4.9. Soit ¢ : R> — R3 la nappe paramétrée de I'Exemple 3.1.7, dont le support est
le plan dirigé par les veQteurs i/ et ¥’ et passant par le point de coordonnées (a,b,c). Nous avons
vu qu’en tout point (sg, tp),

Dy 1)@ (1, k) = hil + k7.
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Autrement dit, la fonction (s, ) = D, ;)@ e$t constante. Par conséquent, ses dérivées partielles
sont nulles. Autrement dit, D(ZS He est la forme quadratique nulle pour tout (s, ) € R2. Ceci im-

plique que les courbures principales en tout point sont nulles, ainsi que la courbure moyenne
et la courbure de Gauss. En particulier, tous les points sont des ombilics.

Exemple 3.4.10. Soit ¢ : R? — R3 la nappe paramétrée de ’Exemple 3.1.9, dont le support et
la sphére de centre de coordonnées (a, b, c) et de rayon R. En utilisant les calculs de I’'Exemple
3.2.6 et en remarquant que les deux dérivées partielles premieres sont orthogonales, on a

—Rsin(s)cos(t) 2 —Rcos(s)sin(t) 2
@, (h,k) = h*||| Rcos(s)cos(t) +k?||| —Rsin(s)sin(¢)
Rcos(t) 0
= R*(h?cos?(t) +k?).
D’autre par, on a
—Rcos(s)cos(t) —Rcos(s)cos(t) +Rsin(s)sin(¢)
D(Zs’t)(p(h,k):h2 —Rsin(s)cos(t) |+k%| —Rsin(s)cos(t) |+ 2hk| —Rcos(s)sin(t) |,
0 —Rsin(t) 0

et on déduit de I’expression du produit vetoriel de I’'Exemple 3.2.6 les coordonnées du veteur
normal :
cos(s)cos(t)
H
N (s,t)=| sin(s)cos(t)
sin(t)

En remarquant que le terme en hk lui e$t orthogonal, on obtient
O, (hk) = h? (—Rcosz(s)cosz(t) - Rsinz(s)cosz(t))
+ k? (—R cos?(s) cos?(t) — Rsin?(s) cos?(t) — Rsinz(t)))
= —(h?cos’(t) + k?)
= —R7'®(hk).

Ainsi le quotient des formes fondamentales et con§tant égal & —R™!. Le signe moins n’e$t bien
stur di qu’au paramétrage et on pourrait obtenir un quotient positif en faisant un changement
de paramétrage approprié. Ainsi, les courbures principales sont toutes deux égales a —R~! et la
courbure de Gauss e$t égale & R™2. Cette fonction étant constante, la courbure totale est égale
a son produit par l'aire de la spheére, c’e§t-a-dire 47t (voir 'Exemple 3.5.6). De plus, tout point
est un ombilic. Il e§t possible de montrer qu'une surface dont tous les points sont des ombilics
est contenue dans un plan ou dans une sphere.

Exemple 3.4.11. Soit R > 0 et soit ¢ : R? — R3 la nappe paramétrée définie par
@(s,t) = (Rsin(s), Rcos(s), t).

Son support géométrique e$t un cylindre de révolution d’axe OF. Calculons les dérivées partielles
de ¢

dx dx
E(S't) = Rcos(s) E(S't) =0
9y - : et { 9 _
E(s,t) = —Rsin(s) E(s,t) =0
0z dz
;(S,t) = 0 E(S,t) =1
ainsi que leur produit vectoriel

—Rsin(s)

%—f(s, £) A 8—‘f(s, t)=| —Rcos(s)
0
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On remarque que les deux dérivées partielles sont orthogonales et qu’il n’y aura par conséquent
pas de terme en hk dans @;. Calculons maintenant la différentielle seconde :

—Rsin(s) 0 0 sin(s)
D{ @(hk)=h?| —Rcos(s) [+k*| O |+2hk| O |=—-Rh?| cos(s)
0 0 0 0

On a donc
@, (h, k) = Rh?(sin’(s) + cos>(s)) = Rh>.

Les courbures principales sont ainsi les extrema de la fon&tion
Rh?
R2h2 + k%'

I1 et clair que le minimum est 0 (dés que h = 0) et que le maximum e$t 1/R (des que k = 0).
Tous les points du cylindre sont donc paraboliques et sa courbure de Gauss e$t par conséquent
identiquement nulle.

(hk)—

3.4.4 COURBURE ET DETERMINANT

La courbure de Gauss et une information importante sur la surface, mais elle nécessite de
déterminer les courbures principales, ce qui et en général difficile. Il exiSte heureusement un
moyen d’obtenir la courbure de Gauss sans passer par les courbures principales. Pour cela nous
avons besoin de la notion de déterminant d’une forme quadratique.

DEFINITION 3.4.12. Soit Q une forme quadratique donnée par
Q(x,v) = ax® + by? + cxy.

Son déterminant e§t

c?

det(Q)=ab—-—.
4
Remarque 3.4.13. Le déterminant e$t donc simplement le discriminant de I’équation du second
degré Q(x,v) = 0.

Dans le cas des courbes planes, nous avons exprimé la courbure a l'aide d’'un déterminant.
L'intérét de cette formule et que le déterminant peut étre calculé dans n'importe quelle base
orthonormée. Le déterminant des formes quadratiques possede une propriété similaire. Plus
précisément, considérons une forme quadratique Q : R> — R et une base (#;,7,) de R?. On peut
alors considérer la forme quadratique Q’: R?> — R définie par

Q'(a, B) = Q(av] + p175).

La forme quadratique Q’ e$t en fait la méme que Q, mais exprimée dans la base (v}, 7). Il e§t
bien str possible d’écrire ses coefficients en fonétion de ceux de Q, mais la formule générale est
compliquée. Par contre, il et facile de relier le déterminant de Q’ a celui de Q.

Proposition 3.4.14. Soit Q une forme quadratique, soit (v}, vV,) une base et soit Q" la forme quadra-
tique définie par

Q'(a, p) = Q(avy + 7).
Alors, det(Q’) = det(¥}, 75)* det(Q).

Proof. Notons (x,) et (x’,’) les coordonnées respedtives de 7] et v5. On sait que
Q'(a, p) = a? Q1) + B>Q(72) + ap(2axx"+ 2byy’ + c(xy’ +yx')).
Il nous faut donc calculer

(2axx’+ 2byy’ + c(xy’ +yx’))?
1 .

Le calcul étant un peu long, nous allons procéder par étapes :

det(Q’) = Q(v))Q(?5) -
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* Les termes multiples de ab donnent
x*y? +p2x% = 2xx'yy’ = (xy’ —px’)?
* Les termes multiples de bc donnent
vy +xyy” —yy/(xy’ +yx') = 0
* Les termes multiples de ac donnent
X'y + xyx? — xx’(xy” + px’) = 0

* Les termes multiples de a® et b> donnent 0

* Les termes multiples de c?> donnent

2.2 2 137 72,2 ’_ N2
xyx’y’—x Y7+ 2xyx"y + Xy (xy" —px’) .
4 4
En regroupant on obtient
2
det(Q) = (xy’ —yx’)? (ab - CZ) = det (7}, v5)* det(Q).
|

Grace a ce lemme, nous pouvons exprimer la courbure de Gauss a l'aide des déterminants
des formes fondamentales.

Proposition 3.4.15. Soit ¢ : U — R® une nappe paramétrée et soit My un point régulier. Alors,

det(D,)
K(My) = ———=.
(Mo) det(®;)
Proof. Soit (v},) la base du Théoréme 3.4.3 et soient @; et ®; les formes fondamentales ex-
primées dans cette base. On a, d’apres le Théoreme 3.4.3, det(P}) = A1 A, et det(P;) = 1. On en
déduit par la Proposition 3.4.14 que

det(®,) det(v},v5)*det(®,;) det(D))

= A1, = K(My).

det(®y) ~ det(vy,75)2det(®@])  det(P])
| |

Nous avons montré que les courbures principales sont invariantes au signe pres par change-
ment de paramétrage. Toutefois, leur définition ne fait pas seulement intervenir le paramétrage
@, mais aussi le veteur normal, qui n’a de sens que parce que nous avons considéré les surfaces
comme des parties de R3. Autrement dit, notre définition de la courbure de Gauss dépend a
priori de la facon dont la surface et représentée dans R®. Un théoréme trés profond (et dont
la preuve dépasse notre cadre) affirme que cela n’est pas le cas : la courbure de Gauss e$t un
nombre qui ne dépend que de la surface en elle-méme et pas de la fagon dont on la représente.

THEOREME 3.4.16 (Gauss — Theorema Egregium) La courbure de Gauss est invariante par
isométries locales. En particulier, elle ne dépend pas de la représentation du la surface
dans R3.

La courbure de Gauss est donc une propriété intrinséque de la nappe paramétrée ¢. Ainsi,

on peut parler de la courbure totale de ¢, qui e§t bien définie. On peut d’ailleurs montrer
qu’elle ne dépend que de I'espace topologique sous-jacent a la surface.
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THEOREME 3.4.17 (Gauss — Bonnet) La courbure totale d’une surface compacte sans bord
ne dépend que de I’espace topologique sous-jacent.

Il existe une formule explicite (dite formule de Gauss-Bonnet) qui montre que la courbure
totale e§t un multiple entier de 47t. L'entier en question est déterminé par le genre de la surface,
un invariant topologique que nous ne définirons pas.

3.5 AIRE D'UNE SURFACE

Nous allons dans cette setion voir comment calculer l’aire d’une nappe paramétrée. Encore
une fois, nous allons nous inspirer du cas des courbes. Nous avions obtenu la longueur comme
un intégrale en approchant la courbe par des segments de plus en plus fins. On peut donc
imaginer qu’il suffira d’approcher la surface par des polygones de plus en plus fins pour obtenir
I'expression de laire. Une telle approche nécessite des hypothéses plus restritives que dans le
cas des courbes, dues aux subtilités de I'intégration des fonctions de deux variables. Toutefois,
dans les cas ou l'approximation se comporte bien, elle méne a une expression de l'aire de la
surface que nous pourrons ensuite prendre comme définition.

3.5.1 APPROXIMATION PAR DES PARALLELOGRAMMES

Dans le cas des courbes, nous avons décomposé l'intervalle de définition I de ’arc paramé-
tré en segments, puis nous avons considéré les segments formés par les images des extrémités
des segments de départ. Nous allons procéder de méme ici en utilisant des retangles. Soit
donc [a,b] x [c,d] un rectangle inclus dans U. Il nous faudrait calculer l'aire du quadrilatere
@(a)p(b)e(c)p(d), mais cette aire n'e§t pas bien définie quand les quatre points ne sont pas
coplanaires. Nous allons donc utiliser le développement limité de ¢ pour approcher cette aire.
Plus précisément, soit (sg,ty) € U et h,k € R tels que Ry, x = [so, 5o + ] x [to, tg+ k] C U. Alors,

d d
P(so-+ I to-+ k) = (5o, to) + 5L (s0,to) + k50 (0, o) + I, K (1, ).

En prenant & = 0 ou k = 0 dans cette expression, on obtient également :

d
@(sg,to +k) P(so,to) + ka—(f(SO; to) + (h, K)IIE (h, k)

d
Plso+ht) = @lso.to)+h5 (so,t0) +[I(h KT (k)

Ainsi, le quadrilatere ¢(Ry, ;) peut étre approché par un paralléogramme dans le plan tangent
engendré par les ve&teurs

P) P)
ha—‘f(so, o) et ka—(f(so, to).

Pour pouvoir poursuivre les calculs, rappelons la formule donnant 'aire d’un parallélogramme :

Proposition 3.5.1. Soient il et v deux vecteurs de Uespace. L'aire du parallélogramme P engendré
par il et V' est égale a

A(P) =1liZ A .

Proof. Notons A, B, C et D les sommets du parallélogramme et considérons les triangles ABD
et BCD.
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Ces deux triangles sont images I'un de l'autre par la symétrie par rapport au centre (O du
parallélogramme, donc ils sont isométriques. En particulier, A(P) et égal au double de leur
aire. Soit a I'angle (i, V). Alors, 'aire de ABD e$t égale a

1 1
Esin(a)AB xAD = Esin(a)llﬁ’llllﬂI.

Nous devons donc montrer que la norme de i AV’ e$t égale a sin(a)||if]|||[v]]. Considérons d’abord
la premiére coordonnée. En I’élevant au carré et en développant, on trouve

2VZ2 = 2Uy U vy v, + uzv?

2
(uyv, —uyvy) =u, 2Vy

En développant de méme les autres coordonnées du produit veltoriel et en additionant, on
obtient

it A 9|2 u}%vf+u§v£+u2v2+v2u§+v§u§+v§u§—

XVt 2(UyVy UV + Ug VU Uy + Uy Vi Uy Uy )
= (ul+u

5 +ul)(v2+ v§ +v2)

- (u,%v,% + u}%v; + uzzvzz) = 2(UyVy Uy Uy + UV UV + Uy VyllyVy)
= [API - gy + uyvy, + uz0,)°
= [Pl - (@, v)?

= [Pl - cos(a)?(lil |21

= sin(a)? @719,

ce qui donne I’égalité voulue. [ ]

Nous utiliserons donc la formule suivante pour l'aire de ¢(Ry, k) :

+11(h, K)IIIE (, k-

d d
A@R0) = k[ ZE 50,100 A FE 50,0

Remarque 3.5.2. On pourrait également calculer I'aire de ¢(Ry, k) en découpant le retangle de
départ en deux triangles et en additionnant l’aire de chacune des deux images. Les dévelop-
pements limités précédents montrent cependant que l'aire obtenue de cette fagon coincide au
premier ordre avec notre formule. On pourrait également envisager de décomposer direlte-
ment 'ouvert de départ en triangles, mais la définition de I'intégrale d’une partie de R? et
plus facile a manipuler avec des rectangles.
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Supposons dorénavant que U est borné. Il exiSte alors des réels a, b, c et d tels que U soit
contenu dans [a,b] x [c,d]. Pour n,m € N, posons h = (b—a)/n et k = (d —c)/m et notons R; ; le
rectangle

Ri’]’:[ﬂ+ih,a+(i+1)h]x[b+jk’b+(j+1)k]'

L'ouvert U e$t contenu dans la réunion de tous ces retangles. On peut donc comparer les deux
quantités suivantes :

Aum(U)= ) AR;)

R,’JCU

Supposons que ¢ est simple, alors les images des intérieurs des rectangles R; ; sont deux a deux

disjointes, donc
Z P(R; ;)
Ri’]'CU

Am(e(U))

tha—@(H ih,b+ jk) A %—(f(a+ ih,b +jk)“

ds
R,"]‘CU
£ ) MR (ol
Ri’]'CU

Supposons que U soit une partie quarrable du plan, c’e§t-a-dire que

limsup A, ,,(U) = liminf A} (U).

n,Mm—>+00 n,m—+0o0

Alors, la somme apparaissant au membre de droite dans l’expression de A; ,,(¢(U)) et une
somme de Riemann convergeant (c’es$t la définition de I'intégrale double sur une partie quar-

rable) vers
JL.

Quant au second terme, il e§t majoré en valeur absolue par

Ip g
E(S’ t)A a—t(s, t)||dsdt.

nml|(h, K)IE (b k)l < (b= a)(d = c)ll€ (, k)|

qui tend vers 0 quand n et m tendent vers +co. Nous avons donc trouvé, sous certaines hypo-
theses techniques, une expression de 'aire de la surface. Nous allons prendre cette expression
comme définition.

DEFINITION 3.5.3. Soit ¢ : U — R3 une nappe paramétrée simple et soit S son support. L'aire

de S et définie comme
1,

Remarque 3.5.4. 11 e§t possible de donner une justification plus générale de cette formule en
utilisant le vocabulaire des formes différentielles, mais cela sort du cadre de ce cours. Nous
nous contenterons donc de la justification précédente.

dsdt.

d d
a—f(so; to) A a—(f(So,fo)

La formule de l'aire pose un probléme : en un point singulier, le produit vectoriel s’an-
nule. Autrement dit, ’aire d’une nappe paramétrée ne change pas si on retire ses points sin-
guliers. Pour que nos calculs aient un sens, il faut pouvoir considérer que les points singuliers
sont effetivement "négligeables" par rapport a 'ensemble de la surface. Nous admettrons ici
qu’un ensemble fini de points et toujours "négligeable" en ce sens. Avant d’aborder quelques
exemples, montrons que notre formule définit une quantité géométrique, c’est-a-dire inva-
riante par changement de paramétrage.

Proposition 3.5.5. Laire et invariante par changement de paramétrage.
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Proof. Nous avons déja vu lors de la preuve de la Proposition 3.4.5 qu'un changement de pa-
ramétrage F : V — U multiplie le veteur

d d
a(P (s0,t0) A a—(f(so: to)

par det(J(4,b,)(F)). La formule de changement de variables dans les intégrales doubles donne
donc

dp B 9<P
/\E(s,t)‘ dsdt = f |det (o |H—oFab 57 0 F(a,b)||dadb
- ‘P°F a, )/\a(qup)(a,b)‘ dadb.

3.5.2 EXEMPLEs
Traitons maintenant deux exemples de calcul d’aire.

Exemple 3.5.6. Considérons le paramétrage de la sphére ¢ de 'Exemple 3.1.9 et re§treignons
son ensemble de départ a [0, 21t[x] - 7/2,7t/2[. On a alors un paramétrage simple régulier dont
le support et la sphére privée des pdles nord et sud, qui a par conséquent la méme aire que la
sphere entiere. Nous avons montré dans I’Exemple 3.2.6 que

dp _—

—(s,t) A W(S’t) = Rcos(t) Co(s,t).

2n /2
J J Rcos(t)||Ce(s, t)||dsdt
-11/2

27 7/2
J J- R? cos(t)dsdt
-7t/2

2 /2
21R [sm(t)]’fw2
= 4nR%.

dp
Js

On a donc

=
2
I

Exemple 3.5.7. Soient 0 < r < R des réels et soit ¢ : [0, 27t[x[0, 27c[— R3 la nappe paramétrée de
classe C* définie par

@(s,t) = ((R+rcos(s))cos(t), (R+ rcos(s))sin(t), rsin(s)).

Le support de @ est un tore de révolution. Le calcul des dérivées partielles donne

%(s,t) = —rsin(s)cos(t) %(s, t) = —(R+rcos(s))sin(t)
%(s,t) = —rsin(s)sin(t) €t %(s,t) = (R+rcos(s))cos(t)
%(s,t) = rcos(s) %(s,t) = 0

On peut vérifier sur ces expressions qu’il n’y a qu'un nombre fini de points singuliers et que
par conséquent l’aire de I’ensemble des points réguliers est égale a ’aire du tore tout entier. Le
calcul du produit vectoriel donne

—r(R + rcos(s))cos(s)cos(t)
aa_qo A aa_qo —r(R+ rcos(s))cos(s)sin( )
s t —7(R+ rcos(s))sin(s) cos?(t) — r(R + rcos(s)) sin(s) sin(t)?

sin(s)

t
cos(s)cos(t)
r(R+rcos(s))[ cos(s)sin(t) ]
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Remarquons que le velteur apparaissant dans le membre de droite est de norme 1. De plus,
comme R > r, (R+rcos(s)) > 0 quel que soit s donc la norme du produit vetoriel est égale a
r(R+rcos(s)). L'aire e§t donc donnée par

2t P21
L L r(R + rcos(s))dsd¢
)

= (2m)*rR+ 2mr?[sin(s)]3"
= 4r*rR.

A(S)

Voici une représentation du tore de révolution :

3.5.3 LIEN AVEC LA PREMIERE FORME FONDAMENTALE
L’aire de la surface se relie naturellement a la premiére forme fondamentale. Pour le voir,
remarquons que par définition

2
+k?

J J 2
1 (h,k) = 12| ZEso,to)| + 2 | SE (50, t0)

P) P)
+ 2hk<a—(§(so, o), a—‘f(so, t0)>.

La premiere forme fondamentale es§t donc entiérement déterminée par ses coefficients

P 2
E= Ha—(sp(So; to)
a 2
F = Ha—(tp(so: to)
d d
G= <a_(f(50; t()); 8_(5(501 t0)>

Ces coefficients déterminent également 'aire de la surface :

Proposition 3.5.8. Soient E, F et G les coefficients de la premiére forme fondamentale d'une surface
S. Alors, l'aire de S est donnée par

A(S) = ﬂU VEG - F2dsdt.

Proof. Nous avons montré dans la preuve de la Proposition 3.5.1 que pour tous veéteurs il et v
de l'espace,

1 AP = 1219112 - (37, ).

On a donc
I do, I* oo, Flde, AP [9¢, . ¢, \®
[S26.0n 20l = [ Lo [Seen] (5260
= EG-F2
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Pour considérer la courbure d’une surface de facon globale, il faut d’abord s’intéresser a la
fonction définie sur S qui a chaque point associe sa premiere forme fondamentale. En géomé-
trie différentielle, cette fon&ion s’appelle un tenseur. Dans le cas particulier des surfaces de R?,
ce tenseur e$t parfois appelé tenseur métrique, puisqu’il permet de calculer les aires (ainsi que
les longueurs de courbes tracées sur la surface) et e§t noté g. En remarquant que

EG - F? = det(®;) = det(g),

on peut penser a y/det(g) comme a "I’élément d’aire" de la surface. Cette idée se généralise aux
variété Riemanniennes orientables de toutes dimensions, et +/|det(g)| définit la forme volume
canonique de la variété. Ajoutons que dans le cas des courbes, I’analogue de la premiere forme
fondamentale e§t la norme de la dérivée, c’est-a-dire ||7’(t)||, qui d’apres la formule de la Défi-
nition 1.6.3 donnant la longueur d’une courbe eét bien "I’élément de longueur" de la courbe.

3.6 SURFACES DEFINIES PAR UNE EQUATION

Nous avons jusqu’a maintenant étudié les surfaces a I'laide d’un paramétrage global. Nous
avons cependant vu dans la Setion 3.2.3 avec 'exemple de la sphere que ce cadre e$t insuffisant
pour décrire méme les surfaces les plus courantes. Nous allons donc maintenant étudier les
surfaces qui sont définies par une équation, dans un sens que nous préciserons. L'idée sera
bien str de se ramener a des paramétrages, et cela se fera grace au Théoreme d’inversion locale.
Avant d’aborder ce sujet, nous commencons par étudier un type particulier de surfaces.

3.6.1 GRAPHE D'UNE FONCTION

Soit U un ouvert de R? et soit F : U — R une fon&ion. On peut considérer la nappe para-
métrée @p : U — R3 définie par
Qr(s,t) =(s,t,F(s, t)).

On conétate que @ est de classe C* si et seulement si F et de classe CX. Le support de ¢p est
appelé graphe de F et noté Sg. En utilisant ce que nous avons fait précédemment, il e$t possible
d’exprimer en fonction de F toutes les propriétés géométriques de Sg. Considérons d’abord le
plan tangent.

Proposition 3.6.1. Soit F : U — R? une fonétion de classe C'. Alors, la nappe paramétrée @ est
réguliere. De plus, si (sg,tg) € U, alors le plan tangent au point My = @g(sg, tg) a pour équation

JF JF
z—F(so,t9) = (x—So)a—S(SOxto) +(y - tO)E(SO’ to)-

Proof. Le calcul des dérivées partielles donne

1 0
Ip dp
8_:(50’t0) = 0 et a—tF(So; to) = 1
JF JF
g(sof to) E(So’to)

Ces deux veteurs ne sont jamais colinéaires et la nappe est donc réguliere. Quant a I’équation
du plan tangent, elle s'obtient directement a partir de I’Equation (3.1). [

Si F e$t de classe C?, on peut également calculer la courbure de Gauss de @p en un point
M,.
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Proposition 3.6.2. Soit F: U — R une fonétion de classe C?, soit (sg, to) € U et soit My = @g(so, to).
Alors, la courbure de Gauss au point M e$t donnée par

O°F O2F O°F 2
) w(so;to)w(smto)— ﬂ(soﬂfo)

f(Mo)= OF 2 (9F 2)?
(1+(§(50:f0)) +(§(So’to)) ]

Proof. Le calcul de la Proposition 3.6.1 donne la premiére forme fondamentale :

OF OF 2
O (k) = h+k*+ (hg(so, to) +ka—t(so, to))

oF 2 OF 2 OF oF
hZ(l + (I(Sg,to)) ]+k2[1 + (E(So, to)) ]-l- 2hkg(50, to)E(So, to).

D’autre part, le calcul de la différentielle seconde donne

0 0 0
Déoyto)(pp(h,k) =h? 0 + k2 0 +2hk 0
d%F J%F d%F
W(So, to) 57250 to) ﬁ(so, to)

Il nous reste a trouver le veCteur normal, qui s’obtient grace au produit vetoriel :

JF

1 0 —g(so, to)
%(So, to) A %(So, to) = 0 A 1 = —%(so, to) |-
3—15:(50: to) %(50) to) 1
On a donc
1 E () + 122 E (s, t0) 4 22 (s, 1)

—> _2 2
D (k) = <D(250,t0)(p1:(h;k): N (s, t0)> = _0s ot 9sot

P > (9 2
\/1+(a—1:(50:f0)) +(a—lz(50;fo))

Pour obtenir la courbure de Gauss, il nous suffit d’apres la Proposition 3.4.15 de calculer les
déterminants de ces deux formes quadratiques. On trouve

2 2 2
(1 +(aa—§(so, to)) )(1 +(%(Sol to)) ]—(aa—f(sof to)%(sw tO))

) > (9 2
1+(a—§(50;t0)) +(a—lj(solto))

det((I)l)

et

°F JF O2F 2
w(so;to)w(solfo)— @(So:fo)

P P 2
1+(8_Is:(50’t0)) +(a—l;(50:to))

det(CD2) =
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d’ou
det((Dz)
det((Dl )

9F 9?F OF 2
ﬁ(So:fo)w(So;to)— ﬁ(so’to)

P 2 19 2y
(1+(a—§(solto)) +(a—1;(50;f0)) ]

Au cours de la preuve, nous avons obtenu l'expression de veteur normal, qui permet de
claculer l'aire de Sg si l'ouvert U est borné :

2 2
A(SF) = J];J \/1 + (aa—f(S(), to)) + (%(50, to)) dsdt.

Concluons en remarquant que nous aurions également pu définir des nappes paramétrées
de coordonnées (s, F(s,t),t) ou (F(s,t),s,t). Les supports de ces nappes s’obtiennent a partir de
Sr en appliquant des isométries de l'espace et ont donc les mémes propriétés géométriques.
C’est pourquoi nous n‘avons pas besoin de les étudier explicitement.

K(My) =

3.6.2 PARAMETRAGE LOCAL

Les graphes de fon¢tions que nous avons étudiés précédemment sont des nappes paramé-
trées particulieres. Cependant, elles fournissent également un exemple de surface définie par
une équation, a savoir

z=F(x,v).

Nous allons maintenant voir que toute surface définie par une équation suffisamment réguliere
peut s’étudier comme un graphe de fonction. Pour cela, commencons par donner une définition
précise de notre objet d’étude.

DEFINITION 3.6.3. Soit QO un ouvert de R3 et soit f : QO — R une fonétion. La surface définie par
Iéquation
flxp,2)=0
est ’ensemble des points de I’espace dont les coordonnées (x, y, z) vérifient f(x,y,z) = 0. Elle et
notée Sy.
Cet ensemble n’a a priori pas de §tructure particuliére. Pour pouvoir I’étudier avec nos

outils, il faudra donc faire une hypothese sur f. Cette hypothése va nous étre suggérée par le
Théoréme des fonctions implicites, que nous rappelons.

TuEorEME 3.6.4 (Fonétions implicites) Soit Q un ouvert de R? et soit f : QO — R une fonc-
tion de classe C*. Soit (x0,v0,20) € Q tel que

f(x0,90,20) =0

0
a—é(Xo,yo, Zo) = 0.

Alors, 1l existe
+ Un ouvert U de R? tel que (xg,v9) € U
* Un intervalle ouvert I de Rtel que zgel et UxI CQ

* Une application F : U — I de classe C
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tels que
(x,v,z)eUxIet f(x,9,2) =0 z=F(x,7).

Remarque 3.6.5. Une conséquence de I’équivalence ci-dessus e§t que F(xg, vg) = zo.

Remarque 3.6.6. Le Théoréme des fonctions implicites peut aussi se formuler pour les variables x
et v au lieu de z (en adaptant I’hypothese) mais pour simplifier nous I’appliquerons toujours
par rapport a la variable z.

Autrement dit, si la dérivée partielle de f par rapport a z e§t non nulle alors la surface e$t,
au voisinage du point considéré, le graphe d’une fonction. On peut donc étudier la géométrie
de la surface en ce point grace aux outils développés précédemment. Cela a un sens car dans le
Théoreme 3.6.4, la fonétion F et unique une fois les ouverts U et I fixés. De plus, les dérivées
partielles de F au point (x(,vp), qui sont les informations dont nous avons besoin, se calculent
en fonction des dérivées partielles de f. Pour voir cela, il suffit de considérer la fontion G :
U — R définie par

G(x,y) = f(x,9,F(x,)).

Le Théoréeme 3.6.4 affirme que G e$t con$tante égale a 0 sur U. En particulier, toutes ses déri-
vées partielles sont nulles au point (x(,v). Le calcul des dérivées partielles premieres donne
alors

G ) JoF J
g(xo'yo) = a—i(xo;yofzo) + ﬁ(xo:yo)z(xo;yofzo)
G ) oF )
a—y(xo;yo) = a—i(xo,yo,%) + a—y(xo:yo)a—];(xo;yofzo)

d’ou l'on tire, en utilisant le fait que la dérivée partielle par rapport a z ne s’annule pas,

OF P 19
x(xofyo) = —(a—j;(xm}’o; Zo)) a—];(xo,}’oﬂo)

JF P 19
a—y(xofyo) = —(a—{:(xo;}’o; Zo)) a—i(xo:%rzo)-

En utilisant ces expressions, nous pouvons donc décrire les propriétés géométriques de la sur-
face Sy et en particulier son plan tangent.

Proposition 3.6.7. Soit f : QO — R une fonétion de classe C! et soit My = (xo,v0,20) € Q un point

tel que
d
a—é(xolyo; z9) # 0.

Alors, le plan tangent a Sy au point Mg a pour équation
d d d
(x— Xo)a—i(xofyolzo) +(y- Vo)a—i(xo;}’(); z0) +(z - Zo)a—é(xo,}’ol z9) = 0.

Proof. 1l suffit d’appliquer la Proposition 3.6.1 en exprimant les dérivées partielles de F a I’aide
de celles de f. n

On voit ici que le plan tangent ne dépend en fait que de f et pas de la fonction implicite F.
En particulier, d’apres les calcul de la section précédente le vecteur de coordonnées

2L (x0 30~ 2 (50,00 1
ax xO;yO y ay xO;yO »

est normal a S¢ au point M. Ce vecteur est colinéaire au gradient de f, qui a pour coordonnées
— d d d
grad f (xo,0,20) = (a—i(XOI})o)x a—];(xo:yo): a—é(xodfo))-
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En calculant les dérivées partielles secondes de G et en les égalant a 0, on peut également
exprimer les dérivées partielles secondes de F en fonction de celles de f. La Proposition 3.6.2
donne alors une expression de la courbure ne dépendant que de f. Cela dit, les expressions
obtenues sont tres compliquées et peu éclairantes. Il vaut mieux faire les calcul au cas par cas
en utilisant les particularités de la fon&tion f pour obtenir des simplifications.

3.6.3 EXEMPLE

Soient a, b, c trois réels non nuls, soit x € R et soit S, ; .(x) la surface d’équation

appelée quadrique a centre parce qu’elle e§t symétrique par rapport a l’'origine du repere. Nous
allons étudier le plan tangent et la courbure en un point M, de coordonnées (xg, vy, zg). Soit
f:R® — R la fon&ion définie par

X2 3)2 22
f(x,y,Z) = 7 + ?‘F 7—1(,
elle est de classe C*, on a
— 2xg 2 2z
gesd f oo 20 = (0,5 T2

—_—
et ce ve(teur dirige lanormalea S, ; . en M. Dansle cas a = b = ¢, grad f(x, vo, 29) est colinéaire

—
a OM, et onretrouve le plan tangent usuel a la sphere si « eSt de méme signe que a (autrement
Sapc(K) et dégénérée : c’est soit un point soit 'ensemble vide). Dans le cas général, un point M

de coordonnées (x,y,z) appartient au plan tangent si et seulement si MyM e$t orthogonal au
gradient, ce qui donne I’équation

2xg 2}}0 2z
—(x—xg)+—=—(W—7v9)+ —(z2—29)=0
P (x—x0) b (¥ —%0) p (z—20)
2 2 2
X0 . Yo A Xo Yo 2o
— X+ =Y+ —z=—+=+—
ax by cZ a b c
ﬁx+@y+z—oz:1<
a c

Supposons z; = 0 et considérons une fonction implicite F : U — R de classe C* au voisinage de
M telle que f(x,y,F(x,y)) = 0. Ceci e$t possible d’aprés le Théoreme 3.6.4 car

J 2z
a—J;(XOx?O;ZO) = TO # 0.

En posant G : (x,y) — f(x,v,F(x,v)) et en dérivant par rapport a x et y on obtient

F(x,y)
Cc

.y, ,dF  Fxy)
0_2b+2ay(x,y) P

x _OF
0= 25 + Za—x(x,y)

d’ou

R
ox Y= aF(x,7)
JdF cy

3= iy
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En dérivant a nouveau ces expressions on trouve

2 _JF F(x,p) oF
O_E+28x2(x'y) . +2(

2 _JF F(x,p) oF
O_E+28y2(x'y) . +2(

. 0°F F(x,y) _OF OF 1
O_zayax(x’y) c +28_( y)a_y(x’y)z
_ 0°F F(x,v) a OF 1
O_2axay(x'y) c + ay( y)a ( V)E

On sait que F(x, ) = z9. En prenant les égalités précédentes au point (x(, ) on obtient donc

JF CXo 8213 c C2X(2) 8213 szoyo
o 0¥ = G Bove) = == o g o) = s
oF _ cyg O°F ¢ c*y; 0°F c%xovo

a—y(XO:}’o) = —a: 8—3/2(9(0;}’0) = _b_zo - bz—zg; W(XOJJO) = abzg

Nous pouvons maintenant appliquer la Proposition 3.6.2 pour calculer la courbure de Gauss
au point M. Calculons d’abord le numérateur :

2
( ¢ sz(z))(_c C?o) (C2x0}’0) _ +0337§+C3x(2)

B a 2 3 2 2,4 2
bzg b2z] abz, abzy  ab?z; bzo

azy  a’z;

2 cxs ¢
_ ¢ (1+ 0+V0)

2 2
abzj azj bzo
3 2 22
_ ¢ [* Yo, %
= A=+ +—
gbzo a b c
3
= —K
abzo
et le dénominateur :
2 2
252 C2y2 e y 22
0 0 _ X0 0, 20
Ut T oaleTeTe
0 0 0
4
c
= _D?
A
0

Le terme z§ sera simplifié dans le quotient, la seule quantité dépendant de M et donc D, qui

peut s’interpréter géométriquement. Pour cela, notons Hj le projeté orthogonal de O sur le plan

tangent au point M. Alors, le ve&teur OH est colinéaire au gradient, donc les coordonnées de
H, sont de la forme
Ho:(172,222,1%0).

b’

pour un certain A € R. Comme de plus Hj appartient au plan tangent, on a

K:/\(—+% —) AD

donc A = xD~!. On en déduit que la distance de O au plan tangent en M et égale a

—> —1
Dy = |OHy || = |AIVD = |«|VD
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Nous pouvons maintenant exprimer la courbure de Gauss au point M en fonction de Dy, :

4 4
K(MO):iZ_Oﬁz Dy )
abzg cA D2 «3abc

Si zy = 0 mais xg # 0 ou yy = 0, on peut appliquer le Théoréme 3.6.4 a la variable non nulle
et ainsi obtenir la méme expression de la courbure. Quant au point (0,0,0), s’il appartient a S¢
(ce qui implique que «x = 0) il et toujours singulier.

Notons quesia=b=c=1etx =R?>0,ona Dy = R et on retrouve bien K(M;) = R™2 en tout
point. Plus généralement, si |a| = |b| = |c| = 1, alors D? = «? et la surface Sapc(x) est a courbure
constante. Une telle surface possede d’ailleurs des symétries supplémentaires (considérer les
réflexions par rapport a certains plans).

Voici quelques exemples de quadriques a centre : ’hyperboloide a une nappe, ’ellipsoide
et I’hyperboloide a deux nappes (de gauche a droite).

3.7 VARIETES DIFFERENTIELLES

Nous avons conétaté a la Section 3.2.3 que la notion de nappe paramétrée était insuffisante
pour rendre compte de la géométrie de la sphere. La description de la sphére comme surface
d’équation x? +y? + 2z = 1 et plus satisfaisante. La §tratégie consiste cependant & se ramener
a des nappes paramétrées au voisinage d’un point donné et a utiliser les résultats développés
pour les nappes paramétrées. Il e§t naturel de se demander si cette technique peut s’adapter a
un cadre plus général, pour étudier des surfaces qui ne sont pas nécessairement définies par
une équation. C’est ce que nous allons entreprendre maintenant.

3.7.1  CARTES ET ATLAS

Fixons une partie S de R3. Pour pouvoir parler de continuité, il nous faut un analogue des
disques ouverts : le disque ouvert induit de S de centre x et de rayon R est I’ensemble

Dg(x,R) =B(x,R)N S,

ou B(x, R) et la boule ouvert de centre x et de rayon R dans 'espace affine R®. La définition de la
continuité est alors la méme que dans le cas de R?. I’idée pour étudier S comme une surface est
de trouver, au voisinage de chaque point, une nappe paramétrée contenant ce point et contenue
dans S. Un tel paramétrage est appelé carte locale. Cependant, elle e$t généralement définie par
son application réciproque, c’et-a-dire comme une application de la surface vers R? :

DEFINITION 3.7.1. Soit M un point de S. Une carte locale pour S au point M, est donnée par :
* Un ouvert V de S contenant M,
 Un ouvert U de R?
* Une application ¢ : V — U qui e§t un homéomorphisme sur son image.

Remarque 3.7.2. L’hypothése que ¢ e§t un homéomorphisme garantit que S et bien un objet
de dimension 2. En effet, tout point d’une boule est par exemple contenu dans un morceau de
sphére qui e§t homéomorphe a un ouvert de R%. Cependant, le morceau de sphére lui-méme
n’e$t pas un ouvert de la boule, donc il ne définit pas une carte locale.



CHAPITRE 3. SURFACES

Soit ¢y : V| — Uj une carte locale. L'application ¢;! : U; — R3 et une nappe paramétrée
au sens ou nous l'avons étudié. Si elle est suffisamment réguliére, elle définit donc un plan
tangent au point M, et une courbure de Gauss. Cependant, que se passe-t-il si on considere
une autre carte locale ¢, : V, — U, telle que M € V,. On aura alors un autre plan tangent et
nous ne saurons plus lequel choisir ... a moins qu’ils ne coincident! Pour cela, il suffit d’apres la
Proposition 3.2.4 qu’il existe un changement de paramétrage de classe C! entre ¢;! et ,'. On
dispose déja un changement de paramétrage de classe C : il s’agit de l'application @, 0 ]!, qui
est appelée changement de carte. 1l suffirait donc qu’il soit plus régulier pour lever 'ambiguité.
C’est 'objet de la prochaine définition.

DerINITION 3.7.3. Deux cartes locales (Uy, Vi, 1) et (U, Vo, @;) au point M, sont dites Ck-
compatibles si I’application

Pr0@7" 11 (ViNVy) = @a(Vi N V3)

est un difféomorphisme de classe Ck.

Remarque 3.7.4. Dire que l'application ¢, elle-méme e$t de classe C* n’a a priori pas de sens
puisqu’elle et définie sur un ouvert de S, qui n’e§t pas un ouvert de R3. C’eét la raison pour
laquelle on ne peut étudier la régularité que pour les changements de cartes.

Si deux cartes locales sont Ck-compatibles, 'application ¢, o @' e§t donc un changement
de paramétrage de classe C¥ pour ¢@; et la nappe reparamétrée est ¢,. Il s’ensuit que toutes
les propriétés géomeétriques de ¢, et @, sont identiques. Pour pouvoir étudier une surface, il
suffit donc de se donner des cartes locales qui sont toutes compatibles et telles que tout point
de la surface est paramétré par au moins une des cartes. Donnons un nom a un tel ensemble.

DErINITION 3.7.5. Un atlas de classe Ck sur S et la donnée d’une famille A = (U, Vi, ®i)icr de
cartes locales deux & deux CX-compatibles et telle que S = Uj¢; V.

3.7.2  QU’EST-CE QU'UNE SURFACE ?

La définition d’une surface semble maintenant claire : il s’agit d’une partie de R® pour
laquelle on a fixé un atlas.

DEFINITION 3.7.6. Une variété de dimension 2 et de classe CX plongée dans R3 et une partie S
de R® munie d’un atlas de classe C¥.

Exemple 3.7.7. Une nappe paramétrée simple ¢ : U — R? de classe C* et une variété plongée
de classe CK. L'espace sous-jacent et son support géométrique S et I'atlas et composé d’une
seule carte locale p~!: S — U.

Exemple 3.7.8. Soit Q) un ouvert de R3, soit f : O — R une application de classe C¥ et soit Sy la
surface d’équation f(x,y,z) = 0. Si pour tout point de S, I'une au moins des dérivées partielles
de f e$t non nulle, alors S¢ est une variétée plongée de classe Ck.Si F, et F, sont deux fonctions
implicites décrivant la méme coordonnée, le changement de carte e§t simplement l’identité
(par unicité de la fonction implicite). Si F; et F, sont deux fonétions implicites décrivant deux
coordonnées différentes, on peut aisément vérifier que le changement de cartes e$t de classe
Ck. Si par exemple F; décrit z et F, décrit x, le changement de cartes associé est

(x,9) (v, F1(x,9)).

Etant donnée une variété plongée dans R?, on peut étudier son plan tangent et sa courbure
de Gauss a l'aide des outils développés dans ce chapitre. Il suffit, en un point My donné, de
choisir n'importe quelle carte locale de l'atlas. Par contre, les courbures principales ne sont
définies qu’au signe pres, puisqu’un changement de paramétrage peut les multiplier par —1.
Pour pouvoir les définir, il faut choisir des cartes locales particulieéres.

DerINITION 3.7.9. Deux cartes locales (U, Vi, q) et (U,, V,, @,) au point M, sont dites posi-
tivement compatibles si le déterminant de la matrice jacobienne de ¢, o @' au point M et
positif.
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Il suffit donc de se retreindre a un atlas dont les cartes sont toutes positivement compa-
tibles : c’est la notion d’orientation.

DerINITION 3.7.10. Une orientation sur une variété plongée S e§t une partie A, = (Uj, Vi, ;i )je]cI
de l'atlas A telle que

* Les cartes locales de A, sont deux a deux positivement compatibles.
e §= U]E]‘/]
Une variété plongée munie d’une orientation e$t dite orientée. Une variété plongée qui peut

étre munie d’une orientation es$t dite orientable.

Remarquons qu’une nappe paramétrée simple réguliere est, par définition, orientée. Pour
une variété plongée orientée, les courbures principales sont donc bien définies. De méme, on
peut définir en tout point un veteur normal de fagon continue. En effet, pour deux cartes
(U1, V1, ¢1) et (U,, Vo, @) positivement compatibles, les vecteurs

dp;  Idpy dp, Idp;
2 N or s N ar

sont positivement colinéaires. On peut donc définir une application continue
~N 3
N:V;uV, -R

qui a chaque point associe un vecteur normal de norme 1. Par le méme raisonnement, on peut

_)
prolonger N en une application continue sur toute la surface S. Cette propriété permet de
montrer qu’il existe des variétés plongées non-orientables.

Exemple 3.7.11. Soit ¢ : [0,27t[x[~1,1] — R® la nappe paramétrée simple définie par

Q(s,t) = ((1 + %cos(%))cos(s),(l + %cos(%))sin(s),%sin(%)).

Son support géométrique S e$t appelé ruban de Miobius. La nappe ¢ n’e§t bien str pas réguliére
mais peut étre complétée en un atlas pour obtenir une variété plongée. La variété obtenue ne
sera cependant pas orientable. Supposons en effet qu’il exi$te un atlas A, contenant ¢ et tel

7 . . . H .
que S soit orientée. Il existe alors une fonction continue N : S — R3 donnant en tout point un
vecteur normal de norme 1 et tel que pour tout point régulier pour ¢,

N - 1 I I
N ((P(S: t)) - Ha_(P( t) N a_go( t)‘ E(S,t) A W(S, t)
R T
Calculons les dérivées partielles de ¢ :
—sin(%)cos(s)
~y(s1)

250 =g =sin(3)Jsin(s) | 3| *(0
o)

cos (%)cos(s)

E(s,t) = % cos(%)Sin(S)
sin(%)
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ainsi que leur produit vectoriel

—sin(s) x(s,t)sin(%)
aa—(sp(s,t) A %_T(S’t) = é cos(s) |+ i 3](S’t)sm(%)
t
| bt

Soit My = ¢(0,—-1). Alors, ¢(s,1) — M, quand s — 2. Par continuité, ﬁ((p(s, 1)) devrait donc
tendre vers ﬁ(MO). Or, pour s € [0, 27|, ﬁ(s, 1) et positivement colinéaire a

0
dp dp _ do dp
25 VNG 1) }jﬁ =35 (0D A5-(0.-1),

une contradi&tion. Voici une représentation du ruban de Mdbius :

Mais pourquoi avoir choisi au départ une partie de R3? Les définitions de la Section 3.7.1
ont un sens pour n'importe quel espace topologique. D’ailleurs, les cartes locales pourraient
trés bien avoir pour image un ouvert de R” pour un entier n quelconque. Cette idée meéne a la
notion centrale de la géomeétrie différentielle, celle de variété différentielle.

DEFINITION 3.7.12. Une variété différentielle de dimension 2 et de classe C* e§t un espace topo-
logique S muni d’un atlas de classe C*.

Mais comment définir alors ’espace tangent ? Nous savons que dans le cas des variétés plon-
gées, 'espace tangent e$t I’ensemble des velteurs tangents aux courbes tracées sur la surface.
Dans le cas général, si y est une courbe tracée sur la surface et passant par un point M, on peut
considérer une carte locale ¢ et la courbe @ o . Son velteur tangent en M est bien défini et
appartient a R?. Il suffit alors de définir I'espace tangent en M, comme I’ensemble des vecteurs
ainsi obtenus pour toutes les courbes passant par M. Il faut ensuite montrer que cet ensemble
est un espace vectoriel de dimension 2 qui ne dépend pas de la carte choisie.

La question de la courbure est plus complexe. En effet, les calculs nécessitent un produit
scalaire sur le plan tangent. Dans le cas d’une variété plongée, ce produit scalaire e$t hérité
de l'espace ambiant. Dans le cas général, il n’y a pas d’espace ambiant, il faut donc choisir un
produit scalaire sur chaque espace tangent. Bien str, il est préférable que ces produits scalaire
varient de fagcon continue, voir méme différentiable sur la variété. Cette idée se formalise a
l'aide de la notion de métrique sur la variété, qui mene au domaine de la géométrie riemannienne.
De fait, toute variété différentielle de dimension 2 peut étre munie d’un métrique en vertu du
remarquable résultat suivant :

THEOREME 3.7.13 (Whitney) Toute variété différentielle de dimension 2 peut étre plongée
dans R%.
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Ce qui est important dans cet énoncé, c’e§t qu’on ne peut pas toujours plonger la variété
dans R3. La notion de variété différentielle e§t donc plus riche que la notion de variété plongée.

Exemple 3.7.14. Soit ¢ : R? — R* la nappe paramétrée définie par

cos?(u) (sinz(v) - cosZ(v))
cos(u)sin(u)sin(v)
cos(u)sin(u)cos(v)
cos?(u)cos(v)sin(v)

p(u,v) =

Son support e§t appelé plan projectif et on peut montrer qu’il n’e§t pas plongeable dans R3
(ceci montre que le Théoréme 3.7.13 e$t optimal). On peut toutefois la représenter dans R3 en
autorisant des auto-interseétions grace au paramétrage suivant :

cos(s) cos(s) cos(2t) + V2sin(s) cos(t)
(5:6)= 2t) - V2si .
@(s \/Esin(zs)sin(3v)( cos(s) cos( ;)Cos(s)SIH(S)COS(t) ]

La surface obtenue et appelée surface de Boy, en voici une représentation :







CHAPITRE 4

EXERCICES

4.1 COURBES PLANES

4.1.1 ETUDES DE COURBES EN COORDONNEES CARTESIENNES

In¢

ExercICE 4.1.1 (A$troide). On fixe un repére orthonormé R = (O,Z]) du plan. Etudier I'arc
paramétré y : R — R?, défini en coordonnées cartésiennes dans le repére R par

y(t) = (cos3(t), sin3(t)).

—

Exercick 4.1.2 (Cardioide). On fixe un repeére orthonormé R = (O,z j) du plan.

1. Montrer que pour tous réels p et g,

sin(p) —sin(q) = ZSin(p;q)cos(p;q)

cos(p) —cos(q) = —ZSin(p;q)sin(p;q).

2. Btudier I'arc paramétré y : R — R?, défini en coordonnées cartésiennes dans le repére R

par
Y(t) = (2cos(t) —cos(2t), 2sin(t) — sin(2t)).

2

ExERCICE 4.1.3. On fixe un repére orthonormé R = (0,1, j) du plan. Etudier I'arc paramétré
y : R — R?, défini en coordonnées cartésiennes dans le repére R par

y(t)= (2 +£,14).

Exercick 4.1.4 (Courbe orthoptique). Soit ¢ une courbe paramétrée. On appelle courbe or-
thoptique de € I’ensemble des points du plan qui sont point d’intersetion de deux tangentes
a ¢ orthogonales. Le but de cet exercice est de construire la courbe orthoptique de I'astroide
étudiée a l’'exercice 4.1.1.

1. Donner un vefteur tangent unitaire en un point régulier quelconque de l’astroide.

2. Donner une condition sur #,t, € R pour que les tangentes aux points y(t;) et y(t,) soient
orthogonales.

3. Calculer une équation de la tangente en un point régulier quelconque de l’astroide.
4. Déduire de ce qui précéde un paramétrage de la courbe orthoptique de I'a$troide.

5. Etudier cette courbe et la tracer sur le méme dessin que 'astroide. Cette courbe est appe-
lée quadrifolium.
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4.1.2 ETUDES DE COURBES EN COORDONNEES POLAIRES

> =

EXERCICE 4.1.5. On fixe un repére orthonormé R = (O,1i,j) du plan. Etudier I'arc paramétré
y : R — R?, défini en coordonnées polaires dans le repére R par :

p(0) =1+ 2cos(0).
Exercick 4.1.6 (Eadem mutata resurgo). On fixe un repere orthonormé R = (O,Zj_)) du plan.
Soient a,b € R}, tels que b # 1 et soit € le support de I'arc paramétré y : R — R défini en
coordonnées polaire dans le repére R par

p=ab’.
Cette courbe e$t appelée spirale logarithmique.
1. Montrer que y e$t birégulier.

2. Soit M un point de ¢, que vaut le cosinus de I'angle entre la tangente au point M et la
droite (OM)?

(M)
o

3. Notons ¢(M) la longueur de ’arc de courbe compris entre O et M. Calculer

4. Calculer la courbure en tout point de €.

5. Déduire de ce qui précede une con$truction géométrique du centre de courbure en tout
point de ¥

4.1.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES

>
Exercick 4.1.7 (Courbes cartésiennes). On fixe un repére orthonormé R = (O,1,j) du plan.
Etudier les courbes paramétrées suivantes, définies par leurs coordonnées cartésiennes dans le
repere R :

1. La cycloide : x(t) = t —sin(t) et y(t) = 1 —cos(t).
2. La courbe de Lissajous : x(t) = cos(3t) et y(t) = sin(4t).

3. x(t)=3t* - 23 et y(t) = > —t.

t
4. x(t)=tel et y(t) = 67. Etudier I’arc sur les intervalles ] — o0, 0[ et ]0, +oo].

et

5. x(t) = 0 et y(t) = e’ sin(¢t). Etudier l'arc sur les intarvalles ]—% +km, 5+ kn[ pourk € Z.
cos

Exercick 4.1.8 (Courbes polaires). On fixe un repere orthonormé R = (O,Zj_)) du plan. Etudier

les courbes paramétrées suivantes, définies par leurs coordonnées polaires dans le repere R :

0-1
1. p(G) = m
_ cos(0) +sin(0)
2. p(9) = W
sin(0)
3. p(0)=—5—
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ExErcICE 4.1.9 (Lemniscate de Bernoulli). On fixe un repére orthonormé R = (O,Z]) du plan.
Etudier la courbe dont les coordonnées polaires dans le repére R vérifient I’équation

p2 = cos(26).

Exercick 4.1.10 (Courbe podaire). On fixe un repere orthonormé R = (O,Zj_ﬁ du plan ainsi
qu’un point P de coordonnées (0,a), ou a > 0. Pour un réel R > 0, on considere I’arc paramétré
y : R — R? défini par

Y(t) = (Rcos(t), Rsin(t))

On note ¥ son support, qui est le cercle de centre O et de rayon R.
1. Donner une équation de la tangente a 4" en tout point.

2. Pour t € R, calculer les coordonnées du projeté orthogonal de P sur la tangente a ¢ au
point y(t).

3. En déduire un paramétrage de la podaire de ¢ par rapport a P, c’e§t-a-dire le lieu des
projetés orthogonaux de P sur les tangentes a .

4. Btudier la podaire de % par rapport a P dans les cas suivants :

(a) a=R/2
(b) a=R
(c) a=2R

EXERCICE 4.1.11 (Plus court chemin). Soient A, B € R? et soit y : [to, ;] — R? un arc paramétré
de classe C! tel que y(ty) = A et ¥(t;) = B. Soit ¥ un veteur de R tel que ||7]| = 1.

1. Montrer que
ty
<17, £> - J (@7/(0)a.
to
R
>. En déduire que I(v, AB >| <Ly (to ).

—
3. En utilisant un ve&eur v bien choisi, montrer que Oy (to, 1) 2 HAB H

4. Quelle courbe réalise le plus court chemin entre les points A et B?
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4.2 CONIQUES

4.2.1 DEFINITIONS DES CONIQUES

- =

ExercIck 4.2.1 (Foyer et direltrice). On fixe un repére orthonormé R = (O, i, j) du plan. Soit D
la droite d’équation x = 5 et soit F le point de coordonnée (1,—1). On considére la conique ¢ de
foyer F, de direltrice D et d’excentricité e = 1/3.

1. Déterminer la nature de €.

2. Donner une équation de I’axe focal de ¢ ainsi que les coordonnées de son centre.

3. Donner une équation de la seconde direétrice ainsi que les coordonnées du second foyer.
4. Donner une équation cartésienne de ¢ dans le repere R.

>

Exercice 4.2.2 (Equation polaire). On fixe un repére orthonormé R = (O,i,j) du plan. Pour
chacune des équations polaires suivantes, décrire la courbe associée.

1

LP= 2+cos(0)
B 1

> P= 1 sin(0)
B 1

3 P= 2—cos(0)

—

EXERCICE 4.2.3 (Equation polynomiale). On fixe un repére orthonormé R = (O,Zj) du plan.
Soit P un polyndéme de degré trois a coefficients réels. On note 4" 'ensemble des points de
coordonnées (x,y) tels que P(x) = P(p).

1. Montrer que % e$t la réunion d’une droite dont on donnera une équation et d’une courbe
du second degré.

2. On suppose que la courbe du second degré de ¢ non dégénérée, montrer qu’il s’agit d’'une
ellipse et calculer son excentricité et son parametre.

4.2.2 ETUDES GEOMETRIQUES DE CONIQUES

>3

EXERCICE 4.2.4. On fixe un repere orthonormé R = (O, 1, j) du plan. Soit ¢ une ellipse de demi-
grand axe a et de demi-petit axe b.

1. Donner une paramétrisation cartésienne de %
2. Donner l'expression de la courbure en un point quelconque de 7.

3. Quels sont les points de plus forte et de plus faible courbure? Donner les coordonnées
des centres de courbure dans ces cas.

ExXERCICE 4.2.5 (Orthoptique d’une parabole). Soit ¢ une parabole de parametre p.
1. Donner une paramétrisation cartésienne de ¢ dans son repere au sommet.
2. Donner une équation de la tangente a ¢ en un point quelconque.
3. A quelle condition deux tangentes a % sont-elles orthogonales?

4. En déduire la courbe orthoptique de €, c’est-a-dire ’ensemble des points d’intersections
de deux tangentes a ¢ orthogonales.

- 86 -
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>

ExERcCICE 4.2.6. On fixe un repeére orthonormé R = (O,i,j) du plan. Soient 4,b € R tels que
0 <b<a.Pour A ¢ {a,b}, on note ¢, la courbe d’équation
2 2
X Ly
a-A b-A7A

1. Quelle eét la nature de la courbe %, en fonétion de A?

1.

2. Quand %) e$t une conique, calculer les coordonnées des ses foyers.
3. Donner un vefteur normal a %), en un point (xg,y9) quelconque.
4. Montrer que si, pour A = u, ¢ et €, ont une intersection non vide, alors leurs tangentes

aux points d’intersection sont orthogonales.

4.2.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES
ExEeRrcicE 4.2.7 (Courbes du second degré). On fixe un repere orthonormé R = (O,zj—)) du plan.
Pour chacune des équation suivantes, décrire la courbe du second degré associée.

1. x2+2xp+y?+3x-2y+1=0.

2. (x—p+1)2+(x+y—-1)2=0.

3. (x+yp+1)(x—-y+3)=3.

4. 4x% +6xy +4y? +2x -2y = —1.

5. 2xy—2x+4y-5=0.
EXERCICE 4.2.8. On fixe un repére orthonormé R = (O,Zj_) du plan. Soit € une hyperbole et
soit M un point de €.

1. Donner une équation de la tangente a ¢ au point M.

2. Montrer que cette tangente rencontre les deux asymptotes de . On notera P et Q les
points d’intersection.

3. Montrer que M est le milieu du segment [PQ)].

ExERCICE 4.2.9. On rappelle que si ¢ e§t une courbe du plan, sa courbe orthoptique est 1’en-
semble des points d’intersection de deux tangentes a ¢ orthogonales.

1. Donner une paramétrisation de la courbe orthoptique a une hyperbole.
2. Donner une paramétrisation de la courbe orthoptique a une ellipse.
3. Etudier les deux courbes paramétrées précédentes.

EXERCICE 4.2.10 (Champ de force centrale). On fixe un repere orthonormé R = (O,ZB du plan.
Soit y : I — R? un arc paramétré. On note p(t) et () les coordonnées polaires de y(t) dans le
repére R et on pose, pour 0 € R, 7y = (—sin(6),cos(0)). On suppose pour tout t € I, 7”(t) est
colinéaire a ip(t).

1. Donner l'expression de /() et 77"

(t) dans la base (ifg s, Vp(r))-
2. Montrer qu’il exiSte une constante C (appelée constante des aires) telle que pour tout t € I,

p(t)%0’(t) = C.

3. On suppose qu’il exi$te une fonction r : R — R* telle que pour tout t € I, p(t) = r o O(t) et
on pose q = 1/r. Montrer la premiére formule de Binet :

7(t)=C(q00(t)0p()—q 0 O(t)ifg(s))-
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4. En déduire la seconde formule de Binet :

V(1) =-C?q00(t)*(q00(t)+q” 0 O(1)) ilp ).

5. On suppose maintenant qu’il existe y € R telle que pour tout t € I,

- _ —H —
= @0 yoe o

Montrer que le support de y e$t une conique.
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4.3 SURFACES

4.3.1 PLAN TANGENT

>

EXERCICE 4.3.1. On fixe un repére R = (O, 1, j, k) de I’espace. Soit ¢ : R? — R3 la nappe paramé-
trée définie dans le repére R par

@(s,t) = (sinh(s),sinh(¢),s + t).

Donner une équation du plan tangent au support de ¢ en tout point.

- >

ExEercICE 4.3.2 (Paramétrage §téréographique). On fixe un repere R = (O,1,],k) de I'espace.
Soit @y : R? — R3 la nappe paramétrée définie dans le repére R par

2s 2t —1+s2+¢2
1+s2+t2" 1+s2+1t2" 1+s2+12

(PN(Sr t) =

1. Quel est le support de gy ?

2. Montrer que @y e$t réguliere et calculer son plan tangent en tout point.

ExERcICE 4.3.3. On fixe un repéere R = (O,Zj_,)l?) de I'espace. Soit f : R? — R une fonétion de
classe C! et soit ¢ : R — R3 la nappe paramétrée définie dans le repére R par

(s, t) = (scos(t),ssin(t), f (s, t)).
1. Déterminer les points singuliers de ¢.
2. Pour un point régulier, déterminer 'interse¢tion du plan tangent avec I’axe Ok.
EXERCICE 4.3.4. On fixe un repéere R = (O,Z]_,)E) de l'espace. Soit f : R®> — R a fon&ion définie
par

f(x,y,2)=xy-2°

et soit Sf I'ensemble des points de ’espace dont les coordonnées (x,y, z) vérifient

{ (x,z) = (0,0)
flxp,z) = 0

1. Donner un paramétrage de Sy.

2. Quels sont les plans tangents a Sy contenant la droite définie par les équations x = 2 et
y=3z-37?

4.3.2 COURBURE

ExXERrcICE 4.3.5 (Cone de révolution). On fixe un repere R = (O,Zj—,)l?) de l'espace. Soit 7/2 >
a >0 et soit ¢ : Rx [0,27] — R3 la nappe paramétrée définie dans le repére R par

@(s,t) = (scos(t),ssin(t),scot(a)),

ou cot désigne la fonction cotangente. Calculer les courbures principales en tout point du sup-
port de ¢.

Exercick 4.3.6 (Tore). On fixe un repere R = (o,?,f,E) de l'espace. Soit 0 < r < R et soit ¢ :
[0,27] x [0,271] — R3 la nappe paramétrée définie dans le repére R par

@(s,t) = ((R+rcos(s))cos(t), (R+ rcos(s))sin(t), rsin(s)).

1. Calculer les formes fondamentales en tout point et en déduire la courbure de Gauss et la
courbure moyenne.
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2. Calculer la courbure totale de ¢.

- >

Exercick 4.3.7 (Hyperboloide a une nappe). On fixe un repere R = (O, 1, j, k) de I'espace. Soit
S la surface d’équation
X%+ yz —z2=1.

1. Donner un paramétrage de S.

2. Calculer les formes fondamentales en tout point de S. En déduire les courbures princi-
pales et la courbure de Gauss en tout point.

Exercick 4.3.8 (Paraboloide elliptique). On fixe un repére R = (O,E}T,)E) de l'espace. Soit S la

surface d’équation

X2 }]2

zZ=—+—
2p 2q
Calculer la courbure de Gauss en tout point de S.
4.3.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES

ndirdric )
EXERCICE 4.3.9. On fixe un repere R = (O,1,],k) de 'espace. Pour chacune des nappes para-
métrées suivantes, déterminer les points réguliers, une équation du plan tangent en ces points
ainsi que la courbure de Gauss.

1. Le paraboloide hyperbolique :

(s—t),st],

N

Q(s,t) = §@+m

ou a et b sont des réels non nuls.

2. La conoide de Pliicker :
@(s,t) = (scos(t),ssin(t),sin(2t)).

3. Le ruban de Mobius :
t S t S . . (s
(s t)= ((1 + Ecos(z))cos(s),(l + ECOS(E))SIH(S)’ESIH(E))'

ExXERCICE 4.3.10 (Surfaces de révolution). On fixe un repére R = (o,?,f,E) de l'espace. Soit I un
intervalle de R et soient x,y : I — R des fonctions de classe C! telles que pour tout t € I, x(t) > 0
et

X'(1)?+v'(t)? = 1.

On considére la nappe paramétrée ¢ : [0, 2r[xI — R3 définie dans le repére R par
@(s,t) = (cos(s)x(t),sin(s)x(t), p(t)).
1. Quels sont les points singuliers de ¢ ?
2. Donner une équation du plan tangent en un point régulier quelconque.
3. On suppose que x et y sont de classe C?, exprimer la courbure de Gauss en tout point
régulier en foné&ion de x et x”. On pourra dériver I’équation x’(t)? +y’(t)?> = 1 pour sim-
plifier I'expression.

4. A quelle condition sur les fonctions x et y la nappe ¢ est-elle & courbure de Gauss
conétante?
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ExERcICE 4.3.11 (Surfaces réglées). On fixe un repére R = (O,Z]T:?) de l’espace. Soient x1, x;, y1,
Y2, 21, 2 : R = R des fon&ions de classe C2. On considére les veteurs if(t) = (x;(t), 1 (t), z1(t))
et U(t) = (x5(t),v5(t), z;(t)) et on suppose que

()l =1, [A6)]] = 1 et Gi'(t), 71£)) = 0.
On définit une nappe paramétrée ¢ : R — R3 par
P(s,t) = (x2(t) + 5x1(8), p2(£) + 591 (), 22(8) + 521 (£)).
1. Exprimer le veéteur normal en tout point a 'aide de i/, it” et v.
2. Montrer que i(t) A V(t) = p(t)i’(t), ou
det (@), (1), 7'(1))
7l

En déduire une expression de la courbure de Gauss en tout point en fonétion de p(t).

p(t) =

3. A quelle condition la courbure de Gauss et elle identiquement nulle ?






CHAPITRE 5

CORRECTION DES EXERCICES

5.1 COURBES PLANES

5.1.1 ETUDES DE COURBES EN COORDONNEES CARTESIENNES

ExEeRCICE 5.1.1 (AStroide). L'intervalle d’étude peut étre réduit grace aux symétries suivantes :
* Les fondtions x et y sont 27t-périodiques, il suffit donc de faire 1’étude sur [, 7t].

* On a x(—t) = x(t) et p(—t) = —y(t), il suffit donc de faire I’étude sur [0, 7t].

* Onax(rt—t)=-x(t) et y(rr—t) = y(t), il suffit donc de faire I’étude sur [O, %]

* Ona x(% - t) =y(t)et y(% - t) = x(t), il suffit donc de faire I’étude sur [O, %]

De plus |[y(#)||> < 1 etil n’y a pas conséquent pas de branche infinie. Nous pouvons maintenant
étudier les fonctions x et p :

)

—3sin(t) cos?(
3 cos(t)sin?(t

—_——

\C\ R\

==
1

t
)
Sur l'intervalle [0,7t/4] on a x(t) < 0 et p’(f) > 0. Ainsi, x e$t toujours décroissante et y est

toujours croissante sur [0, 7t/4]. Pour nous aider a tracer la courbe, étudions les tangentes aux
extrémités. En t = 7t/4 on a

Ent=0o0ona

37(0)= 0 et 7”(0) = (=3,0).

Nous pouvons maintenant tracer la courbe. La partie correspondant a [0, 7t/4] e$t en noir. La
partie correspondant a [7t/4,7t/2], en bleu, et obtenue par réflexion par rapport a la premieére
bisseltrice des axes. La partie correspondant a [7t/2, 1], en vert, est obtenue par réflexion par
rapport a l'axe des ordonnées. Le reste de la courbe, en rouge, e§t obtenu par réflexion par
rapport a I’axe des abscisses.
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Exercick 5.1.2 (Cardioide). 1. On a d’une part

ol 522 (22

et d’autre part

cos(p+q):cos(E)cos(ﬂ)—sin(}—j)sin(z),
2 2 2 2 2
d’ou
sin(p_q)cos(p+q) = c052(g)sin(g)cos(g)—sinz(E)cos(i)sin(g)
2 2 2 2 2 2 2 2
_ 2(Pin(41 1) sin2(4 P P
cos (2)sm 2)cos(2)+sm (2)31n(2)cos(2)
_ p P\_ (1 1
= 51n(2)cos 5 51n(2)cos(2)
1 . 1
= 3 sin(p) — 5 sin(g).

La deuxieme égalité se démontre de méme.
. Lintervalle d’étude peut étre réduit grace aux symétries suivantes :

* Les fonctions x et y sont 27t-périodiques, il suffit donc de faire 1’étude sur [—-7, 7t].
* On a x(—t) = x(t) et y(—t) = —y(t), il suffit donc de faire I’étude sur [0, 7t].

De plus, [[y(»)]|*> < 18 et il n’y a pas conséquent pas de branche infinie. Nous pouvons

maintenant étudier les fonctions x et p :

x'(t) = —2sin(t) + 2sin(2t) = 4sin(%)cos(%)

t 3t
y’(t) = 2cos(t)—2cos(2t) = 4sin(5)sin(?)
Sur l'intervalle [0, 7], sin(¢/2) > 0 et sin(3#/2) change de signe une fois en 27t/3. Ainsi, y
est croissante sur [0, 27t/3] puis décroissante sur [27t/3, 7t|. D’autre part, cos(3¢/2) change
de signe une fois, pour t = 7t/3. Ainsi, x e§t croissante sur [0,7t/3] puis décroissante sur
[1t/3,7]. Pour nous aider a tracer la courbe, étudions les tangentes aux extrémités. En
t=mona

7' (1) =(0,-2)
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Ent=0o0ona
%
77(0)= 0 et ”(0) = (2,0).

Nous pouvons maintenant tracer la courbe. La partie correspondant a [0, 7] et en bleu. Le
reste de la courbe, en vert, e$t obtenu par réflexion par rapport a I’axe des abscisses.

ExXERCICE 5.1.3. L'arc n’a pas de symétrie particuliere, nous allons donc faire 1’étude sur R. On
remarque que

1P — +eo,

—+00

il y a donc deux branches infinies, en +oo.

e En +o0,0n a
(t
t

=

— +00
t—+0co

~

=

et la courbe a une branche parabolique dans la direction 7

e En —oco,0n a
(t
(¢

et la courbe a une branche parabolique dans la direction 7

=

- —00
t—+o00

=

~

Nous pouvons maintenant étudier les fonétions x et p :

2t + 3t2
y'(t) = 4

—_——
R\
=
Il

Sur l'intervalle ] — 00,0], on a p’(t) < 0 et sur l'intervalle [0,+oo[, on a y’(t) > 0. Ainsi, p est
décroissante pour t €] — o0, 0] puis croissante pour ¢ € [0, +oo[. D’autre part, on a

x'(t) = t(2+3t)
donc x(t) < 0 pour t € [-2/3,0] et x(t) > 0 en dehors. Ainsi, x et croissante sur | — oco,—2/3],
puis décroissante sur [—2/3,0], puis a nouveau croissante sur [-2/3,+oo[. Il y a un unique point
singulier en t = 0. Pour déterminer sa nature, nous devons calculer les dérivées successives :

7"(0)=(2,0), 7"(0) = (6,0) et "(0) = (0, 24).

On a donc un point de rebroussement de seconde espece. Nous pouvons maintenant tracer la
courbe.
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0.5

Un calcul direct permet de montrer qu’en t = —4/3, la courbure s’annule et change de signe.
La branche infinie "de gauche" s’infléchit donc en ce point. Pour des raisons d’échelle, ce phé-
nomene n‘apparait pas sur la figure précédente.

ExercicE 5.1.4 (Courbe orthoptique). 1. D’apres ’exercice 5.1.1, le veCteur tangent a la courbe
au point de parametre ¢ e$t
7'(t) = (-3sin(t)cos?(t),3cos(t)sin’(t))

3sin(t)cos(t)(—cos(t),sin(t)).

Le point de paramétre t e§t régulier si et seulement si sin(t)cos(t) = 0 et le velteur () de
coordonnées (—cos(t),sin(t)) e§t alors un veéteur tangent unitaire.

2. Caculons le produit scalaire de ces deux vecteurs :

(il(t1),i(tp)) = cos(ty)cos(ty)+sin(t;)sin(t,)

= cos(t; —tp).
Ainsi, les tangentes aux points y(t;) et y(t,) seront orthogonales si et seulement si
Tt
=1t + E + k7t

pour k € Z.

3. L’équation de la tangente au point y(t) est

sin(t)(x — cos>(t)) — (—cos(t))(y —sin>(t)) = 0
sin(t)x + cos(t)y = sin(t)cos®(t) + cos(t)sin’(t)
sin(t)x +cos(t)y = sin(t)cos(t)

4. 1l découle de ce qui précede que la courbe cherchée est ’ensemble des points d’intersec-
tions des tangentes a l’astroide aux points y(t) et y(t+7/2) quand t parcourt R. L’équation
de la tangente au point ¢ + 7t/2 e$t

sin(t+n)x+cos(t+n) sin(t+n)cos(t+n)
2 2 )Y 2 2

cos(t)x —sin(t)y = —cos(t)sin(f)

cos(t)x —sin(t)y = —cos(t)sin(t)
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Le point d’intersection des tangentes aux points y(t) et y(t + 7t/2) e§t donc défini par le
sy$teme d’équations

sin(t)x + cos(t)y sin(t)cos(t)
cos(t)x —sin(t)y = —sin(t)cos(t)
En multipliant la premiére ligne par sin(t) et la seconde par cos(t) et en additionnant, on
obtient
x = sin?(t) cos(t) — sin(t) cos>(t).

En multipliant la premiere ligne par cos(t) et la seconde par —sin(f) et en additionnant,
on obtient
Y= sin(t) cos?(t) + sin?(t) cos(t).

La courbe orthoptique de I'astroide est donc le support de ’arc paramétré i : R — R?
défini par
P(t) = (sin?(t)cos(t) — sin(t) cos?(t),sin(t) cos?(t) + sin?(t) cos(t)).

. U'intervalle d’étude peut étre réduit grace aux symétries suivantes :

* Les fonétions x et y sont 27t-périodiques, il suffit donc de faire 1’étude sur [-7, 7t].

* On a x(—t) = y(t) et y(—t) = x(t), il suffit donc de faire I’étude sur [0, 7].
* Onax(mt—t)=-y(t) et y(rt —t) = —x(t), il suffit donc de faire ’étude sur [O, g]

* Ona x(% - t) =—x(t) et y(% - t) =y(t), il suffit donc de faire I'étude sur [0, %]

De plus d(0,y(t))* < 8 et il n’y a pas conséquent pas de branche infinie. Nous pouvons
maintenant étudier les fonctions x et y. Commengons par x,

x'(t) = 2sin(t) cos?(t) — sin®(t) — cos>(t) + 2 sin?(t) cos(t)

= 2sin(t)cos(t)(cos(t) + sin(t)) — (sin>(t) + cos>(t))

)
= 2sin(t)cos(t)(cos(t) + sin(t))

= 2sin(t)cos(t)(cos(t) + sin(t)) — (cos(t) + sin(¢))(1 —sin(t) cos(t))

(co
(
— (cos(t) + sin(t))(cos?(t) — sin(t) cos(t) + sin®(t))
(
= 2(cos(t) +sin(t))(—=1 + 3sin(t)cos(t))

= 2(cos(t) + sin(t))(—l + gsin(Zt)).

Sur l'intervalle [0, t/4] la fonltion
t+— 1-3sin(2t)/2

est Stri¢tement décroissante. Il existe donc un unique tq € [0, 7t/4] tel que x’(¢) < 0 pour
t €[0,tp] et x’(t) > 0 pour [ty, 7t/4]. Ainsi, x e§t décroissante sur [0, ty] puis croissante sur
[to, 7/4]. Nous pouvons maitenant étudier p :

v'(t) = —2sin?(t)cos(t) + cos>(t) —sin’(t) + 2 sin(t) cos?(t)

)(cos(t) —sin(t)) + (cos®(t) — sin>(¢))
)(cos(t) —sin(t))
+ (cos(t) —sin(t))(cos?(t) + sin(t) cos(t) + sin’(t))
2sin(t)cos(t)(cos(t) —sin(t)) + (cos(t) —sin(t))(1 + sin(t) cos(t))
2(cos(t) —sin(t))(1 + 3sin(¢) cos(t))
(

2sin(t)cos(t

2sin(t)cos(t

= 2(cos(t)—sin(t)) (1 + %sm(Zt))
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Sur l'intervalle [0,7t/4], on a y’(t) > 0. Ainsi, y e$t toujours croissante. Pour nous aider a
tracer la courbe, étudions les tangentes aux extrémités. En t = /4 on a

7’(5):(£,0).

4 2

Ent=0ona
7'(0)=(-2,2).

Nous pouvons maintenant tracer la courbe. La partie correspondant a [0, 7t/4] e$t en noir.
La partie correspondant a [7t/4, 7t/2], en bleu, et obtenue par réflexion par rapport a I’axe
des ordonnées. La partie correspondant a [1t/2, 1], en vert, e$t obtenue par réflexion par
rapport a la second bisseltrice des axes. Le reste de la courbe, en rouge, et obtenu par
rélfexion par rapport a la premiére bissectrice des axes.

5.1.2 ETUDES DE COURBES EN COORDONNEES POLAIRES
ExErcicE 5.1.5. L'intervalle d’étude peut étre réduit grace aux symétries suivantes :
* La fonltion p e$t 2m-périodique, il suffit donc de faire I’étude sur [, 7).

* On a p(-0) = p(0), et il_g = 0,(ily) ou o, désigne la réflexion par rapport a l'axe des
abscisses. On en déduit que y(—t) = o,(y(t) et qu’il suffit donc de faire I’étude sur [0, rt].

De plus, |p(0)| < 3 et il n’y a pas conséquent pas de branche infinie. Nous pouvons maintenant

étudier la fon&tion p :
p’(0) = -2sin(0).

Sur l'intervalle [0,7t] on a p’(0) < 0. Ainsi, p e$t toujours décroissante. De plus, p s’annule en
0 = 21/3. On a donc p(6) > 0 pour O € [0,27/3] et p(0) < 0 pour O € [27/3,t]. Pour nous aider
a tracer la courbe, étudions les tangentes aux extrémités. En t = 7t on a, avec les notations du
cours,

Ent=0ona
7 ’ —> — 0
7' (0)=p <0>uo+p<0>vo=( . )

Nous pouvons maintenant tracer la courbe. La partie correspondant a [0, 7] est en bleu. Le reste
de la courbe, en vert, e§t obtenu par réflexion par rapport a I’axe des abscisses.
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1(0)

ExEercICE 5.1.6 (Eadem mutata resurgo). 1. Calculons les dérivées de y :
V'0) = p'(O)ip +p(0)7
= aln(b)b?iy + ab?7)
et
77(©0) = aln(b)?b%iy + aln(b)b® ¥y + aln(b)b? 7y — ab ity

= ab®(In(b)? - 1)ity + 2aln(b)b? 7).

Pour montrer que ces deux vecteurs forment une famille libre, il suffit de vérifier que leur
déterminant e$t non nul :

det(77(0),77(0)) = 2a*In(b)*b?° —a*b%(In(b)*> - 1)
= a*In(b)’b* + a*b??
= a’b*(In(b)® +1)
=z 0.

2. Soit a I'angle entre la tangente au point M = y(t) et la droite (OM). Un calcul immédiat
montre que ||y’(0)|| = ab?+/1 + In(b)2. Comme (OM) eét dirigée par iy, on a alors

(V'(1), 7o)
7
aln(b)b?
ab®\/1+1In(b)?
In(b)
1+In(b)2

cos(a) =

On remarque que cet angle ne dépend pas du point M.
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3. D’apres le cours, pour M = y(t),

Il
1N
—_
+

2,
=
N

Il
2
[y
+

5
’é:»—n
™

On remarque que {(M)/OM ne dépend pas du point M.

4. Il suffit d’appliquer la formule du cours :

det(77(1),7"(1))
Iy’ (t)I1?
(ab®)” (In(b)+ 1)
(b T+In(0)?)’
1 1
OM /1 +1n(b)?

sin(a)
OM

5. On remarque que le rayon de courbure au point M = y(t) eét égal a

oM
sin(a)’

Si C désigne le centre de courbure, on a donc OM = CMsin(a) = CMcos(r/2 — a). 11
s’ensuit que le triangle OCM e$t rectangle en O. Pour trouver C, il suffit donc de tracer
la normale a la courbe au point M et la perpendiculaire a OM passant par O. Ces deux

droites s’interseCtent au centre de courbure.
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5.1.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Cette settion contient quelques indications pour les exercices complémentaires.

Exercick 5.1.7 (Courbes cartésiennes). Voici les tracés des courbes.

1. La cycloide : x(t) = t —sin(t) et y(t) = 1 —cos(t).
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2. La courbe de Lissajous : x(t) = cos(3t) et y(t) = sin(4t).

3. x(t) =3t - 23 et p(t) = t> —t.

0.5
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4. x(t) =te' et yp(t) = —.

40

20

40 60 80
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Exercice 5.1.8 (Courbes polaires). Voici les tracés des courbes.

0—
1. p(0)= 6+1'

_ cos(0) +sin(0)
2. p(0) = cos(20)
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sin(0)
0) =
3- p(0)=—5
0.8 4
-0.8 -0.6 1.2 1.4
20
4 p(6):sm(—).
3
14 12 06 08 1
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5. p(0) = tan(?).

ExEercICE 5.1.9 (Lemniscate de Bernoulli). Il faut étudier la courbe d’équation p = 4/cos(20)
sur [0, 7t/4] puis faire une symétrie par rapport a I'axe des abscisses pour obtenir la courbe sur
[-7/4,0]. En faisant une symétrie par rapport a l'origine on obtient ensuite le support de la
courbe d’équation p = —4/cos(260). La réunion des deux e$t la courbe cherchée.

0.5 Re T(O)
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5.2 CONIQUES

5.2.1 DEFINITIONS DES CONIQUES

Exercice 5.2.1 (Foyer et direltrice). 1. L'excentricité de ¢ est §trictement inférieure a 1, c’est
donc une ellipse.

2. L’axe focal est orthogonal a D, donc a pour équation y = a pour un certain réel a. De

plus, F appartient a 'axe focal. Son équation est donc y = —1. Dans le repere focal, les
coordonnées du centre sont

—de?

— 0

1-e¢?

ou d et la diStance de F a I'axe focal, c’est-a-dire d = 4. L'abscisse du centre dans le repére
focal e§t donc —1/2. Pour en déduire ses coordonnées dans le repére R, il suffit d’ajouter
celles de F, ce qui donne
1
C:|=,-1).
(z)

3. Lasecond dire(trice s’obtient par symétrie par rapport a C et a donc pour équation x = —4.
De méme, F’ a pour coordonnées (0,—1).

4. La conique % e$t ’ensemble des points M tels que
MF? = ¢%d(M, D)>.

Dans le repere R, cette égalité s’écrit

(x-1)*+(y+1)*= é(x—1—4)2:é(x—5)2.

D D

EXERCICE 5.2.2 (Equation polaire). 1. Ona

1/2
1+ %cos(@)'

p(0) =

Il s’agit donc d’une ellipse d’excentricité 1/2 et de parametre 1/2.



CHAPITRE 5. CORRECTION DES EXERCICES

2. Ona

— 1 —
p(O)ig = mue
_ 1 7
~ 1+cos(0 +1/2) o
1

o1+ cos(6 + 7(/2)f<u9+n/2)

ou f e$t la rotation vectorielle d’angle —7t/2. Il s’agit donc d’une parabole de parameétre
1.

3. Ona

1
6 — _ —
p(0)itg 2= cos(0) 0
_ 2
- 1—%cos(6) 0
1/2 R
= 1 ue
1+ 5cos(0 +m)
1/2 N

= i
1+ %cos(@ + n)g( o+7)

ou g eét la rotation vecltorielle d’angle —7, c’est-a-dire la symétrie par rapport a l'origine.
Il s’agit donc d’une ellipse d’excentricité 1/2 et de parameétre 1/2.
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EXERCICE 5.2.3 (Equation polynomiale). 1. Posons P(X) = aX3 +bX? +cX +d avec a # 0. On
a alors

P(x)=P(y) = a(x’=y°)+b(x*=p?)+c(x~y)
= a(x-vy) x2+xy+y2+g(x+y)+§

= a(x-y)Q(x, ).

On a donc P(x) = P(y) si et seulement si x =y ou Q(x,y) = 0. Ainsi, 'ensemble des points
tels que P(x) = P(y) et la réunion de la droite d’équation x = et de la courbe du second
degré d’équation Q(x,y) = 0.

2. Calculons le discriminant de I’équation Q(x,y)=0:

1 3
A=1--==>0
4 4

donc si la courbe e§t non-dégénérée c’est une ellipse. De plus, sa trace est égale a T =
1+1 = 2. Le polyndme caradtéristique s’écrit donc

1 3
X?-2X 3:(X——)(X——).
* 2 2

On en déduit que a® = 2 et b? = 2/3. Lexcentricité est alors donnée par

b? 2
e=v1—a—z=£

et le parametre par

5.2.2 ETUDES GEOMETRIQUES DE CONIQUES

ExXERCICE 5.2.4. 1. D’apreés le cours, une paramétrisation cartésienne de ¢ est donnée par
l'arc paramétré y : [0, 2c[— R? défini par

y(t) = (acos(t), bsin(t)).
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2. Calculons les dérivées de y :
7 (t) = —asin(t) =0 —acos(t)
y ( bcos(t) ) ety = ( ~bsin(t))
d’ou
det (7’(1‘):7”(1?)) = absin?(t) + abcos®(t) = ab.

On en déduit I'expression de la courbure au point de parametre ¢ :

det(Y/(0,77(1) ab
“7/(t)|l3 (az sin2(t) + bzcosz(t))3/2.

3. Il est clair que f(t) = (aZ sin?(t) + b? cos? ) varie entre a° et b3. La courbure et maxi-

male quand f e$t minimale, ¢ e& a-dire f(t) = b>. On a alors

Cette valeur e$t atteinte pour sin(t) = 0, donc t € {0, 7t}. La courbure et minimale quand

f e§t maximale, c’est-a-dire f(t) = a®. On a alors

Cette valeur e$t atteinte pour cos(t) = 0, donc t € {rt/2,37t/2}. Il nous faut maintenant

calculer les veéteurs normaux pour ces quatre parameétres. On a

7(0) = (0,b) N(0) =(-1,0)
Y(m =0-b) | N = (1,0
d’ou
e = w0 | N(E) = 0
P (T(E)-0m

dont on déduit les coordonnées des centres de courbure en translatant de c(t)"! N (¢) :

b2
t=0 : a——,O)
a
2
i a
t=— : |0,b——
2 )
2
t=m —a+—,0)
a
37 a?
t=— : |0,=b+—
: 7

Sur la figure ci-dessous o1 a = 2 et b = 2/V/3, les points de plus fortes courbures ont leur
cercle osculateur en rouge et les points de plus faible courbure ont leur cercle osculateur

en vert.
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Pl
o
0ol

ExXERCICE 5.2.5. 1. D’apres le cours, une paramétrisation cartésienne de ¢ est donnée par
l’arc paramétré y : R — R? défini par

2. Le veCteur dérivé au point de parametre t est
v d t
Y(t) = (——,1).
p

On en déduit une équation de la tangente au point y(t) :

%))
x——|-[-=)w-1t) = 0
( 2p p Y
eily = £
p’ 2p’

3. Pour que les tangentes aux points y(t1) et y(t,) soient orthogonales, il faut et il suffit que
7’(1?1) et 7’(t2) soient orthogonaux. Calculons donc leur produit scalaire :

, , It
(V'(1),7 (1)) = oL

Les tangentes seront donc orthogonales si et seulement si
2
tl tz =-p.

4. Soient t,t, € R tels que t;t, = —p?. Les tangentes aux points y(t;) et ¥(t,) sont orthogo-
nales et les coordonnées (x,y) de leur point d’intersection vérifient

t t
p- 2
t t5
p- 2
En multipliant la premiére équation par t, et la seconde par —t; et en additionant on
obtient
tot? —tt3
(ta—tfy)x = Y,
p
tito
= 2(t -t
2 (ty —1t3)
p
= _E(tl — 1)
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Il s’ensuit que x = p/2. Ainsi, la courbe orthoptique de la parabole e§t contenue dans la
droite d’équation x = p/2 dans le repere au sommet, c’e$t-a-dire la diretrice de €. De

plus,
_-t.h
LA TR
Comme la fonction f : R} — R définie par
-1 t
t— N + 5

est surjective, la courbe orthoptique de ¢ e$t la totalité de sa directrice.

1. Il 'y a plusieurs cas a di§tinguer :

e Sia<Aetb< A, alors €y =0.
* Sia<Aetb> A, alors %, est une hyperbole.
e Sia>Aetb> ], alors €, e$t une ellipse.

2. Dans le repere central, le foyer a pour coordonnées

pe )
|
(1—62

Commencons par mettre I’équation sous forme canonique. Sib < Aeta> A, ona

K2 p? .
A2 B2

avec A2 =a— A et B>= A -b. Le foyer a donc pour abscisse

1+5; 2
pe  B*\1Ta B2 s
TaE = A 1+p_—\/A +B2=-Va—b.
A
Sia>Aetb>A,ona
X2 y?
eI
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avec A2 =a— A et B> =b- ). Le foyer a donc pour abscisse

2
pe B V! Az —A 1— —VAZ-B2=Va-b.

1-e2

Les deux foyers étant symétriques par rapport au centre O de %), dans les deux cas ils
ont pour coordonnées (+Va—b,0) dans R.

N H ’
3. D’apreés le cours, le vecteur N )(x¢,vo) de coordonnées

( Xo Yo )
a-Ab-)

est normal a %) au point de coordonnées (xg, 7).

4. Soit (x,9) €€, N%,.On a

d’ou

a-A a-p b-)A b-p
x2(A—p) . p2(A-p)
@\  o-No-p

B _ x2 yZ

= @ ”((a—A)(a—yﬁ(b—A)(b—m

Comme A # p, le terme entre parentheses doit étre nul. Or,

2 2

—> —> _ X y
<N A(%,9), N”(x,y)> " (a-A)a-p) " (b=A)(b-p)

donc les tangentes a €, et €, sont orthogonales au point d’intersection puisque leurs
normales le sont.

5.2.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Cette seltion contient quelques indications pour les exercices complémentaires.

Exercick 5.2.4 (Champ de force centrale). 1. Il suffit de dériver pour obtenir

v d —

V' (t)=p/(t)ilg(s) + p(1)0 (1) V)
7(0=p(mmm+p()()ﬁa +(p'(1)0'(t) + p(1)0” (1)) Ty () — p(£)0(£)* i s)-

2. Par hypothese, ?”(t) e$t colinéaire a 79(t). La composante selon 179(t) doit donc étre nulle,
c’est-a-dire
20°(1)0’(t) + p(1)0"(t) = 0.
En multipliant par p(t) les deux membres de cette équation, on obtient

2p(1)p’ (10 (1) +p(1)26” () = 0

ot l'on reconnait la dérivée de p(t)?0’(t). Cette fon&ion ayant une dérivée nulle, elle est
constante, d’ou le résultat.
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3. Il suffit de calculer ¢’ o0 6(t) de la fagon suivante :

—r 0 0(t)

r200(t)

1 =0(t)r'o0(1)

S 0(t) r2o0(1)
1 —(ro0Y(t)

O(t) (ro6(1)?

1 —p'(t)

g 00(t)=

4. En dérivant la premiere formule de Binet, on obtient

77(£)=C(0/(t)g" 0 () g1y — 6 (t)g 0 O(t)ilg(ry — 6 (1)g” © O(t)iTg(s) +q 0 O(t)Tp ).

Par hypothese, la composante sur vp ;) est nulle, il suffit donc d’étudier la composante sur

il qui aprés faGorisation donne

7V (t)=-CO'(t)(q00(t)+q" 0 O(1)) ilp )
=—C?q00(t)*(qo0(t) +q" 0 O(t)) ifg(s).

5. Remarquons que d(O, y(t))"2 = p(t)~%2 = g 0 O(t)*. La second formule de Binet donne donc

—C?q00(t)*(qoO(t)+q” 0 O(t)) = —uq 0 O(t)>.

Apres simplification, on voit que la fon¢tion g satisfait une équation différentielle linéaire

du second ordre a coefficients constants, a savoir

” _ I
1%9= =
I1 exi$te donc deux conétantes A, ¢ € R telles que pour tout t € R,

¢

q(t) =Acos(t+¢)+ ok

On en déduit que

T W/CZ+ Acos(0(1) + )
~ C%/u
1+ A’cos(0(t) + )

ot A’ = C?A/p. On reconnait I’équation polaire d’une conique, d’ot le résultat.
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5.3 SURFACES

5.3.1 PLAN TANGENT

Exercick 5.3.1. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

cosh(s) 0
8_(p = 0 et 8_g0 =| cosh(t)
ds ot
1 1
ainsi que leur produit vetoriel
—cosh(t)
aa—(P A (Z?_(tp = —cosh(s)
s cosh(s)cosh(t)

Soit My = ¢(sg, tp) un point de S de coordonnées (xg, v, zg). D’apres le cours, une équation de
T, S et donnée par

—cosh(tg)(x —xg) — cosh(sg)(y — vg) + cosh(sg) cosh(ty)(z —zp) = 0.
En isolant les variables d’un coté et les con$tantes de l'autre, cette équation devient

cosh(sg)cosh(ty)z — cosh(ty)x — cosh(sy)y = cosh(sy)cosh(tg)(so + to)
—cosh(tg)sinh(sg) —sinh(tg) cosh(sg).

qui apres division par cosh(sg)cosh(ty) (la fonction cosinus hyperbolique ne s’annule jamais)
prend la forme
AL
cosh(sg) cosh(ty)

= sg + tg —tanh(sy) — tanh(#).

ExXERCICE 5.3.2 (Paramétrage §téréographique). 1. Montrons que le support de @y e$t la sphere
de centre 0 et de rayon 1 privée du pdle nord. Pour cela, posons k = 1 + 5% + t>. On a alors

d(O,p(s,1)) = x(s,t)>+ (s, 1) +2(s, 1)

= k1—2(4sz+4t2+(—1+52+t2)2)

= k1—2(452+4t2+1+s4+t4—252—2t2+252t2)
= k1—2(1+s4+t4+252+2t2+252t2)

= k1—2(1+52+t2)2

=1

donc le support de @y est inclus dans la sphere. De plus, si x(s, t) = 0 = y(s, t) alors z(s, t) =
—1. Ainsi, l'intersetion du support de ¢y avec l'axe OK ne contient que le pole sud, ce
qui montre que le support de ¢y ne contient pas le pole nord. Réciproquement, soit M
un point de la sphére de coordonnées (x,y,z) qui n’est pas le pole nord. Si M est le pole
sud, nous avons vu que M = ¢(0,0) appartient au support de ¢y. Sinon, supposons x = 0.
On doit alors avoir 2s = kx et 2t = ky, d’ou

_ %
==

t

Ceci permet de trouver une équation donnant s. En effet,

2s = kx

2s

szx+szy——2s+x
X
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Le discriminant de cette équation du second degré est

2
A:4—4x(x+%):4(1—x2—y2):422>O.

L’équation admet au moins une solution, donc M appartient au support de ¢y. Si x =0,
alors y # 0 et un calcul similaire permet de conclure.

2. Calculons les dérivées partielles de gy :

2k — 452 2k — 452
a(PN :%[ —4ts ]:i[ —4ts ]

Js k2

2sk—2(k—2)s 4s
—4ts —4ts

agﬂ:kl_z 2k — 412 :kl—2 2k —4t% |.
t 2tk —2(k - 2)t 4t

Le produit vetoriel e§t donc égal a

—161%s — 4s(2k — 4t2)
0 0 1
;PN/\% = | -16ts -4tk —4s?)
s (2k — 452)(2k — 4¢2) — 16¢25>
4 —4125 — 25k + 4st?
= ! —4ts? — 2tk + 4ts?
k% — 2kt? — 2ks? + 4s%t? — 41252

4 -2s
= k_3 —2t
k—2t2—2s2

-2s
sl ]
1-s2—+¢2
4———>
= O@(s,t).

D’une part, le produit vectoriel ne s’annule pas donc la nappe est réguliere et d’autre

——
part, le vecteur normal e$t colinéaire a O¢(s,t) donc le plan tangent e$t le plan tangent
usuel a la sphere.

Exercick 5.3.3. 1. Calculons les dérivées partielles de ¢ :
cos(t) —ssin(t)
9_(P _| sin(t) ot a_(P _| scos(t)
ds a_f(s ) ot Bf (5.1) ’
as ’ ’
ainsi que leur produit vectoriel
NG af
sm(t)ﬁ(s,t)—scos(t)g(s )
Ip  Ip _ %) 9
Ds A ot | —ssin(t) a];(s t)— cos(t)a—]:(s,t)
s

Si ce vecteur e§t nul, on a s = 0 donc
sin(t )aa—f(O t)=0
cos(t)%(o,t) =0
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Comme cos(t) et sin(f) ne s’annulent pas en méme temps, on doit donc avoir %(0, t)=0.

Réciproquement, si t vérifie %(O, t) = 0 alors le point ¢(0,t) est singulier.

2. Soit M un point de coordonnées (x,v,z) et soit My = @(sg,ty) un point régulier. Si M

appartient a l'axe Ok, ona x = y = 0. Si de plus, M appartiant a Ty, S, alors MM, est
orthogonal au veteur normal en ce point, d’ou

Jd d
0= (Sin(to)a—{(sm to) = So COS(to)a—f(SO; fo)) (0 —sqcos(tg))

0 0
+ (—so sin(to)a—];(so, to)—COS(fo)a—]:(So; to)(O —5gsin(ty))
+50(z = f(so, t0))
0
S0z = —558—5(501 to) +sof (so. to)

Si sg # 0, 'interseétion du plan tangent avec I'axe OK e§t donc le point de coordonnées
(0,0,z) avec

J
z= —Soa—];(so; to) + f (S0, to)-

Si sy =0, le vecteur normal est orthogonal a OKk. Comme de plus @(sg, tp) appartient a Ok,
ce dernier et inclus dans le plan tangent et I'intersection e§t donc 'axe OK lui-méme.

EXERCICE 5.3.4. 1. Considérons la nappe paramétrée ¢ : R* x R — R? définie par

£3
(s t)= (s, 5 t).

Le support de ¢ et contenu dans Sy. Réciproquement, soit M un point de coordonnées

(x,9,2) de S. Comme x # 0, M = ¢(x,z) et le support de ¢ est exactement Sy privé de Oﬁ

2. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

1 0
8_(p =| -#3/s? |et 8_(p =| 3t?%/s
Js 0 ot 1

ainsi que leur produit vectoriel

3/.2
EIA T B
3t2/s

Une équation du plan tangent en un point M = ¢(sg,ty) de coordonnées (xg,vo,z) est

donc
t s
0=-—=(x=x0) = (¥ —0) +3—(2—2)
o S0
Yo Z(2>
0=—=(x—x0)— (¥ —y0) +3—(2—20)
X0 X0

ce qui apres simplification donne

2 3
Yo 20 20
—x+y-3—z=99+yy)—3—
Xq y Xo Yot+Yo %o
YoX + XV — 32(2,27 =2x0Y0 — 328

2,3
YoX + X9V — 325z = —2;
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Les coordonnées des points d’intersection de ce plan avec les plan d’équation x = 2 et
y = 3z -3 vérifient donc

2y0 +x0(3z-3) - 32(2)2 = —zg
3z(xg — z(z)) = —z0 20 + 3x¢

Pour que cette équation soit satisfaite pour tout z, il faut et il suffit que

X — z(z) =0
—ZO Zy() + 3X0 = 0

De la premiere équation on déduit xy = zg et donc yy = zy. La second équation devient
alors

—23 —22p+325 =0
ZO(ZO 3Z() + 2) 0
2o(z0—1)(29-2) =0
Ainsi les plans tangents contenant la droite considérée sont les plans tangents aux points
de coordonnées (1,1,1) et (4,2,2).
5.3.2 COURBURE

ExEercick 5.3.5 (Cone de révolution). Calculons les dérivées partielles de ¢ :

cos(t) —ssin(t)
?9—({) =| sin(t) |et aa—(P =] scos(t)
s cot(a) t 0

ainsi que leur produit vectoriel

—scos(t)cot(a) —scot(a)cos(t)
8;0 A 38@ —ssin(t) cot(a) =| —scot(a)sin(t)
s g s(cos?(t) +sin’(t)) s

H
La norme de ce veteur et égale a +/s(1 +cot?(a)) et on en déduit le veéteur normal N en
divisant. Calculons maintenant les dérivées partielles secondes de ¢ :

0 —scos(t) —sin(t)
¢ g . %¢
Pl 8 T —ss:)n(t) et FrTia coz(t)

On en déduit les formes fondamentales :
@, (h, k) = (1 + cot?(a))h® + s°k>

et
D, (h,k) = ! s? cot(a)k?.
s2(1 + cot?(a))

Le minimum de ®@,/®; est 0, atteint en k = 0. Quant a son maximum, il est atteint en & = 0 et
vaut (en remarquant que pour « €]0,7t/2[, sin(a) > 0)

1 s% cot(ar) _ 1 cos(a) . cos(a)

= —— sin(a) =
2(1+cot?(a)) 2 |s| sin(a) |s]

Les courbures principales sont donc 0 et cos(a)/|s|.
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Exercice 5.3.6 (Tore). 1. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

—rsin(s)cos(t) —(R + rcos(s))sin(t)
8_<p =| —rsin(s)sin(t) | et 8_(p =| (R+rcos(s))cos(t)
ds ot

rcos(s) 0

On remarque que les deux dérivées partielles sont orthogonales. Il n’y aura donc pas de
terme en hk dans @;. De plus,

—r(R + rcos(s)) cos(s)cos(t)
89(;) A 8;0 = —r(R + rcos(s))cos(s)sin(t)
° ! —7(R + rcos(s))(sin(s) cos?(t) + sin(s) sin?(t))
—cos(s)cos(t)
= r(R+rcos(s))| —cos(s)sin(t)
—sin(s)

Le velteur de la derniére égalité étant de norme 1 et positivement colinéaire au pro-

= . oy, .
duit veltoriel, c’est le vecteur normal N . Calculons maintenant les dérivées partielles
secondes de ¢ :

—rcos(s)cos(t)
82—(5 =| —rcos(s)sin(t)
Js —rsin(s)
—(R+rcos(s))cos(t)
82—(5 =| —(R+rcos(s))sin(t)
ot 0
72 ) rsi.n(s)sin(t)
Ererie —rsm(g)cos(t)

H
Notons que %ie& orthogonal a N et qu’il n’y a par conséquent pas de terme en hk dans
@,. On en déduit les formes fondamentales :

Dy(k) =  r2h2+(R+rcos(s)2k>
Dy(h,k) = rh?+cos(s)(R+rcos(s))k?

Les veéteurs 7, = (r~1,0) et ¥, = (0, (R + rcos(s))”!) forment une base orthonormée pour
®,. Les courbures principales sont donc les valeurs de @, sur ces deux vecteurs, a savoir

1 cos(s)
AM=—etdy=—-"7—.
1=yt =Ry rcos(s)
On en déduit la courbure moyenne et la courbure de Gauss :
o R+ 2rcos(s) B cos(s)
"7 (R +7cos(s)) ~ r(R+rcos(s))
2. Nous avons vu plus haut que
d d
8(sp qDH_rR+rcos( )

La courbure totale est donc donnée par

21t 27
c = J J RCOS r(R+rcos(s))dsdt

+ rcos(s))

2t 27
J J cos(s)dsdt
o Jo
2

TC
= 27 J- cos(s)ds
0
0.
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Exercick 5.3.7 (Hyperboloide a une nappe). 1. Pour tout z € R, il exiSte s € R tel que
z = sinh(s).

Alors,
x? +9? =1 +sinh?(s) = cosh(s),
donc il existe ¢ € R tel que x = cosh(s)cos(t) et y = cosh(s)sin(t). Ainsi, la nappe paramé-
trée ¢ : R> — R3 définie par
@(s,t) = (cosh(s)cos(t),cosh(s)sin(t),sinh(s))

est un paramétrage de S.

2. Calculons les dérivées partielles de ¢ :

P [ sinh(s) cos(t) ]

et — =

ot

s sinh(s)sin(¢) cosh(s)cos(t)

—cosh(s)sin(t)
c
cosh(s) [ ]

s
0
Remarquons que les deux dérivée partielles sont orthogonales et qu’il n’y aura par consé-
quent pas de terme en hk dans @;. De plus,

D5 A rril —cosh(?s)sin(t)
sinh(s)cosh(s) cos?(t) + cosh(s) sinh(s) sin?(¢)

—cosh?(s) cos(t) ]

do ¢ —cosh?(s)cos(t) ]

(
= —cosh?(s)sin(t)
cosh(s)sinh(s)
Posons a(s) = cosh(s)4/1 + tanh?(s). Alors,

—cos(t)/a(s)
aa_(P A 98_(10 = cosh?(s)a(s)| —sin(t)/a(s)
s t tanh(s)/a(s)

Le velteur du membre de droite étant de norme 1 et positivement colinéaire au pro-

_
duit vectoriel, c’est le vecteur normal N . Calculons maintenant les dérivées partielles
secondes de ¢ :

22 [ cosh(s)cos(t) ] ) [ —cosh(s)cos(t) ] 22 [ —sinh(s)sin(t) ]
, ( et =

)
—_— cosh(s)sin(t) s)sin(t) =| sinh(s)cos(t)
Js? sinh(s) dsot 0

o



5.3. SURFACES

—
Notons que % est orthogonal a N et qu’il n’y aura par conséquent pas de terme en hk
dans @,. Nous pouvons maintenant calculer les formes fondamentales :

Dy (h, k)

h? (sinhz(s)cosz(t) +sinh?(s)sin®(¢) + coshz(s))
k? (COShZ(S) sin?(t) + cosh?(s) cosz(t))
h? (COShZ(S) + sinhz(s)) + k2 cosh?(s)

= h%cosh?(s)a(s)? + k? cosh?(s)

+

et

, —cosh(s) cos?(t) — cosh(s)sin?(t) + sinh(s) tanh(s)

D, (h, k) ()

h

K2 cosh(s)cos?(t) + cosh(s)sin?(t)
a(s)
2 sinh?(s) — cosh?(s) ,cosh(s)
cosh(s)a(s) a(s)
2 1 5 cosh(s)
cosh(s)a(s) Tk a(s)

Les veéteurs ¥ = ((cosh(s)a(s))™!,0) et ¥, = (0,cosh(s)~!) forment une base orthonormée
pour ®;. Les courbures principales sont donc les valeurs de @, sur ces deux velteurs, a
savoir

PUSUS S YR S
! cosh>(s)a(s)3 27 cosh(s)a(s)’

On en déduit la courbure de Gauss :

1 1 1
K(S,t):— = — [

(cosh(s)a(s))* (cosh4(s) + coshz(s)sinhz(s))2 d(0, (s, )"

Exercice 5.3.8 (Paraboloide elliptique).
Soit f : R? — R la fonéion définie par

x2 3)2

:E-’-Z.

f(x)

La surface S e$t le graphe de f, nous pouvons donc utiliser les résultats du cours pour calculer
sa courbure de Gauss. Pour cela, il faut d’abord calculer les dérivées partielles de f. Les dérivées
partielles premieres sont

9 _x 2 Y

=—e =<
dx p Iy 4
et les dérivées partielles secondes sont

2 " p ay? g axay

If 1 Pf 1 tazf ~
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La courbure de Gauss e$t donc égale a

K- Jx? dy? \odxdy| pq 1

2 2,2 2 2\2°
JANNIAY (1+x_2+y_) (1+x_+y_)
[”(5) +(§) ) PR

aZfaZf_(aZf )2 1

5.3.3 EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Cette seltion contient quelques indications pour les exercices complémentaires.

Exercick 5.3.9. Il faut simplement faire soigneusement les calculs.

ExERrcICE 5.3.10 (Surfaces de révolution). Les surfaces étudiées dans cet exercice sont appellées
de révolution car elles sont obtenues en faisant tourner le support de 'arc paramétré y : t —

(x(t),0,y(t)) autour de I'axe OKk.

1. Le calcul des dérivées partielles de ¢ donne

—sin(s)x(t) cos(s)x’(t)
aa—(sp =| cos(s)x(t) |et aa—(f =| sin(s)x’(t)
0 v'(t)
ce qui donne
o 5 cos(s)y/(1
a—f A a—‘f x(1)| sin(s)y'(1)
—x'(t)

Le velteur de I'égalité ci-dessus est de norme 1, donc le produit vectoriel s’annule si et
seulement si x(t) s’annule. Ainsi les points réguliers sont les points tels que x(t) # 0.

2. Comme x(t) > 0 par hypothese, le vecteur précédent est le vecteur normal en tout point
régulier. I1 suffit alors d’appliquer la formule du cours.

3. En appliquant la formule du cours avec les déterminants des formes fondamentales, on
trouve

qu’il faut maintenant simplifier. En dérivant I'équation y’(¢)? + x’(t)> = 1, on obtient
V' (t)y” () +x'(£)x”(t) = 0.
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D’autre part, la méme équation de départ peut se réécrire y’(¢)> = 1 —x’(t)%. En combinant
ces deux résultats, on a

4. Grace a la question précédente, si la courbure de Gauss est constante on peut trouver
une équation différentielle simple vérifiée par x(t). Il faut cependant distinguer suivant
le signe de la courbure.

* Si K =0 alors x”(t) = 0 donc x(t) = At?> + Bt + C, avec A,B,C € R.

* Si K > 0alors x”(t)+ Kx(t) = 0 donc x(t) = Acos(VKt) + Bsin(VKt) avec A, B € R.

* Si K <0alors x”(t)+Kx(t) = 0 donc x(t) = Acosh(V-Kt)+ Bsinh(V-Kt) avec A,B € R.
Dans chaque cas, on a ensuite une expression explicite de y’(t) = £4/x/(£)> — 1 qui déter-

mine y a une con$tante pres. Notons qu’il n’e$t pas en général possible d’exprimer y en
fonction de t a I'aide de fonctions usuelles.

ExErciIcE 5.3.11 (Surfaces réglées). Les surfaces étudiées dans cet exercice sont dites réglées car
elles sont obtenues en prenant la réunion de toutes les droites D, dirigées par if(t) et passant
par le point de coordonnées (x,(t), y,(t), z2(t)).

1. Le calcul des dérivées partielles donne

dp _ . 0o o
E—M(t) tw—v(t)‘l'su (t),
d’ou 3 3
% % _ —
25 N3 = () AV(t) + su(t) A (t)

2. Les veCteurs if(t) A 7(t) et i’(t) sont par hypothéses tous deux orthogonaux a la fois a i/’ et
V. Dong, il exi$te p(t) € R tel que if(t) A V(t) = p(t)if’(t) et un calcul élémentaire donne

(i(t) AV(t), i0(t)) _ det (if(t), Ut), i’ (t))
p(t) = - = =
i) (KOl
De plus,
dp dp _ ., Lo
55 A T p(t)u (t) + su(t) A (t).
Comme i/(t) et if’(t) sont orthogonaux, ||it A it”(t)|| = ||idll||i’ (¢)|| = ||i’(¢)|| donc la norme du

produit vetoriel des dérivées partielles premiéres est égale a

P2 +s2||@ ().

3. Un calcul immédiat donne

On a alors
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et
det(d,) = U] a0l 0 _p’ ' (1)||”
(\/Imﬂﬁ’(t)”)2 p(t)* +s2
d’ou "
K 4 - -
(S t) (p(t)2+52)2

4. La courbure de Gauss e$t nulle si et seulement si p(t) = 0, ce qui équivaut au fait que 7’
e§t colinéaire a ir”.



APPENDICE : FORMULAIRE DE TRIGONOMETRIE

FONCTIONS CIRCULAIRES

Les fonctions trigonométriques dites circulaires sont les fonctions cosinus et sinus usuelles
ainsi que la fon&tion tangente qui e$t, rappelons le, définie par tan(t) = sin(t)/cos(t) pour tout
t € R tel que cos(t) = 0.

SYMMETRIES

Rappelons tout d’abord les représentations graphiques des fonctions cos (en vert), sin (en
rouge) et tan (en bleu).

Les fonttions cos et sin vérifient de nombreuses relations. Les principales sont résumées
ci-dessous :

* cos(—x) = cos(x) et sin(—x) = —sin(x)

* cos(7 + x) = —cos(x) et sin(m + x) = —sin(x)

) =sin(x) et sin(% —x) = cos(x)

Nl:} Nl:}

+x) = —sin(x) et sin(g +x) = cos(x)

e cos(mt—x) = —cos(x) et sin(7t — x) = sin(x)

Ces formules peuvent étre visualisées (et mémorisées) graphiquement, par exemple grace a
la figure suivante :
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Rappelons également la formule célebre et utile suivante : pour tout t € R,

cos?(t) +sin®(t) = 1.

VALEURS REMARQUABLES

Il est en général impossible de calculer exa¢tement le valeur d’un cosinus ou d’un sinus.
I1 exite cependant quelques valeurs particulieres qu’il est utile de connaitre. Elles sont ici
résumées dans un tableau.

t o| /6| /4| /3 |1t/2|

cos(t)| 1 [V3/2[V2/2[ 1/2 | 0 |-1

sin(t)| o | 1/2 |V2/2[v3/2| 1 |0

tan(t)| o 1/V3] 1 V3 |+00| 0

FORMULES D’ADDITION

I1 e$t possible de calculer le cosinus ou le sinus d’'une somme de deux angles en fonction
des valeurs des fonctions en chacun de ces angles. Plus précisément, on a

* Cosinus:
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)
cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
e Sinus:
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a)sin(b)
* Tangente :
_ tan(a) +tan(b)
tan(a +b) = 1 —tan(a)tan(b)
tan(a—b) = tan(a) —tan(b)

1 +tan(a)tan(b)
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On en déduit en particulier les relations suivante :

cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

_ 2tan(a)
tan(2a) = 1 —tan(a)?

FONCTIONS HYPERBOLIQUES

D£FINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Les fonctions trigonométriques hyperboliques peuvent étre vues comme les valeurs des
fon&tions trigonométriques circulaires aux nombres imaginaires purs. Plus explicitement, en
voici la définition.

DerINITION .0.1. La fon&tion cosinus hyperbolique e$t la fonction cosh : R — R définie par

eX+e

cosh(x) = >

La fonction sinus hyperbolique est la fonction sinh : R — R définie par

X _ X
sinh(x) = %.

La fonction tangente hyperbolique est la fonction tanh : R — R définie par
sinh(x) e*—e™*
tanh(x) = = .
anh(x) cosh(x) eX+e™™*

Les propriétés suivantes se démontrent facilement a partir des définitions précédentes :
 La fonction cosinus hyperbolique e$t paire et pour tout t € R,
cosh’(t) = sinh(#).

En voici une représentation graphique :

* La fonétion cosinus hyperbolique e$t impaire et pour tout t € R,
sinh’(t) = cosh(¢t).
En voici une représentation graphique :
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* La fonction tangente hyperbolique est impaire et pour tout t € R,

tanh’(t) = 1 —tanh?(¢)

_ 1
coshz(t)'
En voici une représentation graphique :
4 1
2 4
0
-4 -2 0 2 4
-2 1
4 -

FORMULES D’ADDITION

Les formules d’addition pour les fontions trigonométriques hyperboliques peuvent se dé-
duire de celles pour les fonctions trigonométriques circulaires grace a la méthode mnémotech-
nique suivante : il suffit de remplacer formellement cos par cosh et sin par i.sinh. Par exemple,
on a pour tout f € R

cosh?(t) —sinhz(t) =1.

Appliquée syStématiquement, cette méthode donne les égalités suivantes :
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* Cosinus hyperbolique :
cosh(a + b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a)sinh(b)
cosh(a—b) = cosh(a) cosh(b) — sinh(a)sinh(b)
* Sinus hyperbolique :
sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a)sinh(b)
sinh(a — b) = sinh(a) cosh(b) — cosh(a) sinh(b)

* Tangente hyperbolique :

_ tanh(a) + tanh(b)
tanh(a +b) = 1 + tanh(a)tanh(b)
tanh(a—b) = B

1 —tanh(a)tanh(b)
On en déduit en particulier les relations suivante :
cosh(2a) = cosh?(a) + sinh?(a)
sinh(2a) = 2sinh(a)cosh(a)

2tanh(a)

tanh(2a) = 1 +tanh(a)?2
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