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Le programme : dérivation

Contenus
Point de vue local

» Taux de variation, sécante a la courbe représentative d'une fonction
en un point donné;

» Nombre dérivé d’une fonction en un point, notation f'(a);

» Tangente a la courbe représentative d’une fonction en un point, pente,
équation.

Point de vue global
» Fonction dérivable sur un intervalle, fonction dérivée;
» Fonctions dérivées des fonctions carré, cube, racine carrée et inverse;
» Opérations sur les fonctions dérivables;
» Dérivée de la fonction x — x™ pour n € N;

» Fonction valeur absolue : courbe représentative, étude de la dérivabi-
lité en 0.
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Le programme : dérivation

Capacités attendues
» Calculer un taux de variation et la pente d’une sécante;
» Interpréter le nombre dérivée;

» Déterminer graphiquement un nombre dérivé par la pente de la tan-
gente, construire la tangente;

» Déterminer 'équation de la tangente en un point;

» Dans des cas simples, calculer le nombre dérivée a partir de la défini-
tion ou calculer la dérivée en utilisant les opérations sur les fonctions
dérivables.
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Le programme : variations et courbes représentatives

des fonctions.

Contenus

» Lien entre le sens de variation d’'une fonction dérivable et le signe de
sa fonction dérivée et caractérisation des fonctions constantes;

» Nombre dérivé en un extremum, tangente a la courbe représentative.
Capacités attendues

» Ltudier les variations d’une fonction, déterminer les extrema;

» Résoudre un probléme d’optimisation;

» Exploiter les variations d'une fonction pour établir une inégalité, étu-
dier la position relative de deux courbes;

» Etudier, en lien avec la dérivation, une fonction polynéme du second
degré : variations, extrema, allure de la courbe.
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Le programme : fonction exponentielle

Contenus
» Définition de la fonction exponentielle via 'équation différentielle f/ =
s
» Propriétés de I'exponentielle : exp(x)exp(y) = exp(x + y), nombre e et
notation e*;

» Pour tout réel a, la suite e*” est géométrique;

» Signe, sens de variation et courbe représentative de la fonction expo-
nentielle.

Capacités attendues

» Transformer une expression en utilisant les propriétés algébriques de
la fonction exponentielle ;

» Pour une valeur numérique strictement positive de &, représenter gra-
phiquement les fonctions ¢ — et et ¢t — e

» Modéliser une situation par une croissance ou une décroissance expo-
nentielle.
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Dérivation

Soit I un intervalle et soit f : I — R une fonction. Si a et b sont deux

points de I, alors la droite passant par les points de coordonnées (a, f(a))
et (b, f (b)) est appelé une sécante a la courbe représentative de f.

v

Soit I un intervalle ouvert, soit f : I — R une fonction et soit a un point de

I. La pente de la sécante a la courbe représentative de f correspondant a
a et a + h est appelée taux d’accroissement et est égale a

_ fla+h)-f(@
ferb-fle),

T

A. Freslon Les fonctions



Dérivation

Par exemple, on prend
3
x
X — +x
! 3

aveca=1et hde0OalparpasdeO,1:

R] 1 0908 07]06]05]04]0,3]0,2]0,1
T 1,33 1,27 | 1,21 1,16 | 1,12 | 1,08 | 1,05 | 1,03 | 1,01 | 1
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Dérivation

Soit I un intervalle ouvert. On dit qu'une fonction f : I — R est dérivable
en un point a de I s’il existe un nombre f'(a) dont le taux d’accroissement
s’approche de plus en plus quand 4 devient de plus en plus petit. Le nombre
f!(a) est appelé nombre dérivée de f en a.

La droite de pente f'(a) passant par le point de coordonnées (a, f(a)) est
appelée tangente a la courbe représentative de f en a.

Soit I un intervalle ouvert et soit f : I — R une fonction. Elle est dite dé-
rivable si elle est dérivable en tout point de son ensemble de définition.
Sinon, on appelle ensemble de dérivabilité de f I'ensemble des points de

son intervalle de définition auxquels elle est dérivable. La fonction

flix— f(x)

est appelée fonction dérivée de f.

v
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Dérivation

Propriété

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable en un point a
de 1. Alors, la tangente a la courbe représentative de [ en a a pour équation

y=f(@)+f'(a)x—a).
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Dérivation

1. La fonction carré est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par

x— 2x
2. La fonction cube est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par
x— 3x2

3. La fonction racine carrée est dérivable sur 10,+ool et sa dérivée est don-

née par
1

X —

2\/x
4. La fonction inverse est dérivable sur |1 —o0,0[ et sur 10,+ocl et sa dérivée

est donnée par
1

X———

x2
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Dérivation

1. La fonction carré est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par

x— 2x
2. La fonction cube est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par
x— 3x2

3. La fonction racine carrée est dérivable sur 10,+ool et sa dérivée est don-

née par
1

X— —
2\/x
4. La fonction inverse est dérivable sur |1 —o0,0[ et sur 10,+ocl et sa dérivée
est donnée par

Question : comment faire la preuve pour la fonction racine carrée ?
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Dérivation

|
N

Propriété
Soient f et g des fonctions dérivables sur un méme intervalle ouvert, alors
1. f +gestdérivableet (f +g) =f'+g.
2. fxgestdérivableet (f xg) =f'xg+fxg'
f

3. Si g ne s‘annule pas, alors g est dérivable et
(f)’_ f'xg—g xf
g g

4. Si a et b sont des nombres réels fixés, alors la fonction k : x — f(ax + b)
est dérivable et

E'(x)=af'(ax+b).
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Dérivation

Exercice

On considere la fonction f : R— R définie par f(x) = |x|.

1. Rappeler la définition de la valeur absolue d’un nombre réel.
2. Soit x > 0, et & un réel tel que |h| < g

2.1 Calculer
flx+h)—f(x)

h
2.2 En déduire la valeur de f/(x).

3. Calculer de méme f’(x) pour x < 0.
4. Soit € > 0, trouver deux réels h1,h9 tels que

® |hi|l<ecet|hsl<e,

o fx+hi)—f(x) fx+hg)—f(x)

= 1 et =
hi1 ha

5. En déduire que f n’est pas dérivable en 0.

-1.
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Propriété

Soit f :la,b[— R une fonction dérivable. Si f a un extremum en un point c
de la,bl, alors

fl(e)=0.
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Propriété

Soit f :la,b[— R une fonction dérivable. Si f a un extremum en un point c
de la,bl, alors

fl(e)=0.

Question : Comment démontrer ce résultat ?
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Propriété

Soit f :la,b[— R une fonction dérivable. Si f a un extremum en un point c
de la,bl, alors

fl(e)=0.

Question : Comment démontrer ce résultat ?

Déterminer les extrema des fonctions carré et cube sur R.
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle la,bl. Alors,
P f est croissante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x de la,b[;

P f est décroissante si et seulement si f'(x) <0 pour tout x de la,bl.

A. Freslon Les fonctions



Variations et courbes représentatives des fonctions

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle la,bl. Alors,
P f est croissante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x de la,b[;

P f est décroissante si et seulement si f'(x) <0 pour tout x de la,bl.

Démonstration.

| N

Si f est dérivable sur la, b[ et continue sur [a, b], alors il existe ¢ €]a, b[ tel
que
f(b)—f(a)

b—a -

fl ).
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle la,bl. Alors,
P f est croissante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x de la,b[;

P f est décroissante si et seulement si f'(x) <0 pour tout x de la,bl.

| \

Démonstration.

Si f est dérivable sur la, b[ et continue sur [a, b], alors il existe ¢ €]a, b[ tel

que
b)—f(a)
fOF@ _
b-a
C’est le THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS! O

Propriété

Une fonction est constante si et seulement si elle est dérivable de dérivée
nulle.
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Exercice

Un industriel souhaite fabriquer des boites de 1L, c’est-a-dire 1dm?® en
forme de parallélépipede rectangle dont la base est un carré de coté x et
dont la hauteur est h. Son but est d’économiser les matériaux de fabri-
cation en produisant une boite dont la surface est la plus petite possible.
Toutes les longueurs sont comprises en dm.

1. Justifier que
1
h=—.
e
2. En déduire que l'aire totale de la boite est

Flx) =222+ 4
X

3. Etudier la fonction f et tracer son tableau de variations.

4. En déduire la plus petite aire possible de la boite.
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Variations et courbes représentatives des fonctions
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Variations et courbes représentatives des fonctions

Exercice

On considére trois réels a, b et ¢ avec a non nul, ainsi que la fonction
f :R — R définie par
fx)=ax?+bx+c.
1. En fonction du signe de a, dresser le tableau de variation de f.
2. En déduire la valeur de I'extremum de f.

3. Alaide des questions précédentes, montrer que si
A=b%—4ac<0,

alors f ne s’annule jamais.

4. Montrer de méme que si A =0, alors f ne s’annule qu'une seule fois et
dire pour quelle valeur de x.

5. Que se passe-t-il si A>07?
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Fonction exponentielle

On cherche f telle que f'=f.

fla+h)-f(a)

fla+h)=Ff@+hf'(@)+h 5

-fl(a)
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Fonction exponentielle

On cherche f telle que f'=f.

fla+h)-f(a)

fla+h)=Ff@+hf'(@)+h 5

-fl(a)

f@a+h) = f@)+hf'@=1+h)fQ).
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Fonction exponentielle

On cherche f telle que f'=f.

fla+h)-f(a)

2 -fl(a)

f(a+h)=f(a)+hf’(a)+h(
fla+h)=f(@)+hf' (@)= +h)f(a).
Pour A =x/neta=0,
Un(x)= (1 + %)n o exp(x).

C’est la méthode d’Euler.
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Fonction exponentielle

Pourx=1etn=10:

x 1 5 10 20 | 100
up(x) | 212,49 | 2,59 | 2,65 | 2,7

A. Freslon Les fonctions



Fonction exponentielle

Théoréeme

11 existe une unique fonction f :R — R telle que f(0) = 1 et pour tout réel x,
f'x) = fx).

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp.

A. Freslon Les fonctions



Fonction exponentielle

Théoréeme

11 existe une unique fonction f :R — R telle que f(0) = 1 et pour tout réel x,

f'(x) = f(x).

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp.

Question : Comment prouver I'unicité ?
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Fonction exponentielle

Théoréeme

11 existe une unique fonction f :R — R telle que f(0) = 1 et pour tout réel x,
f'x) = fx).

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp.

Question : Comment prouver I'unicité ?

Propriété

Soient x et y deux nombres réels, alors
1. exp(x)>0;

2. exp(x + y) = exp(x)exp(y);

3. exp(x)exp(—x)=1;
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Fonction exponentielle

Exercice

La vasopressine est une hormone favorisant la réabsorption de I'’eau par
lorganisme. Le taux de vasopressine dans le sang est considéré comme
normal §’il est inférieur a 2,5 ug/mL. Cette hormone est sécrétée dés que
le volume sanguin diminue. En particulier, il y a production de vasopres-
sine suite a une hémorragie. On utilisera dans la suite la modélisation
suivante : ,

f()=3te 1 +2,
ou f(t) désigne le taux de vasopressine dans le sang (en ug/mL) au bout
d’un temps # (en minutes) apres le début d'une hémorragie.
1.1 Quel estle tauxa¢t=07?

1.2 Justifier que douze secondes aprés une hémorragie, le taux de vaso-
pressine dans le sang n’est pas normal.

1.3 Montrer que pour tout réel ¢ >0, on a

f(t):12xi+2.

t
ed

wio|
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Fonction exponentielle

Exercice

2. Justifier que la fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ et montrer que
3 t
"t)=—(4—t)e 1.
f'@® 4( Je

3.1 Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de varia-
tions (en incluant la limite en +oo.

3.2 A quel instant le taux de vasopressine dans le sang est-il maximal?
Donner alors une approximation de ce taux a 1072 pres.

v

A. Freslon Les fonctions



Fonction exponentielle
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Le programme : limites de fonctions

Contenus

» Limite finie ou infinie d’une fonction en +oo ou en un point, asymptote
parallele a un axe de coordonnées;

» Limites des fonctions de référence;

» Limites et comparaison;

» Opérations sur les limites.
Capacités attendues

» Déterminer dans des cas simples la limite d’une fonction en utilisant
les limites usuelles, les croissances comparées, les opérations sur les
limites, des majorations, minorations, encadrements ou la factorisa-
tion du terme prépondérant ;

» Faire un lien entre asymptote paralléle 4 un axe et limite.
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Le programme : compléments sur la dérivation

Contenus
» Composée de deux fonctions, dérivée;
» Dérivée seconde d’une fonction;

» Fonction convexe sur un intervalle : position relative de la courbe et
des sécantes, équivalence avec la position par rapport aux tangentes,
la croissance de f' et la positivité de " ;

» Point d’inflexion.
Capacités attendues

» Calculer la dérivée d’'une fonction donnée;

» Calculer la dérivée, étudier les limites et dresser le tableau de varia-
tions d’une fonction construite simplement a partir des fonctions de
référence ;

» Démontrer des inégalités en utilisant la convexité d’une fonction;

» Esquisser I'allure de la courbe représentative de f a partir des ta-
bleaux de variations de f, ' ou f";

» Lire sur une représentation graphique de £, f’ ou f” les intervalles ou
f est convexe, concave ou ses points d’inflexion.
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Le programme : continuité des fonctions d’'une variable

réelle

Contenus

» Fonction continue en un point, sur un intervalle, toute fonction déri-
vable est continue;

» Image d’une suite convergente par une fonction continue;

» Théoréme des valeurs intermédiaires, cas des fonctions continues stric-
tement monotones.

Capacités attendues

» Etudier les solutions d’une équation f(x) = k, existence, unicité, enca-
drement;

» Pour une fonction f continue d'un intervalle dans lui-méme, étudier
une suite de la forme u, 1 = f(un).
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Le programme : fonctions de référence

Contenus

» Fonction logarithme construite comme réciproque de la fonction expo-
nentielle;

Propriétés algébriques du logarithme;
Limites en 0 et en +oo, variations et courbe représentative;

Croissance comparée avec x — x".

vyvyyvyy

Fonctions trigonométriques sinus et cosinus : dérivées, variations, courbes
représentatives.

Compétences attendues

» Utiliser ’équation fonctionnelle du logarithme pour transformer une
écriture, résoudre une équation ou une inéquation;

» Dans le cadre d’'une résolution de probléme, utiliser les propriétés des
fonctions logarithme et exponentielle.

» Résoudre une équation de la forme cos(x) = a ou une inéquation de la
forme cos(x) <a sur [-m,7];

» Dans le cadre de la résolution d'un probléme, étudier une fonction
simple définie a partir de fonctions trigonométriques.
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Le programme : primitives et équations différentielles

Contenus
» Equation différentielle y = £, notion de primitive d’une fonction conti-
nue sur un intervalle, différence de deux primitives d'une méme fonc-
tion;
» Primitives des fonctions de référence;
» Equation différentielle y' = ay, équation différentielle y' =ay + b.
Compétences associées

» Calculer une primitive en utilisant des fonctions de référence et des
fonctions de la forme v x u'ov;

» Pour une équation différentielle y' = ay + b (avec a # 0), déterminer
une solution particuliere constante et en déduire toutes les solutions.
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Le programme : calcul intégral

Contenus

» Définition de I'intégrale d’'une fonction continue positive sur un seg-

b
ment comme aire sous la courbe et notation f f(x)dx;
a

» Lien avec les primitives de F ;

» Toute fonction continue sur un segment admet des primitives;

» Définition de l'intégrale d’une fonction continue quelconque par les
primitives;

Linéarité, positivité, relation de Chasles;

Valeur moyenne d’une fonction;

vvyy

Intégration par parties.
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Le programme : calcul intégral

Capacités attendues
» Estimer graphiquement ou encadrer une intégrale, une valeur moyenne;

» Calculer une intégrale & l'aide d’'une primitive ou d’une intégration
par parties;

» Majorer ou minorer une intégrale a partir d'une majoration ou d'une
minoration de fonction;

Calculer l'aire délimitée par deux courbes;

Etudier une suite d’intégrales;

vvyy

Interpréter une intégrale dans des contextes issus d’autres disciplines.
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Limites des fonctions

Définition (Limite infinie a 'infini)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, +oo[. On dit que
f(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo si f peut prendre des valeurs
arbitrairement grandes quand x est grand. Plus précisément, si pour tout
M >0, il existe b = a tel que f(x) = M pour tout x = b. On note alors

lim f(x) = +oo.
x—+00

A. Freslon Les fonctions



Limites des fonctions

Exercice

Démontrer les assertions suivantes :

1. lim x®=+occet lim &%= +00;
X—+00 X——00

2. lim x®=+ooet lim x°= —00;
X—+00 X——00

3. lim vx=+o0;

Xx—+00

4. lim e* =+oo.
xX—+00

Question : comment résoudre la question 4.?
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Limites des fonctions

Définition (Limite finie a I'infini)

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,+oo[. On dit que f tend vers
un réel ¢ quand x tend vers +oo si f(x) se rapproche arbitrairement pres
de ¢ quand x devient grand. Plus précisément, si pour tout € > 0, il existe
b=a tel que f(x)€ll —€,f + el quand x = b. On note alors

x1—1>£noof(x) =t

A. Freslon Les fonctions



Limites des fonctions

Définition (Limite finie a I'infini)

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,+oo[. On dit que f tend vers
un réel ¢ quand x tend vers +oo si f(x) se rapproche arbitrairement pres
de ¢ quand x devient grand. Plus précisément, si pour tout € > 0, il existe
b=a tel que f(x)€ll —€,f + el quand x = b. On note alors

x1—1>£noof(x) =t

Montrer que

.1 .1
1. lim —=0et lim —=0;

X——00 x xX—+00 x

2. lim ¢*=0.
X——00
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Limites des fonctions

On dit que la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale
d’équation y = ¢ si f tend vers ¢ quand x tend vers +oo ou quand x tend
vers —oo.

A. Freslon Les fonctions



Limites des fonctions

On dit que la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale
d’équation y = ¢ si f tend vers ¢ quand x tend vers +oo ou quand x tend
vers —oo.

Ny 0 15 20 25 30 35

A. Freslon Les fonctions



Limites des fonctions

Définition (Limite infinie en un point)

Soit f une fonction définie sur un intervalle la,b[. On dit que f tend vers
+o0o quand x tend vers a par valeurs supérieures si f(x) est arbitrairement
grand quand x s’approche de a. Plus précisément, si pour tout M > 0, il
existe c €la, b[ tel que f(x) > M pour tout x €la,c[. On note alors

lim f(x) = +oo.
x—at )

On dit que la courbe représentative de f admet une asymptote verticale

d’équation x = a si f tend vers +oo ou vers —oo quand x tend vers a par
valeurs supérieures ou inférieures.

V.
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Limites des fonctions

Propriété

Limites d’une somme, d’'un produit, d’un quotient, d’une composée.

Forme indéterminée : on peut trouver le résultat, mais ce n’est pas
automatique!
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Limites des fonctions

Propriété

Limites d’une somme, d’'un produit, d’un quotient, d’une composée.

Forme indéterminée : on peut trouver le résultat, mais ce n’est pas
automatique!

Exercice

On considere deux fonctions f, g : R — R définies par f(x) = x et g(x) = x2.
1. Donner les limites en +oco de f et g.
2. Calculer les limites en +oo des fonctions suivantes :

f g f
g’ f’'f
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Limites de fonctions

Théoreme (Croissance comparée avec la fonction exponentielle)

La fonction exponentielle croit plus vite en +oo que toute puissance.
Autrement dit, pour tout entier naturel n,

De méme, la fonction exponentielle décroit plus vite en —oo que toute
puissance. Autrement dit, pour tout entier naturel n,

lim x"e*=0.
X——00

A. Freslon Les fonctions



Limites de fonctions

Théoreme (Croissance comparée avec la fonction exponentielle)

La fonction exponentielle croit plus vite en +oo que toute puissance.
Autrement dit, pour tout entier naturel n,

De méme, la fonction exponentielle décroit plus vite en —oo que toute
puissance. Autrement dit, pour tout entier naturel n,

lim x"e*=0.
X——00

Question : Comment démontrer ce résultat ?
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Limites des fonctions

Théoréme (THEOREMES DE COMPARAISON)

Soit f, g et h des fonctions définies sur un méme intervalle I, et soit a un
point de I.

1. Silimy,_.,g=+ccet g<f, alorslimy_, f =+oc0;
2. Silimy_.,h=-oc0et f <h, alors lim,_, f = —oco;
3. Silimy_,g=¢=limy_,het g<f<h,alorslim,_,f =¢.

La derniére propriété ci-dessus est souvent appelée THEOREME DES GEN-
DARMES.

v
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Limites des fonctions

Exercice

Pour un réel x, on note E(x) sa partie entiére, c’est-a-dire 'unique nombre
entier tel que
E(x) < x <E(x)+1.

1. Montrer que pour tout réel x,
x—1<Ex)<«x.

2. En déduire que

E
lim ﬁ =1.
x—+00 X

3. Calculer
. 1
lim xE (—) .

x—0t X
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Compléments sur la dérivation

Soit f : I — R une fonction et soit g : J — R une autre fonction. Si pour tout
x de I, f(x) est dans </, alors on définit une fonction go f : I — R par

8o f(x)=g(f(x)).

Elle est appelée composée de g et f.

Propriété

Soient f et g deux fonctions dérivables telles que leur composée est bien
définie. Alors, gof est dérivable et

(gof) (@) =f'"(x)x g"of(x).
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Compléments sur la dérivation

Soit £ une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe si
la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses sécantes.
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Compléments sur la dérivation

Soit £ une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe si
la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses sécantes.

Propriété

Une fonction est convexe si et seulement si pour tous a,b dans I et tout
0<A<],
fAa+(1A-A)b) < Af(a)+ (1A —-A)f(b).
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Compléments sur la dérivation

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle et dérivable. Alors,
1. f est convexe si et seulement si sa fonction dérivée f' est croissante;

2. f est convexe si et seulement si sa courbe représentative est au-dessus de
toutes ses tangentes;

3. Si f' est dérivable, alors f est convexe si et seulement si la dérivée (f')
de f' est positive.
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Compléments sur la dérivation

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle et dérivable. Alors,

1. f est convexe si et seulement si sa fonction dérivée f' est croissante;

2. f est convexe si et seulement si sa courbe représentative est au-dessus de
toutes ses tangentes;

3. Si f' est dérivable, alors f est convexe si et seulement si la dérivée (f')
de f' est positive.

v
Démonstration.
Nécessite le THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS. [l
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Compléments sur la dérivation

Exercice

1. On consideére la fonction f : x — In(1 + %).

1.1. Montrer que f est convexe sur R.
1.2. En déduire que pour tous réels a et b strictement positifs,

1+Vab<sVv1+aVv1+b.

2. On se fixe des nombres réels x1,---,x,.
2.1. Justifier que

X+t eXl ... 4 o¥n
e n < —
n

2.2. En déduire linégalité arithmético-géométrique : pour tous
nombres réels positifs ai,---,a,,

1 ajt+---ta
(al...an)n < —n

n
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Fonctions continues

Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite continue en un
point a de I si

lim f(x) = f(a).

Si f est continue en tout point de I, alors elle est dite continue sur I.

Propriété

Soient f et g deux fonctions continues définies sur un méme intervalle I.
Alors,

1. f + g est continue;
2. [ x g est continue;

3. Si g ne s‘annule pas, alors 2; est continue;

4. Si f et g sont composables, alors go f est continue.
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Fonctions continues

Propriété

Soit I un intervalle, soit f : I — R une fonction et a un point de I. Si f est
dérivable en a, alors f est continue en a.
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Fonctions continues

Propriété

Soit I un intervalle, soit f : I — R une fonction et a un point de I. Si f est
dérivable en a, alors f est continue en a.

Question : Démonstration ?
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Fonctions continues

Propriété

Soit I un intervalle, soit f : I — R une fonction et a un point de I. Si f est
dérivable en a, alors f est continue en a.

Question : Démonstration ?

Propriété

Soit I un intervalle, soit f : I — R une fonction continue et soit (un)neN Une
suite qui converge vers un point a de 1. Alors,

Tim_f(un)=f(@).
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Fonctions continues

Exercice

On considere la fonction f : [0, +oo[— R définie par f(x) = v 1+ x. Pour un
réel a, on définit une suite en posant ug=a et u,+1 = f(uy,).

1. Etudier les variations de f.

2. Montrer que I'équation f(x) = x posséde une unique solution sur
[0, +ool, qu’on notera a.

3. Montrer que si a €[0,a], alors u, € [0,a] pour tout n € N.
4. On pose g(x) = f(x) — x. Justifier que g est continue et déterminer ses
variations.

5. Pour a = 1, montrer que la suite (z,),en converge et déterminer sa
limite.

6. Que se passe-t-il sia =27
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Fonctions continues

Théoréme (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES)

Soit f :la,b] — R une fonction continue. Si l’on est dans l'une des situations
suivantes :

» fla)<Oet f(b)=0;
» f(a)=0et f(b)<O0;

alors il existe c € [a,b] tel que f(c)=0.
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Fonctions continues

Théoréme (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES)

Soit f :la,b] — R une fonction continue. Si l’on est dans l'une des situations
suivantes :

» fla)<Oet f(b)=0;
» f(a)=0et f(b)<O0;

alors il existe c € [a,b] tel que f(c)=0.

Question : Quelle est 1a démonstration?
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Fonctions continues

Exercice

On considere la fonction g définie sur [-10;+oo[ par
g(x) = x® — 6x% — 15x + 500.

On donne son tableau de variations :

X -10 -1 5 +00

508 +00

g(x) / \ /

—950 400

1. Déterminer le nombre de solutions de ’équation g(x) =0 sur [-10; +ool.

2. Donner un encadrement de cette (ou ces) solution(s) avec une
amplitude de 0,01.
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Fonction logarithme

Propriété

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue strictement mo-
notone. Alors, il existe un intervalle J de R et une fonction g : J — R telle que
foget gof existent toutes deux et pour tout x de I et tout y de J,

fog(y)=yet gof(x)=x.

Pour tout réel strictement positif vy, il existe un unique réel x tel que

X

y=e".

La fonction qui a y > 0 associe 'unique x tel que y = e* est appelée fonction
logarithme et notée

In:R; —R.

v

A. Freslon Les fonctions



Fonction logarithme

Propriété

Pour tous réels strictement positifs a et b, on a
1. In(ab) =1n(a) +1In(d);

2. In(1)=0;
5. (1) =

a
4. 1n(3) =1In(a) - In(b);

(2]

. In(\/a) = % In(a).
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Fonction logarithme

Théoréme

La fonction logarithme est dérivable et sa dérivée est donnée par

1
In'(x) = =.
x

Question : Comment trouver ce résultat ?

Propriété

Pour tout entier naturel n, on a

1
n() =0et limx"In(x) = 0.

x—+oo xn x—0
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Fonction logarithme

Exercice
Le son se manifeste par des variations de pression de I’air, mesurée en
Pascals. La pression de l'air s’exerce sur le tympan de l'oreille humaine.
Pour une pression p supérieure ou égale & po = 20 x 10~ Pascals s’exercant
sur son tympan, l'oreille humaine percoit un son dont le niveau est égal, en
décibels, a

20
f(p)= mln(50000 X p).

1. Calculer f(po).

2. Quel est le niveau sonore percu pour une pression de 2 Pascals? de 0,2
Pascals? de 0,02 Pascals?

3. A partir d’'un niveau sonore de 120 décibels, on ressent une douleur.
Déterminer la pression p correspondant a ce niveau sonore.

4. Démontrer que le niveau sonore augmente de 20 quand la pression est
multipliée par 10.
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Fonction logarithme

Propriété (Croissances comparées)

Pour tout entier naturel n, on a

lim In(x)

=0et lim x"In(x)=0.
x—+oo xM x—0+
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Fonction logarithme

Propriété (Croissances comparées)

Pour tout entier naturel n, on a

lim In(x)

x—+o00 xM

=0et lim x"In(x)=0.
x—0"

Question : Comment retrouver ces résultats a partir de ceux pour la
fonction exponentielle ?
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Fonctions sinus et cosinus

Soit x un réel et soit M le point du cercle trigonométrique associé a x. On

définit le cosinus de x comme étant ’abscisse du point M et le sinus de x
comme étant 'ordonnée du point M. On note ces nombres cos(x) et sin(x).

Propriété

1. Les fonctions cosinus et sinus sont 2m-périodiques, c’est-a-dire que pour
tout réel x,

cos(x + 27) = cos(x) et sin(x + 27w) = sin(x).

2. La fonction cosinus est paire.

3. La fonction sinus est impaire.
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Fonctions sinus et cosinus

Théoréme

Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R. De plus,

cos' = —sin et sin’ = cos.
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Fonctions sinus et cosinus

Théoréme

Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R. De plus,

cos' = —sin et sin’ = cos.

Question : Comment prouver que Sm(x) —1?
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Fonctions sinus et cosinus

Théoréme

Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R. De plus,

cos' = —sin et sin’ = cos.

Question : Comment prouver que Sm(x) —1?
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Fonctions sinus et cosinus

Exercice

Soit x un réel qui n’est pas de la forme &3 avec k£ un entier impair et soit
M le point correspondant du cercle trigonométrique. On note 7' le point
d’intersection de la droite (OM) avec la tangente au cercle trigonométrique
au point (1,0) (voir figure ci-dessous). Lordonnée du point T est noté tan(x)
et appelée tangente de x.

1. Montrer que

. La fonction tan est-elle paire ? Est-elle impaire ?

2°2

2

S . . . T
3. Etudier les variations de la fonction tan sur I'intervalle ]— -, = [
4. Déterminer la limite de tan(x) quand x tend vers 7.

5

. En déduire la limite de tan(x) quand x tend vers —7 et dresser le tableau
de variations de la fonction tan.

6. Etudier la convexité de la fonction tangente puis tracer I'allure de sa
courbe représentative.
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Fonctions sinus et cosinus

On considere le trapéze isocele ABCD ci-dessous, ou ziD\I AB/z\BC =1.
On note x la mesure commune, en radians, des angles ADC et BCD.

1. Exprimer la hauteur A4 du trapéze en fonction de x.

2. Démontrer que l'aire o/ du trapéze est donnée, pour x € [0, %] , par

A (x) = sin(x)(1 + cos(x)).
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Fonctions sinus et cosinus

3. Montrer que

'(x) = 2cos(x)? + cos(x) — 1.

4. Factoriser le trindme 2X2 + X —1 et en déduire le signe de of'(x).

5. Dresser le tableau de variations de </ et en déduire la valeur de x pour
laquelle I'aire du trapéze est maximale.
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Primitives et équations différentielles

Définition

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonc-
tion, notée en général y, et qui fait intervenir les dérivées de y.

v

On appelle primitive de f toute solution de '’équation différentielle y' = f.
Autrement dit, toute fonction dont la dérivée est égale a f.
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Primitives et équations différentielles

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonc-
tion, notée en général y, et qui fait intervenir les dérivées de y.

v

On appelle primitive de f toute solution de '’équation différentielle y' = f.
Autrement dit, toute fonction dont la dérivée est égale a f.

v

Théoreme

Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction continue. Alors, f
admet une primitive. De plus, si F et G sont deux primitives de f, alors elles
different d’une constante.

v
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Primitives et équations différentielles

Soit a un réel non-nul. Alors, les solutions de l’équation différentielle
r_
y =ay
sont les fonctions
x— Ce®™,
ot C est un nombre réel. )
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Primitives et équations différentielles

Théoreme

Soit a un réel non-nul. Alors, les solutions de I’équation différentielle
Yy =ay+b

sont les fonctions

b
x— Ce®™ - —,
a

our C est un nombre réel.
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Primitives et équations différentielles

Théoreme

Soit a un réel non-nul. Alors, les solutions de I’équation différentielle
Yy =ay+b

sont les fonctions

b
x— Ce®™ - —,
a

our C est un nombre réel.

Question : Comment démontrer ce théoréme a partir de la propriété
précédente ?
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Primitives et équations différentielles

Exercice

Lorsqu’un organisme meurt, le Carbone 14 se désintégre progressivement
en Carbone 12 non-radioactif. Lors de cette désintégration, I’échantillon
perd, par unité de temps, une proportion constante d’atomes. Autrement
dit, si on note N(¢) le nombre d’atomes de Carbone 14 dans un organisme
a l'instant ¢ apres sa mort, alors a I'instant ¢ + & la proportion vérifie

N(t+h)
W—l A/-h

1. Montrer que la fonction N vérifie 'équation différentielle y' = —1y.
2. En notant Ny le nombre d’atomes au moment de la mort de 'organisme,
exprimer N (¢) en fonction de ¢.

3. Le Carbone 14 a un temps de demi-vie de 5730 ans. En déduire la valeur

de 1 en année L.

4. Quelle proportion de Carbone 14 reste-t-il au bout de 70000 ans ?
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Calcul intégral

Définition
Soit f :[a,b] — R une fonction continue et positive. On appelle intégrale de
f entre a et b et on note
b
f f(x)dx
a

P’aire comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des abscisses, la
droite d’équation x = a et la droite d’équation x = b.

v
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Calcul intégral

Soit f :[a,b] — R une fonction continue et positive. On appelle intégrale de
f entre a et b et on note
b
f f(x)dx
a

P’aire comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des abscisses, la
droite d’équation x = a et la droite d’équation x = b.

Théoréme (THEOREME FONDAMENTAL DE I’ANALYSE)

Soit f :[a,b] — R une fonction continue. Alors la fonction F :[a,b] — R défi-
nie par

F(x) = f " Fydt

est une primitive de f.
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Calcul intégral

Propriété

Soit f :[a,b] — R une fonction continue et positive et soit F' une primitive de
f. Alors,

b
f f(x)dx = F(b) - F(a).
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Calcul intégral

Soit f :[a,b] — R une fonction continue et positive et soit F' une primitive de
f. Alors,

b
f f(x)dx = F(b) - F(a).

v

Soit f :[a,b] — R une fonction continue et soit F' une primitive de . On
pose

b
f f(@)dx = F(b)— F(a) = [F1.
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Calcul intégral

Propriété

Soient f,g :la,b] — R des fonctions continues. Alors,

b b b
1. f f(x)+g(x)dx=f f(x)dx+f g(x)dx ;

b b
2. Pour tout réel A, [ Af (x)dx = Af f(x)dx;
a a

3. Si f(x) = g(x) pour tout x € [a,b], alors

b b
ff(x)dx;f g(x)dx;

4. Si c€la,b], alors

fab f(x)dx =fac f(x)dx+j;b f(x)dx.
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Calcul intégral

Propriété (Intégration par parties)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle la,bl. Alors,

b b
f u (x)v(x)dx = [u % v]Z —f u(x)v’ (x)dx.
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Calcul intégral

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La valeur moyenne de f est la

quantité

1 b
mfa f(@®)dz.
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Calcul intégral

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La valeur moyenne de f est la

quantité
1 b
b—a [ f(@®)dz.
- a

Théoreme (Inégalité de la moyenne)

Soit f :[a,b] — R une fonction continue. On suppose qu’il existe des réels m
et M tels que pour tout x € [a,b],

m<fx)sM.

Alors,

1 b
msﬂf fx)dx< M.
- a
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Exercice

On considere la suite (u«,),ecn définie pour tout entier n par

I 2
U =f e " dx.
0

. Montrer que pour tout réel x positif, —x2 < —2x+ 1.

. En déduire que u, < § pour tout n e N.

1
2
8. Etudier les variations de la suite (Un)nen-
4

. Conclure que la suite (u,),en converge.
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