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Exposé Louis Dimension de Van Neumann

But : conture des nombres deBetti qui se compatent
bim

par revett SiX = Ex simplicial fini alas
on a bk(x) = dim HE(X, Q) InvariantsparI X (x) = [ (1)

* ba(x) hondopie
- k

Si X-X revêtement de degré d , anaX(X)=dy(X)
al

.mais br(X) + &bo(X) en

gen
Les ~bres de Balti vent verifier :

B1 : Invariants jar homotopie
Bh : X(x)=
B3 : si *+X deg =d

,
be (*) = dbpa(x)

B4 : [Lück94] sij-X sitede revêt dedegré
dj qui canage vers le revêtt universel deX
alas b(X) =

Li ba(i)
·

j++x dij
Dimension de Von Neumann : si G groupe agissant
par isométries sur Vespace de Hilbert.

Def : on dit
que

Vestun G. Hilbert modele si 7 base

G-adaptée (Cities in GagetlibementsurLet

g
. li = Egin



Rappels : si P : V-> V estun opérateur forméàdemaine dense
alas Pest positif si <Pr , v) >0 , Eve

Cen port peritif => auto-adjoint (
Décomposition gelaire : Plané alo P= U(P)

avec /Pl = (P
*P)1 et 1 quasi-isometrie

(Ulken(e)+ : Ker(i)*-> Emfi) estue isomitie).

Défi si P: V-V un opérateur positif G-équiraitant
&

etV un G-Hilbert modele
,(i)iE,

un base G-adaptes
alas ta(P)= <Pei,eiau E [oi+a]

Rq : c'est indépendant de la base adaptée choisie !
Prop : Soit p : V-V G- équivariant, V G-Hillutmodile

① typ = 0 <Po
⑧ Sil'estun autre G-Hilbut modele et Q :

VVI

peritif alas POQ : VOV- VOV' et positif et
hg(PoQ)=g(p) + ta(Q) -

③ Si/PakeA syst dige convergeantfaiblementversP

alors ta(p)=Sup
·
Va,A

,
7 xEA

,
exet a,

avec Par Pa
.. Por

· <Pat , WD (Pil ,w)



④ Si G'JG segps d'indice fine , tiq(P) = [G :GJtg(P)
⑤ ta(**P) = ht (PP*) (ici P pas nécessaient (0).

G-dimension : si Vestun G-Hilbert et si - Vis H

G-équivariant etisometiq avec HunG-Hilbert modele
alas an dif dimg(V) = tg(Pr)
Re : cette définition ne dépend pas du plangement !
Lemme : soientVetW deux G-Hilbert

,
A : V-W

injectif , isomitig d'image dense alas iSH Ti

ta(Pick) = tra (Pi(m)
démo : on considere

- B = Apr opérateu ferméà
domaine dense, on écrit la décomposition plaire B =U/BI

et ana hg(15U) = Eq(UMP) .

On an rérific que
UTH = pet

et U*=pr

Propriétés:ding(V) =0 V=0

⑫ dimg(VoW) = ding(V) + dima (W) dénassant
-

⑬. Si (Vilies syst de so-espaces dirigé par l'inclusion
ab dimg(Vil = inf(ding (i)

. Siilies syst dirige coissant (Wi ,Wi Wil
aler dimg(UWi) = cup(dimg (W)



⑭ Si G'JG indice füri dima , (V) = [G :G] din(V)
⑮ si A : V-W Gréquirariant, bané et V ,

Wde

G-dim + a alas dim(kerA)-dima/ker **) =

ding(V) - dima (W).

Exemples : (0) Cinq (2(G) = 1.

(1) viG = 2 (2) = E(1) (Famie)
Or B(44)* (*($)E

↳i Ue$1
,MeE ,Y
dim (Eu) = u(u) E [011].



Exposé Cécile Nambres de Belti !
2

51 . Espaces de cochaines L venant de Ex simpliciaux loc finis

Def : Un Ex alicial est la donnée d'un ensemble X desin
implexes +q .

FrEX
,
les faces deEX

·
Fr

,EX, lo estune facede
etde Ter

Un ⑫ est dit lalt fini su FxEX ,

JU vas tq
#(EX , anutg] [0

.

Exemple: si 11 stun

espace top homéo à la réalisat top d'un-

Ex implicial fini, alans Y est (homéo a) unQ locfini

On déf .
l'ens

.
des k-cochaînes Ch(Y,R) et on considere

18/5R) = [CEE/FRDE
Pou défini le obad, on étudie :

X . G+-miplanly
6
> Gh- implesaudan

et sandual dr : Ch(Y ,R)- E **

(5,
R).

Fait : de induit un opérateur borné da : EG-k

(si le bra de simplexes contenant un partdonné
est uniformément bané(



52 . Chanologie La : LH(T,R) =
Ker/Imi)

Version réducte ↳ Fk (F,R) = Ker/des")
Im (de)

&Si on a une action libre dunpe , Ebr = ding(FR)
On peut utiliser les représentants hamaniques
LER(T,R) = Ker/Da)

avec Ar : ↳G donné
par drdede

53 . Nbres de Betti La a part de Y (haméo) un complexe
simplicial fini et Y->Y son revêtement univusel
On note T= (4) qui agit unitaient sen EGk(T,R)
Def :(br(t) = bu (4) = dimp LaH(*)

(e 19* (5R) = 12 (40k(Y,R)
si an a une décomposition en simplexes suff fine

exemple : $-b
.
($ = Lb/H =

0
.

4 . Propriétésdesbes deBatti invariance parhomotopie
⑮ th de l'indice I

⑬ SiX-X revett de degré d ,
Lber(X) =dEbr()

⑬ thde Lück ⑮ calcul via les fames diff.
⑯ Dualité dePoincaré si M compacte nientée

alas Ebr(X) = Ebn-k(X) · (m=dimM).



Pan démontrerD
,

an utilise l'invariance de l'indice

fan L'opérato d+d*: Sain(X,- gipan
et le faitque E

*

(X,=4@L 4
( *,M)

(d'an dimpe(X,R) = dim E(XR))

Invariance
par homotopie (Dodzink , 1977)

Idée : adapter la bien entre cohomologie de deRham et chemologie
der Tech an as [2



Exposé d'Andreas Approximation des
~bis de Betti2

Setup : X @ simplicial <+x degps fondamental i= (x)
· On su donnene l'on suppose

résiduell fini - (m) suite9
exhaustive de

so-gpes namaux d'indice fini et on note

Pm : Xn-X les revêtements corespondants
Th(Lück , 1994) : égalitéde Kachdam

be*(X = hi be (Xm)
me +2 [T : Tm]

Con vérifie un le cas de $1 !)
Débutde la déno : p :X-X revetement universel

on considère les complexes de chaines de X et* avec les
↑

operateurs de bad -

Mp-1

T (n= ubde

k-simplexes dex)
On lui associe deux types d'opérature :

rop. en dim+ X Y représentations (

(p):[]]R
/

Handoge2 b(X) = dimH(*)



Calcul famel : bp(X) = dim Ker-dim Im((p)
=m Ken((p) + dimKer() -

Mpx
et lem calcul sur Xm donne .

Q

bp(Xm) =
dim (Ker(P)mKer(p)m)

- Np+

[T : Pm] [: Tm]
un

il fautmontrer que ⑪

A partir de maintenant :

application lisarie quefi
On

pose Em(x)
=G valeurs propres de fintut in, comptés

avec multiplicité 3
d'ai Fut( =

EmINet= limsup Fit[it : Nm]--
cassantet Coachat croissant

Fof + (x) = lim F26(X+S) /Cadate
5+0

et les analogues Frb(X) ,
Frf (*)

avec les bin inf
On voudrait fair la in chose avec fPf) = th Spectral !
The spectral : N : H- + H opératur normal sur H alas

F ! mesure sur Ba (1) àvaburs de les projecteus
tq N = JzdElz)
I



On est dans le cas auto-adjoint denc oCNJCR et on a me famille
de projectes spectiaux (PX)XECoito

et la fonction de densité
F : R -> [0i+O] 4x=fdelz)&↓ dim Fm/PX)* FestCà chate etcroissante
et F(0) = dim Ker(f

*f) = dim Ker(f) =Q !

Thm : On a

1) F(x = Fr+ (x) = F28+ (x) Extoi to[
2) a) F1 et Fut sont Co àdate

b) F(0)=lim F (%%/S

⑪ hinQ Idenc c'estgagné !)
Préparation de la preuve du 1) :

f:[- [N] E BE Matia .
b
, [[T)

Eq f(x)= x B

Eff=(BPB) : i

= off de l'élément neutre !

Lemme clé1 : soit plu) un polynôme-Aler Im=mot , P)
Fm>mo , tr(8)=]

tr plffm)
EX

démo cas pful =u : anEcritBi=Nmgn
avec go = 1

.

EiT



On s'intéress à Xo ! Endim <+s
,

on a :

ty ImIm = tp(x) avec mult- date
par ge su[]

Or
, commeIn = [1] , existe moqmma

dans * (170)
Tun

=> tr ([h) = 0 un/ fan
D'un
par mamo, tipfifm = t(Xo:[7] = X. [4]

maisXo = Erz] (f**(1)

Lemme dé2 : Sat
Xix] (n) la fonction conactéristique de [0ix]

et pn/M) une site de polynômes to Prful->Xo,x] (4)
avec (pn(e)) - L si nt[0 : 18 112]
das him tr[i] Pr(ff) = F(x)

n- +0



Exposé de Jean Approximation de LückIII

0 Fin de la démonstration
Proposition : Scient Nungpediscret , AEMm([P) symétrique
positive. On se donneN An Mr(*) +

(0) Em2No G) 1 AullC
(2) XfER[+] , Ente(f(An) tr(f(A)

Alorshim En dim (er(A) = dimp (KeA

démo : an a besan du résultatintermédiaire suivant

Lemme : soit ojxx21
. Ln (x = [mb de valas propres deAn

dans Join() verific
In(N)

tog
démo : on note 0 <XE

--- EXkm C loup>0 de An
das Exit etfOETis, 1

i = 1 Inkm

et on a *
↳ giyha C* 1 et OK

Retou à la
prop : pou 121 ,

on se donne frERCE]
f 11 fr-- in 110,02 < 1k



↳log(k)
OX to (gk(An)) - dim KerAn Lm(r) et on a aussi

tr fr(An) - tr(ge(An)) < Nu .

1
k

et donc

him
sup It(82/Anll-dim(Ker/Au))]Enk)n-> + 0

Comme Alf(Amin-> top/fk/A)) ,
amendeduit:

n++

limmp(din(e)E-EA
Or

, linsup topf(t) - dimpKe(t) = 0 [Cadrata
la fonction spectrale)

etdanc (inégalité (linsup dim (KerA)n-dimpke

1) Convergence de Ex simpliciaux Si (X ,N) et (P,w) deux

impliciaux loc.+o enracines :

d) (X ,
v) , (4,2) = 2 R

avec

R = max (20,
Bx (v, R) = By(w,R))

Exemple:( .r) compactet (X ,o) le revittuniversd . Si (Xmin)
estun revêtement intermédiaire alas

#m ,um) (*,)) VSEM fini , S*mEpourm>1
&q: si les im sont embatés

,
cettepropriété revientà ↑ résiduellt

fine



Exemples : 1) X= 0..
En = ----
·

⑦
(m-2 ,

w -)

↑tae detaille (win)
au peut ajouter des tous à Em

I:E--Xm= ZnUYNu (2)
-

N

avec NXn alas Mining b(Xm) -> O

deg (Xn-X)

mais b/) = 0 => bithde Lück ne marche pas si[lasite n'est
pas distinguée
.

2) Berguan-Gabarian (200 ? ) donnent des constructions systématiques

2) Critée deFarbe Nungpe et Tm[ ↑ une site

de
so-gpes d'indice fini. On cherche une conditionperm

que FAEMa(X(N]) G (Amadim)
>[p(A)

[N : Em] m=+

Or évit trAj avep etles



t (Amod4m) = a.[riTm] + di Fix(V
Ouvent donc (Fp) : Fix M (r) = 0 ([Wim])

Critère de Fanta : Art1p, (0) = AEM/EN),
to/AmodtulA
[N : Tm]

Génétiquement et, vde
dans Xm Eq d((Xm~m) ,( ,v)> 2-R

N

est un o ([P:m])
(Comergence de Benjamini-Schram") -

3) Exemples ① G gpe de Lie linaire affine et↑ G un réseau

aithmétique. SiTm estun

sagpe
de
congruence

avec (P : 5m) ->0
,
le viteur de Farber s'applique

Car exemple To(m) = <(2) = Sk(2)
,
c =o(m)])

Rqi par m2
,

3 et V = Slin(2) alors toutesite de sogpe
d'indice fini satisfait le citée de Farber.

② = Fr,([g) , 29
#Ut1, Eur (Fix P/()) = 0(1) siMn= mere unitaire

un les se-gpes d'indice n



Exposé de Pierre Trois trucs en cohonologie
22

1) Compléments et exemples sur les b
Si N=/X) avec X complexe fini etasphérique ,

on definit
b (5) = bi (*) /et came dépend que de M)
Si= (M) ,

M compacte asphérique alas be (M)= b.art)
Dans ce cadre, nal bi (N=

0 saud pourunion a en gener -

On peut aussi défini b: (5) per Type dénombrable
(Cheege-Gremer , Gabaian) mais la on peut avan des compatements
différents => par ex. Aut (#) (abaian) .

Exemples : (0) b(H= 1= 0 vit = c)

(1) gpes de surfaces : b (m[g) = ba ([g) =0

(972) b! (mg) = 2g -2 (caract . d'Eule
(2) groupes libres : b. (F) = bi (#) =0 (22)
et ànouveau avec y (@nads) = 1-1 dame

() = n -1

Onpeutendonner une démontration directe :

↑ d : (i(X) > Cin()
12*...... S1(F) F



et d est injectif , d'image fermée (non moyernabilitéde Fn)
ona () = dim(G(*)) - dimm (Ciu(x)

= n - 1 .

Rq on peut aussi utilisa leth de Lück !
3)SiXe-X avec >2 et (X1) Th(X) (abstraitement)

d: 1

alors b: (mX) =
db: (X) - b(,()=0

parex
:=&

2) Caractéristique d'Euler M= compacte arentes
iidimM = 1(a) alas X/M=0.

Conjecture (Hopf-Cher , 1932) : dimM= 2d et si Mate une

métrique à combine <OKo) alas (**y (M) > 0 (20)
Ok pan d= 1

,
des produits de combes, des filiés type

surfaces de Kodaina.
Motivation : X(M)= Spaffie(9) combine de g nue

comme une 2-fame à valums End(Trs)
Question : le signe

de Pf(Rg) est-l constant si Rg a 1 signe?

= Répara : on en din4 (Cher) mais àpartir de ladim,6
ce n'estplus nécessairementvoi (Geroch, 1976)



Conjecture de Singer : si M asphérique compactedas
bi (M = 50

si dim (M = 1 (2)
O si dim/M = 2d et iFd

8 Singu = (1)
&

X(M) =be() 0.

3) Cas des espaces symétriques detype non compact
G =

gpe
de Lie 12 simple, connexe

,
à centre fini ,

nen compact
= compact max. F G riemannienne àcombine

Ex :
· SIn() , Son

So
· SUlm , 1) , S(Umxu()) 8 =0

10 .

(n)
,3

· O(p . q) , 0(p(x0(q) -- -
- padepend

* = algebe der Lie -simple riele alas

* Ac*, D=-A

=> dima (400) - dim (1) estpain = dimplG) -rgpG)
estpar

!

On a aussi dim (G/K) - (geG-rgqk) est pair
-⑯

Th (Bad) :
·
si S(G) + 0 alas Vi, His (G/) = 0

danc si Pestum réseau compact es-torsion , b (M=0 Vj.
·

si S(G) = 0 alas dim (G/k) = 2d et
H (G/k)=0 fan jed ,

Hir(G/k) estde dim 2



Cas de l'espace hyperbolique réal : si grétique etg une

métique conforme alas 1) volxig = Xvolg
3) <Lig = 7291-1

g
sur les g-fames

3) Xq = X9
g

sur les -fames
D'ai

,
si n = 2q ,

Ax =0s da = 0 et dix= c

donc être hamanique]na dépend que de la classe confere&
pour les p-fames !

Or
,
si BCR29 la boule unité

, ghyp = gene
2

danc an peut travailler avic gena I
E-1ll)

a = d)hdx - --dq) h deindan--ndr, e
su9

·avechuhmidag-djnd59
9

d'and(1)=19h drgn---nde =Osi

et dans 4 harmoniques suReste> (R).
Pour les autres degrés, on utilise expo : To M - M et on

suppose que
c'estun différ et que tante isométrie deToMest

induite par une isométie quifixe of M.

2

exp(g) = drf(r) gs.

Su ToMoy ·



les espaces de fames hamaniques sontdennes par :

ti = His =

20 if
= +

R sinon

Par 90 ,
m et ma / Hil = [0]

et A 0]E>Cod+
Rodiuk

,
1979) -



Exposé de Philippe Deux variantes du th

d'approximation deLück

1) Opérateurs différentiels d'adie 1 (M , g) riemannienne
(Eihe) et [F, hF) deux fibres vectaids / complete
houmitions run M. On peut considérer [M , E)
completion de 8 (M . E) par [u ,e) =Set,emdevolgle

Ou considér aussi :

D:* M
, E -> EM, F) opératur diff d'adre1

qui s'écut localement D= Ail + B
i= 1

avec Ai
,
BE Mig ,gl (C)

Ex :. M cplexe, o hermitienne, Ehot et D=J arcEER

·

E= Exis
,

F
= ExoR"

q=0[2] q= (2)

(et D : Ci(EpF) D=
Ker(D) = 0H

:9 (M , E) (si M compacte)-
9On CodeD par sur symbile D : EOT*M -> F

Bedf) = D(fe) - fDe fete + 89, E)
En cadonnées locales

,
an ai

(2)= Ain(e)
Def : Dest elliptique> #GEO, 5105) est inversible

↳(03) : Ex-> Fa



70

Def : Dest à symbole bornésiGETF , 151g= 1

das (5p(-G)(C .

Exemple : M = revêt d'une variété compacteX et D = image

réciproque d'un opérateur surX. E D à symbole borné .

Lemme de Gaffrey : siD à symbole basée alors l'opérateu
formé à demains dense D :(Dom (D)= [ue(

*

(, E) /DuE(3)
M

> Du?M#)
est la clôture de D : C (M .E)-> EM ,F)
et son adjoint

*
est la clôture de D*

adjoint famel de D.

Rappel : adjoint fand défini par la relation
Sp(Du ,v) drol = Jy(u ,Dv) dool Fu ,~8

Conséquence : si E= F=S et D : E*(M
, E/* famellent

auto-adjant alas D est auto-adjoint et c'est l'unique
extension auto-adjointe de D Conditque Dest essentiell

autoadjoint)
Collaire : 5 (EN)XER merue spectrale de D+2

tq D = (XdE(x)
-N

Si de plus D estelliptique, an a alors :

(i) FaLbER , J dECN est un projecteur sur un sans-espace
contenu dans g9m , 5) n !

(ii) Si Mest compacte ,
le specte estdiscretetles espaces propres



sont de dimension #+ 20 (constitués de sections lisses)
(iii) M = revêt de X compacte , golisien de groupe P ,

D

Celliptique)un X => Don M
b

Elsaib]) = C dEM) est un espace de
Hilbert contenu

dans un T-Hilbert modele dedimp+co .

2) Equation des ondes (Cheroff ,
JFA

, 1973)
↳ :

E%1,5) formell autoadjant de symbole bané
et on regende

au
= ilu.

Et[
Mo = Mo avec M. -E(M , 3) on

Solution donnée par :

to

u =))edEue
sogpe à 1 paramètre dans U/L9

Th : si usEEM
, 3) das + aussi et

Supplut) & (uEM /dla, Supplet) < Ct]

On considér le
voyan

desondes : Un ,y) ED (MxM ,EX
*)

le
moyan

de Schwartz de et qui verific
eithtMo(x) =SVa ( ,y)Mo(y) drogly-

et supp(Ut[((y)+MxM/ diay) -Ct] = [dm [C+3.



Si M= revittde X compacte (5 :MIX) ,
LanX et [=P1

sur M.
.

Les T-équivariance s'écrit UE(rx ,ry)= VE(a , y)
En fait UE D(nMxM ,3xS

*)
etsupp(UE) EGdmxcry

(dr descend à pMxM) . Or X4+MxM (diagonale)
↓ evêt

XXX

Fait :1 pan +1 ,
ana GdMICt]-(dxxCE)

t & arc =if utd)

2) Pant, u

SifE Y (R) avecSupp() -

> [-E]
das b()= (3) Us ensen

donc les
noyaux

de Schwartz de f(4) et f/[) sont les mêmes

tr (8(L)) = intégralem = top (f(t))
la diagonale



Exposéde Claudio Propriétés de fintuda
et invariants (2

1
. Propriétés de finitude G = <SIRT = #(S)/RD
Deflespace clarrifiant) X = K(G, 1) CW-EX +q
M = G et ni(x) = 0 Fi,2 (E) * contractile)
Cexiste etest uni ris) .

que
à homotopie,

X
= (*) ,

X(H)
=YsSe X= un colla des disques

Is
pantuer les élentduR .

Mer
et on continue por tuer

les

groupes d'homotopie superierons.
Rai G detype <+o (reg de présentation (+C) ()

FX = k(G, 1) avec X fini (2-5q . fini)
Def :. G estEn FX= K(G.1) avec m-squelette fini

.
Gest Tors Gest Fn Un

· GestF7K(G,1) fine

(1) si G=(X) avec X compacte asphérique => G estF.

Fr, (Fig) ,
Im

() si 1G) + a mais G71 alas G estT mais pas.
(G = 4/22 ,

X= RPO)



(3) si G est hyperbolique on CAT(O) => GETo
Obstinctions : si Hu/G, R) pas detypeo = alas

Gn'estpas Im .

Ex : G= Fo =(V) verfic dim (F)=
donc G n'est pas Fr

! -----
# = Ker(-> 2) -I

3
a

ab ++1 &ab

Variation : SB = Ken (#) e Tmaisfas Fr
Plus généralement : Stallings (63) -Bieri (76)

SBn = Ker #---x - ↳(a
,
b --- Aribe 1 1 (

est Fus mais pas
Fr
.

demo (Bridson ,01) SBM Fr F = <an) * <bm)
donc SBm = prit (an]) *

Pr (1)
Pe (<but)

On Pr (1) = SBm-1 , por((an)) = #
* In-1)

X
X

donc KISBm 1 1) = k(**1) - KIF*"
,1)

(02]xK (SBm-1 ,1)
et par récurrence, on constate

que K(SBr
, 1) aun (n-1)-

squelette fini-



Avec Mayer Victoris, on constateque Hn(SBm ,Q) estde
dim 20 et donc SBm n'estpas Fon

Propriétés de finitude homologique
Def : G est FPnIR) (Ranneau commutatif) si 7 résolution
projective de R ---- > Pn- Pn

-1 -
-- - + P-R

avec Per de type fini pour kn Comme R[ET-mod)

Rg :
· GEFn = Gest FPm (FR)
· FPa si Pr detype fini FK.

·
FP si F résolution C+C avec Pr de typefini.

· FLEX FRIR) (FR)
· #2 + FPm(2) = En
·
Mais #M ,

FG FPn(2) maispasFr (Bastvina-Brady , 99)

2..) Nombres de Betti2 comme obstructions

Rappel/Prop : ni X est un KCG, 2) a p-squelette fini , an

peut définir by*(G) = bp
* (X) et bp (E) E#- allua

Th(Lück , 94) : Si 1+ N-> G-+ A+
1

avec Nett et A abélien so detype fini
alo b

* (G) XpLd.



(n)- 2) 932

Application : · b.It0 (1))
alas #P :G **, Ker (6) n'estpas Ts-

· ↑PO(2n , 1) réseau alas #Q:-**, Ker(d) pastin

Démo ; on se ramène à A =1 can un

gpe
abstien estFd

14
fan tout d: 1- N+ G- z+ 1

danc G = NXZ= (Ty) "mapping taus" avec f :T-Y
(Y= KIN

,
1) et fx :N-oN donné

par conjugaison par (1)
To : ([0i2] <Y)/10 ,y) ~ (1, 81y))

= X(G, 1)

et En = Ker(in : G -++Ink) corespond à Tee
et les nombres de p-cellules deTon #p-cell deY + #-D-all

deY

Comme ↳ (Gm) = EG]b -AP
donc b (G) =0

Ex : si G= (X) avec X asphérique compacteet (*)*0h
=> :G avec KerEFx EFm

=>↳ X -> localt triviale

Question : 1) E ? G - 2 avec Ken(EFn-1

3) 7 ? b : X -> S' de Mase parfaite (avec
des sing d'indice me dimX

2 (


