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Introduction

Une algebre de Lie est un espace vectoriel L, défini sur un corps K, muni d’une application bilinéaire
antisymétrique [-,+]: L x L — L, le crochet de Lie, qui vérifie la relation de Jacobi :

[z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [x,y]] =0  pour tous z,y,z € L.

Par exemple, tout espace vectoriel muni du crochet nul est une algébre de Lie; espace 4, (K) des
matrices carrés d’ordre n muni du crochet [A, B] = AB — BA est une algebre de Lie, notée le plus souvent
al,,(K) ; Pespace euclidien R? avec le produit vectoriel comme crochet de Lie est une algébre de Lie, etc. Un
autre exemple fondamental, plus géométrique, est le suivant. Soit M une variété différentielle. Alors I'espace
vectoriel formé par les champs de vecteurs sur M possede une structure naturelle d’algebre de Lie, sans étre
une algebre.

Les algebres de Lie sont naturellement associées aux groupes de Lie, qui jouent un réle aussi bien en
mathématique qu’en physique (ils décrivent la symétrie continue). La classification des algébres de Lie est
utilisée de fagon cruciale pour I’étude des groupes de Lie, des groupes algébriques et de leurs représentations.
Nous n’étudierons pas dans ce cours les groupes de Lie, mais les comprendre est I'une des raisons pour
étudier les algebres de Lie. L’étude des groupes et algebres de Lie fut initiée au 19e siecle avec les travaux
des mathématiciens Sophus Lie, Wilhelm Killing, Elie Cartan et Hermann Weyl, entre autres.

Une représentation d’une algebre de Lie L est une application linéaire p: L — End(V), ou V est un
espace vectoriel (que I'on supposera souvent de dimension finie), qui “préserve le crochet”, c’est-a-dire

p(lz,y]) = [p(z), p(y)] := p(x) © p(y) — p(y) o p(x) ~ pour tous z,y € L.

La théorie des algebres de Lie et leurs représentations joue un role central dans de nombreuses branches
des mathématiques (géométrie, théorie des nombres, combinatoire, topologie,...) et de la physique théorique
(systemes intégrables, théorie conforme des champs, théorie de jauge, théorie des cordes...). Quel que soit son
domaine d’étude, un chercheur en mathématiques a de grandes chances de rencontrer un jour ou l'autre dans
sa carriere la notion d’algebre de Lie!

Il existe différentes familles importantes d’algebres de Lie qui permettent leur classification : les algebres
de Lie résolubles (exemple typique est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures), les algébres de Lie
nilpotente (I'exemple typique est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes), et les algebres
de Lie semi-simples; un exemple important est I’algebre de Lie sl,, (K), c’est-a-dire 1'ensemble des matrices
carrées d’ordre n de trace nulle muni du crochet [A, B] = AB — BA (c’est méme une algebre de Lie dite
simple!).

La structure des algebres de Lie semi-simples est particulierement riche, et ces algébres de Lie possédent
des propriétés remarquables. Les représentations (de dimension finie) d’une algébre de Lie sont complétement
réductibles (si car(K) # 0), c’est-a-dire qu’elles sont sommes directes de représentations irréductibles.

Les outils combinatoires comme les notions de systémes de racines et de plus haut poids qui gouvernent
la structure des algebres de Lie semi-simples, et leurs représentations, apparaissent dans d’autres domaines
des mathématiques (groupes algébriques, singularités de type ADE en géométrie, variante quantique, etc).
Le cours sera une occasion de les étudier.

Un autre aspect important des algebres de Lie semi-simples est ’étude des orbites nilpotentes. De méme
qu’en algebre linéaire les matrices nilpotentes jouent un réle fondamental, notamment en raison de la décom-
position de Dunford, les éléments nilpotents d’'une algebre de Lie semi-simple jouent un réle crucial : pour
Palgebre de Lie sl,, (K), ils correspondent tout simplement aux matrices nilpotentes. Rappelons que les classes
de conjugaison des matrices nilpotentes dans ., (K) sont en nombre fini et paramétrées par les partitions de
n (via les blocs de Jordan). Ceci se généralise au cas des algeébres de Lie semi-simples : les orbites nilpotentes
sont en nombre fini et paramétrées par des objets combinatoires.

Il existe des liens trés intéressants entre les deux catégories d’objets, représentations d’une part et orbites
nilpotentes d’autre part, associés a une algebre de Lie semi-simple. Ces liens sont subtils et permettent de
comprendre par exemple certains aspects des représentations de dimension infinie. Nous n’aurons certainement
pas le temps de les aborder mais nous les évoquerons comme compléments.
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Plan du cours

L’objectif de ce cours est d’introduire la théorie des algebres de Lie et certains aspects de leurs représen-
tations. Nous aborderons également, en fin de cours et si le temps le permet, quelques méthodes géométriques
en théorie des représentations.

Plus précisément, le cours sera structuré ainsi.

Le chapitre 1 concernera des généralités sur les algebres de Lie : définitions, exemples, notions d’idéaux, de
morphismes, de représentations (ou modules), étude “compleéte” des algebres de Lie nilpotentes et résolubles.

» Dans la suite du cours, les algébres de Lie seront supposées de dimension finie et le corps de base sera
algébriguement clos et de caractéristique nulle.

A partir du chapitre 2, on se concentrera sur 'étude des algebres de Lie semi-simples.

Nous présenterons différentes caractérisations des algebres de Lie semi-simples, et nous étudierons la
structure de celles-ci. Cette derniére est régie par un systéme de racines, que 'on étudiera au chapitre 3.
Il s’agit d’un objet combinatoire qui apparait dans de nombreux domaines des mathématiques. Grace a la
classification des systemes de racines, nous en déduirons une classification compléte des algebres de Lie simples
(et donc semi-simples).

Dans le chapitre 4, on s’intéressera aux représentations des algebres de Lie semi-simples. Nous introduirons
la notion d’algébre enveloppante, une notion intéressante en soi qui apparait dans d’autres contextes (algébres
de Hopf, théorie des déformations, par exemple). Nous introduirons également la notion de plus haut poids
et de modules de Verma.

Le chapitre 5 portera sur des aspects plus fins de la théorie des représentations et des invariants :
théorémes de Chevalley et de Harish-Chandra, formules de Weyl et de Kostant, notion de variété associée
a une représentation irréductible de plus haut poids. Ces thématiques sont étroitement liées aux éléments
nilpotents d’une algebre de Lie semi-simple.

La derniére partie du cours sera une ouverture sur des themes plus avancés ; idéauz primitifs d’une algébre
enveloppante, catégorie O, notion de variété associée, et liens entre ces différentes notions.



Chapitre 1

Algebres de Lie

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif (ex : K =R, C,Fg,...).

1. Définitions et exemples

~{Définition 1 — Algebre de Lie]

Une K-algébre de Lie est un K-espace vectoriel L muni d’une application K-bilinéaire
[‘,']:LXL%La (xvy)’_)[x7y]a

appelée crochet de Lie, et satisfaisant aux axiomes suivants :
(i) [z,2] = 0 pour tout x € L (ce qui équivaut a [z,y] = —[y,x] pour tous z,y € L si
car(K) # 2).
(ii) [, [y, 2] + [y, [, z]] + [2, [z, y]] = O pour tous z,y,z € L (identité de Jacobi).
Lorsque K est évident, on dira simplement que L est une algébre de Lie.

J

EXEMPLE 1. Tout K-espace vectoriel L muni du crochet nul, i.e., [x,y] = 0 pour tous x,y € L, est une
algébre de Lie.

Une algebre de Lie L tel que [x,y] = 0 pour tous z,y € L est dite abélienne ou commutative.

EXEMPLE 2. L’espace vectoriel R® orienté par sa structure euclidienne canonique, et muni du crochet
[z,y] = 2 Ay pour x,y € R3, est une algébre de Lie.

EXEMPLE 3 (algébre associative). Soit (A,+,-) une algébre associative définie sur K. Alors A posséde
une structure d’algebre de Lie donnée par :

V(z,y) € AxX A, [r,yl=2-y—y-

Si V est un K-ev, alors (End(V),+,0) muni du crochet ci-dessus est une algébre de Lie. On la note gl(V').
Sin € N*, alors (M (K),+, X), ot #,(K) désigne l'ensemble des matrices carrées d’ordre n d coefficients
dans K, muni du crochet ci-dessus est une algébre de Lie. On la note gl,, (K).

,—[Déﬁnition 2 — Sous-algebre de Lie et idéal]

Soit L une algebre de Lie.
— Un sous-ensemble H de L est une sous-algébre (de Lie) de L si H est un sous-espace
vectoriel de L et si pour tous z,y € H, on a [z,y] € H.
— Un sous-ensemble I de L est un idéal de L si I est un sous-espace vectoriel de L et si pour
tout = € I et tout y € L, on a [z,y] € I.

\. J

On vérifie sans peine que si H, K sont des sous-algebres (resp. idéaux) de L, alors H N K et H + K sont des
sous-algebres (resp. idéaux) de L.

EXEMPLE 4. Soit n € N*. Les sous-ensembles suivants de gl,,(K) sont des sous-algébres de gl,,(K) :
— sl,(K), ’ensemble des matrices de gl,,(K) de trace nulle,
— t,(K), Uensemble des matrices triangulaires supérieures de gl,, (K),
— n,(K), ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes de gl,, (K),
— 0,(K), l’ensemble des matrices diagonales de gl,,(K), etc.
On remarquera que sl,(K) est méme un idéal de gl,,(K).

7
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EXEMPLE 5 (dérivations d’une algébre). Soit A une K-algébre associative. Une dérivation § de A est un
endomorphisme du K-espace vectoriel sous-jacent a A vérifiant la formule de Leibniz : §(ab) = (da)b + a(db)
pour tous a,b € A. L’ensemble Der(A) des dérivations de A est un sous-espace vectoriel de End(A). La
composé § o 0" de deux dérivations §,d" n'est pas une dérivation en général (autrement dit, Der(A) n’est pas
une sous-algébre de l'algébre associative End(A)), mais [6,8'] = § 0’ —§' 04 est encore une dérivation de A.
Ainsi, Der(A) est une sous-algébre de Lie de l'algébre de Lie gl(A).

EXERCICE 1 (algébre de Lie des dérivations). Vérifier les assertions ci-dessus, ¢ savoir que l’espace
Der(A) est une sous-algébre de Lie de gl(A), mais pas une sous-algébre de l’algébre associative End(A)
en général.

On définit de méme une dérivation d’une K-algebre de Lie L comme un élément f de End(L) vérifiant
f(z,y]) = [f(z),y] + [z, f(y)] pour tous z,y € L. On note Der(L) 'ensemble des dérivations de L. Ici encore,
le sous-espace vectoriel Der(L) n’est pas stable par produit (composition) mais est stable par le crochet de
Lie. C’est donc une sous-algebre de Lie de 1'algebre de Lie gl(L).

Voici un exemple tres important de dérivation d’une algebre de Lie L. Pour € L, notons

adz: L ~—— L
y — [zy]

Compte tenu de 'antisymétrie du crochet, I'identité de Jacobi assure que ad x est une dérivation de L.

Citons encore quelques exemples d’algebres de Lie a titre culturel seulement. Nous ne les utiliserons pas
dans la suite de ce cours.

EXEMPLE 6 (un exemple plus analytique). Soit M une variété lisse (i.e., différentiable de classe C™ ).
On rappelle qu’un champ de vecteurs est une section lisse £: M — TM du fibré tangent de M (intuitivement,
la donnée pour tout © € M d’un vecteur £(xz) tangent ¢ M en x et dépendant de maniére C* de x). Un tel
champ de vecteurs définit une dérivation de l’algébre C*°(M,R) des fonctions lisses sur M qui envoie une
fonction f sur la fonction x — dyf(&(x)). On note V(M) Uensemble de tous les champs de vecteurs sur M.
On montre par un calcul local que Uapplication V(M) — Der(C*°(M,R)) ainsi obtenue est bijective. Il s’ensuit
que le R-espace vectoriel (de dimension infinie) V(M) de tous les champs de vecteurs sur M est muni d’une
structure de R-algébre de Lie.

EXEMPLE 7 (algeébre de Lie d'un groupe de Lie, algébre de Lie d'un groupe algébrique). L’espace tangent
en son élément neutre d’un groupe de Lie posséde naturellement une structure d’algébre de Lie. C’est l’exemple
historique considéré par Sophus Lie. Nous n’aborderons pas cet aspect de la théorie dans le cours. Mentionnons
seulement qu’un groupe de Lie est une variété (réelle) lisse G munie d’une loi de groupe lissem: GXG — G,
(x,y) — zy, dont lapplication «passage a linverses, 1: G — G, x — x~ 1, est lisse aussi. Il y a alors plusieurs
méthodes pour munir l’espace tangent T.G d’un groupe de Lie G en son élément neutre e d’une structure de
R-algébre de Lie : via les champs de vecteurs invariants d gauche ou via différentiation de la représentation
adjointe de G.

La version plus algébrique (compleze) assure qu’d tout groupe algébrique' on peut naturellement
associer une algébre de Lie (la encore, c’est l'espace tangent en l’élément neutre qui posséde une structure
d’algébre de Lie). On renvoie d [2, Chap. 23] pour plus de détail sur cet aspect (’ouvrage [2] contient les
bases nécessaires de géométrie algébrique). Ce point de vue sera évoqué plus tard dans le cours.

EXERCICE 2 (algebre de Lie quotient). Soit I un idéal d’une algébre de Lie L. Montrer que le quotient
L/I muni du crochet :
e+ Ly+I]=zy+1, V(zy elLxlL,

est une algébre de Lie. (On commencera par vérifier que le crochet ci-dessus est bien défini.)

1. Un groupe algébrique (complexe) est une variété algébrique qui posséde en méme temps une structure de groupe telle que
la loi de groupe et I’application de passage & 'inverse soient des morphismes de variétés algébriques.

8
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,—[Déﬁnition 3 — Morphisme et isomorphisme] \

Soient L et Lo deux algebres de Lie, et 6: L1 — Lo une application linéaire. On dit que 6 est un
morphisme d’algébres de Lie si :

V(z,y) € L1 x Ly, 0([z,y]) = [0(z),0(y)]-
L’application 6 est un isomorphisme d’algébres de Lie si de plus 6 est bijective.
Les algebres de Lie L et Ly sont dites isomorphmes s’il existe un isomorphisme d’algebres de
Lie 6: L1 — Lo.

EXERCICE 3 (noyau et image d’un morphisme d’algebres de Lie). Soit 0: Ly — Lo un morphisme
d’algébres de Lie.

1. Montrer que le noyau ker 0 est un idéal de Ly et que l’image im6 est une sous-algébre de Lo.

2. Montrer que le quotient L1/ ker 8 est isomorphe d im6.

2. Représentations et modules

2.1. Definitions. Soit L une algebre de Lie.

— Définition 4 N

Une représentation de L, ou L-module, est une paire (V,0), ou V est un K-espace vectoriel et
o: L — gl(V) est un morphisme d’algébres de Lie. Autrement dit, o est une application linéaire
telle que :

V(z,y) e Lx L,  o(x)oa(y)—o(y)oo(x) =o(z,y]).

\ J

Si (V, o) est une représentation de L, on écrit parfois simplement z.v a la place de o(z)(v) pour « € L et
v € V lorsque la représentation est évidente.

REMARQUE 1. En général, on définit plutét un L-module (a gauche) comme étant un espace vectoriel

V' muni d’une opération
LxV =V, (z,v)—2zwv

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (z,v) — z.v est linéaire en x et en v,

(ii) [z,y].v = z.(y.v) — y.(x.v) pour tous x,y € L etv € V.
On vérifie sans peine que la donnée d’un L-module est équivalente d la donnée d’une représentation de L au
sens de la définition 4. Dans ce cours, on utilisera sans distinction les deux notions.

EXEMPLE 8. Si (V,0) est une représentation de L, on définit la représentation contragrédiente, ou
représentation duale, (V*, ) de (V,0) de la fagon suivante : pour x € L, v € V et f € V*,

(r(2)(f)) (v) = = f (o(2)(v))-

On définit les notions de sous-représentation (ou sous-module), de module quotient et de somme
directe de facon naturelle.

EXEMPLE 9. L’application
ad: L ~—— gl(L)
r — adz.

définit une représentation de L, appelée la représentation adjointe. Un sous-module de (L,ad) n’est rien
d’autre qu’un idéal de L. La représentation duale de (L,ad) est

ad*: L —— gl(L*)

S (d“f — L}qx,yn)‘
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EXERCICE 4 (représentation adjointe de sly(C)). Vérifier que les vecteurs

U B (I AV Vi

forment une base de sly(C), et calculer les matrices de ade, ad h, ad f relativement d cette base.

Un morphisme de L-modules est une application linéaire 8: V' — W, ou (Vo) et (W, 7) sont deux
L-modules, telle que 6(o(x)(v)) = m(x)(0(v)) pour tous = € L et v € V. On note Homy,(V, W) ensemble de
tels morphismes. Si V' = W, on notera simplement Endy, (V') cet espace.

On dit que les modules V' et W de L sont isomorphes ou équivalents s’il existe un isomorphisme de
L-modules 6: V. — W entre V et W.

Un L-module (V, o) est dit simple ou irréductible si V # {0} et si les seuls sous-modules de V' sont
V ou {0}. L’espace V est semi-simple ou complétement réductible si V est isomorphisme & une somme
directe de sous-modules irréductibles.

,—[Proposition 5 — Lemme de Schur] \

On suppose dans cette proposition que K est algébriquement clos.
(i) Si V,W sont deux modules simples de L non isomorphes, alors Homp, (V, W) = {0}.
(if) SiV est un module simple de L, alors Endy, (V) est un corps. De plus, si V est de dimension
finie, alors Endz (V) = KIdy.

\. J

DEMONSTRATION. (i) Comme le noyau et 'image d’un morphisme de L-modules sont des L-modules,
un morphisme de L-modules simples est, ou bien le morphisme nul ou bien un isomorphisme. Ceci démontre
Passertion (i).

(i) L’argument de (i) montre que Endy (V') est un corps. En effet, si un élément de Endy, (V') est non nul,
il est inversible. De plus, ce corps contient clairement K Idy .

Si maintenant V' est de dimension finie, alors tout f € Endy (V) posséde une valeur propre A (le corps
K est supposé algébriquement clos). Ceci implique que ker(f — AIdy ) est un sous-module non trivial de V.
Comme V est simple, on en déduit que f = Aldy . O

Issai Schur, né a Moguilev le 10 janvier 1875 et mort a Tel-Aviv
le 10 janvier 1941, est un mathématicien d’origine russe qui a sur-
tout travaillé en Allemagne. Son nom est aussi transcrit Issai Chour

(transcription du russe en frangais).

7 &

Une représentation (Vo) est dite fidéle si le morphisme o est injectif : si tel est le cas, on peut alors
identifier L a une sous-algébre (de Lie) de gl(V'). On admet le théoréme suivant ? :

Théoréme 6 — Théoréme d’Ado}

Toute algebre de Lie de dimension finie admet une représentation fidele de dimension finie.

Igor Dmitrievich Ado (1910-1983) est un mathématicien russe. Il obtint son doctorat ¢ Kazan sous
la direction de Chebotarev. Le théoréme d’Ado, dans sa version la plus générale comme ci-dessus (sur

un corps de caractéristique quelconque) est di o Iwasawa et Harish-Chandra.
2. On renvoie par exemple & [5, Théoréme E4] pour une démonstration de ce résultat.

10
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EXERCICE 5 (la représentation adjointe de sly(K) est simple et fidele). Montrer que la représentation
adjointe de sly(K) est simple et fidéle si car(K) # 2.

2.2. Représentations de dimension finie de sl3(K). On suppose dans ce paragraphe que K est
algébriquement clos et de caractéristique nulle (par exemple K = C), et on étudie les représentations de
dimension finie de sl3(K). Comme nous le verrons au chapitre suivant, elles jouent un role essentiel dans
I’étude des algebres de Lie semi-simples. Il s’agit donc bien plus que d’un simple exemple !

On reprend les notations de l'exercice 4. Soit » € N. On pose pour i € {1,...,r},

wi =1i(r—i+1).

On considére la représentation (V;., ;) de sly(K) ot V; = K™t et le morphisme o, est donné par :

r 0 0 - 0 0O wggo O - 0 0 --- 0 0 0
o r—-2 0 - 0 0 0 py -+ O 1 .-~ 00 0
op(hy=10 0 r=d e 0 e = e = | SR
o L : 0 0 0 - p 0 100
0 0 0 —r 0 0 0 --- 0 0 01 0

On a identifié ici End(K" 1) et ., 11 (K).

Lemme 7

La représentation o, est simple.

EXERCICE 6. Démontrer le lemme 7. (On pourra reprendre les idées de 1’exercice 5.)

Soit (V, o) une représentation non nulle de dimension finie de sl3(K). Posons
H=o(h), E=ole), F=o(f).

Par une simple récurrence, on vérifie sans peine les relations suivantes pour i € N, j € N* :

[H, '] = 2iF", (2)
[H,F] = —2iF", 3)
[FEY) = —j(H = (j = DIdy) o B/ (4)

EXERCICE 7. Vérifier les relations ci-dessus et en déduire que E et F sont nilpotents. (Indication : on
pourra remarquer que Tr(F?) = Tr(E?) = 0 pour tout i € N*.)

Soient A = min{n € N | E"*! = 0} et w € V tel que v = E*(w) # 0. Posons vy = v et pour i € N*,
v; = F(vg). D’aprés la relation (4), on a :

0= [F, E*")(w) = H(vo) = Avp.
Par conséquent, d’apres (3),
H(v;) = (A= 2i)v;. (5)
1l s’ensuit que si v; # 0, alors v; est un vecteur propre de H associé a la valeur propre A\ — 2i. De plus, une
simple récurrence donne :
E(v;) =i(A—i+ 1)v;_1, (6)

ot v_1 = 0. Soit s tel que vs # 0 et v; = 0 pour i > s, et soit W le sous-espace de V' engendré par vy, ..., vs.
Alors W est un sous-module de V et {vg,...,vs} est une base de W d’apres (5). Notons Hyy, Ew, Fw les
restrictions de H, E, F' & W, respectivement. Comme [Evw, Fiy| = Hy, on a

S

0=Tr(Hw)=>» (A=2i)=(s+1)(A—s).
i=0
Par conséquent, s = X et les matrices de Hyy, Ew, Fw dans la base {vy,...,vs} sont celles de (1) avec r = A.
On en déduit que les représentations ol et oy sont équivalentes.

11
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On a ainsi obtenu le théoréme suivant.

— Théoréme 8 N

Soient r € N* et (V,0) une représentation simple de sly(K) de dimension r + 1. Alors o est
équivalente a o,.

De plus, les valeurs propres de o(h) sont —r, —r+2,...,7r—2,r, et siv € V\ {0} vérifie o(e)(v) =0
(resp. o(f)(v) = 0), alors v est un vecteur propre de o(h) associé & la valeur propre r (resp. —r)).

\. J

Le résultat suivant sera généralisé au chapitre suivant :

Théoréme 9 — Compléte réductibilité des représentations de dimension finie de sly(K)

Toute représentation de dimension finie de sl3(K) est completement réductible.

DEMONSTRATION. Soit (V, o) une représentation de dimension finie de sl3(K). Si dimV = 0, il n’y a
rien & démontrer. On suppose donc dim V' > 1. D’apres la discussion précédent le théoréeme 8, il existe un
sous-module simple W de V' de dimension A + 1. Montrons qu’il existe un sous-module U de V tel que
V =U & W. Le théoréme se déduira alors d’une simple récurrence sur la dimension.

Considérons la représentation duale (V*, ) de V' (voir 'exemple 8). Soient w € W et {vg,...,vr} la base
de W comme dans la discussion précédant le théoreme 8. Fixons & € V* tel que £(vg) = 1. Alors

(m(e)*(9)) (w) =& ((—E)Mw)) = (-1

On a donc 1 = 7(e)*(€) # 0 et A est le plus petit entier tel que 7(e)*T! = 0. D’apres la discussion précédant

le théoréme 8, le sous-espace M de V* engendré par n; = w(f)%(n), i = 0,...,\, est un sous-module simple
de V* de dimension A + 1.
A TDaide de la relation (6), on vérifie que :

ni(va—i) = (D)} H(AD?, (7)
ni(vp) =0, sii+p> A (8)

Soit U lorthogonal dans V' de M, c’est-a-dire U = {u € V | n;(u) = 0 pour tout ¢ = 0,...,A}. On a
dimV =dimU + dim W et U est un sous-module de V. De plus, (7) et (8) impliquent que U N W = {0}. 1l
en résulte que V est la somme directe des sous-modules U et V', comme désiré. O

EXERCICE 8. Vérifier les détails de la démonstration ci-dessus.

~— Corollaire 10 \

Soit (V, o) une représentation de dimension finie de sl3(K).
(i) 1l existe r1,...,7, € N tels que o soit équivalent a la somme directe des représentations
or,t=1,...,n.
(ii) Ona V =0(e)(V) @ kero(f) = o(f)(V) @ kero(e).
(iii) o(h) est semi-simple et ses valeurs propres sont des entiers.
(iv) Si V est non trivial, alors o est irréductible si et seulement si les valeurs propres de o(h)
sont, sans multiplicité et sont ou bien toutes impaires ou bien toutes paires.

3. Algebres de Lie nilpotentes et résolubles

On suppose désormais que toutes les algebres de Lie sont de dimension finie.

Soit L une algebre de Lie. Si H et K sont deux sous-espaces de L, on note [H, K] le sous-espace de L
engendré par les vecteurs [z,y], ot & € H et y € K. Ainsi par exemple, l'algébre de Lie L est abélienne si et
seulement si [L, L] = {0}.

12
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3.1. Algebres de Lie nilpotentes et théoréeme de Engel. On définit la suite centrale descen-
dante de L par récurrence :

L'=L, L[*=[L,L=[L"L), L*=[L*1L],....L'=[L""1),....
Ainsi, L est abélienne si et seulement si L2 = 0.

EXERCICE 9 (la suite centrale descendante est une suite décroissante d’idéaux). Vérifier que les ensembles
L, i €N, sont des idéauz de L, et que L=L' D L?> D> L3> ...

Définition 11 — Algebre de Lie nilpotente]

L’algebre de Lie L est dite nilpotente si L™ = 0 pour un certain n € N*.

EXERCICE 10 (la représentation adjointe d’une algébre de Lie nilpotente est nilpotente). Montrer que L
est nilpotente si et seulement s’il existe un entier j € N* tel que adxi oadxg o---oadx; = 0 pour tous
21,%2,...,%; € L.

EXERCICE 11. Soit n € N*. Montrer que l'algébre de Lie n,(K) des matrices triangulaires supérieures
strictes est une algébre de Lie nilpotente.

Nous allons voir que cet exemple est en fait tres général.

Lemme 12

Soit L une algébre de Lie nilpotente. Alors toute sous-algébre de L et tout quotient de L (par un
idéal de L) sont des algebres de Lie nilpotentes.

EXERCICE 12. Démontrer le lemme ci-dessus.

EXERCICE 13. Supposons que L soit algébre de Lie nilpotente non nulle. Montrer qu’il existe un idéal
de L de codimension 1. (Indication : observer que si L est nilpotente, alors L? # L et considérer un
sous-espace I de L tel que I D L? et dim [ = dim L — 1.)

— Lemme 13 \

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.
(i) Si z € End(V) est nilpotent, alors ad z est un endomorphisme nilpotent de End(End V).
Plus précisément, si 2P = 0, alors (ad x)??~1 = 0.
(ii) Si L est une sous-algebre de Lie de gl(V) formée d’endomorphismes nilpotents, alors il
existe un vecteur non nul v de V' tel que z(v) = 0 pour tout x € L.

\. J

DEMONSTRATION. L’assertion (i) est claire car si y € gl(V), alors (ad z)™(y) est une somme de termes
de la forme +x'yz’ avec i + j = n.

(ii) On raisonne par récurrence sur la dimension de L. Si L = {0}, le résultat est évident. On suppose
dim L > 0.

Soit A une sous-algeébre non nulle de L (une telle algebre existe : par exemple A = Kz avec z € L\ {0}).
Pour 2 € A, 'endomorphisme de L/A induit par adz est nilpotent par (i). D’aprés notre hypothese de
récurrence, il existe y € L\ A tel que [A,y] C A. Par conséquent, A est un idéal de A @ Ky. De cette fagon,
on construit un idéal I de L de codimension 1 : si A@® Ky = L, I = A convient, sinon on reprend ’argument
précédent avec lalgebre A’ = A @ Ky.

13
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Soit donc un idéal I de L tel L =1 & Ky pour y € L\ I. Notons W le sous-espace vectoriel de V' formé
des vecteurs v tels que x(v) = 0 pour tout x € I. D’apres I’hypotheése de récurrence, W # {0} puisque I est
une algebre de Lie nilpotente d’apres le lemme 12. Montrons que y(W) C W. Soit w € W et 2 € I. On a

zoy(w) =yoz(w)+ [zy](w) =0

car z(w) = 0 et [[,L] € I d’ou [z,y](w) = 0. Ceci prouve que y(W) C W. Comme y est nilpotent, sa
restriction & W Dlest aussi, et il existe v € W \ {0} tel que y(v) = 0. Le vecteur v vérifie alors x(v) = 0 pour
tout x € L, ce qui démontre le lemme. O

Friedrich Engel, né le 26 décembre 1861 a Lugau prés de Chemnitz et

mort le 29 septembre 1941 a Giessen, est un mathématicien allemand.

,—[Théoréme 14 — Théoréme de Engel] \

Soit (V, o) une représentation de L de dimension n > 0. Supposons que o (z) soit un endomorphisme
nilpotent pour tout z € L. Alors il existe une base B de V' dans laquelle la matrice de o(z), pour
tout = € L, est de la forme

0 = - *
0 0
Mats(o(2)) = | o
0 =
0 0 0

Autrement dit, il existe un drapeau ® de V,
{0} =VopcWiCc---CV, =V,
tel que o(L)V; C V;_1 pour i € {1,...,n}.

a. Un drapeau d’un espace vectoriel V est une suite de sous-espaces vectoriels {0} = Vo C Vi C--- C V=V
telle que dim V; = 4 pour tout i € {0, ...,n}.

DEMONSTRATION. Quitte & quotienter par le noyau de o, on peut supposer : L C gl(V'). On raisonne par
récurrence sur la dimension n de V. Si n = 1, le résultat est évident. Supposons n > 1. D’apres le lemme 13,
il existe un vecteur non nul v de V tel que o(z)v = 0 pour tout & € L. Considérons la projection canonique

m:V—V/Kv=W,

et appliquons ’hypotheése de récurrence & W. 1l existe alors un drapeau {0} =Wy C W) C--- C W,,_1 =W
de W vérifiant les propriétés désirées. Posons Vy = {0} puis, pour i € {1,...,n}, V; = 7= 1(W,_;). alors le
drapeau {0} =V Cc Vi C--- CV, =V de V vérifie L(V;) C V;_1 pour i € {1,...,n} comme désiré. O

Corollaire 15

Une algebre de Lie L est nilpotente si et seulement si pour tout € L, ad z est un endomorphisme

nilpotent de L.

14
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EXERCICE 14. Démontrer le corollaire ci-dessus.

3.2. Algébres de Lie résolubles et radical d’une algébre de Lie. On définit une nouvelle suite
d’'idéaux de L, la suite dérivée, par récurrence :

LO=r MW=L, L®=[WMW M) . LO=[LY =0 .

EXERCICE 15 (la suite dérivée est une suite décroissante d’idéaux). Vérifier que les ensembles L), i € N,
sont des idéauz de L, et que L =L > L1 513 5 ...

Définition 16 — Algébre de Lie résoluble]

On dit qu'une algebre de Lie L est résoluble si L™ = 0 pour un certain n € N.

Par exemple, toute algebre de Lie nilpotente est résoluble. En particulier, toute algebre de Lie abélienne est
résoluble.

EXERCICE 16. Soit n € N*. Montrer que l’algébre de Lie t,,(K) des matrices triangulaires supérieures est
résoluble. Calculer explicitement la suite dérivée de t,(K).

Nous allons voir que cet exemple est en fait tres général.

EXERCICE 17. Soit I un idéal de L. Supposons que I et L/I soient résolubles. Montrer que L est résoluble.

,—[Proposition-Déﬁnition 17 — Radical d’une algebre de Lie] \

Toute algebre de Lie L de dimension finie contient un unique plus grand idéal résoluble R. De
plus, le quotient L/R ne contient aucun idéal résoluble non nul. L’idéal R est appelé le radical
de L. On le note rad(L).

\ J

DEMONSTRATION. Soient I,.J deux idéaux résolubles de L. Alors I + J est encore un idéal de L, et
(I+J)/I=J/(InJ). Comme J est résoluble, J/(I NJ) est resoluble et donc (I 4 J)/I est résoluble aussi.
Comme [ est résoluble, on en déduit que I + J est résoluble d’apres I’exercice 17. On a donc montré que la
somme de deux idéaux résolubles est résoluble. Il en résulte que L admet un unique plus grand idéal résoluble.

Si I/R est un idéal résoluble de L/R, alors I est un idéal résoluble de L d’aprés lexercice 17. Par
conséquent, I = R et I/R = {0}. O

EXERCICE 18. Vérifier les détails de la démonstration ci-dessus, en particulier lisomorphisme (I+J)/1 =
J/(INJ). (Indication : on remarquera tout d’abord que I est un idéal de I + J et que I N J est un idéal
de J.)

,—[Déﬁnition 18 — Algebres de Lie simples et semi—simples} \

Une algebre de Lie L est dite semi-simple si rad(L) = 0. Une algebre de Lie L est dite simple si
L n’a pas d’idéaux propres (c’est-a-dire autre que 0 et L) et si L est non abélienne (ce qui exclus
le cas des algebres de Lie de dimension 1).

\. J

Nous verrons au prochain chapitre que si l'algebre de Lie L est semi-simple (resp. simple) alors la repre-
sentation (L, ad) est semi-simple (resp. simple).

Proposition 19]

Toute algebre de Lie simple est semi-simple.

15
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DEMONSTRATION. Supposons que L soit simple mais non semi-simple. Alors rad(L) # 0. Comme rad(L)
est un idéal de L, on en déduit rad(L) = L. Par conséquent L est résoluble et il existe n > 0 tel que L(™ = {0}.
En particulier, L(Y) # L. En effet, L(Y) = L impliquerait L") = L pour tout n > 1. Mais L") est un idéal de
L, donc L™ = {0} puisque L est simple, et donc [L, L] = {0}, i.e., L est abélienne. Comme L est abélienne,
tout sous-espace de L est un idéal. Comme L est simple, on en déduit que dim L = 1, ce qui est impossible
puisque L est simple. O

4. Représentations des algebres de Lie résolubles

On suppose désormais que le corps K est algébriquement clos et de caractéristique nulle (par exemple,
K =C).

Remarquons que toute représentation de dimension 1 d’une algebre de Lie est irréductible. De plus, se
donner une représentation de dimension 1 d’une algebre de Lie L revient a se donner une application linéaire
o: L — C telle que o([L, L]) = 0. Une telle application linéaire est aussi appelée un caractére de lalgebre
de Lie L.

Théoréme 20 — Théoréme de Lie}

Soient L une algebre de Lie résoluble non nulle, et (Vo) une représentation irréductible de L de
dimension finie. Alors dim V' = 1.

Le théoréeme de Lie assure que si L est résoluble et si (Vo) est une représentation de L de dimension
finie, alors il existe un vecteur propre dans V' commun & tous les o(x), pour & € L. Nous avons déja démontré
ce résultat pour les algebres de Lie nilpotentes : c’est le théoréme de Engel.

DEMONSTRATION. On démontre le théoréme par récurrence sur la dimension de L. Si dim L = 1, i.e.,
L = Kz, alors pour tout vecteur propre v de o(x) dans V, Kv est un sous-module de V. Comme V est
irréductible, on a V = Kuv et V est de dimension 1.

On suppose maintenant dim L > 1. Fixons un idéal I de L de codimension 1 (on démontre 1’existence d’un
tel idéal comme dans lexercice 13). Comme V est un I-module, V' contient un sous-module irréductible W
(pour I) de V. D’apres 'hypothése de récurrence, on a dim W = 1. Soit w € W \ {0}. Pour tout y € I, on a

o(y)w = A(y)w,
ou A: I — C est la représentation de I de dimension 1 associée & W. Posons
U={ueV|o(y)u=Ay)u pour tout y € I}.

On a
{0} #W cCcUcCVW.

Montrons que U est un sous-module de V. Soient z € L et u € U. Puisque [z,y] € I, on en déduit que pour
tout y € I,

o(y)(o(@)u) = o(z)(o(y)u) — o[z, y])u = My)o(z)u — M[z, y])u. (9)

ASSERTION 1. Pour tous x € L et y € I, A([z,y]) = 0.

DEMONSTRATION. Comme dim /[ = dimL — 1, on a L = I & Kz pour z € L\ I. 1l suffit de démontrer
Passertion pour un tel z puisque ([, I]) = {0}. Soit u € U \ {0}. Considérons le sous-espace engendré par
vy = u, v1 = o(z)u,...,v; = o(x)u,.... Soit p € N* tel que vy, ...,v, soient linéairement indépendants et
Vo, . . ., Up4+1 soient liés. Montrons par récurrence que que pour tout y € I,

o(y)vi € My)v; + Vectk (vo, - .., vi—1)
pour tout ¢ = 0,...,p. Le résultat est vrai pour ¢ = 0. Supposons le vrai pour i — 1 pour un certain
i€{l,...,p— 1} et soit y € I. D’apreés ’hypotheése de récurrence, on a
o(y)vi = o(y)(o(z)vi-1) = o(2)(o(y)vi-1) — o([z,y])vi—1
€ o(z) (My)vi_1 + Vectx (vo, . .., vi—2)) — A[z, y])vi—1 + Vectk (vo, ..., v;_2)
S A(y)vl + VeCtK(”Uo, ceey vi_l)

puisque [z,y] € I. Il en résulte que le sous-espace Vectg(vo, ..., v,) est invariant sous laction de o(y) pour
tout y € I. Par construction, il l’est aussi sous l'action de o(x). En conséquence, c¢’est un sous-module de V,
d’ou
V = Vectk(vo, . .., vp)
16
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puisque V est irréductible. Or [x,y] € I pour tout y € I et le calcul précédent montre que
Try (o([z,9])) = (p+ D[, y]),
d’ott A([z,y]) = 0 puisque Try (o ([z,y])) = Trv(o(z) o o(y) — o(y) o o(x)) = 0. O
D’apres la relation (9), on déduit de ce qui précede que pour x € Lyu € U et y € I,
o(y)(o(x)u) = My)o(x)u, cest-d-dire o(x)u € U.
Le sous-espace U est donc un sous-module non nul de V', d’on U = V puisque V est irréductible. Autrement
dit,
o(y)v=Ay)v pourtous yeletvelV

Ecrivons L = I & Kz pour = € L \ I comme dans la démonstration ci-dessus. Soit v un vecteur propre de
o(x) dans V. Alors Kv est un sous-module de V' puisqu'il est invariant par les actions de x et de I. Comme
V est irréductible, V = Kv et dimV =1 ce qui acheve la démonstration. O

— Corollaire 21 \

Soient L une algebre de Lie résoluble, et (V, o) une représentation de L de dimension finie n € N*.
Alors il existe une base B de V telle que pour tout = € L la matrice de o(z) soit de la forme

0 =
Matg(o(z)) = | o
0 -+ - 0 x

Autrement dit, via Iisomorphisme gl(V') = gl (K) (donné par le choix de B), o(L) est contenue
dans la sous-algebre t,,(K).

\

— Corollaire 22 \

Soit L une algebre de Lie résoluble de dimension n € N*. Alors L possede une chaine d’idéaux

O=IlychLc---Ccl,=1L,

avec dim I; = 1.

EXERCICE 19. Démontrer les corollaires précédents a l’aide du théoréme de Lie.
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Chapitre 2

Algebres de Lie semi-simples

Dans tout ce chapitre, le corps K est algébriquement clos et de caractéristique nulle. Toutes les algebres
de Lie sont supposées de dimension finie.

1. Décomposition de Jordan-Chevalley et critére de Cartan

1.1. Quelques rappels d’algeébre linéaire. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0
et z € End(V). Il existe une base & de V dans laquelle la matrice de = est une matrice par blocs dont tous
les blocs sont de la forme

A1 0 0
A1
JIx(p) ol 1<p<n, AekK.
1
0 A

La version matricielle stipule que toute matrice de .#,,(K) est semblable & une matrice par blocs de matrices
de la forme J,(A), 1 <p<n, AeK.

Rappelons qu'un endomorphisme z € End(V) est dit semi-simple si les racines de son polynéme minimal
sont deux a deux distinctes. Comme K est algébriquement clos, = est semi-simple si et seulement si x est
diagonalisable.

,—[Proposition 23 — Décomposition de Jordan—Chevalley] <

(i) Il existe =5 et ,, dans End(V) tels que @ = x5 + x,, =5 est semi-simple, x,, est nilpotent,
T et x, commutent.

(ii) Il existe des polynomes p et ¢ dans K[X], sans terme constant, tels que x5 = p(z) et
2, = q(z). En particulier, s et x,, commutent avec tous les endomorphismes commutant
avec .

\ J

La décomposition x = x4 + x, est appelée la décomposition de Jordan-Chevalley, ou décomposition de
Jordan, de = ; x, et x, sont appelés respectivement la partie semi-simple et la partie nilpotente de x.

Marie Ennemond Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 a Lyon et
mort le 22 janvier 1922 a Paris, est un mathématicien francais, connu
a la fois pour son travail fondamental dans la théorie des groupes et

pour son influent Cours d’analyse.
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Claude Chevalley, né le 11 février 1909 a Johannesburg en Afrique
du Sud et mort le 28 juin 1984 a Paris, est un mathématicien frangais

spécialiste de l’algébre. Il ’est l'un des fondateurs du groupe Bourbaki.

EXERCICE 20. Montrer que adx = adxs + adz, est la décomposition de Jordan de adz dans
End(End(V)).

1.2. Critére de Cartan. Le critere ci-dessous et son corollaire seront treés utiles dans I’étude des
algebres de Lie semi-simples.

Théoréeme 24 — Critere de Cartan}

Soit L une sous-algebre de gl(V') ot V est un espace vectoriel de dimension finie. Supposons que
Tr(zy) = 0 pour tout = € [L, L] et tout y € L. Alors L est résoluble.

Elie Joseph Cartan (9 avril 1869 — 6 mai 1951) est un mathémati-
cien frangais qui a effectué des travauxr fondamentauzr dans la théorie
des groupes de Lie et leurs applications géométriques. Il a également
contribué de maniére significative a la physique mathématique, a la
géométrie différentielle, aux équations différentielles, a la théorie des
groupes et a la mécanique quantique. Il est largement considéré comme

l’'un des plus grands mathématiciens du XXe siécle.

DEMONSTRATION. Observons tout d’abord que L est résoluble si [L, L] est nilpotente. Par ailleurs, d’apres
le théoréme d’Engel (cf. Théoréme 14), [L, L] est nilpotente si et seulement si z est un endomorphisme
nilpotent pour tout z € [L,L] C gl(V). Commengons par énoncer un critére de nilpotence en terme de
traces :

ASSERTION 2. Soient A, B deux sous-espaces de gl(V) tels que A C B'. Posons M = {x € gl(V) |
[z, B] C A}. Soit x € M tel que Tr(xy) = 0 pour tout y € M. Alors = est nilpotent.

Supposons le critére ci-dessus acquis, et démontrons le théoréme. Appliquons le critére & A = [L, L] et
B = L de sorte que M = {z € gl(V) | [z,L] C [L,L]}. On a clairement : L C M. D’apres ’hypothese,
Tr(zy) = 0 pour tout = € [L, L] et y € L. Pour montrer que tout « € [L, L] est nilpotent & 'aide du critére,
il suffit de montrer que Tr(zy) = 0 pour tout = € [L,L] et y € M. Comme tout x € [L, L] est une somme
finie d’éléments de la forme [u,v], avec u,v € L, il suffit de montrer que pour tous u,v € L et z € M,
Tr([u,v]z) = 0. Mais Tr([u,v]z) = Tr(ufv, z]) = Tr([v, zJu) (il est facile de vérifier ces égalités grace aux
propriétés de la trace). Or, par définition de M, on a [v,z] € [L, L] et donc Tr([v, z]x) = 0 d’aprés notre
hypothése. On a ainsi montré que tout x € [L, L] est nilpotent.

Pour terminer la démontration, il reste a établir le critére ci-dessus.

DEMONSTRATION DE L’ASSERTION 2. Soit = x4+, la décomposition de Jordan de z, avec z vérifiant
les hypotheses de 'assertion. Fixons une base de V formée de vecteurs propres vy, ..., v, pour s associés
aux valeurs propres respectives A, ..., Ay,. Soit E le sous Q-espace vectoriel de K engendré par Ay, ..., Ap,.
Autrement dit,

1. A Dans [6, Lem. 4.3], 'hypothése A C B est omise : or, sans cette hypotheése, le fait que y soit M dans la démonstration
ci-dessus n’est plus clair du tout!
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On doit montrer que x5 = 0 ou, de maniére équivalente, que E = {0}. Comme E est dimension finie sur Q,
il suffit de montrer que son dual E* est nul, i.e., que toute forme linéaire f: E — Q est nulle.

Soit f: E — Q et soit y € gl(V) dont la matrice dans base (vy,...,vy,) est diag(f(A1),..., f(An)). Si
{eij}1<ij<m est la base de gl(V) associée & (v1,...,0), i.e., € ;(vg) = §;10; kv pour i,7,k,1 € {1,...,m},
alors (voir 'exercice 2 de la fiche n°2) pour tout 4, j :

adws(ei;) = (A — Aj)eay; et ady(ei;) = (f(A) — f(A)))eis-
Soit 7 € K[X] un polynéme sans terme constant tel que r(A; — X;) = f(A\;) — f();) pour tout (z,5) €
{1,...,m}% Lexistence d'un tel polynoéme est assurée par le théoréme d’interpolation de Lagrange. Le
polyndme est bien défini car A; — A\; = Ay — A; implique f(X\;) — f(A\;) = f(Ax) — F(Ai) par linéarité de f.
Clairement, ad y = r(ad z;).

D’apres I'exercice 20, ad x5 est la partie semi-simple de ad x. En particulier, ad z5 est un polynéme en
ad x sans terme constant. Par conséquent, ady est aussi un polynéme en ad z sans terme constant. Puisque
x € M, adx envoie B sur A C B, il en est de méme pour ady. Autrement dit, y € M. D’apres 'hypothese,
on en déduit que

0="Tr(zy) = > Aif(No).
i=1

Comme le membre de droite est un élément de F, on obtient en appliquant f :

0="> f(\)%
i=1

Comme les f()\;)? sont des nombres rationnels, il en résulte que f()\;) = 0 pour tout i € {1,...,m}, cest-a-
dire f = 0 puisque les A; engendrent E. O
U

Comme conséquence du critere de Cartan, on obtient le critére suivant qui peut étre vu comme un
analogue du Corollaire 15 pour les algebres de Lie résolubles.

Corollaire 25

Soit L une algebre de Lie telle que Tr(ad z ady) = 0 pour tout € [L, L] et tout y € L. Alors L
est résoluble.

EXERCICE 21. Démontrer le corollaire précédent a l'aide du théoréme 24 et de l'exercice 17.

2. Forme de Killing

Soit L une algebre de Lie. Pour x,y € L, on pose
kr(z,y) = Tr(adzady).
Alors k1, est une forme bilinéaire symétrique, appelée la forme de Killing de L. Cette forme est invariante,
c’est-a-dire :

VI,y,Z€L7 I{L([Z',y],Z):HL(JE, [yaz]) (10)

Wilhelm Karl Joseph Killing (10 mai 1847 — 11 février 1923) est
un mathématicien allemand connu pour ses nombreuses contributions
auz théories des algébres de Lie et des groupes de Lie et a la géométrie

non euclidienne.
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EXERCICE 22 (propriétés de la forme de Killing).
1. Vérifier la relation (10), et montrer que le noyau de Ky, c’est-a-dire l’ensemble
kerk ={x € L | kr(z,y) =0 pour tout y € L},
est un idéal de L.
2. Soit I un idéal de L. Montrer que la forme de Killing de I coincide avec la restriction de kr, a I.

3. Déterminer la matrice de la forme de Killing de slo(K) dans la base (e, h, f) (cf. exercice 4).
En déduire que la forme de Killing de sly(K) est non-dégénérée.

REMARQUE 2. A l'aide de la question (8) de Uexercice précédent on vérifie facilement que pour L =
sb(K), kp(z,y) = 4Tr(zy) pour tous z,y € sla(K). Nous verrons une généralisation de ce résultat pour
50, (K), n > 2.

Rappelons qu’'une algebre de Lie (non nulle) est dite semi-simple si rad(L) = {0}. Ceci est équivalent
a demander a ce que L n’admette aucun idéal abélien non nul. En effet, un tel idéal est nécessairement
contenu dans rad(L) et, réciproquement, le radical de L, s’il est non nul, contient un idéal abélien non nul;
précisément, le dernier terme de sa série dérivée (cf. Exercice 15).

En particulier, si L est semi-simple, alors son centre Z(L) = {z € L | [z,y] pour tout y € L} est nul
puisque c’est un idéal abélien. Dans ce cas I'application L — ad L, x — ad x, est un isomorphisme d’algebres
de Lie.

REMARQUE 3. Une algébre de Lie L est dite réductive sirad(L) = Z(L). Par exemple, les algébres de
Lie abéliennes et semi-simples sont réductives. L’algébre de Lie gl,, (K) est réductive non semi-simple. Quel
est son centre ?

Théoréme 26

Soit L une algebre de Lie non nulle. Alors, L est semi-simple si et seulement si sa forme de Killing
K, est non-dégénérée.

DEMONSTRATION. Supposons que L soit semi-simple, i.e., rad(L) = {0}. Soit K le noyau de . Par
définition, Tr(ad x o ady) = 0 pour tous z € K et y € L (en particulier pour tout y € [K, K]). D’apres le
critére de Cartan (ou plutdt son corollaire 25) on en déduit que K est résoluble. Comme K est un idéal de L
(cf. Exercice 22), on a K C rad(L) = {0}. Autrement dit, k1, est non-dégénérée.

Réciproquement, supposons K = {0} et montrons que L ne contient pas d’idéaux abéliens non nuls. Il
suffit de montrer que tout idéal abélien est contenu dans K. Soit I un idéal abélien de L. Soient x € I et
y € L. Alors I'image de (ad z oad y)? est contenu dans [I,[L,[I, L]]] C [I,I] = {0} puisque I est abélien. Ceci
démontre que adzady est un endomorphisme nilpotent. On a donc : 0 = Tr(adx o ady) = kp(z,y) pour
tousz € I et y € L. On a montré : I C K = {0}, comme désiré. D’apres la remarque précédent le théoréme,
L est semi-simple. U

REMARQUE 4. La deuziéme partie de la démonstration reste valide pour un corps de caractéristique > 0.
D’autre part, la démonstration précédente montre que linclusion ker Ky, C rad(L) est toujours vérifice.

Une premiére conséquence de la non-dégénérance de la forme de Killing pour les algebres de Lie semi-
simples et le résultat suivant :

Proposition 27 — Toutes les dérivations d’une algebre de Lie semi-simple sont intérieures

Si L est semi-simple, alors ad L = Der L.

DEMONSTRATION. Comme L est semi-simple, I’application L — ad L, x — adz, est un isomorphisme
d’algebres de Lie. En particulier, la forme de Killing de M = ad L est non-dégénérée. Posons D = Der L. On
a [D, M] C M puisque pour tous § € D et x € L,

[0,ad z] = ad(dx). (11)

22



Unwviversité de Lille - Master de mathématiques S4 Année 2018-2019

Autrement dit, M est un idéal de D et il résulte de I'exercice 22 que ks est la restriction & M de kp. En
particulier, si I = M* est I'orthogonal de M dans D relativement & kp, alors I N M = {0} puisque #,s est
non-dégénérée. Comme I et M sont des idéaux de D, on en déduit que [I, M] = {0} et donc que si § € I,
alors ad(dx) = 0 pour tout x € L d’aprés (11), d’ott 6z = 0 pour tout « € L puisque ad est fidele, i.e., § = 0.
En conclusion, I = {0} et Der L = ad L. O

3. Idéaux d’une algeébre de Lie semi-simple

Soit L une algebre de Lie semi-simple.

Proposition 28]

Alors il existe des idéaux Iy, ..., I; de L qui sont tous simples (en tant qu’algebres de Lie) et tels
que L =1, @ --- @ I;. Tout idéal simple de L coincide avec I'un des idéaux I;.

Comme les I; sont des idéaux de L, on a [I;,Ix] C I; N I = {0} donc la décomposition ci-dessus est
«adaptée» au crochet de Lie, c’est-a-dire que le crochet de Lie sur L peut étre décrit a partir de celui sur
chacun des I;.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, remarquons que si I est un idéal non nul de L, alors son orthogonal
I+ relativement & la forme de Killing x, est encore un idéal de L d’apreés la propriété d’invariance de . Le
critere de Cartan implique que 'idéal I NI+ de L est résoluble. Il est donc nul puisque L est semi-simple.
Par conséquent, dim L = dim I + dim I+ et L =1 @ I+,

On raisonne maintenant par récurrence sur la dimension de L, le cas dim L = 0 ou 1 étant évidement.
Supposons dim L > 1. Si L n’a pas d’idéaux propres non nuls, le résultat est clair : L est simple. Sinon, soit Iy
un idéal non nul minimal. D’aprés la premiere étape, L = I © I{- et tout idéal de I; est un idéal de L, donc
I; est semi-simple. Par minimalité, il est donc simple. De la méme fagon, I~ est semi-simple. Par récurrence,
on a une décomposition Ii- = Iy @ -+ & I; ot les I; sont des idéaux simples de Ii- (et donc de L qui vérifient
les propriétés d’unicité de la proposition.

Il reste a prouver que ces idéaux simples sont uniques (a permutations pres). Soit I un idéal simple de
L. Alors [I, L] est un idéal de I, non nul car le centre Z(L) de L est nul. Par conséquent, [I, L] = I puisque I
est simple. D’autre part, comme [I, L] = [I, 1] ® --- & [I, I], tous les facteurs doivent étre nuls sauf un. Par
exemple, [I,I;] = 1. On a alors I C I; d’ot comme [; est simple, I = I. O

On déduit de la proposition précédente que 'on a pour L semi-simple :
L=|L,L]

puisque [I;, I;] = I; pour chaque j dans les notations de la proposition. De plus, si I est un idéal de L, alors
I est une somme de directe de I}, : en effet, on peut supposer quitte & permuter les indices que I N I; # 0
pour ¢ = 1,...,p. Par simplicité des I, on a I N I; = I;. En particulier, I est semi-simple aussi.

EXERCICE 23. Soit o: L — gl(V) une représentation d’une algébre de Lie semi-simple L. Alors o(L) est
contenue dans sl(V'). En particulier, L opére trivialement sur tout L-module de dimension 1.

4. Compleéte réductibilité des représentations de dimension finie
Soit L une K-algebre de Lie (de dimension finie).
4.1. Elément de Casimir d’une représentation. On suppose dans ce paragraphe que L est une
algebre de Lie semi-simple.

Soit o: L — gl(V) une représentation fidele de L de dimension finie. On définit une forme bilinéaire
symétrique en posant pour tous x,y € L :

Bo(z,y) = Tr(o(z) o o(y)).

La forme est invariante au sens de la relation (10) avec 8, & la place de ky. En particulier, son noyau est un
idéal de L. De plus, S, est non-dégénérée. En effet, d’apres le critére de Cartan (cf. Théoréme 24) lalgebre
de Lie o(ker §,) = ker 3, est résoluble et donc ker 8, = {0}.
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Soit (x1,...,2,) une base de L, et soit (y1,...,yn) la base de L duale de (z1,...,x,) relativement & f,.
Autrement dit, pour tout (4,5) € {1,...,n}?, B,(x;,y;) = d; ;. Posons :

n

Co = Zo(xi) oo(y;) € End(V).

=1

EXERCICE 24.
1. Soit z € L. Ecrivons pouri € {1,...,n}, [z,2;] = Z?Il a;jxj et [z,y;]) = 2?21 bijyj. A Uaide

de la propriété d’invariance de B, montrer que pour tout k € {1,...,n}, a;r = —bi;.

2. Montrer que c, est un endomorphisme de V qui commute avec tout endomorphisme de o(L).
Autrement dit, pour tout z € L, [¢y,0(2)] = 0. (Indication : utiliser le fait que adz est une
dérivation dans End V', i.e., [z,yz] = [z, y]z + y[z, 2] et la question précédente.)

3. Que vaut la trace de c, ?

4. On suppose dans cette question que (V,0) est une représentation irréductible de L. Montrer
laide du Lemme de Schur (cf. Lemme 5) que ¢, est un scalaire, égale ¢ dim L/ dim V. En déduire
que ¢, est indépendant de la base (z1,...,xy) choisie.

L’élément c, est appelé l’élément de Casimir de o. Il joue un réle trées important dans la théorie des
représentations des algebres de Lie semi-simples.

Hendrik Brugt Gerhard Casimir (15 juillet 1909— 4 mai 2000) fut
un physicien néerlandais surtout connu pour ses recherches sur les
modéles de super-conducteurs d deux fluides (avec C. J. Gorter) en
1934 et Ueffet qui porte son nom (avec D. Polder) in 1948.

EXERCICE 25. Supposons que L = sly(K) et que o: L — gl(K?) = gl,(K) soit la représentation
standard, c’est-d-dire que o(x)v = zv pour x une matrice de sla(K) et v un vecteur de K2. Calculer la
base duale de (e, h, f) relativement & 3, et déterminer c¢,. Comparer vos résultats avec les observations
de ’exercice précédent.

4.2. Théoréme de Weyl et applications. L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le théoréme
suivant.

Théoréme 29 — Théoreme de Weyl|

Soit o: L — gl(V) une représentation non nulle de dimension finie d’une algébre de Lie semi-
simple L. Alors V est complétement réductible.

Hermann Weyl, né le 9 novembre 1885 a Elmshorn et mort le 8 décembre
1955 & Zurich, est un mathématicien et physicien théoricien allemand du
XXe siécle. Il fut le premier, dés 1918, a combiner la relativité générale
avec lélectromagnétisme en développant la géométrie de Weyl (ou géomé-
trie conforme) et en introduisant la notion de jauge. L’invariance de jauge
est d la base du modele standard et reste un ingrédient fondamental pour
la physique théorique moderne. Ses recherches en mathématiques portérent
essentiellement sur la topologie, la géométrie et l’algébre. Weyl publia égale-
ment de nombreuzr travaux sur l’espace, le temps, la matiére, la mécanique
quantique, la philosophie, la logique, la théorie des nombres et ’histoire des

mathématiques.
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EXERCICE 26 (Réciproque du théoréeme de Weyl). Montrer que si toute représentation non nulle de
dimension finie de L est complétement réductible, alors L est semi-simple. (Indication : considérer la
représentation adjointe.)

On commence par un résultat préliminaire.

r—(Lemme 30 — Premier lemme de Whiteheadj N\

Soient L une algebre de Lie semi-simple, (V, o) une représentation de dimension finie de L et
f: L — V une application linéaire. Supposons que pour tous z,y € L,

flz,9]) = o(2)f(y) — o (y) f(2)-
Alors il existe v € V tel que pour tout « € L, f(z) = o(z)v.

John Henry Constantine Whitehead, né a Madras le 11 novembre
1904 et mort le 8 mai 1960, neveu du philosophe et logicien Alfred
North Whitehead, J. H. C. Whitehead fit ses études a Ozford; il y
rencontra, en 1920, O. Veblen, avec qui il collabora pendant trois ans
a Princeton. Whitehead enseigna a l'université d’Oxford de 1932 a
1946 ; il passa ensuite une année a I’Institute pour “Advanced Study”,

puis retourna & Ozford de 1947 jusqu’en 1960. Whitehead fut membre

de la Royal Society et président de la London Mathematical Society.

DEMONSTRATION. On peut supposer que L est non nulle. L’idéal I = ker o est semi-simple d’aprés la
remarque qui succede la proposition 28. En particulier, I = [I, I] et d’apres Uhypothese, f(I) = f([I, I]) = {0}.
On peut donc supposer que (V, o) est fidéle.

Supposons tout d’abord que (Vo) soit simple. Soit ¢, I’élément de Casimir associé & o. Rappelons que

Pon a (cf. Exercice 24).

Co = ;o(xi) oo(y;) = dlmV Idy,
ot (x1,...,2n) et (y1,-..,yn) sont des bases duales de L relativement & §,. Si le vecteur v que nous cherchons
existe, alors
n n
>tz 1000 = (Soeta oato))
i=1 i=1

Il est alors naturel de poser :

- (Z o(;) o f(%)) -
=1

Soit z € L. D’aprés lexercice 24, on a pour i € {1,...,n},

Z xz § Qi j 5, Z yz = § A, 5Yj-

Montrons que f(x) = o(z)v pour tout x € L, c’est-a-dire ¢, o f(x) = ¢, o0(x)v pour tout z € L, On a :

n n

ZO’ oo yl f(z) = Zd(ﬂfi) yl, + Z xz OU f(yz)

i=1 i=1

> _o@i) o f(lyi, D+ZU([%Z])OJ‘(%)+ZG(Z)°0(x¢)Of(yi)

1=

co o f(z

,_.
©
I
=
©
I
=

+ > o(z)oo(x;)o f(y;) = ¢y 00(z)v.
i=1

I
o

d’ott o(z)v = f(z) pour tout z € L, comme désiré.

Pour le cas général, on procede par récurrence sur la dimension de V. D’apres le cas précédent, on
peut supposer que V' contient un sous-module propre W. Soit 7: V' — V/W la projection canonique. D’aprés
Ihypothése de récurrence appliquée au module quotient V/W, il existe v € V tel que (7o f)(x) = moo(x)v pour
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tout « € L. Posons pour z € L, 8(x) = f(z) —o(x)v. Alors §(x) € W pour tout « € L et § € Z(L, W) vérifie
Ihypothéese de la proposition. D’apres I'hypothése de récurrence, il existe donc w € W tel que 6(z) = o(x)w
pour tout z € L. En conclusion, f(z) = o(x)(v + w) pour tout z € L, comme désiré. O

On peut désormais démontrer le théoréme de Weyl.

DEMONSTRATION DU THEOREME 29. Soient (Vo) une représentation de L de dimension finie, U un
sous-module non trivial, 7: V' — V/U la projection canonique et (V/U, ) la représentation induite. Fixons
$o € M,ott M = Z(V/U,V), tel que mo¢g = Idy,y. On a évidemment V' = ¢o(V/U)©U. Malheureusement,
¢0(V/U) n’est pas un sous-module de V a priori! On va chercher 6y € M tel que V = 0o(V/U)DU et 0,(V/U)
soit un sous-module de V. Pour cela on va chercher g € N,ou N = {¢p € M | ¢(V/U) C U}, tel que by(V/U)
soit un sous-module de V', ot Oy = ¢g — ¥y de sorte que V = 0o(V/U) @ U.

L’application A\: L — End(M) définie par :

VeeL VoeM, Nz)(¢)=o0(x)od—¢or(x),
est une représentation de L pour laquelle NV est un sous-module. On remarque que pour ¢ € M, si A(z)(¢) =0

pour tout « € L, alors ¢(V/U) est sous-module de V. On cherche donc ¢y € N tel que A(x)(¢o) = A(x)(¢ho)
pour tout x € L.

L’application linéaire f: L — M, x — A(z)(¢g) vérifie f(L) C N puisque pour tout w € V/U,
m(f(z)(w)) = moo(x) o do(w) — 7o g o 7(z)(w)
=71(x) om0 ¢p(w) — 7(x)(w) = 7(z)(w) — 7(z)(w) = 0.
Il s’ensuit que la condition du lemme 30 est satisfaite pour la représentation (N, p) induite par A\. En consé-
quence, il existe 1y € N tel que f(x) = p(x)(¥o) = AM(x)(tho) pour tout = € L.

Posons 0y = ¢o — 1pg. Alors A(z)(6p) = 0 pour tout x € L, d’ott oy = Idy,y (puisque pour w € V/U,
mobg(w) =mogg(w) —moh(w) =w—0=uw) et §yo71(x)=0c(x)oby pour tout x € L (donc Oq(V/U) est
un sous L-module). Par suite, V est la somme directe des sous-modules U et 03(V/U).

Par une récurrence sur la dimension, on montre ainsi que o est semi-simple. O

Proposition 31]

Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et L une sous-algebre de Lie semi-simple de gl(V).
Alors L contient les parties semi-simples et nilpotentes de tous ses éléments.

DEMONSTRATION. Soient z € L, et © = x4+, sa décomposition de Jordan dans gl(V'). On doit montrer
que z; et z, sont dans L. Comme adz(L) C L, adzs(L) C L et adx,(L) C L puisque ad z; et ad x, sont
des polynémes en ad x. Autrement dit, x, et x, appartiennent au normalisateur Ng(y(L) de L dans gl(V'),
c’est-a-dire 'ensemble des y € gl(V) tels que [y, L] C L.

Si on avait Ngiv)(L) = L, on conclurait immédiatement. Mais ce n’est malheureusement pas le cas! Par
exemple, si L = sl(V'), alors Ny (L) = gl(V)...

On doit donc montrer que zs et x,, appartiennent a une sous-algebre plus petite. Soit ¥ ’ensemble de
tous les sous L-modules de V. Pour W € ¥, on pose Ly = {z € gl(V) | (W) C W et Tr(z|w) = 0}. Par
exemple, Ly = s[(V). Comme [L,L] = L, on a L C Ly pour tout W € ¥". Posons

N = Nyvy(L) N ( N LW> .
wev
Alors N est une sous-algebre de Nyy)(L) contenant L en tant qu’idéal (les scalaires ne sont pas dans N en
revanche!). De plus, si « € L, alors x4 et x,, sont dans Ly pour tout W € ¥ car x et x,, stabilisent W et
0 =Tr(zlw) = Tr(xs|w) + Tr(zn|w) = Tr(zs|w) (puisque z,, est nilpotent) ; ils sont donc dans N.

Il reste & démontrer que L = N. Comme N est un L-module, le théoréeme de Weyl assure qu’il existe
un sous-module M tel que N = L @ M. Comme [N, L] C L, Paction de L dans M est triviale. Montrons
que M = {0}. Soit W € ¥ irréductible. Si y € M, alors [L,y] = {0}. Le lemme de Schur assure alors que y
opére comme un scalaire dans W. Comme par ailleurs y € Ly, on a Tr(y|w ) = 0. Donc y opére trivialement
dans W. Mais V est une somme directe de modules irréductibles (c’est le théoreme de Weyl), d’ou y = 0. Il
s’ensuit que M =0, d’ou L = N. O

Soient L une algebre de Lie semi-simple et x € L. Comme la représentation adjointe de L est fideéle, le
centre de L étant triviale, la proposition précédente nous dit que 'on a adxz = ad x; +ad z,,, avec x5, 2, € L,
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uniques, tels que adzs = (adx); et adx,, = (ad z),. Les éléments z; et x,, sont appelés, respectivement, la
partie semi-simple et la partie nilpotente de x. On dira ainsi qu'un élément x est semi-simple si ad x
est semi-simple, i.e., x = g, et qu’un élément x est nilpotent si ad x est nilpotent, i.e., z = xz,.

/A Cette terminologie n’a pas de sens a priori si I'algebre n’est pas semi-simple !

5. Décomposition en sous-espaces radiciels

On suppose dans cette partie que L est une algebre de Lie semi-simple.

5.1. Sous-algébres torales. Si L n’était formée que d’éléments nilpotents (i.e., ad-nilpotents), alors L
serait nilpotente d’apres de théoréeme de Engel. Or ce n’est pas le cas. Il existe donc = € L tel que sa partie
semi-simple x4 soit non nulle. Or L contient les parties semi-simples et nilpotentes de tous ses éléments, donc
xs € L. On en déduit que L contient une sous-algebre non nulle formée uniquement d’éléments semi-simples
(par exemple Kuzy).

Définition 32 — Sous-algebres torales}

Une sous-algebre de L formée uniquement d’éléments semi-simples est dite torale.

Le lemme suivant est un analogue du théoreme d’Engel :

Lemme 33

Une sous-algebre torale est abélienne.

DEMONSTRATION. Soit T' une algébre torale. Il s’agit de montrer que adrx = 0 pour tout x € T, ol
adr: T — End(T), z — (adz)|p. Comme adz est diagonalisable, il suffit de montrer que adr « n’a pas de

valeurs propres non nulles. Supposons le contraire, i.e., [z,y] = Ay, avec y € T \ {0} et X\ # 0. Ecrivons
r =Y, 2, z; €K, dans une base (vy,...,v,) de vecteurs propres pour adry (adry est semi-simple),
associés aux valeurs propres p1,..., t,. On a

n n
—Ay = adry(z) = Z z;adr y(v;) = Z T Vi,
i=1 i=1
d’olt une contraction puisque ¥y est vecteur propre de adp y associé a la valeur propre 0. O

Fixons désormais une sous-algebre torale H maximale pour l'inclusion. Comme H est abélienne d’apres le
lemme précédent, ad H est formé d’éléments semi-simples commutant deux & deux. D’aprés un résultat bien
connu d’algebre linéaire, on en déduit que les éléments de ad H sont simultanément diagonalisables. On a
donc :

L= @ Lo, Lo={xz€L]|hz]=ah)x pour tout h € H}.
acH*

On remarque que Lo = CL(H), le centralisateur de H dans L. Il contient H d’aprés le lemme. Notons ®
lensemble des aw € H* \ {0} tels que L, # {0}. Les éléments de ® sont appelés les racines de L. Ils sont en
nombre fini. D’apres ce qui précede, on obtient la décomposition en sous-espaces radiciels :

L=CL(H)® @D La. (12)
acd

Nous allons voir que H = Cp,(H).

EXERCICE 27. On suppose L = s, (K).
1. Vérifier que l'on peut choisir pour H ’ensemble des matrices diagonales de trace nulle.

2. Ecrire la décomposition (12) pour sl,(K) avec ce choix de H. Vérifier sur cet exemple que

CL(H)=H.
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Proposition 34}

Pour tous a, 8 € H*, [La, Lg) C Latg. Six € Lo, a # 0, alors ad z est nilpotent. Si o, 3 € H* et
a+ [ #0, alors L, est orthogonal & Lg relativement a ..

EXERCICE 28.
1. Démontrer la proposition ci-dessus da l'aide de la propriété d’invariance de la forme de Killing.

2. Déduire de la proposition que la restriction de ky, & Lo = C(H) est non-dégénérée.

Proposition 35]

Soit H une sous-algebre torale maximale de L. Alors H = C(H). En particulier, la restriction
a H de kp, est non-dégénérée.

DEMONSTRATION. Posons C' = CL(H).

(1) C contient les parties semi-simples et nilpotentes de tous ces éléments. Si x € C, alors [z, H] = {0}
et il en est de méme pour (adx)s et (adz),. Or (adz)s = ad x5 et (adx), = adz,

(2) Tous les éléments semi-simples de C appartiennent a H. Si x est semi-simple et centralise H, alors
H + Kz est une sous-algebre torale : la somme de deux éléments semi-simples qui commutent est encore
semi-simple. Par maximalité, H = H 4+ Kz donc x € H.

(3) La restriction de ki, ¢ H est non-dégénérée. Soit h € H tel que xr(h, H) = {0}. Montrons que
h = 0. Comme la restriction de x7, & C' est non-dégénérée d’apres 1'exercice 28 (2), il suffit de montrer que
kr(h,C) = {0}. Soit 2 € C. Comme C contient les parties semi-simples et nilpotentes de tous ses éléments
par (2) et que zs € H par (1), il suffit de montrer que k,(h,z) = 0 pour tout € C nilpotent. Si x € C
est nilpotent, alors [z, H] = {0} et pour tout y € H (en particulier h), adz et ady commutent, avec ad
nilpotent, donc Tr(ad z o ad y) = 0 puisque ad z o ad y est nilpotent, i.e., kp(x,y) = 0.

(4) C est nilpotente. Si x € C est semi-simple, alors € H par (2) d’ou adc x(= 0) est nilpotent. Par
ailleurs, si x € C est nilpotent, alors adc x est nilpotent aussi. Pour x € C quelconque, x = x4 + x, et
d’apres (1), zs,z, € C. Comme adc zs et ade z, sont deux endomorphismes nilpotents qui commutent,
leur somme ad¢ x est un endomorphisme nilpotent. D’apres le théoréme de Engel, C' est une algebre de Lie
nilpotente.

(5) HN[C,C] = {0}. Comme [H,C] = {0} et comme ry, est invariante, k1 (H, [C,C]) = {0}. Or la
restriction de k1, & H x H est non-dégénérée, donc H N [C,C] = {0}.

(6) C est abélienne. Supposons le contraire. Alors [C,C] # {0}. Comme C est nilpotente par (4), on a
Z(C)N|[C,C] # {0} 2. Soit z # 0 dans cette intersection. D’apres (2) et (5), z ne peut pas étre semi-simple.
Sa partie nilpotente z,, est donc non nulle, et est dans C par (1). Il est donc aussi dans Z(C') puisque si un
élément qui commutent avec z commutent avec z,. Mais alors kr(z,,C) = {0}. En effet, pour tout = € C,
ad z o ad z, est nilpotent puisque ad x et ad z, avec ad z,, nilpotent. Ceci contredit l'exercice 28 (2).

(7) C = H. Sinon, C contient un élément nilpotent non nul, disons z, d’aprés (1) et (2). Mais alors
kr(z,y) = Tr(adz o ady) = 0 pour tout y € C, et ceci contredit & nouveau l'exercice 28 (2). O

La démonstration ci-dessus montre que la restriction de k7, & H est non-dégénérée. On peut donc identifier
H a H* via k. Ainsi, a tout ¢ € H* correspond un unique t, € H tel que ¢(h) = k1 (t4, h) pour tout h € H.
En particulier, & ® correspond un sous-ensemble {t,; o« € ®} de H.

2. En effet, [C, O] est un idéal de C, donc C opére dans [C, C] via la représentation adjointe et il existe z € [C, C], non nul,
annulé par ad C (cf. Lemme 13), i.e., [C,z] = {0} donc =z € Z(C) N [C, C].
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,—[Proposition 36 — Propriétés d’orthogonalité] \

(i) ® engendre H*.

(ii) Si o € @, alors —a € P.

(iii) Soient a € @, © € Ly, y € L_q, alors [z,y] = kr(z,y)ta.

(iv) Sia € @, alors [La, L_,] est de dimension un, de base t,.

(v) a(te) = Kkr(taste) # 0 pour a € P.

(vi) Sia € ® et z, ebt un élément non nul de L, alors il existe y, € L_,, tels que x4, Yo, ho =
[Za,Ya] engendrent une sous-algébre de L de dimension trois snnple isomorphe a sly(K)

via
N 0 1 . 0 0 b s 1 0
a”\o o) YT \1 o) a7 \o -1)
. 2t
(Vll) ha:m,ha:—h_a.

EXERCICE 29. Démontrer la proposition ci-dessus.

Pour tout o € @, notons S, = sly(K) la sous-algébre de L engendrée par Zq, ha,yo- Cette sous-algebre
opere dans L de sorte que L est un S,-module. Grace a 1’étude des sly-représentations vue au chapitre 1
(paragraphe 2.2), on montre la proposition suivante :

,—[Proposition 37] N

(i) Si « € ® alors dim L, = 1. En particulier, Sy = Ly + L_o + Hqy, o0 Hy = [Lo, L_,], et
pour tout z, € L, \ {0}, il existe un unique y, € L_, tel que [z4, Ya] = ha-
) Si« € P, les seuls multiples de @ qui sont des racines sont «a et —«
(iii) Si o, B € ®, alors B(ha) € Z et B — B(ha)a € D.
) Sia,B,a+p € ®,alors [Ly, Lg] = Latp.
) Soient o, 8 € ®, f # +a. Soient p,q les entiers maximaux tels que, respectivement,

B — pa et B+ qa soient des racines. Alors S+ i« est une racine pour tout i € {—p, ..., q}
et B(ha) = p — q. Cette suite de racines est appelée la a-chaine de racines passant

par (.
(vi) L est engendré en tant qu’algebre de Lie par les espaces poids L.

\. J

Comme la restriction de la forme de Killing de L & H est non dégénérée, on peut définir une forme
bilinéaire sur H par :

(716) = KL(ty,ts5), v, 6 € H*.

Rappelons que ® engendre H* en tant qu’espace vectoriel. Soit aq, ..., ap une base de H* formée d’éléments
de ®.

EXERCICE 30 (Une condition de rationalité).

1. Soit B € ® que l'on écrit B = Zle c;a, avec ¢; € K. Montrer que tous les ¢; sont des nombres
rationnels.

Le Q-espace vectoriel Ep de H* engendré par toutes les racines est donc de dimension ¢ =
dim]K H*.
2. Montrer que pour tous v,0 € Eg, on a : (y|0) €

D’apres la question (2) de Pexercice précédent, ( | ) définit une forme bilinéaire de Eg x Eg dans Q.

EXERCICE 31. Montrer que la forme bilinéaire ( | ) est définitive positive.
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D’apres l'exercice ci-dessus, la forme bilinéaire (| ) induit un produit scalaire sur le R-espace vectoriel

E =R ®q Eg. Autrement dit, (E,( | )) est un espace euclidien.

Dans le langage du chapitre 3, le théoreme suivant assure que ’ensemble ® est un systéme de racines

de l'espace euclidien E.

~ Théoréme 38

(i) ® engendre F et 0 n’appartient pas a ®.

(ii) Si o € @, alors —a € ® et il n’y a pas d’autre multiple de o dans ®.
2(8la)
(afe)
26l0) _,
(ala)

(iii) Si o, 8 € @, alors 5 — a € o,

(iv) Si a,p € @, alors

30



Chapitre 3

Systémes de racines et théoremes d’isomorphismes

On introduit dans ce chapitre la notion de systéme de racines (abstrait) dans un espace euclidien et
nous énoncons des résultats de classifications. Nous établirons ensuite une correspondence entre systémes de
racines irréductibles et algebres de Lie simples qui permettra de classifier ces dernieres.

Nous omettrons la plupart des démonstrations pour la partie combinatoire des systémes de racines : voir
[6, 2, 3] pour plus de détails.

1. Systémes de racines

Dans toute cette partie, E est un espace euclidien. En particulier, F est un R-espace vectoriel de dimension
finie. On note ( | ) le produit scalaire.

1.1. Axiomes et exemples. Rappelons qu’une réflexion de F est une symétrie orthogonale par rapport
a un hyperplan de E. Pour o € E \ {0}, on note s, la réflexion par rapport & a* = {z € E | (z|a) = 0}.
Puisque s, = idg — 2p,, ou p, est la projection orthogonale de E sur Ra, on a :

2
Vo € E, Sa(x) =2 — (zla)
(ala)
. 2(Bla) N
Comme le ratio (ala) apparaitra tres fréquemment, on pose pour «, 3 € F,
alo
2(Be)
(B, ) = :
(ala)

A\ L’application (8, ) — (8, @) n’est linéaire qu’en la variable 3!

EXERCICE 32. Soit ® un ensemble fini de E qui engendre E. Supposons que toutes les réflexions s,
a € ®, préservent ®. Soit ¢ un élément de GL(E) tel que o préserve ®, o fize (point par point) un
hyperplan de E et o(a) = —a pour un certain o € @\ {0}. Montrer : 0 = s,.

,—[Déﬁnition 39 — systeme de racines}

Un sous-ensemble ® de F est appelé un systéme de racines dans FE si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(R1) @ est fini, engendre F et ne contient pas 0,

(R2) si a € @, alors les seuls multiples de « appartenant a ® sont +a,

(R3) si a € P, la réflexion s, préserve P,

(R4) sia, B e ®, alors (B,a) € Z.

J

EXEMPLE 10. Soient L une algébre de Lie semi-simple et H une sous-algébre torale mazximale de L.
Alors l’ensemble ® des racines associées a (L, H) est un systéme de racines (cf. Théoréme 38).

Soit @ un systéme de racines. On note W(®), ou simplement W lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, le sous-
groupe de GL(FE) engendré par les réflexions s,, a € ®. D’aprés (R3), W permute les éléments de @ qui,
d’aprés (R1), est un ensemble fini engendrant E. Par conséquent, W s’identifie & un sous-groupe du groupe
symétrique de ®. En particulier, W est fini.

Définition 40 — Groupe de Weyl]

L’ensemble W est appelé le groupe de Weyl de ®.
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Le groupe de Weyl va jouer un role extrémement important dans la suite du cours.

EXERCICE 33. Soit 0 € GL(E) tel que o préserve ®. Montrer que 0 0 5o 001 = $,(4) pour tout a € @,
et que (B, a) = (o(B),0(a)) pour tous a, € .

On dit que deux systémes de racines ® et ®' d’espaces euclidiens respectifs E et E’ sont isomorphes
§’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels f: E — E’ tel que f(®) = ®’ et tel que pour tous a, § € P,
(f(B), f(a)) = (B,). On a alors pour tous a, € P, s¢)(f(B)) = f(s5a(B)). Un tel isomorphisme de
systémes de racines induit un isomorphisme, W(®) — W(®'), s — f oso f~! entre groupes de Weyl.

Compte tenu de l’exercice 33, les automorphismes de ® sont les automorphismes de E qui préservent ®.
En particulier, on peut voir le groupe de Weyl W = W(®) comme un sous-groupe de Aut(®), ott Aut(®) est
I’ensemble des automorphismes de .

Pour o € ®, on pose a¥ = 22 de sorte que s, = idg — aaV, oit o s’identifie & la forme linéaire de £

) (ala)
ij'o(f). On appelle Uensemble @V = {a¥ | a € ®} le dual de ®. C’est un systeme de

racines de E = E*, dont le groupe de Weyl est canoniquement isomorphe a celui de ®.

qui a x € E associe

REMARQUE 5. Dans le cas des algébres de Lie semi-simples, a correspond a t, et o correspond a hg
via lidentification de H* avec H a l'aide de la forme de Killing.

Voyons quelques exemples. Le rang du systeme de racines ® est la dimension ¢ de E. Lorsque ¢ < 2, on
peut facilement représenter des exemples sur une figure.

* Pour £ = 1, compte tenu de 'axiome (R2), il y a seulement une possibilité (& isomorphisme prés). On
note A; cette classe.

Ay - 4 > Q

x Pour £ = 2, il y a plus de possibilités. Voir la figure 1 pour quelques exemples (nous verrons que ce
sont les seuls, & isomorphismes pres).

EXERCICE 34 (systémes de racines de rang 2). Vérifier que les systémes de la figure 1 décrivent bien des
systémes de racines dans le plan euclidien R2, et montrer que le groupe de Weyl de Ay x A1, As, By et
G est respectivement le groupe diédral d’ordre 4, 6, 8, 12. Enfin, représenter le systéme ®V dans chacun
des exemples.

L’axiome (R4) rigidifie fortement la structure des systémes de racines. Rappelons que pour «, 3 € E,

_ 2(Bla)

le cosinus de 'angle 0 entre a et § est donné par : ||| 5] cos® = («|B). On a donc : (8, a) = =

@)
N

(a
W cosf, d’ou {a, B){B,a) = 4cos? §. Le nombre 4 cos? @ est alors un entier positif. Or 0 < cos?# < 1 donc
«

(a, B) et (B, ) doivent étre des entiers de méme signe dont le produit est compris entre 0 et 4.
Les seules possibilités lorsque o # £ et ||| > ||c|| sont décrites dans le Tableau 2.

Les exemples de systémes de racines en rang 1 et 2 montrent que toutes ces configurations peuvent se
produire.

EXERCICE 35 (le systéme de racines Ag correspond a sl3(C)). Vérifier que le systéme de racine de l’algébre
de Lie semi-simple sl3(C), relativement d la sous-algébre torale mazximale formée des matrices diagonales
de 5l3(C), est le systéme de racines As.

Reconnaitre de méme le systéme de racines pour so5(C), relativement a la sous-algébre torale maxi-
male formée des matrices diagonales de s05(C).

EXERCICE 36. Soient o et 5 deuz racines non proportionnelles. Montrer que si («|B) > 0, alors a — 8
est une racine et que st (a|B) < 0, alors a + B est une racine.
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PN B A2
Al X Al
< > a < > a
v
A
Ga
By B

< > o

FIGURE 1. Exemples de systemes de racines en rang 2

(a, ) (B, ) 0 1817/ llal®
0 0 /2 indéterminé
1 1 /3 1

-1 -1 o /3 1
1 2 /4 2

~1 —2 3m/4 2
1 3 /6 3

1 -3 57/6 3

F1GURE 2. Configurations possibles pour «, 3 € ®, lorsque « # £ et [|B]| = |la].

Soient « et B deux racines non proportionnelles comme dans ’exercice 36 et considérons toutes les racines
de la forme 8 + ia, la chaine de a-racines passant par §. On note p (resp. ¢) le plus grand entier tel
que  —pa € O (resp. 5+ ga € ). Lexercice 36 montre alors que pour tout i € {—p,—p+1...,q¢ — 1,4},
B+ ia € ®. De plus, on peut montrer que p — g = (3, &) et qu’ainsi (voir le tableau 2) une chaine de racines
est de longueur au plus 4 (le systéme G2 contient des chaines de racines de longueur exactement 4).

1.2. Base d’un systéme de racines et chambres du groupe de Weyl. Comme précédemment, ®
est un systéme de racines de l’espace euclidien F.
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,—[Déﬁnition 41 — Base d’un systéeme de racines} \

Un sous-ensemble A de ¢ est appelé une base de @ si :
(B1) A est une base de F,
(B2) toute racine 8 € ® sécrit § = >
positifs, ou bien tous négatifs.
Les éléments de A sont appelés des racines simples.

. koo, ou les k, sont des entiers ou bien tous

\. J

Compte tenu de (B1), on a |A| = £. De plus, 'expression de 5 dans (B2) est unique. On définit la hauteur
d'une racine 8 par ht(3) = > . ko € Z. Si tous les k, sont positifs, on dit que 3 est une racine positive; si
tous les k. sont négatifs, on dit que § est une racine négative. On note ®* I’ensemble des racines positives,
et ®~ l’ensemble des racines négatives. On a @~ = —®T et,

O=0" P .

On définit un ordre partiel sur ® en posant § < « si @ — 8 est une somme de racines simples ou si § = «.
On note 8 = 0si 8 € T (c’est compatible avec la définition de I'ordre partiel).

EXERCICE 37 (une intersection de parties positives de demi-plans associés & une base de F est non vide).
Soit B = {v1,...,ve} une base de E. Montrer qu’il existe v € E tel que (y|v;) > 0 pour tout i € {1,...,¢}.
Indication : considérer I'image d; de v; par la projection orthogonale sur la droite Vect({v;; j # i})*, et

¢
poser vy =Y ., 0;.

Une question naturelle est la suivante : existe-t-il des bases pour ® ? La réponse est positive et on construit
une base de ® comme suit.
Pour tout v € E, on pose T (7) = {a € ® | (y]|a) > 0} ; c’est 'ensemble de toutes les racines appartenant

a la partie «positive» délimitée par 'orthogonal de . Siy € E\ |J a, on dit que v est régulier. Supposons
acd
désormais que v soit régulier. On a ® = ®*(y)LU—®* (). On dit qu'un élément o € DT (7) est décomposable

si a = B1 + B2 avec 1,02 € DT (7); il est dit indécomposable sinon. On montre alors que ensemble A(7)
formé de toutes les racines indécomposables de ®T () est une base ®. De plus, toute les bases de ® toutes
obtenues de cette maniere.

On obtient ainsi le théoréme crucial suivant.

Théoréme 42 — Existence d’une base pour un systéeme de racines]

Le systeme de racines & admet une base.

DiEMONSTRATION. Comme annoncé, la stratégie est de montrer que A(7) est une base de ®. Par construc-
tion, il est aisé de voir que A(7y) engendre E puisque ® = ®T () U (—®T (7)) et que ® engendre E. De plus,
tout élément de ®* () est une combinaison linéaire a coefficients entiers positifs d’éléments de A(v). Par
conséquent, tout élément de —®T () est une combinaison linéaire & coefficients entiers négatifs d’éléments
de A(y).

Montrons que A(7y) est une famille libre. Supposons que ZaeA(»y) koo = 0. Quitte a réordonner, on peut

écrire :
> paa= Y a8,

N BEA,
ol Ay et Ay sont deux sous-ensembles disjoints (éventuellement vides) de A(7y) avec p, > 0, gz > 0 pour
tous a € Ay, B € Ag. Posons € = ) A, Pacr. Alors

0< el =Y > patalal).

a€A BEA,

Mais («|3) < 0 pour tous a € Ay, 8 € Ay ; sinon, d’aprés I'exercice 36, a— 3 serait une racine (nécessairement
de ®* (7)), ce qui est impossible puisque « est indécomposable. On en déduit que ||¢]|> = 0, d’ott € = 0. Il en
résulte que Ay et Ag sont vides, i.e., ko, = 0 pour tout @ € A(7y).

Il reste & montrer que toute base de ® est de la forme A(y) pour 7 régulier. Soient A une base de @ et
v € E tel que (y]a) > 0 pour tout a € A (un tel élément existe d’apres 'exercice 37, ou d’apres I’exercice 39
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ci-dessous : I'’élément v = p convient). Alors @ C &+ (v) et = C =T (), dou &+ = ®T(v), &~ = DT (v)
et A = A(7). O

Le vocabulaire suivant sera utile dans la suite du cours. Les hyperplans a", a € ®, subdivisent 'espace £

en un nombre fini de régions. Les composantes connexes de E'\ |J a* sont appelées les chambres de Weyl
acd
de E. Pour ~ régulier, on note € () 'unique chambre de Weyl & laquelle appartient . Dire que € (v) = € (v'),

pour 7,7’ réguliers, signifie exactement que ®* () = ®T(v’) et A(y) = A(9’). On a ainsi une correspondence
bijective entre les chambres de Weyl et les bases de ®.

On écrit €(A) = €(y) si A = A(y). La chambre de Weyl €(A) est appelée la chambre de Weyl
fondamentale associée a la base A.

EXERCICE 38 (bases et chambres de Weyl en rang 2). Vérifier que les ensembles {«, 5} des systémes
de racines en rang 2 représentés dans la figure 1 sont des bases du systeme de racines correspondant.
Représenter les chambres de Weyl et préciser la chambre de Weyl fondamentale relative d {«, B}.

1
On note p = = > [ la demi-somme des racines positives. Cet élément sera de grande importantes dans
B0
les chapitres suivants.

EXERCICE 39 (demi-somme des racines positives). Soit A une base de .

1. Soit « € A. Montrer que s, permute l’ensemble des racines positives différentes de «.
(Indication : pour 3 € ®+\ {a}, écrire B = ZVE,I,J, k7, ky € N, remarquer que ky # 0 pour un
certain v # a, et calculer le coefficient en v de s,(3).)

2. Déduire de la question précédente que so(p) = p — a pour tout a € A.

En particulier, (p|a) > 0 pour tout @ € A et donc p appartient a la chambre de Weyl fondamentale.

D’apres le théoréme suivant, le groupe de Weyl W(®) opére simplement et transitivement sur I’ensemble
des bases de ®. En particulier, le cardinal du groupe de Weyl est égal au nombre de chambres de Weyl.

Les différentes parties du théoréme donnent les étapes de la démonstration (que 'on admet ici).

,—[Théoréme 43 — Action du groupe de Weyl sur les bases de q)} \

Soit A une base de .

(i) Si v € E est régulier, alors il existe o € W tel que (o(v)|a) > 0 pour tout @ € A. En
particulier, W opere transitivement sur les chambres de Weyl.

(ii) Si A’ est une base de ®, alors il existe o € W tel que o(A’) = A. En particulier, W opére
transitivement sur les bases de ®.

(iii) Si « est une racine, alors il existe o € W tel que o(«) € A.

(iv) W est engendré par les réflexions s,, a € A.

(v) Si 0(A) = A, pour ¢ € W, alors ¢ = idg. En particulier, W opére simplement et
transitivement sur les bases de ®.

\ J

1.3. Systémes de racines irréductibles. Le systéme de racines ® est dit irréductible s’il ne peut étre
écrit comme une union de deux sous-ensembles propres ®; et @5 tels que toute racine de @ soit orthogonale
a toute racine de ®s.

EXEMPLE 11. On vérifie sans peine que les systémes de racines de type As, By et Go de la figure 1 sont
irréductibles tandis que A1 X A1 ne l’est pas.

Il s’avere que @ est irréductible si et seulement si pour toute base A de ®, 'ensemble A ne peut étre écrit
comme une union de deux sous-ensembles propres A; et As tels que toute racine de Aj soit orthogonale &
toute racine de As.

2. Classification

Fixons une base ordonnée (a,...,ar) de racines simples. La matrice ({i,;));., :<, est appelée la
. LIS
matrice de Cartan de ¢.
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EXEMPLE 12. Pour les systémes de rang 2 de la figure 1, les matrices de Cartan sont :

2 0 2 -1 2 -1 2 -1
A1><A12<O 2), A22<_1 2), BQI<_2 2), GQZ(_3 2>

La matrice de Cartan ne dépend pas, a ordre pres des éléments, de la base A = {aq, ..., a4}, grace au
théoréme 43. De plus, comme {ayq,...,ar} est une base de E, la matrice de Cartan est inversible. Il s’avére
qu’elle détermine entierement le systeme de racines ® :

,—[Proposition 44} N\

Soit ®' C E’ un autre systéme de racines d'un espace euclidien E’, de base A’ = {a],...,a}}. On
suppose que ((&%, ), ¢; jicp = (<a;’a9>)1<ij<£' Alors la bijection a; — o s'étend uniquement
en un isomorphisme f: E — E’ qui envoie ® sur @ et tel que (f(«), f(B)) = (a, B) pour tous
a, 8 € ®. Par conséquent, la matrice de Cartan de ® détermine entierement ®, & isomorphisme

pres.

\ J

On peut donc théoriquement reconstruire le systéme de racines ® a partir de sa matrice de Cartan.

EXERCICE 40. Décrire un algorithme permettant de décrire toutes les racines positives de ® a partir de
la connaissance de la matrice de Cartan.

Si a, § sont deux racines positives distinctes, on sait que (a, 5){8,a) = 0,1,2, ou 3. On définit le graphe
de Cozxeter de la fagon suivante : c’est un graphe avec £ sommets, le i-iéme est joint au j-iéme (i # j) par
(o, aj) (v, ;) arrétes. Par exemple les graphes de Coxeter pour A; x A;, Az, By, Go sont respectivement :

A1XA11 O O Ali o——=0

B,: Q_—0O Gy: =0

Lorsqu’une aréte double ou triple apparait dans le graphe de Coxeter, on peut ajouter une fleche pointant
vers la racine la plus courte. Cette information permet de construire la matrice de Cartan, et donc ®, a partir
de ce nouveau graphe. On I'appelle le diagramme de Dynkin de ®. Par exemple, pour Bs et G5, on obtient
(pour Ay x Aj et Ay le diagramme de Dynkin et le graphe de Coxeter coincident) :

Bs : =0 Gs : =0

Voici un autre exemple (qui sera le systéme de racines de type Fy) :

O—C="0—"-°0

A Le diagramme de Dynkin de By correspond ici au choix d’une base {a, 8} ou « est de plus grande
longueur.

Harold Scott MacDonald Cozeter, né le 9 février 1907 a Londres
et mort le 31 mars 2003 & Toronto (Canada) est un mathématicien
britannique. Il est considéré comme un des grands géomeétres du XXe
siécle. Une de ses idées originales fut de définir une conique comme
une courbe auto-duale. Il s’est fait connaitre par son travail sur les
polytopes réguliers et la géométrie en dimension supérieure. Il a ren-
contré M. C. Escher et son ceuvre géométrique a été une source im-
portante d’inspiration pour ce dernier. Il a aussi inspiré certaines des

innovations de Buckminster Fuller.
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FEugene B. Dynkin, né le 11 mai 1924 & Leningrad (URSS) et mort
le 14 novembre 2014 d Ithaca (Etat de New York, Etats-Unis), est un

mathématicien russe.

EXERCICE 41. Montrer que la matrice de Cartan associée

a ce graphe est
2 -1 0 0
0

o -1 2 -1

De la définition d’un systéme de racines irréductible, on déduit aisément que le systéme ® se décompose
comme une union de composantes irréductibles ® = ®; LI ... I 4, ou les ®; sont des systemes de racines
d’espaces euclidiens E; tels que E = E; @ - -- ® F; soit une somme directe orthogonale. 11 est clair que ® est
irréductible si et seulement si son graphe de Coxeter est connexe. Pour classifier tous les systemes de racines
irréductibles, il suffit donc de classifier tous les diagrammes de Dynkin connexes.

,—[Théoréme 45 — Classification des diagrammes de Dynkin connexes] \

Si @ est un systeme de racines irréductible de rang ¢, alors son diagramme de Dynkin est I'un des
suivants (avec £ sommets dans chaque cas) :

o —o—o E6 : H—I—H

Ag(U>1):
By (£>2): oo exe E; H—I—.—.—.
Col>3): oooeie By : o—etoees
Dy (£ >4): H% Fy @ oo

Gy : e

EXERCICE 42. Ecrire les matrices de Cartan correspondantes.

3. Construction des systémes de racines

Nous allons maintenant montrer que tous les diagrammes de Dynkin du théoreme 45 correspondent bien
a des systeémes de racines (irréductibles). Pour cela, nous allons construire explicitement des systémes de
racines de chaque type. Pour les familles Ay, By, Cy, Dy, on peut utiliser les systémes de racines provenant des
algebres de Lie classiques (voir la fiche d’exercices n°2). Mais on peut aussi donner une construction directe.

Dans ce quit suit, R™ (n > 1) est muni de sa structure euclidiennne canonique, et (e1,...,&,) est la base
canonique.

On décrit ci dessous, pour chaque type de diagrammes de Dynkin, un systeme de racines ¢ d’un espace
euclidien F dont le diagramme de Dynkin est du type correspondant. On indique alors son cardinal, le choix
d'une base A = {1, ..., 3¢} de @, la plus grande racine positive 0, et 'ordre du groupe de Weyl W(®).

Type Ay, £ > 1. Ici, E est I'hyperplan de R formé des vecteurs (z1, ..., 2z¢41) tels que 21+ - ~+x41 = 0.
o & ={e —gihicizi<ern,
e Nombre de racines : £(¢ + 1).

o J1=¢1—¢2, fa=¢c2—¢€3, ..., B =¢er—¢€pq1,

1. En effet, on peut montrer que si un systéme de racines est irréductible, alors il admet une unique plus grande racine
positive, c’est-a-dire une racine positive 0 telle que 6 + o € ® pour tout @ € ®+. Autrement dit, # est I'unique racine positive
de hauteur maximale.
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® =01+ P24+ B
o W(P)| = (£+ 1)

Type By, € > 2. Ici, E = R¢.
o o ={teihcceU{ta e hcici<o
e Nombre de racines : 2¢2,

o fi=c1—¢€2,Po=¢€2—€3, ..., Be—1 =€p—1 —€p, Br = €0
® 0=01+282+-+ 20,
o [W(®)| =201

Type Cy, £ > 3. Ici, E = R
o &= {42 e U{Ee fe5hicici<e
e Nombre de racines : 2¢2,

o fi=¢c1—¢ Pa=¢€2—¢€3, ..., foo1 =€r-1 — €, Po = 2¢e4.
e 0 =201 +2B2+ -+ 2Br_1+ P,
o W(®)| = 2000,

Type Dy, £ > 4. Ici, E = R
o & ={te fejhicici<o
e Nombre de racines : 24(¢ — 1),

o J1=¢1—¢€2, fa=¢€2—¢€3, ..., Be—1 =¢€pr-1— €, Br = €r—1 t€p-
® 0=01+202+ -+ 2082+ Be-1+ By,
o W(D)| =210
Type Es. Ici, E est le sous-espace vectoriel de R® formé des vecteurs (z1, ..., zg) tels que 1 = 7 = —3.

1
o &= {te *ejhicicjcs U {i2 (58 —fr—¢&+t 25_1(—1)w5i>} v
v; tel que
vi+---+v5 pair

e Nombre de racines : 72,
1
b 51:5(51*52*83*54*55*66*57+58),52:€1+€2,53262*51,54:53*52,55:54*63,
Be = €5 — €4,
o 0= [+ 202+ 203+ 384+ 2035 + s,
o W(®)| =27.3%5.

Type E;. Ici, E est orthogonal dans R® du vecteur e7 + 5.

1
o &= {i(57—Eg}U{iEii&'j}lgi<J‘<6U {iZ (87—58+Z?:1(—1)V'i€i) » s
v; tel que
vi1+---+vg impair

e Nombre de racines : 126,
1
. 51:5(61*62*83*54*55*86*57+58)752:€1+52,ﬂ3152*51,54:&?3*52,55:54*&%
Be = €5 — €4, Br = €6 — €5,
o 0 =283+ 202 + 303 + 484 + 385 + 286 + b,
o W(B)| = 210.345.7.

Type Eg. Ici, E = RS,

1
o &= {de; £e;ligicjcs U {2 Zf_l(—l)”i&i} . ,
V1+1'~-~+1:18 pair

e Nombre de racines : 240,
1
. /31:5(51*62*63*54*55*56*€7+58)752:€1+€2,53162*51,54153*52,55154*6&
Be = €5 — €4, 7 = €6 — €5, B3 = €7 — €,
o 0 =283+ 302 +483 + 684 + 585 + 486 + 357 + 255,
o W(B)| = 2143 52.7.
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Type F,. Ici, E = R,
1
o & = {:ﬂ:{:‘i}lgigz; U {:‘:Ei + Ej}1<i<j<4 U {2(:&81 +eotez£ 64)},
e Nombre de racines : 48,

1
o f1=¢cx—¢€3, Po=¢E3—¢€4, f3=¢4, Ba= 5(51 — g9 — €3 — €4),
o =281+ 382 + 483 + 204,
o [W(P)| =27.32

Type G5. Ici, E est I'hyperplan de R? formé des vecteurs (x1, o, x3) tels que z; + x9 + 23 = 0.
o & ={4(e1—e2)U{£(e1—c3) }U{E(e2—e3) }U{£(2e1 —eo—¢e3) JU{£(2e0—c1 —e3) JU{E(2e3—e1—¢2) },
e Nombre de racines : 12,
o 1 =¢1—¢2, fo=—2e1 +e&3+e3,
o 0=23pB1+20,,
IW(®)| = 12.

4. Théoréme d’isomorphisme

On retourne maintenant au cadre des algebres de Lie semi-simples. Soient L une algebre de Lie semi-
simple, H une sous-algeébre torale maximale de L, et ® le systeme de racines associé comme au chapitre 2.
Le théoreme 38 assure que ® est bien un systeme de racines de I'espace euclidien £ = R ®q Eg, ou Eg est
le Q-espace vectoriel engendré par @, au sens de ce chapitre (définition 39).

4.1. Théoréme d’isomorphisme. On remarque que si L est simple alors ® est irréductible (on le
vérifie aisément). De plus, comme toute algeébre de Lie semi-simple est une somme directe orthogonale pour
la forme de Killing d’idéaux simples (voir la proposition 28), la décomposition du systéme de racines ® en
composantes irréductibles @1 U ... U ®; est adaptée a celle de L = I1 @ --- @ I; en somme directe d’idéaux
simples, c’est-a-dire que si H; = H N I;, alors H; est une sous-algebre torale maximale de I; et son systéme
de racines est ®;, qui est irréductible.

EXERCICE 43. Vérifier les assertions précédentes.

Ainsi, le probleme de caractériser une algebre de Lie semi-simple par son systéme de racines associé au
choix d’une sous-algebre torale maximale se réduit au probléme de caractériser une algebre de Lie simple par
son systéme de racines (irréductible) associé au choix d’une sous-algebre torale maximale. Dés lors, plusieurs
questions treés naturelles se posent.

(Q1) Si L’ est une algebre de Lie simple, avec une sous-algeébre torale maximale H' et un systéme de
racines associé ®’, un isomorphisme de systémes de racines entre ® et @’ induit-il un isomorphisme
d’algeébres de Lie entre L et L'? Le théoréme 47 ci-dessous répond positivement a la question.

(Q2) A priori, le systéme ® dépend du choix de la sous-algébre torale maximale H ; qu’en est-il si on
en choisit une autre? Nous verrons au paragraphe 4.3 de ce chapitre que les sous-algébres torales
mazimales sont toutes conjuguées par un élément du groupe Aut(L), et donc que ® est indépendant
de ce choiz.

(Q3) Les systémes de racines construits & la section 3 correspondent-ils tous & une algebre de Lie simple ?
On sait déja les systémes de racines de types Ay, By, Cy, Dy correspondent auz algébres de Lie clas-
siques du type correspondant ; on verra (au chapitre suivant seulement) que les autres correspondent
ausst a des algebres de Lie simples, dite exceptionnelles.

Comme nous l'avons vu a la proposition 37 (vi), les sous-espaces radiciels L, a € ®, engendrent L en
tant qu’algebre de Lie. Gréace a la notion de base d’un systéme de racines, on peut préciser et améliorer ce
résultat :

Proposition 46]

Soit A une base de ®. Alors L est engendrée en tant qu’algebre de Lie par les espaces radiciels
Lom L*Oé) « 6 A
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Soient £ € Lo \ {0}, Yo € L_o \ {0}, et hy = [Za, Ya)- L'ensemble {zq4, Yo, o taca est appelé un ensemble
standard de générateurs pour L.

EXERCICE 44. Démontrer cette proposition.

Supposons désormais que L soit simple. Soient L’ une autre algebre de Lie simple, H' une sous-algebre
torale maximale de L’ et ®' le systéme de racines correspondant. On veut montrer qu’un isomorphisme entre
les systémes de racines ® et @’ induit un isomorphisme d’algeébres de Lie entre L et L’ qui envoie H sur H'.
Ceci répondra a la question (Q1).

Soit 1: ® — ®’, a — o’ un isomorphisme de systémes de racines. Il induit un isomorphisme ¢: E — E’
entre les espaces euclidiens correspondants. A priori, ¢ n’est pas une isométrie! Cependant les axiomes d’un
systeme de racines sont inchangés si on multiplie le produit scalaire par un réel strictement positif. On peut
donc supposer que 9 est une isométrie. Par ailleurs, comme ® et & engendrent respectivement H* et H'* en
tant qu’espaces vectoriels, 9 s’étend de facon unique en un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : H* — H'*.
Via la forme de Killing, ¢ induit un isomorphisme 7: H — H’; précisément, m(t,) = to pour tout a € P.
Comme l'isomorphisme provient d’une isométrie vectorielle, on en déduit que 7(h,) = hy pour tout o € &
puisque hy = 2t,/(a]a).

Comme H et H' sont abéliennes, 7 peut étre vu comme un morphisme d’algebres de Lie. On veut ’étendre
en un isomorphisme L — L’. Si un tel isomorphisme existe, on s’attend a ce que zo, € L, \ {0} s’envoie sur
un élément non nul de L,. Ceci ne peut certainement pas se faire de fagon arbitraire. En effet, si «, 3 sont
des racines telles que a + 8 € @, et si o € Lo \ {0}, 23 € Lg \ {0}, zats € Lasp \ {0} sont tels que
[Ta» Tg] = Ta4p, alors on veut [xq,, T3] = a7, 5 si on note z;, 'image par I'isomorphisme obtenu, pour « € ®.
Les choix de 7, et a3 déterminent donc a7, | 5.

La discussion ci-dessus suggere qu’il suffit de déterminer les images des vecteurs x,, pour « dans une
base A de ®, et que celles-ci peuvent étre choisies arbitrairement.

Nous démontrerons le théoréme suivant plus tard, grace a la notion d’algébre enveloppante (on pourrait
le démontrer directement a ce stade du cours, mais ce serait un peu fastidieux).

— Théoréme 47 N

Fixons une base A de ® de sorte que A’ = {a’ | a € A} soit une base de ®’. Pour chaque a € A,
o/ € A’; on choisit arbitrairement x, € Lo \ {0} et 2/, € Ly \ {0}. Autrement dit, on fixe un
isomorphisme d’algébres de Lie w4 : Ly — Lo/, To — @, Alors il existe un unique isomorphisme
m: L — L' qui étend 7: H — H' et tous les isomorphismes 7, : Lo — Lo, o € A.

\ J

4.2. Automorphismes intérieurs. On suppose dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire,
que L est une algebre de Lie quelconque, et que K est de caractéristique nulle.

Rappelons qu’un automorphisme de L est un morphisme d’algebres de Lie #: L — L qui est en méme
temps un automorphisme d’espaces vectoriels. On note Aut(L) ensemble des automorphismes de L.

EXEMPLE 13. Supposons que L soit une sous-algébre de gl(V'), avec V' est un espace vectoriel de dimension
finde. Si g € GL(V) est tel que gLg—* C L, alors lapplication x + grg~! est un automorphisme de L.

Des exemples importants d’automorphismes viennent des dérivations nilpotentes (la notion de dérivation
d’une algebre de Lie est donnée apres l'exercice 1).

EXERCICE 45 (les dérivations nilpotentes induisent des automorphismes de 1'algébre de Lie). Soit § une
dérivation nilpotente de L, i.e., §: L — L est une dérivation et 6" = 0 pour n assez grand.

1. Montrer la regle de Leibniz : pour tout r € N,
T _ - r 7 r—1
) =3 (;) o (13)

2. En déduire que expd appartient ¢ Aut(L).

En particulier, si € L est tel que adz soit un endomorphisme nilpotent alors expadz € Aut(L).
De tels automorphismes sont dits intérieurs. On note Int(L) le sous-groupe de Aut(L) engendré par les
automorphismes intérieurs de L ; c’est un sous-groupe distingué de Aut(L). Précisément, si § € Aut(L) et si
ad z est un endomorphisme nilpotent, alors fo(ad z)of~! = ad (z) et donc foexp(ad z)of~ = exp(ad O(z)).
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REMARQUE 6. Si L est semi-simple, le groupe Int(L) est aussi appelé le groupe adjoint de L2,

Définition 48 — Sous-algebres conjuguées]

On dit que deux sous-algebres My et My de L sont conjuguées s’il existe § € Int(L) tel que
My = 6(My).

EXERCICE 46 (automorphismes intérieurs dans sl3(K)). On suppose dans cet exercice que L = sl3(K),
avec sa base usuelle (e, h, f). Posons o = exp(ade) o exp(ad(—f)) o exp(ade) de sorte que o € Int(L).

1. Montrer que o(e) = —f, o(f) = —e, o(h) = —h. En particulier, o est d’ordre 2.

2. On considére l’élément s = exp(e) exp(—f) exp(e) € GLy(K). Vérifier que s est un élément de
SLy(K). En particulier, lapplication z + szs~1 est un automorphisme de L. Calculer la matrice
s, et en déduire que l'action par conjugaison de s a le méme effet que o sur la base (e, h, f) et
donc sur L.

Le phénomene observé dans l’exercice précédent n’est pas une simple coincidence : si L est une sous-
algebre de gl(V) et si x € L est nilpotent, alors on a pour tous z,y € L,

(expx)y(expz) ™t = exp(ad z)y. (14)

Pour s’en convaincre, remarquons que ad x = A\, +p—_;, ou A, et p, sont les multiplications a gauche et a droite
par x € L, respectivement, dans End(V'). Ces deux endomorphismes commutent et sont nilpotents. D’apres
les propriétés de I'exponentielle, on a donc exp(adz) = exp(Ay + p—z) = exp(Az) exp(p—z) = Aexp zPexp(—2)>
ce qui implique la relation (14).

Ce qui suit s’inspire de I’exemple de 'exercice 46. Appliquons le théoréme d’isomorphisme 47 & la situation
suivante : L est semi-simple, H est une sous-algebre torale maximale de L, ® est le systeme de racines
correspondant et ¢: ® — ® automorphisme de systémes de racines qui envoie a sur —a. L’automorphisme
1 induit un morphisme d’algebres de Lie o: H — H, h +— —h. En particulier, o(hy) = —hq = h_o. En vue
d’appliquer le théoréme 47, on s’appréte & envoyer x, sur —y, pour tout a € A, ot A est une base de ® 3.
D’apres le théoreme 47, o s’étend de fagon unique en un automorphisme de L qui envoie z,, sur —y,, @ € A.
Un tel automorphisme est nécessairement d’ordre 2.

En résumé, on a obtenu :

,—[Proposition 49] \

Soit L comme dans le théoréme 47. Fixons pour o € A, 2, € Ly \ {0} et yo € L_4 \ {0} tels
que [Za,Ya] = he. Alors il existe un automorphisme o de L, d’ordre 2, tel que (o) = —Ya,
0(Ya) = —Zq, o(h) = —h pour tous o« € A et h € H.

\. J

Le groupe de Weyl W permet de décrire presque tous les automorphismes de ® %, Le théoréme 47 assure
I'existence d’automorphismes de L provenant de I'action de W dans H. Si o € W, alors 'extension de o
en un automorphisme de L envoie Lg sur L,g, pour 5 € A. On peut aussi donner une construction directe
d’un tel automorphisme en s’inspirant de l'exercice 46. 11 suffit de faire la construction pour les réflexions s,
a € A. Comme z, est nilpotent, ’automorphisme 7, = exp(ad z) exp(ad(—y,)) exp(ad z,) est bien défini.
Quel est action de 7, dans H ? On écrit H = ker a & Ch,,. Clairement, 7,(h) = h pour tout h € ker o, et
Ta(ha) = —he. Par conséquent, s, et 7, coincident sur H. De plus, 7, envoie Lg sur L,3 aussi.

A\ Cette fagon de représenter une réflexion de W (et donc tout élément de W) par un élément de Int(L)
ne permet pas toujours d’identifier W & un sous-groupe de Int(L) (voir I’exercice ci-dessous).

2. En toute rigueur, le groupe adjoint d’une algébre de Lie L et le plus petit sous-groupe algébrique de Aut(L) dont l’algebre
de Lie contient ad L (I’algeébre de Lie de Aut(L) est Der(L), l’algebre de Lie des dérivations de L). Or, si L est semi-simple, le
groupe adjoint coincide avec le sous-groupe de Aut(L) engendré par les automorphismes intérieurs, c’est-a-dire Int(L).

3. Remarquons que 'unique z € L tel que [—Ya, 2] = h—q est —zq.

4. On peut montrer que Aut(®) = W x T, ou I' = {0 € Aut(®) | 0(A) = A} est le groupe des automorphismes du
diagramme de Dynkin. On a I' = 7Z/27 si ® est de type Ay, Dy, £ > 4, ou Fg, I' = &3 si ® est de type D4, et I' = 1 pour tous
les autres types.
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EXERCICE 47 (le groupe de Weyl ne s’identifie pas toujours & un sous-groupe de Int(L)). Supposons que
L = sl3(K) (type As). Montrer que le sous-groupe de Int(L) engendré par toutes les réflexions 7, o € A,
est strictement plus grand que le groupe de Weyl W (égal ici a G3).

4.3. Sous-algebres de Cartan. Nous répondons maintenant a la question de savoir si le systeme de
racines ® dépend de la sous-algebre torale maximale H d’une algebre de Lie simple L. Dans bien des cas, un
argument de dimension suffit car dim L = rank ® + |®|, mais cela ne permet pas de distinguer les types By
et C).

Nous allons voir que les sous-algebres torales maximales de L sont toutes conjuguées au sens de la
définition 48. Pour cela, la notion de sous-algébres de Cartan que nous introduisons ici est plus adaptée (et
de telles sous-algeébres existent pour n’importe quelle algébre de Lie).

Pour le moment, L est une algebre de Lie quelconque.

Définition 50 — Sous-algebres de Cartan]

Une sous-algebre H de L est dite de Cartan si H est une algebre de Lie nilpotente et si H =
Np(H).

Par exemple, si L est semi-simple (et K algébriquement clos de caractéristique nulle), alors toute sous-algebre
torale maximale est de Cartan (voir le paragraphe 5.1 du chapitre 2).

Le premier objectif est de voir que toute algebre de Lie admet des sous-algebres de Cartan. Pour = € L,
on note Lo(ad z) le sous-espace caractéristique de ad z associée a la valeur propre 0, i.e.,

Lo(adz) ={y € L | In €N, (adz)"y = 0}.

Par exemple, si ad  est nilpotent, alors Lo(adz) = L. Un élément x € L est dit générigue si la dimension
de Lo(ad z) est minimale. Par construction, une algebre de Lie contient des éléments génériques.

Théoréme 51

Soit z un élément générique de L. Alors Lo(ad x) est une sous-algébre de Cartan. En particulier,
L possede des sous-algebres de Cartan.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. On pose H = Lg(ad z). On doit montrer que H est une sous-algébre, que
H est nilpotente et que H = N, (H).

1. Pour montrer que H est une sous-algebre, on applique la régle de Leibniz (13) a la dérivation ad x
(exercice).

2. La stratégie pour montrer que H est nilpotente est de montrer que tous les éléments ady: H — H,
y € H, sont nilpotents et d’appliquer le théoréme d’Engel; c’est la partie la plus délicate de la
démonstration.

3. Pour montrer H = N (H), soit z € Ny (H). Alors [z,z] € H et donc
(adx)*[z,2] =0

pour un certain n. Mais alors (adz)""!(z) = 0 et donc z € H. L’autre inclusion H C Np(H) est
claire.

O

La réciproque est vraie aussi (nous 'admettons) :

Théoréme 52

Si H est une sous-algebre de Cartan, alors il existe un élément générique = de L tel que H =
Lo(ad ).
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Corollaire 53

Si L est semi-simple (et K de caractéristique nulle), alors les sous-algebres de Cartan de L sont
exactement les sous-algebres torales maximales de L.

DEMONSTRATION. On suppose que L est semi-simple Nous avons déja observé que les sous-algébres
torales maximales de L sont des sous-algebres de Cartan. Réciproquement, soit H une sous-algebre de Cartan.
Siz = x5 + x, est la la décomposition de Jordan de x € L, alors Lo(ad zs) C Lo(ad ). Par ailleurs, si x est
semi-simple alors Lo(adz) = CL(x), puisque ad x est diagonalisable. Ici, Cr(z) = {y € L | [y,z] = 0} est
le centralisateur de x dans L. Par minimalité de H, on a donc H = Lo(adz) = Lo(ad z5) = CL(xs) pour
x € H. Mais C(x5) contient une sous-algeébre torale maximale de L (les sous-algebres torales sont abéliennes),
c’est-a-dire une sous-algebre de Cartan. Toujours par minimalité, on conclut que H = Cp(x5). O

La démonstration ci-dessus montre que si L est semi-simple, les sous-algebres de Cartan, et donc les
sous-algebres torales maximales, sont les centralisateurs de certains éléments semi-simples. De tels éléments
sont dits semi-simples réguliers.

On suppose désormais que K est algébriquement clos et de caractéristique nulle.

Théoréme 54

Toutes les sous-algebres de Cartan sont conjuguées.

La dimension commune des sous-algebres de Cartan est appelée le rang de L. Un élément x d’une algebre
de Lie semi-simple L est dit régulier si dim C,(z) = rang L.
Nous omettons la démonstration de ce théoreme. On la présente seulement dans les grandes lignes.

GRANDES LIGNES DE LA DEMONSTRATION. Soit L une algébre de Lie quelconque.
On dit qu’un élément x est fortement nilpotent s’il existe y € L et une valeur propre non nulle A de
ady tels que x € Ly(ady), ot Ly(ady) est le sous-espace caractéristique de ad y relativement & A, i.e.,

Ly(ady)={ze€ L|3IneN, (ady — Aidy)"z = 0}.

Comme [Ly(ady), L,(ady)] C Lxy,(ady) pour toutes valeurs propres A, 1 de ad y, on remarque que si x est
fortement nilpotent, alors ad z est nilpotent.

On note (L) le sous-groupe de Int(L) engendré par les éléments fortement nilpotents. L’avantage de
cette définition est que si K est une sous-algeébre de L, alors £(K) est la restriction & K du sous-groupe
de £(L) engendré par les éléments exp(adxz), ot x est fortement nilpotent pour K car si x est fortement
nilpotent pour K alors il ’est pour L ; ceci n’est pas valable pour Int(K).

Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

1. Si L est résoluble, on montre que les sous-algebres de Cartan sont conjuguées. Plus précisément, on
montre que les sous-algebres de Cartan sont conjuguées par £(L).

2. Pour passer du cas résoluble au cas général, on utilise la notion de sous-algébre de Borel. Ce sont
par définition les sous-algebres résolubles maximales d’une algebre de Lie L. Par exemple, t,,(K) est
une sous-algebre de Borel de l'algebre de Lie L = sl,,(K). Si B est une sous-algébre de Borel d’une
algébre de Lie L, alors B = Np,(B). Ceci se voit facilement : si 2 normalise B, alors B + Kz est une
sous-algebre résoluble de L qui contient B.

Armand Borel, né le 21 mai 1923 o La Chauz-de-Fonds et mort
le 11 aott 2003 & Princeton était un mathématicien suisse. Ar-
mand Borel a été professeur permanent a l’'Institute pour “Ad-
vanced Study”, a Princeton, de 1957 a 1993. Il a travaillé en
topologie algébrique, dans la théorie des groupes de Lie, et fut
un des créateurs de la théorie moderne des groupes algébriques

linéaires.
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3. On se raméne ensuite au cas ou L est semi-simple grace au résultat suivant : si rad(L) # L, alors
les sous-algebres de Borel de L sont en correspondence bijective avec les sous-algebres de Borel de
lalgebre de Lie semi-simple L/rad L.

4. Si L est semi-simple, soit H une sous-algébre de Cartan et ® sont systeme de racines. Pour toute

base A de ®, alors
B(A):=H® (@ La>

a>0
est une sous-algebre de Borel, dite standard. On montre alors que toutes les sous-algebres de Borel
standards de L sont conjuguées par £(L).

5. On montre ensuite que toute sous-algebre de Borel d’une algebre de Lie semi-simple est conjuguée par
un élément de £(L) & une sous-algebre de Borel standard. C’est I’étape la plus difficile du théoréme.

6. On montre enfin le théoréme. Soient H et H’ deux sous-algebres de Cartan d’une algebre de Lie
(quelconque) L. Comme H et H' sont nilpotentes et donc résolubles, elles sont contenues dans
des sous-algebres de Borel B et B’, respectivement, de L. D’apres les étapes précédentes, il existe
o € E(L) tel que o(B) = B’. Alors o(H) et H' sont deux sous-algebres de Cartan de ’algeébre de
Lie résoluble B’; elles sont donc conjuguées par £(B’) d’apres 1'étape (1). Il existe donc 7' € £(B’)
tel que 7/ o o(H) = H'. Mais 7’ est la restriction & B’ d’un élément 7 € £(L) (voir la discussion au
début de la démonstration). Finalement, 7o o(H) = H', et Too € E(L) C Int(L).

O
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Chapitre 4

Représentations des algebres de Lie semi-simples

Le principal objectif de ce chapitre est d’étudier les représentations de dimension finie des algébres de Lie
semi-simples (définies sur un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle). Nous évoquerons aussi
quelques résultats sur les représentations de dimension infinie. Grace au théoréeme de Weyl (Théoréme 29),
les représentations irréductibles jouent un role crucial dans I’étude des représentations de dimension finie.

Nous commencons par introduire un outil essentiel, ’algébre enveloppante. L’algébre enveloppante nous
permettra en outre de démontrer les théoremes d’isomorphisme et d’existence du chapitre précédent.

1. L’algébre enveloppante universelle et théoréme d’existence

Dans cette partie, K est un corps quelconque. On précisera les hypotheses plus tard dans le chapitre.

1.1. L’algeébre tensorielle et I’algébre symétrique. Soit V un espace vectoriel sur K. Posons 70V =
KL, T'W =V, T?V=VV,...,T"V=V® --®V,.... On définit TV comme la somme directe des
—_———

m fois
espaces vectoriels TV

oo
TV =1V
i=0
L’espace TV est naturellement muni d’un produit associatif que I’on définit sur les éléments homogenes ainsi :

(M@ Q) (W R QW) =1 Q- QU QWL R+ ® Uy, v, wj €V, k,m e N.

L’algébre associative ainsi obtenue est appelée I’algébre tensorielle de V. L’élément 1 € T°V est 1'unité
de TV. L’algebre tensorielle TV vérifie la propriété universelle suivante : pour toute application K-linéaire
¢:V — A, ou A est une K-algebre associative avec unité, il existe un unique morphisme de K-algebres
Y: TV — A tel que (1) =1 et tel que le diagramme suivant commute :

/(SN o v
|

Iy
4 +

A
ie,poi=¢,oui:V — TV est 'inclusion.

Soit I I’idéal bilatere de TV engendré par les éléments z @ y —y ® x, ou z,y € V. On appelle le quotient
TV/I I'algébre symétrique de V, et on le note SV. Comme les générateurs de I appartiennent & 72V, on
al=(INT?*V)® (INT3V)&---, donc la surjection canonique TV — SV = TV/I induit des injections
TV =K — SV et T'V =V — SV. On note z; ... x) 'image dans SV d’un élément homogene 1 ® - - - @z,
de TV par la surjection canonique TV — SV. L’algebre symétrique est naturellement graduée par le degré
des éléments :

oo
SV =smv, SV =T"V/(INT"V),
i=0
et (S*V).(S™V) C S¥™V pour tous k,m € N. Par construction, SV est une algébre commutative. De
plus, elle vérifie la propriété universelle suivante : pour toute application K-linéaire ¢: V' — A, ou A est une
K-algébre commutative avec unité, il existe un unique morphisme de K-algébres 1): SV — A tel que ¥(1) =1
et tel que le diagramme suivant commute :

Vs 5V
|
I
x |
A
ie,Yoi=¢,oui:V — SV est 'inclusion.
Si V est de dimension finie et si (vy,...,v,) est une base de V, alors SV est canoniquement isomorphe

a Palgébre de polyndmes Kz1,...,z,].
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1.2. L’algébre enveloppante universelle. Soient L une K-algébre de Lie J I'idéal bilatére de T'(L)
engendré par les éléments x @ y — y ® x — [z,y], ot z,y € L.

Définition 55

On pose U(L) = T(L)/J. Alors U(L) est une K-algeébre associative (unitaire) appelée I’algébre
enveloppante universelle de L.

EXEMPLE 14. Si L est une algébre de Lie abélienne, alors U(L) = S(L).
Notons o: L — U(L) la composée des applications linéaires suivantes :
L T'L<T(L) > U(L).
A priori, o n’est pas injective! Nous verrons qu’elle I'est mais c’est un résultat subtile.

REMARQUE 7. Comme J C @,;.,T'L, 7 induit une injection de T°L = K dans U(L), donc U(L)

contient au moins les scalaires.

i>0

Le terme universelle vient de la proposition suivante :

,—[Proposition 56 — propriété universelle de 1’algebre enveloppante} \
Soit A une algebre de Lie associative unitaire munie du crochet de Lie : [a,b] = ab — ba, pour
a,b € A. Pour tout morphisme d’algebres de Lie #: L — A, il existe un unique morphisme
d’algebres associatives ¢: U(L) — A tel que p oo = 0 et ¢(1) = 1, i.e., le diagramme suivant
commute :

L—2U(L)
\
I &
X !
A
De plus, U(L) est, & isomorphisme pres, 'unique algébre associative unitaire vérifiant cette pro-
priété.

EXERCICE 48. Démontrer cette proposition.

En particulier, si (V,0) est une représentation de L, i.e., 8: L — gl(V) est un morphisme d’algébres de
Lie, alors # induit un morphisme d’algebres associatives ¢: U(L) — gl(V), i.e., (V,) est un U(L)-module.
Nous reviendrons plus loin sur cette correspondence entre représentations de L et modules de U(L).

On note z7 ...z, 'image dans U(L) d’un élément homogene 21 @ --- ® x, de T'(L) par la surjection
canonique T(L) — U(L).

1.3. Algebres filtrées. Une K-algébre filtrée est une K-algébre A munie d’une filtration (A4;)ien
croissante (i.e., A = (J;cny Ai et A; C Agyq pour tout i € N) telle que 1 € Ag et A;.A; C A;y; pour tout
1,7 € N. L’espace gradué associé a A est

gr A= Ai/Ai 4,
ieN
ou par convention A_; = {0}. Il est naturellement muni d’une structure de K-algebre associative ; on définit
un produit,
AiJAi 1 X AjJAj_1 — Ay /Aivja, 1,j € N,
en posant
(a; + Ai—1)(a; + Aj_1) = a.a; + Aiyj1, a; € A;, aj € Aj.

L’identité est I’élément 1+ A_1 € Ag/A_;.

REMARQUE 8. L’algébre graduée gr A est commutative si et seulement si pour tous i,j € N, a; € A;,

aj € Aj, on a a;a; —aja; € Aiyj—1. Nous allons voir que l’algébre enveloppante est naturellement filtrée et
que son algébre graduée associée est commutative.
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Soient A, B deux K-algebres filtrées telles que Ag =2 K, By £ K, et f: A — B un morphisme de
K-algébres filtrées, c’est-a-dire que pour tout i € N, on a f(A4;) C B;. Ce morphisme induit un morphisme
grf:grA— grB,

en posant pour i € Net a € A;/A4;_1,
(gr fla = f(a) + Bi-1,
ol a est n’'importe quel représentant de a dans A;. L’application est bien définie puisque f(A;_1) C B;_1.
Le résultat suivant sera utile pour la démonstration du théoréme de Harish-Chandra (Théoréme 84).

Proposition 57 ]

Si le morphisme gr f est un isomorphisme alors f est un isomorphisme.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. La démonstration se fait par récurrence en utilisant I’hypotheése de la
proposition qui assure que pour tout ¢ € N, I'application gr f: A;/A;—1 — B;/B;—1 est un isomorphisme
d’espaces vectoriels ; précisément, on montre par récurrence que la restriction & A; de f est un isomorphisme
d’espaces vectoriels, le cas i = 0 étant clair. O

1.4. Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt et ses conséquences. On définit une filtration sur
T(L) en posant Tp,(L) = @, T*(L). On pose alors U,,(L) = n(T,,,(L)), U_1(L) = {0}, ot 7: T(L) —
U(L) est la projection canonique. On a clairement, Uy, (L).Up(L) C Uptp(L) €t (Upm)men est une filtration
croissante, ce qui fait de U(L) une algebre filtrée. Posons gr"U(L) = Uy, (L) /Upm—1(L), et

grU(L) @ gr’U(L).
=0

La multiplication dans U(L) induit une application bilinéaire grU (L) x grPU(L) — gr™tPU(L). Cette
derniere s’étend en une application bilinéaire gr U(L) x gr U(L) — gr U(L) ce qui fait de gr U(L) une algebre
associative unitaire graduée.

Considérons la composée ¢y, : T™ (L) = U, (L) — gr™U(L). Elle est surjective car 7(Ty, (L)\Trn_1(L)) =
Un (L) \ Up—1(L). Par conséquent, ¢, induit une application linéaire surjective, ¢: T(L) — grU(L), qui
envoie 1 sur 1.

EXERCICE 49. Rappelons que I est le noyau de la surjection canonique T(L) — S(L). Montrer que ¢ est
un morphisme d’algébres et que ¢(I) = {0}.

D’apres 'exercice précédent, ’application ¢ se factorise en un morphisme
w: S(L) = grU(L).

En particulier, gr U(L) est une algébre commutative.

Henri Poincaré, est un mathématicien, physicien, philosophe et in-
génieur francais, né le 29 avril 1854 a Nancy et mort le 17 juillet 1912

a Paris.

Garrett Birkhoff, né le 19 janvier 1911 a Princeton dans le New
Jersey (états-Unis) et mort le 22 novembre 1996 ¢ Water Mill dans

UEtat de New York (Etats-Unis), est un mathématicien américain.
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Ernst Witt, né le 26 juin 1911 a Als et mort le 8 juillet 1991 ¢ Ham-
bourg est un mathématicien allemand. En 1936 il obtient, encadré par
Emmy Noether da l'université de Gottingen, son doctorat dont le su-
jet porte sur le théoréme de Riemann-Roch. Il enseigne alors jusqu’en
1937 a Vuniversité de Hambourg. Les travaux de Witt portent surtout

sur l'algébre et les formes quadratiques.

Théoréme 58 — Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)]

Le morphisme w: S(L) — gr U(L) est un isomorphisme d’algébres graduées. En particulier, gr U (L)
est une algebre commutative.

Le corollaire est tout aussi fondamental (on I’associe parfois au théoreme PBW) :

~— Corollaire 59 \

L’application canonique o: L — U(L) est injective. On peut donc identifier L & une sous-algebre
de U(L). De plus, si {x;; i € I} une base ordonnée de L, alors 'unité 1 et les mondmes

1 Tn

Tl Tn,

pour n >0, r; > 0 et iq,...,i, € I tels que i1 < iy < -+ < iy, forment une base de U(L).

\ J

Une telle base de U(L) est appelée une base de Poincaré-Birkhoff- Witt (base PBW).

EXERCICE 50.
1. Soit W un sous-espace de T™(L). Supposons que lapplication canonique p: T™(L) — S™(L)
envoie W isomorphiquement sur S™(L), c’est-a-dire W = p(W) = S™(L). Montrer que n(W)
est un supplémentaire de Uy,,—1(L) dans Uy, (L), i.e., Upn(L) = 7(W) @ Up—1(L).

2. Démontrer le corollaire ci-dessus a l'aide du théoréeme PBW.

~— Corollaire 60 \

Soit H une sous-algébre de L, et complétons une base {h;;i € J} de H en une base
{hi;i€ J}U{x;; i€ I} de L. Alors le morphisme d’algébres U(H) — U(L) induit par U'injection
H — L — U(L) est injective, et U(L) est un module libre sur U(H) de base formée de I’élément
unité 1 et les ensembles x;l J}::, n>0,r,>0eti,...,0, €I tels que iy < -+ < ip.

EXERCICE 51. Démontrer le corollaire ci-dessus a l'aide du Corollaire 59.

REMARQUE 9. Si K est de caractéristique nulle, l’application linéaire

1
S(L)—)U(L), $1(£mF—)W Z To(1) -+ To(m)>
€S,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels, ot &,, est le groupe symétrique d’ordre m, m € N*. On [’appelle
la symétrisation.

DEMONSTRATION DU THEOREME PBW. Introduisons d’abord quelques notations. Posons, pour simpli-
fier,
T=U(L), S=SL), U=UL) T"=T"(L), Tn(L)=T,, etc
Fixons une base ordonnée {z; ; i € I'} de L de sorte que S s’identifie & I’algébre de polynomes en les variables
zi,1€Il.0Onpose x; =24 @ - -Qx;, €T™ et 23 = 2, ...2, €9 I'image de z; dans S par la projection
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canonique T — S™  si i = (i1,...,4m,) est une suite de longueur m. On dira qu’une suite ¢ est croissante si
i1 < --- < 4. Par convention, zg = 1 et @ est croissante. L’ensemble {Zi ; 4 croissante} forme une base de
S. On écrira j < i sij < i pour tout ix € i. La graduation S = @fio S* induit une filtration S,, = @:’;O S?
de S.

L’idée de la démonstration est de montrer qu’il existe une représentation p: L — gl(S) telle que

(a) p(xj)z; = z;jz; pour j < i.

(b) p(xj)zi = zj2; mod Sy, si ¢ est une suite de longueur m.

EXEMPLE 15. Choisissons pour base ordonnée de sla(K) la base (e, h, ). On pose p(e).1 = e, p(h).1 = h,
p(f).1= f. On remarque que pour que la relation (p(e)p(h)—p(h)p(e)).1 = p([e, h]).1 soit vérifiée on doit poser
p(h).e = he + 2e. On considérant les autres crochets, on vérifie sans peine que l’on doit poser : p(e).e = €2,

(

(

p(e).h = eh, p(e).f = ef, p(h).e = he + 2¢, p(h).h = h?, p(h).f = hf, p(f).e = fe—h, p(f).h = fh+2f,
o(f).f = f?, etc. Cela donne une idée de la construction...

Plus généralement, I'existence d’une telle représentation résulte de 1’assertion suivante :
ASSERTION 3. Pour tout m € N, il existe une unique application linéaire f,: L ® S, — S vérifiant les
Propriétés suivantes :
(Am) fm(xj ® Zi) = zjz; pour j < i, 7z € S s
(Bm) fm(xj ® 2;) — 22z € Sy, pour k < m et z; € Sk,
(Cm) fm(2; @ frn(k @ 21)) = [ @k @ frn(2; @ 21)) + fn([75, 2] @ 20) pour tout z € Spo_1.
De plus, la restriction de f, a L ® S;,,—1 coincide avec fp,_1.
Voyons comment en déduire le théoreme. Soient t € T™ et w: T — U la projection canonique. On doit
montrer que si 7(t) € Uy,—1, alors ¢t € I, ot I est le noyau de la projection canonique 7" — S. Les conditions

t € T™ et 7(t) € Up—1 impliquent qu’il existe ¢’ € T,,—1 tel que 7(t) = 7(t'). Autrement dit, s =¢ —t' € J,
ou J est le noyau de w. La composante s,, de degré m de s est t. On conclut alors grace a I’assertion suivante :

ASSERTION 4. Si s € T, NJ, alors la composante s, de degré m de s appartient o I.

DEMONSTRATION. Ecrivons Sm comme une combinaison linéaire d’éléments x;x), 1 < k < r, ou les 1'(]“)
sont des suites de longueur m. La représentation p: L — gl(5) s’étend grice a la f)ropriété universelle de U
en un morphisme d’algebres, encore noté p: U — gl(S), tel que J C kerj, ot p=pon: T > U LN gl(S). En
particulier, 5(s) = 1. Mais p(s) = p(s).1 est un polynéme dont le terme de plus haut degré est une combinaison
linéaire des éléments z;x), 1 < k < r. Cette combinaison linéaire est donc nulle dans S. Autrement dit,
Sm € 1. O

d

1.5. Présentation des algebres de semi-simples par générateurs et relations. Soit L une K-
algebre de Lie engendrée par un ensemble X.

Définition 61 — Algebre de Lie libre sur une partie]

On dit que L est libre sur X si étant donnée une application ¢: X — M, ou M est une algebre
de Lie sur K, il existe un unique morphisme : L — M qui étend ¢.

L’unicité (& isomorphisme prés) d’une telle algébre de Lie L est facile & vérifier (exercice). Montrons son
existence. Soit V' un espace vectoriel de base X, et considérons l’algebre tensorielle TV, vue comme une
algebre de Lie munie du crochet induit de sa structure d’algebre associative. Soit alors L la sous-algebre
de Lie de TV engendrée par X. Soit ¢: X — M une application, ou M est une K-algebre de Lie. Elle
s’étend en une application linéaire V.— M C U(M), et donc de fagon canonique en un morphisme d’algébres
associatives TV — U(M); cela induit aussi un morphisme d’algebres de Lie dont la restriction & L donne
I’application désirée, ¥: L — M, puisque ¢ envoie les générateurs de L dans M.

REMARQUE 10. Si L est une algébre de Lie libre sur un ensemble X, alors tout espace vectoriel V' est
muni d’une structure de L-module. Il suffit de se donner pour tout x € X un élément de gl(V') et d’étendre
canoniquement cette application X — gl(V') en une application L — gl(V).
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,—[Déﬁnition 62 — Algebre de Lie définie par générateurs et relations] \

Si L est une algebre de Lie libre sur un ensemble X, et si R est un idéal de L engendré par des
éléments r;, j € J, on appelle le quotient L/R ’algebre de Lie de générateurs z, v € X, et
relations rj, j € J, ou Z est 'image dans L/R de z € X.

\ J

Soient L une algébre de Lie semi-simple, H une sous-algébre de Cartan (i.e., une sous-algébre torale
maximale d’aprés le corollaire 53), ® le systéme de racines correspondant, et A = {«1,...,ay} une base de
®. Rappelons que

2ailay) _ o
(ajley) i(hs);

ou hj = hg,;. Fixons un ensemble standard de générateurs z; € Lq,, y; € L_q, tels que [, yi] = hi.

<ai7 aj) =

,—[Proposition 63] N\

L’algebre de Lie L est engendrée par {x;,v;, hi }1<i<e, €t ces générateurs vérifient les relations
suivantes (il y en a priori d’autres) :

(S1) [hs, hj] =0,

(S2) [wi,ys] = ha, [wi,y5] = 0sii # 4,

(83) [hs, x;] = (o5, i)y, [hs,y5] = —{aj, 04)y;5,
55 ada)orm073) =0,

(S) (ady;)~ (e tl(y;) =0.

EXERCICE 52. Démontrer la proposition ci-dessus da l’aide des propositions 37 et 40.

On remarque que les constantes qui apparaissent dans la proposition ne dépende que du systeme de
racines ®. Serre découvrit que les relations ci-dessus sont exhaustives (voir le théoréme 64 ci-dessous). L'un
des avantages de ce point de vue et qu’il permet une étude des algebres de Lie (éventuellement de dimension
infinie) définies par des générateurs {x;, y;, hi }1<i<e et les relations (S1), (S2), (S3). Nous n’aborderons pas
cet aspect de la théorie dans ce cours.

Jean-Pierre Serre, né le 15 septembre 1926 a Bages (Pyrénées-
Orientales), est un mathématicien frangais, considéré comme
l'un des plus grands mathématiciens du XXe siéecle. Il a regu de
nombreuses récompenses pour ses recherches. Il est lauréat de la
médaille Fields en 1954 et du prixz Abel en 20083.

Nous admettons le théoréme suivant :

r—[Théoréme 64 — Serrej N\

Soit ® un systéme de racines de base A = {aj,...,ap}. Soit L algébre de Lie engendrée par
3¢ éléments {x;,v:, hih1<ige €t soumise aux relations (S1), (S2), (S3), (Sj'j), (S;;)- Alors L est
une algebre de Lie semi-simple (de dimension finie), de sous-algébre de Cartan la sous-algebre
engendrée par les h;, i =1,..., ¢, et de systeme de racines correspondant ®.

\ J

Comme application du théoreme de Serre, on peut énoncer le théoréme d’existence et d’unicité :
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Théoréme 65

Soit ® un systéme de racines. Alors il existe une algebre de Lie semi-simple de systéme de racines
®. De plus, L est unique a isomorphisme pres.

EXERCICE 53. Démontrer le théoréme ci-dessus a l'aide du théoréme 64.

On sait désormais qu’il existe une unique algebre de Lie simple de systéeme de racines de type Gs. On
Iappelle I'algébre de Lie exceptionnelle de type G5. On la note parfois go. De méme, on note ¢g, ¢7, eg,
fa les algebres de Lie simples exceptionnelles de systemes de racines de types respectifs Fg, Fr, Eg, Fy.

La fiche d’exercices n°3 porte sur des propriétés de ’algebre de Lie exceptionnelle gs.

2. Poids et vecteurs maximaux

On suppose désormais que L est une algebre de Lie semi-simple sur K, ou K est un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle. On fixe une sous-algebre de Cartan H de L, on note ® le systeme de racines de
(L,H). Soit A ={ay,...,a;} une base de ®, et T = {fB1,..., B} le systéme de racines positives associé.

Soit V' une représentation de dimension finie de L. Il résulte de la proposition 31 que H opeére diagona-
lement dans V. On peut donc écrire

V=> W,
A

ou Vy ={v €V | how = A(h)v pour tout h € H}. Lorsque V n’est plus nécessairement de dimension finie,
les V) sont encore bien définis. Si V), # {0}, on dit que V) est un espace poids et que X est un poids de V
(plus précisément, un poids de H dans V).

EXEMPLE 16. 1. 51V = L est la représentation adjointe, alors les poids de H dans L sont les
racines de ® et 0 (I’espace poids associé a 0 est H ; il est de dimension £).
2. Si L =sl3(K) et H=Kh, une forme linéaire \ sur H est entiérement déterminée par \(h) et nous

avons déja vu Uimportance de A(h) dans la théorie des représentation de sla(K).

Lorsque V est de dimension infinie, il n’est pas certain que V soit somme directe de ses espaces poids.
Cependant, tout comme en dimension finie, on peut montrer que si Aq,..., A, sont des poids deux & deux
distincts, alors la somme Y ;_, Vy, est directe. Posons

V' = @ Vy.

A\, Va0

EXERCICE 54. Montrer que V' est un sous-module de L.
(Indication : observer que Ly (Vy) C Vaia pour tout o € ®.)

Définition 66

Soit v € V. On dit que v est un vecteur maximal ou primitif s’il existe un poids A de V tel
que v € V) \ {0} et Ly.v = 0 pour tout a € &+ (ou, de maniére équivalente, pour tout a € A).

Par exemple, si L est simple alors tout élément non nul de Ly est maximal pour la représentation adjointe,
ou # est la plus grande racine positive de ®.
Si V est de dimension finie, un vecteur maximal existe toujours. En effet, appliquons le théoreme de Lie

a la sous-algebre de Borel,
B(A)=H® ( $H La> ,

aedt
déja rencontrée au cours de la démonstration du théoreme 54 : elle admet un vecteur propre commun a tous
les éléments de B(A), et annulé par tous les éléments de P, cqp+ La, Puisque P, g+ Lo est I'algebre dérivée
de B(A). Ce vecteur est donc un vecteur maximal au sens précédent.
Si V n’est pas de dimension finie, rien n’assure l’existence d’un vecteur maximal.
Fixons o € Ly \ {0}, pour a € T et y, € L_, de sorte que (To, ha, Yo ) forme un sla-triplet. Rappelons
que 'on définit un ordre partiel sur H* en posant A >= psi A — pu € Z;nzl Nj;.
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Comme V est une représentation de L, on a d’apres la propriété universelle de ’algebre enveloppante un
morphisme d’algebres de Lie U(L) — gl(V) qui fait de V' un U(L)-module.

— Théoréme 67 N

Supposons que V = U(L)v™, avec v un vecteur maximal de poids A. Alors :

1. V est engendré par les vecteurs yéll . yg’; v™, i; € N; en particulier, V est somme directe
de ses espaces poids,

2. les poids de V sont de la forme p = X — Zle k;a;, k; € N; autrement dit, tous les poids
w de V vérifient p < A,

3. pour tout u € H*, V), est de dimension finie et dim V) = 1,

4. V admet un unique sous-module propre maximal.

EXERCICE 55. Démontrer ce théoréme a l'aide du théoréme PBW (corollaires 59 et 60).

,—{Déﬁnition 68 — représentation cyclique standard /représentation de plus haut poids)—

)

poids de V (la terminologie est justifiée par le théoréme) et on dit que V' est une représentation
cyclique standard de plus haut poids ) ou, plus simplement, que V' est une représentation
de plus haut poids.

Si V = U(L)v™, avec v un vecteur maximal de poids A, le poids A\ est appelé le plus haut

J

\

L’appellation représentation de plus haut poids est la plus courant en théorie des représentations. L’avantage
de l'appellation représentation cyclique standard est qu’elle fait référence au caractere «cycliquey, c’est-a-dire
que le module est engendré par un seul élément. C’est cette derniére que nous privilégierons dans ce cours.

Corollaire 69

Supposons que V = U(L)v*, avec v un vecteur maximal de poids A, et supposons de plus que V'
soit irréductible. Alors vt est I'unique vecteur maximal de V' & multiple non nul pres.

EXERCICE 56. Démontrer ce corollaire d laide du théoréme précédent, parties (2) et (3).

On souhaite maintenant montrer que pour tout A € H* il existe une unique représentation irréductible
cyclique standard de plus haut poids A (& isomorphisme pres). Le théoréme suivant répond au probléme

d’unicité :
— Théoréme 70 N

Soit A € H* Soient V, W deux représentations irréductibles cycliques standards de plus haut poids
A ie, V. =U(L)w" et W = U(L)w™, ott v" et w' sont des vecteurs maximaux de V et W,
respectivement, de plus haut poids A. Alors V' et W sont isomorphes.

EXERCICE 57. Démontrer le théoréme ci-dessus. (Indication : on pourra considérer le module X = V x W,
remarquer zT = (vt w¥) est un vecteur maximal de plus haut poids A pour X, considérer les projections
p:Y -V, p: Y - W, oY =U(L)x™, et démontrer que p,p’ sont injectives.)

On présente deux constructions qui permettent de résoudre le probléme d’existence d’une représentation
cyclique standard de plus haut poids .

1) Par induction. On construit ici un module cyclique de plus haut poids par induction. Soient A € H*
et Ky = K un espace vectoriel de dimension un de base 1. On définit une action de B = B(A) dans Ky en
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posant (h + 3 .. oZa).1 = A(h), ot h € H. On vérifie sans peine que ceci fait de Ky une représentation de
B, et donc K est un U(B)-module.
D’autre part, B opere dans U(L) par multiplication & droite. On peut alors poser

M(A) =U(L) ®us) Ka.

1.

EXERCICE 58. Posons vT =1®1.
1. Vérifier que v™ engendre M(\), que vt est non nul et que v™ est de poids \.

2. Montrer que M(X) est isomorphe, en tant que U(N_)-module, ¢ U(N_).v", ot N_ =3 Lq.

D’apres lexercice précédent, M () est un module cyclique standard de plus haut poids A. Le module
M ()) est appelé un module de Verma. On le note parfois Indk (Ky).

Daya-Nand Verma, né le 25 juin 1933 a Varanasi et mort le 10 June
2012 a Mumbai était un mathématicien indien de l’Institut Tata de
Recherche Fondamentale durant la période 1968-1993. La construction
des modules de Verma apparait dans sa thése qu’il a effectuée sous la

direction de Nathan Jacobson a I’Université de Yale.

2) Par générateurs et relations. On peut aussi définir M (\) par «générateurs et relations». Soit I(\)
I’idéal & gauche de U(L) engendré par les éléments z,, o € ®F, et hy — A(hy).1, a € & ; autrement dit,

IN) =Y UL)za+ Y UL)(ha — A(ha).1).
acdt aEed

Les générateurs de I(\) annule le vecteur maximal v de M(A). Il en est donc de méme de I(\). On en déduit
qu’il existe un morphisme de U(L)-modules & gauche U(L)/I(\) — M()\) qui envoie 1 + I()\) sur v™.

EXERCICE 59. A laide du théoréme PBW, montrer que le morphisme U(L)/I(L) — M(\) est un iso-
morphisme.

Théoréme 71

Soit A € H*. Il existe une représentation irréductible cyclique standard de plus haut poids .

DEMONSTRATION. Soit M (A) comme ci-dessus. Alors M (M) est cyclique standard d’apres 'exercice 58.
Il admet donc un unique sous-module propre N(\) d’apres le théoréme 67 (4). Le quotient M(X)/N()) est
alors irréductible, cyclique standard de plus haut poids A. O

En combinant les théoremes 70 et 71, on obtient qu’il existe une unique représentation irréductible
cyclique standard (& isomorphisme prés) de plus haut poids A. On la note V().
Deux questions naturelles auxquelles nous répondrons dans les parties suivantes se posent :

1) Pour quels A € H*, la représentation V(\) est-elle de dimension finie ?

2) Pour un tel A, quels sont les poids p de V/(\) et quels sont leurs multiplicité, i.e., dim V(X), 7

3. Représentations de dimension finie et multiplicités

Supposons que V soit une représentation irréductible de dimension finie de L. Comme V est de dimension
finie, il admet un vecteur maximal v™. Comme V est irréductible, on a V = U(L).v" et donc V = V()), ou
A € H*, d’apres le théoreme 67.

Pour i € {1,...,¢}, on note S; le sous-espace engendré par x; = z,,, h; = hq, €t y; = z_,, de sorte que
S; = 5l3(K) en tant qu’algebre de Lie. Soit ¢ € {1,...,¢}. Le L-module V() est un S;-module et tout vecteur

1. Par définition du produit tensoriel U(L) ® () K, on a pour tous u € U(L),t € Ky et b€ B, ub®@t =u®b.t
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maximal de V(\) pour L est encore maximal pour S;. Il résulte alors de la théorie des sly(K)-modules que
A(hi) € N. Plus généralement, si p est un poids de V(A), alors u(h;) € N.
Compte tenu de cette observation, on introduit un peu de vocabulaire 1ié a ces propriétés sur les poids.

3.1. Poids entiers et poids dominants. Soit A I'ensemble des A\ € H* tels que A(h;) € Z pour tout
i€{l,...,£}. Cest un réseau de F de base w1, ..., wy, ol (w1, ...,wy) est la base duale de (hy, ..., hy), i.e.,

wi(hj) = dij, i,je{l,...,0}.

Rappelons ici que E est le R-espace vectoriel engendré par les racines de @ ; c’est I'espace euclidien ambiant
du systéme de racines ® (voir la discussion qui précede le théoréme 38). Le réseau A contient le réseau des
racines A\, := Zle Zaoy;.

Les éléments wn, ..., wy sont appelés les poids fondamentaur associés a «q, ..., qp, respectivement.
Un élément A € A est appelé un poids entier. On appellera simplement poids les éléments de H*. Si
A(h;) = 0 pour tout ¢ =€ {1,...,¢}, on dit que A est un poids dominant. Ainsi, lorsque A(h;) € N pour
tout ¢ € {1,...,£}, on dit que X est un poids entier dominant. On note A™ I'ensemble des poids entiers
dominants : AT est I’ensemble des poids entiers appartenant & I’adhérence de la chambre de Weyl dominante

Z(A).

EXERCICE 60. Représenter les poids fondamentauzr pour un systéme de type As, Bs, Ga associés a la
base {a, B} de la figure 1. Représenter le poids fondamental pour la base o d’un systéme de type A;.

EXERCICE 61. On rappelle que p désigne la demi-somme des racines positives. Montrer :

J4
p = Zwl.
i=1

Indication : remarquer qu’il suffit de montrer que {(p,c;) = 1 pour tout ¢ € {1,...,¢}, et calculer

(Sa; (p)|cv;) pour y parvenir. On rappelle que sq,(p) = p — o; (cf. Exercice 39) et que le produit scalaire
(] ) est W-invariant.

REMARQUE 11. Par définition, la transposée de la matrice de Cartan ({ai, ;) ¢, i<, est la matrice de
passage de la base {w1,...,wi} d la base {ai,...,ap}. On peut donc calculer les poids fondamentauz dans la
base A en inversant la transposée de la matrice de Cartan. Le réseau A, est d’indice fini dans A et le cardinal
du quotient A/A, (appelé le groupe fondamental de ®) est donné par le déterminant de la matrice de
Cartan si @ est irréductible :

Type Ag Bg Cg Dz EG E7 Eg F4 GQ
A/AJTe+1] 224321 ]1]1

FiGURE 1. Cardinal du groupe fondamental d’un systéme de racines irréductible

L’exercice suivant servira de résultat préliminaire a la demonstration du théoréme fondamental ci-dessous
(Théoreme 72).

EXERCICE 62.
1. Montrer les relations suivantes dans U(L) pour k >0 et i,5 € {1,...,0} :
(a) [zj,97 1] =0 sii # j,
(b) [y, i ™) = = (k + D (hy)y ™,
() [ziyyi ™) = —(k + 1y (k.1 - i),

2. Soient A € H* et a € A. Supposons que n := (\,a) € N. Montrer que si v est un vecteur
mazimal de V()\) (de poids \), alors y? .ot = 0.

D’apres la discussion du début de cette section, on obtient la partie «et seulement si» du théoreme
suivant :
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— Théoréme 72 N

Le module simple V(\) est de dimension finie si et seulement si A\ € A*. De plus, ceci est le cas
si et seulement si dim V(A), = dim V/(\),» pour tous p € H* et w € W, ot W = W(QP) est le
groupe de Weyl du systeme de racines .

\. J

REMARQUE 12. Nous connaissons ce théoréme pour L = sly(K) : ceci a été vu au cours de l'exercice 4
de la fiche n°1.

DEMONSTRATION. Pour la premieére partie du théoréme, il s’agit de montrer que si A € AT, alors V()
est de dimension finie (l'autre direction a déja été vue). L’idée est la suivante : pour tout p € H*, V((X), est
de dimension finie d’apres le théoréeme 67 (3). On va donc montrer que V(A) admet un nombre fini de poids.
Ceci sera suffisant pour conclure car V() est somme de ses espaces poids d’apres le théoréme 67 (1).

Pour se faire, on considére ici encore la structure de V(A) en tant que S;-module, pour chaque i €
{1,...,£}. Voici les étapes de la démonstration.

1. Soit i € {1,...,£}. Comme n = (\, ;) € N d’aprés 'hypothése, le sous-S;-module engendré par v™
est de dimension finie (cela résulte de I'exercice 62), out v le vecteur maximal de V().

2. Pour chaque ¢ € {1,...,¢}, on montre que V()A) est la somme de tous ses sous-S;-modules de
dimension finie. Notons M; cette somme; d’apres 1’étape (1), M; est non nul. Soit N un sous-S5;-
module de dimension finie de V' (A). Alors N C M; et L ® N est un S;-module de dimension finie
(ici S; opére dans L par P'action adjointe). L’application L @ N — V(\) qui &  ® v associe z.v est
un morphisme de S;-modules (& vérifier). Son image est donc contenue dans M;. Ainsi M; est-il un
sous-L-module non nul de V' (\) puisque M; est somme de tels N. Comme V' (A) est irréductible, on
en déduit que V(A) = M,.

3. D’apres I'étape (2), tout vecteur v € V() appartient un sous-S;-module de dimension finie. Par
conséquent, z; et y; sont des opérateurs localement nilpotents dans V (), ce qui signifie que pour
tout v € V() il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie V’ de V() dans lequel z; et y;
opérent de fagon nilpotente. Notons o: U(L) — End V() le morphisme induit par la représentation
V(A). Les opérateurs exp o(x;) o exp o(—y;) o exp o(x;) sont donc bien définis localement, puisqu’ils
opérent dans tous les sous-S;-modules de dimension finie. On définit ainsi un automorphisme r;
de V(A).

4. Si p est un poids de V(A), alors 7;(V (X)) = V(A)s,, pour tout i. En effet, le sous-espace poids
V(M) appartient a un sous-S;-module N de dimension finie d’apres 'étape (2) et car V() est de
dimension finie. L’assertion résulte alors de la théorie des slp-modules (s’inspirer de 'exercice 46).
On remarque au passage que p(h;) € Z d’apres la théorie des slp-modules.

5. Comme W est engendrée par les réflexions simples s;, I’étape (4) implique que tous les espaces poids
V(Nuwp, w € W, ont la méme dimension. Comme A est un poids entier dominant par hypothese,
tous les poids de V() sont par conséquent des W-conjugués de poids dominants entiers pu < . Mais
il y a seulement un nombre fini de tels poids (a vérifier). Il s’ensuit que V(A) a un nombre fini de
poids, et donc est de dimension finie.

L’étape (5) et la discussion au début de la démonstration montrent la deuxiéme assertion du théoréme. [
EXERCICE 63. Vérifier les assertions de chacune des étapes de la démonstration.

Supposons que V() soit de dimension finie, et soit @ € ®. En regardant V(A) comme un S,-module, on
voit que si pu et p+ka, k € Z, sont des poids de V(A), alors il en est de méme de tous les poids intermédiaires
1+ ia : on obtient ainsi la a-chaitne de poids passant par p. Ceci généralise la notion de a-chaine de
racines passant par une racine donnée.

Cette observation combinée au théoréme précédent impliquent alors le résultat suivant :

Proposition 73]

Si A € AT, alors une condition nécéssaire et suffisante pour que p € A soit un poids de V() est
que u et tous ses W-conjugués soient < .
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EXERCICE 64. Représenter les poids de V(\) pour L de type Ay et A = 4wy + 3wa, et pour L de type By
et A= w1 + wo.

Faisons une petite digression sur le groupe de Weyl en vue de ’exercice 65 ci-dessous.

Soit w € W. Posons £(w) = n si w = s1...8, ou les s; sont des réflexions simples, i.e., s; = s, pour
a € A, et n minimal pour cette propriété. Une telle expression de w est dite réduite. L’entier {(w) est appelée
la longueur de w. Voici quelques propriétés de la longueur des éléments de W :

1. Le nombre de a € @7 tels que wa < 0 est ¢(w). En particulier, si « € A, i.e., £(sy) = 1, on a
sa3 > 0 pour tout 8 # a € ®*. De plus, w est entidrement déterminé par I’ensemble des oo € &+
tels que wa < 0.

2. Siw e W, alors {(w) = £(w™1). Ainsi, {(w) = [®F Nw(P7)|.

3. 1l existe un unique élément wy € W de longueur maximal |®*]; il envoie T sur —®*. De plus,
L(wow) = £(wo) — ¢(w) pour tout w € W.

4. Si a > 0 et w € W vérifient £(ws,) > £(w), alors wa > 0, tandis que £(ws,) < ¢(w) implique
ws, < 0. Il sensuit que £(s,w) > (w) <= wla > 0.

EXERCICE 65. Soit A € H*. Montrer que la représentation duale V(X\)*, donnée par laction (z.f)(v) =
—f(xw) pourx € L, f € V(N)* et v € V()N), est isomorphe a V(—wo), ot wg € W est I’élément de plus
grande longueur. (Indication : observer que V(A)* est simple, que ses poids relatifs & H sont les opposés
de ceux de V(A), et que woA est le poids de plus petit pour 'ordre < de V(A).)

3.2. L’élément de Casimir revisité. Rappelons que 1’élément de Casimir a été défini au para-
graphe 4.1 du chapitre 2. Pour la representation adjointe, sa trace est par définition la forme de Killing.
Choisissons une base de L adaptée a la décomposition triangulaire,

L=N_@®&H&N,,

ot Ny =) co+ Lia. Soient {ki,...,k¢} la base duale de la base {h1,...,hs} relativement & la restriction
de k1, & H. Soient ensuite z, € L, \ {0}, et z, 'unique élément de L_,, tel que Kr (24, 24) = 1.
A Za 7 Yo, OU Yo € L_, est Punique élément de L_,, tel [Zq, Ya] = ha- On a [z4,26] = to = (aéoz) ha

(voir la proposition 36).
Par définition, I’élément de Casimir associée a la représentation adjointe est

£
Caa = Y _adhjadk; + ) adzyad z,.

i=1 acd

Cette construction suggere de considérer 1’élément «correspondanty» de ’algeébre enveloppante U(L) :

¢
cp =Y hiki+ Y aza € U(L).
i=1 acd
Etendons la représentation adjointe ad en un unique morphisme, encore noté ad, ad: U(L) — gl(L). Alors
ad ¢y, est exactement c,q. Pour cette raison, ’élément cy, est appelé I’élément de Casimir universel. Les
arguments vus au cours de l’exercice 24 montrent que si (V,0) est une représentation de L, alors o(cy)
commute avec o(L), et donc opére par scalaire dans V' si V' est irréductible (Lemme de Schur).

EXERCICE 66. Calculer I’élément de Casimir cg, pour L = sla(K) relativement a la base standard {e, h, f}.
Vérifier que cy, appartient au centre de U(L), i.e., ucy, = cpu pour tout u € U(L).

On suppose ici que L est simple. Soit S, la forme bilinéaire (déja rencontrée) qui a (z,y) € L x L associe
Tr(o(z)o(y)). On rappelle que cette forme est non-dégénérée et invariante. Elle est donc proportionnelle a la
forme de Killing (voir 'exercice 4 de la fiche n°2) : 8, = akp, ot a € K*. En particulier, la base duale relative
a K, est obtenue en multipliant celle relative & §, par a. On a donc o(c) = ac,. En particulier, o(cr,) # 0.

Si L est semi-simple, alors o(cy,) n’est plus nécessairement proportionnel a ¢, mais si I,..., I; sont les
idéaux simples de L, alors o(cy,) est proportionnel & la restriction a I; de ¢,, pour j = 1,...,¢. En particulier,
on retrouve que o(cr) commute avec o(L). De plus, o(cr,) opére par un scalaire (non nul) dans V si V est
irréductible (non nul).
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3.3. Formule de Freudenthal. Soit A € AT de sorte que V = V(\) soit de dimension finie. Pour
w € H*, on appelle multiplicité de p dans V D'entier my(p) = dimV,. On a my(p) = 0 si g n’est pas un
poids de V(A). On notera simplement m () pour my(u) lorsque A est fixé.

Notons o: L — gl(V) la représentation sous-jacente a V', et soit u un poids de V. On cherche & calculer
m(p). L’élément o(cr), ol ¢y, est 'élément de Casimir universel, opére par scalaire dans V' car V est irréduc-
tible ; notons ¢ ce scalaire. L’idée de la formule de Freudenthal ci-dessous (théoréme 76) est d’observer que
l'on a :

Try,o(cr) = em(p).
On cherche donc a exprimer Try, o(cz) et ¢ en fonction du systéme de racines ® et du poids p.

— Lemme 74 <

Soient ¢ € {1,...,¢} et h;, k; comme dans le paragraphe précédent. On a

14
Try, Za(hi)a(kz‘) = m(p)(p|p).

EXERCICE 67. Démontrer ce lemme.

~ Lemme 75 )

Soient o € P, et xy, 2o, to comme dans le paragraphe précédent. On a

Try, 0(za)o(24) = Z m(p + i) (p + iaa).

EXERCICE 68. Démontrer ce lemme. (Indication : I'idée est, comme toujours, de voir V' comme un S,-
module; les calculs sont assez techniques.)

DN =

Rappelons que 'on note p la demi-somme des racines positives : p = > o«
aedt

r—[Théoréme 76 — Formule de Freudenthal} N

Soit V(A) un module simple de dimension finie de plus haut poids A € AT. Si u € A, alors la
multiplicité my(u) de p dans V() est donnée de fagon récursive ainsi :

(Ao +p) = (m+plu+p)ma(n) =2 > Y ma(p+ ia)(u+ iala).
aedt i=1

EXERCICE 69. Démontrer le théoréme.

Nous verrons plus tard la formule de Weyl donnant aussi les multiplicités de V(\). La formule de Weyl
est remarquable d’un point de vue théorique. En outre, elle admet certains analogues pour des algebres de
Lie de dimension infinie.

Hans Freudenthal, né le 17 septembre 1905 et mort le 13 octobre 1990
était un mathématicien juif allemand, naturalisé néerlandais, spécia-
liste en topologie algébrique mais dont les contributions ont largement

débordé ce domaine.
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La formule de Freudenthal ci-dessus est tres utile en pratique car elle donne une méthode effective
pour calculer les multiplicités. Elle est utilisée pour implémenter certains programmes informatiques. On
trouve notamment ici http://wwwmathlabo.univ-poitiers.fr/~maavl/LiE/form.html (page de Marc van
Leeuween, professeur & 1'Université de Poitiers) un programme en ligne, le programme LIE, permettant de

calculer les multiplicités (entre autres) :
Par exemple, avec L de type Ay, et A = @y + 3w, on obtient ? les poids suivants (voir le tableau 3.3) :

It ma(p) 7 m(w)

w1 + 3@2 1 2w1 — 2WQ 2
—tw1 + 4oy 1 3wy — 4o 1
2w + wo 1 — Ty 2
2@2 2 73@1 + 2’@2 1
3w1 — W9 1 w1 — 3WQ 1
w1 2 —2@1 2
—2w1 + 3we 1 —w — 2009 1
4ro1 — 3tog 1 —4to1 + o 1
—w1 + w2 2 —3w — wo 1

TABLE 1. Poids pour V(\), avec A = wy + 3ws, et L = sl3(K) de type As

(’implémentation du programme est expliquée ici http://young.sp2mi.univ-poitiers.fr/~marc/LiE/
domchar .pdf : voir la section 19 pour le calcul des multiplicités des poids.)
Le logiciel de calcul GAP4 permet aussi de faire ce genre de calculs : https://www.gap-system.org/

Download/

2. choisir “full character” dans le programme LIE.

58


http://wwwmathlabo.univ-poitiers.fr/~maavl/LiE/form.html
http://young.sp2mi.univ-poitiers.fr/~marc/LiE/domchar.pdf
http://young.sp2mi.univ-poitiers.fr/~marc/LiE/domchar.pdf
https://www.gap-system.org/Download/
https://www.gap-system.org/Download/

Chapitre 5

Polynémes invariants, projection de Harish-Chandra et cone
nilpotent d’une algebre de Lie semi-simple

Dans ce chapitre, nous allons étudier 'algébre des fonctions polynomiales invariantes (sous 'action du
groupe des automorphismes intérieurs) sur une algebre de Lie semi-simple, et énoncer plusieurs résultats
remarquables & propos de cette algebre et de certaines de ses variations (théoremes de Chevalley et de
Weyl). Ces résultats nous permettrons d’une part de démontrer la formule de Weyl sur les caracteéres des
représentations de dimension finie, et d’autre part d’étudier certaines propriétés du céne nilpotent d’une
algebre de Lie semi-simple, c’est-a-dire I’ensemble de ses éléments nilpotents. Nous établirons ensuite un lien
entre les représentations de plus haut poids d’une algebre de Lie semi-simple et son céne nilpotent.

On suppose dans tout ce chapitre que L est une algébre de Lie semi-simple sur K, ou K est un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. On conserve toutes les notations du chapitre précédent. En
particulier, une sous-algebre de Cartan H de L est fixée, on note ® le systéme de racines de (L, H), A =
{a1,...,ap} une base de ®, et ®* = {B1,..., B} le systéme de racines positives associé.

1. Polyn6mes invariants

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Notons K[V] I'algebres des fonctions polynomiales
sur V', c’est-a-dire lalgebre des fonctions f: V — K telle qu'il existe un polyndéme P € K[Xy,...,X,]
vérifiant : pour tout v € V, f(v) est une fonction polynomiale en les coordonnées de v dans une base de V.
Cette notion ne dépend pas de la base choisie donc la définition est légitime.

On a un isomorphisme canonique S(V*) = K[V] qui envoie un élément homogene f; ... fq de degré d de
S(V*) sur 'application qui & v € V associe f1(v) ... fq(v); c’est un élément de K[V] et cela définit de maniére
évidente un isomorphisme. Si on fixe une base (ey,...,e,) de V, alors K[V] = Klet,...,ek], ou (e},...,e})
est la base duale de (eq,...,ep).

En particulier, on a

K[H] = Klwy, ..., @],
puisque (w1, ..., @) est la base duale de la base (h1, ..., hs) de la sous-algébre de Cartan H.

Rappelons que le groupe de Weyl W = W(®) opere dans H et H* et donc dans K[H] = S(H*). On note

K[H]YW, ou S(H*)", l'algébre des fonctions polynomiales invariantes pour I'action du groupe de Weyl.

EXERCICE 70. Décrire K[H]Y pour L = sly(K).

Soit maintenant G le groupe des automorphismes intérieurs de L ; c’est, rappelons-le, le sous-groupe de
Aut(L) engendré par les éléments exp(ad z) o x est un élément nilpotent de L. Le groupe G opére dans
K[L] de la fagon suivante : pour o € G, f € K[L] et = € L, on pose

(0.f)(z) = fo™ a).
On note K[L]%, ou S(L*), I'ensemble des points fixes de K[L] pour cette opération. C’est une sous-algebre
de K[L] qu’on appelle I’algébre des polynémes G-invariants.
L’objectif de I'exercice suivant est de produire un grand nombre de polynémes G-invariants grace a la
théorie des représentations.

EXERCICE 71. Soit ¢: L — gl(V) une représentation irréductible de dimension finie. On note A € AT
son plus haut poids. Soit z € Ny et posons o = exp(ad z).

1. On note ¢° la représentation de L définie par ¢°(x) = ¢(ox) pour tout x € L. Vérifier que ¢°
ainsi définie est bien une représentation de L et que ¢ est irréductible.

2. Quel est le plus haut poids de ¢° ? En déduire que ¢ et ¢° sont équivalentes.

3. Soit k € N*. Montrer que lapplication x — Tr(¢(z)*) est une fonction polynomiale o-invariante.
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4. Conclure que x +— Tr(¢p(x)¥) est une fonction polynomiale G-invariante, c’est-a-dire un élément
de K[L]C.

Nous allons maintenant comparer K[L]¢ et K[H]". Si f € K[L], alors sa restriction & H est un élément
de K[H] (a vérifier). Supposons de plus que f € K[L]“. Alors f est en particulier invariant sous I’action de
tous les automorphismes 7,, @ € ® (définis apres la proposition 49). Mais la restriction de 7, & H opére
comme la reflexion s,. Comme ces engendrent W, on en déduit que f|y appartient & K[H]"Y. On a ainsi
obtenu un morphisme d’algebre, appelé la restriction de Chevalley,

0: K[L]¢ — K[H]".

Théoréme 77 — Chevalley]

Le morphisme 6 est un isomorphisme d’algebres.

Pour la suite du cours, nous aurons besoin seulement de la surjectivité de 6. On peut toutefois établir
Iinjectivité grace a des arguments assez élémentaires de géométrie algébrique comme nous le verrons plus
loin.

EXERCICE 72 (Démonstration de la surjectivité). L’objectif de cet exercice est d’établir la surjectivité du
morphisme 6.

1. Montrer que les éléments \F, ot k € N et A € A, engendrent l'algébre K[H].
2. Pourke N et e AT, on pose
Sym \F = Z w.(AF).
wew

Montrer que les éléments Sym \*, ou k € N et A € A*, engendrent K[H]"V.

8. Soit A € At minimal pour Uordre partiel < (éventuellement 0). Montrer que Sym \F appartient
a limage de 6.
(Indication : consider 'application f: z — Tr(¢(x)*) ott ¢: L — gl(V) est une représentation
irréductible (de dimension finie) de plus haut poids A.

4. En raisonnant par induction sur l'ordre partiel < de A*, montrer que 0 est surjectif.
(Indication : on pourra la encore consider 'application f: 2 — Tr(¢(x)*) ot ¢: L — gl(V) est
une représentation irréductible (de dimension finie) de plus haut poids A € A™T.

La démonstration de la surjectivité vue au cours de I'exercice précédent montre que l'algébre A engendrée
par les fonctions traces, c’est-a-dire les fonctions comme celles obtenues dans ’exercice 71, s’envoie de maniére
surjective dans C[H]". Cela sert & établir I'injectivité de la restriction & A du morphisme # comme on le
montre dans l'exercice suivant. C’est un résultat moins fort que l'injectivité de 6 mais elle s’obtient de fagon
élémentaire.

EXERCICE 73.

1. Montrer qu’une fonction trace x +— Tr(¢(z)¥), o ¢ est une représentation irréductible de di-
mension finie de L, est entierement déterminée par sa valeur sur ’ensemble des éléments semi-
simples.

2. En utilisant le fail que les sous-algébres de Cartan sont G-conjuguées, montrer que la restriction
a A du morphisme 0 est injective.

EXERCICE 74. Décrire l'algébre K[H]"Y pour L = sl,(K). En déduire que K[L]® est une algebre de
polynomes avec n — 1 générateurs.

L’observation de l'exercice 74 est générale : si L est une algébre de Lie simple de rang ¢, alors K[L]¢ =
K[H]" est une algebre de polyndmes avec ¢ générateurs. Il s’agit d’un résultat célebre de Chevalley-Kostant
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(que nous admettons ici). Notons dy, ..., d la suite des degrés de générateurs homogenes de K[L]“ de sorte
qued; <---<dp. Onady x -+ xdg=|W|.
On pose pour i € {1,...,¢}, m; = d; — 1. Les éléments my, ..., m; ne dépendent que de 'algebre de Lie

¢
simple L et sont appelés les exposants de L. On a > m; = |®T|.
i=1
EXEMPLE 17. Supposons que L = sl,,(K). Le groupe de Weyl s’identifie au groupe symétrique &,, d’ordre n
et on a (voir Uexercice 74) :

K[H]YW 2= (K[X1, ..., Xa]/ (X1 + -+ X)) 2 K[S, ..., 5],
ot pour k € {1,...,n}, Xk est le polynome symétrique élémentaire de degré k. Si K = C, on a aussi
KHY 2 K[T,...,T],

ot pour k € {1,...,n}, Ty est le polynéme de Newton de degré k :

n
T, = Z Xk
i=1
La suite des degrés des générateurs est 2,3,...,n; les exposants sont donc 1,2,...,n— 1.

EXEMPLE 18. Supposons que L soit l’algébre de Lie exceptionnelle de type Go. Alors la suite des degrés
de générateurs homogénes de K[L]® est 2,6 ; les exposants sont donc 1,5. On peut choisir des générateurs
de la fagon suivante : soit (o,K") la représentation issue du plongement de Gy dans s07(K) (voir la fiche
d’exercices n°3). Alors les fonctions traces x +— Tr(o(z)?) et x + Tr(o(x)®) engendrent K[L]¢.

DEMONSTRATION DE L'INJECTIVITE DU MORPHISME DE CHEVALLEY 6. Pour z € L, on note

n

pa(X) =D ci(2)X’*

=0

le polynéme caractéristique de ad z. Chaque fonction ¢; est une fonction polynomiale sur L. Soit m le plus
petit entier tel que ¢, ne soit pas identiquement nul sur L. Comme 0 est toujours valeur propre de adz,
pour z € L, on a m > 1, et comme il existe des éléments non nilpotent, on a méme m > 1 (en effet, ad = est
nilpotent si et seulement si ¢;(x) =0 pour ¢ = 1,...,n). Posons

X ={x e L|cn(zx)#0}.

On a z € Z si et seulement si la valeur propre 0 de adx est de multiplicité la plus petite possible. Ceci
montre que x € Z si et seulement si x; € Z. En particulier il existe des éléments semi-simples dans Z.

De maniére évidente, I’ensemble & est Zariski-ouvert dans L. De plus, il est non vide. D’apres le corol-
laire 109 de I’annexe C, I’ensemble Z est donc Zariski-dense dans L.

Soit x € L un élément semi-simple. Alors il appartient a une sous-algebre torale maximale de L, c’est-
a-dire une sous-algebre de Cartan de L. Comme les sous-algebres de Cartan sont toutes G-conjuguées, x est
G-conjugué a un élément de H. Mais si h € H, on sait que son centralisateur Cr,(h) dans L est de dimension
> £. On sait aussi que H possede des éléments réguliers, c’est-a-dire des éléments dont le centralisateur est
de dimension exactement ¢ (voir la démonstration du Corollaire 53 et la remarque qui le suit). Comme il
existe des éléments semi-simples dans £, ceux-ci sont exactement les éléments semi-simples réguliers (donc
m = £). Mais il n’existe pas d’élément nilpotent autre que 0 qui centralise un élément semi-simple régulier.
Compte tenu d’une remarque précédente, on en déduit que si x € Z, alors £ = x5. On a ainsi démontré que
I’ensemble Z coincidait avec I’ensemble des éléments semi-simples réguliers de L.

On est désormais en mesure de montrer que le morphisme @ est injectif. Soit f € K[L]“ tel que
0(f) = flg = 0. La sous-algebre de Cartan H est ses G-conjuguées contiennent tous les éléments semi-
simples réguliers de L. Par conséquent, f s’annule sur 'ensemble % qui est Zariski-dense dans L, donc f est
identiquement nul sur L. O

2. Projection de Harish-Chandra

Soit Z(L) le centre de I’algébre enveloppante U(L), c’est-a-dire ’ensemble des z € U(L) tels que zu = uz
pour tout u € U(L).
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REMARQUE 13. La représentation adjointe de l’algébre de Lie L induit une représentation dans l’algébre
tensorielle T(L), et cette action passe au quotient U(L) = T(L)/J. On note encore ad: L — gl(U(L)) la
représentation obtenue. Pour x € L ety =yy...yn € U(L), on a :

n
(adz)u = Zyl Y1 [T, YY1 - Y
i=1

On vérifie sans peine que pour z € U(L), on a

z€ Z(L) < (adz)z =0 pour tout x € L.
EXERCICE 75. Vérifier les assertions de la remarque.

Un automorphisme o: L — L s’étend de fagon unique en un automorphisme de U(L). En particulier, le
groupe G opeére dans U(L).

Proposition 78}

Le centre Z(L) est 'ensemble des éléments G-invariants de U(L).

EXERCICE 76. Démontrer la proposition.

EXERCICE 77. Vérifier que l'élément de Casimir universel ¢y, appartient au centre de U(L).
(Indication : reprendre les arguments de I'exercice 24 sans faire référence a la représentation o.)

2.1. Caractéres centraux. Soit M = U(L)vt un module cyclique standard de plus haut poids A
engendré par un vecteur maximal vT. Si 2 € Z(L) et h € H, on a :

h.(zv") = z.(ho™) = A(h)(z.v™).

Comme dim My = 1, on en déduit que z.v™ = y(2)v", ol x»(2) € K. De plus, pour tout v € U, on a
z.(uvT) = xa(2)(w.v™) car zu = uz. Autrement dit, z opére par le scalaire x)(z) dans M.
Pour A € H* fixé, 'application
xa:Z(L) =K,z xa(2)

est un morphisme d’algebres.

Définition 79 — caractére centralj

Soit A € H*. Le morphisme d’algebres x est appelé le caractére central associé a M. Plus
généralement, un morphisme d’algebres Z (L) — K est appelé un caractére central.

On peut décrire x, de fagon plus concrete a I'aide du théoreme PBW. Considérons la décomposition
triangulaire L = N_ @ H & N,. Comme N,.vT = 0, que H.v™ C Cv™ et qu'un élément de N_ envoie v™
sur une combinaison linéaire de vecteurs de poids < A, on voit que z.v™, pour z € Z(L), ne dépend que des
monomes en H. Autrement dit,

xx(2) = Apr(2)), (15)
ou pr: U(L) — U(H) est la projection de U(L) relativement & la décomposition
UL)=U(H)® (N_U(L)+U(L)Ny).
Nous avons étendu ici la forme linéaire A en un morphisme d’algébres A\: U(H) — K. Remarquons que

U(H) = S(H) puisque H est commutative.

EXERCICE 78. Démontrer d l'aide de la relation (15) que la restriction & Z(L) de pr est un morphisme
d’algébres.

/A lapplication pr n’est pas un morphisme d’algebres en général !
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Définition 80 — projection de Harish—ChandraJ

La restriction a Z(L) de pr est appelée le morphisme de Harish-Chandra. On la note

¢ Z(L)— S(H), =z~ pr(z).

Harish Chandra, né Harish Chandra Mehrotra le 11 octobre 1923 a
Kanpur (Uttar Pradesh) en Inde et mort le 16 octobre 1983 d Prin-
ceton auz Etats-Unis, était un mathématicien indien qui effectua des
travauzr fondamentauxr en théorie des représentations, en particulier

en analyse harmonique des groupes de Lie semi-simples.

Deux questions trés naturelles se posent :
1. Le morphisme d’algebres & est-il injectif ?
2. Quelle est son image 7
Nous répondons a ces deux questions dans le prochain paragraphe.
2.2. Action tordue du groupe de Weyl. Afin de répondre aux deux questions précédentes, il est
important de comprendre a quelle condition deux poids X et p vérifient x = x,-
Considérons d’abord le cas ou A € A. Supposons qu’il existe & € A tel que n = (A\,a) = A(ho) € N.
Alors le module de Verma M () posséde un vecteur maximal de plus haut poids A — (n + 1)a < A (voir la

démonstration de l'exercice 62 (2)). Dans ce cas, on a xx = X, ot g =X — (n+ 1)a.
Ceci se traduit ainsi :

saA+p)=A-—Aaja+p—a=A-(n+t1la+p=p+p.

En effet, so(p) = p — o car « est une racine simple (voir I'exercice 39 (2)).
Ceci motive la définition qui suit.

— Définition 81 \

On définit une action tordue du groupe de Weyl W dans H*, notée o, de la fagon suivante : pour
tousw € Wet A€ H,

woX=wA+p)—p.
Soient A\, u € H*. On dira que X et p sont W-liés, et on notera \ ~ pu, si A = wo pu pour un certain
weW.

\ J

La relation ~ est clairement une relation d’équivalence. D’apres la définition, A ~ pu si et seulement si
A+ pet u+ psont dans la méme W-orbite (pour 'action usuelle de W).

EXERCICE 79. Décrire lorbite de —p. A quelle condition sur \ € H* a-t-on [Wo X\ = |W| ?

EXERCICE 80. Soient X € A, et € H*. Montrer que si X et p son W-liés, alors xx = x,. (Indication :
remarquer qu’il suffit de montrer que si A = s, o u, pour o € A, alors x» = x,; fixer alors o € A,
observer que le cas ou n = (\, o) € N a déja été vu, vérifier que le cas n = —1 est facile, puis se ramener
aux cas connus en considérant p = s, 0 \.)

Proposition 82]

Soient A\, pp € H*. Si A ~ p, alors xx = Xp-
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DEMONSTRATION. On sait que Y = Xwox pour tous w € W et A € A d’aprés U'exercice 80. Or xx(z) =
A(&(2)) pour tout z € Z(L). 1l en résulte que les fonctions polynomiales £(z2) et w™! o £(2) coincident sur A.
Comme cet ensemble est Zariski-dense dans H*, on en déduit qu’elles coincident sur H*. O

Considérons 'application
7. K[H*] = K[H"], p—= (A= p(XA—p)),

puis notons ¢: Z(L) — S(H) la composée 7, o {. L’application 1) est appelée la projection tordue de
Harish-Chandra. Pour tout z € Z(L) et A€ H*, on a :

xa(2) = (A+p)(¥(2)).

Proposition 83]

L’image de la projection tordue de Harish-Chandra est contenue dans I'algeébre S(H)"Y des fonc-
tions polynomiales W-invariantes (pour 'action standard).

EXERCICE 81.
1. Démontrer ce théoréme.

2. Supposons que L = sl(K). Calculer l'image par xx(c) pour A € H* 2 K, ot ¢ est I’élément de
Casimir. Retrouver dans ce cas particulier que xx = Xy, pour A, i € K, si et seulement si \ et
w sont W-liés, et décrire explicitement cette condition.

Pour la suite, nous aurons du résultat plus fort suivant :

Théoréme 84 — Théoreme de Harish—ChandraJ

1. Le morphisme : Z(L) — S(H)" est un isomorphisme.
2. Pour \,;p € H*, on a xx = X si et seulement si A ~ p.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. Nous donnons seulement une esquisse de démonstration.

(1) L’idée est de comparer le morphisme 1) et le morphisme de Chevalley 6: K[L]¢ — K[H]"”. On peut
identifier K[L] avec K[L*] = S(L), et K[H] avec K[H*] = S(H), grace & la forme de Killing. En effet, la
forme de Killing, ainsi que sa restriction a H x H, sont non dégénérées. Le théoreme de Chevalley assure
que le morphisme 6: K[L]¢ — K[H]" est un isomorphisme. Or, via les identifications précédentes, ce dernier
«ressemble» beaucoup au morphisme ...

Le centre Z(L) est isomorphe & S(L)“ en tant qu’espace vectoriel (pas en tant qu’algébre) via I’application
de symétrisation et, bien que le diagramme suivant ne commute pas :

S(L)E 2 Z(L) — 2 S(H)W
K[L]C K[H]Y

0

(voir lexercice 82 ci-dessous), la comparaison entre gri et 6 suffira & montrer que % est un isomorphisme.
On peut montrer que
grop: gr Z(L) — gr S(H)W = S(H)Y

est un isomorphisme d’espaces vectoriels; on a gr Z(L) = S(L)Y et, via les identifications S(L) = C[L] et
S(H) = C[H], on vérifie que gri coincide avec 'isomorphisme 6. D’apres la proposition 57, on conclut que
1) est un isomorphisme.

(2) Rappelons que xx(z) = (A + p)(¢(2)) pour A € H* et z € Z(L). Supposons que xx = X, A, it € H*.
Alors A+ p et 1+ p coincident sur 1/(Z(L)) qui est égal & S(H)"Y d’apres (1). Il s’agit d’en déduire que A+ p
et 1+ p sont W-conjugués. Ceci découle de ’assertion suivante :
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ASSERTION 5. Si A et u appartiennent a des W-orbites distinctes, alors A et p premnent des valeurs
distinctes sur certains éléments de S(H)"W.

DEMONSTRATION. Comme W est fini, on peut choisir une fonction polynomiale p de S(H) qui vaut 1 en
A et s’annule sur les autres W-conjugués de A ainsi que sur W.u (utiliser 'interpolation de Lagrange). Posons

Alors p est un élément de S(H)"Y qui s’annule en x mais pas en . O

EXERCICE 82. Illustrer avec L = sl3(K) que le diagramme suivant ne commute pas :

S(L)¢ " Z(L) S(H)W
KL)% - K[H]W

ot sym: S(L)¢ — Z(L) est Uapplication de symétrisation.

3. Formules de Weyl et de Kostant

3.1. Caractéres formels. Soit Z[A] le Z-module libre de base {e(A)}rea en correspondance bijective
avec les éléments A € A. Ainsi, tout élément de Z[A] est une combinaison linéaire finie & coefficients dans Z
des éléments e(A), A € A, et écriture est unique. On définit une structure d’anneau sur Z[A] en posant

e(Ne(p) =e(A+ p), 1 =¢(0).

~ Définition 85 )

Soit A € AT. Le caractére formel de V()), que I'on note ch V()), est 1'élément de Z[A] défini
par :

hV(N) = 3 ma(u)e(n),

peEAN
avec la convention habituelle que my(u) = 0 si pu n’est pas un poids de V().

J

\.

EXEMPLE 19. Si L = sly(K), et si A € AT 2N, montrer : chV(A) =e(A\) +e(A—a)+ -+ e(A —ma),
oum = {\a).

Grace au théoreme de Weyl, tout L-module V' de dimension finie est une somme directe de sous-modules
simples, V = @:;1 Vi, et chaque V; est isomorphe & un module simple V()\;) pour un certain \; € A™.
L’élément ch V' défini par

chV = zn: V(\)
=1

est appelé le caractére formel de V.

EXERCICE 83. Soient V,W deux L-modules de dimension finie. Montrer :
ch(V@W)=chVchW.

On aimerait étendre la notion de caractere formel a des modules éventuellement de dimension infinie pour
lesquels les multiplicités dim V,,, 4 € H*, sont bien définies (par exemple, les modules cycliques standards).
Pour se faire, on va utiliser un formalisme un peu différent.

On peut voir Z[A] comme l'ensemble des fonctions définies sur A et & valeurs dans Z, nulles hors d’un

ensemble fini. Le produit devient le produit de convolution :
(fx9)N) = > fwgv),  fg€eZlA],
ptrv=XA
65



Unwviversité de Lille - Master de mathématiques S4 Année 2018-2019

et e()\) s'identifie & la fonction e*: A — Z qui vaut 1 en A et 0 pour tout 2 € A, y # . On notera encore ch V/
le caractere formel associé & un L-module de dimension finie, vu comme une fonction sur A. En particulier,

hV(N) = 3 ma(u)er,
HEA
de sorte que
(ch V(M) () =ma(n),  peA
Soit X l'espace des fonctions définies sur H* et a valeurs dans K dont le support,

supp(f) = {A € H™ [ f(A) # 0},

est contenu dans une réunion finie d’ensembles de la forme A —I', ou A € H* et
=Y Na
aedt

On remarque que X est stable par convolution; ceci en fait une K-algebre commutative et associative,
dont l'identité est e’. On peut étendre la définition des e*, A € A, aux A € H* en notant e* la fonction
de H* dans K qui vaut 1 en A et 0 pour tout p € H*, u # A. Ainsi, tout élément de X s’écrit comme une
combinaison linéaire formelle d’éléments e*.

Soit A € H*. On définit le caractére formel du module cyclique standard M (A) par :

ch M(A) = ) (dim M(\),)e".

C’est un élément de X d’apres le théoreme 67.
Le groupe de Weyl W opeére dans X par :

(wf)N) = f(w™N), weW, feX, e H*.

D’apres le théoréme 72, 'élément ch V' (A) est W-invariant.
Voici quelques éléments particuliers de X qui nous seront tres utiles.

Définition 86 — Fonction de Kostant}

Pour A\ € H*, on note p(\) le nombre d’ensembles {k, ; & € @} pour lesquels -\ = > k,a.
acdt
C’est un élément de X que 'on appelle la fonction de Kostant.

‘
On remarque que p(A) # 0 si et seulement si A appartient au réseau A, = Y Za;. On a chM(0) = p
i=1

K2

d’apres le théoreme 67.

Bertram Kostant, né le 24 mai 1928 et mort le 2 février 2017 était un
mathématicien américain. Kostant grandit a New York. Il obtint son
diplome de theése de I’Université de Chicago en 1954 sous la direction

d’Irving Segal, Sa thése portait sur les représentations des groupes de

Lie.
,—[Déﬁnition 87 — Fonction de Weyl] \
On pose
q= H(ea/Q o e—a/Z),
a>0
le produit étant le produit de convolution. C’est un élément de X que 'on appelle la fonction de
Weyl.
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EXERCICE 84. Soit o € ®T. On définit un nouvel élément de X en posant :
fa(=ka) =1, pour k € N, fa(N) =1, pour N € H* \ (—Na).
On a
fa:60+67a+672a+...

Montrer les assertions suivantes :

(a) b= H Ja,

a>0
(b) (€% —e™)x foa =€,
(€) g= TI(e” —e ) xe’,

REMARQUE 14. Le signe (—1)*™) qui apparait a lassertion (d) peut étre vu comme une signature pour
w € W (on le nomme d’ailleurs sowvent ainsi). En effet, si L = sl,(K), alors le groupe de Weyl de ® est
isomorphe au groupe symétrique d’ordre n, et (—1)5(‘”) correspond a la signature de w au sens usuel.

3.2. Série de Jordan-Holder et modules de Verma. Nous allons chercher a exprimer ch V (),
pour A € H*, comme une combinaison linéaire & coefficients dans Z des ch M (u) & I'aide du théoréme de
Harish-Chandra. Puis nous utiliserons les résultats combinatoires du paragraphe précédent.

Pour un L-module de dimension infinie le théoreme de Weyl ne s’applique plus. On ne peut donc pas
a priori écrire son caracteére formel (si celui-ci est bien défini) comme une somme de caractéres de modules
simples comme nous 'avons fait au paragraphe 3.1 de ce chapitre. Pour certaines classes de L-modules, on
parviendra & contourner le probléme grice a l'existence d’une suite de Jordan-Holder (voir la définition 88).

Soit My, la collection des L-modules M possédant les propriétés suivantes, pour A € H* fixé :

(1) M est la somme directe de ses espaces poids (relativement & H),

(2) le centre Z(L) opere dans M par le scalaire x, ¢’est-a-dire que pour tous z € Z(L) et m € M,

2m = xa(2)m,
(3) le caractere formel de M appartient & X, ou celui-ci est défini par :
ch M = Z (dim M, )e".
neEH*
(En particulier, M), est de dimension finie pour tout p € H*.)

Bien entendu, tous les modules standards cycliques de poids A sont dans 90Ty, ainsi que leurs sous-modules

et leurs images par un morphisme de L-modules; la somme directe de modules de 9, est également dans

M.
D’apres le théoréme de Harish-Chandra, on a 9ty = 9, si seulement si A ~ p.

EXERCICE 85. Fizons A € H*.
1. Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte d’éléments de M. Montrer que
chM =ch M +chM".
2. Soient M € My et N un L-module de dimension finie. Montrer que M ® N appartient a My et

que
ch(M ® N)=ch M xch N.
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r—[Déﬁnition 88 — suite de Jordan—Hélder} N

Soit M un L-module. On dit que M admet une suite de Jordan-Hélder s’il existe une suite
strictement décroissante de L-modules,

M=My2 M D---2 M, = {0},

n’admettant pas d’autre raffinement strictement décroissant qu’elle-méme et telle que pour tout
i€{l,...,r}, M; soit un module propre de M;_; et le quotient M;_;/M; soit simple.

Otto Ludwig Holder (1859-1987) est un mathématicien allemand né
a Stuttgart, capitale de l'actuel Land Baden-Wiirtenberg. En 1877, il
entre a l'université de Berlin, et il obtient son doctorat en 1882 a l’'uni-
versité de Tibingen. Le titre de sa dissertation doctorale est Beitrage
zur Potentialtheorie (Contributions da la théorie du potentiel). Il en-
seigne da l'université de Leipzig o partir de 1899 jusqu’a son éméritat
en 1929.

EXERCICE 86. Soit M € My non nul. Montrer que M posséde un vecteur mazximal.
(Indication : remarquer a I’aide de la propriété (3) que pour tout poids p de M et tout o € @, p + ka
n’est plus un poids de M pour k assez grand.)

Proposition 89}

Tout module de Verma admet une suite de Jordan-Holder.

DEMONSTRATION. Soit A € H* et montrons que le module de Verma M ()\) admet une suite de Jordan-
Holder. Si M(A\) = V(A), il n’y a rien a montrer. Sinon, alors M (\) admet un sous-module propre non nul
N qui appartient a 91).

Comme dim M (M), = 1, le poids A n’apparait pas comme poids de N. D’apres ’exercice 86, N admet
un vecteur maximal v de poids ¢ 2 A. En particulier, yx = x, et donc A ~ p d’apres le théoréme de Harish-
Chandra. De plus, N contient un sous-module W, image de M () (ceci se voit facilement en remarquant que
M () est cyclique standard engendré par un vecteur de plus haut poids p).

On considére maintenant les L-modules M (X)/W et W. Tout deux sont cycliques standards, appar-
tiennent a M1y, et possédent ou bien strictement moins de poids liés & A que M(\), ou bien ont les mémes
poids que M () mais avec certaines multiplicités strictement plus petites que dans M (\). Par induction, on
démontre le résultat en appliquant les arguments précédents & M (\)/W et W. En effet, le processus s’arréte
aprés un nombre fini d’étapes. Pour s’en convaincre, on pose

V= M\uo
weWw
C’est un espace vectoriel de dimension finie. Comme g ~ A, on a NNV # {0} et WNV # {0}. Par ailleurs, si
W’ C W est un sous-module propre de W', alors par les mémes arguments que précédemment, W/ NV # {0}
et dim(W’' NV) < dim(W N V) (car le poids pu n’est plus un poids de W’). Il s’ensuit que toute chaine de
sous-modules propres dans M () se termine aprés un nombre fini d’étapes. O

Il résulte de la démonstration ci-dessus que chaque quotient successif de la suite est dans 91y ; il possede
donc un vecteur maximal d’apres I'exercice 86. Chacun de ces quotients est donc cyclique standard puisqu’ir-
réductible. Par conséquent, chaque quotient successif de la suite est isomorphe & V() pour un certain p < A,
i~ A De plus, V(\) n’apparait qu'une seule fois dans cette suite de quotients puisque dim M (X)) = 1.

La proposition 89 et ’exercice 85 (1) permettent ainsi d’écrire

ch M(A) =chV(A)+ > da(p)ch V(g), dx(p) €N.

HEX
RSN
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On peut ordonner ainsi, fi1,. .., ti, la suite des éléments u < A tels que u ~ A de sorte que p; < p; implique
1 < j. En particulier, A = p;. On obtient alors que la matrice (dﬂj (/“Li))1<z' i<t est triangulaire supérieure a
coefficients dans N et avec des 1 sur la diagonale. Cette matrice est donc inversible, et on obtient le corollaire
suivant :

~— Corollaire 90 N

Soit A € H*. Alors ch V(X) est une combinaison linéaire a coefficients dans Z des ch M () :
V) = Y ex(p)eh M), ex(u) €2,

P
Y

= Z éx(w)ch M(wo ), é\(w)E€Z,

weW
WOAA

avec cy(A\) = ¢ (1) = 1.

3.3. Formules et applications. On applique maintenant le corollaire au cas ot V() est de dimension
finie, c’est-a-dire A € A ™.

EXEMPLE 20. Considérons le cas ot L = sl3(K). Alors AT =N, |W| =2 et on obtient :
chV(A) = ch M(\) — ch M(—A —2),
PUISGUE S O N = — A\ — 2.

En général, calculer les coefficients cy(u) ou éx(w) est un probléme épineux! On va effectuer quelques
transformations sur la premiere égalité du corollaire 90.
D’apres 'exercice 84 (g), on a

gxchV(\) = Z ex(p)et e,

w=<A
RSN
et d’apres 'exercice 84 (d), pour w € W,
wg+ch VON) = w(e) * w(ch V(N) = (~1)%@)gx chV(N) = 3 ex(u) (1) @ete,  (16)
=

puisque w(ch V(A\)) = ch V(X) pour tout w € W comme nous I'avons déja observé. D’autre part,

w{ D e | = 3 exlue” ¢+, (17)

H=A =X
H~A L~

Comme W permute transitivement les éléments p+ p (les p+ p sont W-conjugués a A+ p) et que cy(A) = 1,
on déduit de (16) et (17) que

ax(p) = (=D st w N u+p) = A+p.
Par conséquent,

grchV(A) = 3 (~1)!WerOte), (18)
weWw

Enfin, lexercice 84 (e) donne

chV(A)=qxpxe PxchV(\) =pxe ”x ( Z (1)Z(w)€w()\+p)>

weW
e [ S ) - 5 s
wew wew

Combiné a l'exercice 84 (f), on a montré :
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r—[Théoréme 91 - Kostant] \

Si A€ At alors

ma(p) = (ch V(X)) () = Y (=) ™p(u+ p — w(p + p)).
weWw

\ J

Ce théoréme a 'avantage de donner une formule directe pour les multiplicités de V' (A). Cependant, la formule
récursive de Freudenthal est souvent plus simple en pratique; en effet, sommer sur les éléments du groupe de
Weyl peut devenir extrémement fastidieux lorsque le rang de L augmente.

,—[Théoréme 92 — Formule des caracteres de Weyl]

1. On a
qg= Z (_1)4(w)ew(p).

weWw
ce qui s’écrit encore (formule du dénominateur de Weyl) :

H (1—e"®) = Z (_1)€(w)ew(p)—p_
aedt weW
2. Pour A€ AT, on a :

(Z (_1)Z(w)ew(P)> «chV(\) = Z (_1)€(w)ew(>\+/3).

weW weW
ce qui s’écrit encore :
3 (_1)€(w)€w(A+p)
chV() = 2L

S (1)@ eule),
wew

EXERCICE 87. Démontrer la partie (1) du théoréme d Uaide de (18) appliqué ¢ A = 0, puis la partie (2)
du théoréme d laide de (18) et de la partie (1).

On souhaite maintenant obtenir une formule pour la dimension de V(). L’idée est que celle-ci s’obtient
en additionnant les my (). Dans le formalisme précédent, ceci revient a additionner toutes les valeurs de
ch V(X), vu comme un élément de X. On introduit le sous-anneau Xy de X engendré par les e, p € A (il
s’identifie & 'anneau Z[A]). Le morphisme v: Xy — Z qui & f € X, associe la somme de toutes ses valeurs,
ie.,

v(f)=)_fw ez,  feZXo,

HEA
est bien défini.

Si on applique le morphisme v dans le théoreme de Weyl précédent, on se heurte a un probleme car le
numérateur et le dénominateur donnent 0.

EXEMPLE 21. On considére d nouveau le cas L = sl3(K). On a

A+1 A—1

e —e

DV) =4 e =
Rappelons que p = 1 via Uisomorphisme H* — K, u — u(hy). On a donc dim V(X)) = XA+ 1, mais si on
applique le morphisme v au numérateur et au dénominateur de la fraction on obtient %.

AL At

t—t1
C’est un exercice d’analyse élémentaire; on effectue un développement de Taylor en t = 1, on simplifie par

t — 1, puis on évalue en t = 1.

C’est essentiellement le méme probléme que celui d’évaluer ent =1 la fraction rationnelle

Nous allons nous inspirer de cette idée pour démontrer le théoreme suivant :
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,—[Théoréme 93 — formule de dimension de Weyl] \

Si A e AT, alors
H0<A+p, )
dimV()\) =222
N ="

a>0

DEMONSTRATION. On présente les principales étapes de la démonstration.

1. Pour chaque o > 0, on définit un opérateur 0,: X9 — Xg en étendant par linéarité la formule
Ot = (u,a)et, € A.
On vérifie sans peine que J,, est une dérivation de Xy, c’est-a-dire que pour tous f,g € X,

Oa(f % 9) = 0a(f) ¥ g+ [ * Da(g).

Les opérateurs 0,, a = 0, commutent deux a deux. On pose
0= 1] Oa-
a0
On peut voir 0 comme un opérateur différentiel.
A\ Ce n’est plus une dérivation, sauf si L = sl5(K)!

2. Rappelons que

g=e " x H(e“ -1)= Z (—1)““’)6“’”
a>0 weW
(voir le théoréme 92 et Pexercice 84 (c)). On cherche a calculer v(9(g * ch V(A))). On utilise tout
d’abord la premiere expression de ¢. On remarque que v(e® — 1) = 0. Ansi, en utilisant la regle de
Leibniz pour dériver, on observe que le seul terme qui survit est v(9g)v(ch V(\)).

3. On calcule maintenant v(9q) a I'aide de la deuxiéme expression de ¢. Par linéarité, il suffit de calculer
v((e®P)). Comme dye” = (p, a)e”, on a

v(@e) = [[ (o).
a=0
On calcule de méme v(9e™?). Ici, on obtient

[L(wp, ) = T[(pw ).

a0 a0

4. Le nombre de racines positives envoyées sur des racines négatives par w=! est {(w=!) = f(w) (voir
la digression avant I’exercice 65). Comme (p, —) = —(p, ) pour a > 0, on peut réécrire 1'étape
précédente, et conclure que :

v(@dg) = Y (1) o@e?) = > T[(p.a) = W [ (p,a).
weW weW a0 ax0

5. La méme méthode appliquée au numérateur de la formule de Weyl (2) pour ch V() donne :

v (6 Z (_1)z(w)ew(A+p)> =W H<)\ + p, ).

wew ax0
Le théoréme se déduit alors en simplifiant par |[W)|.
(]

¢ ¢
EXERCICE 88. Soit a € ®T. On écrit o¥ = cl(-a)a-v. Vérifier que (A + p,a) = cl(-a) (m; + 1), si
-1 =1

. g .
‘
A= Z m;;.
i=1
EXEMPLE 22 (rang un). Pour le type A1, on a wy = % = p et la formule donne dimV(A\) =m + 1 si
A= mcoq.
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EXEMPLE 23 (rang deux). Supposons que ® soit de rang 2. On écrit A\ = mywy + mats.

Pour le type As, les racines positives sont aq,as, a1 + as. Le numérateur de la formule de dimension
de Weyl donne 1 x 1 x 2, tandis que le dénominateur vaut (my + 1)(mg + 1)(m1 + ma + 2). Les calculs sont
similaires pour les types Bo et Ga. En résumé, on obtient (on prend ici as pour la racine courte de Ba, et oy
pour la racines courte de Gg) :

type | dimension de V()\), avec A = myw; + maws

1
A2 §(m1 +1)(m2+1)(m1 +m2+2)
1

By | gy(mu+1)(ma + 1)(my +ma +2)(2ma +ms +3)
1
Go g(ml + 1)(m2 + 1)(m1 + mo + 2)(1’)11 + 2mo + 3)(m1 + 3mo + 4)(2m1 + 3mo + 5)

EXERCICE 89. On suppose dans cet exercice que  est de type Ga. Calculer dim V(wy) et dim V(ws).
Reconnaitre ces deux représentations.

EXERCICE 90. On suppose dans cet exercice que ® est de type As.

1. Calculer la dimension des représentations fondamentales, c’est-a-dire V(wy), V(wa),
V(ww3). Pouvez-vous reconnaitre ces représentations ¢

2. Calculer la dimension de V(2wy). Pouvez-vous reconnaitre V (2woy) ¢

4. Cone nilpotent

Cette section montre un aspect plus géométrique de la théorie des représentations des algebres de Lie
simples. Nous énongons certains résultats sans démonstration compléte.

On rappelle qu'un élément x de L est nilpotent si ad z est un élément nilpotent de End(L). Si L est une
sous-algebre de gl(V'), ot V est un espace vectoriel de dimension finie, un élément x de L est nilpotent si et
seulement si z ’est en tant qu’endomorphisme de L.

On note AN l'ensemble des éléments nilpotents de L. C’est un cone au sens ou si x € N, alors tx € N
pour tout t € K*.

Définition 94 — cone nilpotent]

L’ensemble N formé des éléments nilpotents de L est appelé le céne nilpotent de L.

Rappelons que si ¢ € Aut(L), ou
Aut(L) = {¢ € GL(L) | ¢([z,y]) = [¢(x), ¢(y)] pour tous x,y € L},

alors
poad(®)od! = ad(é(z)), wEN.
Par conséquent, si = est nilpotent, alors ¢(x) lest pour tout ¢ € Aut(L). En particulier, le groupe G des

automorphismes intérieurs de L opere dans N. L’ensemble G.x = {g(z) | g € G}, pour x € N est appelée
I’orbite nilpotente de x.

REMARQUE 15. Si L = sl,,(K), n € N*, alors
G.x ={PzP™' | Pc SL,(K)}.

Cela résulte de ’égalité (14) du chapitre 3 (paragraphe 4.2). De méme, si L = s0,(K), alors G.x = {PzP~! |
P € SO,(K)} et si L = sp,,(K), alors G.o = {PxP~! | P € Sp,(K)}, ot SO, (K) (resp. Sp,(K)) est le
sous-groupe de GL, (K) formé des matrices P telles que PS'P = S (resp. PA'P = A) dans les notations de
lUanneze B. Comme nous n’avons pas vu la notion de groupe de Lie dans ce cours, il est difficile d’expliquer

rigoureusement les deuzx égalités pour so, et sp,,. Disons seulement que cela vient des isomorphismes : G =
SO, (K) si L = s0,(K), et G = Sp,(K) si L = sp,, (K).
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4.1. Eléments nilpotents et polyndémes invariants. Rappelons que l'algebre S(L*) = K[L] des
fonctions polynomiales sur L est graduée par le degré des éléments. Cela induit une graduation sur ’algébre
K[L]¢ des fonctions polynomiales G-invariantes sur L en posant, pour i € N,

K[LJS = KL} NK[Z)S,  KIZIC = DKILIC.
ieN
On pose
KDY = @ KL
iEeN*

de sorte que K[L]§ est 'idéal d’augmentation de K[L|“. Autrement dit, K[L]{ est I'idéal formé des
fonctions polynomiales G-invariantes sans terme constant. Il résulte de la démonstration de la surjectivité du
morphisme de Chevalley ¢ (voir I'exercice 72) que K[L]¢ est engendré par les fonctions traces = — Tr(¢(z)"),
ke N*et ¢: L — gl(V) est une représentation irréductible de dimension finie non nulle.

On rappelle qu'un endomorphisme x d’un espace vectoriel de dimension finie V' est nilpotent si et seule-
ment si Tr(z¥) = 0 pour tout k € N*. Ainsi, un élément = de L est nilpotent si et seulement si Tr((ad z)*) = 0
pour tout k£ € N*.

D’autre part, comme conséquence de la proposition 31, si ¢: L — gl(V) est une représentation de
dimension finie non nulle de L alors, = € L est nilpotent si et seulement si ¢(x) Uest.

On a démontré le résultat suivant :

,—[Proposition 95] \

Le cone nilpotent A est la variété des zéros de I'idéal d’augmentation K[L]?, i.e.,
N ={z e L| f(z)=0 pour tout f € K[L]F}.

En particulier, N est un ensemble algébrique affine (fermé pour la topologie de Zariski).

\. J

REMARQUE 16. 1. Si L = s1,(K), on retrouve que x € L est nilpotent si et seulement si Tr(x*) =0
pour tout k = 2,...,n (voir l'ezemple 17). Plus généralement, comme l'algébre K[L]¢ est une algébre
de polynomes (voir la discussion qui suit l’exercice 74) engendrée par £ éléments homogénes py, . .., pe,
le cone nilpotent est la variété des zéros des polynomes pi,...,pe.

2. D’aprés un résultat remarquable de Kostant, N est une variété irréductible et réduite, c’est-a-dire
que le radical de K[L]§ est égal a K[L]S (voir Uanneze C pour la notion de radical d’un idéal).

Parfois, on définit le céne nilpotent de L comme un sous-ensemble de L* par :
N* ={z € L*| f(z) = 0 pour tout f € S(L)§ 2K[L*|{},

ot K[L*]¢ est 'idéal d’augmentation de K[L*]® que 'on définit comme pour K[L]¢. Cette définition est plus
naturelle pour la notion de wvariété associée & une représentation irréductible de plus haut poids (voir plus
loin le paragraphe 4.3), mais moins naturelle si ’on pense aux matrices nilpotentes.

L’isomorphisme de Killing

/sﬁL: L—L* xw kp(z,-),

permet d’identifier N et N*.

4.2. Théoréme de Jacobson-Morosov et conséquences. Dans le cas des algebres de Lie classiques,
nous avons observé que les orbites nilpotentes sont des classes de conjugaison de matrices nilpotentes. Dans

le cas ou L = sl,(K), il est bien connu que les classes de conjugaison de matrices nilpotentes sont en nombre
fini, en bijection avec I’ensemble

t
Pm) ==, A [ M2 A2 2 N, Y A =n}
=1

des partitions de n. On obtient cette bijection en choisissant comme représentant de la classe de conjugaison
nilpotente une matrice diagonale par blocs de Jordan :

JIx, 0 0 01 0 0
. 00 1 0
oo Ce= z
0 00 0 1
0 0 Jy, 0 0 0 0
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On obtient des résultats similaires pour les autres algebres de Lie classiques méme si la correspondence entre
orbites nilpotentes et partitions est un peu plus délicate.

Plus généralement, nous allons voir qu’il y a toujours un nombre fini d’orbites nilpotentes. Pour une
algebre de Lie semi-simple quelconque, c’est essentiellement une conséquence du théoréme suivant (que l'on
admet ; voir [4, Théoréme 3.3.1] pour plus de détails), méme s'il existe des démonstrations plus directes (voir
par exemple [8, Theorem 10.2.4]).

r—(Théoréme 96 — théoreme de J a,cobson—Morozov] N

Soit  un élément nilpotent non nul de L. Alors x appartient a un sly-triplet, c’est-a-dire un
triplet {z, h,y} d’éléments de L tel que

[h’ :l?] =2z, [:r,y] =h, [hvy] = —2y.
De plus, le groupe G opére dans ’ensemble des sly-triplets par g.{z,h,y} = {g.x,9.h,g.y}, et
on a une bijection entre ’ensemble des orbites nilpotentes de L et I’ensemble des G-orbites de
slo-triplets.

Nathan Jacobson (1910-1999) est un mathématicien américain né d
Varsovie. Réputé comme l'un des algébristes de pointe de sa généra-
tion, il est aussi connu pour avoir écrit plus d’une douzaine de manuels

de référence.

Théoréme 97 — Kostant}

Il y a un nombre fini d’orbites nilpotentes dans L.

Nous donnons les principales étapes de la démonstration (qui n’est pas tout a fait celle de Kostant).

IDEES DES GRANDES ETAPES DE LA DEMONSTRATION. 1. D’apreés le théoréme de Jacobson-Morosov,
les orbites nilpotentes de L sont en bijection avec ’ensemble des G-orbites de slo-triplets.

2. Si{x, h,y} est un sly-triplet de L, alors il existe un G-conjugué h de h tel que ai(ﬁ) € {0,1,2} pour
tout i € {1,...,£}. Il est aisé d’établir qu’il existe h dans la chambre de Weyl dominante, ¢’est-a-dire
tel que a;(h) > 0 pour tout i € {1,...,¢}, puis la théorie des sly-modules assure que a;(h) € N pour
tout i € {1,...,¢}. La difficulté est d’obtenir la propriété tres restrictive que ai(iNL) € {0,1,2} pour
tout ¢ € {1,...,¢}.

3. D’apres I’étape 2, on peut «pondérer» le diagramme de Dynkin de & en assignant au sommet
correspondant & la racine simple a; la valeur a;(h) € {0,1,2}. On renvoie & [4, Sect. 3.5] pour plus
de détails. On voit alors qu’il y a au plus 3¢ orbites nilpotentes : trois choix au plus pour chaque

sommet du diagramme de Dynkin. Ceci achéve la démonstration du théoreme.
O

REMARQUE 17. 1. Le diagramme de Dynkin pondéré (voir l’étape 2 de la démonstration pré-
cédente) est un invariant complet, c’est-a-dire que deuz orbites nilpotentes QO et Q' sont les mémes
si et seulement si leur diagrammes de Dynkin pondérés sont les mémes.

2. La borne 3¢ du nombre d’orbites nilpotentes obtenue au cours de la démonstration précédente est trés
grossiére. A titre d’exemple, voici les diagrammes de Dynkin pondérés correspondants auz orbites
nilpotentes non nulle de l’algébre de Lie de type excpetionnel Gg :

0 1 1 0 0 2 2 2
=0 == =0 ==

Il y a ici 5 orbites nilpotentes (4 non nulles plus lorbite nilpotente nulle), ce qui est inférieur d
32=09.
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4.3. Variété associée a une représentation irréductible de plus haut poids. Nous allons main-
tenant associer a toute représentation irréductible V(A) de plus haut poids A € H* une orbite nilpotente
de L. Cette orbite est un invariant particulierement intéressant dans le cas ot V() n’est pas de dimension
finie, i.e., A € AT, puisqu’alors on ne dispose pas de formule simple pour les multiplicités. La dimension de
cette orbite, ou plutdt celle de son adhérence pour la topologie de Zariski, «remplace» la notion de dimension
dans ce cadre.

Rappelons que U(L) est une algebre filtrée et que gr U(L) = S(L) (Théoréme de PBW). Soit J C U(L)
un idéal bilatére de U(L), alors

grJ = @I NUI(L)/(J NV (L)), U-1(L) = {0},
€N

est un idéal de S(L) = C[L*]. On définit sa variété associée par :
V(J):={re L*| f(A\) =0 pour tout f € grJ}.

Autrement dit, V(J) = V(gr J) dans les notations de 'annexe C.
Soit A € H*. On définit I'annulateur de V()\) dans U(L) par :

Anng()V(A) = {z € U(L) | z.v = 0 pour tout v € V(A)}.

EXERCICE 91. Vérifier que Anngy 1)V (A) est un idéal bilatére de U(L).

,—[Déﬁnition 98 — variété associée a une représentation irréductible] \

Soit A € H*. La variété associée a la représentation irréductible de plus haut poids V(A) est
V(£ ={ e L*| f(A\) =0 pour tout f € gr.#,},
ou j)\ = AHHU(L)V(A).

Proposition 99}

Identifions L et L* au moyen de I'isomorphisme de Killing /@nL. Soit A € H*. Alors la variété V(.2y)
associée a V() est contenue dans le cone nilpotent N'* = N,

DEMONSTRATION. Considérons le caractére central xy: Z(L) — K introduit au paragraphe 2.1 de ce
chapitre. Son noyau est un idéal maximal de Z(L)'. L’idéal .#\ contient ker x, par définition de yy. On en
déduit que gr.#, contient tous les symbols® des éléments de ker x. Comme gr Z(L) = S(L)%, on montre
facilement que ceux-ci engendrent S(L)$. Par conséquent, gr.#, O S(L)¥, d'ou V(#,) C N* d’aprés la
proposition 95 et I’isomorphisme N* = N, O

Le théoreme suivant est extrémement subtile et dépasse tres largement le cadre du cours.

,—{Théoréme 100 — Joseph et Kashiwara (indépendamment), 1984} \

Soit A € H*. Alors la variété associée V(%)) est irréductible. En particulier, V(%)) est 'adhérence
pour la topologie de Zariski d’une orbite nilpotente de L, i.e., il existe un élément nilpotent ey de
L tel que

V(f)\) = (OT)\, ou @)\ = G.€>\.

1. On utilise ici la bijection canonique Hom(A, K) — Specm(A), x — ker x, oit A est une K-algebre et ot Specm(A) désigne
I’ensemble des idéaux maximaux de A. L’application réciproque est donnée par la projection A = K1® M — K = A/M si
M € Specm(A).

2. siz € Uy(L) \U;—1(L), ¢ € N, son symbol o(z) est son image dans gr U(L) par la projection U; — U;(L)/U;—1(L).
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Anthony Joseph, né le 9 juillet 1942 est un mathématicien frangais,
qui traite des algebres enveloppantes. Il est professeur au “Weizman
Institute of Science” en Israél et a été professeur a I’Université Pierre

et Marie Curie a Paris.

Masaki Kashiwara YIRIER est un mathématicien japonais né le 30
janvier 1947 a Yuki. Il est étudiant auprés de Mikio Sato a I’Université
de Tokyo. Il obtient son doctorat en 1974 avec une thése intitulée “On
the maximality overdetermined system of linear differential equations”.
1l a apporté des contributions majeures a l’analyse algébrique, ’analyse
microlocale, la théorie des D-modules, la théorie de Hodge, la théorie

des pré-faisceauz et la théorie des représentations.

La deuxiéme partie du théoréme vient de ce que la variété V(.#)) est fermée, G-invariante et irréductible
d’apres la premiére partie du théoréme. Comme le cdne nilpotent a un nombre fini d’orbites (Théoréme 97),
I’assertion en découle. La premiere partie utilise des méthodes fines de géométrie algébrique.

REMARQUE 18. L’orbite nilpotente Qy n’est pas un invariant complet de V(X). En effet, il se peut que
deux représentations irréductibles V() et V(u) atent la méme variété associée, i.e., Oy = O, sans qu’elle
soient isomorphes (voir l’exercice ci-dessous).

EXERCICE 92. Soit A € AT,

1. On note 0 la plus grande racine positive de ®. Montrer qu’il existe k € N tel que yf,?.v = 0 pour
tout v € V().
(Indication : remarquer que V' (\) est de dimension finie et choisir une base de V() formée de
vecteurs poids ui.v™, ... u,.0T, oit v est un vecteur maximal).
En déduire que yg appartient au radical de Zy.

2. En remarquant que 9y est (ad L)-invariant, et donc son radical \/ #, aussi, déduire de la question
précédente que /% contient L.

3. Conclure que V(7)) = {0}.

La réciproque de 'exercice précédent est vraie aussi, c’est-a-dire que V(.#\) = {0} si et seulement si
A€ AT, ie., V()) est de dimension finie. Cela donne une caractérisation géométrique des représentations
irréductibles de dimension finie.

Voici pour terminer un exemple de représentation irréductible de plus haut poids de dimension infinie
dont on connait la variété associée.

EXEMPLE 24 (Joseph-Levasseur). On suppose dans cet exemple que L = s07(C). On rappelle, dans les
notations du chapitre 3 (Section 3), que l'on choisir ® et A ainsi :

@:{isi,isiisj\1<i<j<3}, A:{€1*62,62*53,€3},

ou (1,€2,€3) est la base canonique de R3.
Soit X = V(I) le sous-ensemble algébrique affine de A®, ou I est l’idéal de Clx,u1,uz,y1,y2] engendré
par x? + u1Y1 + usys. Posons

OX = (C[x,uhumyhyﬂ/l'

C’est l'algebre des fonctions réguliéres définies sur X. On note Zx l'anneau des opérateurs dif-
férentiels sur la variété X. Expliquons briévement comme celui-ci est défini (voir par exemple [8, Sect. 1.1]
pour plus de détails). On note O x l'ensemble des champs de vecteurs sur X :

Ox = {0 € End(Ox) [ 0(fg) = 0(f)g + f6(g) pour tous f,g € Ox}.
On identifie Ox d une sous-algébre de End(Ox) via Uapplication (injective)
feOx — (g€ O0x— fgeOx) € End(Ox).
On définit alors Zx comme étant la sous-algébre de End(Ox) engendrée par Ox et Ox.
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REMARQUE 19. La construction se généralise a tout ensemble algébrique affine. Par exemple, l’algébre
des opérateurs différentiels sur A™ est

okt tka
QA" = Zak(x)ﬁ; ak(I)GC[X17...7XnL kl,...7kn€N
fimie Oxy* ... 0xy"

L’algebre Px est naturellement une algebre de Lie, et le crochet provient de celui de l’algebre associative
End(Ox) : [f,9l=f9—9f, f,g € End(Ox). On a

[8taas] :O’ [6,575] :6t,sa Svte {z7ulau2ay17y2}'
Posons :

2
I =2x0/0x + Z(uia/ﬁui +4:0/0ys),

i=1

1 2
_ 192/5 2 2,0 o
A= 58 /O0x” + 2 E=1 0% /Ou;0y;.

On définit un morphisme ¢: U(s07(C)) — 2(X) de la facon suivante (on identifie ici s07(C) a son image
dans 9(X)) :

Kooy = SmA - 0fom (I + 3), X ormen = 11,

Xey—es = y10/0yz — u20/0uy, X_(es-e5) = Y20/ 0y1 — u10/Ous,
X., = 120/0x — 220/ Ous, X_cy = 220/0yz — u20/0x,

Xy ey = %uQA —0/0ya(I + %)7 X—(e1-e5) = V2,
X., = 110/0x — 220/duy, X e, =220/0y1 — w10/ 0,
X., =xA—0/0z(I + %), X ¢ =2,

Xeytes = 410/0us — Y20/ 0w, X (ea+eq) = u20/0y1 — w19/,

Xeyte, = %yaA — 0/0uz(1 + %)7 X (e14e5) = U2,

Xeite, = %ylA —0/0us (I + %), X (e1+4e5) = U1,

3
H. _., = (v10/0u1 —y:10/0y1) — (I + 5)7

Hey_ oy = 110/0y1 — y20/0y2 + u20/0ug — u10/0uq,
Hss = 2(y28/6y2 - Uga/aUQ)

1l faudrait bien entendu s’assurer que la sous-algébre de Px ainsi définie est bien isomorphe a algébre de
Lie s07(C).

ASSERTION 6. En tant que so7(C)-module, Ox =V (—2w).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, Oy est engendré par la fonction constante 1 en tant que s07(C)-module
puisque Ox C (U(s07(C))). Les éléments de N4 (correspondants aux racines positives, ¢’est-a-dire ceux de
la colonne de gauche dans les équations précédentes) annulent 1. De plus, 'action de la sous-algebre de Cartan
(donnée par les trois derniéres équations) montre que 1 est un vecteur de plus haut poids —%51 = —%wl.

Remarquons ici que les poids fondamentaux de so7(C) sont donnés par (exercice) :

1
wy = €1, wy = €1 + £, W3=§(81 +ée9 +e3).

Ceci montre que Ox contient une image homomorphe a M (f%wl). Il resterait & montrer que Ox est simple
en tant que so7(C)-module ce que nous admettons ici. En fait, Ox est simple méme en tant go-module, ol
g2 est l'algébre de Lie simple de type exceptionnelle G5 (voir la fiche de TD n°3) plongée dans so7(C). O

REMARQUE 20. Le caractére central opére par —%wl +p=¢e1+ %62 + %53.

7



Unwviversité de Lille - Master de mathématiques S4 Année 2018-2019

Le noyau I_s . du morphisme ¢ est un idéal de U(s07(C)) tel que

8oy
0t Qi est Vunique orbite nilpotente non nulle de s07(C) de plus petite dimension ; c’est celle associée d
la partition (22,13) de T qui est de dimension 8. Autrement dit, la variété associée au s07(C)-module simple
Ox est Onin.

On appelle l'idéal ﬂ,%wl l'idéal de Joseph. Il est défini dans un cadre plus général et joue un réle trés

important en théorie des représentations. Nous admettons ici l’égalité (19) qui utilise la géométrie des orbites
nilpotentes et une description explicite de l’idéal f_%wl.
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Annexe A

Produits tensoriels

Dans cette annexe, K est un corps commutatif. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On note K(E*F)

le K-espace vectoriel formé des combinaisons linéaires formelles d’éléments du produit £ x F'. Plus précisément,

K = ¢ %7 Ay (@,y) | 1 partie finie de E x F, A, ) €K
(z,y)erl

On note N le sous-espace de K(E*F) engendré par les éléments de la forme
(.1'1 +$2, ) (xla ) (any)a

(@, 91+ y2) — (z,91) — (2, 92),

(

Az, y) = Az, y),
(l’,)\y) - )‘(‘rvy)v

ouz,z1,22 € B, y,y1,y2 € F, A€ K.

,—[Déﬁnition 101 — Produit tensoriel de deux espaces vectoriels] \

On appelle produit tensoriel des espaces E et F, et on note E®g F', ou E® F lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, I’espace quotient K(EXF)/N. Six € Eety € F,onnote x®y, et on appelle produit
tensoriel de x et y, Pélément de F ®g F image canonique de (x,y) € KE*F) dans KE*F) /N,

\. J

Par définition, I’application canonique
p:ExF—FEgF, (z,y)r—2Qy
est une application bilinéaire : pour z,z1,x2 € E, y,y1,y2 € F et A € K|

(1 +22)RY=21Qy+ 120y, @ y1+y2) =y +2® Yy,
Ar)@y =128 (\y) = ANz @y).

De la définition résulte aussi que tout élément de F ®k F' est une combinaison linéaire finie de termes = ® y,
avecx € Eety e F.

/A Attention : F ®g F n’est pas ’ensemble des produits tensoriels = ® y, avec x € E et y € F'!

On énonce maintenant sans démonstration quelques propriétés importantes du produit tensoriel. On
renvoie par exemple & [9, Chap. 21] pour plus de détails.

r—(Théoréme 102] <

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
(i) Soit v une application linéaire de E @k F' dans G. Alors I'application

u: ExF — G, (z,y)—v(z®y)

est bilinéaire.
(ii) Réciproquement, soit u: E x F' — G une application bilinéaire. Alors il existe une unique
application linéaire v: E ®g F — G telle que u(z,y) = v(z ® y) pour tout (z,y) € E x F.

\. J

L’importance du produit tensoriel réside dans la propriété universelle suivante :
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,—[Théoréme 103 — propriété universelle du produit tensoriel] \

Le produit tensoriel E ®k F' est 'unique K-espace vectoriel, a isomorphisme pres, vérifiant la
propriété universelle suivante : pour tout K-espace vectoriel G et toute application bilinéaire
g: E x F — @G, il existe une unique application 0: E ®g F' — G telle que g =6 oy :

ExF-—2 ¢

P
-
© -
=1
-

E@gF

Le théoréme précédent définit un isomorphisme canonique de % (F, F; G) sur L (EQk F,G), ou % (E, F; Q)
est I’espace vectoriel des applications bilinéaires de E x F' dans G, et Z(E ®k F,G) celui des applications

linéaires de E ®k F' dans G.
Voici quelques isomorphismes entre produits tensoriels :

,—[Proposition 104} N\

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
(i) Il existe un unique isomorphisme de F ®k F sur F ®k E qui envoie & ® y sur y ® & pour
tout (z,y) € E x F.
(i) Il existe un unique isomorphisme de E®xk (F®xG) sur (E®k F) @k G qui envoie z® (y®@2)
sur (z ® y) ® z pour tout (z,y,2) € Ex F x G.
(ii) Les applications

u: F—>KgFE, z2—1Qx et uy:F—>FRrxK, z—2x81

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels. L’isomorphisme réciproque de u; (resp. usg)
envoie A ®  (resp. x ® A) sur Az pour tous z € F et A € K.

Soient (e;);cr une base de E et (f;)jecs une base de F.

,—[Proposition 105} N\

La famille (e; ® f;) (i j)erx. est une base de £ ®g F. En particulier, si E' et F' sont de dimension
finie, alors F¥ ®k F' ’est aussi et

dim F ®k F = (dim F) X (dim F).

\. J

Soit (z;)jes € EM). Eerivons z; = 3, i je;. On a :
0= Zﬂ;‘j ®fi=0= Z)\i’jei ® fj-
J 0,J
Comme (e; ® fj)(,j)erxs est une base de I ®g F d’apres la proposition 105, il s’ensuit que tout élément de
F ®k F s’écrit uniquement sous la forme

ij ® [ (20)
4.

ol (x;);jes est une famille presque nulle (i.e., tous les éléments sont nuls sauf peut-étre un nombre fini) de E.
Autrement dit, les espaces vectoriels E ®g F et E(Y) sont isomorphes.

D’autre part, si
=Y me; et y=> yfs,
i J
alors

J
Par conséquent, compte tenu de (20), la relation z ® y = 0 dans F ®g F implique = 0 ou y = 0.

x®y=2 (Z/jzxiez) ® fj-
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Annexe B

Algebres de Lie classiques

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n € N* sur K. Rappelons que gl(V') est l’algebre de Lie
End(V) munie du crochet [z,y] = z oy — y oz, et que gl,(K) est 'algebre de Lie .#,(K) munie du crochet
[z,y] = zy — yx. Par le choix d’une base (v1,...,v,) de V, on identifie gl(V') & gl,,(K). Dans ce qui suit, e; ;
désigne la matrice élémentaire de .4, (K) associée au coefficient (i, 7).

REMARQUE 21. La notation gl,(K) vient de ce que cette algébre de Lie est étroitement lie au groupe
linéaire GL,(K) : en fait, gl,(K) est l’algébre de Lie (c¢f. Exemple 7) du groupe linéaire (un groupe algé-
brique) GLa(K) = {(g,\) € Ay (K) x K | (det g)A = 1}.

On introduit dans cette annexe quatre familles infinies d’algébres de Lie, Ay, By, Cy, Dy (£ > 1), dite
algébres de Lie classiques. Ce sont certaines sous-algebres de l'algebre de Lie gl,,(K). Nous verrons dans
la fiche n°2 d’exercices qu'il s’agit d’algebres de Lie semi-simples (et plus tard, grace a la notion de systémes
de racines, qu’elles sont méme simples).

Type A;. On note slpi1(K) 'ensemble des matrices d’ordre £ + 1 de trace nulle. C’est une sous-algebre
de Lie de gl,,,(K) qu'on appelle algébre de Lie spéciale linéaire'. Une base de s, (K) est

{hi}1<i<e U{eij hicizi<ott,
ou
hi=ei;—eir1iv1, 1=1,...,L

On dira qu’une algeébre de Lie est de type Ay si elle est isomorphe & sl (K).

Type Cy. Soit f la forme bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée sur C2* dont la matrice dans la base

. 0 I . , .
canonique est A = ( 7 OZ ) On note sp,,(K) le sous-espace vectoriel de gl,,(K) formé des matrices x
—1;
telles que f(zv,w) = — f(v, zw) pour tous v, w € C*, c’est-a-dire Az = —'rA. Autrement dit,

1

5Py (K) = {(i b > | a,b,c € #(K), b,c Symétriques} .

On montre aisément que spy,(K) est stable par crochet. Comme sp,,(K) est contenu dans slae(K), c’est une
sous-algebre de Lie de sly;(K) qu'on appelle algébre de Lie symplectique?.
On vérifie sans peine qu'une base de sp,,(K) est donnée par
{hihicice Udeis — errjerihicizi<e Udeimrihicice Udein + ejerihicicgse
U{ertiibicice U{eerij + eovjati<i<i<e,
ol
hi =e€ii—ertipti, = 1,...,4.

En particulier, sp,,(K) est de dimension 2¢% + .
On dira qu’une algebre de Lie est de type Cg si elle est isomorphe & sp,,(K).

1. La notation et la terminologie viennent de ce que cette algébre de Lie est l'algébre de Lie du groupe special linéaire
SLet1(K) =2 {g € #p1+1(K) | detg = 1}.
2. C’est l'algébre de Lie du groupe symplectique Spoy(K) = {g € GL2y(K) | gAg = A}.
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Type By. Soit f la forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur C**! dont la matrice dans la base

1 0 0
canonique est S= |0 0 I, |. On note 502,41 (K) le sous-espace vectoriel de gly,, ; (K) formé des matrices
0 I, 0O
z telles que f(xv,w) = —f(v, zw) pour tous v,w € C**+! c’est-a-dire Sz = —'S. Autrement dit,
0 uw v
502041 (K) = v a b | |uv€M(K), ab,ce€ #(K) b, canti-symétriques
¢ —a

On montre aisément que s04s41(K) est stable par crochet. Comme $02¢41(K) est contenu dans sl (K),
c’est une sous-algébre de Lie de sly11(K) quon appelle algébre de Lie orthogonale®. On vérifie sans
peine qu’une base de s02¢41(K) est donnée par

{hiticice Ud{erirn — eeritiihi<ice U{enmirt — eipia bicice ULeirt i — eoqjrnerit hi<izi<e

U{€it1,04541 — €1 04i+1 F1<i<j<t U {€0it1j+1 — €otjt1,it1 b1<ici<ts

hi = eit1,i+1 — €ovit1erivt, =1,...,¢0
En particulier, 502,41 (K) est de dimension 2¢% + ¢ (la méme que Cp!).
On dira qu’une algebre de Lie est de type By si elle est isomorphe a s02.41(K).

Type Dy. On construit ici une autre algebre de Lie orthogonale.
Soit f la forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur C?* dont la matrice dans la base canonique
0 I . . .
est § = ( I OZ ) On note s09¢(K) le sous-espace vectoriel de gl,,(K) formé des matrices x telles que
¢
f(zv,w) = — f(v, zw) pour tous v, w € C*, c’est-a-dire Sz = —=S. Autrement dit,

—tq

5090(K) = {(Z b ) | a,b,c € #,(K), b,c anti—symétriques} )
Comme pour le type By, s02/(K) est une sous-algebre de Lie de slo¢(K) qu’on appelle aussi algébre de Lie

orthogonale*. On vérifie sans peine qu'une base de s02¢(KK) est donnée par

{hitici<eU{eij — eerjerihi<izi<e U{eiers — €jerivt hi<ici<e U{eetiy — eerjati<icj<es

hi =ei;—emipori, 1=1,...,L
En particulier, s02,(K) est de dimension 202 — /.
On dira qu'une algebre de Lie est de type Dy si elle est isomorphe & s044(K).

3. C’est 'algebre de Lie du groupe orthogonal SOq11(K) = {g € GL2yy1(K) | t9Sg = S}.
4. C’est l'algébre de Lie du groupe orthogonal SO (K) = {g € GL2(K) | gSg = S}.
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Annexe C

Topologie de Zariski

Soit A™ = K™ lespace affine (canonique) de dimension n. Si f € K[X1,...,X,], ot K[Xq,...,X,] est
lalgebre des polynomes a n indéterminées, l'application A" — K, x — f(z) est appelée une fonction
polynomiale sur A™.

Soit I un idéal de K[X7, ..., X,]. On pose

V(I)={x=(x1,...,2,) € A" | f(x) =0 pour tout f € I'}.

On munit A" d’une topologie en déclarant que les ensembles V(I) sont fermés : clairement, @ et A™ sont
fermés et on vérifie sans peine que les unions finies et intersections quelconques de fermés sont fermées (utiliser

la relation V(3 I,) = N V(a)).

Définition 106 — topologie de Zariski}

Les ensembles V(I) sont appelés des ensembles algébriques affines, et cette topologie sur A™
est appelée la topologie de Zariski.

Un ensemble Zariski-fermé est aussi fermé pour la topologie usuelle sur A™ = K™ mais la réciproque n’est
pas vraie en générale.

i

Oscar Zariski, né le 24 avril 1899 et mort le 4 juillet 1986 fut un
mathématicien russe-américain et l'un des géométres-algébristes les

plus influents du XXiéme siéecle.

Le radical d’un idéal I de K[X1,...,X,], noté v/, est 'ensemble des f € K[X}, ..., X,] pour lesquels
il existe n € N* tel que f € I. On dit que I est radiciel si I = /1.

Si X est un sous-ensemble de A™, on note #(X) l’ensemble des f € K[X1,...,X,] tels que f(z) =0
pour tout x € X. Il est clair que .#(X) est un idéal radical de K[X7,..., X,]. On vérifie sans difficulté les
propriétés suivantes :

— si I, J sont deux idéaux de K[X7y,...,X,,] tels que I C J, alors V(J) C V(J),
— si X CY,alors #(Y) C #(X),

— si X est un ensemble algébrique, alors V(£ (X)) = X,

— si I est un idéal de K[X1, ..., X,], alors #(V(I)) = V1,

— Dlapplication I — V(I) induit une bijection entre ’ensemble des idéaux radiciels de K[X7, ..., X,,]
et 'ensemble des sous-ensembles algébriques de A™.

Une fonction polynomiale sur A™ est clairement continue pour la topologie de Zariski, ou K = A est munie
de la topologie de Zariski. Lorsque K est de cardinal infini (par exemple, K = R ou C), le seul polynome
s’annulant sur A" est le polynéme nul.

Définition 107 — ensemble irréductible]

Un sous-ensemble de A™ est dit irréductible s’il n’est pas I'union de deux Zariski-fermés propres.
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Un ensemble irréductible est connexe mais la réciproque n’est pas vraie en générale. Par exemple, dans
A% = K2, si [ est I'idéal engendré par XY, alors V(I) est connexe (c’est 'union des deux axes de coordonnées
x =0 et y = 0) mais il est clairement non irréductible : V(I') = V(I1) UV(I2), ou I; est 'idéal engendré par
X et I celui engendré par Y.

Lemme 108

L’espace affine A" est irréductible.

DEMONSTRATION. Supposons que A = V(I1) U V(I3), et supposons que chacun de ces sous-ensembles
Zariski-fermés soient propres. Alors I1 # 0 et Iy # 0. Soient f € I et g € I non nuls. Alors fg # 0, mais fg
est identiquement nul sur A™, d’ott une contradiction. O

Corollaire 109}

Tout sous-ensemble Zariski-ouvert non vide de A™ est Zariski-dense dans A™.

DEMONSTRATION. Soit U un ensemble Zariski-ouvert non vide. Supposons que U ne soit pas Zariski-
dense. Alors il existe un sous-ensemble Zariski-ouvert non vide V' de A" tel que UNV = @&. Les sous-ensembles
A"\ V et A"\ U sont donc des sous-ensembles Zariski-fermés propres, qui couvrent A", ce qui contredit le
lemme précédent. O

86



	Introduction
	Chapitre 1. Algèbres de Lie
	1. Définitions et exemples
	2. Représentations et modules
	2.1. Definitions
	2.2. Représentations de dimension finie de sl2(K)

	3. Algèbres de Lie nilpotentes et résolubles
	3.1. Algèbres de Lie nilpotentes et théorème de Engel
	3.2. Algèbres de Lie résolubles et radical d'une algèbre de Lie

	4. Représentations des algèbres de Lie résolubles

	Chapitre 2. Algèbres de Lie semi-simples
	1. Décomposition de Jordan-Chevalley et critère de Cartan
	1.1. Quelques rappels d'algèbre linéaire
	1.2. Critère de Cartan

	2. Forme de Killing
	3. Idéaux d'une algèbre de Lie semi-simple
	4. Complète réductibilité des représentations de dimension finie
	4.1. Élément de Casimir d'une représentation
	4.2. Théorème de Weyl et applications

	5. Décomposition en sous-espaces radiciels
	5.1. Sous-algèbres torales


	Chapitre 3. Systèmes de racines et théorèmes d'isomorphismes
	1. Systèmes de racines
	1.1. Axiomes et exemples
	1.2. Base d'un système de racines et chambres du groupe de Weyl
	1.3. Systèmes de racines irréductibles

	2. Classification
	3. Construction des systèmes de racines
	4. Théorème d'isomorphisme
	4.1. Théorème d'isomorphisme
	4.2. Automorphismes intérieurs
	4.3. Sous-algèbres de Cartan


	Chapitre 4. Représentations des algèbres de Lie semi-simples
	1. L'algèbre enveloppante universelle et théorème d'existence
	1.1. L'algèbre tensorielle et l'algèbre symétrique
	1.2. L'algèbre enveloppante universelle
	1.3. Algèbres filtrées
	1.4. Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt et ses conséquences
	1.5. Présentation des algèbres de semi-simples par générateurs et relations

	2. Poids et vecteurs maximaux
	3. Représentations de dimension finie et multiplicités
	3.1. Poids entiers et poids dominants
	3.2. L'élément de Casimir revisité
	3.3. Formule de Freudenthal


	Chapitre 5. Polynômes invariants, projection de Harish-Chandra et cône nilpotent d'une algèbre de Lie semi-simple
	1. Polynômes invariants
	2. Projection de Harish-Chandra
	2.1. Caractères centraux
	2.2. Action tordue du groupe de Weyl

	3. Formules de Weyl et de Kostant
	3.1. Caractères formels
	3.2. Série de Jordan-Hölder et modules de Verma
	3.3. Formules et applications

	4. Cône nilpotent
	4.1. Éléments nilpotents et polynômes invariants
	4.2. Théorème de Jacobson-Morosov et conséquences
	4.3. Variété associée à une représentation irréductible de plus haut poids


	Bibliographie
	Annexe A. Produits tensoriels
	Annexe B. Algèbres de Lie classiques
	Annexe C. Topologie de Zariski

