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Feuille de TD n° 1  Schémas a un pas explicites et implicites

Dans cette fiche on considére les schémas a un pas implicites pour la résolution numérique de I’ équation différentielle
.Z'/(t) = f(¢, x(t)), t e [toﬂfo + T], .’E(to) = xy. (1)

Ou f € C"([to, to + T|; R), (I’entier r, ainsi que les réels to et T seront précisés dans chaque exercice). On se donne
alors un entier N fixé, et on pose h = T/N et t, = tg+ nh (0 < n < N). On désigne par x,, une valeur approchée de
x(tn) pour toutn € {0,...N}.

Partie - 1 Schémas a un pas explicites : Application du cours

Exercice- 1 De [’équation différentielle d’ordre p > 2 au systeme d’équations différentielles d’ordre 1

Le but de cet exercice est d’écrire quelques équations différentielles ordinaires (edo) d’ordre p > 2 sous la forme des
systemes d’équations différentielles ordinaires d’ordre 1. Ceci étant, dans la suite, on ne présentera et n’étudiera les
méthodes numériques que dans le contexte des edo ou systemes d’edo du premier ordre.

Pour chacune des équations différentielles ordinaires ci-dessous, préciser I’entier d, les réels ¢y, 7', la fonction
I [to, to + T x R? — R?, le vecteur 2 € R%, la nouvelle inconnue z : [to,to +T] — R? permettant de la ramener

sous la forme () = F(t.2(0)) | T
' (t) = f(t,z(t)), t€lto,to+
(P) { z(to) = o. v

2

v/ () = u(1 — )y (8) — y(t). t €]0.10], ¥ () = 4y (0 + 55/ () ~29(6) = 0, t €la. Y
(© 4 © v

y(0) =1, y'(0) = "(a) = 2.

dans toute la suite de cette fiche, on ne considérera que des équations de la forme .

Exercice- 2 Schémas explicites a un pas : Exemples

Pour résoudre numérique le probleme (2)), (lorsque 7' < co) on se donne un entier N € N, on définit le pas de temps
h = % et on décompose I'intervalle [tg,tg +T]: to<to+h<...<tg+Nh=tyg+T.
Puis on cherche des valeurs z,, approchant les valeurs z(¢,,) de la solution exacte z(t) aux temps t,, = to + nh.

On rappelle, selon les notations d’Henrici, qu’un schéma numérique a un pas explicite pour la résolution du probleme
(2) est défini par :

{ Tpt1 = T + h®(ty, zn, h), n=0,...,N—1, 3)

zo € R? donné.

ou @ : [tg,to + 1] x R? x [0, 7] — R? est une certaine fonction dépendant de f.



Q-1 : | Préciser la fonction @ pour chacun des schémas ci-dessous

Q-1-1 : Schéma d’Euler explicite (1768) :

(S) Tnt1 = Tp + hf(tn,z,) nef0,...,N —1},
zo € R? donné.

Q-1-2 : Schéma du point milieu ou de Runge (1895) :

Tpy1 =Ty +hf (tn + 2o, + ﬁf(t",a:n)) ne{0,...,N —1},
(S) d . 2 2
zo € R* donné.

Q-1-3 : Schéma de Heun ou Euler amélioré (1900) :

(S) Ln+1 :xn+%(f(tnvxn)+f(tn+h,mn+hf(tm$n)) ne{0,...,N -1},
zo € R? donné.

Q-2 : | Pour chacun des schémas ci-dessus, rappeler brievement la démarche de sa construction.

Exercice- 3 Schémas explicites a un pas : Notion de Consistance

On rappelle que ’erreur de consistance a I’instant ¢,, du schéma (3), est la quantité :
e(tn, h) = x(tn + h) — x(tn) — h®(tn, 2(tn), h).
Interprétation : Soit z; , ; la solution fournie par le schéma a I’instant #,, ; 1, lorsqu’on part d’une solution
exacte a I’instant ¢,,,.
1. Etablir une relation entre %, 1, @(tn41) et e(tn, h).
2. En vous servant d’un dessin, donnez une interprétation de la différence z}, . | — Tp41.
Q-2 : | Onse place ici en dimension d = 1 et on suppose la fonction f dans (2)) de classe C?, p € N*.

1. On désigne par ) la j-eme dérivée de . Montrer que Vt € [to,to + T — h]

afli—1

def o fli—1
- 8y (t7l’(t)),

ot

Vo<j<p 2UV() = Ut 2(t) (t, z(t)) + f(t, (1))

ot on a posé flO(t, x(t)) = f(t,z(t)).
2. Conclure que Vt € [tg,to + T — h]

Pl gt £l j
(=3 (a0 - 5 a0) + o

.

3. En déduire une condition de consistance d’ordre > p du schéma (B)). [On rappelle que le schéma (B)) est consistant
d’ordre > p si et seulement si (t, h) = O(hPT1)]

Applications : Quels sont les ordres de consistance des schémas présentés ci-dessus (Exercice 2). [On sup-
posera d’abord la fonction f suffisamment réguliére, puis on donnera pour chacun des schémas la régularité minimale
sur f nécessaire pour mener 1’étude de I’ordre de consistance. |

NB : On rappelle que le schéma (3) est consistant d’ordre exactement p s’il est consistant d’ordre > p mais n’est pas
consistant d’ordre > p + 1. Ainsi pour montrer qu’on schéma est consistant d’ordre exactement p, on montre qu’il est
consistant d’ordre > p, puis on cherche un exemple qui met en défaut la consistant d’ordre > p + 1.




Quand dit-on que le schéma H est stable. ?
Rappeler les hypotheses suffisantes sur ® assurant la stabilité du schéma (3)) lorsque 7" est fini.
Sous quelles conditions sur la donnée f, ces hypotheses sont-elles satisfaites ?

Utiliser la question précédente pour montrer que les schémas donnés a I’exercice 2 sont stables. [on prendra
soin d’exhiber la constante de stabilité.]

Partie - 2 Schémas a un pas explicites : Application du cours

Exercice- 1  Etude d’un schéma a un pas

On considere le schéma

(S) { Tn41 :dxn + % (f(truxn) + f(tn+17 Tp + hf(tnyxn)) ne {07 o, N — 1}7
xo € R donné.

Avec f une fonction de classe C2, uniformément Lipschitzienne en espace.
Q-1 : | Préciser la fonction ®(t,y, h) pour que ce schéma s’écrive x,,41 = Ty, + hD(ty, T, h).

Q-2 : | Etudier la consistance, I’ordre de précision de ce schéma.

Q-3 : Etudier la stabilité de ce schéma.

Q-4 : | Ceschéma est-il convergent ? Si oui, quel est son ordre de convergence ?

Exercice- 2 Un exemple de schéma implicite : partiel ( Mars 2008)

On suppose, en plus des hypothése susmentionnées, que f est de classe C2([tg,to + T x R). On considere alors le
schéma suivant

Tpi1 = Tn + 2 (f(tn,zn) + f(tn + 2, Zns1)) -
) { Tpy1 = Tp + 3 (3f(tn + %, Tnt1) +3f(tn+1,xn+1)) nef0,....,N—1}.

SO

Q-1 Ce schéma est-il explicite ou implicite ?

Q-2 Montrer que ce schéma est constructible.

Q-3 Ce schéma est-il stable ?

Q-4 Calculer I’ordre du schéma et en déduire une majoration de 1’erreur.

Exercice- 3 Etude du 0-schéma

On considere le schéma implicite, dans lequel & € [0, 1] et ot f est une fonction de classe C? sur I x R uniformément
lipschitzienne en espace :

(o) { Tpt1 = Tn +h[0f(tn,xn) + (1 —0)f(tns1,Tne1)] ne{0,...,N—1},

xo € R4, “)



Q-1 : | Ce schéma est-il constructible ?
Q-2 : | Analyser en fonction de 6, I’erreur locale de consistance.

Q-3 : | Etudier la stabilité de ce schéma.

Q-4 : | Etudier en fonction des valeurs de € la convergence de ce schéma, en donnant dans chaque cas I’estimation

o
o
—
=
[¢]
(=1
=

Q-5 : | Proposer en fonction des valeurs de # un moyen de calculer les valeurs approchées de x,,.[on distinguera le
cas 0 = % etlecas 0 # %].

Exercice- 4 Analyse du schéma a un pas explicite dans un domaine non borné

On considere I’équation différentielle =’ () = ax(t) associée a la donnée de Cauchy x(0) = . (ol « est un parametre
réel donné).
Q-1 : | Calculer explicitement la suite (xn)nG{O,..., N} obtenue a I’aide du schéma d’Euler explicite.

Q-2 Donner I’expression de 1’erreur locale de troncature, et de I’erreur globale.

Donner les comportements de ces erreurs lorsque 7 est fixé et N — oo et lorsque h est fixé et N — oo (
donc lorsque 7' — ©0).

Exercice- 5 Analyse du schéma a un pas explicite dans un domaine non borné

Reprendre I’exercice précédent en utilisant cette fois le schéma du point milieu.

Exercice- 6 Exemple d’accélération de convergence

Soit 7 > 0 donné, d > 1, N > 1 et une fonction f € C?(R x R;R). Le but de cet exercice est de transformer la
méthode d’Euler explicite de pas h = T'//N notée, en posant t* = nh(0 < n < N)

el =ah +hf(th al), nef0,....N—-1} 5)

En une méthode d’ordre 2 en utilisant le processus dit de Richardson, pour la résolution numérique de 1’équation
différentielle
a'(t) = f(t,=(t), te€[0,T], (6)

cette équation différentielle admettant une unique solution z de classe C® uniformément bornée sur [0, 7.
Montrer qu’il existe une unique fonction z de classe C? sur [0, 7] vérifiant le probleme

{ 0= g0+ 1270, 07 o

Soit £” I’erreur locale de troncature du schéma d’Euler explicite H Montrer I’existence d’une constante C
telle que I’on a la majoration

h2 1"
et = 2 Dl < Ch°, ned{o,... N -1},
Montrer que U'erreur e = z(t") — 2" (définie pour 0 < n < N) est telle que

en = en+h(fEh,x(th) = fth,zl)) +en.



Q-4 : | Enposanté! = e” /h, en déduire a I’aide d’un développement de Taylor que ’on a

oy =h (f(ti:,m<tiz>>éiz T 1) (%) + B(h).

2
ou S est telle que || 3(R)|| < Mh?,| - || désignant une norme quelconque sur RY,
A 1’aide du développement de Taylor de z(t" 41) centré en t", démontrer qu’en posant
0" = z(th) — éh, il existe deux constantes K et C positives telles que pour n € {0,...,N — 1}, ona ||6" | <
(14 Kh)||67| + Ch?.

En conclure I’existence d’une constante M positive telle que I’on a I’estimation
leh — hz(th)|| < Mh? lorsque n € {0,..., N}.

-7 n définit la famille (¥, )o<n<n par yn = 225" — 2, ¥n € {0, ..., et yo = z(0). Déduire de ce qui
Q-7 On définit la famill <n<N P 2%2 h v 0 N 0). Déduire d qui

P , hy _ < Oh2
précede que 1’on a max ([lz(h) — yull) < CR2.

Exercice- 7 Exemple de construction d’un schéma d’ordre supérieur a 2

Soit f(y) : R — R une fonction lipschitzienne de classe C. On considere 1’équation différentielle, pour tout ¢ € [0, 7] :
() 2'(t) = f(2(1)), 2(0) = 0.
Pour b > 0 et Nh =T, On définit le schéma numérique explicite

Tpt1 — Tp = hF(zy,h), n=0,... N —1,

Q
1<%

F(y,h) = Af(y) + Bf(x+ Bhf(y) + Cf (y+hf(y +nf(y))),

avec A,B,C,3 > 0.
m Montrer que le schéma est stable. Pour quelles valeurs de A, B, C ce schéma est-il consistant ?

Q-2 : | Montrer que le développement de Taylor de h — f(y + Shf(y)) al’ordre 2 lorsque h — 0 est :

62h2 .

Fly+Bhf () = )+ BRfW) ' () + ——F (W) f () + O(h%).

Q-3
1. Calculer les dérivées premiere et seconde de la fonction F(t) = f (y + tf(y + tf(y)))-
2. En déduire que le développement de Taylor de h — f (y +tf(y +tf(y))) al’ordre 2 lorsque h — O est :

2

Fly+tfly+tfw) = fy) +hf)f () +n° %fz(y)f () + F)f 2 ()| + OR).

Q-4 : | En déduire une expression de la forme

hF(y,h) = hX + h%Y + h3Z + O(h*),

Q

u X, Y, Z sont indépendants de h et seront calculés explicitement.
Q- Si x(t) est solution de (E), écrire le développement de Taylor a I’ordre 3 de () lorsque h — 0.

EI

En identifiant les coefficients pour que la méthode soit d’ordre 3, trouver un systeéme de 4 équations pour les
inconnues A, B, C, 5.
Q-7 : | Résoudre ce systeme et déterminer explicitement A, B, C, .

Exercice- 8 Monotonie de schémas : examen (mai 2008)




On considere ici que 2° > 0, ¢y = 0, T = oo et que la fonction f(t,y) = —ry avec r > 0.

Montrer que la solution de 1’équation est z(t) = 2% =", V¢t > 0. En déduire que cette solution est
décroissante et tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I’ infini.

On cherche dans cet exercice des schémas qui satisfont a cette propriété. C’est-a-dire

Tpy1 < Xp, Vn €N, et lim z, =0.
n—oo

De tels schémas seront dits monotones. Si un schéma n’est monotone que pour certaines valeurs de h, on dit qu’il est
conditionellement monotone. La plus grande valeur de h pour laquelle le schéma est monotone est appelée rayon du
domaine de monotonie.
On propose les schémas suivants, initialisés par z¢ = z° :
a) Tpi1 = Tp + hf(tnvxn),
b) Tnt1 = Tp + hf(tn+1a $n+1)s
C) Tpt1 =Ty + % (f(tnszn) + f(tnt1, Tns1)) -

Q-2-1 : Quel nom donne-t-on a chacun d’eux ? Expliquer briévement leur construction.

Q-2-2 : Donner le rayon du domaine de monotonie de chacun de ces schémas.

Q-2-3 : Conseiller sur le choix de 1’un de ces schémas pour le probleme considéré.

Exercice- 9 Construction d’un schéma de type Taylor d’ordre 4 : examen (mai 2008)

Dans cet exercice, on considere 7' < oo. On suppose que la fonction f est Lipschitzienne par rapport a la variable
spatiale uniformément en ¢ de constante L, c’est-a-dire

[f(ty) = f(t,y") < Lly — y*|,VE € [to, to + T],Vy,y" € R.
Q-1 : | On définit par récurrence les fonctions f*! (t,y) pour tout 0 < k < p par :
FOUt,y) = f(t,y),
L y) = 279 y) + 2 f ()t y).
Montrer que la solution de (E D) appartient 2 CPT1([tg,to + T) et vérifie :

20 = Mt 2(1), 0<k<p.
Q-2 : | On considere le schéma numérique a un pas :

i) :IIJO,

{ Tn41 :$n+hq)(tnaxn»h)v n e {Oa"'vN}a

associé a

O(t,y,h) = f(t,y) + hafl(t,y) + K2 fP (t + ah,y + BRf(L,y)).

ol @, (3, a,b sont des parametres a déterminer. On suppose que fI* et f[? sont aussi Lipschitziennes par rapport 2 la
variable spatiale uniformément en ¢ avec constante L1, Lo respectivement. Démontrer qu’il existe une constante A > 0,
indépendante de h, telle que

|‘I)(t,y, h) - (I)(t7y*7h)| < A‘y - y*|7Vt € [thtO +T]7vy7y* eR.

Q-3 : | On suppose que p > 4.

Q-3-1 : Vérifier que la solution z(t) de (ED), satisfait, quand h — 0 :

x(t+ h) — x(t)

— fta®) + P a(e) + P ) + () + O,
h ’ 2 ’ 6 ’ 24 ’

Q-3-2 : Faire un développement limité & I’ordre 3 de la fonction h — ®(t,y, h) au voisinage de h = 0.



Q-3-3 : Déterminer les coefficients o, (3, a, b de sorte que la méthode a un pas définie par la fonction
®(t,y, h) soit d’ordre 4.
Q-3-4 : Que peut-on dire sur la convergence de cette méthode ?

Exercice- 10 Schéma réversible : examen (juin 2008)

On considereicito =0, T = 1,d =2, 2° = (0,1)T et f(t,x) = (v, —y) ot on a posé = = (y,v)7.
x(t) = (y(t),v(t)) désigne la solution exacte de (ED). On désigne alors par x,, = (yp,, v,) une valeur approchée de
(y(tn),v(ty)) pourn =0,...N.

Un schéma numérique pour la résolution de ce probleéme est dit réversible en temps si une étape a partir de (yy,, vy, )
nous amene a (Yn41, Un+1) €t une seconde étape a partir de (Y41, —Vn+1) nous rameéne a (y,,, —vy, ). Autrement dit, on
peut retourner a sa position de départ en inversant tout simplement sa vitesse.

On rappelle qu’un schéma explicite a un pas pour la résolution du probleme (ED) est donné sous sa forme générale par

{ Tpy1 = Ty + h®(tn, 2n,h), ne{0,...,N},
o = .%‘0,

Ou ® est une fonction de [to, to + T] x R? x [0, T a valeurs dans R

Précisez la fonction @ pour un schéma explicite de votre choix, en expliquant la démarche pour son obten-
tion.

Vérifiez si votre schéma est réversible ?

Attention : c¢’est tout a fait normal si votre schéma ne ’est pas, inutile donc de le modifier.

Programmez votre schéma a travers une fonction Mat 1ab dont vous commenterez les arguments d’entrée
et de sortie.

Exercice- 11 Construction d’un schéma de type Taylor d’ordre 3 : examen (juin 2008)

Dans cet exercice, on considére d = 1. On suppose que la fonction f est Lipschitzienne par rapport a la variable spatiale
uniformément en ¢ de constante L, c’est-a-dire

|f(t,y) — f(t,y")| < Lly — y*|,Vt € [to, to + T],Vy,y" € R.

Q-1 : | On définit par récurrence les fonctions f[¥(¢, %) pour tout 0 < k < p par :
Ot y) = ft,y),

FER ) = 5 Mt y) + £ F (8 y) £t y).
Montrer que la solution de (E D) appartient 2 CPT1([tg, to + T) et vérifie :

e V@) = ¢ (1), 0<k<p.
Q-2 : | On considere le schéma numérique a un pas :

0

Tpt1 = Tp + hO(tn, xp, h), ne{0,...,N},
o=,

associé a
O(t,y,h) = f(t,y) + hafU(t,y) + hofU (¢ + ah,y + Bhf(t,y)).

ol o, 3, a, b sont des parametres 2 déterminer. On suppose que fI*} est Lipschitzienne par rapport a la variable spatiale
uniformément en ¢ de constante L;. Démontrer qu’il existe une constante A > 0, indépendante de h, telle que

|D(t,y,h) — ®(t,y*, h)| < Aly — y*|,Vt € [to,to + T],Vy,y" € R.



On suppose que p > 3.

Q-3-1 : Vérifier que la solution z(t) de (E D), satisfait, quand h — 0 :

2
TN =D (o)) + 2700 00) + 0, 20)) + O,

Q-3-2 : Faire un développement limité & I’ordre 2 de la fonction h — ®(t,y, h) au voisinage de h = 0.

Q-3-3 : Déterminer les coefficients «, 3, a, b pour que la méthode a un pas définie par la fonction

®(t,y, h) soit d’ordre 3.

Q-3-4 : Montrer que le schéma résultant dépend d’un parametre. Conseiller alors sur le choix de ce parametre.
On suppose p > 3 et on considere «, 3, a, b donnés par la question Q-3-3.
On pose pour tout n € {0,...,n}, e, = |x(tn) — Ty

Q-4-1 : Montrer que pour tout entier n telque 0 <n < N — 1,onae, 1 < e, + Ahe, + O(h?).

Q-4-2 : Montrer que JHax |z(tn) — 2n| = O(R®).

Q-4-3 : Le schéma est-il convergent ? Si oui, donner son ordre de convergence.

Partie - 3 Schémas a un pas implicites

Exercice- 1 Construction d’un schéma de type Taylor d’ordre 4

Dans cet exercice, on considére 7' < oo. On suppose que la fonction f est Lipschitzienne par rapport a la variable
spatiale uniformément en ¢ de constante L, c’est-a-dire

‘f(t7y) - f(tvy*)l < L|y_y*|th € [thtO +T}7vyvy* eR.

Q-1 : | On définit par récurrence les fonctions f*! (t,y) pour tout 0 < k < p par :

FOt, ) = f(t,y),

FER () = St y) + S M ) F(ty).
Montrer que la solution de (E D) appartient 2 CPT1([tg, o + T) et vérifie :
e @) = @ 2(t)), 0<k<p.

Q-2 : | On considere le schéma numérique a un pas :

{mnH:mn—l—h@(tmxn,h), ne{0,...,N},
_ .0
o=,

associé a

(t,y,h) = f(t.y) + hafUl(t,y) + h*bf P (t + ah,y + Bhf(t,y)).
oll a, 3, a, b sont des paramétres a déterminer. On suppose que f[! et f[?I sont aussi Lipschitziennes par rapport a la
variable spatiale uniformément en ¢ avec constante L1, Lo respectivement. Démontrer qu’il existe une constante A > 0,
indépendante de h, telle que

|®(t,y, h) — ®(t,y", h)| < Aly — y*|,Vt € [to. to + T],Vy,y* € R.

Q-3 : | On suppose que p > 4.

Q-3-1 : Vérifier que la solution z(t) de (E'D), satisfait, lorsque h — 0 :

t+h)—a(t h h? h3
LD Z 0 o) + 00 w(0)) + 20 (0)) 4 0 00) + OO,
Q-3-2 : Faire un développement limité & 1’ordre 3 de la fonction h — ®(¢,y, h) au voisinage de h = 0.
Q-3-3 : Déterminer les coefficients «, 5, a, b pour que la méthode a un pas définie par la fonction
®(t,y, h) soit d’ordre 4.

O A ¢ e netifteon dive c1ir 1a converoence de cette mathade 9



Exercice- 2 Exemple de schéma implicite : impact de la résolution du probléme non linéaire

Dans cet exercice, on suppose p = 2, top = 0 et T' < oco. L désigne la constante de Lipschitz uniforme de f en espace.
On considére le schéma suivant

S o = JUO,
( ) Tn+1 :xn+%(f(tnaxn)+f(tn+laxn+l)) OS”SN_]-

’ Partie I : Convergence et estimation d’erreur

Montrer que la méthode (S) est constructible pour i < h,, ou h, est a déterminer.

Montrer que la méthode (S) est stable pour h < hg ol hy < h.

Donner I’expression de I’erreur de troncature £(t, k) de cette méthode ? Proposer une majoration de |(t, h)|
et en déduire I’existence de deux constantes C' > 0,.5 > 0 telles que

_ _ 2
pnax 2(tn) — @] < S (| z(to) — | + CThH?).

’ Partie II : Recherche de solution approchée ‘

Pour tout h € [0, hy],t € [0,T — h] et a € R, on désigne par (¢, a, k) I’'unique solution du probléme suivant

chercher z € R solution de,
(Py) z:a—&—%(f(t,a)—i—f(t—&—h,z)).

Q-4 : | Montrer que I’on définit ainsi une fonction ¢ : [0, 7] x R x [0, ho] — R.

Q-5 : | Onpose M = max](|f(t, 0)|). Montrer qu’on a les propriétés suivantes :
t€[0,T

hL
|g0(t,a, h) - @(tv ba h)| < (1 + 1hoL> |a - b| va’? be Rv (8)
R
hL
lp(t,a,h)| < |14+ — | la| +hM Va€R, )
1 ==
t,a, h
ot a,h) —a| < hL (@' + W) +hM VaeR. (10)
En déduire I’existence de deux constantes K1 > 0, K > 0 telles que
max |z,| < K, an
0<n<N
VYn €{0,...N} |Tnt1 — Tn| < hK,. (12)

On désigne par ¢,,(t,a,h) la solution du probleme de point fixe (Py) obtenue aprés m itérations de la
méthode de Picard, initialisée par a. C’est-a-dire

20 = @,
(Pfm) = at 5(f(ta)+ flt+hz) 0<i<m—1 (13)
Om(tya,h) = zp.
Montrer que
hI\™
u(t.ah) ~ o(t.an)] < () lottaun) -l (14)

Montrer que si dans (S) on détermine, pour tout 0 < n < N —1, x,,41 en utilisant m itérations de la méthode
de Picard initialisée par x,,, on remplace ainsi le probleme (S) par le suivant

(S ) Yo = o,
" Yn+1 :(bm(tnayruh) 0<n<N-—-1.



- Montrer que dans ce cas, il existe une constante K > 0 telle que I’erreur commise est

hL
- < .
onax lyn — an| STK( 5 ) (15)

Q-10 : | En déduire que par rapport a la solution exacte x(¢), on commet une erreur dont une majoration est

0<n<N 4 2

2 m
max_|z(t,) — yn| < S| x(to) — xo| + STh? <C+ LK <hL> ) . (16)

Q-11 En déduire qu’il faut au moins deux itérations de la méthode de Picard par pas de temps pour espérer
préserver ’ordre 2 du schéma.

Q-12 Montrer que deux itérations de la méthode de Picard peuvent ne pas étre suffisantes si 1’on souhaite que
Ierreur due a la résolution du probleme du point fixe ne soit pas dominante dans la méthode (S).

Q-13 Une condition d’arrét du type % < 1073 dans la méthode de Picard 1i est-elle raisonnable ?

Exercice- 3 Exemple de schéma implicite

Dans cet exercice, on suppose d = 2, p = 1,y = 0 et T < oo. On choisit de munir R? de la norme ||(z,y)| =
|z| + |y|, V(x,y) € R2. La fonction f s’écrit f = (f1, f2) ol f1 et fo sont deux fonctions de classe C*(R x R?;R)
telles qu’il existe 2 constantes C; et Co vérifiant

|fj(t7$27y2) - fj(tvxlayl)‘ S C](|$2 _$1| + |y2 _y1|)7Vt S va(mlaythva) S R4vj = 172

Le probleme (E D) s’écrit maintenant

a'(t) = fu(t, z(t),y(t)) t€]0,T],
(ED) y'(t) = fa(t, =(1),y(1)),
2(0) = 2%, y(0) =y".

Pour I’approcher, on introduit la méthode suivante

('rOvyO) € R27
(S) Tpi1 = Ty + hfl(tn7xnyyn)a
yn+1 :yn+hf2(tn+laxn+layn+l) OSTLSN*]-

Montrer que la méthode (S) est constructible pour i < h,, ou I’on déterminera h.,.

Montrer que pour h < ho < h,, la famille (x,,, Yn)o<n<n donnée par (S) est uniformément bornée. On
définir M; = (£,0,0)]),5 = 1,2.
pourra définir M; = max (|f;(t,0,0)[). J

Montrer que la méthode (S) est stable pour h < hg ot hg < h.. On précisera une constante de stabilité en
fonction des données du probleme.

Que vaut ici I'erreur de troncature (¢, h) = (e1(t, h),e2(t, b)) de cette méthode ? Donner une majoration
de |le(t, h)]|| et en déduire finalement une estimation de 'erreur e,, = (x(t,) — Tn, y(tn) — yn) (lorsque 0 < n < N)

sous la forme

omax flen]l < S (|l eoll +CTh),

ou les constantes S et C' seront évaluées en fonction des données du probleme.

Que donne ce schéma dans le cas f1(t,z,y) = by et fo(t,z,y) = —ax (avec (a,b) € R?)? Donner I’ex-

pression de (2,41, Yn+1) en fonction de (z,, Yy ), pourn € {0,...N — 1 }.




On consideére I’équation
2/ (t) = f(t,x(t)), pourtoutt € [a,b], z(a)= zo,

a7

ol g € R est donné et f est une fonction donnée de classe C?([a, b] x R) et uniformément lipschitzienne en espace de
constante de Lipschitz L. Soit N un entier fixé, h = (b — a)/N et t; = a + ih pour 0 < ¢ < N. On propose le schéma

suivant pour approcher la solution x(t) de , a partir de xg :

Tnt1 = Tn + & (f(tmxn) + f(tn + E7jn+1)) _
<S) { Tn+l = Tn + § (3f(tn + %; fin+1) +3f(tn+1,xn+1)) ne {0’ ey N 1}

Ce schéma est-il explicite ou implicite ?

Q-2 : | Montrer que ce schéma est constructible.
Q-3 : | Ce schéma est-il stable ?
Calculer I’ordre du schéma et en déduire une majoration de I’erreur.

Exercice- 5 Schémas conservant certaines intégrales premiéres

Une planete, assimilée a son centre de masse, a un mouvement régi par une équation différentielle ordinaire

«(t) + F(t,z(t)) = 0, t€]0,T], od T € R estun réel.

On se propose de construire des schémas numériques qui satisfont certaines propriétés conservatives.
Dans toute la suite de I’exercice, on va considérer le cas simple et scalaire suivant :

{  (t)+x(t) =0,  t€0,T),
2(0) =0, 2/(0) = 1.

Montrer que I’équation |i peut se mettre sous la forme

x (t) = v(t), t €]0,T7,
v (1) = —a(t),
2(0) =0, v(0) =1

Q-2 : | Onintroduit la fonction H : [0, 7] — R définie par H (t) = Jx(t)? + v(t)%. Montrer que
H(t) =C, vt € [0,T7,

ou C' est une constante a déterminer. On dit alors que 1’énergie est conservée au cours du temps.
PARTIEI: Schémas conservant I’énergie

On désire construire une solution approchée de (20) qui respecte au mieux la propriété de conservativité (21).

Soit alors N un entier fixé. On introduit le pas h = % et un ensemble de points ¢, = nh,

n =0,...N.On construit les valeurs approchées de (z(t,,),v(t5)) a travers le schéma

370:031]0:17

Tnt1 = Tn +h[(1—0)v, +0vp11], ne{0,...,N—1}
Un+1 = Un — h [(1 - Q)I’n + 9$n+1]

Q-3-1 : Montrer que ce schéma peut se mettre sous la forme

Zy donné,
ot Z, = (zn,vn)T Vn =0,..., N et A est une matrice carrée 2 x 2 a déterminer. On précisera Z.

Q-3-2 : Onpose B =1 — 0hA. Calculer BT B et dire si ce schéma est constructible.

(18)

19)

(20)

2y

(22)

(23)

Q-3-3 : Donner 'ordre de ce schéma en fonction du parametre 6.[On pourra remarquer que la solution exacte

Z(t) = (z(t),v(t)) de vérifie pour tout entier k, Z\F)(t) = M}, Z(t) o My, est une matrice & déterminer.
Q-3-4 : FEtudier la stabilité de ce schéma.



Q-4 :| Pourtoutn =0,...,N,onpose H, = %m% + %vz Etablir une relation entre H,, et Z,,.
Q-4-1 : Montrerque Vne€0,...N—1

h2(1 — 20)
h26 +1
Q-4-2 : Analyser la monotonie de la suite (Hy,)o<n<n—1 pour les schémas suivants :
a) Euler explicite (§ = 0); b) Euler implicite (§ = 1); c) Crank-Nicolson (6 = %).

H, 1 =~H,, on  y=1+ (24)

Q-4-3 : Quelle valeur du parametre 6 conseilleriez-vous ?

PARTIEII: Recherche de schémas conservant I’aire et I’orientation

On reprend 1’équation 1) dans laquelle on pose § = % Pour le rendre explicite, on remplace dans la
premiere équation v,, 1 par vp41 = v, — ha,. Ce choix est-il fondé ?
Q-5-1 : Montrer que le nouveau schéma appliqué a (22) se met sous la forme

Zy donné, . B 7%2 h
{Znﬂ:A(h)Zn ne€{0,...,N -1}, ouA(h)—<_h+,f 1_}12>. (25)

Q-5-2 : FEtudier la consistance et la stabilité de ce schéma et préciser I’estimation d’erreur de convergence en
fonction des données du probleme.

Vérifier que le schéma est symplectique. On rappelle qu’un schéma { i1 = P(Tn, Un) est symplectique
90 9 0 Un+1 = X(xnv Un)
X X

si les fonctions (x,v) et x(x,v) vérifient — —= — — —= = 1. On dit aussi qu’il conserve ’aire et I’orientation.
Ox dv  Ov Ox
Montrer que 1’énergie discrete vérifie la relation suivante :
(1+X,)"Ho < H, < (1+A,)"Hy Vne€o0,...N—1 (26)

ol )\, et \;, sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice :

ht AKS hd  R®
T 1%
Ap = @7
S h*
4 8 4

Déduire de la question précédente que le schéma approche de fagon raisonnable 1’énergie.

Présenter quelques avantages et inconvénients des schémas ti et 1|



