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Avant-propos

Ce document rassemble des notes de cours et des exercices d’analyse que j’ai donnés dans le cadre de la préparation
a lagrégation de mathématiques a Orsay, entre les années 2015 et 2023. Les intitulés et numéros de lecons sont
ceux utilisés a I’époque de ces enseignements.

Conventions et notations

Onnote N ={0,1,2,...} et N* = {1, 2,...}. Le corps K désigne R ou C, selon le contexte, et i est 'unité imaginaire.
« Positif », « négatif », « croissant » et « décroissant » s’entendent au sens large. Le symbole C autorise I’égalité
et LI désigne une union disjointe. Une somme vide vaut 0 et un produit vide vaut 1.

Pour A C X, on note A son adhérence, Ason intérieur, 0A = Z\A sa frontiére et A® = X \ A son complémentaire.
Un espace séparable posséde une partie dénombrable dense (« dénombrable » inclut le cas fini). Dans un espace
métrique (X, d), B(x,r) = {y : d(x,y) < r}et B(x,r) = {y : d(x,y) < r} désignent les boules ouverte et
fermée. Attention : B(x,r) peut différer de B(x,r). Pour A # @, on pose d(x, A) = inf,c 4 d(x,a), et diam A =
sup, pe 4 d(a,b); on convient que d(x, @) = +o0 et dlam @ = 0.

Pour des espaces normés E, F, Z(E, F) ou Z(E, F) désigne les applications linéaires continues de E dans F, avec
Z(E) = Z(E,E). La norme d’opérateur est |u| = SUP| <1 [u(x)|; elle est aussi notée |ju| dans le chapitre de
calcul différentiel. Le dual topologique est E’ = Z(E,K). Un espace de Banach est un espace normé complet.
On note Vect A le sous-espace engendré par A, Id I'identité, ker u le noyau et Imu (ou imu) 'image d’une
application linéaire. Une base sans autre précision est algébrique : les décompositions sont finies, contrairement
aux développements sur une base hilbertienne.

On note A/ ,(K) 'espace des matrices carrées d’ordre n et GL,(K) le groupe des matrices inversibles. La notation
'A désigne la transposée de A. Dans les espaces de Hilbert complexes, le produit scalaire (u, v) est linéaire en u et
antilinéaire en v; ainsi, sur L?, (f, g) = [ fg. Pour R", x - y est le produit scalaire euclidien.

Les espaces G(X, F) et %k(U, F) sont ceux des fonctions continues et de classe Ck. Sans espace d’arrivée précisé,
les fonctions sont scalaires, réelles ou complexes suivant le contexte. Pour une fonction bornée, || flloc = sup,. | f(x)I.
Une série ), f, converge normalement sur A si )., sup,c 4 | /()| < co; pour une série de vecteurs d’un espace
normé, cela signifie )., [lu,| < co.

Sur un espace mesuré (X, o/, i), « presque partout » (p.p.) signifie hors d’'un ensemble de mesure nulle. Pour
1< p < oo, LP(X, p) est I'espace des fonctions mesurables telles que [, |f|P dp < oo, identifiées lorsqu’elles sont
égales presque partout, avec |f|, = (fX il d,u)l/ P De méme, L™ est I'espace des fonctions essentiellement
bornées, avec | fleo = inf{M > 0 : |f| < M p.p.}. Sur une partie de RY, 1a mesure est celle de Lebesgue sauf
indication contraire. Les espaces ¢P(I) sont les espaces analogues de suites indexées par I, pour la mesure de
comptage. La fonction indicatrice 14 vaut 1 sur A et 0 ailleurs.

En probabilités, P désigne la probabilité, E[ X] I'espérance d’une variable intégrable et Var(X) = E[(X — E[X])?]
la variance d’une variable réelle de carré intégrable. « Presque stirement » (p.s.) signifie avec probabilité 1. La loi
de X est la mesure A — P(X € A); sa fonction de répartition, lorsque X est réelle, est Fx(¢) = P(X <t).

Sauf convention locale explicitement annoncée, la transformée de Fourier est f(sf )= Jpa f (x)e ¢ dx pour f €

LY(RY). Son prolongement & L? est celui du théoréme de Plancherel et vérifie ||f||2 = (27)%/2| fllo. L’exercice 19.2

—2mixé . i

emploie le noyau e isométrie utilisée dans le corrigé de 'exercice 12.4 est f — ]/‘\/ V2.

On note log = In le logarithme népérien réel. Pour x > 0 et z € C, on pose x* = exp(zlog x). La branche du
logarithme complexe est précisée localement. Au voisinage considéré, f ~ g signifie f/g — 1 et f = o(g) signifie
f/g — 0,avec g # 0; pour f vectorielle et r > 0, f = o(r) signifie | f]| /r — 0.
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Notes de cours




CHAPITRE / 1

Com paCité Références : [6, 13].

1.1 Généralités

1.1.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 1.1. Un espace métrique (E, d) est dit compact si de tout recouvrement de E par des ouverts de E,
on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit, si E = U 0;, avec O; ouvert pour tout i € I, alors il
iel
existe J C I fini tel que E = U O,
ie]

Exemples. « Tout espace métrique fini est compact.

+ Rn’est pas compact car on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini du recouvrement R = U |-n,n[.
nelN*

Proposition 1.1. Un espace métrique compact est borné.

Démonstration. On peut supposer E non vide. Pour x, € E arbitraire, on extrait un recouvrement fini du

recouvrement formé de boules ouvertes E = U B(x,n), ce qui est possible quand E est compact. Cela implique

neN*
que E = B(xy, ng) pour un certain entier ny, et donc que E est borné. 0

Proposition 1.2 (Aspect dual). Un espace métrique (E,d) est compact si et seulement si de toute famille de
fermés de E d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide.

Démonstration. 1l suffit de passer aux complémentaires pour transformer les recouvrements ouverts en familles
de fermés d’intersection vide. O

Proposition 1.3. Si (F,),en est une suite décroissante de fermés non vides dans un espace compact E, alors

() E = o.

nelN

Remarque. Le résultat est encore vrai si E est complet et diam(F,) — 0. Si cette derniere condition n’est pas
noo

vérifiée, c’est faux puisque m [n, +oo] = @.
neN

Parties compactes Pour caractériser les parties compactes, on peut utiliser directement les ouverts de ’espace
ambiant, grace a la définition de la topologie induite.

Proposition 1.4. Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A de E est compacte si et seulement si de tout
recouvrement de A par des ouverts de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e. si A C U 0;, avec O;
i€l
ouvert de E pour touti € I, il existe ] C I fini tel que A C U O;.
ie]
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Cette caractérisation conduit aux deux propriétés de stabilité suivantes.

‘ Proposition 1.5. Une réunion finie de parties compactes est compacte.
‘ Proposition 1.6. L’intersection d’une famille non vide de parties compactes d'un espace métrique est compacte.

1.1.2 Propriété de Bolzano-Weierstrass

Théoreme 1.7 (Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (E,d) est compact si et seulement si de toute suite de
points de E, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

La propriété de Borel-Lebesgue implique celle de Bolzano-Weierstrass. Voici deux démonstrations de
cette implication.

Premiére preuve. Soit (x,),eN une suite dans E. Pour tout p € N, on note A, = {x,;, n > p}. La suite (Ip)peN

est une suite décroissante de fermés non vides, donc par compacité ﬂ A, # @. On note x un élément de cette
pEN
derniére intersection, puis on construit une sous-suite (xtp(n))nE]N ainsi :

+ on choisit x,(g) € Ag quelconque;

—(n+1)

« si X,(y) est construit, on prend Xy(n11) € Ay(n)+1 tel que p(n + 1) > @(n) et d(xp(n 1), x) < 2 , ce qui est

possible puisque x € Ay(;)11-

On obtient bien une sous-suite (x,(,)) de (x,) qui converge vers x.

Deuxiéme preuve. Soit (x;,),en une suite dans E. Si les valeurs de cette suite forment un ensemble fini, 'une

d’elles apparait une infinité de fois; elle fournit une sous-suite constante, donc convergente. Sinon, ’ensemble

A = {x,, n € N} est infini. On va montrer que A posséde au moins un point d’accumulation. Si ce n’est pas le cas,

alors pour tout x € E, il existe r,, > 0 tel que B(x,r,) N A est fini. Par compacité, on extrait du recouvrement de E

par les boules B(x,r,) un sous-recouvrement fini. Donc, il existe J C E fini tel que E = U B(x,ry). On en déduit
x€]

que I'ensemble A = U (B(x,ry) N A) est fini, ce qui donne une contradiction. Ainsi, A admet au moins un point

xe
d, . J . . . .
accumulation x € E, donc il existe une sous-suite de (x,) qui converge vers x.

La propriété de Bolzano-Weierstrass implique celle de Borel-Lebesgue. La démonstration repose sur les
deux lemmes suivants.

Définition 1.2. Un espace métrique (E, d) est dit précompact si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini
de E par des boules ouvertes de rayon e.

Lemme 1.8. Tout espace métrique (E, d) vérifiant la propriété de Bolzano-Weierstrass est précompact.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il existe ¢ > 0 tel que E ne puisse pas étre recouvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon ¢. Soit x; € E. On a nécessairement B(x, ¢) # E, donc il existe x; € E tel
que d(x1,x9) > ¢. De méme, B(xy,¢) U B(xy,¢) # E, donc il existe x, € E tel que d(xz,xp) > ¢ et d(xp,x1) > €.
Ainsi, si les points xy, ..., X, sont construits, on a B(xy,¢) U ... U B(x,,¢) # E, donc il existe x,,,; € E tel que
d(%p41,%0)s -+ » d(X41, %) > €. On obtient finalement une suite (x,),en de points de E telle que d(x;, x;) > € pour
tout i < j. La séparation uniforme des termes empéche toute sous-suite d’étre de Cauchy, donc de converger. On
obtient la contradiction recherchée. O
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Lemme 1.9. Soit (E,d) un espace métrique vérifiant la propriété de Bolzano-Weierstrass, et soit (O;);c; un
recouvrement de E par des ouverts. Alors,

da>0 Vx€E FJiel B(x,a) C O,

Démonstration. Par ’absurde, supposons que pour tout a > 0, il existe x € E tel que pour touti € I, on a
B(x,a) ¢ O;. En particulier, pour tout entier n > 1, il existe un point x,, € E tel que B(x,, 1/n) ¢ O; pour touti € I.
On extrait de la suite (x,;),en+ une sous-suite convergente (x,(,)), de limite notée x. On note un indice i € I tel
que x € O;. Comme O; est ouvert, on a B(x, 2r) C O; pour un certain r > 0. De plus, comme Xo(n) 7> % il existe

N € N tel que d(x,(n), x) < et ¢(n) > 1/r pour tout entier n > N. Ainsi, pour tout y € B(x,(n), 1/¢(n)), on a
1
d(x9 )’) < d(x, xq)(n)) + d(x(p(n)’ y) <r+ W < 2r.

On en déduit que B(x,(n), 1/¢(n)) C B(x, 2r) C O;, ce qui donne une contradiction. O

Réunissons maintenant les conclusions de ces deux lemmes. Soit (O;);c; un recouvrement de E par des ouverts.
D’apres le lemme 1.9, on a
Ja>0 Vxe€eE 3Fiel B(x,a) C O,

D’apreés le lemme 1.8, on peut recouvrir E par un nombre fini de boules ouvertes de rayon «, donc il existe des
n

points xi, ..., x, € E tels que E = U B(x;, ). Pour tout indice j, il existe un indice i; € I tel que B(xj,a) C O;;-
=1

n n
Finalement, E = LJI B(xj, a) C LJI Oi]_.
J= J=

Corollaire 1.10 (Autres formulations de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (E,d) est compact si et
seulement si 'une des assertions suivantes est vérifiée :

e toute suite de E admet au moins une valeur d’adhérence dans E ;

e toute partie infinie de E admet au moins un point d’accumulation dans E.

1.1.3 Propriétés générales des compacts

Proposition 1.11. Soit (E,d) un espace métrique.

e Si E est compact et si A est une partie fermée de E, alors A est compact.
e Si A est une partie compacte de E, alors A est fermée et bornée.

Proposition 1.12. Un espace compact est complet.

Proposition 1.13. Soit (E,d) un espace métrique compact et (x,) une suite de E admettant une et une seule
valeur d’adhérence x. Alors, (x;,) converge vers x.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que (x;,) ne converge pas vers x. Alors, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
entier N € NN, il existe un entier n > N tel que d(x,, x) > e. On peut donc construire une sous-suite (x,(,)) de
(x,) telle que d(xy(n), x) > € pour tout n. Comme E est compact, on peut en extraire une sous-suite (X, (s)) qui
converge vers une limite notée y. On a donc d(y, x) > ¢, puis x # y, ce qui contredit le fait que (x,) a une unique
valeur d’adhérence. O
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Proposition 1.14. Soit Ey, ..., E, des espaces métriques non vides. L’espace produit E = E; x ... x E, est compact
si et seulement si Uespace E; est compact pour touti € {1,...,n}.

Remarques. « Si(x,) et (y,) sont a valeurs dans E, un espace métrique compact, alors (x;, y;,) est a valeurs dans
le compact E x E, donc on peut extraire une sous-suite (X,(,), Yy(n)) qui converge, de sorte que les sous-suites
(Xp(n)) €t (Vp(n)) convergent toutes les deux. Ainsi, la sous-suite d’indices le long desquels il y a convergence
est la méme.

+ Le théoreme de Tychonoff ci-aprés donne une extension de ce résultat a un nombre infini dénombrable de
compacts.

Une application f : (X,d) — (Y,0) est dite L-lipschitzienne si §(f(x), f(y)) < Ld(x, y) pour tous x,y € X. Une
bijection est bilipschitzienne si elle et son inverse sont lipschitziens.

Proposition 1.15. Les parties compactes d'un R-espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.

Démonstration. Le sens direct résulte des propriétés déja établies : toute partie compacte est fermée et bornée.

Pour la réciproque, le cas E = {0} est immédiat; on suppose donc dim E > 1. On commence par observer qu'un
segment de R est compact. En effet, soit (0;);c; un recouvrement ouvert d’'un segment [a,b]. On considére
I'ensemble F des points x € [a, b] tels que 'intervalle [a, x] peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts O;.
Comme F est non vide (il contient a, puisque {a} peut étre recouvert par un seul ouvert) et inclus dans [a, b], il
admet une borne supérieure m € [a, b]. Cette borne m appartient a un ouvert O;. Il existe alors ¢ > 0 tel que le
segment V = [m —e&,m+¢] N [a,b] = [c,d] soit inclus dans O;. Puisque m est adhérent a F, alors V rencontre F en
un point noté x. En ajoutant O; au recouvrement fini de [a, x|, on obtient un recouvrement fini de [a,d], donc
d € F, puis m > d = min{m + ¢, b}, ce qui implique que b =d € F.

La proposition 1.14 implique alors qu’un produit de n segments est compact dans R". Ainsi, si on munit R" de la
norme | - |, tout fermé borné est un fermé inclus dans un produit de segments, donc est compact.

Enfin, si E est un R-espace vectoriel de dimension n muni d’une norme | - |, et si (ey, ..., ¢,) désigne une base de E,
lapplication x = (xy, ..., x,) = [x1e; + ... + x,¢€,| est lipschitzienne, avec

lxier + ... + xnenl < (leall + ... + lealDllxloo-

Elle est donc continue sur le compact {x € R" | |x] = 1}. Son minimum a est atteint (voir ci-apres) en un point
non nul, donc est strictement positif. Pour tout x € R” non nul, on a |[(x; /[ x]e)e; + ... + (5,/]%le0)en ]l > a, donc

||x1€1 +...+ xnen” > af|x]co-

L’application linéaire x = (xy, ..., X;) — xje; + ... + X, ¢, est une bijection bilipschitzienne, de sorte qu’elle fait
correspondre les parties fermées bornées et les parties compactes de R” et de E. Les parties fermées bornées de E
sont donc compactes. O

Remarque. Le résultat précédent est faux en dimension infinie (voir le théoréme de Riesz 2.6).

Proposition 1.16. Soit (x;,) une suite convergente d’un espace métrique (E, d), dont la limite est notée £. Alors,
Iensemble T = {x,, n € N} U {t} est compact.

Démonstration. Soit (O;),cr un recouvrement de I' par des ouverts de E. Comme ¢ € T, il existe i; € I tel que
te ;. De plus, comme 0,, est ouvert et x, —> £, on a x; € O;) pour tout n > N, pour un certain entier N € IN.

noo
Pour tout entier n < N, il existe j, € I tel que x, € O; . On pose J = {j,, n < N} U {iy}, de sorte que I' C U 0,

jeJ
avec J fini.
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1.1.4 Compacts et applications continues

Proposition 1.17. Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,5) un espace métrique, et f : E — F une
application continue. Alors, f(E) est compact.

Remarque. Cela implique que I'application f est fermée, i.e. 'image de tout fermé est un fermé. C’est faux en
général si E n’est pas compact.

Proposition 1.18. Soit f : (E,d) — (F, &) une application continue et bijective. Si (E,d) est compact, alors
f~1 . F — E est continue, i.e. f est un homéomorphisme.

Remarque. Si f : I — J est continue et bijective, avec I et J des intervalles, alors f~! est continue. On applique
en effet la proposition a toute restriction de f a des segments, qui sont compacts.

Proposition 1.19. Soit f : (E,d) — R une application continue, ou (E, d) est compact et non vide. Alors, f est
bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe a,b € E tels que

f@=inf fG) et f(b) =sup f(x).

x€E
Remarque. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, si f : R — R est continue, elle envoie tout intervalle

sur un intervalle. Donc, 'image par f d’un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné (i.e. un segment).

Théoreme 1.20 (Heine). Soit (E,d) et (F,8) deux espaces métriques, avec E compact. Soit f : E — F une
application continue. Alors, f est uniformément continue.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, ’ensemble

K={(x,y) € ExE[(f(x), f(y)) = &

est compact (car fermé dans un compact). Si K est non vide, I'application distance d atteint son minimum sur K,
noté n. On a nécessairement n > 0. Si K est vide, on prend n > 0 arbitraire. Dans les deux cas, on a bien que si
d(x,y) < n,alors (x,y) € K, et donc 6(f(x), f(y)) < e. O

1.2 Le théoreme de Tychonoff et ses applications

1.2.1 Le théoreme de Tychonoff

Théoréeme 1.21 (Tychonoff). Soit (E,, d,), pourn € IN*, des espaces métriques. On munit l’espace E = H E,

neN*
de la topologie produit (la topologie la moins fine qui rend chaque projection E — E, continue). Alors, E est

métrique et si chaque E, est compact, alors E est compact.

Démonstration. Quitte a remplacer d, par une distance équivalente, par exemple , on peut supposer que

dy
+d,

d, < 1 uniformément. En désignant par x, et y, les composantes de x et y, respectivement, on munit alors
[e¢]
E de la distance d(x,y) = Z 27"d,(x,, y,)- Clairement, si d(x(k), x) k—> 0, alors pour tout n € IN* fixé, on a
(o¢]

n=1
xr(tk) xr(zk)

2_”dn(x,$k), X,) k—> 0, et donc k—> X,. Réciproquement, supposons que k—> X, pour tout n. Alors, pour
(o¢] (o¢] o0

tout £ > 0, on choisit N € IN* tel que Z 27" < e. Pour tout n < N, il existe K, tel que dn(x,(,k), X,) < € pour tout

n>N
k > K,,. Pour k > max{Kj, ..., Ky}, on a donc

d(x®, x) = Z 2_”dn(x,(1k),xn) + Z 2_”dn(x,(,k),xn) < 2¢,
n<N n>N
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ce qui montre bien que X k—> X.
(o¢]

On utilise alors le théoréme de Bolzano-Weierstrass et une extraction diagonale. On considére une suite (x(k))kE]N*
(¢1(k )))keN* qui
converge dans E; vers x;. On extrait ensuite de k )))ke]N* une sous-suite (x;, qui converge dans
E, vers x,. On construit ainsi une suite d’injections ¢, : IN* — IN* strictement croissantes telles que pour tout
n € IN*, la suite (x((p1 (P"(k)))
Pour toutn € IN*, on a

dans E. Alors, (x1 )ke]N* est une suite dans E;, et par compacité on en extrait une sous-suite (x;
( (¢ (@ropa(k )))k N

keN+ converge vers x,, dans E,. On pose alors (k) = ¢; ... ¢ (k) pour tout k € IN*.

d ( (k) xn) — dn(xr(l(pl°~“°(Pn(¢n+1°-“°(pk(k)))’xn)

deés que k > n. Soit ¢ > 0. On a d,(x, (pro---on(k))

,X,) < € pour tout entier k > K,,, pour un certain K,, € IN*. Pour

- ( (W(K) %) <eOn

o Yn pour tout n € IN*, ce qui implique que x(‘ﬁ(k)) o x= (x1, xo, ...) pour la topologie

k > K,, on a aussi par injectivité des extractions ¢, 1 ° ... > gx(k) > k > K}, ce qui donne d,

(¢( )

en déduit que x

produit. On a utilisé ici le procédé diagonal de Cantor. O

1.2.2 Le théoreme de Banach-Alaoglu

On rappelle que E’ est le dual topologique, constitué des formes linéaires continues. La topologie de la convergence
simple sur E’ est appelée topologie faible étoile, notée o(E’, E) : c’est la topologie la moins fine qui rend continues
les évaluations ¢ — @(x) pour tous x € E.

Théoreme 1.22 (Banach-Alaoglu). Pour K = R ou C, soit E un K-espace vectoriel normé séparable, de dual
topologique E’. On note B et B’ la boule unité fermée de E et celle de E’, respectivement. Soit (x;),eN+ une suite
de B dense dans B. On pose

_ S —n_ o) — Y(x0)
d(p.9) = 21 T o) — ()

pour tous ¢, € B'. Alors :

(i). d est une distance sur B’ et I’'espace (B’,d) est compact;

(ii). si(¢)ren- est dans B’ et ¢ € B, on a d(¢y, ¢) P 0 si et seulement si g (x) 7 ¢(x) pour tout x € E.

Ainsi, la topologie définie par d sur B’ est, séquentiellement parlant, celle de la convergence simple.

Démonstration. Si K = R, on note X,, = [—1,1], et si K = C, on note X,, = {z € C | |z| < 1}, que I'on munit de la

1)
métrique usuelle §,. On considére ensuite X = H X, muni de la métrique 6 = Z 27" N +n 5 c’est-a-dire que

nelN* n=1 n
Vol

|y, —
o(u,v) = 2
n; 1+ |u,

- Vn|
pour u = (u);>1 et v = (v,)p>1 dans X.

On définit une injection j : B" — X par j(¢) = (¢(x,));>1- On a bien j(p) € X car |p(x,)| < ¢l |x,] < 1. On
observe que j(B") est fermé dans (X, §). En effet, siy = (3,)p>1 € j(B’), il existe une suite (¢ )r>1 dans B’ telle que
0G(er), y) k—> 0, ce qui donne ¢ (x,) — y, pour tout n. Prenons maintenant x € B et ¢ > 0. Par densité, il existe

n > 1 tel que [|x — x| < e. Comme la sulte (o (x,))k>1 converge, il existe aussi kg > 1 tel que |gr(x;,) — @p(x;,)| < €
pour k, £ > k. On en déduit que

lor () — ()| < lepre(x) = (36| + | (36,) — ()] + lepe (36,) — o)
< el e = 2,0 + leore(360) = @eCoe)l + llell lx — x5, ]l < 3e,

de sorte que la suite (¢ (x))k>; est de Cauchy dans K, qui est complet. Cette suite converge donc vers une limite
notée ¢(x). Par homogénéité, cette convergence a lieu pour tout x € E, et la limite définit une forme linéaire
¢, comme limite simple de formes linéaires. De plus, si x € B, on a |gi(x)| < 1, et donc |p(x)| < 1, ce qui donne
finalement ¢ € B’ et y = j(¢). Finalement, j(B’) est bien fermé dans (X, §).
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Comme (X, §) est compact d’apres le théoréme de Tychonoff, on obtient que j(B") est compact. De plus, j est
injective par densité de (x;,),>1. En posant d(¢, ) = 5(j(¢), j(/)), on obtient alors une distance d sur B’ qui rend
(B’, d) isométrique, donc homéomorphe, a (j(B"), §), ce qui implique la compacité de (B’, d).

La deuxiéme assertion du théoréme vient du fait que d(¢y, ¢) . 0 est équivalent a ¢r(x;) . ¢(x,) pour tout

n € IN*, qui est équivalent a ¢(x) P @(x) pour tout x € E. En effet, pour x € Betn € N*,ona

o (x) = ()| < g () = @re ()| + | () — ()| + () — ()
<ll@rell lx = 250l + I (36.) — ()l + llpll llx — 6, .

Si la convergence a lieu en tout point x;,, alors on a

lim sup |pr(x) — ()] < 2|x — x5

koo

et on conclut pour x € B par densité de (x;) dans B, puis pour tout x € E par homogénéité. O

1.2.3 Un théoreme de point fixe pour les systemes dynamiques

La tribu borélienne %(X) est la tribu engendrée par les ouverts de X.Si T : X — X est mesurable, la mesure
image T(y) est définie par T(u)(A) = u(T~1(A)) pour tout borélien A. Une mesure de probabilité est une mesure
positive de masse totale 1. La mesure de Dirac 8, est caractérisée par 6,(A) = 14(x), ou encore | f d5, = f(x).

Proposition 1.23. Soit (X, d) un espace métrique compact non vide, B sa tribu borélienne, et T : X — X une
application continue. Alors, T admet au moins une mesure de probabilité invariante, i.e. il existe au moins une
mesure de probabilité i sur (X, B) telle que T(u) = p, i.e. pour toute fonction f € €(X),

[ sacouan = [ seuao
X X

Démonstration. Comme I’espace (X, d) est métrique et compact, 'ensemble € (X) des fonctions continues sur
X, muni de la norme sup, est séparable. D’apres le théoréeme de représentation de Riesz, son dual est 'espace
A (X) des mesures complexes sur (X, %) muni de la norme en variation totale. Ici, #(X) désigne les mesures
boréliennes complexes de variation totale finie ; leur norme est ||u|ty = sup Z;”:l |u(A;)l, olt le supremum porte
sur toutes les partitions boréliennes finies (A1, ..., Ay,) de X.

On note B’ la boule unité fermée de /#(X). Pour x, € X, on pose

k=1
1
Me =7 ;} OTt(xy):

ot T est la ¢-iéme itérée de T, de sorte que . € B’. Comme B’ est compact d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu,
le théoréme de Bolzano-Weierstrass implique que, quitte a extraire une sous-suite, il existe une mesure y € B
telle que pour toute fonction f € €(X),

[ reomean — [ sewuan
X ko Jx

En prenant f positive, on obtient J f(x) p(dx) > 0 par passage a la limite, et en prenant f = 1, on trouve
X

p(X) = 1. Ainsi, la mesure limite y est une mesure de probabilité.
Enfin, pour toute fonction f € €(X), ona

k k-1
POW(CACHEEDIF(AEN)
=1 £=0

= Lo - sy < 2.

[ sreom [ remao
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Quand k — oo, il y a convergence des intégrales pour f et f o T qui sont deux fonctions continues. On obtient
donc en passant a la limite

J FTGO) p(dx) = j £ p(dx),
X X

ce qui montre bien que la mesure p est T-invariante. 0

1.3 Le théoreme d’Ascoli

On considére deux espaces métriques compacts non vides X et Y, de distance notée d pour les deux. On note
€ (X,Y) I'espace des fonctions continues de X dans Y, muni de la distance de la convergence uniforme

d(f.g) = sup d(f(x), g(x)).

Cette distance est toujours finie car X est compact. L’espace (€ (X,Y), d) est complet et il est constitué d’applica-
tions uniformément continues d’apreés le théoréme de Heine.

Définition 1.3. Une partie A de €(X,Y) est dite équicontinue si

Ve>036>0Vx,ye XVfe A dx,y) <5 = d(f(x), f(y)) <e.

1l s’agit d’une continuité uniforme commune a toutes les fonctions de A : pour chaque ¢ > 0, le méme § > 0
convient a toute la famille.

Définition 1.4. Une partie A d’un espace métrique est dite relativement compacte si son adhérence A est
compacte.

Théoreme 1.24 (Ascoli). Soit A une partie de €(X,Y). Il y a équivalence entre :
(i). A est équicontinue;

(ii). A est relativement compacte.

Démonstration. Commencons par supposer A relativement compacte. Soit ¢ > 0. La partie A est compacte, et
recouverte par les boules ouvertes de rayon ¢ et de centre f, pour f € A. Il existe donc des fonctions fi, ..., f,
dans A telles que

ACACB(fi,e)U...uB(fye).

Les fonctions fi, ..., f, sont continues sur le compact X, donc uniformément continues d’apres le théoreme de
Heine. Il existe donc § > 0 tel que pour tous x,y € X,

d(x,y) <6 = d(fi(x), fiy) <e,

et ce pour tout j € {1, ..., p}, avec § indépendant de j. (Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de valeurs de j, on peut
trouver un & qui convient pour toutes les fonctions f;.) Soit f € Aetj € {1,..., p} tel que d(f, f;) < e. Alors, pour
x,y € X telsque d(x,y) < J,ona

d(f (), f(y)) < d(f(x), f;(x)) + d(f;(x), £i(»)) +d(f;(y). f(¥)) < 2d(f, f;) + € < 3e.

Ainsi, la partie A est bien équicontinue.

Réciproquement, supposons que A est équicontinue et commencons par montrer que I’adhérence A est précom-
pacte (c’est-a-dire recouverte par un nombre fini de boules fermées de rayon donné). Soit e > 0O et f,g € A.
Choisissons ¢ > 0 fourni par I’équicontinuité pour e. Comme X est compact, il est recouvert par p boules ouvertes
de rayon 6, de centres xi, ..., x,. Supposons que d(f(x;), g(x;)) < ¢ pour tout j € {1,..., p}. Pour x € X, il existe
j€{1,..., p}tel que d(x, x;) < 8, ce qui donne d(f(x), f(x;)) < ¢ et d(g(x), g(x;)) < &. On a donc

d(f(x), g(x)) < d(f (), f(x) +d(f(x7), g(x)) + d(g(x;), g(x)) < 3e.
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Il en ressort que

[Viefl,...pt d(f(x).g(x))<el = d(f.g)<3e

De plus, comme Y est compact, il est recouvert par g boules ouvertes de rayon ¢/2, de centres yy, ..., y,. Pour
toute application ¢ de {xi, ..., x,} dans {y1, ..., y;}, on considére la partie

Ap =1f € AlVjel,.., pb, d(f(x)) 0(x;)) < /2}.

On a donc d(f, g) < 3¢ pour toutes fonctions f, g € A,. On a aussi
A=A, c| JB(f,.30).
¢ ®

ou f, désigne un élément arbitraire de A,, et les unions sont prises sur les applications ¢ pour lesquelles la partie
A, estnon vide. Il y a au plus q? applications de la sorte. Finalement, pour tout ¢ > 0, la partie A est recouverte
par un nombre fini de boules fermées de rayon 3¢. Il en va de méme de 'adhérence A, ce qui montre que A est
précompacte.

De plus, A est fermée dans €(X,Y) qui est complet, donc A est compléte. On conclut a I’aide de la proposition
ci-dessous. O

Proposition 1.25. Tout espace métrique précompact et complet est compact.

Démonstration. Soit (E,d) un espace métrique précompact et complet, et soit (O;);c; un recouvrement ouvert
de E. On dit qu’une partie de E est non finiment recouverte si aucun sous-recouvrement fini extrait de (O;);es
ne la recouvre. On suppose par 'absurde que E lui-méme est non finiment recouvert. On va construire par
récurrence une suite (B,),>; de boules fermées non finiment recouvertes de la forme B, = B(x,,2™"), dont les
centres vérifient d(x,41,x,) < 27

Comme E est précompact, il est recouvert par un nombre fini de boules fermées de rayon 1/2 et I'une de ces
boules B; = B(x;,27 1) est non finiment recouverte, puisque sinon E serait finiment recouvert. Comme B; est une
partie de E, elle est aussi précompacte, donc on peut lui appliquer le méme raisonnement avec des boules de
rayon 1/4. On obtient donc une boule B, = B(x;, 2”2) non finiment recouverte de centre x, € By, ce qui donne
d(xy,x1) < 271, On continue de méme la construction de la suite (B,),>.

La suite (x;,),>1 est de Cauchy dans E complet, donc converge vers un certain x € E. Le point x appartient a un
ouvert O;, et pour r > 0 suffisamment petit, on a B(x,r) C O;. Ensuite, pour n assez grand tel que d(x;,, x) < r/2
et 27" <r/2,ona B, C B(x,r) C O,. Cela contredit le fait que B, est non finiment recouverte. On en déduit la
compacité de E. O

Le théoreme d’Ascoli peut s’appliquer par exemple en analyse complexe et permet d’obtenir le théoréme des
familles normales, ou théoréme de Montel. Si Q est un ouvert non vide de C, on désigne par Z'(Q) I’ensemble
des fonctions holomorphes (dérivables au sens complexe en tout point) de Q dans € muni de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact : f; — f signifie que sup,cx |fj(z) — f(2)| = 0 pour tout compact
K C Q. On peut la définir a I’'aide d’une suite exhaustive de compacts non vides (K,), ¢’est-a-dire K,, C I°<n+1 et
U, K, = Q, par la distance

dge(f.8) = ), 2 " min (1, sup |f(z) — g(Z)I) :
n=1 z€K;,
Cette topologie fait de 7°(Q2) un espace de Fréchet : un espace vectoriel topologique localement convexe, métrisable
par une distance compléte invariante par translation. Ici, la convexité locale vient des voisinages définis par un
nombre fini d’'inégalités supy |f — g| < &,. Une partie A de #(Q) est dite localement bornée si pour tout compact
KcQ, '
IM(K)>0 VzeK VfeA |f(z)] < M(K).

Le théoréme de Montel dit qu’une partie A de Z(Q2) est relativement compacte si et seulement si elle est
localement bornée.



CHAPITRE / 2

Espaces normés de dimension finie Référence : [6].

2.1 Normes et compacité dans K"

On note K le corps R ou le corps C, munis respectivement de la valeur absolue ou du module usuels. Pour un
entier n > 1, l'espace produit K" est muni de la topologie produit, que 'on peut définir par la norme

%o = gjagxn Ix;l, pour x = (xy, ..., X).

On a la caractérisation suivante des compacts de K".

Proposition 2.1. Une partie de K" est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration. On a vu précédemment qu’une partie compacte d’un espace métrique est fermée et bornée. Pour
la réciproque, on observe que si A désigne une partie bornée de K", alors elle est incluse dans un ensemble produit
de la forme {x € K| |x| < M}". Ce dernier ensemble est précompact, comme produit d’ensembles précompacts.
Il est aussi complet, car fermé dans K", qui est complet. (On peut travailler coordonnée par coordonnée pour
montrer que K" est complet quand K est complet.) Ainsi, I’ensemble produit est compact. Finalement, la partie A
est compacte aussi car fermée et incluse dans un compact. O]

On rappelle que deux normes p et g sur K" sont dites équivalentes s’il existe deux constantes a, b > 0 telles que
a p(x) < q(x) < b p(x) pour tout x € K". On définit ainsi une relation d’équivalence.

Proposition 2.2. Toute norme | - | sur K" est équivalente a la norme | - |. Par conséquent, toutes les normes
sur K" sont équivalentes.

Démonstration. On note (ey, ..., e,) la base canonique sur K”. Comme | - | est une norme, on a pour tout x € K",
n n n
=Y 5] < 3 il < Ixleo Y Il
J=1 J=1 j=1
—_——
=b
Cela montre en particulier que la norme | - || est continue sur K". En effet, I'inégalité triangulaire implique que

pour tous x,y € K",
lxl = Iyl < lx =yl < bllx = yllco-

De plus, la sphére unité S = {x € K"|| x| = 1} est fermée et bornée, donc compacte dans K". La norme | - || atteint
alors son infimum sur S, de sorte qu’il existe x, € S tel que ||x| > |xy| = a pour tout x € S. On a nécessairement
x

oo

a > 0, puisque x; est non nul. Finalement, pour x € K" non nul, on a > a, et donc |x| > a|x|co. O

1
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2.2 Normes et compacité en dimension finie

Le cas de I'espace nul est immédiat pour les résultats de cette section et pour la continuité automatique démontrée
plus loin; dans leurs preuves, on suppose donc dim E > 1.

Comme un espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe a K", on peut transposer comme suit les résultats
ci-dessus.

Proposition 2.3. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie.

(i). Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(ii). Une norme étant fixée, les parties compactes de E sont exactement les fermés bornés.

Démonstration. On note f un isomorphisme de K" vers E. Si p désigne une norme sur E, alors p o f est une
norme sur K. Par conséquent, si p et q sont deux normes sur E, alors les normes p o f et g » f sont équivalentes
sur K". Comme f est bijective, les normes p et g sont donc équivalentes sur E.

Pour le deuxiéme point, on note | - | la norme considérée sur E, et on munit K" de la norme x — |f(x)|.
L’isomorphisme f est donc bicontinu. Il fait correspondre les parties compactes, fermées, et bornées de E avec
celles de K". On déduit donc la caractérisation des compacts de E de celle des compacts de K". O

Proposition 2.4. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. (C’est un espace de Banach.)

Démonstration. On sait que K" muni de la norme | - |, est complet puisque K I’est. Par équivalence des normes,
K" est aussi complet si muni de la norme x — [ f(x)|, ou| - | est la norme considérée sur E, et f est un isomorphe
de K" vers E. On en déduit que E est complet. O]

2.3 Applications

2.3.1 Théoreme de Riesz

On sait qu’en dimension finie, la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé est compacte, puisqu’elle est
fermée et bornée. Cette propriété est en fait caractéristique de la dimension finie.

Lemme 2.5 (Riesz). Soit E un espace vectoriel normé et soit F un sous-espace vectoriel fermé de E tel que F + E.
Alors,

Ve>0 du€ekE

Démonstration. On considére un point quelconque v € E \ F. Comme F est fermé, {v} est compact et F N {v} = @,

de sorte que d = d(v, F) > 0. Pour ¢ > 1, tout vecteur unitaire convient. Supposons donc 0 < ¢ < 1. Il existe un
d . V- .

vecteur fy € Ftelqued < |v— fol < 5 Alors, le vecteur défini par u = f convient. En effet, ce vecteur

—¢

v =l

est de norme 1 et pour tout f € F,ona

EF
———
— + —
- fl= H ) fH b-Che—RIDL, 4 _,_,
Iv f0|| v = fol d/(1-¢)
On conclut en prenant I'infimum sur tous les vecteurs f € F. O

Théoréme 2.6 (Riesz). Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité fermée de E est compacte, alors E est
de dimension finie.
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Démonstration. On suppose par ’absurde que E est de dimension infinie. Alors, il existe une suite strictement
croissante (E,),>( de sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Le lemme précédent permet de construire
une suite (u,),>1 de vecteurs de E, de norme égale a 1 (donc appartenant a la boule unité fermée), vérifiant
u, € E, et d(u,, E,_{) > 1/2 pour tout n > 1. En particulier, on a |lu, — u,,| > 1/2 si m < n, de sorte que la suite
(uy)p>1 ne peut admettre de sous-suite convergente. Cela contredit la propriété de Bolzano-Weierstrass, et donc
la compacité de la boule unité de E. Ainsi, I’espace E est de dimension finie. O

2.3.2 Continuité automatique

Proposition 2.7. Soit E et F deux espaces vectoriels normés sur K, avec E de dimension finie. Alors, toute
application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. On note (e, ...,e,) une base de E, et on munit E de la norme vérifiant x| = max{|x;],..., |x,|},
avec X = xyeq + ... + x,¢,. En notant p la norme considérée sur F et u une application linéaire de E dans F, on
peut écrire

plu(x)) = p(Z x,«u(e,o) < IxjlpCuley)) < lxl D pluCe)).
j=1 j=1 j=1

Ainsi, u est continue quand E est muni de la norme || - |. Par équivalence des normes en dimension finie, on en
déduit que u reste continue quand E est muni de la norme initiale. O



CHAPITRE / 3

CaICUI diffél‘entiel Références : [1, 2, 3, 4, 5].

3.1 Différentiabilité et dérivées partielles

3.1.1 Définitions

Pour décrire les variations d’une fonction f : R" — R, nous introduisons la notion de dérivée partielle. Dans
tout ce cours, on note (ey, ..., e,) la base canonique de R" et (#y, ..., 7,,) la base canonique de R™. Ces espaces sont
munis de leur structure euclidienne.

Définition 3.1. Soit U un ouvert de R* et f : U — R. On dit que la fonction f admet une dérivée partielle en
a = (ay,...,a,) € U par rapport a sa i-éme variable si la limite suivante existe :

af flay,....qi 1,0+ hapy,....a7) — f(a) . fla+he)— f(a)
rr(l) = lim .

_ = 1
ox; @ h1—> h h—0 h

Le calcul de a—f(a) consiste donc a ne dériver I'expression de f que par rapport a la variable x;. La notion de
X
dérivée partielle suppose a priorile choix d’'une base dans R™. La différentielle donne une description intrinséque

de ces variations au voisinage d’un point. Sa définition s’applique aussi aux fonctions a valeurs vectorielles, que
nous considérons des maintenant.

Définition 3.2. Soient U un ouvert de R* et f : U — R™. On dit que f est différentiable en a € U s’il existe
une application linéaire L € Z(R",R™) telle que

If(a+h)— fla) - L(W)| _
im =0
Ih|—0 Il

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que B(a,d) C U et, pour tout h € R",
0<|hl<é = If(a+h)— f(a) — LW < e|Al.

Dans ce cas, I'application linéaire continue L est unique. Elle est notée d f(a) et appelée différentielle de f en a.

Remarque. Une autre facon de vérifier la différentiabilité d’une fonction f en un point a est de montrer
I'existence d’une fonction ¢, définie au voisinage de 0 dans R" a valeurs dans R™, vérifiant £(0) = 0 et e(h) — 0
quand h — 0, et telle que pour tout & € R" de norme assez petite,

fla+h) = f(a) + df(a)(h) + |hle(h),

c’est-a-dire de montrer que
fla+h)=f(@+df(@)h) +o(lal)  quand [A] — 0.

On reconnait ici le développement limité de la fonction f a 'ordre 1 au point a.

Point de vigilance. Si f est différentiable sur un ouvert U, I’application a +— df(a) est définie sur U et
prend ses valeurs dans Z(R", R™). Elle n’est en général ni constante ni linéaire. La linéarité de la différentielle
concerne I'application h - df(a)(h), le point a étant fixé.

14
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Remarque. Dans le cas d’une fonction f : R — R, la différentielle est une application linéaire de R dans R. Elle
peut donc étre identifiée a la multiplication par un réel noté f’(a), et on a pour tout h € R,

df(a)(h) = f'(a)h.

Autrement dit, 'application linéaire h — d f(a)(h) n’est autre que la multiplication du réel h par le réel f’(a).
Proposition 3.1. Si f : R" — R™ est différentiable en a € R", alors la fonction f est continue au point a.

Démonstration. On a f(a + h) — f(a) = df(a)(h) + o(|h]) — 0 quand |h| — 0. O

Remarque. L’existence des seules dérivées partielles n’implique pas la continuité. Pour s’en convaincre, on peut
considérer la fonction f : R? — R définie par

< xzy )2 iy+0
_ si
faen=\stvy2) Y
0 siy=0.
of of . . , ) o1
En effet, ona 6_(0’ 0) = a—(O, 0) = 0, mais la fonction f n’est pas continue en (0, 0), car par exemple f(x, x*) = 2
X y

pour tout x # 0.

La proposition suivante exprime les dérivées partielles a partir de la différentielle.

Proposition 3.2. SoientU un ouvert deR" et f : U — R™. Si la fonction f est différentiable en un pointa € U,
alors pour tout entier 1 < i < m, les fonctions f; admettent des dérivées partielles, et on a pour tout h € R",

af@m = 3,3, Lamy,
i=1 ]

n
j=1

Démonstration. Pour tout 1 <i<mettouth € R*, ona

fia+h) = fia) — (df(@)] < [ fla+h) - f(a) - df(@)(R)].

On en déduit que
L Mieth) — fila) — (df@)m)il _
im =0.
R d

En particulier, en prenant h = te; pour 1 < j < n, il vient

o fia+tej) — fi(a) — t(d f(a)(e))il
lim =0

t—0 |t|

5

et donc

i(a +te;) — fi(a)
@ @ep), = lim IO

Ainsi, pour tout 1 < i < m, les fonctions f; admettent pour dérivées partielles

"_ﬁ(a) = (df(a)(e));

6x]

n
En outre, pour tout vecteur h = Z hje; dans R", on peut écrire le vecteur d f(a)(h) de R™ sous la forme
=1

df @) = Y df@H
i=1
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Par linéarité de la différentielle h — df(a)(h), il vient

aF@) = 3 3 A = 3. Y. Dy,
i=1 j=1 i=1 j=1 9%
ce qui conclut la preuve. t

Ainsi, une fonction différentiable en un point a admet des dérivées partielles. La réciproque est fausse en général
comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 3.1. Soit f : R? — R définie pour tout (x, y) € R? par

2
six+#0

fCe,y) =

0 six =0.

On calcule alors
af .
ax 0=

f

f(t>0)_f(0’0):0 et a—(O,O)thf(O,t)_f(O’O):0
t ay t—0 t

5

ce qui montre que f admet des dérivées partielles en (0,0). Si f était différentiable en ce point, la proposition 3.2
montrerait que sa différentielle d f(0, 0) est I’application linéaire nulle. Cependant,

f(h ) — f(0,0) = df (0,0, h) _
; ,

qui ne tend pas vers 0 lorsque h — 0. Donc, f n’est pas différentiable en (0, 0).

Si f: R" - R™ est une fonction différentiable en un point a € R", sa différentielle d f(a) est une application
linéaire de R" dans R™. Les bases (ey, ..., €,) de R* et (1, ..., 1,,) de R™ étant fixées, I'application linéaire d f(a)
peut étre représentée par une matrice de taille m x n notée J r(a). D’aprés la proposition 3.2, la composante (i, /)
de cette matrice est donnée par la j-éme dérivée partielle de la i-éme composante de f.

Définition 3.3. Soit f : R" — R™ une fonction qui admet des dérivées partielles au point a € R". On appelle
matrice jacobienne de f en a la matrice

(@) = (j—j;())

1<j<n

Lorsque m = n, la matrice jacobienne J f(a) est carrée et son déterminant

det] ¢(a)

s’appelle le jacobien (ou le déterminant jacobien) de f en a.

Le cas des fonctions f: R" — R a valeurs scalaires (m = 1) représente un cas particulier qu’il convient de
distinguer. En effet, dans ce cas, la différentielle d f(a) est une application linéaire de R" dans R, i.e. une forme
linéaire sur R", et la matrice jacobienne est un vecteur ligne a n composantes qui sont les dérivées partielles de f,
que l’'on peut assimiler a un vecteur de R".

Définition 3.4. Soit f : R* — R une fonction qui admet des dérivées partielles au point a € R". Le vecteur
de R" défini par

Vf(a) = (a—fl(a), 2L w)

ox ox;,

est appelé gradient de f en a.
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Remarque. Si f: R" — R est différentiable en a € R", la proposition 3.2 montre que pour tout 4 € R", on a
df(@(h) =J4(@)'h = V(@) h,

On utilise ici des notations usuelles pour la transposée et le produit scalaire. De plus, on dispose de la formule de
Taylor suivante :

fla+h) = f(a)+Vf(a) -h+o(|h]) quand h — 0.

3.1.2 Propriétés

Pour calculer une dérivée partielle, on fixe toutes les variables sauf une. Les régles de dérivation usuelles
s’appliquent donc; nous les rappelons sans démonstration.

Propriété 3.3. Soient f,g: R" — R deux fonctions, et soient A, i € R.

(i). Sila fonction f ne dépend pas de la i-éme variable, alors sa dérivée partielle par rapport a cette variable
7
existe en tout point a € R" et vérifie a—f(a) = 0.
Xi

(ii). Si les fonctions f et g admettent une dérivée partielle par rapport a la i-éme variable en un point a € R",
alors la combinaison linéaire A f + pg admet une dérivée partielle en a par rapport a la i-éme variable, et

ona
IS + pg) of 9g
—— @ =21—=() +p==(a).
8xl- 8xl- axl-
(iii). Si les fonctions f et g admettent une dérivée partielle par rapport a la i-éme variable en un point a € R",
alors le produit fg admet une dérivée partielle en a par rapport a la i-éme variable, et on a

afg)

8x,~

@ =10 E @+ 5@ @)

Passons aux regles de calcul pour la différentielle.

Propriété 3.4. Soient f,g: R" — R™ deux fonctions, et soient A, i € R.

(i). Sila fonction f est constante, alors f est différentiable en tout point a € R", de différentielle d f(a) = 0.
(ii). Si f € L(R*,R™) est une application linéaire, alors f est différentiable en tout pointa € R", de différentielle

df(a) = f.

(iii). Si les fonctions f et g sont différentiables en un point a € R", alors la combinaison linéaire A f + g est
différentiable en a, de différentielle

dOAf + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).

(iv). Sim = 1, et si les fonctions f et g sont différentiables en un pointa € R", alors le produit f g est différentiable
en a, de différentielle

d(fg)(a) = f(a)dg(a) + gla)df(a).
Démonstration.  (i). Sila fonction f est constante, alors il existe ¢ € R™ tel que f(x) = ¢ pour tout x € R*. On
a donc f(a+ h) — f(a) = 0 pour tous a,h € R*. D’ou df(a)(h) = 0.

(ii). Si f e L(R",R™) est une application linéaire, alors f(a + h) — f(a) = f(h) pour tous a,h € R". Comme f
est linéaire, cela montre que df(a)(h) = f(h).

(iii). Sif,g: R* - R™ sont deux fonctions différentiables en a € R", alors il existe des fonctions ¢, &, : R* — R™
telles que &;(h) — 0 et &5(h) — 0 quand h — 0 telles que pour tout h € R" assez petit,

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + hle(h)
gla+h) - g(a) = dg(a)(h) + [hlex(h).
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Par conséquent,

Af(a+h) + pgla+h) = Af(a) + pgla) + Adf(a)(h) + pdg(a)(h) + |hl(Aer(R) + pex(h)).
Comme la fonction h — Adf(a)(h) + pdg(a)(h) est linéaire et comme e(h) = Ae;(h) + pey(h) — 0 quand
h — 0, on en déduit que la combinaison linéaire Af + pg est différentiable en a avec
d(Af + pg)(@) = Adf(a) + pdg(a).
(iv). On suppose maintenant m = 1. On écrit alors

fla+h)gla+h) - fla)g(a) = fla+h)(gla+h) - g(a) + gla)(fla+h) - f(a))
= fla+ h)(dg(a)(h) + [hle(h) + g(a)(df(a)(h) + [hlley (R)).
Par conséquent,
[f(a+h)gla+h) - fla)g(a) — f(a)dg(a)(h) — g(a)d f(a)(R)|
i
_I(fla+h) — f(a))dg(@)h) + fla+ Wlhlea(h) + gla)lhle; (b))
Al
<[fla+h) = f(a@) ldg(@)] + |f(a+ P lex(W)| + |g(@)l ler (R)].

Cette borne tend vers zéro quand |[h| — 0 car la fonction f est continue en a, d’aprés la proposition 3.1.
Ainsi, le produit fg est différentiable en a, et on a

d(fg)(a) = f(a)dg(a) + gla)df(a),

qui est la formule attendue.

Examinons maintenant comment la différentielle se comporte par composition.
Proposition 3.5. Soient f : R* — R™ une fonction différentiable en un point a € R", et soit g : R™ — RP

une fonction différentiable en f(a) € R™. Alors, la composée g o f : R" — RP est différentiable en a € R, de
différentielle

d(g ° f)(a) = dg(f(a) - df(a). (3.1)

Démonstration. Notons b = f(a). Il existe des fonctions ¢ : R* - R™ et &, : R™ — RP?, nulles en 0 et vérifiant
e1(h) > 0 quand h — 0 et £5(k) — 0 quand k — 0, et telles que pour tous h € R"” et k € R™ assez petits,

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + |hle(h) (3-2)

et

8 + k) — g(b) = dg(b)(k) + [klex (k). (3.3)

Posons k, = f(a+ h) — f(a). D’apres (3.2), il existe ¢ > 0 tel que |[ky|| < c|h| pour tout h assez petit. En reportant
dans (3.3), on obtient

g(fla+h)) = g(f(a) + ky) = g(f(a)) + dg(f(@))(kn) + [knllez(kn)
= g(f(@) + dg(f(@))(df(a)(h) + [|hlle1 (h)) + llknllex(kn)-
Par conséquent,
lg(f(a+h)) - g(f(@)) — (dg(f(@)) - df(@)(R)]
g
_lIinldg(f(@)er(h) + Iknlles(kn)l
d
<[dg(f(@)I les (W + clez(ki)l,

avec une borne qui tend vers zéro quand | — 0. Cela conclut la preuve. O
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Point de vigilance. Contrairement aux fonctions d’une seule variable, 'ordre d’apparition des différentielles
dans la formule (3.1) est extrémement important. En effet, comme g f : R* — R?, sa différentielle en a € R"
(quand elle existe) doit étre une application linéaire de R" dans RP. Comme d f(a) € Z(R",R™), on en déduit
que df(a)(h) € R™ pour tout h € R". De plus, comme dg(f(a)) € L(R™, RP), alors dg(f(a))(df(a)(h)) € RP.
Cela montre bien que dg(f(a))-df(a) € ZL(R",RP). On peut voir cela également avec les matrices jacobiennes.
En effet, on a

Jgo(@) = Jo(F @) @).

Comme ] 7(a) est une matrice m x n et comme J,(f(a)) est une matrice p x m, la multiplication de matrices
Jg(f(a))] t(a) a un sens car J,(f(a)) posséde m colonnes et J¢(a) possede m lignes. En revanche, le produit
de ces matrices dans 'ordre inverse n’est pas toujours bien défini. Enfin, dans ce qui suit, on omet parfois le
symbole o quand on considére la composition dans & (R").

Remarque. Il est intéressant d’écrire la formule (3.1) avec les dérivées partielles. Si 'on note u € R™ la variable
de g, alors pour tous entiers 1 <i < pet1 < j<n,

A Dy -y 2 U]

J k:1

Le calcul consiste donc a dériver g; par rapport a la variable v et d’évaluer le résultat en f(a), de multiplier par
la dérivée de fi par rapport a la variable x; évaluée en a, puis de sommer par rapport a k.

En plusieurs variables, le théoréme des accroissements finis prend la forme de I'inégalité suivante.

Définition 3.5. Un sous-ensemble C de R" est dit convexe si pour tous x, y € C, le segment entre x et y est

inclus dans C, soit
[x,y] = {ty + (1 —Dx, te [0, 1]} c C.

Théoreme 3.6 (des accroissements finis). Soit U C R" un ouvert convexe, et soit f : U — R™ une fonction
différentiable. Alors, pour tous x,y € U,

1f ) = fDI < lx =yl sup [df (2.

z€[x.y]

Démonstration. Soient x,y € U. Comme ’ensemble U est convexe, le segment [x, y] est bien inclus dans U. Soit
g : [0,1] — R la fonction définie pour tout ¢ € [0, 1] par le produit scalaire

g() = fty + (1 =0x)- (fF() = fG)) = Y, filty + (1 = D)) = fix)).
i=1

Notons que la fonction g est bien définie sur [0, 1] puisque ty + (1 — t)x € U, et elle est par ailleurs continue sur
cet intervalle. De plus, la fonction f est différentiable sur U, et la fonction ¢ — ty + (1 —¢)x est dérivable sur |0, 1].
La formule de différentiation des fonctions composées assure que g est dérivable sur |0, 1[, de dérivée donnée par

veelo il g'() = dfty+ A -0x)(y—-x) (f(y) - f(x).

D’apreés le théoréme des accroissements finis unidimensionnel, il existe un ¢, € 10, 1] tel que g(1) — g(0) = g’ (%)).
On en déduit que

1£() = FGOIP = (df oy + (1 = t)x)(y = x)) - (f(3) = F(x)).

Par conséquent, d’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1£3) = FOOI < 1f() = FGONdf oy + (1 = 1)x)(y = %)l
<1fG) = fGNy = xl 1df Gy + (1 = 0)x)]
<If3) = fGNly = x| sup [[df(2)I,

z€[x,y]

ce qui conduit au résultat. O
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Définition 3.6. Un sous-ensemble C de R" est dit connexe s’il n’existe aucune paire d’ouverts (U;, Us) tels que
CﬂUl —‘#@,COUZ = Qet

CCUIUUZ et (CﬂUl)ﬂ(CﬂUg)Z(Z).

Autrement dit, un ensemble est connexe s’il n’est pas la réunion de deux ouverts relatifs disjoints non vides. Dans
le cas d’un ensemble lui-méme ouvert, cela se traduit par la propriété plus intuitive suivante.

Théoreme 3.7. Un ensemble ouvert et non vide U de R" est connexe si et seulement si pour tous x,y € U, il
existe une ligne brisée contenue dans U qui relie x et y, i.e. il existe un nombre fini de points xi, ..., x, € U tels
que x = xy ety = X, et les segments [x;, x;1] sont inclus dans U pour tout 1 <i< p—1.

Démonstration. Nous ne montrons que la condition nécessaire qui sera la seule utilisée par la suite. Fixons x; € U,
et notons V 'ensemble des points de U que I'on peut relier a x, par une ligne brisée dans U. Cet ensemble vérifie
les propriétés suivantes.

o V est ouvert : Soit a € V. Il existe une ligne brisée L C U qui relie x; et a € U. L’ensemble U étant ouvert,
il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U. Donc, pour tout x € B(a,r), on a [a,x] C B(a,r) C U, et donc
L’ = LU [a,x] C U est une ligne brisée reliant x et x. Cela montre que x € V. Ainsi, B(a,r) C V.

o V est fermé dansU : Soit b € V N U. 1l existe un réel r > 0 tel que B(b,r) C U, car U est ouvert, et il existe
un point a € V tel que |a — b| < r, car b est adhérent a V. Soit L C U une ligne brisée reliant x, et a. Alors,
L’ = LU [a,b] est une ligne brisée dans U reliant x; et b, ce qui montre que b € V, et donc V =V NU.

On écrit alors que U = (U\ V) UV, avecVetU\V = U \ V ouverts et disjoints. Comme I"ensemble U est
connexe, on a soit V = @, soit U \ V = @. Cependant, on sait que x; € V, donc V est non vide, ce qui impose
V =U. Enfin, si x,y € U, il existe une ligne brisée L, C U reliant x; et x, et une ligne brisée L, C U reliant x; et
y. Finalement L = L, U L,, est une ligne brisée dans U qui relie x et y. O

Théoreme 3.8. SoitU C R" un ouvert connexe, et soit f : U — R™ une fonction telle que d f(x) = 0 pour tout
x € U. Alors, la fonction f est constante surU, i.e. il existe c € R™ tel que f(x) = ¢ pour tout x € U.

Démonstration. Soit x,y € U. L’ensemble U est connexe, donc le théoréme 3.7 assure I'existence d’une ligne
brisée contenue dans U qui relie x et y. Ainsi, il existe xj, ..., x, € U tels que x = x; et y = x,, et les segments
[, x;41] sont inclus dans U pour tout 1 <i < p — 1. D’apres le théoréme des accroissements finis, on a

1f (i) = FGI < x4 — %] sup - [df(2)] =0,

2€[x;, %11

puisque df(z) = 0 pour tout z € [x;,1, x;| C U. Enfin, d’aprés I'inégalité triangulaire,

p—1
1£G) = FODI < Do NfGien) = FGDI =0,
i=1

ce qui montre que f est constante dans U. O

L’exemple suivant montre pourquoi on ne peut pas supprimer ’hypothése de connexité.

Exemple 3.2. On considére dans R? les points x; = (—1,0) et 3, = (1,0). On définit 'ensemble U = B(x, 1/2) U
B(yp,1/2). 11 s’agit d’un ensemble ouvert, car c’est la réunion de deux boules ouvertes, mais non connexe puisque
U est lui-méme 'union de deux ouverts disjoints. Si I’on définit la fonction f: U — R par f(x,y) = —1 si
(x,¥) € B(xy,1/2), et f(x,y) = 1si(x,y) € B(yy,1/2), alors df(x,y) = 0 pour tout (x,y) € U. Cependant, la
fonction f n’est pas constante sur U.
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3.1.3 Fonctions de classe &'

L’existence des dérivées partielles ne suffit pas, a elle seule, a assurer la différentiabilité. Leur continuité fournit
en revanche un critére que nous allons établir.

Définition 3.7. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R™. On dit que la fonction f est de classe €' sur
U si f est continue et différentiable sur U, et si sa différentielle df : U - Z(R",R™) est continue. On note
@1(U;R™) I'ensemble des fonctions de classe €' sur U a valeurs dans R™ et, plus simplement, €!(U) quand
m=1.

Il est clair que si f est de classe G sur U, alors toutes les dérivées partielles de f sont continues sur U. Le résultat
suivant montre que la réciproque est vraie.

Théoreme 3.9. Soit U C R" un ouvert, et soit f: U — R™. On suppose que pour tous entiers 1 < i < m et
of;

1 < j < n, la fonction f admet des dérivées partielles a—fl qui sont continues sur U. Alors, f est différentiable sur U
X

j
et f € €L(U;R™).

Démonstration. Pour simplifier, nous présentons la démonstration pour m = 1. Soit a € U. Montrons que la
fonction f est différentiable en a. Par continuité des dérivées partielles, on sait que pour tout € > 0, il existe r > 0
tel que B(a,r) C U, et pour tous 1 < j < net x € B(a,r),

f of
( ) - —(a) < ﬁ (3.4)

Pour h € R" fixé tel que || < r, on note v =0, et pour tout 1 < j < n,
v = hie 4+ + hie;.
On peut alors écrire
n
fla+h) - f@) =Y .(fla+vP) - fla+v0"D)). (3.5)
j=1

Pour tout ¢ € [0, 1], posons ensuite

gi(t) = f(a+v =1 4 th i€;).

Chaque fonction g; est bien définie car le point a + WD 4 thje; est dans la boule B(a, ). De plus, g; est continue
sur le fermé [0, 1]. Par définition des dérivées partielles, elle est aussi dérivable sur 'ouvert |0, 1[, avec pour
dérivée sur cet intervalle

/ of -
g] (t) = E(a + V(] D + thje])h]
]
En vertu du théoreme des accroissements finis unidimensionnel, on en déduit 'existence d’un réel 6; € [0, 1] tel
que gj(1) — g;(0) = g;(ej), ce qui donne
@) G-y _ of G- 4 g he
fla+v9)— fla+v )—a—xj(a+v +jjej) -

Comme le point a + v 4 O;hje; est dans la boule B(a,r), la borne (3.4) donne

of
a_xj (@)

£
< —.

2 ~
a—(a + V(] ) + QJhJe]) — \/ﬁ

%j

On déduit alors de (3.5) que pour tout h € B(O, r),

fla+h) - f(a)— Z —(a) —(a+v0 1>+ehe,)——(a)

Zlh | < elhl.
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On a ainsi montré que la fonction f est différentiable en a et que sa différentielle vérifie pour tout h € R",

af (a).

ax]

df(@)(h) = > b
j=1

Il reste & montrer que la différentielle df : U - Z(R",R™) est continue. Dans ce but, on utilise (3.4) afin d’écrire
que pour tous v € R" et x € B(a,r),

ldfGe)(v) — df (@)l < % ]Z:;Ivjl < elvl.

Par conséquent, |df(x) — df(a)| < ¢, et donc la différentielle d f est continue en a. O

Le théoréme 3.9 est trés utile en pratique. En effet, il est généralement difficile de montrer directement qu'une
fonction f est différentiable sur un ouvert U. Une possibilité consiste donc & montrer que f admet des dérivées
partielles sur U, et que celles-ci sont continues sur U. Le résultat précédent assure alors la différentiabilité de f
sur U.

Exemple 3.3. Soit f: R? — R la fonction définie par
2 2
-y .
xy—— si(x,y) # (0,0
feap =731 2 (x,y) # (0,0
0 si (x,) = (0,0).

La fonction f est correctement définie, continue, et elle admet des dérivées partielles continues sur R? \ {(0,0)}.
Pour tout (x, y) # (0, 0), on calcule

8f( ) x* + 4x?y? — . 8f( )
—(x,y)=y——— e —(x,y)=x
ox VTG Y oy T T Y

Xt —ax?y? —

En outre, au point (0, 0), les dérivées partielles sont données par

9 (0,0) = tim LEOZSOQO gy gy SON OO,
ox x—0 x—0 3)/ Y0 v 0

0 d
Comme annoncé précédemment, les dérivées partielles 8_f et a—f sont continues sur 'ensemble R? \ {(0,0)}.
X Y
Pour étudier leur continuité en (0, 0), passons en coordonnées polaires en posant x = rcos6 et y = rsin#, avec

r=+x%+y2>0et6 € [0,2x]. On observe que (x,y) — 0 si et seulement si r — 0. Ainsi,

0 d
‘—f(x, y)‘ < rlsin ] [cos* 0 + 4 cos? 0 sin? @ — sin* 0] < 6r ——— 0 = —f(O, 0),
ox (x,y)—0 ox

0 7]
ce qui prouve que la dérivée partielle a—f est continue en (0, 0). On montre de méme que a—f est continue en (0, 0).
x y

Finalement, les deux dérivées partielles de f sont continues sur R? tout entier. On en conclut que la fonction f
est différentiable sur R?.
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3.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Tout comme pour les fonctions d’une seule variable, on dispose aussi de notions de dérivées d’ordre supérieur
pour les fonctions de plusieurs variables. Nous nous limitons ici a la notion de dérivée partielle d’ordre deux,
méme s’il est possible de définir la différentielle d’ordre quelconque k > 2.

Définition 3.8. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €. On dit que la fonction

7}
f admet des dérivées partielles d’ordre deux en un point a € U si les fonctions a—f, es a—f admettent des
X1 Xn

dérivées partielles en a. Pour tous 1 < i, j < n, la i-éme dérivée partielle de la j-eme dérivée partielle de f ena

S (- 2 (2w,

axiaxj 8xi axj

est notée

De plus, on appelle matrice hessienne de la fonction f au point a la matrice formée des dérivées partielles
d’ordre deux en a, c’est-a-dire
o f

@)
9x;9%; "/ 1<ij<n

D*f(@) = (

Le théoréme de Schwarz permet de permuter 1'ordre des dérivations partielles lorsque les dérivées partielles
secondes sont continues.

Théoréme 3.10 (Schwarz). SoitU C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €' qui admet des
dérivées partielles secondes sur U, lesquelles sont continues en un point a € U. Alors, pour tous 1 < i,j < n,

2 2
af(a) o°f

8xl~8xj - anaXi

(a).

En particulier, la matrice hessienne D? f(a) est symétrique.

Démonstration. Comme U est ouvert, on peut fixer un r > 0 tel que B(a, 2r) C U.

Casn = 2. Pour tout h € R? avec |h| < r, on pose
Ap = (f(a+h) = flar + h1,ap)) = (f(a1, a2 + hp) = f()),
ainsi que pour tout x € [a; —r,a; +r],
¢(x) = f(x,a, + hy) — f(x,ap).

La fonction ¢ ainsi définie est continue sur le fermé [a; —r,a; + r], et dérivable sur l'ouvert Ja; —r,a; + r[, avec
pour dérivée sur cet intervalle

of of
o' (x) = —=(x,ay + hy) — —=(x,ap).
ox ox
Le théoréme des accroissements finis unidimensionnel montre alors 'existence d’un réel 6; € [0, 1] tel que
@(ay + hy) — @(ar) = hi¢’(a; + 61hy),
ce qui donne encore

7] 0
M= (e + by + ) = L e + Oy, ).

On définit ensuite pour tout y € [ay —r,ay +r],

19 = L +omy).
X
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La fonction ¢ ainsi définie est continue sur le fermé [a, — r, ay + r], et dérivable sur 'ouvert Jay —r, ay + r[, avec
pour dérivée sur cet intervalle

22
f (a1 + 61y, y).

V=5

Le théoréme des accroissements finis montre 'existence d’un réel 6, € [0, 1] tel que
Y(az + hy) — y(az) = hay’(az + b2hy),

c’est-a-dire )

0

Ah = hlhz_f ((11 + 91]’11,(12 + 92’12).
dyox

En échangeant le role des variables x et y, le méme argument montre I'existence de deux réels ny,7, € [0, 1] tels

que
2

P
Ap = hyhy

+nihy,ay + noh
axay(al nyhy, ay + nzhy)

Pour tout h avec hihy # 0 et |h| < r, il existe donc des réels 0, 0,, 11,1, € [0, 1] tels que
2 2

+6.hy,ay + Ohy) =
ayax(al 1hy,ay + 62h) %y

(ay +nyhy, ay + nzhy).

Cependant, on observe que les deux vecteurs (0, hy, Oyh5) et (n1hy,n2hy) sont de norme au plus celle de h. De plus,
2

et
dydx  9xdy

o’ f *f
(a) =
dyox 0xdy

les dérivées partielles d’ordre deux sont continues au point a. On en conclut par passage a la limite

quand h — (0,0) que
(a).

Casn > 3. Le cas i = j est immédiat. Fixons des indices distincts 1 < i, j < n, et pour tout point (x, y) € R? avec
[(x, ¥)| < r, considérons

g(x,y) := f(a+ xe + ye)).
La fonction g est de classe €' sur B(0,r), et elle admet dans cette boule des dérivées partielles d’ordres un et
deux qui vérifient

7] 0 d 0
—g(x, y) = —f(a + xe; + ye;) et —g(x, y) = —f(a + xe; + ye;j),
ox ox; ay ox;
ainsi que
g ’f g 9
—(x, = a+ xe; + ye; et —(x, = a+ xe; + ye;).
axay =Y ax,»axj( i e) ayox V) axjaxi( i)
2 (92 82 (92
Comme les dérivées partielles e sont continues en a, les dérivées partielles et sont
8xl-8xj 3xj8x,- 6x8y 8y8x
continues en (0,0). On déduit alors du cas précédent que
o*f o’g o’g o*f
(a) = (0,0) = (0,0) = (a),
0X;0X; oxay dyox 0x;0x;

ce qui conclut la preuve du théoréme. O
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Définition 3.9. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €. On dit que f est de classe
€2 surU si f admet des dérivées partielles d’ordre deux en tout point de U, qui sont continues sur U. Pour
les fonctions & valeurs dans R™, cette définition s'applique composante par composante. On note €2(U; R™)
I’ensemble des fonctions de classe €2 sur U a valeurs dans R™ et, plus simplement €2(U) quand m = 1.

Cette notation s’étend aux ordres supérieurs de la facon suivante :

Définition 3.10. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction.

« Ondit que f est de classe €7, pour un entier p € N, si f admet des dérivées partielles sur U d’ordre inférieur
ou égal a p, qui sont continues sur U. On note €”(U; R™) 'ensemble des fonctions de classe €7 sur U a
valeurs dans R™ et, plus simplement €”(U) quand m = 1.

« On dit que f est de classe € sur U si f est de classe €7 sur U pour tout entier p € IN. Les ensembles de
fonctions correspondants sont notés € (U; R™) et € (U), selon le modéle ci-dessus.

Les dérivées partielles secondes interviennent dans le terme quadratique de la formule de Taylor en plusieurs

variables.

Théoréeme 3.11 (Formule de Taylor). Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €.
Pour touta € U, on a

Fla+h) = f@) +Vf@@) h+ %(DZ F(@h)-h+o(JhI?) quand h— o.

Point de vigilance. Le terme (D? f(a)h) - h est le produit scalaire du vecteur D? f(a)h avec le vecteur h. En
effet, comme la matrice hessienne D? f(a) est une matrice de taille n x n, si on identifie & a un vecteur colonne
de taille n, alors le produit D% f(a)h est un vecteur colonne de taille n, identifié 4 un élément de R". En terme
de dérivées partielles secondes, on peut écrire

f

(D?f(a)h) - h = Z(sz(a)h),h = Z Z o (@il
]

i=1 j=

Démonstration. Choisissons r > 0 tel que B(a,r) C U. Pour |h| < r, 1a fonction g,(t) = f(a + th) est de classe €2
au voisinage de [0, 1]. La formule de Taylor avec reste intégral en une variable donne

1
fla+h) = f@)+Vf@)- h+ L (1 - £)(D?f(a + th)h) - hdt.

En soustrayant le terme quadratique %(D2 f(a)h) - h, le reste R(h) vérifie

iRy < 1 " sup [D?(a-+th) = D210

La continuité de la hessienne en a assure que ce supremum tend vers zéro lorsque h — 0, uniformément par
rapport 4 la direction de h. Ainsi, R(h) = o(||h|?). O
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3.3 Points critiques et extrema

Définition 3.11. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €' sur U. On dit qu'un
point a € U est un point critique de f si df(a) = 0.

Définition 3.12. Soit f : R" — R une fonction, et soit E un sous-ensemble de R".

+ On dit que f admet un minimum global sur E en un point a € E si
VyeE  fla) < f(y)

+ On dit que f admet un maximum global sur E en un point a € E si
vyeE  fla)= f(y)

« On dit que f admet un minimum local sur E en un point a € E s’il existe un ouvert V C R" contenant a tel
que
vyeENV  f@ < fO).

« On dit que f admet un maximum local sur E en un point a € E s’il existe un ouvert V C R” contenant a tel
que
VyeENV  f(@)> f(3).

Nous utilisons la dénomination d’extremum pour désigner sans distinction un maximum ou un minimum. Nous
montrons a présent une condition nécessaire qui assure que tout extremum local est forcément un point critique.

Théoréme 3.12. Soit U C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €' surU. Si f admet un
extremum local surU en un point a € U, alors il s’agit d’un point critique de f, c’est-a-dire que df(a) = 0.

Démonstration. Supposons que f admet un minimum local sur U en a € U. Alors, il existe un ouvert V de R"
contenant a tel que

vyeunVv  fla) < f(y).

Comme I'ensemble U NV est ouvert, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U N V. Pour tout h € R" avec ||A| < r,
et pour tout t € [—1, 1], on pose

g(t) = f(a+th).

La fonction g ainsi définie est de classe ¥ sur I'intervalle ouvert |—1, 1[. De plus, elle admet un minimum global
sur cet intervalle au point 0, car

vie [-L1[  g(0) = f(a) < f(a+th) = g(®).

Cela implique alors que g’(0) = 0. En effet, on a clairement

g)—g(0)\>0 sio<t<1
t <0 si—1<t<O.

En prenant la limite a droite ou la limite a gauche quand t — 0, on obtient respectivement que la dérivée g’(0)
est positive et négative. Elle est donc nulle. La formule de différentiation des fonctions composées montre que

vie |-1,1] g’ () =df(a+th)(h).

En prenant t = 0, on en déduit que

Yh € B(0,r) df(a)(h) = 0.
v
vl
df(a)(v) = 0. Le cas v = 0 résulte de la linéarité. Ainsi, la différentielle d f(a) est nulle. O

Finalement, pour v € R" \ {0} quelconque, on applique cela au vecteur h = r— € B(0,r), et on conclut que
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Un extremum intérieur est donc nécessairement un point critique. L’exemple suivant montre que la réciproque
est fausse.

Exemple 3.4. Soit f: R? — R la fonction définie par

V(x,y) € R? flx,y) = x% - yz.

Il s’agit d’une fonction de classe € puisque c’est une fonction polynomiale.

Cherchons d’abord les points critiques de f. Pour ce faire, on résout I’équation V f(x, y) = 0, c’est-a-dire

7] 0

—f(x, y)=2x=0 et —f(x, y)=-2y =0,

ox ay

et on trouve que (x, y) = (0,0). La fonction f admet (0, 0) pour unique point critique.

Par ailleurs, on constate que f n’admet ni un minimum local, ni un maximum local, sur R? en (0, 0). En effet,
si U désigne un ouvert quelconque de R? qui contient (0,0), alors on peut trouver ¢ > 0 assez petit tel que
B((0,0),&) C U. Alors, les deux points (¢, 0) et (0, ¢) appartiennent a U et vérifient

fe,0) =€ >0 = f(0,0) et f(0,e) = —¢% < 0= f(0,0).
Cela montre respectivement que (0, 0) ne conduit ni & un maximum local, ni & un minimum local pour la fonction
f.
Afin d’identifier plus précisément les extrema parmi les points critiques, il convient d’utiliser le développement
de Taylor a 'ordre deux pour les fonctions de classe €2.
Théoréme 3.13. SoitU C R" un ouvert, et soit f : U — R une fonction de classe €.

(i). Si f admet un minimum local sur U en un point a € U, alors les valeurs propres de la matrice hessienne
D? f(a) sont toutes positives ou nulles.

(ii). Si f admet un maximum local surU en un point a € U, alors les valeurs propres de la matrice hessienne
D? f(a) sont toutes négatives ou nulles.

Démonstration. Le théoréme de Schwarz montre que la matrice hessienne D? f(a) est symétrique. Elle est donc
diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Ainsi, il existe des valeurs propres A; < -+ < 4,
et des vecteurs propres vy, ..., v, € R" tels que la famille (v, ..., v,) forme une base orthonormée de R" et

Vi<i<n D? f(a)v; = A
D’apres la formule de Taylor, on a pour tout 1 <i <n,
12
fla+tv) = f(a) +tVf(a)-v; + E(sz(a)vi) v +0(t?) quand t— 0.

Comme f admet un extremum local sur U en a € U, le théoréme 3.12 montre que V f(a) = 0. De plus, comme les
vecteurs v; sont unitaires, on a

D% fl@w) v = v - v = Al = A

On en déduit que pour tout 1 <i < n,
t2
fla+1tv)— fla) = Eli +o(t?) quand t— 0.

Finalement, si f admet un minimum local sur U en a € U, alors il existe un ouvert V de R” tel que

VxeUnV f(a) < f(x).
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L’ensemble U NV étant ouvert, on peut trouver un réel r > 0 tel que B(a,r) CUNV.Pourtous1 <i<net
t € |-r,r[, le point a + tv; est dans la boule B(a,r), donc

+ 1) — Ai
0< 14 :lz) f(a)zElJrO(l) quand £ — 0.

Par passage a la limite quand t — 0, on obtient que 4; > 0 pour tout 1 <i < n.

De facon totalement similaire, si f admet un maximum local sur U en a € U, les valeurs propres vérifient 4; < 0
pour tout1 <i<n. O

Lorsque la matrice hessienne est non dégénérée, le critére suivant permet de préciser la nature d’un point critique.

Théoréme 3.14. SoientU C R™ un ouvert, f : U — R une fonction de classe €° surU, eta € U un point critique
de f.

(i). Si les valeurs propres de la matrice hessienne D? f(a) sont toutes strictement positives, alors f admet un
minimum local surU ena € U.

(ii). Si les valeurs propres de la matrice hessienne D? f(a) sont toutes strictement négatives, alors f admet un
maximum local surU ena € U.

Démonstration. Comme I'ensemble U est ouvert et contient g, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U. Notons
A1 < -+ < A, les valeurs propres de la matrice hessienne D? f(a), ainsi que vy, ..., v, € R" les vecteurs propres
associés tels que la famille (v, ..., v,) forme une base orthonormée de R" et vérifie

Vi<i<n D? f(a)v; = A

n
On décompose un vecteur h € B(0,r) arbitraire sur cette base, ce qui donne des réels hy, ..., h, tels que h = Z hyvi.
—
On a alors l
n n n
D f(@h)-h =Y D> f@w) -h=y, hhy-h =Y Alhf.

Comme le point a est un point critique de la fonction f, la formule de Taylor conduit a

fla+h) - fla)=Vf(a)-h+ %(sz(a)h) -h+o([R%)

N | =

n
Z A2 + o(Jhl?) quand h — 0.
i=1

Si les valeurs propres sont toutes strictement positives, on obtient

fla+ )= f@ 2 (2 + e(h),

pour une fonction ¢ définie au voisinage de 0 dans R" qui vérifie e(h) — 0 quand h — 0. Il existe donc un réel

A
0 <8 <rtelquele(h)| < ?1 pour tout [|h]| < 8, ce qui implique

vh € B(0,6) fla+h)— f(a) > 0.

En notant V = B(a, §), on a donc montré que f(a) < f(y) pour tout y € V, ce qui assure que f admet un minimum
local surU ena € U.

Si les valeurs propres sont toutes strictement négatives, un argument similaire montre que f admet un maximum
local surU ena € U. O
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Remarque. En dimension n = 2, la matrice hessienne est une matrice symétrique de taille 2 x 2, et il est facile de
connaitre le signe des valeurs propres A; et A,. Il suffit de remarquer que

detD? f(a) = 1A, et TrD?f(a) = A; + As.

On constate alors que si a est un point critique et si le déterminant de la hessienne D? f(a) est strictement positif,
alors les deux valeurs propres sont non nulles et de méme signe, ce qui implique que a est un extremum local. De
plus, si la trace de la hessienne est strictement positive, alors les deux valeurs propres sont strictement positives,
et a est un point de minimum local. De méme, si la trace de la hessienne est strictement négative, alors les deux
valeurs propres sont strictement négatives et a est un point de maximum local.

3.4 Inversion locale et fonctions implicites

3.4.1 Théoreme d’inversion locale

Motivation. Soit f : R — R une fonction de classe € telle que f’(xp) # 0. Pour fixer les idées, supposons que
f’(xp) > 0. Par continuité de f’, il existe § > 0 tel que

Vxel=]|xy—Jdx)+0d f'(x) >0,

ce qui montre que f est strictement croissante et continue sur I. La fonction f réalise donc une bijection de I sur
J = f(I) qui est un intervalle ouvert de R. De plus, la fonction réciproque f~! est de classe €' sur J. En effet,
la continuité de la réciproque et le passage a la limite dans le quotient (x” — x)/(f(x") — f(x)) lorsque x” — x

donnent )

veel (7Y (f(x) = o)

Par conséquent, sur l'intervalle J, on a I'identité

_1,: 1 .
U=

Le théoréme d’inversion locale étend ce résultat aux dimensions supérieures. Introduisons d’abord la notion de
difféomorphisme.
Définition 3.13. Soient U et V des ouverts de R”, et f: U — V une fonction. On dit que f réalise un
&P-difféomorphisme de U sur V, pour un entier p € N, si

(i). la fonction f est de classe € surU;

(ii). la fonction f: U — V est bijective;

(iii). la fonction f! est de classe €7 sur V.

Remarque. (1). Pour p = 0, on dit plus habituellement que f réalise un homéomorphisme de U sur V.

(2). Sip>1,0ona f 1o f(x) = x pour tout x € U. Le théoréme de différentiation des fonctions composées
montre que

d(f () » df(x) = 1d.
Ainsi, la différentielle d f(x) est inversible dans & (R"*,R"), et son inverse vérifie
VxeU  df)~ ! =d(f D)),

ou de facon équivalente

vyeVv  d(fHm =W omT
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Théoréeme 3.15 (d’inversion locale). Soient U C R™ un ouvert, et f : U — R" une fonction de classe €7,
avec p € IN*. On suppose qu’il existe un point a € U tel que df(a) € GL,(R). Alors, il existe un ouvert V. C U
contenant a, et un ouvert W C R" contenant f(a), tels que f réalise un €P-difféomorphisme de V sur W.

La preuve du théoréme d’inversion locale s’appuiera sur les deux résultats préliminaires suivants.

Proposition 3.16. Soit u € Z(R") une application linéaire telle que

el _

x€RM\{0} x|

Jull =
Alors, Uapplication 1d — u est inversible et son inverse vérifie

(Id-uw)!= Z uk.
k=0

Démonstration. Comme ”uk” < ||u||k pour tout entier k € N, la série ), uk converge normalement dans Z(R"). De

plus, on calcule
m+1

(Id—u)iuk = iuk— Z uF =1d — !,
k=0 k=0 k=1

T < ™

Comme |Ju| < 1, il vient ||u — 0, ce qui conduit a
m—0oo

(Id —u) Z uF =1d.
k=0

De la méme maniére, on montre que
[s¢]

(Z uk>(Id —u) =1Id.
k=0
On en déduit comme annoncé que Id — u € GL,(R) et (Id — u) ™! = Z uk. O
k=0

Proposition 3.17. L’ensemble GL,(R) est ouvert dans Z(R"). De plus, I’application de passage a l'inverse
inv : ur> u ! est de classe € sur GL,(R), et vérifie

Vue GL,(R) Vhe Z(R")  dinv(u)(h) = —uthu L.

1

=r. Comme
Ju=]

Démonstration. Soient u € GL,(R) et h € Z(R") deux applications linéaires telles que || <

u+h=uld+uth) et ||u_1h|| < ||u_1|| Al < 1,

on observe que I'application Id + u ™'k est inversible, de méme que u + h. Il en ressort que B(u,r) C GL,(R), et
donc que GL,(R) est ouvert dans Z(R").

De plus,
@+h) ' =d+u ') = Y DR R T = - e ) (D@ R

L’application qui a h € Z(R") associe —u 'hu~! € Z(R™) est linéaire. De plus,

) ) 00 —113 102

k ! u || Al
S okt <« 3 = e e S e = LS,
k=2 k=2 1=0 1—[u™Y| |7l
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quand h — 0. On en déduit que I’application inv est différentiable sur GL,(R), de différentielle donnée par la
formule annoncée.

Comme en outre dinv(u)(h) = —inv(u) o h  inv(u), I'application u — d inv(u) est continue. Ainsi, I’application
inv est de classe ! sur GL,(R). Cette observation permet en fait de montrer par récurrence que inv est de classe
€ sur GL,(R). O

Démonstration du théoréme d’inversion locale. Quitte i remplacer f par la fonction x + df(a)"}(f(a+x) — f(a))
et U par 'ouvert —a + U, on peut faire sans perte de généralité les hypothéses suivantes : a = 0, f(a) = 0 et
df(a) = Id. La preuve se déroule en quatre étapes.

Etape 1:Il existe un réelr > 0 tel que pour tout x € B(0,r), la différentielle d f(x) est inversible et vérifie |d f(x)~!| < 2.
En effet, comme f est de classe €' sur U et comme d f(0) = Id, il existe un réel r > 0 tel que

Ve B0,  d—df()] < % (3.6)

Pour x € B(0,7), en appliquant la proposition 3.16 avec u = Id — d f(x), on obtient

[o¢]

lafc < Sl < Y = =2 (3.7)
k k=0

k
= 2

Etape 2 : La fonction f réalise une bijection de Uouvert V.= B(0,r) N f~1(B(0,r/2)) sur Pouvert W = B(0,r/2).
Soit y € B(0,r/2). Pour montrer qu’il existe un unique x € B(0,r) tel que y = f(x), considérons 'application
hy : U — R" définie par

VxeU hy(x) =y +x = f(x).

1l s’agit d’une fonction de classe €' sur U, de différentielle dhy(x) = 1d — df(x). D’apres (3.6), cette différentielle
est de norme au plus 1/2 pour tout x € B(0,7). En vertu du théoréme des accroissements finis, il vient

’ R ’ 1 ’
Vo, x" € B0.r)  Jhy() —hy (Dl < Sl — 7] (3.8)
ce qui montre que hy, est contractante sur B(0,r). De plus, pour x dans cette boule,
ror
1Ry GOI < Myl + I = FCOI < vl + T2y () = Ry (O] < 5 + 2 =

La boule compacte B(0,r) est donc stable par hy. Le théoréme du point fixe de Banach assure qu’il existe un
unique x € B(0, ) tel que hy,(x) = x, c’est-a-dire y = f(x). Comme I'image par I'application h,, de la boule B(0,r)
est en fait incluse dans B(0,r), on a x € B(0,r). Aussi, comme y € B(0,r/2), on a également x € f~1(B(0,r/2)).

Etape 3 : L'application g = f~': W — V est lipschitzienne. Pour tous x,x’ € B(0,r), en utilisant I'inégalité
triangulaire et la borne (3.8), on a

e = %"l < ho(x) = ho(x") + [ f(x) — fF(x)] < %le =X+ 1) = fF&I,

ce qui implique
I = x"1 < 2] f(x) = fFI.-

On en conclut finalement que
Vy,y" € B0,r/2)  lg(y) — g0l < 21f(g(») - f(gG N = 2ly — ¥l (3.9)

Etape 4: L’application g est de classe €P sur W. Soient un point y € W et un vecteur k € R" tels que y + k € W. 1l
existe un unique point x € V tel que y = f(x), et un unique vecteur h € R" telque x + he Vet f(x +h) = y + k.
On observe que g(y) = x et g(y + k) = x + h. Posons

Ak) = g(y + k) = g() = df ()7 (k) = =dfG) T (fx + h) = f(x) = dfG)()).
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Comme I’application f est différentiable en x, on déduit de (3.7) que

IAGON < 2] f(x + h) = f(x) = df )R] = [Ale(h),

ou ¢ est une fonction positive ou nulle définie au voisinage de 0 dans R", avec £(0) = 0 et e(h) — 0 quand h — 0.
Cependant, la borne (3.9) assure que

1Al = llx +h — x| = lg(y + k) — g < 2k

On en déduit que
|AGI
Ik

quand k| — 0, car cela implique |h] — 0. Comme le terme d f(x)"(k) est linéaire en k, on en déduit que
Papplication g est différentiable au point y, de différentielle

dg(y) =df) " =df(f 1N

Enfin, comme dg = invedfe f~1, on en déduit que la différentielle dg est continue, comme composée de fonctions
continues (voir la proposition 3.17). L’application g est donc de classe €' sur W. En outre, comme df est de
classe P!, et comme inv est de classe €, et g = f~! de classe ', la relation précédente implique que g est
de classe @2 sur W lorsque p > 2. Plus généralement, si g est de classe € avec 1 < k < p, alors dg est de classe
&k, donc g est de classe @k*+1. On obtient ainsi par récurrence que g est de classe €7 sur W. O

<2eh)—>0

Le théoréme précédent fournit des inverses au voisinage de chaque point. Sous les hypothéses du résultat suivant,
ces inverses définissent un difféomorphisme global.

Théoréeme 3.18 (d’inversion globale). SoientU C R" un ouvert, et f : U — R" une fonction de classe €.
On suppose | injective sur U, et df(x) inversible pour tout x € U. Alors, f(U) est un ouvert, et f réalise un
€ -difféomorphisme de U sur f(U).

Démonstration. D’apres le théoréme d’inversion locale, pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert V,, C U de
x et un voisinage ouvert W, de f(x) tels que f réalise un %!-difféomorphisme de V, sur W,.. On a alors

v=Uve e = f(Uv)=U o= Uw

xeU xeU xeU xeUu

ce qui montre que f(U) est ouvert. Comme f est injective sur U, on en déduit que f est bijective de U sur f(U).
Par ailleurs, comme f_1|Wx = (f|Vx)_1 est de classe ! sur W, pour tout x € U, on en déduit que f~! est de
classe €' sur f(U). O

3.4.2 Théoreme des fonctions implicites

Le théoréme des fonctions implicites permet de résoudre localement une équation cartésienne f(x,y) = 0 sous la
forme y = ¢(x). Autrement dit, il permet (localement) de montrer qu'un ensemble de niveau peut s’écrire comme
le graphe d’une fonction.

Pour toute fonction f: R* xR™ — R™ et tout point (a;,a) € R" x R™, on peut considérer les fonctions partielles
x; > f(xg, az) et x> flag, xp),

définies respectivement sur R” et sur R™. Quand elles existent, on peut alors considérer les différentielles
correspondantes

dy, f(a1,a) € Z(R",R™) et dy, f(a1,a) € Z(R™,R™),

appelées différentielles partielles de f en (a;,ay). Si la fonction f est différentiable au point (a;, a,), alors pour
tout h = (hl,hz) e R" x ]Rm,

df(ay, ap)(hy, hy) = dy, f(ay, a2)(hy) + dy, f(ay, az)(hy).
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Théoréme 3.19 (des fonctions implicites). SoientU C R" etV C R™ des ouverts, et soit f : U xV — R™ une
fonction de classe €F, pour un entier p € IN*. Soit un point a = (a;,ay) € U x V tel que

flana) =0 et dy f(a,a;) € GLy(R).

Alors, il existe un ouvertU’ C U contenant ay, un ouvert V' C V contenant ay, et une fonction ¢ : U’ — V' de
classe € tels que

(x1, %) €U x V’ x €U’
(1, %) =0 xz = @(x1).

De plus, pour tout x; e U’, on a

dg(xy) = —(dy, fOr, (1)) "y fCx1, (1))

Démonstration. Nous identifions systématiquement dans cette preuve les espaces R"xR™ et R™™ Soit F : UxV —
R" x R™ la fonction définie par

V(x,x0) EUXV F(xy,x3) = (x1, f(xp, x2)).

La fonction F ainsi définie est de classe €7 sur 'ouvert U x V, et vérifie pour tout point x = (x1,x,) € U x V et
tout vecteur h = (hy, hy) € R* x R™,

dF(xy, xp)(hy, hy) = (hy, df(xy, x3)(hy, hy)).

En appliquant cette relation au point a, on en déduit que dF(a) € GL,,,,(R). En effet, en écrivant la différentielle
de f en a avec ses différentielles partielles, on observe que

I’l1=k1

dF(ay,ay)(hy, hy) =k
(a1, az)(hy, hy) hy = dxzf(al’az)_l(k2 —dxlf(a1,az)(k1))-

Comme en outre F(ay, ay) = (a;,0), le théoréme d’inversion locale montre ’existence d’un ouvert Q ¢ R* x R™
contenant a et d’'un ouvert Q' C R" x R™ contenant (ay, 0) tels que F réalise un €?-difféomorphisme de Q sur
Q. Quitte a restreindre €, on peut toujours supposer que Q=UxV’,avecU CcU un voisinage ouvert de a; et
V’ C V un voisinage ouvert de ay, et que Q' = F(U xV’). De plus, comme (a;,0) € Q’, il existe un ouvert U’ C U
de R" contenant a; tel que U’ x {0} C Q’.

Comme F(x1, x;) = (x1, f(x1, x2)) pour tout (x7, x;) € Q, il existe une fonction g: Q" — R™ de classe €7 telle
que
V(y1,y) € Y F (1, 1) = (1, 8 2)).

En particulier, pour tout y; € U’, il existe un unique (x;, x,) € U x V" tel que

(1,0) = F(x1,x5) = (1, f(x1, %))
= (x1.%) = F'(51,0) = (31, 8(31.0))
= y=x et g(x0)=x.

Notons ¢ : U’ — V’ la fonction définie par ¢(x;) = g(x;,0) pour tout x; € U’. 1l s’agit d’'une fonction de classe
€?.On a alors

x €U’ et x=0(x)

(xl’XZ) = (xlag(xlﬁo)) = F_l(xlao) el xV’

(x1,x) €U x V' et (x1,0) = F(xq,x0) = (1, f(x1, %2))
(1, %) €U xV’' et f(x1,x)=0.

|
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Le théoréme d’inversion locale montre que dF(x) € GLy,,(R) pour tout x € Q, ce qui implique dy, f(x;, %) €
GL,,(R). En outre, comme f(x;,¢(x;)) = 0 pour tout x; € U’, on en déduit par le théoréme de différentiation des
fonctions composées, pour tout x; € U’, les relations

dy, fx1, (1)) + dy, f (31, 0(x1))dep(x) = 0,
dou  de(x;) = —(dy, fxr, 9CGe)) ™y fOx1, 0(x1)).



CHAPITRE / 4

Equations différentielles Référence  [6].

4.1 Généralités

4.1.1 Définitions

Définition 4.1. Soit n € IN* et E un espace de Banach. Soit une application F : Q — E, ou Q est un ouvert de
R x E". On appelle solution de I’équation différentielle d’ordre n

y(”) =F(t,y,y, ...,y("_l)) (%)
toute application ¢ : I — E, ou I est un intervalle de R, qui est n fois dérivable et telle que

t9@), ¢’ @), ... 0" V(@) € Q

Viel
F(t, (), ¢’ @), ..., 0 D) = o™(2).

Pour ramener I’équation précédente a 'ordre 1, on regroupe la fonction inconnue et ses dérivées dans un méme
vecteur. On définit les applications

® : I - E"
t o (o), ¢’ @), .., o D@)

ainsi que, en notant y = (xg, X1, ..., X5—1)

G : Q - E
ty) = (o, X1, F(8, ).

Alors ¢ est solution de () si et seulement si @ est solution de 1’équation différentielle & = G(t, ®). L’étude des
équations du premier ordre permet ainsi de traiter les ordres supérieurs.

Définition 4.2. Une fonction ¢ : I — E, ou I est un intervalle de R, est dite solution maximale de I’équation
différentielle y(") =Ft,y,y,..., y(”_l)) si elle est solution et s’il n’existe pas de solution ¢ : J — E de cette
équation différentielle telle que I C J et ¥/|; = ¢, ou J est un autre intervalle de R.

4.1.2 Probleme de Cauchy, théoreme de Cauchy-Lipschitz

Probleme de Cauchy

Définition 4.3. Soit une équation différentielle y = F(t, y,y’, ..., ) notée (x).

Soit aussi (fy, Xg, ..., X,—1) € Q. On appelle probléme de Cauchy de (x) en (fy, Xg, ... , X,—1) la recherche d’une
fonction ¢ : I — E, ou I est un intervalle de R, contenant £, solution de (*) et vérifiant

o(ty) = x0, @' (k) = x1, ... fp(n_l)(to) = X1

On dit qu’il y a unicité au probléme de Cauchy de (*) en (), xg, ..., X,_1) s’il existe au moins une solution a ce
probléme de Cauchy et si pour toutes solutions ¢ : I — Eety : J — E, les fonctions ¢ et { coincident sur
nJ.

35
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Existence et unicité locale d’une solution : théoréeme de Cauchy-Lipschitz

Définition 4.4. On dit qu’une application F : Q — R", avec Q un ouvert de RxR", est localement lipschitzienne
en la seconde variable si pour tout (f, xp) € Q, il existe un voisinage V de (ty, o) et un réel K > 0 tels que pour
tous t, x, x” avec (¢,x) et (t,x’) dans V,

|F(z,x) — @&, x")| < Klx — x’].

Théoreme 4.1 (Cauchy-Lipschitz). Soit F : Q — R" une fonction continue et localement lipschitzienne en la
seconde variable. Alors, pour tout (ty, xy) € Q, il existe un intervalle I voisinage de t, dans R et une application
¢ : I - R" solution de y’ = F(t,y) tels que ¢(ty) = xy. De plus, il y a unicité au probléme de Cauchy de cette
équation différentielle en (ty, x;).

Démonstration. « Existence : On utilise la notion de cylindre de sécurité. Soit (ty, xy) € Q. On note B, = B(x,,r) la
boule fermée de centre x; et de rayon r > 0, ainsi que I, = |ty — a,t; + @[ pour a > 0. Notons V un voisinage de
(to, %) dans Q sur lequel F est K-lipschitzienne en la seconde variable. Notons M un majorant de ||F| sur V. (On
peut choisir V relativement compact et M = supy |F|| < c0.) On peut ensuite choisir r, & > 0 tels que I, x B, C V
et aM < r. On dit alors que I, x B, est un cylindre de sécurité pour F en (Zj, xy). Comme F est continue, toute
solution est de classe C1. Donc ¢ : I, — R" est solution si et seulement si pour tout ¢t € I,

t
(t, o) e Q et o) = xy + J; F(u, p(u)) du.

On note T’ 'ensemble des fonctions continues ¢ : I, — R" telles que §/(I,) C B,. Pour ¥ € T, Papplication

~

v I, - R!
t
P x0+J F(u,(u)) du
f

est telle que pour tout t € I,

t

|F(u, y(w))] du

)

() — xoll <

<aM<r,

de sorte que 1; € I'. On peut donc définir la suite de fonctions (1;,),>¢ telle que ¥o(¢) = x( pour tout ¢t € I, puis
Yns1 = U, pour tout n > 0. On remarque que pour toutt € [,

[41(8) = Y@ < <K

t
L F (s ) — Ft, Yy ()] d

t
[ W) = sl

On en déduit par récurrence sur n € IN que pour tout t € I,

|f’l

It =1
Wne1(®) = (O] <7 K* ——.
En effet, si on suppose que pour tout u € I,

_ ¢+ |n—1
W) — Y a (@] < r K1 %

alors on peut écrire que pour toutt € I,

s 1) — Y@ < K

t | tln_l |t tln
11U 0 0

rK"l—du ——rK”—.
J;O (n—1) n!
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De plus, pour n = 0, on a

ly2(®) = %ol =

<aM<r.

t
X + J F(u, xp) du — x
)

On en déduit que la série de fonctions Y (11 — ;) converge normalement sur U'intervalle I,. Ainsi, la suite
() converge uniformément sur I, vers une fonction limite notée . On a pour tout t € I,

[ (®) = xoll = lim [y (1) = xol <7,

de sorte que i appartient a I'. De plus, pour toutn € IN, on a

t
%H@=%+LFm%w»w,

et en faisant tendre n vers 'infini, on obtient

t

9O =30+ | Fap@)du

)

On en conclut que ¢ est solution du probléme de Cauchy en (&, x) sur 'intervalle I,.

o Unicité : Soient ¢ : I - R" ety : J — R" deux solutions du méme probléme de Cauchy. L’ensemble
T={eIn]: o) =y(t)}est non vide et fermé dans I N J. Montrons qu’il est aussi ouvert dans cet intervalle.
Pour t; € T, la continuité des solutions et le caractere localement lipschitzien de F donnent § > 0 et K > 0 tels
que les deux graphes restent dans un méme voisinage ou la constante de Lipschitz est K, pourt € I N J avec
|t — ;] < 8. On choisit § assez petit pour que K§ < 1. Pour un tel ¢, notons S; le segment d’extrémités ¢; et ¢, et
posons M; = max,es, |¢(u) — ¢(u)|. Les équations intégrales donnent, pour tout u € S,

lo(w) — YWl < Klu — 1M, < KSM,.

En prenant le maximum, on obtient M; < KdM;, donc M; = 0. Ainsi, T est ouvert dans I N J. Par connexité,
T=In]. O

Remarques. « L’existence reste vraie si la fonction F est seulement continue (théoréme de Peano), mais il n’y a
pas forcément unicité. En effet, pour I’équation différentielle

0 siy<o
Jy siy>0
sur R, il n’y a pas unicité au probléme de Cauchy puisque toutes les fonctions

(t —c)?
4

Cc (t ) = 1{t>c}

sont solutions, coincident sur R™ si ¢ > 0, et ne sont pas identiques.

« Si F est de classe C!, elle est localement lipschitzienne en la seconde variable (accroissements finis), et donc le
théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique.

« Pour les équations différentielles d’ordre n, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz s’exprime ainsi : si y(”) =
Ft,y,y’,..., y(”_l)) est une équation différentielle d’ordre n et si F est continue et localement lipschitzienne
par rapport a la seconde variable Y = (yy, ..., ¥,—1), alors il y a unicité au probléme de Cauchy.

Corollaire 4.2. SoitF : Q — R", ou Q est un ouvert de RxR", une fonction continue et localement lipschitzienne
en la seconde variable. Alors, pour tout (ty, xy) € Q, il existe une unique solution maximale ¢ de I’équation
différentielle y’ = F(t, y) prenant la valeur x, en t,. Cette solution est définie sur un intervalle ouvert de R.
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4.2 Equations différentielles linéaires

On se limite au cas de la dimension finie. On désigne par I un intervalle de R, par K le corps R ou C, et par n un
entier strictement positif. On identifie un élément de K" a un vecteur colonne.

4.2.1 Généralités
Définition 4.5. Soit p € IN*. Toute équation différentielle sur K" d’ordre p du type
Y = A, () YPD 4 L+ A + B, (L)

ol A, 1, ..., Ag sont des fonctions continues de I dans .#,(K) et B est une fonction continue de I dans K", est
appelée équation différentielle linéaire d’ordre p. Lorsque la fonction B est identiquement nulle sur I, I’équation
différentielle linéaire (L) est dite homogéne.

On peut ramener toute équation différentielle d’ordre p a une équation différentielle d’ordre 1. En effet, (L) est
équivalente a

Y 0o I (0) Y 0
i Y’ _ : Y’ + :
al 0 (0) I : |

Y(P_l) Ao(t) Ap—l(t) Y(P_l) B(t)

qui est une équation d’ordre 1 ou la fonction inconnue est maintenant a valeurs dans K",

Remarque. Sil’équation différentielle porte sur des fonctions a valeurs dans K", pour n > 2, on parle de systéme
différentiel linéaire. Si n = 1, on parle d’équation différentielle scalaire.

Solutions des équations différentielles linéaires

Leurs solutions maximales sont définies sur tout l'intervalle I ou les fonctions de 1’équations sont définies. Ce
résultat sera prouvé ultérieurement.

Théoreme 4.3. Soit une équation différentielle linéaire Y’ = A(t)Y + B(t), ou A : [ > M,(K) et B : I - K"
sont des fonctions continues. Alors, pour tout ty € I et tout X, € K", il existe une unique solution V de l’équation
différentielle définie sur I tout entier, telle que V(1)) = Xp.

Remarque. Pour une équation différentielle linéaire d’ordre p, on a : pour tout f; € I et pour tous X, ..., X1 €

K", il existe une unique solution Y de (L) définie sur I tout entier telle que Y(t,) = X, ..., Y-D(g) = Xp-1-

Théoreme 4.4. Soit A : I — M ,(K) une fonction continue. L’ensemble Sy des solutions de I’équation linéaire

homogéne i—l; = A(t)Y, notée (H), est un sous-espace vectoriel de dimension n du K-espace vectoriel C1(I, K").

Démonstration. La forme de (H) montre que Sy est un sous-espace vectoriel de C!(I, KK"). De plus, pour t, € I
fixé, Papplication ® : Sy — K" : V > V(t)) est linéaire. D’apres le théoréme précédent, c’est un isomorphisme.
D’ou le résultat. O

Remarques. « L’ensemble des solutions de I’équation différentielle Y = A(t) Y + B(t), notée (L), est un espace
affine de dimension n. En effet, si V; est une solution particuliére de (L), alors les solutions de (L) sont de la
forme Vy + V, ou V est solution de (H).

« Pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre p, les solutions forment un espace vectoriel de
dimension np. Dans le cas non homogene, elles forment un espace affine de méme dimension.



4.2 Equations différentielles linéaires 39
Wronskien

On considere une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur K" de la forme Y’ = A(#)Y, ou
A : I - M,(K) est continue.

Définition 4.6. SoitVy,..., V), des solutions de (H). On appelle wronskien de V1, ..., V, Papplication wronskien :
I - K :te det(Vi(@), ..., V,(1).

Remarque. Si (H}) désigne I'équation différentielle y(p) = a, () y(p_l) +..+a@®)y,oug : I > Kest

v
continue, alors v est solution de (Hp) si et seulement si : est solution du systéme associé (H;), une
(P—1)
équation d’ordre 1 sur K”. On appelle wronskien de p solutions v;, ..sVp de (Hp) le wronskien de (H;) des
Vi
solutions : ,pour 1 <i < p, c’est-a-dire
vl-(P_l)
v o v
wronskien(vy, ..., v,)(t) = : :
w0 Ve

Par exemple, le wronskien de deux solutions u et v d’une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2, de
la forme y” = p(t) y’ + q(t) y est

Proposition 4.5. Soient Vi, ..., V,, des solutions de (H). Le rang des vecteurs V{(t), ..., V,(t) est indépendant de
tel

Démonstration. Cela vient du fait que ® : S — K" : V - V() est un isomorphisme. O

Corollaire 4.6. Des solutions Vi, ..., V,, de (H) forment une base de solutions de (H) si et seulement s’il existe
ty € I tel que wronskien(Vy, ..., V,)(f) # 0, et dans ce cas, on a wronskien(Vy, ..., V,))(t) # 0 pour toutt € I.

Résolution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur K

« (H):y" =a(t)y,oua : I - K est continue. Les solutions forment un K-espace vectoriel de dimension 1 et
sont proportionnelles a f — e/® on ¥ est une primitive de a sur l'intervalle I.

« (L):y" =a)y+0b),ouab : I - K sont continues. On applique la méthode de variation de la constante.
On cherche les solutions de la forme t — A(t) e/® o1 A est une fonction inconnue de classe C!. On voit que
A(t) e¥® est solution si et seulement si A’ (¢) /@ = b(t) pour tout ¢ € I, c’est-a-dire que A est une primitive
de e V® b(t) sur I. Enfin, les solutions générales de (L) sont sommes d’une solution particuliére de (L) et des
solutions de (H).

Résolution d’un systéme linéaire d’ordre 1

Pour (H): Y’ = A(t)Y, avecn > 2,il n’y a pas de méthode générale. Cependant, si on connait n solutions V7, ..., V,
de I’équation (H) linéairement indépendantes, alors la solution générale de (H) est Y. A;V;, avec A; € K. On peut
ensuite résoudre le systéme différentiel inhomogene (L) : Y/ = A(t)Y + B(t) par la méthode de variation des
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constantes. On cherche les solutions de (L) sous la forme V(t) = }; A;(t) Vi(¢), oules 4; : I — K sont des fonctions
inconnues de classe C!. Par dérivation, V est solution de (L) si et seulement si

Y HNOV®+ Y AOV®) =Y A1) AR Vi(t) + B().
i=1 i=1 i=1

Comme V/(t) = A@t)Vi(t), on a ),; A/(t) Vi(t) = B(t). Comme les V; sont linéairement indépendants, on peut
résoudre le systéme puis intégrer pour trouver les A;.

Cas particulier des équations différentielles linéaires d’ordre 2 sur K

Supposons connues deux solutions linéairement indépendantes u et v de (H) : y” = a(t) y’(t) + b(t) y et cherchons
la solution générale de (L) : y” = a(t) y’(t) + b(t) y + c(t). On se raméne a un systéme d’ordre 1 en posant

Y = ( y ) donc (H) et (L) deviennent respectivement (H;) : Y’ = A@#)Y et (L) : Y = AQ®) Y + C(¢), avec
y

’

0 1 0
A(t)=( b at) ) et C(@) :( ) )

Pour trouver les solutions de (L), on pose W(t) = A@)U(t) + u(t) V(¢), avec U(t) = ( Z’((tt)) ) etV() = ( :,((tt)) )

On a vu que W est solution de (L;) si et seulement si A’(t)U(t) + p/'(t) V(t) = C(t) pour tout ¢t € I. Pour que
W = (y,y’) avec y = Au+ pv, on impose la condition auxiliaire A’u + p’v = 0. Sous cette condition, y est solution
de (L) si et seulement si A’u” + p’v" = c¢. On est donc conduit au systéme

AMu+p' v=0
Mu' + ' v = c(t).
Toutes les solutions de (L) s’obtiennent ainsi : pour une solution y, les identités y = Au + pv et y’ = Av’ + v’

déterminent des fonctions A et i de classe C!, puisque le wronskien de u et v ne s’annule pas. En dérivant ces
deux identités, on retrouve les deux équations du systéme précédent.

Abaissement de I'ordre dans une équation linéaire sur K

La méthode d’abaissement de I’ordre s’applique & une équation de la forme

y(”) =a, () y(”_l) + .. +a )y +ay)y, ©)

ou les fonctions g; : I — K sont continues. Si on connait une solution ¢ de (L) qui ne s’annule pas sur un
sous-intervalle ouvert J C I, on peut y abaisser 'ordre de (L) : toute solution s’écrit f = g, ou g = f/p est de
classe C" sur J. Alors f est solution de (L) si et seulement si

n n n—1 n— 1
>, (k)g(")w(""‘) = a1 () ) ( L )g(k)w("‘l‘k) + .+ a(D(ge’ + g'0) + an(t)ge.
k=0 k=0

et comme ¢ est solution de (L), tous les termes contenant g s’éliminent, ce qui donne

n n n-l n—1

c’est-a-dire que g’ est solution d’une équation différentielle d’ordre n — 1 (abaissement de 1’ordre).

Par exemple, a l'ordre 2, on considére (L,) : y” = a(t) y” + b(t) y. Si on connait une solution ¢, alors f = g¢ est
solution de (L,) si et seulement si 2g’¢" + g”¢ = a(t)g’ ¢, qui est une équation linéaire d’ordre 1 en g’, que 'on
sait intégrer, ce qui conduit a toutes les solutions de (L) sur chaque intervalle ol ¢ ne s’annule pas.
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4.2.2 Equations linéaires a coefficients constants

Si A(t) est une matrice constante A, il est possible d’intégrer Y’ = AY avec 'exponentielle de matrice exp(A) =
[ee)

An
GA: ZF

n=0

Proposition 4.7. Soit A € M ,(K). L’équation différentielle (H) : Y’ = AY a ses solutions maximales définies
surR, et la solution prenant une valeur donnée Vy € K" ent = 0 est V(t) = eV,

©0 AR
Démonstration. On a V(0) = e®4V, = V,. De plus, V(t) = Z ' 9 La fonction V est de classe C! sur R, par
n=0 ™
convergence normale de la série des dérivées sur tout segment, et pour toutt € R, on a
i n—1 X on
vy =Y —aw, =AY Law, = ave). 0
(-1 = n!

Remarques. « En réduisant la matrice A, on peut avoir des renseignements sur les solutions de (H).

« Si on travaille sur K = R, on peut réduire A dans C puis écrire les solutions de (H) sous la forme ¢(t) + ¢(t), ot
@ est une solution complexe de (H).

Un cas particulierement intéressant est celui des équations différentielles linéaires homogenes d’ordre p sur K, a
coefficients constants :

Y pa yPD 44 a,y=0 (E)

On se raméne au cas matriciel, avec K = C, et on a le résultat suivant. On considére P = X? + aq, xXP14 4 ap,
le polynéme caractéristique de (E), que I'on factorise sous la forme H;zl(X — A))™. Les solutions de (E) sont les
applications t — 25:1 it Pj(t), ot les P; sont des polynomes de degré < m;. Dans le cas particulier de 'ordre 2,
on a I'équation (H) : y” +ay’ + by = 0 et le polynome P = X? +a X + b. Alors :

« si P a deux racines distinctes r; et r,, les solutions de (H) sont les fonctions ¢ = A; e"tf + 1, 2!, avec A, A, € C

(si on est sur R, avec r; et r, complexes, on conjugue les expressions);

« si P a une racine double r, les solutions sont les fonctions de la forme t — (At + p)e', avec A, u € K.

4.3 Equations différentielles non linéaires

Les méthodes qui suivent donnent des solutions sur des intervalles ou les changements de variables utilisés sont
admissibles. Il faut ensuite examiner leurs prolongements et les raccords possibles pour déterminer les solutions
maximales.

4.3.1 Equations incomplétes

Il s’agit des équations dans lesquelles x ou y ne figure pas.

Equations de la forme F(x,y’) =0

Onnote T = {(X,Y) € R? | F(X,Y) = 0}. On suppose avoir un paramétrage de I de la forme t - (¢(t), (1)), avec
¢ un C!-difféomorphisme et i/ continue. Alors F(x, y’) = 0 s’écrit aussi

i x = o(t)
y =y@),

donc dy = ¥/(¢) dx = ()¢’ () dt, et le graphe des solutions peut étre paramétré par
t

x=p0) et y= |y edi
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Equations de la forme F(y,y’) = 0

En conservant les mémes notations, ’équation s’écrit désormais

y =) _ dy = ¢()dx e dye o'(t)
Yy =y@) e’ dt = y(t)dx Y(t)

de,

et ensuite on intégre pour obtenir un paramétrage en fonction de t du graphe des solutions. On remarque en
outre que si la fonction i s’annule en un point #,, alors la fonction constante ¢ — ¢(%;) est solution. Elle peut se
raccorder a des solutions dont la dérivée s’annule en t,.

Equations de la forme F(y,y’,y”) =0

On cherche des solutions x > ¢(x) telles que ¢’ ne s’annule pas, de sorte que ¢ soit un C?-difféomorphisme.

On cherche ensuite a paramétrer le graphe des solutions avec la variable y = ¢(x). On pose p =y’ = & et on

dx
regarde p comme une fonction de y. On a

’ t //_dp_dy dp_ /dp
y=p € VTt T dx dy_ydy’

d
de sorte que la fonction p dépendante de y vérifie F (y, P, pd—p> = 0, qui est du premier ordre en p. Si on sait la
y

résoudre, on écrit dx = p(—y) puis, en intégrant, on trouve x en fonction de y.
y
Exemple. On considére 1’équation y” + (yy’)3 = 0. On pose p = y’ et on regarde p comme fonction de y.
d
En observant comme ci-dessus que y” = pd—p, I’équation devient pd—p + (yp)® = 0, donc —12) = —y*dy. En
y Y

4

4 d
Y , soit encore (y? + a) dy = dx, puis aprés

. 1 .
integrant, on trouve — = y_ +a,aveca e R, puis p= — = ———
4 dx  y*/4+a

5
intégration ;}—0 +ay+ pf=xaveca,peR

Remarques. « S’il existe y, tel que F(y;,0,0) = 0, alors la fonction constante y = y, est solution et peut se
raccorder avec les solutions trouvées précédemment.

« On peut généraliser cette méthode aux équations incomplétes d’ordre n du type F(y,y’, ..., y(”)) = 0 pour
abaisser d’une unité 'ordre de I’équation.
4.3.2 Equations homogenes

1l s’agit d’équations différentielles qui peuvent s’exprimer en fonction de y’ et de y/x.

Equations homogenes résolues

Ce sont les équations du type y” = f(y/x). On pose t = y/x, donc y = tx, puis f(t)dx = dy = xdt + ¢ dx. D’ou
(f(®) —t) dx = x dt, que l'on sait intégrer.

Remarque. S’il existe t; tel que f(t;) = t, alors y = t; x est solution.

Equations homogeénes non résolues

Ce sont les équations du type F(y/x,y’) = 0. On suppose connu un paramétrage t — (u(t), v(¢)) de la courbe
I'={U,V)| F(U,V) = 0}, ot u est de classe C! et v est continue. On écrit y/x = u(t) et y’ = v(t), donc

dy=v()de et ‘i—f - %(u(t)x) — () + u(t)%.
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On en déduit que dy = v/ (¢t)x dt + u(t) dx, ce qui donne
(v(@) —u(t)) dx = v’ (t)x dt.
+ Sur un intervalle ou la fonction v — u ne s’annule pas, on integre

dx W' (®)

x v —un "

« S’il existe ¢ tel que u(ty) = v(ty), alors x — u(ty) x est solution.

4.3.3 Etude d’équations particuliéres
Equations de Bernoulli

Il s’agit des équations de la forme y” = a(t) y + b(t) y*, avec @ € R\ {0, 1}, et a et b deux fonctions continues d’'un
intervalle I C R dans R. (Si & vaut 0 ou 1, on a des équations différentielles linéaires.) On cherche des solutions
qui ne s’annulent pas. Si & n’est pas entier, on cherche des solutions strictement positives. On peut écrire

1
j—a = a0 + 00

’

c’est-a-dire, en posant z = y1 7,

z' =a(t)z + b(),
l-«a

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 que l’on sait résoudre.
Remarque. Sia > 0, la fonction nulle est solution. Si de plus & > 1, le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique

et montre qu'aucune autre solution ne s’annule. Si 0 < a < 1, on peut faire des raccords de classe C! avec la
solution nulle.

Equations de Ricatti

Il s’agit des équations de la forme y* = a(t) y* + b(t) y + c(t), o1 a, b, ¢ sont des fonctions continues d’un intervalle
J dans R. Si on connait une solution particuliére ¢y, on pose y = ¢, + z et en remplacant dans I’équation, on
obtient une équation de Bernoulli :

2" = (2a(t) gy(t) + b(t)) z + a(t) 2°.

D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, aucune solution de cette nouvelle équation ne s’annule, en dehors de
la solution nulle. On pose z = 1/u et on se raméne a une équation différentielle du premier ordre. On remarque
qu’il n’y a pas de raccords de solutions a faire ici.

Equations de Lagrange

Ces équations sont de la forme y = a(y’)t + b(y"), avec a et b des fonctions de classe C! sur un intervalle J de
R. On cherche les solutions affines. Elles sont de la forme t — mt + b(m), ou a(m) = m. On cherche ensuite les
solutions C? telles que y” ne s’annule pas. On cherche a paramétrer le graphe d’une telle solution avec la variable
admissible p = y’. On dérive par rapport a t I'égalité y = a(p)t + b(p), et donc

dy

_ 7 dp ’ d_p
P= —a(p)dtt+a(p)+b(p)dt,

puis (p — a( p))(%t) =a’(p)t +b'(p). La dérivation donne p — a(p) = (a’(p)t + b’(p))y”. Ainsi, y” = 0 implique

p = a(p), mais la réciproque est fausse en général. Sur les intervalles ou p — a(p) # 0, I’équation en t(p) est
linéaire résolue du premier ordre. On sait la résoudre, ce qui donne p — t(p), puis y(p) grace a I’équation initiale.
Sur ces intervalles, on obtient les branches de solutions pour lesquelles t’(p) # 0 en utilisant le paramétrage
p = (@(p),a(p)t(p) + b(p)). Les valeurs ou p = a(p) doivent étre examinées séparément; on vérifie ensuite les
raccords possibles dans I’équation initiale.
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Equations de Clairaut

1l s’agit des équations de la forme y = y” t + b(y’), ol b est une fonction de classe C! sur un intervalle J de R.
C’est un cas particulier d’équation de Lagrange dégénérée car a(m) = m pour tout m. Les solutions affines sont de
la forme t — mt + b(m) pour tout m € J. L’étude des équations de Lagrange montre que les solutions de classe C?
dont la dérivée seconde ne s’annule pas peuvent se paramétrer sous la forme p — (t(p), y(t(p))), out(p) = —b’(p)
et y(t(p)) = —pb’(p) + b(p). L’arc ainsi paramétré posséde la propriété suivante : les tangentes a cet arc sont
aussi solutions de I’équation différentielle (i.e. I’arc est 'enveloppe des solutions affines). Ces formules décrivent
les branches ou le paramétrage est admissible; les raccords doivent étre vérifiés dans 1’équation initiale.

4.4 Compléments

4.4.1 Sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2

On considére sur K = R ou K = C, I’équation

y'+p®)y +q)y =0, L)

ou p et g sont deux fonctions continues d’un intervalle ouvert I C R dans K. On étudie les solutions a valeurs
dans K.

Rappels

C’est un cas particulier d’équation différentielle linéaire homogene donc tout solution maximale est définie sur I
tout entier. L’ensemble & des solutions maximales est un K-espace vectoriel de dimension 2 et pour tout #y € I,
Iapplication f — (f(t,), f’(ty)) est un isomorphisme de & dans K2. Tous les éléments de f € & sont de classe C2.

La connaissance de deux solutions linéairement indépendantes de (L) permet de résoudre ’équation

V' +p@)y +qt)y =r@) @)

par variation des constantes. Lorsqu’une seule solution particuliere de (L) est connue, ’abaissement de 1'ordre
permet d’en rechercher une seconde, indépendante de la premiere.

Wronskien

Si u et v sont des solutions maximales, leur wronskien est wronskien(u,v) = uv’ — u’ v et vérifie pour tous
NRAS 1,
t
wronskien(u, v)(t) = wronskien(u, v)(t)) exp(—J p(s) ds).
L)
En particulier, le wronskien est nul partout si et seulement s’il s’annule en un point. De plus, si p est la fonction

nulle, le wronskien est constant.

Remarque. Si p est de classe C!, on peut supprimer le terme en dérivée premiére en procédant comme suit. On
pose y = zx, oli z et x sont deux fonctions de classe C? de I dans K inconnues. En remplacant dans (L), on obtient

zx” + (22" + pz)x” + (2”7 + pz’ + qz)x = 0.

On choisit z = exp(—% ftz p(s)ds), qui est de classe C? et ne s’annule pas. Alors 2z’ + pz = 0 et I'équation devient
x” +(q— p’/2 — p*>/4)x = 0. Ensuite, si p est constante nulle, 'équation (L) devient y” + qy = 0, et donc
Y'Y +qyy" = 0, puis i .
N2 2
£ +q)=(?) =0,
7)) +aO3 (%)

ce qui peut étre utile dans la résolution.
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4.4.2 Lemme de Gronwall et applications

Le lemme de Gronwall fournit des majorations a partir d’inégalités intégrales; il permet aussi d’exploiter une
inégalité différentielle apres intégration.

Théoreme 4.8 (Lemme de Gronwall). Soit ¢, et y trois fonctions continues sur un intervalle [a, b], a valeurs
positives et telles que pour toutt € [a,b],

t
WO < o)+ j J(s) y(s) ds.

Alors, pour toutt € [a, b],

t t
YO <00+ [ o90) exp([ J(w) du) ds.

t
Démonstration. On pose F(t) = J /(s) y(s) ds. En multipliant la condition par i(t), on obtient

F(0) — 90 FO) < 90 1),
et donc . .
6'®) <00 90) exp(~ [ 966)s)avee 60) = £y exp(- [ vy},
En intégrant, on a
G(t) = G(t) ~ G(a) < j 069 exp(- [ ) as
Cependant, la condition de I'énoncé montre que

t
0 < 910+ 600 exp{ [ 91 du),

ce qui conduit au résultat. O

Corollaire 4.9. Soit et y deux fonctions continues d’un intervalle [a,b] dans R" et vérifiant

t
Jc>0 Vite]ab] y@) <c+ J U(s) y(s) ds.

Alors, pour toutt € [a, b],

t
y@#) <c exp(J ¥(s) ds).

Démonstration. On applique le lemme de Gronwall dans le cas ou la fonction ¢ est constante égale a c. On a donc
pour tout ¢ € [a,b],

e[ voow)| =een([son) o

L’application suivante sert notamment a contréler les erreurs associées aux solutions approchées d’équations
différentielles.

t t
y@#) <c+ J c(s) exp(J V(w) du)ds <c+c

Corollaire 4.10. Soity : [a,b] — R" une fonction de classe C' vérifiant

Ja>0 3p>0 Vielab]l [y OI<p+aly@®l
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Alors, pour toutt € [a,b], on a
ly@®)l < ly(a)] e*t= + é<e“<f-“> ~1).
04

Démonstration. On écrit pour tout t € [a, b],

t t
ly®l < ly@l + [y@®) = y(@) < |y(@] + J ly* (Ol ds < |y(@)l + p(t —a) + aJ ly(s)ll ds.

On applique le lemme de Gronwall avec ¢(t) = |y(a)| + f(t — a) et ¥(s) = @, ainsi qu’a |y|. On en déduit que pour
toutt € [a,b],

t t
O < @I+ 56 -0+ [ (@l + 6 - ) exp( [« du) ds

t
~ @I+ At =)+ [ (@l + B - ) e s

t t
+J ée“(t*s) ds)
a Ja

a(t—a) alt-s) 1
= @l + ft - a) +a ((ny(a)n 4t - a) = — @l = 1 2 [e ] )
— L=

1— ea(t—a))

-

eoc(t—s)
(24

(ly@l + (s — a))

= ly@l + plt —a) + « (

= Iy@l + Bt — @) — Iy(@] — Bt — &) + [y(@)] et + B (

= @10 1 £ et _y) 0

a
4.4.3 Principe de majoration a priori

Ce principe est aussi appelé théoréme de sortie de tout compact et concerne le comportement des solutions
maximales d’équations différentielles aux extrémités de leur intervalle de définition. Soit F : Q — R", avec
Q C R xR" ouvert, une fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Le théoréme de
Cauchy-Lipschitz indique que pour tout (ty, xp) € Q, il existe un intervalle I centré en t; et une fonction ¢ définie
sur I solution de y" = F(t, y) vérifiant ¢(t;) = x. Ainsi, le probléme de Cauchy a toujours une solution, définie
sur un intervalle centré en fy. On s’intéresse au probléme de I'existence d’un voisinage de V de (t,, xy) dans Q tel
que toutes les solutions au probléme de Cauchy en (¢, x) € V soient définies sur un méme intervalle I.

Lemme 4.11. Soit (ty, xy) € Q. Il existe un voisinage V de (ty, xy) dans Q et un intervalle I ouvert centré en t; tel
que pour tout (t,x) € V, on at € I et il existe une solution ¢ de y’ = F(t, y) définie sur I et vérifiant ¢(t) = x.

Démonstration. Pour t € I et &« > 0, on note [,(t) = |t — a,t + a[, et pour x € R" et r > 0, on note B,(x) =
{y e R"||x—y| <r}SiU = I,(t) x B.(x) est un cylindre de sécurité pour F en (t,x), c’est-a-dire que F est
lipschitzienne en la seconde variable sur U et il existe un majorant M > 0 de F sur U tel que a M < r, alors il
existe une solution ¢ de y’ = F(t, y) définie sur I,(t) et vérifiant ¢(t) = x. Soit U C Q un voisinage compact de
(%9, x9) tel que F soit lipschitzienne en la seconde variable sur U. On note M un majorant de F sur U, ainsi que
a,r > 0 tels que a M < r et I,(ty) x B.(xg) C U, de sorte que I,(ty) x B.(xy) est un cylindre de sécurité pour F
en (, xp)- On pose I = I, /3(ty) et B = B, /3(xp), puis V = I x B. Pour (t,x) € V, on observe que I, /3(t) C I, ()
et By, /3(x) C B.(xp), et on a (2a/3)M < 2r/3 <r, donc Iy, /3(t) x By /3(x) est un cylindre de sécurité pour F en
(,x), et donc il existe une solution ¢ de y” = F(t, y) définie sur I, /5(t) et vérifiant ¢(t) = x. Pour tout (£, x) € V,
onal C Ly /3(t), ce qui conduit au résultat. O
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Théoreme 4.12 (Principe de majoration a priori). Soit |a,b[ un intervalle ouvert de R, soit O un ouvert de
R", et soit F : Ja,b[ x O — R" une fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Soit
¢ : la, pl = R" une solution maximale de y’ = F(t,y). Alors, si f < b (resp. sia < a), pour tout compact K C O,
il existe un voisinage V de f (resp. de a) dans |, | tel que ¢(t) & K pour toutt € V.

Démonstration. On se place au voisinage de . Par I’absurde, supposons qu’il existe un compact K C O et des
réels t, € |a, p tels que t, > f quand n — oo, et ¢(t,) € K pour tout n. Par compacité, on extrait une sous-suite
convergente, encore notée ¢(t,) pour simplifier. On a donc ¢(t,) = xy € K € O. Comme (f, x;) € a,b[ x O, il
existe un voisinage | — ¢, f + ¢[ x V de (f, xy) dans Ja,b[ x O tel que pour toust € |f—¢,f+ e[ etx € V, 1l
existe ¢ solution de y’ = F(t, y) définie sur | — ¢, f + ¢[ et vérifiant /(¢) = x. On choisit n assez grand pour que
t, € |f—¢ p+e¢l et ot,) € V. On note ¢ la solution définie sur | — ¢, f + €[ telle que ¥(t,) = ¢(t,). L'unicité au
probléme de Cauchy donnée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre que iy = ¢ sur | — ¢, f[. La fonction
définie sur |a, f + €[ par ¢(t) sia <t < f, et par ¢(t) si f < t < B + ¢, est donc solution sur |a, f + ¢[, ce qui
contredit la maximalité de ¢. ]

Remarques. « SiO = R", le résultat indique que si < b, alors |p(t)| = +co quand t — f.

« Si F : R* > R" est localement lipschitzienne, le théoréme précédent implique que si ¢ : Ja,b[ — R" est
solution maximale de y’ = F(y), et si b < 400, alors |p(t)| — +oo quand t — b.

Corollaire 4.13. On considére un équation différentielle linéaire sur R" de la forme X’ = A(t) X + B(t), avec
deux fonctions continues A : la,b| — M ,(R) et B : |a,b[ — R". Alors, les solutions maximales sont définies sur

la, bl.

Démonstration. La fonction F définie de ]a,b[ x R* dans R" par la formule F(t, X) = A(t) X + B(t) est continue et
localement lipschitzienne en la seconde variable. En effet, on a F(t, X) — F(¢,Y) = A(t) (X —Y), et la fonction A
est continue. Notons X : ]a, f[ — R" une solution maximale, et supposons f < b et choisissons ¢, € ]a, f[. On
munit .#,(R) de la norme d’algébre usuelle, et on note

M=1+ sup |AQ)| et N = sup |B@®)|.
t€ty.f] t€lty,f]

On a donc pour tout ¢ € [y, B[, la majoration |X’(¢)|| < M |X(¢)| + N. Le lemme de Gronwall implique que pour
tout ¢ € [to, A,

Xl < X M0 + 2 M0 - 1),
Ainsi, la solution X est bornée au voisinage de ™. Cela contredit le principe de majoration a priori, et donc f§ = b.

De méme, ona o = a. O

4.4.4 Dépendance des solutions vis-a-vis des conditions initiales

Soit F : Q — R"?, o1 Q C RxR" est un ouvert, une application continue et localement lipschitzienne en la seconde
variable. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz indique que pour tout (f), xy) € Q, il existe une solution maximale de
y" = F(t, y) notée ¢, ,, et définie sur un intervalle ouvert [; , contenant t, et telle que ¢(t)) = xp. On note

W= U {(t0, x0)} ¥ Iy x, C QX R,
(t0.%0)EQ

et on définit une application ® : W — R”" par ®(t, xo5t) = ¢y, (t). Ainsi, D(fy, xp; - ) est la solution maximale de
y’ = F(t, y) passant en x; a I'instant t,. On peut montrer en général que W est ouvert et que ® est continue sur W.



CHAPITRE / 5

Espaces de Hilbert Références : [7, 8, 13].

5.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 5.1. « Soit H un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H x H
dans R qui est symétrique (i.e. (u,v) = (v, u) pour tous u,v € H) et définie positive (i.e. (u,u) > 0 pour tout
u € H, avec (u,u) = 0 si et seulement si u = 0).

« Dans le cas ou H est un espace vectoriel sur C, on dit que (u,v) est un produit scalaire hermitien si c’est
une forme sesquilinéaire (i.e. linéaire a gauche : (au + v, w) = a(u, w) + (v, w); et semi-linéaire a droite :
(u,av + w) = a(u, v) + (u, w)), hermitienne (i.e. (u, v) = (v,u)), définie positive.

Remarq ue. Par commodité, et sauf mention contraire, on se restreindra souvent dans ce cours au cas réel.

Proposition 5.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté
(-, -). Alors, pour tousu,v € H, on a I'inégalité [{u, v)|* < (u,u) (v, v).

Démonstration. Pour toutt € R, on a
0 < {u+tv,u+tvy = (u,u) + 2tRu, v) + t2(v, v).
Il s’agit d’'un polyndéme en t qui ne prend que des valeurs positives. Ainsi, on a deux cas possibles :
« Si(v,v) = 0, alors le polynome est de degré 1 au plus et il est donc nécessairement constant. Il en ressort que
0 = (Ru, v))? < (u,u) (v,v) = 0.
« Sinon, le polynome est de degré 2, avec un discriminant négatif ou nul, c’est-a-dire que

4(R{(u, v)? — 4(u, u) (v, v) < 0.

Dans les deux cas, on a donc (R(u, v))? < (u, u) (v, v). Pour conclure, on note a un nombre complexe de module 1
tel que [(u,v)| = a{u,v). On a
Ku, v)| = alu,v) = (au,v) = R{au,v).

Avec ce qui précede, on en déduit que

Rau, v))? < {au, au) (v,v) = 0_@(14, u) (v, v).
=1

(On remarque dans cette preuve que la propriété selon laquelle (u,u) > 0 pour u # 0 n’est jamais utilisée.) [

Corollaire 5.2. Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ( -, - ). Alors, 'expression |ul = (u, upl/2
définit une norme sur H.

Démonstration. Pour u,v € H, on observe que
lu + vI? = Jul® + W2 + 2R, v) < Jul® + [vI* + 20l vl = (lul + V1)

Cela prouve I'inégalité triangulaire. Les autres propriétés de la norme sont trivialement vérifiées. O

48
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Proposition 5.3 (Cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz). Pour tousu,v € H, on a [{u,v)| = |[ul |[v| si et seulement
siu etv sont linéairement dépendants.

Démonstration. On a clairement égalité quand u et v sont en dépendance linéaire. Supposons avoir I’égalité, et
notons @ un nombre complexe de module 1 tel que [(u, v)| = R{au, v). Alors, on a

2
kv = evlle]” = 2bulPIvI? = 2l IR, v) = o,
ce qui donne [ullv — a|v|u = 0, et donc la dépendance linéaire. O

Une conséquence de la définition de la norme associée a un produit scalaire est 'identité du parallélogramme :

pour tous u,v € H,

u+v|?
2

2
u—v 1
=3 (lull® + IvI#) ,

2

c’est-a-dire aussi
lu + V% + Ju = vI* = 2 (Jul® + |vI?).

Définition 5.2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (-, - ) pour lequel
la norme | - | définie précédemment le rend complet.

d

Exemples. « Les espaces vectoriels R? et C?, munis respectivement des produits scalaires donnés par Z A

i=1
d

et Z auv; pour des vecteurs u = (uy, ..., ug) et v = (v, ..., vz) dans R? ou C¥, avec des coefficients a; > 0 fixés.
i=1

Si tous les coefficients g; sont égaux a 1, on dit que les espaces R? et C? sont munis respectivement de leur

structure euclidienne ou hermitienne canonique.

« Sur un espace mesuré (Q, #, p), 'espace LY(Q, F, ) des classes de fonctions de carré intégrable modulo I’égalité
presque partout est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire (f, g) = [, fg du dans le cas complexe, et
| fgdu dans le cas réel. Sur 'espace & 2 des fonctions avant passage au quotient, cette forme est seulement
positive : une fonction non nulle mais nulle presque partout a une norme associée nulle.

« Comme cas particulier du précédent, il y a ’ensemble IN muni de la tribu discréte de ses parties 2(IN) et de

la mesure de comptage : on obtient I'ensemble ¢2(IN) muni du produit scalaire Z U, V, ou Z u,V,. Autre cas
n=0 n=0
particulier, I'espace L2([0, 1]) obtenu pour I'ensemble Q I'intervalle [0, 1], pour & la tribu des boréliens et pour

1 la mesure de Lebesgue.

« L’espace de Sobolev H'([0, 1]) est constitué des classes f € L?([0, 1]) admettant un représentant absolument
continu de la forme f(x) =c+ f(;c g(®)dt, avec g € L2([0,1]). On note f” = g. Le produit scalaire {f, h) ;1 =

fol (fh + f’h’)dt en fait un espace de Hilbert. Les valeurs ponctuelles de f désignent celles de son unique
représentant continu.

5.2 Projection sur un convexe fermé

On se restreint désormais au cas réel. Dans ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert et on reprend les notations
précédentes pour la norme et le produit scalaire.

Théoréme 5.4. Soit K C H un convexe fermé non vide. Alors, pour tout f € H, il existe un unique u € K tel que

If —ul = min|f —v|.
vekK
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De plus, u est caractérisé par la propriété de 'angle obtus : u € K et
Vv eK (f—uv—uy<o.

On note u = P f la projection de f sur K. Alors, U'application Py est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Existence. On note (v,) une suite minimisante, i.e. v, € K pour tout entier n et de plus d, =
If =l — d = inIf; | f — v|. Montrons que la suite (v,) est de Cauchy. D’apreés I'identité du parallélogramme
neo ve

appliquée aux vecteurs f —v, et f —v,,, ona

Vv, — V|| 1
-

v, + Uy, Hz
2

I
Le premier terme est supérieur ou égal a d* car (v, + v,)/2 appartient 4 K par convexité. Par conséquent,

v = vl < 2 (d2 + d2) — 4d*> — 0.

m,noo

La suite (v,) est donc de Cauchy. On note u sa limite. Comme K est fermé, onau € K, et de plusd = | f —u|.
Caractérisation par I’angle obtus. Supposons qu’un vecteur u € K vérifie |f — ul = mi}r(l |f —v| et considérons
ve

w € K ett € |0, 1]. Par convexité, le vecteur v = (1 — t)u + tw appartient a K, donc

If =ul <1f = (@ = u+tw)] = [(f =) = tlw=w)],
puis
If = ul? <Nf —ul® = 26(f —wow —u) + 2 |w —ul?,

et finalement 2(f —u, w — u) < t|w —u||*. En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient { f — u, w — u) < 0. Réciproquement,
si cette inégalité est vérifiée, on a pour tout v € K,

If = ul® = 1f = vI? = 2(f ~wv—u) ~fu—v|* <o,
[ —
<0

ce qui implique que | f —u| < | f — v| pour tout v € K.

Unicité. Siu, et u, sont deux minimiseurs, on a pour tout v € K, les inégalités ( f—uy, v—uy) < 0 et (f—uy, v—uy) < 0.
En prenant v = u, dans la premiére et v = u; dans la seconde, on obtient

(f —up,up —uy) <0 et (f —ug,uy —upy) 0.

En ajoutant ces deux inégalités, on a {(f — uy) + (uy — f), iy — uy) < 0, ce qui donne finalement |u; — 14]* < 0, et
donc uy = 1.

Propriété de Lipschitz. Pour fi, f, € H, on note respectivement u; = Pk f; et uy = P f, les projections de f et f;
sur K. Alors, pour tout vecteur v € K, on a

(i—w,v—u) <0 et (fo —ug,v—up) <0,
et donc en prenant v = u, dans la premiére inégalité et v = u; dans la seconde, on a
(fi—upug—u) <0 et (fa —ug,uy —up) 0.

En ajoutant ces inégalités, on a ((f; — uy) + (uy — f), iy — uy) < 0, ce qui donne |uy — w1]? < (fo — fi, tip — uy).
Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on majore ce dernier terme par | f5 — fi| [|uz — ;. On conclut finalement

que uz —ui| <2 = fil- O
Remarque. Dans un espace de Banach, la projection n’existe pas toujours. En effet, dans I'espace €°([0, 1])
des fonctions continues définies sur I’intervalle [0, 1] muni de sa norme usuelle || - |, considérons I’ensemble
convexe

1
K =1f € ¥°([0, 1]) positive | f(0) = 0 et J f@)dt = 1%.
0
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On observe que d(0,K) = ]}nlt; | fllo = 1. En effet, d’une part, toute fonction f € K vérifie
S

1
1=J O dt < Ifl
0

D’autre part, pour tout entier n > 2, en désignant par g, la fonction définie sur [0, 1], affine entre 'origine et

. , 2 .
le point de coordonnées (—, Ll) puis constante, on observe que g, € K et que |g,lcoc — 1. En effet, on a
i [e¢]
nn " n
-1

1
12 n n 2
Hdt=- - —— + (1——)21.
Lgn() 2nn—1 n-1 n

clairement g, continue et positive, avec g,(0) = 0 et | g,/ = ,et

On a donc comme annoncé d(0, K) = 1. Cependant, cette distance n’est pas atteinte. En effet, cela impliquerait
I'existence d’une fonction f € K telle que | f|. = 1. Ainsi, la fonction 1 — f serait continue, positive et d’intégrale
nulle sur [0, 1]. La fonction f serait donc constante égale a 1 sur cet intervalle, ce qui contredirait sa nullité en 0.

Corollaire 5.5 (Cas d’un sous-espace vectoriel fermé). Soit M C H un sous-espace vectoriel fermé et soit f € H.
Alors, u = Py f est caractérisé par les conditionsu € M et

VveM (f —u,v) =0.

De plus, Py est un opérateur linéaire. C’est un projecteur linéaire de noyau M*, et de norme 1 si M # {0}.

Démonstration. La caractérisation par I’angle obtus donne (f — u, v — u) < 0 pour tout v € M. Par linéarité, on a
méme (f — u,tv —u) < 0 pour tout v € M et tout t € R, c’est-a-dire

Hf—uv)—(f—uu) <O0.
Nécessairement, le coefficient ( f — u, v) est nul. Réciproquement, si on a (f — u,v) = 0 pour tout v € M, alors on
a aussi en particulier (f —u,u) = 0, et donc par soustraction (f —u,v —u) = 0.

Pour la linéarité, on considere g € H et v = Py g. Alors,
(Af+g)—(Au+v),w)y=Xf-uw)+{(g—v,w)=0

pour tout w € M, ce qui donne Py (Af + g) = Au+v = APy f + Py g. O

Corollaire 5.6. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors, on a la décomposition en somme directe
orthogonale H = M®&M™" : chaque vecteur de H s’écrit de fagon unique u + v, avecu € M etv € M*, et ces deux
composantes sont orthogonales. Le projecteur associé a cette décomposition est Pyy.

Démonstration. Pour f € H, on pose u = Py, f. Alors, on écrit f = u + (f — u) et le résultat précédent montre
que (f — u,v) = 0 pour tout v € M, ce qui montre que f —u € M*, en plus d’avoir u € M. Enfin, si w appartient
a I'intersection de M et M+, on a (w,w) = 0, et donc w = 0. O

Si M désigne un sous-espace vectoriel quelconque de H, alors 'adhérence M est un sous-espace vectoriel fermé.
Le corollaire précédent implique que
H=MeM =MeM",

ot la derniére égalité vient du fait élémentaire que M~ = M*. On en déduit le critére utile de densité suivant.

Corollaire 5.7. Un sous-espace vectoriel M est dense dans H si et seulement si son orthogonal M* est réduit d

{0}.
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5.3 Dualité et théoreme de représentation de Riesz

On note H’ le dual topologique de H, i.e. 'espace vectoriel des formes linéaires continues sur H, muni de la
norme duale notée aussi || - |.

Théoreme 5.8 (Riesz). Pour toute forme linéaire ¢ € H’, il existe un unique vecteur f € H tel que p(v) = (f,v)
pour tout v € H. De plus, on a | f|| = |¢|. Autrement dit, I'application suivante est une isométrie surjective :

H — H
f— Afi)

Démonstration. Existence. Notons M = ker ¢ = ¢~ 1({0}) le noyau de la forme linéaire ¢. Il s’agit d’un sous-espace
vectoriel fermé de H. Si M = H, on a ¢ = 0 et on peut prendre f = 0. Sinon, il existe un vecteur g € H \ M tel

-P
que |g] = 1 et g € M*. En effet, on peut partir de gy € H \ M quelconque, puis poser g = S0~ “ME0_ Ensuite,

lgo — Prm&ol

pour tout vecteur v € H, on peut écrire v = Ag + w, avec A € Ret w € M en posant A = PV etw=v— Ag.On

o(g)

(p(v)’ puis finalement ¢(v) = (p(g)g, v). On conclut

adonc 0 = (g, w) = (g, v — Ag), C’est-a-dire (g, v) = A g|* = —=
o(g)

en posant f = ¢(g)g.
Isométrie. On a d’abord | f|| = le(g)gl = le(g)| < |l¢| car |g| = 1. Réciproquement, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
implique que pour tout vecteur v € H, on a |p(v)| = [{f,v)| < | f [v], et donc |¢| < | f].

Unicité. Si fi et f, conviennent, alors (i, v) = ¢(v) = (f5,v) pour tout vecteur v € H. Donc, (f; — f,,v) = 0 pour
toutv e H,dou f; = f5. O

Corollaire 5.9 (Existence et unicité de I'adjoint). Soit T € £ (H) un opérateur linéaire continu de H dans H.
Alors, il existe un unique opérateur linéaire continu T* € £ (H) tel que

Vu,veE H (Tu,v) = (u, T*v).

De plus, il y a égalité des normes d’opérateur : |T*| = |T|. On appelle T* 'adjoint de T. Enfin, on a clairement
(T*)* =T et (ST)* = T*S* pour tous opérateurs S,T € L (H).

Démonstration. Pour tout vecteur v € H, 'application u + (Tu,v) est une forme linéaire continue sur H. Le
théoréme de Riesz implique I'existence d’un unique vecteur T*v € H tel que (Tu,v) = (u, T*v) quel que soit
u € H. Il est facile de voir qu’on définit ainsi une application linéaire T* sur H.

De plus, on sait que le vecteur T*v a méme norme que la forme linéaire qu’il représente, i.e. |[T*v| = sup [(Tu,v)|.
lul<1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique en outre que pour tous vecteurs u,v € H,

KTu, v)| < |Tul [v] < IT| ful [v].

On en déduit que [T*v| < |T| |vl, donc que I'application linéaire T* est continue, avec une norme d’opérateur
telle que |T*|| < |T|. En appliquant cela a T*, on obtient |T*|| > |(T*)*| = |T|. D’ou |T*|| = |T|.

Pour établir 'unicité de 'opérateur T*, supposons que deux opérateurs S; et S, conviennent, i.e. vérifient
(u,S1v) = (Tu,v) = (u, Syv) pour tous u,v € H. On a en particulier (u, S;v — S,v) = 0 pour tout u € H, ce qui
implique que S;v = S,v pour tout v € H, et finalement S; = S,. O

Proposition 5.10. Pour tout opérateur T € £(H), on a

ker(T*) = (imT)* et imT* = (ker T)*.
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Démonstration. La premiére identité est triviale. On I'applique a T*, ce qui donne ker((T*)*) = (imT*)*. En
prenant I'orthogonal, et en se rappelant que prendre deux fois I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel revient a
prendre son adhérence, on a (ker(T))* = ((im T*)*)* = imT*. O

Définition 5.3. Un opérateur T € £ (H) est dit auto-adjointsi T = T*.

Remarques. Dans ce cas, on a clairement |T?| = |T|?, puisqu’en général |[TT*| = |T*T| = |T|?. De plus, les
opérateurs TT™ et T*T sont toujours auto-adjoints quel que soit T € Z(H).

Lemme 5.11. Supposons H # {0}. La norme d’un opérateur auto-adjoint quelconque T € ¥ (H) vérifie

ITI = sup Tu,u)l.

Démonstration. Notons s le supremum figurant dans I’énoncé. Pour tous vecteurs u, v € H, on a par homogénéité
puis grace a l'identité du parallélogramme,

[4(Tu, v)| = KT(u + v),u+v) = (T =), u = )| < (Ju+ V> + Ju—vI*) s = 2(lul® + [v[*)s.

Par conséquent, on a
ITI =1T"1= sup KTuv)|<s.
lul=[vl=1
Enfin, on a bien str 'inégalité réciproque puisque le supremum de [(Tu, v)| sur tous les vecteurs u et v de norme
1 majore le supremum s, qui correspond au cas particulier ou v = u. Finalement, |T| = s. O

Remarque. En dimension finie, le supremum figurant dans I’énoncé du lemme est atteint par continuité de
l'application u + |(Tu, u)| sur la sphére unité, qui est compacte. On dispose donc d’un vecteur unitaire u € H tel
que ||T| = KTu, u)|. Ainsi, par définition de la norme d’opérateur, on a

(Tu,u)| = |T]| = sup |Tv| > [Tu| = |Tu] Jul.

Ivl=1

Réciproquement, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne [(Tu, u)| < |Tul [lu|. On est donc dans le cas d’égalité, ce
qui implique P’existence d’une dépendance linéaire entre Tu et u. Autrement dit, u est un vecteur propre pour T.
Notons A la valeur propre associée. On a |T|| = [(Tu, u)| = [{Au, u)| = |A| |ul?> = |Al, de sorte que A = +|T]. Cela
permet de démarrer la diagonalisation de I'opérateur T car ensuite 1’espace vectoriel {u}" est stable par T, et on
peut considérer la restriction correspondante.

5.4 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 5.4. On dit qu'une forme bilinéaire a de H x H dans R est :

(i). continue s’il existe une constante C > 0 telle que |a(u, v)| < C|ul |v| pour tous vecteurs u,v € H;

(ii). coercive s’il existe une constante & > 0 telle que a(v,v) > a|v|* pour tout vecteur v € H.
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Théoreme 5.12 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert et soit a une forme bilinéaire continue et coercive
sur H. Alors, pour toute forme linéaire ¢ € H’, il existe un unique vecteur u € H tel que a(u,v) = ¢(v) pour tout
vecteur v € H. De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par

Ea(u u) —o(u) = mln( alv,v) — <p(v))

Démonstration. Pour tout vecteur u € H, 'application v — a(u, v) est une forme linéaire sur H. Le théoréme de
Riesz implique I'existence d’un unique vecteur Tu € H tel que a(u,v) = (Tu, v) pour tout v € H. Il est clair qu’on
définit ainsi un unique opérateur linéaire continu T € Z(H).

La coercivité de a et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent la minoration |Tv| > «|v| pour tout vecteur v € H,
puisqu’en effet
alvI? < a(v,v) = (Tv,v) < |Tv] |v].
Cela impose en particulier 'injectivité de T.
De plus, I'image de 'opérateur T est fermée dans H. En effet, supposons que w = hm w), est limite d’une suite

d’éléments w, € im T. On peut écrire w, = Tv, pour tout n, et il résulte comme ci- dessus de la coercivité et de
Iinégalité de Cauchy-Schwarz que

a”vn - Vm" < ”T(Vn - Vm)” = ”Wn - Wm” — 0.
m,noo

La suite (v,) est donc une suite de Cauchy dans H, qui est complet. Elle admet donc une limite, notée v. On a
clairement w = Tv € imT.

L’image de T est aussi dense dans H. En effet, si un vecteur v appartient a (im T)*, alors on a 0 = (Tu, v) = a(u,v)
pour tout u € H. En particulier, toujours par coercivité, on a

alv|? < a(v,v) = (Tv,v) = 0.

Ainsi v = 0, ce qui prouve que 'orthogonal de im T se réduit a {0}. Le critére de densité vu précédemment permet
de conclure.

On déduit des arguments précédents que I'opérateur T est une bijection de H dans lui-méme. Par conséquent,
pour ¢ € H’, le théoréme de Riesz fournit un unique représentant w € H. Si on pose u = T~ 1w, alors pour tout
vecteur v € H, on a

o(v) = (w,v) = (Tu,v) = a(u, v).

Cela prouve I'existence de u. Son unicité est claire puisque si u; et u, conviennent, on a a(u;,v) = ¢(v) = a(uy, v)
pour tout v € H, et donc a(u; — uy, v) = 0 par bilinéarité. A nouveau par coercivité, on a

aluy = upl® < aluy — uy,uy — up) =0,

ce qui donne u; = u,.
Finalement, pour établir la caractérisation, supposons que la forme bilinéaire a est symétrique, et écrivons alors
que pour u,h € H,

%a(u +hu+h)—eu+h)= %a(u, u) — o(u) + %a(h, h) — p(h) + a(u, h).

Si le vecteur u représente la forme linéaire ¢ pour la forme bilinéaire a, on a a(u, h) = ¢(h). De plus, par coercivité,
on a clairement a(h, h) > 0. Ainsi, pour tout h € H,

%a(u +hu+h)—e(u+h)> %a(u, u) — o(u).

Comme le membre de gauche coincide avec celui de droite pour & = 0, on en déduit que u est solution du probléme
de minimisation. Réciproquement, si u est solution du probléme de minimisation, on a pour tout h € H,

%a(h, h) — o(h) + a(u, h) > 0.
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En remplacant h par son opposé, on obtient aussi
%a(—h, —h) — @(~h) + a(u, —h) > 0.
En utilisant la linéarité et en regroupant ces deux inégalités, on en déduit que pour tout h € H,
laCu 1) = ()| < Salh ).
Enfin, en remplacant & par ¢h, avec ¢ > 0, cela donne
(e, ) = ()| = ~laCu, eh) = p(eh)| < o-aleh,eh) = Sa(i,h).

En faisant ¢ — 0, on conclut que a(u, h) = ¢(h) pour tout h € H. O]

5.5 Application au probleme de Dirichlet

Une fonction f € €°([0,1]) étant donnée, on considére le probléme différentiel suivant, appelé probléme de
Dirichlet :
—u” +u=f surl0,1]
{ u(0) = u(1) = 0.
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec des conditions aux bords de I'intervalle. Une solution
classique, dite forte, est une fonction u € €2([0, 1]) qui vérifie I'équation différentielle et les conditions aux bords.

On va adopter une approche variationnelle du probléeme. Pour cela, on commence par intégrer I’équation contre
une fonction test ¢/, en effectuant une intégration par parties. Ainsi, pour toute fonction ¢/ € €1([0, 1]) telle que

Y(0)=¢(1)=0,0ona
1 1 1
L u ()Y’ (x)dx + L u(x)y(x)dx = Jo F(x)Y(x) dx.
Cette nouvelle équation a un sens si u € ([0, 1]), ou méme si u appartient 4 ’espace de Sobolev H} ([0, 1])

constitué des fonctions v € L2([0, 1]) vérifiant v(0) = v(1) = 0 et telles qu’il existe une fonction g € L2([0,1])
pour laquelle

v(x) = L gt)ydt p.p.

La primitive x — j(f g(t) dt est 'unique représentant continu de la classe v; les conditions v(0) = v(1) = 0 portent
sur ce représentant. La fonction g, définie presque partout, est alors notée v’. La formulation intégrale revient au
fait que pour toute fonction iy € ([0, 1]) telle que ¥/(0) = (1) = 0,

(u, ) = 4¥),

ou (-, -) désigne le produit scalaire qui fait de Hy ([0, 1]) un espace de Hilbert et qui est défini par

1 1
(u,v) = L w (x)v (x)dx + J u(x)v(x) dx,

0

et € est la forme linéaire sur H} ([0, 1]) donnée par

1
t(v) = J;) f(x)v(x) dx.

Le théoréme de représentation de Riesz prouve alors I'existence d’une unique fonction u € H}([0, 1]) telle que
(u,v) = &(v) quelle que soit la fonction v dans Hy ([0, 1]). En particulier, u apporte une solution a la formulation
intégrale du probleme de Dirichlet, appelée solution faible.
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La fonction u peut également étre vue comme solution d’un probléme variationnel grace au théoréme de Lax-
Milgram. En effet, ce théoréme indique que u minimise la fonctionnelle

1! , , 1
2 J:) ((v (x))* + (v(x)) ) dx — L f(o)v(x) dx.

1l s’agit 1a du principe de Dirichlet.

Pour revenir a la solution classique, on montre que la solution faible u est assez réguliére en commengant
par observer que u” = u — f est continue sur I'intervalle [0, 1], ou I’égalité est a prendre au sens faible. Plus
précisément, si on note g = u’, alors la dérivée g’ au sens faible est continue sur [0, 1], c’est-a-dire qu’il existe
une fonction h de €°([0, 1]) telle que pour toute fonction ¢ € ([0, 1]) avec /(0) = ¢(1) = 0,

1 1
[ scowear=-[ nopeoax
0 0

En effet, on peut partir de la formulation intégrale précédente, et poser h = u — f et g = v’. En choisissant une

primitive H de h dont la constante est ajustée pour que [;(g — H) = 0, on obtient aprés intégration par parties

1
L () — HOe) ¥/ (x) dx = 0

pour toute fonction ¢/ € €1([0, 1]) avec /(0) = (1) = 0. Enfin, par densité, il existe une suite (;,),>1 de fonctions
L2

dans €'([0, 1]) vérifiant toutes 1,(0) = 1,(1) = 0 et telles que 1/, —> g — H. Pour le voir, on approche g — H dans
noo

. . . 1 se s
L? par des fonctions continues g,, puis on remplace g, par g, — Jo Gn et on pose Y, (x) = f(f gn(t) dt. L’intégrale
nulle de g — H garantit que la soustraction des moyennes conserve la convergence. On a finalement

1
L (860) — HOo)2 dx = 0,

et donc g = H presque partout, avec H de classe €. Il en résulte que u est de classe €* sur I'intervalle [0, 1]. On
retrouve donc une solution forte.

5.6 Bases hilbertiennes

Définition 5.5. Une famille (4;);c; d’éléments d’'un espace de Hilbert H est :
(). orthogonale si (;, u;) = 0 pour tous indices i, j € I tels que i # j;

(ii). orthonormale si elle est orthogonale et vérifie |u;| = 1 pour tout indice i € I;

(iii). une base hilbertienne si elle est orthonormale et totale, ¢’est-a-dire vérifie la condition Vect{y;, i € I} = H.

Remarque. D’apres le théoréme de Pythagore, pour toute famille orthogonale (y;);c; et tout sous-ensemble fini

JClLona
2

Sl = lul

ie] ie]

Ainsi, la famille (y;);c; est libre si elle ne contient pas le vecteur nul.

Lemme 5.13 (Riesz-Fischer). Soit (u,),>o une famille orthogonale d’un espace de Hilbert H. Alors, la série ), u,

2 0
=) lul®.
n=0

[o¢]

D, tn

n=0

converge dans H si et seulement si la série numérique Y |lup|?> converge. De plus,
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n
Démonstration. On suppose que S, = Z u. converge dans H, vers une limite notée S. D’apres le théoreme de

k=0
Pythagore, on observe que

n
IS, 1% = Z el —> 1ISI%.
k=0 nee

Réciproquement, supposons que la série numérique 3 |lu,|? converge. Alors, 4 nouveau d’aprés le théoréme de

Pythagore, on a pour m < n,
n

1S = Sl = D, > — o.
m,nco
k=m+1

La suite (S,);>0 est donc de Cauchy, et par conséquent converge dans I'espace H qui est complet. O

5.7 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (u,),>0 une famille libre dans un espace de Hilbert H. On définit par récurrence une famille de vecteurs
. Uy . . .
(ex)n>0 comme suit. On commence par poser e, = H Puis, les vecteurs ey, ..., ,_1 étant construits, on pose
> ”

L _
TR

Alors, la famille (e,),>o est orthonormale et pour tout entier n > 0, on observe que Vect{ey, ..., e,} = Vect{uy, ..., uy,}.

n—1
fn =u, - Z<un>ek> €k et
k=0

Théoreme 5.14. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne (dénombrable).

Démonstration. On peut supposer que H est de dimension infinie. Sinon, le résultat est clair puisqu’il suffit
d’orthonormaliser une base quelconque de H.

Soit (v )k>o une suite dense d’éléments de H. Pour tout entier k > 0, on note F, = Vect{v, ..., w}. Les F; forment
une suite croissante d’espaces vectoriels de dimension finie dont 'union est dense dans H. On pose ensuite
Ey = Fy,, ou kg est le plus petit entier k tel que dim Fy = 1. Puis par récurrence, des espaces vectoriels Ey, ..., E,_;
étant construits, on pose E, = Fy , ou k;, est le plus petit entier k tel que dim Fy = dim E,_; + 1. Les espaces
vectoriels E, ainsi définis forment donc une suite croissante de sous-espaces vectoriels de dimension finie dont
I'union est dense dans H, et qui vérifient dim E, = n + 1 pour tout n € IN. On remarque que pour tout entier
n > 1, le vecteur v n’appartient pas a E, ; = Vect{w, ..., v} La famille ( ),>¢ est donc libre. Comme cette
famille est totale dans H, on peut en tirer une base hilbertienne en lui appliquant le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt. ]

Théoreme 5.15. Soit (e,),>o une base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable H. Alors :

(i). pour tout vecteuru € H,on au = Z(u, €,) e, ;
n=0

(o]
(ii). pour tout vecteuru € H, on a ||ul?® = Z [(u, e,)|?, qui constitue I'identité de Bessel-Parseval ;
n=0
o0
(iii). pour toute suite (c,),>o de réels tels que la série ), ¢ converge, la série Z cn ey, converge dans H.
n=0

Démonstration.  (i). On commence par observer que la projection du vecteur u sur I'espace vectoriel E, =
Vectiey, ..., e,} s’écrit

Up = pEn(u) = Z(% e) €k
k=0
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Le théoréme de Pythagore implique alors que
lunl* = Z I, ex) exll* = Z Ku, e).

Comme la projection pg_est 1-lipschitzienne, on a lunl? < ul?, de sorte que la série a termes positifs
Y. [{u, e )|? est convergente. Ainsi, la série Y, |(u, ) ex|?> converge également, et le lemme de Riesz-Fischer
implique que la série ) (u, e;) e, converge dans H vers un certain vecteur v. Cependant, on a pour m > n,

<um —u, en> = <ums en> - <u! en) = Z(ua ek> <ek’ en> - <u! en) =0,

k=0

puisque le terme (e, e,) est non nul seulement si k = n, et ce terme vaut alors 1. Comme la suite (u,,)
converge vers v, on en déduit par passage a la limite quand m — oo que (v —u,e,) = 0 pour tout n € N. On
a finalement v = u, ce qui donne le résultat.

(ii). D’apres le point précédent, on peut écrire le vecteur u comme somme de la série Y (u, e,) e,. Le lemme de
Riesz-Fischer implique alors I'identité de Bessel-Parseval puisque

Z Iu, ) eal? = Z K, en) .

(iii). On observe que |c, e,|*> = c2 pour tout n. Comme la série Y’ c¢2 converge, il en va de méme de Y. |lc, e,[?, et
le lemme de Riesz-Fischer permet de conclure a la convergence dans H de la série ) ¢, e,. O

Jul? =

Remarque. Ainsi, tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie H est isométriquement isomorphe a
Iespace de suites £2(IN), par 'intermédiaire de I’application

H — ()

u (<uaen>)n20s

ot (e,)p>0 désigne une base hilbertienne de H. De plus, dans I'espace £2(IN), un exemple de base hilbertienne est
la base canonique formée des suites de la forme w, = (0,...,0, 1,0,...), ou le coefficient égal a 1 a pour indice n.

5.8 Inégalités de Wirtinger et isopérimétrique

On munit 'ensemble quotient T = R/(27Z) de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue normalisée ;—t
3

Alors, 'espace L(T) s’identifie 4 'espace des fonctions mesurables 27-périodiques de R dans C dont le module
au carré est intégrable sur une période, identifiées lorsqu’elles sont égales presque partout. Il s’agit d’un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(f.8)=— . f(t)g(t)dt

De plus, la famille formée des fonctionse, : t — ei”t , pour n € Z, est une famille totale d’apres le théoréme de
Fejér. Il s’agit méme d’une base hilbertienne. Pour toute fonction f de I'espace L2(T), on rappelle que le coefficient
de Fourier d’indice n est défini par

1 2

alf) = {fren) = . f®)e " dt.

Dans ce contexte, I'identité de Bessel-Parseval devient

+00

1 21 ) )
LGS WO

n=—oo

On peut en donner comme application le résultat suivant.
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Proposition 5.16 (Inégalité de Wirtinger). Soit f une fonction a valeurs complexes, 2rr-périodique, de classe €
et d’intégrale nulle sur une période. Alors, on a

2 2
I If(t)lzdtsj IO dt.
0

0

De plus, il y a égalité si et seulement si f est de la formet — ae' + be ™, avec des coefficients quelconques
p yaeg q q

a,beC.

Démonstration. On peut bien str identifier la fonction f avec un élément de ’espace L(T). Pour tout entier
n € Z, une simple intégration par parties montre clairement que ¢,(f") = in¢,(f). En appliquant I'identité de
Bessel-Parseval, et en observant que le coefficient de Fourier cy(f) est nul puisque la fonction f est d’intégrale
nulle, on obtient

2r 2m
| ora=zr ¥ lahf < Y imadf =2 T (k=] 1f0F
0 nezZ\{o} nez nez\{o} 0

ce qui donne I'inégalité annoncée. De plus, on observe que la différence des deux intégrales s’écrit simplement

20 Y = Dlal(HE

neZ\{0}

Le cas d’égalité correspond donc au fait que ¢,(f) = 0 des que |n| > 2. Les seules fonctions possibles sont donc
t—ael +be ¥ aveca,b e C. O

Ce résultat permet lui-méme d’établir I'inégalité isopérimétrique.

Proposition 5.17 (Inégalité isopérimétrique). On notey une courbe fermée simple du plan, réguliére de classe
&l de longueur L et entourant une aire A. Alors,

arA < L2,

avec égalité si et seulement siy est un cercle.

Démonstration. Par homothétie, on peut supposer L = 27. On peut aussi supposer que la courbe y est parcourue
dans le sens trigonométrique a vitesse 1 par une fonction f : [0,27] — C. Par translation, on peut aussi supposer
que la fonction f est d’intégrale nulle. On décompose f sous la forme x + iy, ou x et y sont deux fonctions a
valeurs réelles. D’apres la formule de Green-Riemann, I’aire délimitée par la courbe y vaut

1 N PPN ,
A=1] wdy-yan =1 | GOy © - yox o
Y 0

Dans cette derniere expression, on observe que I'intégrande est la partie imaginaire du produit f’(t) f(¢). Ainsi,
’aire peut s’écrire
A=x3(f". f).

En appliquant successivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Wirtinger, on obtient

A< Oz I < =0 f 1P

Cependant, comme la courbe y est supposée parcourue a vitesse 1 par la fonction f, on a en fait | f’| = 1. On en
conclut que A < 7, ¢’est-a-dire comme annoncé 47A < L2, puisque L = 2.

Enfin, s’il y a égalité dans I'inégalité isopérimétrique, il y a aussi égalité dans les inégalités de Wirtinger et de
Cauchy-Schwarz. Par conséquent, la fonction f est de la forme t ~ ae’ + be™, avec a,b € C. De plus, les
fonctions f et f” sont colinéaires, donc f est soit de la forme t > ael, soit de la forme t — be ™I
comme la courbe y est parcourue dans le sens trigonométrique et a vitesse 1, on a nécessairement |a| = 1, et donc
fite el(t+0) pour un € € R. La courbe y est donc un cercle. O

. A nouveau



CHAPITRE / 6

Théoreme de Baire et applications Référence : [6].

6.1 Le théoreme de Baire

Définition 6.1. On dit qu'un espace métrique (X, d) est un espace de Baire si toute intersection dénombrable
d’ouverts denses dans X est dense dans X, c’est-a-dire si pour toute suite (O,),>; d’ouverts de X,

DX

[Vvn>1 O, =X] = 0, = X.

1

3
Il

Remarques. « Formulation équivalente : (X, d) est un espace de Baire si toute union dénombrable de fermés
d’intérieurs vides est d’intérieur vide, c’est-a-dire si pour toute suite (F,),>; de fermés de X,

C s,

[Vn>1 F,=0] — F, = 9.

n=1

« Terminologie : Une intersection dénombrable d’ouverts est appelée un Gs. On remarque qu’une intersection
dénombrable de Gy est un Gs. Dans un espace de Baire, toute intersection dénombrable de G5 denses est un Gg
dense. Une union dénombrable de fermés est appelée un F,;. Dans un espace de Baire, toute union dénombrable
de E; d’intérieurs vides est un F, d’intérieur vide.

(o8]
+ Si (X, d) est un espace de Baire non vide et si (F,),>1 est une suite de fermés de X telle que U F, = X, alors
n=1
F,, # @ pour un entier ny > 1.

Définition 6.2. Soit (X, d) un espace de Baire et soit A une partie de X.

« On dit que A est un résiduel si A contient un Gs dense dans X.

+ On dit que A est maigre si A est contenu dans un F; d’intérieur vide de X.

Proposition 6.1. Soit (X, d) un espace de Baire et soit A une partie de X. Alors, A est maigre si et seulement si
X \ A est un résiduel.

Théoreme 6.2 (Baire). Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique complet et soit (0,),>1 une suite d’ouverts denses dans X. Il suffit
o0

de montrer que pour tout ouvert non vide V.de X,onaVn ﬂ O, # @. Soit V un tel ouvert. On construit par
n=1
récurrence une suite (B,),>1 de boules fermées de X de rayons strictement positifs telles que :

(1) Bl C Ol ﬂV;
(ii). By C Oy N Ban, pour toutn > 1;
(iii). B, est de rayon inférieur a 27", pour tout n > 1.

Pour commencer, 'ouvert O; est dense dans X, donc O; NV # @. Comme O; NV est un ouvert non vide, il
contient une boule fermée de rayon inférieur a 1/2, notée B;. Supposons ensuite que les boules B, ..., B, sont
données. Comme O, est un ouvert dense dans X, ouvert 0,1 N Bn est non vide, donc contient une boule
fermée de rayon au plus 2=(n+1) notée B,,+1 et qui est convenable.

60
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Par construction, les boules (B,),>; forment une suite décroissante de fermés non vides de X dont le diameétre
o0

tend vers 0. Comme X est complet, on en déduit I'existence d’un élément x € X tel que ﬂ B, = {x}. Ainsi,
n=1

o0
x € BycVetx € B, C O, pour tout n > 1, de sorte que x € V' n ﬂ O,,.. Ce dernier ensemble est donc non
n=1

vide. O

Remarque. La preuve ci-dessus utilise le lemme des fermés emboités : si (X, d) est un espace métrique complet

et si (F,);>1 est une suite décroissante de fermés non vides de X avec diam F, — 0, alors on a ﬂ F, = {x},
n=1
pour un x € X. En effet, dans ce cas, pour tout entier n > 1, il existe x, € F,. Pour n > m, onax,, X, € F,, donc

d(x,, x,) < diam F,,, qui est arbitrairement petit dés que m est assez grand. La suite (x;,),>; vérifie donc le critere
de Cauchy dans X complet, donc converge vers un élément x. On a x,, € F,, pour tout n > m, et F,, est fermé,
[o¢]

donc x € F,,. Cela est valable pour tout m > 1, si bien que x € ﬂ E,.

m=1

Lemme 6.3. Soit (X, d) un espace de Baire et (F,),~; une suite de fermés de X telle que U F, = X. Alors, U E,
n=1 n=1
est un ouvert dense dans X.

Démonstration. 1l est clair que G = X \ U 15,, est un fermé de X. Il reste a montrer que G est d’intérieur vide.
n=1
Cependant, pour tout n > 1, 'ensemble G N F, est fermé et d’intérieur vide, car GN F, € GN F, = @. Comme
(o]

(X, d) est un espace de Baire, on en déduit que 'union U(G N F,) est d’intérieur vide également, mais il s’agit de
n=1

Gn| JE,=Gnx=aG. O

n=1
Exemples. « L’ensemble R \ Q est un G5 dense de R; 'ensemble Q est un F,; d’intérieur vide.

o IV ensemble Q est dense mais ce n’est pas un Gs. En effet, notons (%4)n>1 une enumeratlon de Q et supposons

que Q = ﬂ 0,, avec O, ouvert. Alors, ﬂ(O \ {x,}) C ﬂ(Q \{x}) =0\ U{xn} = @. Cependant, chaque

O, \ {x,} est un ouvert dense, ce qui implique que ﬂ(On \ {x,}) devrait étre dense, et donc non vide.
n=1

6.2 Applications aux espaces vectoriels normés

6.2.1 Un espace vectoriel normé muni d’une base infinie dénombrable ne peut étre complet

Théoreme 6.4. Soit E un espace vectoriel normé admettant une base infinie dénombrable. Alors, E n’est pas
complet.

> 1, on considére F, = Vect{ey, ..., e,}. Il s’agit d’'un

sous-espace vectoriel de dimension finie, donc fermé. De plus, il est d’intérieur vide. (En effet, s’il contenait une

boule, il contiendrait par translation une boule centrée en 0, puis par homothétie tout 'espace E.) Supposons E
o0

Démonstration. Soit (e,),>; une base de E. Pour tout n >

complet. Le théoréme de Baire implique que E = U F, est d’intérieur vide, ce qui est absurde. O
n=1
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6.2.2 Théoreme de I’application ouverte et théoréeme de Banach

Théoreme 6.5 (application ouverte). Soit E et F deux espaces de Banach, et soit T : E — F une application
linéaire continue surjective. Alors, T est une application ouverte, c’est-a-dire que pour tout ouvert Q de E, I’ensemble
T(Q) est un ouvert de F.

Démonstration. On note B(r) la boule ouverte de E centrée en 0 et de rayon r > 0. Alors, ’adhérence T(B(r)) est
un voisinage de 0 dans F. En effet, pour tout n > 1, 'ensemble F, = T(B(nr)) est un fermé de F. Comme T est

o0

surjective, on a F = U F,. Comme F est complet, on déduit du théoréme de Baire que I;n # @ pour un certain
n=1
n > 1. Ainsi, F, contient une boule ouverte B(x, p). Il existe une suite (x,),>; dans B(nr) telle que T(x,) — x.
- 00

De méme, si y € B(x, p), il existe une suite (y,),>1 dans B(nr) telle que T(y,) — y. On a donc y, — x,, € B(2nr)
> oo
pour tout p > 1, ainsi que T(y, —x;) P—> y—x, de sorte que y—x € Fy,. Finalement, B(x, p) —x C F,, c’est-a-dire

que F, contient la boule ouverte B(0, p). On en conclut que
B(0, 2) = - B0, p) € - Fyy = T(BO)),
2n 2n 2n

ce qui prouve que T(B(r)) est bien un voisinage de 0 dans F.

De plus, pour tout r > 0, on a 'inclusion T(B(r/2)) C T(B(r)). En effet, posons V,, = B(27"r) pour tout n > 0. Soit
y1 € T(V;). Comme T(V,) est un voisinage de 0 d’apreés ce qui précede, on a T(V;) C T(V;) + T(V;), de sorte qu’il
existe x; € V; et y, € T(Vy) tels que y; — y» = T(x;). De méme, pour tout n > 2, on peut obtenir un point x,, € V,
et un point y, € T(V,) tels que ¥, — Y41 = T(x,). Pour tout n > 1, on a ||x,| < 27"r, donc la série Y, x,, converge

normalement. En notant x = Z Xy, on obtient T(x) = y;, puisque pour tout N > 1,
n=1

N N N
T(Z xn) = Z T(xy) = Z(J/n ~ Yu+1) = V1~ IN+15
n=1 n=1

n=1

avee yN+1 = 0, car yyy1 € T(Vny1) et T est continue. On en déduit finalement que y; € T(V;) puisque

o0 o0
el < Yl <r > 2 =r.
n=1 n=1

Ce qui précéde montre que T(V;) contient T(V;), qui est un voisinage de 0. Donc, T(B(r)) est un voisinage de 0
pour tout r > 0. Ainsi, si U est un voisinage de 0, alors T(U) est aussi un voisinage de 0. Finalement, si Q est un
ouvert qui contient un point x, alors Q — x est un voisinage de 0, et donc T(Q — x) = T(Q) — T(x) est un voisinage
de 0 également. Ainsi, T(Q) est un voisinage de T(x). Cela étant valable pour tout x € Q, on en déduit que T(Q)
est ouvert. O

Corollaire 6.6 (théoreme de Banach). Soit E et F deux espaces de Banach, et soit T : E — F une application
linéaire continue et bijective. Alors, Uapplication T™! est continue.

Démonstration. On pose U = T~!. Le théoréme de I'application ouverte assure que pour tout ouvert Q de E,
I'ensemble U~1(Q) est un ouvert de F. L’image réciproque de tout ouvert de E étant un ouvert de F, on en conclut
que U est continue. O
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6.2.3 Théoreme de Banach-Steinhaus

Soit E un espace de Banach et soit F un espace vectoriel normé. On note Z(E, F) I'espace vectoriel des applications

linéaires continues de E dans F, muni de la norme | f|| = sup | f(x)].
Ixl<1

Théoreme 6.7 (Banach-Steinhaus). Soit H une partie de Z(E, F). Alors, I'une des deux propriétés suivantes est
vérifiée :

sup|f| <eo ou  Ix€E sup|f(x)]=co.

feH feH

Démonstration. Pour tout entier K > 0, on considére 'ouvert Qg formé des points x € E tels que sup| f(x)| > K.
feH
(Il s’agit bien d’un ouvert car toutes les applications f sont continues.) On a deux situations possibles :

[o¢]

» Si Qg est dense dans E pour tout K > 0, alors le théoréme de Baire implique que ﬂ Qg est dense dans E (qui

K=1
est complet), et donc non vide. Chaque point x de cette intersection vérifie sup|| f(x)| = oo.
feH
« Sinon, il existe un ouvert Qg qui n’est pas dense dans E. Ainsi, il existe une boule ouverte B(xy, p) de E qui ne
rencontre pas Q. Pour tout point y € B(xy, p) et toute application f € H, on a | f(y)| < K, donc pour |x|| < p
et f € H,
IFCOI = 1£Ce + x0) — fCeo)ll < IfCx + x0)ll + 11 f Gl < 2K.

Par continuité de f, on a en fait | f(x)| < 2K dés que ||x]| < p. On en déduit que | f(x)| = l|| flpx)| < 2K pour
p p

|x| < 1et f € H, et par conséquent que sup|f] < K < oo, [
feH P

Corollaire 6.8. Soit (f,),>1 une suite d’applications linéaires continues de E dans F qui converge simplement
vers f. Alors, f est linéaire et continue.

Démonstration. La linéarité de f est claire. Pour montrer la continuité, on applique le théoréme de Banach-
Steinhaus a la partie H = {f,, n > 1}. Comme (f,),>; converge simplement, on a sup| f,,(x)|| < o pour tout x € E.
n>1
Alors, on a nécessairement supl| f,| < oo d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus. Ainsi, il existe M > 0 tel que
n>1
[ f.] < M pour toutn > 1, et on a | f,,(x)| < M|x| pour tout x € E. En passant a la limite, on obtient | f(x)| < M| x|
pour tout x € E, ce qui montre la continuité de f. O

Corollaire 6.9. Soit E; un espace de Banach et E; un espace vectoriel normé. Soit B : E{ x E;, — F une application
bilinéaire dont les applications partielles B(x, -) et B(-,y) sont continues quels que soient x € E; et y € E,. Alors,
B est continue sur E; x E,.

Démonstration. Soit la partie H = {B(-,y), |yl < 1} de Z(E;, F). Pour tout x € E;, 'application y — B(x, y) est

continue donc sup ||B(x, y)| est fini. D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe M > 0 tel que pour tous
Iyl<1
x € E; et |y| £ 1, on ait |B(x, y)| < M|x]|. Finalement, on a |B(x, y)| < M|x|||y| pour tous x € E; et y € E,, ce

qui garantit la continuité de B sur E; x Ej. O



64 Théoréme de Baire et applications

6.3 Applications en analyse réelle

6.3.1 Une dérivée est continue sur un ensemble dense

Lemme 6.10. Soit (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques, avec (X, d) complet. Soit (f,,),>1 une suite de fonctions
continues de X dansY qui converge simplement vers une fonction f. Alors, 'ensemble des points de continuité de
f est un résiduel.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 et tout n > 1, on note F,, 'ensemble fermé constitué des x € X tels que

3(fa(x), fp(x)) < € pour tout p > n, puis on considére 'ouvert de X défini par Q, = U F;,’g. Pour tout x € X, la

n=1
(o)

suite (f,(x))p>1 converge, donc est de Cauchy, ce qui implique que x € F, , pour n assez grand. Ainsi, X = U Fy .
n=1
et le lemme précédent montre que €, est dense dans X, puisque X est un espace de Baire.

De plus, si xy € Q,, il existe n > 1 tel que x; € F,o,)g. Comme f, est continue, il existe un voisinage V de x, tel que
xo €V C F,, ainsi que 8(f,,(x), f,(xp)) < € pour tout x € V. Donc, pour x € Vet p>n,ona

5(fp(x0). fp(x)) < 8(fp(x0), fu(x0)) + 8(fu(X0), fu(¥)) + 6(fp(x), fu(x)) < 3e.

En faisant tendre p vers I'infini, on en déduit que 6(f(xp), f(x)) < 3¢ pour tout x € V. Autrement dit, I'ensemble
Q= ﬂ Q, est formé de points ou f est continue. Cependant, les ensembles Q, sont décroissants quand ¢ | 0. On

>0
peut donc réécrire Q comme un Gg. D’apres le théoréme de Baire, 'espace (X, d) est de Baire, donc Q est dense
dans X. L’ensemble des points de continuité de f est donc un résiduel. O

Théoreme 6.11. Soit f : R — R une application dérivable sur R. Alors, ’ensemble des points de continuité de f’
est dense.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on consideére la fonction f, : x = (f(x + 1/n) — f(x))n. La suite (f;,)n>1
est formée de fonctions continues sur R, qui est complet, et converge simplement vers f’. Le lemme précédent
implique que I'ensemble des points de continuité de f” est un résiduel, donc est dense dans R. O

6.3.2 Fonctions nulles a Pinfini

Proposition 6.12. Soit f : Rt — R une fonction continue pour laquelle on a f(nx) —> 0 pour tout x > 0.
noo

Alors, on a f(x) P 0.
x——+00

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour tout n > 1, on considére I’ensemble F, des x > 1 tels que |[f(px)| < ¢ pour
[e¢]

tout p > n. L’hypotheése faite sur f implique que [1,+oo[ C U F,. Les ensembles F, sont donc des fermés, par
n=1
continuité de f, dont I'union coincide avec [1, +oo[, qui est complet, donc un espace de Baire. On en déduit

que F, # @ pour un certain ny > 1. Ainsi, il y a un intervalle ]a, [ C F, . On choisit un entier n; > 1 tel
que (n; + a < nyf, ce qui revient a ny(f — @) > a. Pour x > a max{ny,n;}, ona pa < x < (p + 1a avec
p > max{ng,n;}, de sorte que a < x/p < f et |[f(px/p)| < e. Finalement, | f(x)| < ¢ pour x assez grand, donc f
tend vers 0 a linfini. O
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6.3.3 Fonctions continues nulle part dérivables

Notons & 'espace vectoriel des fonctions continues définies sur 'intervalle I = [0, 1] et a valeurs dans R, muni
de la norme | - ||oo. On rappelle que c’est un espace de Banach, car il est fermé dans I’espace vectoriel des fonctions
bornées, qui est complet.

Théoreme 6.13. L’ensemble des fonctions de € qui sont nulle part dérivables est un résiduel de €, donc en
particulier est dense dans 6.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 et tout n > 1, on considere I'ensemble U, , des fonctions f € € telles que pour

- f(x
tout x € I, il existe un y € I vérifiant les conditions 0 < |y — x| < ¢ et M > n.
y—x

Commencons par montrer que U, , est ouvert. En effet, notons F, ;, son complémentaire dans &, puis considérons
une suite (fp,)y>1 dans F,, qui converge vers f € €. Pour tout p > 1, comme f}, € F, alors il existe x,, € I tel
que | f,(y) — fp(xp)l < nly — x,| pour tout y € I vérifiant [y — x,| < e. Par compacité de I, on peut extraire une
sous-suite (x,())p>1 qui converge vers un point x € I. Dés lors, pour tout y € I tel que 0 < |y —x| < ¢, il existe un

entier py > 1tel que 0 < |y — x(p(p)| < ¢ pour tout entier p > p,. On a donc |f(p(p)(y) - f(p(p)(x(p(p))| <nly-— x(p(p)|.
Comme (f,),>1 converge uniformément vers f et comme (x¢(p))p21 converge vers x, on a f¢(p)(xq,(p)) P—> f(x),

et donc [f(y) — f(x)| < nly — x|. On en déduit que f appartient a F,,, de sorte que cet ensemble est fermé.
Finalement, I'ensemble U, ,, est bien ouvert.

Montrons ensuite que U, ,, est dense dans €. Pour f € € et § > 0, il convient de trouver une fonction g € U,
telle que |f — gl < 6. On cherche g sous la forme x — f(x) + d sin(Nx). D’aprés le théoréme de Heine,
la fonction f est uniformément continue sur I, donc il existe @ € ]0,¢[ tel que pour tous x,y € I vérifiant
|x — y| < @, on ait |f(x) — f(y)| < §/4. On choisit un entier N > 8r tel que 47 < Na et SN > 8xn, et on
pose g(x) = f(x) + §sin(Nx) pour tout x € I. Maintenant, pour tout x € I, on peut trouver y € I tel que
2n < |Nx — Ny| < 4 et [sin(Nx) — sin(Ny)| > 1. (En effet, on choisit z € [0, N] tel que [sin(Nx) — sin(z)| > 1,
ainsi que z € [Nx + 27, Nx + 4] ou z € [Nx — 47, Nx — 27], puisqu’un de ces deux intervalles est dans [0, N,
et on prend finalement y = z/N.) On a d’une part

2—7TS|x—)/|S4—7T<0c — —f(y)_f(x)<é£=5—N.
N N y—x 4 2r 8«
D’autre part, on a aussi
dsin(Ny) — & sin(Nx) S S SN
y—x Tly—x| T 4n
Enfin, d’apres I'inégalité triangulaire, on obtient
g0) = g _ |SsinNy) = 6sin(Nw)| _|f0) = f)| N _
y—x - y—x y—x ~ 87

Il en résulte que g € U, , et | f — gl = J, ce qui prouve bien la densité de U, , dans G.

[e¢]

Considérons finalement ’ensemble R = ﬂ Ui /nn- D’apres le théoréme de Baire, il s’agit d'un Gs dense dans €.

n=1
De plus, si f € R, alors f € U/, , pour tout entier n > 1, c’est-a-dire que pour tout x € 1, il existe x, € I avec
1 X)— J (X . xX)— J X . )
0<|x—x, <—et M > n. Ainsi, on a x,, — x et M — +00, ce qui montre que f n’est
n X — Xy neo X — X, neo

pas dérivable au point x. L’ensemble R est donc formé de fonctions nulle part dérivables. O
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6.3.4 Caractérisation des polynomes sur R

Théoreme 6.14 (Balaguer-Corominas, 1954). Soit ¢ : R — R une application de classe € telle que pour tout
x € R, il existe n € N vérifiant qo(")(x) = 0. Alors, ¢ est une fonction polynomiale sur R.

Démonstration. Pour toutn € IN, on note F, I'ensemble des x € R tels que (p(")(x) = 0. On note ensuite Q = U Isn,
nelN

ainsi que F = R\ Q.

Commencons par montrer que ¢ coincide avec une fonction polynomiale sur chaque composante connexe de
Pouvert Q. Soit ]a, b[ une telle composante connexe, et soit xy un point de ]a, b[. Alors il existe n € N et & > 0 tels
que la fonction (p(”) est nulle sur 'intervalle |x; — @, x; + @[. Donc, ¢ coincide avec une fonction polynomiale P sur
cet intervalle, et I'ensemble I des réels ¢ € |xg, b[ tels que ¢(x) = P(x) pour tout x € [xp, c] est non vide. On note
f son supremum. Si ff < b, alors il existe de méme un intervalle de la forme |f—n, f+1[, avec f+n < b, sur lequel
la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale Q. On a P = ¢ = Q sur lintervalle |xy, f[ N 15 —n, f + 1, si
bien que P et Q sont les mémes fonctions. On en déduit que ¢ = P sur |f, f + 1], de sorte que f +n €T, ce qui
contredit la définition de f. Ainsi, f = b, et la fonction ¢ coincide avec P sur I'intervalle [x,, b[. On peut montrer
de méme que c’est aussi le cas sur ]a, xy]. Finalement, la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale sur
la, bl.

Montrons maintenant que le fermé F n’admet pas de point isolé. Supposons par I’absurde I’existence d’un tel
point, noté x,. Alors, il existe £ > 0 tel que [xy — €, xo + €[ N F = {x;}. En particulier, |xy — &, xo[ est inclus dans Q,
et donc la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale P sur cet intervalle. De méme, ¢ coincide avec une
fonction polynomiale Q sur I'intervalle ]xy, xy + ¢[. Par continuité des dérivées successives de ¢ au point x, on a
P(")(xo) = (p(")(xo) = Q(")(xo) pour tout n € IN. D’aprés la formule de Taylor appliquée au point x,, on déduit que
les deux fonctions P et Q sont égales. Ainsi, ¢ = P sur 'intervalle |x, — €, xy + ¢[. En choisissant un entier n > 0
tel que P*+D) = 0, on observe que qo(”H) = P("*D) = ¢ sur cet intervalle. Cela prouve que |xg — ¢, xo + €[ est inclus
dans F,:H, puis que xg est inclus dans Q. On obtient ainsi une contradiction, donc F n’admet pas de point isolé.

Pour finir, montrons que ’ensemble F est forcément vide. Supposons le contraire. Par hypotheése, 'union des
ensembles F), est égale a R tout entier, donc 'union des ensembles F,, N F est égale a F. Pour tout n € IN, 'ensemble
F, N F est fermé dans F, qui est complet (car fermé dans R complet). D’aprés le théoréme de Baire (en passant
au complémentaire), il existe alors un entier ny € N tel que F N F, est d’intérieur non vide (pour la topologie
induite sur F). Ainsi, il existe deux réels a et b tels que @ # |a,b[ N F C Fy .

+ On considére un point x dans |a, b[ N F. Le point x ne peut étre isolé, donc il existe une suite (x,),>1 de points
distincts dans Ja,b[ N F qui converge vers x. Pour tout p, on a en particulier x,, € F, , donc (p(”O)(xp) = 0.
uitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (x,),~; est strictement monotone, par exemple
peut supposer q 2)p>1 p p
strictement croissante. Pour tout p, on a M0)(x,) = 0 (x = 0. D’apreés le théoréme de Rolle, il existe
p ¢ p) =@ p+1 p
Vp € 1xp, xp 1] tel que (p("0+1)(yp) = 0. On obtient alors une suite (y,),>; strictement croissante qui converge

vers x et qui annule la fonction qo(”‘)“). Par continuité, on en déduit que qo(”0+1)(x) = 0. En itérant ce processus,
on obtient finalement que ™ (x) = 0 pour tout n > n,.

+ On considére maintenant un point y dans |a, b[ N Q. Comme |a, b[ N F est non vide, la composante connexe Q,
de Q qui contient y posséde au moins une extrémité dans |a, b[, notée x. Ce point x appartient nécessairement
a Ja,b[ N F, et le raisonnement précédent montre que ¢ (x) = 0 pour tout n > ny. De plus, la fonction

¢ coincide avec une fonction polynomiale P sur Q,, et on a donc par continuité des dérivées successives,

PM(x) = ™ (x) = 0 pour tout n > ny. La formule de Taylor pour P donne donc ¢(™)(y) = P)(y) = 0.

Il en ressort que (p("o) s’annule en tout point de 'intervalle ]a, b[, que ce point appartienne a F ou a Q. Cela montre
que Ja,b[ C Fy,, ce qui contredit le fait que ]a, b[ N F est non vide. On en conclut que I'ensemble F est vide, ce qui
équivaut au fait que Q est égal a R tout entier. La fonction ¢ est donc une fonction polynomiale sur R. O
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6.3.5 Séries de Fourier

On note € l'espace vectoriel des fonctions 27-périodiques et continues de R dans C, muni de la norme | f| =
sup |f(t)]. C’est un espace de Banach, car fermé dans '’espace vectoriel complet des fonctions 27-périodiques

te|—m,r|
et bornées. Les coefficients de Fourier de f € € sont donnés par

VpeZ cp(f) = i J f(t) e Pt dt.

n
De plus, pour tout entier n > 1, on considére 'application ¢, définie de € dans C par £,(f) = Z ¢p(f).
p=—n

Proposition 6.15. Pour tout entier n > 1, Uapplication €, est une forme linéaire continue sur € qui vérifie
sin((2n + 1)t/2)

Il = _,[ sin(t/2)

Par conséquent, |[£,,| —> +oo et il existe une fonction f € € telle que la série de Fourier de f diverge en 0.
noo

‘dL

Démonstration. 1l est clair que chaque application ¢, est continue. De plus, pour f € €, on a

WH= Y o= 3 =] joeira-L j f(t)( 3 eir )

p=-n p=-n p=—n

Cependant, pour t & 277, on rappelle que

i@n+)t _ 1 sin((2n + 1)t/2)

n n 2n
e—ipt — elpt — o—int eipt — o—int€ ‘ _ : = u,(1).
P;n p;n pZ:;) e —1 sin(t/2) "

On prolonge ce quotient par continuité en posant u,(2kxr) = 2n + 1 pour tout k € Z; il coincide alors sur R avec
1 (" o

la somme trigonométrique précédente. Ainsi, £,(f) = py f@®) u,(t) dt, puis [¢,(f)| < — "f” J lu,(1)| dt. De
T g
u,(t

plus, pour tout € > 0, on considére la fonction f.(t) = % On a clairement f; € € et | f,] < 1. De plus,

uy, €

T
par convergence dominée, on a £,(f,) — Zi J |u,(t)| dt. On en déduit que |[¢,] = zi J |u, (1)| dt.
p T

e—0 —r

Ensuite, comme |sin(¢/2)| < [t/2| pour tout réel ¢, on a

sin((2n + 1)t/2)
sin(t/2)

O<lf<r = || =

> 2 ‘sin((Zn + 1)£> ,
It 2

de sorte que

T T
Il > lj sm<(2n +1)- ) dt EJ' sm<(2n +1)- )‘ dt
T Jrn Tt o t
9 2n+)r/2
=— J, |sin x| — — +oo0.
T Jo X noo

Le théoréme de Banach-Steinhaus, appliqué a la famille H = {¢,,, n > 1} de 'espace &£ (%, C), implique I'existence

d’une fonction f € € telle que suplt,(f)| = co. Ainsi, il existe une fonction, en ’'occurrence f, dont la série de
n>1
Fourier diverge en 0. (Remarque : On connait des exemples explicites de telles fonctions, comme ’exemple célebre

da a Du Bois-Reymond.) O



CHAPITRE / 7

Théoremes de Hahn-Banach et applications Références : 8,13, 15].

7.1 Forme analytique

On ne considére que des R-espaces vectoriels. Soit E un tel espace.

Théoreme 7.1 (Hahn-Banach, forme analytique). Soit p: E — R une application telle que :
(i). pourtousx € E et A >0, on a p(Ax) = Ap(x);
(ii). pour tous x,y € E, on a p(x + y) < p(x) + p(y).

Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une application linéaire telle que g(x) < p(x) pour tout
x € G. Alors, il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g et qui est dominée par p, c’est-a-dire que :

(i). pour tout x € G, on a f(x) = g(x);

(ii). pour tout x € E, on a f(x) < p(x).

La preuve fait appel au lemme de Zorn (admis), et nécessite de rappeler quelques notions de théorie des ensembles.
Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre (partiel) notée <. On dit qu’un sous-ensemble Q C P est totalement
ordonné si pour tous a,b € Q,onaa <boub < a.On dit que ¢ € P est un majorant de Q si a < ¢ pour tout a € Q.
On dit que m € P est un élément maximal de P si pour tout x € P tel que m < x, on a x = m. On dit que P est
inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme 7.2 (Zorn). Tout sous-ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément maximal.

Prouvons maintenant le théoréme. On considére 'ensemble P constitué des formes linéaires h définies sur un
sous-espace vectoriel de E noté D(h) qui contient G, qui prolongent g et sont dominées par p sur D(h). On
munit P de la relation d’ordre telle que h; < hjy si et seulement si D(h;) C D(h,) et hy prolonge h;. L’ensemble
P est non vide car il contient g. De plus, P est inductif. En effet, la chaine vide est majorée par g. Soit Q un
sous-ensemble totalement ordonné non vide de P. On considére le sous-espace vectoriel H = U D(q) etony

q€Q
définit une application linéaire h : H — R par h(x) = q(x) si x € D(g). Il n’y a pas unicité de ¢, mais la définition

a tout de méme un sens car Q est totalement ordonné. De plus, on a bien h € P et h est un majorant de Q. Le
lemme de Zorn assure que P admet un élément maximal noté f.

Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que I'application f est définie sur E tout entier. Supposons au
contraire que D(f) # E, et notons xy € D(f). On définit sur 'espace vectoriel H = D(f) + R x, I'application
linéaire h(x +t xg) = f(x) +ta, pour x € D(f) ett € R, avec « fixé ultérieurement de sorte que h € P. On veut
alors que f(x) +ta < p(x +t xp) pour tous x € D(f) et t € R. 1l suffit de vérifier cette relation pour t = 1. (En
effet, ona f(x) +ta =t(f(x/t) +a) <t plx/t+ xy) = p(x +1txy) sit > 0 et sila relation est vraie pour t = 1; et
de méme, ona f(x)+ta =—-t(f(x/(-t)) —a) < =t p(x/(—t) — x9) = p(x +txp) sit < 0 et si la relation est vraie
pour ¢t = —1.) Cela revient a choisir « tel que

sup (f(y) —p(y —x)) <a< inf (p(x+x)— f(x)).
yeD(f) x€D(f)

Un tel choix est possible car pour tous x, y € D(f), on a
J+ @) = fx+y) < plx +y) = p((x + x0) + (v — %)) < plx + x9) + p(y — x0)-

Finalement, on a construit h € P telle que h # f et f < h, ce qui contredit la maximalité de f. On en conclut que
D(f) = E, ce qui prouve le théoréme.

68
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On munit désormais E d’'une norme | - |. On note E’ le dual topologique de E, c’est-a-dire I’espace vectoriel des
formes linéaires continues sur E, muni de la norme | f|g = sup|f(x)| = sup f(x).

x€E x€E

[xl<1 [xl<1

Corollaire 7.3. Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une application linéaire continue de norme
lglg: = sup g(x). Alors, il existe f € E’ qui prolonge g et telle que || f|g = | gl

x€G
Ixl<1

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach avec pour application dominante p(x) =
Iglc: Il O

Corollaire 7.4. Pour tout x, € E, il existe fy € E’ tel que | fyllp = x|l et fo(xo) = Ixoll?.

Démonstration. On peut supposer xg # 0. On applique le corollaire précédent avec G = Rx; et g € G’ définie par
X0 1

o2 ) = bl = ol s
%ol

lxol
Corollaire 7.5. Pour tout x € E, on a |x| = sup|f(x)| = r;lax|f(x)|.
feE’ €E’

Ifl<1 Ifl<1

g(t xp) = t||x|? pour tout t € R, ce qui donne bien |g|g =

Démonstration. On peut supposer x # 0. Clairement, sup|f(x)| < |x|. Réciproquement, le corollaire précédent

feE’
I£1<1
assure que I’on peut trouver fy € E’ vérifiant | ol = |x| et fo(x) = |x|*>. On considére f; = ﬁ, et on a bien
x
fo(x)
Ifiler = 1et fi(x) = i - O

7.2 Formes géométriques

Commencons par quelques rappels sur les hyperplans. On désigne encore par E un espace vectoriel normé.
Définition 7.1. Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme
H={x€cE|f(x)=a}
ou f est une forme linéaire non identiquement nulle sur E, et @ € R. On dit que H est I'hyperplan d’équation

f=a

Proposition 7.6. Un hyperplan d’équation f = a est fermé si et seulement si la forme linéaire f est continue.

Démonstration. Si f est continue, alors ’hyperplan H d’équation f = « est clairement fermé. Réciproquement,
supposons que H est fermé. Son complémentaire H® est alors ouvert et non vide (puisque f est non identiquement
nulle). Considérons xy € H® et supposons par exemple que f(x,) < a. Notons r > 0 tel que la boule ouverte
B(xy,r) soit incluse dans H®. On a f(x) < a pour tout x € B(xg,r). En effet, supposons que f(x;) > a pour
un certain x; € B(xy,r). Le segment formé des points x; = (1 — t)xg + tx;, pour t € [0, 1], est contenu dans
la boule B(x,r), ce qui donne f(x) # a pour tout t € [0,1]. Cependant, on a f(x;) = « si et seulement si
;= a — f(x)
G — F()

pour tout z € B(0, 1). Cela implique que f est continue et que | f|g < l(0{ — f(x)). O
r

, qui appartient a ]0, 1[, ce qui conduit a une contradiction. On en déduit que f(xy +rz) < &
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Définition 7.2. Soit A, B C E. On dit que I'hyperplan H d’équation f = « sépare A et B au sens large si

VxeA f(x)<a
Vx€B f(x)>a.

On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe € > 0 tel que

VxeA f(x)<a-—ce¢
VxeB f(x)>a+e.

Géométriquement, cela traduit le fait que A et B sont situés de part et d’autre de H. On rappelle aussi qu’'un
ensemble A C E est convexe si pour tous x,y € A et toutt € [0,1],onatx + (1 —1t)y € A.

Théoréeme 7.7 (Hahn-Banach, premiere forme géométrique). Soit A, B C E deux ensembles convexes, non vides
et disjoints. On suppose que A est ouvert. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

La démonstration repose sur deux lemmes.
Lemme 7.8 (jauge d'un convexe). On note C C E un convexe ouvert qui contient 0. Pour tout x € E, on pose
p(x) =infla > 0 | x/a € C}; il s’agit de la jauge du convexe C. Alors :
(i). pourtousx € E et A >0, ona p(Ax) = A p(x);
(ii). pour tousx,y € E, on a p(x +y) < p(x) + p(y);
(iii). il existe M > 0 tel que pour tout x € E, on a 0 < p(x) < M|x|;
(iv. C={x €€ E| p(x) <1}

x
Démonstration. Soit r > 0 tel que B(0,7) € C. On a p(x) < il pour tout x € E, ce qui donne directement le

troisiéme point. De plus, le premier point découle directement de la définition de p.
Pour prouver le quatriéme point, considérons x € C. Comme C est ouvert, on a (1 + ¢)x € C pour ¢ > 0 assez

petit. Donc, p(x) < % < 1. Réciproquement, si p(x) < 1, il existe a € ]0, 1[ tel que Zecet par convexité, on
3 a

ax=a£+(1—a}OEC.
a

Finalement, pour établir le deuxiéme point, considérons x,y € Eete > 0.0Ona p(

X ) p(x)

- 1,d
plx)+e)  plx)+e < 1done
tx 1-t)y

+ € Cpourtoutt € [0, 1].
p(x)+e py)+e P [0.1]

€ C. On en déduit que p(

_x
plx) +¢

Pourt =

€ C. C’est également valable pour y, donc par convexité, on a

X+y

p(x) + e . +y
, on obtient
p(x) + p(y) + 2¢

p(x) + p(y) +2¢ p(x) + p(y) + 2¢
plx +y) < p(x) + p(y) + 2¢. On conclut en faisant tendre ¢ vers 0.

) < 1, puis

Lemme 7.9. SoitC C E un convexe ouvert non vide et soit xy € E\C. Alors, il existe f € E’ vérifiant f(x) < f(x,)
pour tout x € C. En particulier, hyperplan d’équation f = f(xq) sépare {xy} et C au sens large.

Démonstration. Par translation, on peut supposer que C contient 0; on note p la jauge de ce convexe. On considére
sur G = R x; la forme linéaire g définie par g(txy) = t pour tout t € R. On a g(x) < p(x) pour tout x € G. (En
effet, — = X9 & C si g(x) > 0, et I'inégalité est triviale si g(x) < 0.) D’apres la forme analytique du théoréme

g(x)

de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire sur E qui prolonge g et qui est dominée par p. En particulier, on
a f(xp) = g(xg) = L et f(x) < p(x) < M|x|, avec les notations du troisiéme point du lemme précédent, ce qui
garantit la continuité de f. De plus, pour x € C, on a f(x) < p(x) < 1. Finalement, I'hyperplan d’équation
f = f(x) est fermé et sépare {x;} et C au sens large. O
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Démontrons maintenant le théoréme. On pose C = A — B. Il s’agit d’'un convexe ouvert (car union des ouverts
A — y pour y € B) qui ne contient pas 0 (car AN B = @). D’apres le second lemme, il existe une forme linéaire
f € E’ qui telle que f(z) < 0 pour tout z € C. On a donc f(x — y) < 0 pour tous x € A et y € B, ce qui donne

sup f(x) < ing f(). Il suffit de choisir a entre ces deux valeurs pour conclure que I’hyperplan fermé d’équation
€A ye
)]C‘ = «a sépare A et B au sens large.

Théoreme 7.10 (Hahn-Banach, deuxieme forme géométrique). Soit deux ensembles convexes A, B C E, non
vides et disjoints. On suppose que A est fermé et que B est compact. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare
A et B au sens strict.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, considérons les ensembles A, = A + B(0,¢) et B, = B + B(0,¢). Ce sont des
convexes ouverts et non vides. De plus, ils sont disjoints pour ¢ > 0 assez petit. (En effet, sinon on aurait deux
suites (x,),>1 et (3)n>1 respectivement dans A et B telles que |x, — y, | < 2 pour tout n > 1. Par compacité de B,
on peut extraire une sous-suite (y(p(n))nZI qui converge vers y € B. On a alonrs Xp(n) = V> et donc y € A puisque
A est fermé. Cela contredit le fait que A et B sont disjoints.) La premiére forme géométrique du théoréme de
Hahn-Banach montre alors 'existence d’un hyperplan fermé d’équation f = & qui sépare les ensembles A, et
B, au sens large. On a donc f(x + €z) < @ < f(y + €z) pour tous x € A, y € Bet z € B(0,1). On en déduit que
f(x)+¢ef(z) < apour tout z € B(0, 1), et donc que || f|zr < %(0{ — f(x)). De fagon similaire, on a @ < f(y) —ef(2)

pour tout z € B(0, 1). Finalement, on a

Vxe A f(x)<a-—c¢|flg
VyeB f(y)>a+elfle,

de sorte que ’hyperplan fermé d’équation f = « sépare les ensembles A et B au sens strict. (On a bien | f|g >
0.) O

Corollaire 7.11. Soit F C E un sous-espace vectoriel de E tel que F # E. Alors, il existe une forme linéaire f € E’
non identiquement nulle telle que f(x) = 0 pour tout x € F.

Démonstration. On considére x, € E \ F et on applique la deuxiéme forme géométrique du théoréme de Hahn-
Banach avec A = F et B = {x;}. Il existe alors f € E’ non identiquement nulle telle que I’hyperplan d’équation
f = a sépare A et B au sens strict. On a donc f(x) < @ < f(x,) pour tout x € F. En particulier, pour x € F et
AeR,ona f(Ax) < a, ce qui impose f(x) = 0. O

Remarque. Pour prouver qu’un sous-espace vectoriel F de E est dense, il suffit donc de montrer que toute forme
linéaire continue nulle sur F est identiquement nulle.

7.3 Applications

7.3.1 Théoreme de Krein-Milman

Soit A C E. On rappelle que enveloppe convexe fermée de A, notée convA, est le plus petit ensemble convexe
fermé contenant A. De plus, si K C E est convexe, on dit qu’un point x € K est extrémal si pour tous xy, x; € K
ett € 10, 1] vérifiant x = (1 — t)xg + tx7, on a xy = x; = x.

Théoreme 7.12 (Krein-Milman). Soit K C E un ensemble convexe compact. Alors, K coincide avec Ienveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

Démonstration. Si K est vide, le résultat est immédiat. Supposons donc K # @. On dit qu'un ensemble S C K est
extrémal si S est compact et non vide, et si pour tous x, x; € K ett € 0, 1] vérifiant (1 —t)xy + tx; € S, on a
Xg, X1 € S. Ainsi, un point extrémal est un ensemble extrémal réduit a un singleton. On note & la collection des
ensembles extrémaux de K. On a clairement K € &. De plus, pour toute collection non vide @ C &, '’ensemble
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ﬂ T est soit vide, soit extrémal. En effet, supposons que cet ensemble est non vide et considérons x, x; € K et
Te@
t €10, 1] tels que (1 —t)xp + tx; € ﬂ T.On a alors (1 —t)xy +tx; € T pour tout T € @, puis xy, x; € T, puisque
Te@
T est extrémal. Ainsi, xy, x; € ﬂ T, de sorte que ce dernier ensemble est extrémal.
Te@
Par ailleurs, si T € & et f € E’, alors I’ensemble Tf formé des points x de T en lesquels f est maximale,

c’est-a-dire qui vérifient f(x) = sup f(y), est un ensemble extrémal. En effet, si xy, x; € K et ¢ € ]0, 1] vérifient
yeT
(1 —t)xg +tx; € Ty, alors ils vérifient aussi (1 —)xg +tx; € T, de sorte que xo, x; € T, puisque T est extrémal.

Ainsi, f(xy) < pet f(x;) < p, ot p désigne le supremum de f sur T. Cependant, on a g = f((1 —t)xg + tx;) =
(1 =) f(xo) +tf(x1), ce qui impose f(xp) = f(x1) = p, donc xp, x; € T.

Considérons maintenant un ensemble extrémal S, ainsi que la collection &% = {T € & | T C S}, munie de l'ordre
donné par l'inclusion. On note Q un sous-ensemble maximal de 9% qui est totalement ordonné. (Un tel ensemble

existe bien car 9% est non vide, et en vertu du lemme de Zorn appliqué aux parties de 9%.) On considére ensuite

M = mT.Alors,MCKetMestnonVide.(Sinon,onauraitK=K\M: UK\TC UE\Tet,par

TeQ n TeQ TeQ

compacité de K, on pourrait extraire un recouvrement fini K C U EN\ T avecTy,..., T, € Q, ce qui donnerait
i=1
n

n

K=K\ ﬂ T;, et donc ﬂ T; = @, ce qui est impossible puisque les T; sont non vides et Q est totalement ordonné.)
i=1 i=1

Comme M est non vide, il est extrémal. De plus, comme M = ﬂ T,avec T C S pour tout T € Q, on a finalement

M € . Par maximalité de Q, aucun sous-ensemble strict de ]{/Iene peut appartenir a 9%. En effet, si U était un tel
ensemble, alors Q U {U} serait totalement ordonné puisque U C M C S. En particulier, si f € E’, 'ensemble M;
des points de M en lesquels f est maximale, qui est un sous-ensemble extrémal de M, ne peut étre strictement
inclus dans M. Ainsi, f est constante sur M. On en déduit que M est réduit a un singleton. (En effet, si M contenait
deux points distincts, on pourrait trouver une forme linéaire non constante sur M d’aprés la deuxiéme forme
géométrique du théoréme de Hahn-Banach.) Autrement dit, M est un point extrémal. Finalement, tout ensemble
extrémal de K contient un point extrémal.

Pour conclure, on observe d’une part que K est un convexe compact, donc contient 'enveloppe convexe fermée
de ses points extrémaux, notée C. Réciproquement, supposons I’existence d’un point x, € K \ C. Alors, la
deuxiéme forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach montre Pexistence d’une forme linéaire f € E’ telle
que I'hyperplan d’équation f = a sépare C et {xy} au sens strict. Alors, on a f(x) < a < f(x) pour tout x € C.
L’ensemble Ky des points de K en lesquels f est maximale est un ensemble extrémal. Cependant, il ne peut
contenir de point extrémal puisque C N Ky = @. On obtient une contradiction, ce qui donne enfin C = K. [

On peut illustrer ce résultat avec la boule unité fermée de R” pour la norme |- |, c’est-a-dire I’ensemble B des
n-uplets (xq, ..., x,) € R" tels que |x;] < 1 pour tout i. Alors, on a B = convA, pour A = {—1, 1}". En effet, comme
B est un convexe fermé qui contient A, on a clairement l'inclusion B O convA. Réciproquement, considérons un
point x € B. On observe que I’ensemble C des combinaisons convexes de points de A est un compact. Si x & C,
la deuxieme forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach montre I'existence d’une forme linéaire f telle
qu’un hyperplan d’équation f = « sépare les ensembles C et {x} au sens strict. En particulier, on a f(x) > a >
sup f(y) > sup f(¢). Ainsi, il existe (fi, ..., f,) € R" tel que, en écrivant x = (xy,...,x,) et € = (¢, ..., &), on ait
yEC eeAn

Z fixg > sug Z fi&i- Cependant, ce supremum est clairement atteint quand & = 17503 — 11 <}, et il vaut alors
i=1 cEA =1

n n n n n
Z|fi|. On a donc Z fixg > Z|fl| ce qui est impossible puisque x € B, ce qui impose au contraire Z fix; < Z|f,|
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
On a donc x € C, c’est-a-dire que x est une combinaison convexe d’éléments de A, et appartient donc a convA.

Finalement, on a 'inclusion réciproque B C convA.
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7.3.2 Non-réflexivité de ¢!

oo

On considére 'espace £ = ¢1(IN*) des suites réelles u = (uy)p>1 pour lesquelles |ull; = Zlun| < oo, Il s’agit

d’un espace de Banach séparable dont le dual est £ = £*(IN*), 'espace des suites réelles u = (ty)p>1 telles que

luloo = suplu,| < co. En effet, si v € £, alors 'application qui a toute suite u € ¢! associe la somme Z Uy,
n>1 n=1

définit clairement une forme linéaire sur £!. Réciproquement, si ¢ est une forme linéaire continue sur £!, alors on
peut la représenter a 'aide de la suite de terme général v, = ¢(e,,), ou e, désigne la suite dont tous les termes
sont nuls sauf le n-iéme qui vaut 1, puisqu’on a alors |v,| = |p(e,)| < ¢l ey lenly = lolgey -

Un espace de Banach E est dit réflexif si I'application canonique J : E — E” = (E’)’, définie par J(x)(¢) = ¢(x),
est surjective. Ici, £! n’est pas réflexif : il existe une forme linéaire continue f sur {* qui n’est pas de la forme
V> Ys UpVy AVec U € t'. En effet, on définit sur le sous-espace vectoriel formé des suites convergentes de
£%° une forme linéaire continue g en posant g(v) = lnlg v,. D’aprés le premier corollaire de la forme analytique

du théoréeme de Hahn-Banach, g se prolonge en une forme linéaire continue sur ¢, notée f. Supposons que f
oo

provient de £!, c’est-a-dire qu’il existe une suite u € €! telle que f(v) = Z u, v, pour toute suite v € {*. On a en
n=1
particulier u, = f(e,) = g(e,) = 0 pour tout n > 1. Ainsi, la suite u est nulle, de méme que les applications f et g,

ce qui contredit le fait, par exemple, que g attribue la valeur 1 a la suite constante égale a 1.

7.3.3 Fonctions périodiques

Dans cette application, les espaces sont complexes. La propriété de prolongement utilisée ci-dessous découle du
cas réel : on prolonge R¢ en une forme réelle u de méme norme, puis on pose £(x) = u(x) —iu(ix). Cette forme est
complexe linéaire et prolonge ¢. En choisissant |A| = 1 tel que A8(x) = |¢(x)|, on obtient [¢(x)| = u(Ax) < |lu] | x|, ce
qui assure la continuité et la conservation de la norme. Le critére de densité s’étend donc également aux espaces
complexes.

On note T = R/(27Z) le cercle, obtenu en identifiant deux réels dont la différence est un multiple entier de 27
les fonctions sur T s’identifient aux fonctions 27-périodiques sur R.

Soit € I'ensemble des fonctions continues et 27-périodiques f : R — C, muni de la norme | f|. = sup|f(#)|. Pour
teR
n € Z, on rappelle que le n-iéme coefficient de Fourier d’une telle fonction f est donné par

21

a(f) = i . f@®e ™ dt.

Onnote Sp f ={n € Z | ¢,(f) # 0}1e support en Fourier de f.De plus, pour A C Z,onnote 6 ={f € € |Sp f C

A} 1l s’agit d’un sous-espace vectoriel fermé de € puisqu’il peut s’écrire G = ﬂ ker ¢,, c’est-a-dire sous la forme
n¢A

d’une intersection d’hyperplans fermés. En outre, @, est invariant par translation puisque ¢,(f(- +0)) = e ¢,(f)

pour tousn € Zetd € R.

On consideére une fonction f € € et on note A = Sp f. On veut montrer que les translatées de f forment une
partie totale de 6, c’est-a-dire que

G = Vect{ f(- +6), 0 € R},

D’apres la remarque qui suit I’énoncé de la deuxiéme forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach, il suffit
de montrer que toute forme linéaire continue ¢ sur %, nulle sur les fonctions de la forme f(- + 6), pour 6 € R,
est uniformément nulle. D’aprés le premier corollaire de la forme analytique du théoréme de Hahn-Banach, ¢
se prolonge en une forme linéaire continue sur &, notée {. Le théoréme de représentation de Riesz implique

21
Iexistence d’'une mesure complexe p sur T = R/(27Z) telle que €(g) = J g(—t) p(dt) pour toute fonction
0

g € €. Pour tout 6 € R, on a alors

2
fx () = L 0 — 1) () = ¢(f(- +6) = p(f(- +0)) = 0.
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2

Si on note ¢,(y) = J e int u(dt) les coefficients de Fourier de la mesure y, on en déduit que ¢,(f)c,(p) =
0
c,(f = ;1) = 0 pour tout n € Z. Par conséquent, sin € A, on a ¢,(f) # 0, donc ¢,(i) = 0, puis £(e,,) = 0, et enfin

¢(e,) = 0, ol e, désigne la fonction t — ™. On peut en conclure que ¢ est nulle sur &, puisque les fonctions

e,, pour n € A, forment une famille totale de €, d’apres le théoréme de Fejér. En effet, si f € €, ce théoréme
N

assure que on(f) = Z (1 - |N£|> cn(fen % f, et on observe que on(f) € Vect{e,, n € A} pour tout N > 1,
e
car ¢,(on(f)) =0sin ¢ A.
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CHAPITRE / 8

Compacité et connexité Références: [6, 7].

Exercice 8.1 (Distance entre deux parties) Référence : [6].

1. Soit (E, d) un espace métrique.

(a).

(b).

Soit K et K, deux compacts non vides de E. Montrer I'existence de x; € Kj et x; € K; tels que

d(xy, %) = d(Ky,Kp) = xleanl d(x,y).

yeKy

Soit K un compact non vide de E et F un fermé non vide de E. Si K N F = @, montrer que d(K, F) # 0. Ce
résultat subsiste-t-il si K est seulement supposé fermé ?

2. Ici E = R" muni de la métrique usuelle.

(a).

(b).

Soit F un fermé non borné de E et f : F — R une application continue telle que

Hlﬁm f(x) = +oo.
xeF

Montrer qu’il existe x € F tel que f(x) = ing f).
yE
Soient K un compact non vide de E et F un fermé non vide de E. Montrer que

dxeK 3dyeF d(x,y) = d(K,F).

Ceci reste-t-il vrai si E est un R-espace vectoriel normé de dimension infinie ?

Corrigé.

1.

76

(a).

(b).

(a).

(b).

Soit (E, d) un espace métrique. Si K; et K, sont deux compacts non vides de E, alors il existe x; € K; et
x5 € Ky tels que d(xq, xp) = d(K, Ky) = ir}(f d(x, y). En effet, 'application (x, y) — d(x, y) est continue
XEKq
yekz
sur le compact K; x K,, donc minorée et atteint son minimum.
Si F est un fermé de E, 'application x + d(x, F) est continue (et méme 1-lipschitzienne). Donc, si K
désigne un compact de E, il existe xj € K tel que d(xg, F) = inIf( d(x,F) =d(K,F).Sid(K,F) = 0, alors
xe
d(xg, F) = 0, donc xy € F car F est fermé. Ainsi, K N F = @ implique que d(K, F) > 0.
Si K est seulement supposé fermé, c’est faux : par exemple, dans R?, les ensembles K et F de couples (x, )
définis par la condition y < 0 et y > ¥, respectivement, sont fermés, disjoints et vérifient d(K, F) = 0.

On suppose E = R". Soit F un fermé non borné de E et f : F — R une application continue telle que
” l“im f(x) = +o0. Soit a € F. L’ensemble I des x € F tels que f(x) < f(a) est fermé puisque f est
x| >+

x€F
continue et F est fermé. De plus, I est borné, puisque f tend vers I'infini 4 I'infini. Ainsi, I' est un compact

non vide (il contient a), donc f y atteint son minimum en un point noté x, c’est-a-dire que f(x) = inlt: ).
S
Par construction de T, on a inIt: fly) = inf7 f(y), donc f(x) = inlt; f(y), avec x € F. Autrement dit, la
Ye ye ye
fonction f est minorée sur F et atteint son minimum.

On suppose encore E = R™. Soit K un compact non vide de E et F un fermé non vide de E. Alors, il existe

x € K et y € F tels que d(x, y) = d(K, F). En effet, 'application x — d(x, F) est continue sur le compact

K, donc il existe x € K tel que d(x,F) = inIf< d(y,F) = d(K, F). De méme, l'application y — d(x,y)
ye
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est continue sur F. Si F est borné, il est compact, donc le résultat vient de ce qui précede. Sinon, on a
lim d(x,y) = 400, donc le résultat découle de ce qui est juste au-dessus.

Iyl—-+eo
yeF

C’est faux en dimension infinie. Par exemple, notons E I'espace vectoriel des suites bornées (u,) de R, muni
de la norme £°. On note ™ Ia suite dont tous les termes sont nuls, sauf le n-iéme qui vaut 1+ 27", Alors,
I’ensemble F = {u(”), n € N} est fermé. En effet, si v désigne la limite d’une suite (u("f))jzo de suites dans
F, alors [u®™ — M), <1 pour j et k assez grands. Cependant, Ju) — 4| = 1+ max{2™", 27} > 1,
sauf si n; = ny, auquel cas la norme est nulle. On en déduit que n; est constante a partir d’un certain rang
Jo» ce qui donne v = 40 € F. De plus, si K = {0}, alors d(K, F) = 1, mais d(u(”), K)=1+2"">1pour
tout entier n.

Exercice 8.2 (Théoréme de Riesz) Référence : [6].

1. (Lemme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé et soit F un sous-espace vectoriel fermé de E tel que F = E.
Montrer que pour tout € > 0, il existe u € E tel que |ul| = 1 et d(u, F) > 1 —e.

2. (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que si la boule unité fermée de E est compacte,
alors E est de dimension finie.

Corrigé.

1. On note E un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E tel que F # E. On considere
un point quelconque v € E \ F. Comme F est fermé, {v} est compact et F N {v} = @, un exercice précédent
implique que d = d(v, F) > 0. Pour ¢ > 1, tout vecteur unitaire convient. Supposons donc 0 < ¢ < 1. Il existe

d . V- .
un vecteur fy € Ftelqued < |[v— fy| < 5 Alors, le vecteur défini par u = voJo convient. En effet, ce
—¢

Iv = fol

vecteur est de norme 1 et pour tout f € F,on a

eF
A W-Girb-RIDl . 4
A= Hu 7 fH —hl -l C

En prenant 'infimum sur tous les vecteurs f € F, on en déduit que d(u, F) > 1 —e.

2. Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que la boule unité fermée de E est compacte et, par ’absurde, que
E est de dimension infinie. Alors, il existe une suite strictement croissante (E,),>( de sous-espaces vectoriels
de dimension finie de E. La question précédente permet de construire une suite (u,),>; de vecteurs de E, de
norme égale a 1 (donc appartenant a la boule unité fermée), vérifiant u, € E, et d(u,, E,_;) > 1/2 pour tout
n > 1. En particulier, on a |u, — up,| > 1/2 sim < n, de sorte que la suite (u,),>1 ne peut admettre de sous-suite
convergente. Cela contredit la propriété de Bolzano-Weierstrass, et donc la compacité de la boule unité de E.
Ainsi, I'espace E est de dimension finie.

Exercice 8.3 (Théorémes de point fixe) Lecon : 253. Référence : [6].
1. Soit (E,d) un espace métrique compact non vide et f : E — E une application vérifiant

Vx,yeE x=zy = d(f(x),f(y)<d(x,y).

(a). Montrer que f admet un unique point fixe, noté a.

(b). Soit xy € E. On pose x,41 = f(x;,) pour tout n € IN. Montrer que la suite (x;,) ainsi définie converge vers
a.

(c). Ces résultats restent-ils vrais si on suppose seulement E complet ?
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2. Soit K un compact convexe non vide d’un espace vectoriel normé, et f : K — K continue telle que

vx,yeK  |fx)—fWI < lx -yl

Montrer que f admet au moins un point fixe.

Corrigé.

1. (a).

(b).

L’application x — d(x, f(x)) est continue sur le compact E donc y atteint son minimum en un certain
point a, i.e. d(a, f(a)) = ing d(x, f(x)). On suppose que @ # f(«) et on pose ff = f(«). Alors,
xe

d(B. f(B)) = d(f(a). f(B)) < d(a. p) = d(a, f()),

ce qui contredit la définition de a. D’out @ = f(«). Pour montrer que « est I'unique point fixe, on suppose
par I'absurde I'existence de f # « tel que f(f) = f.Ona

d(a, p) = d(f(a), () < d(a, ),

ce qui est impossible.

Si x,, = & pour un certain ny, alors on a x, = x,, = @ pour tout entier n > ny et le résultat est clair. On
eut donc supposer que x,, est toujours distinct de «. On note u, = d(a, x,,) pour tout entier n > 0. Alors,
p pp q n g n n) P

Uni1 = d(@t, x,11) = d(f(@), f(x)) < d(at, x,) = u.

La suite (u,) décroit donc strictement. Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une limite notée
t. De plus, par compacité de E, on peut extraire de la suite (x,),>0 une sous-suite convergente (X,(n))n>0,
de limite notée f. Alors, on a

Up(n) = d(a, x(p(n)) nj’ d(a, ﬂ)

De plus, par continuité de f, on a
Up(n)+1 = d(a, x(p(n)+1) =d(a, f(xqa(n))) n:) d(a, f(B)).
On en déduit que les distances d(«, f) et d(a, f(f)) sont toutes deux égales a £. Si on suppose & # 5, on a

t=d(a, f(B) =d(f(a), f(P)) <d(a, p) =1,

ce qui est impossible. Ainsi, on a « = f§, ce qui donne finalement ¢ = 0, et démontre que x, — «a.
noo

. Le résultat devient faux si on suppose seulement E complet. Par exemple, la fonction f : R — R telle

. 1 . . . - , s
que f(x) =1six<0,et f(x)=x+ T ¥ > 0, est continue, sans point fixe et vérifie '’hypothese de
x

contractivité.

2. Le résultat est vrai si la fonction f est k-contractante pour k < 1. En effet, la suite définie par y,.; = f(y,)
pour tout n € N, avec y, € K quelconque, vérifie |y, 1 — yull < k"|y1 — Wl par une récurrence immédiate. Il
s’agit donc d’une suite de Cauchy, puisque pour m < n,

- k™
19 = Yl < Wyms1 = Vil + o+ 190 = ypal S KT+ o+ K7 Dllyy = yoll < m")ﬁ = Yol

Comme K est compact, il est complet. La suite (y,,) converge donc dans K, et par continuité de f, sa limite est

un point fixe. Il est méme facile de voir que ce point fixe est unique.

e 1
En revenant au cas initial, pour a € K et n € IN¥, on pose f,(x) = a4 (1 - —) f(x) pour tout x € K. Par
n n

convexité de K, on a bien une application de K dans lui-méme. De plus, pour tous x,y € K, on a

0 = 5= (1= 1)1 = Fo < (1= 2 ) I =L
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Ainsi, I'application f, est (1 — 1/n)-contractante, de sorte qu’elle admet un point fixe x, € K. Par compacité
de K, on peut extraire une sous-suite x,(,) qui converge vers un point x € K. On a alors

1fn(xn) = FCOI < 1 fa(3) = fa(Ol + [ fu(x) = fGOI <

e = xll

lal + 1Ol
n

ce qui montre que fi,(n)(X,(n)) converge vers f(x). En passant a la limite dans I'égalité f,,)(Xp(n)) = X,(n)> OR
en déduit que f(x) = x. Donc f admet un point fixe dans K.

Exercice 8.4 (Théoréme de Stone-Weierstrass et polynomes de Bernstein) Lecon : 241. Références : [6, 7].

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On considere la suite de fonctions polynomiales (P,),>; définie par

n

BO=Y (k)f (5)eka -t

k=0

Montrer que (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Corrigé.

On présente ici une preuve de nature probabiliste. Une variable de Bernoulli de paramétre p € [0, 1] vaut 1 avec
probabilité p et 0 avec probabilité 1 — p; la loi binomiale de parametres n, p est la loi de la somme de n variables de
Bernoulli indépendantes de paramétre p. Pour x € [0, 1], on note Xj, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
qui suivent toutes la loi de Bernoulli de parametre x. Alors, S, = X + ... + X, suit la loi binomiale de paramétres
n et x, et on remarque que P,(x) = E[ f(S,/n)]. Pour tout § > 0, on a donc

1P, = £ = B[ £(22)] - 0 < B[ [#(2) - 50

<[[7(2) - 1| 1gs, o] + [ |1(2) - 10
< 21 1P (S, /x> 8) + 0 (3),

1{|sn/n—x|s<s}]

ol [fle = sup |f(y)letws(8) = sup [f(y)—f(y)|sontrespectivement le supremum et le module d’uniforme

ye(0,1] yy'elo1]
ly’—yl<é

continuité de la fonction continue f (donc bornée et uniformément continue) sur I'intervalle [0, 1]. De plus, on
peut majorer le premier terme de la borne a 'aide de I'inégalité de Tchebychev par 1/82 fois la variance de S, /n,
qui vaut nx(1 — x)/n?. En observant que x(1 — x) < 1/4 pour tout x € [0, 1], on a finalement

fleo
1By~ fl < % +0y().

On en déduit que lim sup |P, — fo < wf(6) Y 0, et donc que la suite des fonctions polynomiales P, converge
—0

noo

bien uniformément sur [0, 1] vers la fonction f.

(Remarque. On a donc une version explicite du théoreme de Weierstrass sur I'intervalle [0, 1], et plus généralement
sur tous les segments [a, b] par un changement de variable affine.)

Exercice 8.5 (Courbe sinus du topologue) Lecon : 204.
On considére 'ensemble S = {x +isin(1/x), 0 < x < 1}, et son adhérence S dans C.
1. Montrer que S est connexe et que S = S U [—i, i].

2. Montrer qu’'un point de [—i, ] ne peut pas étre joint a un point de S par un chemin de S. En déduire que S n’est
pas connexe par arcs.
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Corrigeé.

1. L’ensemble S est I'image continue de I'intervalle ]0, 1] par 'application continue x — x +1isin(1/x), donc c’est
un ensemble connexe de C. Il en va de méme de son adhérence S. Pour tout y € [—1, 1], choisissons 0 € R tel
que sinf = y et posons t, = (0 + 2zn)~! pour n assez grand. Alors t, €]0,1],t, — 0 et t, + isin(1/t,) — iy.
Réciproquement, toute limite d’une suite de points de S dont la partie réelle tend vers 0 appartient au segment
[—1,1]; si cette partie réelle tend vers x > 0, la limite appartient a S par continuité de x — sin(1/x). Ainsi,
S=Sul[-ii].

2. Soit y : [0,1] — S une chemin continu d’origine y(0) € [—i,i]. Sa partie réelle ¢ = Ry est une fonction
continue. Si elle n’est pas identiquement nulle, 'ouvert {¢ # 0} admet une composante connexe de la forme
le,d[ ou ]c, 1] avec ¢ > 0, puisque ¢(0) = 0. Dans les deux cas, il existe un intervalle |c, d[ sur lequel ¢ est non

nulle, et avec ¢(c) = 0. Pour tout x de cet intervalle, on a donc y(x) € S, puis y(x) = ¢(x) + isin ﬁ Par
o(x

continuité, cette quantité admet une limite finie quand x — ¢*. Or, pour tout 5 €]0,d — c[, le théoréme des
valeurs intermédiaires montre que ¢(]c, ¢ + n7]) contient ]0, ¢(c + n)]. La fonction sin(1/¢(x)) prend donc les
valeurs 1 et —1 arbitrairement prés de c, ce qui exclut cette limite. Ainsi, la fonction ¢ est identiquement nulle,
de sorte que le chemin y reste dans [—i, i]. L’ensemble S n’est donc pas connexe par arcs. Cet ensemble admet
deux composantes connexes par arcs, a savoir S et [—1,1].

Exercice 8.6 (Valeurs d’adhérence d’une suite) Lecon : 204. Référence : [6].

1. Soit X un espace métrique compact, et soit (x;) une suite de points de X telle que d(x;1,x,) — 0. Montrer
noo

que I'ensemble A des valeurs d’adhérence de (x;,) est connexe.

2. On conserve 'hypotheése d(x;,,1,x,) — 0 et on suppose dans cette question que X = [0, 1], et que la suite
(x,) est définie par un terme initial x, € X et la relation récurrente x,,; = f(x,), pour une fonction continue
f: X = X. Montrer que A est inclus dans ’ensemble des points fixes de f. En déduire que A est réduit a un
élément et que la suite (x,) converge.

3. On suppose dans cette question que X = {z € C|1/2 < |z| < 1}, et que la suite (x;,) est définie par un terme
initial x5 € X et la relation récurrente x,,; = f(x;,), ou la fonction f: X — X est définie par la formule

1 Z  i1_
(z) = —— = ei(1=l2D),
&=

, ;. i . , 1
(a). Montrer qu’on peut écrire x, = r,eln avec les relations de récurrence r,,; = Py et 1 =60,+1—r,.
-

n

(b). Montrer que si |xy| < 1, on a x,,1 — x, — 0, mais que la suite (x;,) diverge. Comment expliquer cette
noo

différence de comportement par rapport a la situation précédente ?
Corrigé.

1. L’ensemble A = (\y>(1X, : n > N} est compact et non vide. Pour tout ouvert U contenant A, tous les x;,
appartiennent a U a p_artir d’un certain rang : sinon, une sous-suite dans le compact X \ U aurait une valeur
d’adhérence hors de A. Supposons A = F; U F, ou Fy, F; sont deux compacts non vides disjoints. Posons
e=d(F,F,) > 0etU; = {x : d(x,F) < £/3}. Les deux ouverts U, U sont a distance au moins /3. A partir d’'un
certain rang, x,, € U; UU, et d(x,41,x,) < €/3 : la suite ne peut donc plus passer d’un de ces ouverts a l'autre.
Pourtant, chacun contient une valeur d’adhérence et doit étre visité une infinité de fois. Cette contradiction
prouve que A est connexe.

2. Soit a € A une valeur d’adhérence, et x;,_ pdl On observe que x, 41 — %, = f(x,) — X, converge a la

fois vers zéro et vers f(a) — a, par continuité de f. Ainsi, f(a) = a, de sorte que A est inclus dans I’ensemble
des points fixes de f. Supposons maintenant que le connexe A n’est pas réduit a un point. Alors, A contient
un intervalle [c¢ — h,c + h], avec ¢ € A et h > 0. Si un terme de la suite x,, appartient a A, alors celle-ci est
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ultimement constante, puisque A est constitué de points fixes de f. On a donc x;,, & A pour tout n, de sorte que
|x,, — c[ > h. Cela contredit le fait que c est une valeur d’adhérence. Finalement, A est réduit a un point, ce qui
montre que la suite (x,) est convergente.

3. (a). On vérifie rapidement que f(X) C X, puisque pour tout z € X, le module |f(z)| =

2 1 1
== et —— = 1. Ensuite, si on écrit x;, = rn On , alors

2—1/2_3 2 2-1

est compris

1
— ||

entre

rn+1ei0n+1 = Xpp1 = f( n) 1(1 |xn|) = i, ei(l—r,,),
2_|xn| |xn| 2_rn
1
de sorte que 1,1 = Py et 1 =60,+1—-r,
. 1 1 -

(b). On suppose ry = |xp| < 1. Concernant la suite des modules, on observe que N ~ 7 =1, si bien

—I'he1 — I

n—1 mr n—1n
que =n+cavecc = . Pour les arguments, on a 6, = 6, + Z(l —n)=06,+ Z .On en

— 1-r k=0 fzok+e

déduit que

n .
1 1
Cxl = (1 — ) expli, + _(1
et = %l ‘( n+1+c>eXp(10 kz:;)k-f—c)
n+1l+c n+c n+c

L’ensemble A des valeurs d’adhérence de la suite (x;,) est donc un ensemble connexe inclus dans I’ensemble

des points fixes de f, qui est le cercle unité I'. Cependant, on voit assez facilement que les termes el

sont denses dans I car §, — o et 8,1 — 6, — 0. Comme r,, — 1, il en résulte que ensemble A est le
[oe) noeo

Yol Eet)

— 0.
noo

n
cercle I tout entier. En particulier, la suite (x;,) est divergente. La différence avec la situation précédente
est qu’il existe dans C des ensembles connexes non réduits a un point et d’intérieur vide, alors que dans
R non.
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Espaces vectoriels normés Références : [6,12].

Exercice 9.1 (Formes linéaires continues et norme quotient) Lecon : 208. Référence : [6].

Soit E un R-espace vectoriel normé, et soit ¢ : E — R une forme linéaire.

1.
2.

Montrer que ¢ est continue si et seulement si ker ¢ est un fermé de E.

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On note x = x + F la classe de x dans E/F. Une semi-norme sur un
espace vectoriel V est une application p : V — [0, 40| telle que p(Au) = |A|p(w) et p(u +v) < p(u) + p(v),
sans imposer que p(u) = 0 entraine u = 0. Montrer que application N définie sur ’espace quotient E/F par

N(x) = inf [|y| est une semi-norme. Que peut-on dire si F est fermé ? Retrouver le résultat de la question
YEX
précédente.

Corrigé.

1.

82

Si ¢ est continue, il est clair que son noyau ker ¢, qui est I'image réciproque du fermé {0}, est un fermé.
Réciproquement, supposons que ker ¢ est fermé, et supposons par I’absurde que ¢ n’est pas continue. Ainsi,
¢ n’est pas bornée sur la sphére unité, et il existe une suite (x,) d’éléments de E tels que |x,| = 1 pour tout
n, et |p(x;,) — +0o. Comme la forme linéaire ¢ n’est pas nulle (sinon, elle serait trivialement continue),

X
on peut trouver un vecteur u € E tel que ¢(u) = 1. Pour tout n, en posant u, = u — ﬁ on observe que
P\Xn
¢(xn) s .
o(u,) = p(u) — ) = 0, C’est-a-dire que u, € ker ¢. Cependant, on a u, — u, et comme ker ¢ est fermé, on

a par passage a la limite u € ker ¢, ce qui donne une contradiction. On en conclut que ¢ est bien continue.

Le cas A = 0 de ’homogénéité est immédiat puisque N (0) = 0. Soit maintenant x € Eet A € R \ {0}. La classe

de x dans I'espace quotient E/F s’écrit x = x + F. De plus, on a Ax = A(x + F) = Ax + F = Ax (classe de

Ax). Ainsi, N(Ax) = inf |y| = inf |A(x + 2)| = |A] inf |x + z|| = |A] inf [y = |AIN(x). Pour montrer I'inégalité
yerx zeF zeF yex

triangulaire, considérons x, y € E, ainsi que u,v € F. En écrivant

N(x+9) <G+ ) + @+ < e+ ul + [y + v,

et en passant a I'infimum sur u et sur v dans le membre de droite, on obtient bien N(x + y) < N(x) + N(y).

Ainsi, N est bien une semi-norme. Si le sous-espace vectoriel F est fermé, alors N est une norme. En effet, si

0=N(x)= inlg |x — z|, alors la distance de x au fermé F est nulle, ce qui montre que x € F, et donc x = 0.
z€

Pour retrouver le résultat de la question précédente, on suppose que F est le noyau d’une forme linéaire ¢,
et que F est fermé. On peut bien siir supposer que ¢ est non nulle. On peut alors factoriser ¢ sous la forme
@ = os,ous est la surjection canonique de E dans E/F, et i/ est une forme linéaire sur E/F. La forme linéaire
¥ est continue, puisque E/F est de dimension finie. De méme, la surjection s est clairement continue, puisque
N(x — y) < |lx — y| pour tous x, y € E. On en déduit que ¢ est continue.



83
Exercice 9.2 (Sur I’exponentielle complexe) Référence : [12].

1. Soit (x;,) une suite de réels. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(a). la suite (") converge pour tout t € R;
(b). la suite (x,) converge.

2. La loi gaussienne (i, %), pour o > 0, a pour densité x > (ov/27) ! exp(—(x — p)?/(262)); pour & = 0, elle
désigne la masse de Dirac en . Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles gaussiennes et soit X une
variable aléatoire réelle. On suppose que (X,) converge en loi vers X, c’est-a-dire que E[h(X,,)] — E[h(X)]
pour toute fonction continue bornée i : R — R. Déduire de la question précédente que la variable X est
gaussienne, éventuellement dégénérée (c’est-a-dire constante presque siirement).

Corrigeé.

La fonction caractéristique d’une variable réelle Y est t — E[eY].

1. Si la suite (x,) converge, alors il est clair que la suite (e") converge quel que soit t € R. Pour établir la
réciproque, supposons que la suite (x,) admette deux valeurs d’adhérence ¢ et ¢’. Alors, pour toutt € R, la
suite convergente (e’n) converge le long d’une sous-suite vers el*! et le long d’une autre sous-suite vers el*"’.
On a donc el = ¢ pour tout réel t. En dérivant en 0, on en déduit que ¢ = ¢’. Donc, la suite (x,) ne peut
admettre qu’une seule valeur d’adhérence.

Montrons maintenant que cette suite est bornée. Si ce n’était pas le cas, elle admettrait une sous-suite qui
tendrait vers +oco, ou vers —co. Supposons donc, par exemple, qu’il existe une extraction de la suite pour
laquelle x,(,) — toe. On remarque que la fonction définie par f(t) = 1,1{,{1 el egt intégrable sur [0,1], a

pour module 1, et vérifie par convergence dominée

1 1
1= [ 1R = tim | F@ o ar
0 neo Jq

Cependant, le lemme de Riemann-Lebesgue implique que cette derniére limite est nulle, ce qui donne une
contradiction. Ainsi, la suite (x;) est bornée, et comme on sait qu’elle admet au plus une valeur d’adhérence,
elle est convergente.
2. On note respectivement i, et o2 I'espérance et la variance de chaque variable aléatoire X,. L’hypothése
2,2
. oyt
implique que les fonctions caractéristiques E[e!*n] = exp(iynt - nT) convergent simplement pour tout

t € R vers la fonction caractéristique E[e"X]. La fonction caractéristique de X est continue en 0 et vaut 1
en ce point. On peut donc choisir £, # 0 tel que |E[e/0X]| > 0. En prenant le module & t = t;, on obtient

exp(—opt? /2) — |E[eX]| > 0. En prenant le logarithme, on en déduit que la suite des variances (o) converge
2,2
t .
vers une limite finie notée ¢. En multipliant par exp(%), on en déduit que la suite (e#') converge pour
tout t € R. D’apreés la question précédente, la suite (y,) converge donc, vers une limite notée y. Il en ressort
par passage a la limite dans les fonctions caractéristiques que

itX . itX . . O-r%tz . O'ztz
E[e"*] = limE[e""r] = limexp| iyt — — | = exp|ipt — — ).
neo neo 2 2
Cela prouve que X suit la loi (i, %) si ¢ > 0. Si % = 0, sa fonction caractéristique est celle de la constante

i, donc X = p presque sirement. Ce cas peut effectivement se produire, par exemple pour X,, = Z/n, avec Z
de loi 4(0, 1).
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Calcul difféerentiel et extrema Références : [5. 6. 10, 12].

Exercice 10.1 (Dérivées partielles sans continuité)
Soit f : R?> — R la fonction définie par
2 2
xy ) :
—_— siy+0
flx,y) = (x4 + y? y
0 siy=0.

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0) mais qu’elle n’est pas continue en ce point.

Corrigeé.

Pour tout x = 0,

[0 -f0.0 _ o

—(0,0)=0
x—0 8x( )
et pour tout y # 0,
0,y)— f(0,0 9
f0.9) - f0.0) _, 2 0.0~
y—0 oy

Par ailleurs, f n’est pas continue en (0, 0), car par exemple f(x,x*) = 1/4 pour tout x # 0.

Exercice 10.2 (Dérivées directionnelles et gradient) Référence : [6].
Soient U un ouvert de R*, a € U et v € R". On dit qu’une fonction f : U — R est dérivable en a suivant v si

. fla+tv) - f(a)
mi—"7 J\*

li
t—0 t

existe.
Dans ce cas, ce nombre est appelé la dérivée de f en a suivant v et est noté d,, f(a). On suppose dans la suite que f
est dérivable en a suivant v.

1. A quoi correspondent les dérivées partielles de f?

2. Supposons f différentiable en a. Montrer que, pour tout vecteur v = (v, ..., v,),

of@=3 Law =vf@: v,
= 9%
ou Vf(a) désigne le gradient de f au point a.
2

3. Soit f: R? — R la fonction définie par f(x,y) = Y six#0et f(0,y) = y, pour tout y € R. Montrer que f
X

est dérivable au point (0, 0) suivant n’importe quel vecteur v € R2. Calculer 8, £(0,0). L’application f est-elle
différentiable ?

4. Soit "1 = {v € R" | |v| = 1} la sphére unité de R" pour la norme euclidienne. On suppose que f est

différentiable en a. Notons
M = sup 9,f(a).

vesgn1

Donner la valeur de M et le vecteur v pour lequel elle est atteinte. Interpréter géométriquement cela.

84
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5. Vous étes sur une montagne dont la surface est donnée par I'équation z = max{—x? — y% + 1800, 0}, au point a
de coordonnées (20, 20, 1000). Dans quelle direction devez-vous marcher pour atteindre le sommet au plus
vite ?

Corrigé.

of
1. Ona — =9, f.
ax; !

1

2. Siv =0, le résultat est immédiat. Sinon, dans la définition de la différentiabilité, on prend h = tv, il vient

[f(a+tv)— f(a) —tdf(a)(v)] o

10 eliv

5

ce qui montre que
L [fa+ ) = f@
im |[—————
t—0 t

On en déduit que 9, f(a) = df(a)(v).
3. Soit f : R?> — R la fonction définie pour tout (x, y) € R? par

—df(a)(v)| = 0.

2
six+#0
flx,y) =
y six=0.
Pour tout v = (v;,v,) € R2, on a alors
tVZZ itvy #0
= sity
f@v) =1 v
tv,  sitvy =0,
etdonc, sit # 0,
2
v
fv) = £0,0)  f(tv) V2 sitv %0
t t

v sitv; = 0.

On en déduit que

VZ

2
2y f(0,0) =1 v
vy sivy =0.

sivi #0

Comme l'application v — 9, f(0,0) n’est pas linéaire, la fonction f n’est pas différentiable en (0, 0).

4. On a
M = ”51”1p oy f(a) = "shlp Vf(a)-v=|Vf(al
v|=1 v|=1
Vi(a)
IVf@l

supremum M = 0. On interprete donc V f(a) comme la direction de plus grande pente de f en a.

et, si Vf(a) # 0, le supremum est atteint en v = Si Vf(a) = 0, toute direction unitaire réalise le

5. On pose f(x,y) = max{—x? — y? + 1800, 0} pour tout (x, y) € R%. Le sommet de la montagne est représenté
par le maximum de la fonction f qui est atteint en (x, y) = (0, 0) et la valeur du maximum est 1800. Au point a
de coordonnées (20, 20), la fonction f est différentiable car £(20,20) = 1000 et donc f(x,y) = —x? — y% + 1800
pour (x,y) dans un voisinage de a. Afin d’atteindre le sommet le plus rapidement possible, il convient de
prendre la direction de la plus grande pente, i.e. la direction V f(20, 20) = (—40, —40).
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Exercice 10.3 (Laplacien des fonctions radiales)

Soit g : 10, +oo[ — R une fonction de classe 2. On considére la fonction f définie sur I'ouvert U = R? \ {(0,0)}

par la formule f(x,y) = g(,/x? + y?) pour tout (x,y) € U.

7}
1. Expliquez pourquoi la fonction f est de classe €2 sur U. Calculer les dérivées partielles premiéres a— et a—f
x y
pY. 2
d
et les dérivées partielles secondes —f et —f
ox?  9y?

0 0
2. On rappelle que le laplacien de f est défini par Af(x,y) = a—];(x, y)+ a—];(x, y) pour tout (x, y) € U. Montrer
x Y

que pour tout (x,y) € U,

'(Jx? +9?)
Af(x,y) = g”(\[x +y)+g
VX2 + y?

3. En déduire que Af(x,y) = 0 pour tout (x,y) € U si et seulement si ldi(r g’(r)) = 0 pour tout r > 0.
rdr

4. Montrer alors que Af(x,y) = 0 pour tout (x,y) € U si et seulement si on peut trouver deux réels a et b tels

f(x,y) = aln(y/x? + y?) + b.

que pour tout (x,y) € U,

Corrigé.

1. La fonction f est de classe €2 sur U comme composée de fonctions de classe €2. Pour tout (x, y) # (0,0), on a
of x
=) =g (¥ +y)—=—= et (x »N=g\x*+y )
ox \/m x2 + y

ainsi que

aZf 7 2 2 x2 ’ 2 2 y2
g (x,y)=g (m)xz 2 t8 (\/m) (x2 +y2)3/2
82f(x y) — g//(\/m) y2 +g/(\/m) x2
a2 x2 + 2 (x2 + y2)3/2°

2. En sommant, on obtient effectivement

v s L EEE YY)
Af(x,y) = g"(\J** +¥?) Nz

3. En posant r = \/x? + y2, on obtient que A f(x, y) = 0 pour tout (x, y) € U si et seulement si

et

l d /7 V4 1 /7
Vr >0 -—@g'(r)=g"()+-g'(r) =0.
rdr r

4. On intégre 1’équation différentielle précédente : il existe un réel a tel que rg’(r) = a pour tout r > 0, soit
g'r)= 4 puis enfin il existe un autre réel b tel que g(r) = alnr + b pour tout r > 0. Finalement,
r

V(x,y)eU  f(x,y) =aln(\/x? + y?) +D.
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Exercice 10.4 (Dérivées croisées et théoréme de Schwarz) Référence : [6].
On pose Q = R? \ {(0,0)}. Soit f : R? — R la fonction définie par

. 2 _ yz
Fey) =%+ 2
0 si (x,y) = (0,0).

si(x,y) € Q

1. Montrer que la fonction f est différentiable sur Q et calculer sa différentielle.

2. Montrer que f est différentiable en (0, 0) et que sa différentielle en ce point est nulle.

2 2

et
oxdy  dyox
(0,0). Qu’en déduit-on pour la continuité de ces dérivées partielles secondes en (0, 0)?

3. Montrer que f admet en tout point des dérivées partielles secondes , et calculer leurs valeurs en

Corrigeé.

1. La fonction f est bien définie, continue et admet des dérivées partielles sur R? \ {(0, 0)}. De plus, pour tout
(x,y) #(0,0),on a

af( ) x* + 4x?y? — . 8f( ) xt —ax?y? — 4
—(x,y)=y—————— e —(x,y) =x————
ox VTV ey ay 7 (x? + y?)?
. of of : s e
Les fonctions o et P étant continues sur Q, on en déduit que f est différentiable sur Q.
x y
2. Le calcul des dérivées partielles en (0,0) donne
0 ,0)— f(0,0 0 0,y)— f(0,0
_f(O, 0) = lim M =0 et _f(o’ 0) = lim M =0
ox x—0 x—0 ay y—0 y—0

0 a
Les fonctions 8_f et a—f sont continues R? \ {(0,0)}. Pour étudier la continuité des dérivées partielles en (0, 0)
X Yy

onpose x =rcosf ety =rsinf our =+x?+y?>0et0 € [0,2x[. Notons que (x,y) — 0 si et seulement si
r — 0.1l vient

f

7] 7]
‘—f(x, y)’ < rlsinf|cos* @ + 4 cos? O sin? 6 — sin* 8] < 6r ————— 0 = —(0,0),
dx (x)-(0,0) 9x
: . ) of , :
ce qui prouve que —* est continue en (0, 0). On montre de méme que ™ est continue en (0, 0). Finalement,
x y

les dérivées partielles de f sont continues sur R? ce qui assure que f est différentiable sur R? et que d £(0, 0)
est Papplication linéaire nulle.

3. On calcule

0 0

Zon-Zoo 21

X X =-1 = (0,0) =-1
y—20 dyox

et 5 5
L 5,0~ 0.0 y
=1 = (0,0) = 1.

x—0 0xdy

Les deux dérivées croisées coincident sur €, mais leur valeur commune est 1 sur ’axe y = 0 et —1 sur l’axe
x = 0, hors de l'origine. Aucune des deux n’a donc de limite en (0, 0). Les hypotheses de continuité du théoréme
de Schwarz ne sont pas satisfaites.
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Exercice 10.5 (Différentielle du déterminant) Référence : [6].

Soit f: M,(R) — R l'application définie par f(A) = det(A). Montrer que f est de classe € et calculer sa
différentielle.

Corrigé.

On pose f(A) = det(A) pour tout A € 4 ,(R). La fonction f est de classe € sur ,(R) car c’est une fonction
polynomiale des coefficients de A. Calculons les dérivées partielles de f. Soit H () ]a matrice dont tous les
coefficients sont nuls, excepté le coefficient d’indice (i, j) qui vaut 1. Alors, d’apres la multilinéarité du déterminant,

on a
f(A+tH) = det(A + tH®)) = det(A) + t Com(A), ;,

ce qui montre que

f(A +tHED)) - f(A)

of
; =C m(A),J

d0A;

——(4) = lim
i,j

On en déduit que pour tout H € ./ ,(R),

df(A)H)= ) Com(A);;H;; = Tr(Com(A)H).

1<i,j<n

Quand A € GL,(R), ona A™! = ‘Com(A), ce qui montre alors que d f(A)(H) = det(A)Tr(A™'H).

~de t(A)

Exercice 10.6 (Différentielle de I'inverse) Référence : [6].

Soit Z(R") 'ensemble des applications linéaires continues de R" dans lui-méme, muni de la norme d’opérateur,
et soit GL,(R) le sous-ensemble de Z(R") constitué des éléments inversibles.

1. Montrer que GL,(R) est un ouvert de & (R").

2. Montrer que I'application inv : u € GL,(R) > u~! est différentiable et calculer sa différentielle.
Corrigé.

1. Soit h € Z(R") tel que
el _

Ihl =
xermvgoy X1

Alors,

|hk H < ||h||k pour tout k € N, et donc Y} Kk converge absolument dans Z(R"). De plus,

m+1

- h)th th th—z hmHL
k=0

Sachant que |h| < 1, il vient ||hm+1|| < ||h||erl — 0, ce qui montre que

(I-n)) K =1
k=0

De méme, on a

(Z hk>(1 —h) =1

k>0

On en déduit que I —h € GL,(R) et (I —h)™! = Z Rk,

Soit maintenant u € GL,(R) et h € ZL(R") tels que |h| < = R. Comme u +h = u(l + u"'h) et

Ju 1||
|luh| < |u™"| Ikl < 1, on en déduit que I +u~'h € GL,(R) puis que u + h € GL,(R). Par conséquent, la boule
ouverte B(u, R) est incluse dans GL,(R). Donc, GL,(R) est ouvert dans Z(R").
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2. Ona
@+h) ' =T +u ') = Y (DF@ I T = e+ Y (DR @ )R
k=0 k=2

Comme h € Z(R") » —uthu™! € Z(R") est linéaire et comme

[ 1

- k - I
< S A = P Y ) Wl = e = oA,
=2 i=o I e

Z(_l)k(u—lh)ku—l
k=2

on en déduit que inv est différentiable et que dinv(u)(h) = —u~*hu~! pour tout h € L(R").

Exercice 10.7 (Coordonnées polaires et cylindriques) Lecon: 214. Référence : [5].

Montrer que les fonctions suivantes sont des €!-difféomorphismes globaux

®: 0, +oo[ x]0,27] — RZ\ ([0, +oo[ x {0})
(r,0) — (rcosf,rsin®)

et

¥: 10,400 x J0,27[ xR — R3*\ ([0, +oo[ x {0} x R)

(r,0,z) — (rcosb,rsinb,z).

Corrigé.

Soit @ : 10, +oo[ x 0, 22z[ — R? \ ([0, +oo[ x {0}) la fonction définie par
Y(r,0) € 10,400 x |0, 27[ ®(r,0) = (r cos 6,r sin6).

La fonction ® est de classe € et pour tout (r,6) € 10, +oo[ x |0, 27[, le jacobien s’écrit

To(r.0) = (cos@ —r sinG)
o\, = .

sinf rcos@

Par conséquent,
det Jp(r,0) = rcos?®+rsin®0 =r>0.

De plus, si (r,8) = &(r’,6’), on obtient r2 =2 soitr =1’ puisque r,r’ > 0. Aussi, (cos 8, sin8) = (cos ¢, sin8"),
ce qui implique que 0 = 0" mod 27, et donc 0 = ¢’ puisque 0,0’ € ]0,2x[. On en déduit que P est injective
sur ]0, +oo[ x ]0, 27[. Le théoréme d’inversion globale montre alors que @ réalise un € -difféomorphisme de
10, +oo[ x ]0, 27[ sur son image, qu’il s’agit d’identifier.

Clairement, on a

®(]0, +oo[ x 10, 272[) € R? \ ([0, +oo[ x {0}).

Y
r

Soit (x, y) dans 'ensemble de droite. On pose r = \/x? + y? > 0 de sorte que (E, ) e $1\ {(1,0)}. 1l existe donc
r

un unique 0 € )0, 27| tel que (f, X) = (cos 6, sin 0), c’est-a-dire
ror
(x,y) = (rcos@,rsinf) = ®(r,0) € &(J0, +oo[ x 10, 27[).

Il s’agit du changement de variables en coordonnées polaires.
Soit ¥ : 0, +oo[ x 10, 277[ x R = R3 \ ([0, +00[ x {0} x R) la fonction définie par

Y(r,0,z) € 10, +oo[ x |0, 277 x R ¥(r,0,z) = (rcos9,rsinb, z).
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La fonction ¥ est de classe € et pour tout (r,0,z) € 0, +oo[ x |0, 2] x R, on a comme jacobien

cos@ —rsinf 0
Jy(r,0,z) =| sinf@ rcosf 0
0 0 1

Par conséquent,
det Jy(r,0,2) = rcos® 6 + rsin®0 =r > 0.

L’injectivité sur |0, +oo[ x ]0, 27z[ x R est identique au cas précédent. Le théoréme d’inversion globale montre alors
que ¥ réalise un € -difféomorphisme de 0, +oo[ x ]0, 277[ x R sur son image et on montre de méme que

(10, +o0o[ x 0, 27z[ x R) = R \ ([0, +0o[ x {0} x R).

Il s’agit du changement de variables en coordonnées cylindriques.

Exercice 10.8 (Inversion locale sans inversion globale) Lecon : 214. Référence : [6].

Soit f : R?> — R? le champ de vecteurs défini par

f(x,y) = (x* =y, 2xy).

Montrer que f est un %!-difféomorphisme local en tout point de R? \ {(0,0)}, mais que ca n’est pas un &*-
difféomorphisme global sur R? \ {(0,0)}.

Corrigeé.
Chacune des composantes de f est une fonction polynomiale. La fonction f est donc de classe € sur R%. De
plus, pour tout (x, y) € R?, le jacobien s’écrit

Jp(x,y) = (2; —ZJ/) .

2x

Par conséquent,

det J¢(x,y) = 4x*+yH) =0 = (x,v) =(0,0).
Le théoréme d’inversion locale montre que la fonction f est un € *-difféomorphisme local au voisinage de tout
point (x, y) # (0,0).
De plus, comme f(1,1) = f(—1,-1), on observe que f n’est pas injective sur R? \ {(0,0)}. Par conséquent, f ne
peut pas étre un € -difféomorphisme global sur R? \ {(0, 0)}.

Exercice 10.9 (Folium de Descartes) Lecons : 214, 267. Référence : [5].
On considére I’ensemble
Yg={(x,y)€]R2|x3+y3—3xy=0}.

En quels points cette équation définit-elle localement y comme fonction de classe ! de x ? Si oui, calculer la
dérivée de la fonction implicite et écrire I’équation de la tangente a €.

Corrigé.
On pose f(x,y) = x> + y® — 3xy pour tout (x, y) € R?. Il s’agit d’une fonction de classe € sur R?, puisque c’est
une fonction polynomiale. De plus, pour tout (x,y) € R?, on a

Z—f(x, y) =3(y* —x),
y
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0
de sorte que a—f(x, y) # 0 si et seulement si y* # x. Cependant, un point (y?, y) appartient a € si et seulement
y
si f(y%,y) = 0, c’est-a-dire y® — 2y® = 0, ce qui est encore équivalenta y = 0 ou y = 21/3 Le théoréme des
fonctions implicites s’applique en tout point (a,b) € € \ {(0,0), (22/ 3 21/ H1.

1l existe donc un intervalle ouvert I contenant a, un intervalle ouvert J contenant b et une fonction ¢ : I — J de
classe € telle que
(x,y)e(IXx])NE = xel et y=q¢p(x).

On a alors f(x,¢(x)) = 0 pour tout x € I, puis en dérivant,

of of , ,

5P + 5(}6, p(x)¢’(x) =0, = 3(x% = (x)) + 3(p(x)* — x)¢’ (x) = 0.
Pour x =a,ona

2 2 ’ ’ b— aZ
3(a® = b) +3(b° —a)p’(a) =0 — ¢'(a) = T
L’équation de la tangente a € en (a,b) est donc
, b—a®
y=p@+¢@x—a)=b+ bz_a(x—a)-

Aux deux points exclus, la courbe n’est pas localement le graphe d’une fonction de classe €' de x. Au point
(a,b) = (22/3,21/3) on a fyla.b) = 0 et fi(a,b) = 3b # 0:I'identité f(x,p(x)) = 0 donnerait donc f,(a,b) +
fy(a,b)¢’(a) = 0, une contradiction. Le théoreme des fonctions implicites permet en revanche d’écrire x en

fonction de y; la tangente est la droite verticale x = 22/3,

2
y(t)=(3t 3t ) < L

1431+ 2

A l'origine, considérons 'arc

On vérifie que y(t) € € et que y’(0) = (0,3). Si la courbe était localement un graphe y = ¢(x) de classe €, la
dérivation de y,(t) = ¢(y1(¢)) en 0 donnerait 3 = 0. En échangeant les deux coordonnées, on obtient aussi un arc
de tangente horizontale : Iorigine est un point double dont les deux tangentes sont les axes de coordonnées.

Exercice 10.10 (Un point critique sans extremum)

Soit f: R? — Rla fonction définie par f(x,y) = x> — y? pour tout (x, y) € R?. Montrer que (0, 0) est un point
critique de f, mais que ce n’est pas un extremum local.

Corrigé.

Soit f : R?> — R la fonction définie par f(x,y) = x* — y? pour tout (x, y) € R?. 1l s’agit d’une fonction de classe
%> sur R? puisque c’est une fonction polynomiale. Cherchons d’abord les points critiques de f. Pour ce faire, on
résout ’équation Vf(x, y) = 0, soit

of

0
—(x,y)=2x=0 et —f(x, y)=-2y=0,
ox ay

ce qui donne (x, y) = (0, 0). La fonction f admet donc un unique point critique qui est (0, 0).

On constate que f n’admet ni un minimum local ni un maximum local sur R? en (0, 0). En effet, si U est un ouvert
de R? contenant (0, 0), alors la boule fermée B((0, 0), ¢) est incluse dans U pour & > 0 assez petit. Dés lors,

(,00€U — f(e,0) =% >0 = £(0,0),

et
(0,6) eU — £@0,6) = =% < 0 = £(0,0).

Cela montre respectivement que (0,0) n’est pas un point de maximum local, ni un point de minimum local.



9

2 Calcul différentiel et extrema

Exercice 10.11 (Extrema sur un disque)

Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x> — 3x(1 + y?).

1. Etudier les extrema locaux de f.

2. Soit D = {(x, y) € R? | x> + y? < 1}. Montrer que f admet un maximum M et un minimum m sur D.

3. Soit (x, y) € D. Montrer que si f(x,y) = M ou f(x,y) = m, alors x*> + y% = 1.

4. Etudier la fonction t — f(cost,sint). En déduire les valeurs de M et m.

Corrigé.

1. La fonction f est polynomiale, et donc de classe € sur R%. Pour tout (x, y) € R?,

2 7}
—f(x, y) = 3x% = 3(1 +y?) et —f(x, y) = —6xy,
ox ay
de sorte que Vf(x,y) = 0 si et seulement si
2 2
x“—y“=1
- (x’}’) = (1’0) ou (x:Y) = (_1:0)
x=0ouy=0
La fonction f admet donc deux points critiques. Pour déterminer leur nature, calculons la matrice hessienne.
Pour tout (x, y) € R?,
6x —6y
D2 xX,y) = .
fGey) (_6y _6x)
En particulier,
6 0
D?f(+1,0) = .
o (2 )
Dans les deux cas, comme les valeurs propres de D? f(+1,0) ne sont pas de méme signe, on en déduit que
(%1, 0) sont des points selles.

2. L’ensemble D est compact car borné et fermé, et la fonction f est continue. Par conséquent, f atteint ses
bornes sur D.

3. Soit (x,y) € D tel que f(x,y) = mou f(x,y) = M. Si (x, y) est dans I'intérieur D, alors V f(x, y) = {0, 0). Cela
implique d’aprés la premiére question que (x, y) = (+1,0) & D, ce qui est impossible. Par conséquent, f atteint
ses bornes sur D sur le bord.

4. Pour étudier les variations de f sur le bord 9D, on paramétrise dD par 'application ¢ € [0, 27[ — (cost, sint).

On pose pour toutt € R,
g@®) = f(cost,sint) = cos’t — 3(cost)(1 + sin?¢).

Clairement, la fonction g est paire et 27-périodique. Il suffit donc de I’étudier sur l'intervalle |0, z[. Pour tout
t€]0,7[,ona

g’ (t) = =9 cos?tsint + 3sint(1 + sint) = 6 sint(1 — 2 cos®t) = —6 sint cos(2t).

On peut alors dresser le tableau de variations de g :



93

t 0 /4 3r/4 T
sint 0 + + + 0
cos 2t + 0 - 0 +
g’ 0 - 0 + 0 - 0

g T L W2 —0 .,

On déduit du tableau et de la parité de g que m = —2+/2 est atteint pour ¢t = i%, et donc (x,y) = (%, i%),
2 32y

et que M = 24/2 est atteint pour t = i%{, et donc (x,y) = (— > 5

Exercice 10.12 (Principe du maximum) Référence : [6].

Soit Q C R™ un ouvert borné non vide et u : Q — R une fonction de classe €2 sur ouvert Q et continue sur le
fermé Q telle que

Vx € Q Au(x) = 0.

Pour tout £ > 0, posons u.(x) = u(x) + ee*.

1.

Pourquoi les fonctions u et u, atteignent-elles leur maximum sur Q ?

2. Montrer que Au,(x) > 0 pour tout x € Q.

3. Soit x, € Q un point de maximum de u, sur Q. Montrer que x, € 9Q, ot dQ = Q \ Q est le bord de Q.
4.
5

En déduire que le maximum de u sur Q est atteint sur le bord 9Q.

. Montrer que si uy, uy € €(Q) N €2(Q) sont deux fonctions harmoniques (i.e. de laplacien nul) sur Q telles que

u; = uy sur 99, alors u; = uy sur Q.

Corrigeé.

1.

Les fonctions u et u, sont continues sur le compact Q (fermé borné dans R"). Elles atteignent bien leur maximum
sur Q.

Pour tout x € Q, on a Au,(x) = Au(x) + ee™ = g™ > 0.

Si x, € Q, alors toutes les valeurs propres de la matrice hessienne D?u,(x,) sont négatives ou nulles. En
particulier, on a que Tr(D?u,(x,)) < 0. Cela contredit le fait que Tr(D?u,(x,)) = Au,(x,) > 0. On en déduit que
X, € Q.

Comme 9Q est compact, quitte a extraire une sous-suite, on a x, = X € 9Q2. Montrons que x est un point de
maximum de u sur Q. En effet, pour tout y € Q, on a

u(x,) + eP = u,(x,) > u(y) > u(y).

Par passage a la limite quand ¢ — 0, on obtient u(X) > u(y) ce qui montre que X € 9Q est un point de maximum
de u sur Q.

. Onau —uy, € B(Q) NEAQ) et A(u; — up) = 0 sur Q. La question précédente montre qu’il existe ¥ € 9Q tel

que
VxeQ (%) — up(x) < uy(x) —uy(x) = 0.

On en déduit que u; < uy sur Q. L’autre inégalité s’obtient en inversant les réles de u; et uy.
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Exercice 10.13 (Extrema sur le cercle et multiplicateurs de Lagrange)

Soit f : R? — R une fonction de classe €. On s’intéresse a la recherche d’extrema locaux de f sur le cercle unité

S={(x,y) e R*|x* +y* =1}

1. On considére une paramétrisation de S donnée par y : t € R — (cost, sint). Rappeler I'expression du vecteur
tangent a S au point (x, y) = (cost, sint).

2. Pour tout t € R, on pose g(t) = f(cost,sint). Montrer que g est de classe €' sur R, et que si (x, ) =
(costy, sinty) est un extremum local de f sur S, alors g’ (#) = 0.

3. En déduire que

7] 7]
—%(COS ty, sinty) sinty + %(cos fy, sinty) costy = 0.

4. Etablir alors que le gradient V f(xy, y,) est orthogonal au vecteur tangent a S en (xg, ). En déduire I'existence
d’un réel A tel que

Vf(x0, y0) = A (xo) :
Yo

Corrigé.

1. Le vecteur tangent est donné par y’(t) = (—sint, cost) pour tout t € R.

2. La fonction g est de classe €' comme composée de fonctions de classe . Si (xy, y;) = (cos ty, sinty) est un
extremum local de f sur S, alors t; est un extremum local de g sur R et on a alors la condition nécessaire

g () =0.
3. Pour toutt € R,ona g’(t) = Vf(y(t)) - y’(t) et on remplace dans 'expression précédente.

4. Les vecteurs V f(cos ty, sinty) et (— sinty, cos fy) sont orthogonaux. Par conséquent V f(xy, yp) est orthogonal
au vecteur tangent a S en (xg, yp). Autrement dit, V f(x, yp) est colinéaire au vecteur normal (cos ty, sinty) =

(0, Y0)-

Exercice 10.14 (Inversion globale) Lecon : 214. Référence : [5].

On considére un réel k > 0 et une application f : R* — R" de classe €' et k-dilatante, c’est-a-dire telle que

vx,yeR"  [f() - fWI = klx-yl.

1. Montrer que 'application f est injective, et que 'image f(R") est fermée dans R".
2. Montrer que la différentielle d f(x) est inversible pour tout x.

3. Montrer que 'image f(R") est ouverte dans R", puis que I'application f est un !-difféomorphisme global de
R" dans lui-méme.

4. Etablir un lien avec le théoréme de Hadamard-Lévy.
Corrigeé.

1. Si f(x) = f(y),ona0 = |f(x)— f(y| > k|x—yl > 0, donc x = y. L’injectivité de f s’en déduit. Pour montrer
que I'image de f est fermée, considérons une suite de points f(x,) qui converge vers une limite £. C’est en
particulier une suite de Cauchy, et 'inégalité vérifiée par f implique que la suite des points x;, est aussi de
Cauchy. Par complétude de R", on en déduit que x,, tend vers une limite x. Par continuité de f, on a ensuite
£ = f(x), ce qui montre que { est dans 'image de f.

2. On sait que f est différentiable, et par définition, sa différentielle en un point x quelconque vérifie pour tout h,
.1
[df G| = lim m”f(x +th) — f(x)| = kAl

La différentielle de f est alors injective, donc inversible, en tout point. L’inverse a pour norme au plus 1/k.
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3. Pour tout point y; = f(xp) appartenant a I'image, le théoréme d’inversion locale montre I'existence d’'un
voisinage ouvert V de x; et d’un voisinage ouvert W de y, tels que f soit un difféomorphisme de V sur W. En
particulier, f(R") contient W, et donc un voisinage ouvert de y. Il en résulte que I'image de f est ouverte.
On a donc montré que 'image de f est a la fois fermée et ouverte dans 'ensemble connexe R". Elle est donc
égale a R" tout entier. Ainsi, 'application f est surjective. On en conclut que f est une application bijective de
R"” dans lui-méme, de classe €1, et de réciproque de classe &! également, par inversion locale. Finalement, f
est un €!-difféomorphisme global de R" dans lui-méme.

4. On a vu que 'inégalité portant sur f implique que la différentielle d f est inversible en tout point. De plus,
Papplication f est propre car pour tout x, 'inégalité triangulaire donne

I GOI = 17 Go) = fO = 17O = kx| = [ £ (0,

ce qui montre que 'image réciproque d’'un ensemble borné est bornée. Les hypotheses sur f impliquent donc
celles du théoréme de Hadamard-Lévy, et ce résultat permet de retrouver que f est un €*!-difféomorphisme
global de R" dans lui-méme.

Exercice 10.15 (Théoréme du rang constant) Lecon : 214. Référence : [5].

Soit U un ouvert de R" et f : U — RP une application de classe €. On suppose que le rang de la différentielle
df est constant égal a r sur U. Le but de I'exercice est de montrer 'existence d’'un & !-difféomorphisme local
x — X au voisinage de a € U quelconque, et d’'un €!-difféomorphisme local y +> Y au voisinage de f(a), qui
transforment f en I’application linéaire A : R" — R? de rang r donnée par

A X=Xt X Xoi 1 X)) > Y = (X4, ..., X0, 0, ..., 0).

1. Montrer qu’on peut supposer a = 0, f(a) = 0 et df(a) = A.

2. Vérifier qu’on obtient un & !-difféomorphisme local x > X sur R” au voisinage de 0 en posant
X1 = filxy, s %), X = frley e %), Xir1 = Xri1s Xp = Xp.

3. L’application f : x +— y devient ¢ : X — y quand on remplace les coordonnées x par X au départ. Montrer
que Papplication ¢ ne dépend que des coordonnées X, ..., X,, et expliciter ses r premiéres composantes.

4. Montrer qu’on obtient un €'-difféomorphisme local Y + y sur R? au voisinage de 0 en posant

n =Y, V=1, Yr+1 = Ore1(Y1s oY) + Yo, Yp :qop(Ylﬁ---’Yr)+Y >
et que les ¥!-difféomorphismes locaux x +> X et y > Y ainsi construits conviennent.
Corrigé.

1. La fonction définie par g(x) = f(a + x) — f(a) vérifie g(0) = 0, est de classe €' sur un voisinage de 0, et sa
différentielle dans un tel voisinage vérifie dg(x) = df(a + x), donc est de rang constant égal a r. En particulier,
la différentielle dg(0) admet dans certaines bases (ey, ..., e,) et (fi, ..., fp), respectivement de R" et de R”, pour

I. 0
matrice ( (; 0 ) Il existe donc des applications linéaires u et v de changements de bases, respectivement de

R" et de R?, telles que v 'dg(0)u admette pour matrice dans les bases canoniques la matrice précédente. On
en déduit que Papplication h = v™! o g o u vérifie h(0) = 0, est de classe €' sur un voisinage de 0, avec une
différentielle dh(x) = v~ 'dg(u(x))u de rang constant égal a r, et telle que la différentielle dh(0) = v_1dg(0)u
soit application A dont la matrice dans les bases canoniques est la matrice précédente. En notant f au lieu de
h, on peut donc supposer que a = 0, f(a) = 0 et df(a) = A.

I, 0

2. La matrice jacobienne de I'application x +— X en 0 est ( ), donc est inversible. Cette application

n—r
est de plus de classe €' au voisinage de l'origine. Le théoréme d’inversion locale implique qu’il s’agit d’un
& !-difféomorphisme local au voisinage de 0 dans R".
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3. Dans les coordonnées X, 'application f devient ¢ et s’écrit
n=X, = %=X W =X X)) Y= p(Xys e X)),

avec @i, ..., ¢, des applications de classe ! au voisinage de 0, obtenues en composant f et X — x. La

I 0
matrice jacobienne de ¢ est donc ( ’ ) Son rang au voisinage de l'origine est le méme que
(9¢1/9X;)(X)
celui de la différentielle d f, c’est-a-dire constant égal a r. Ainsi, les dérivées partielles %, aveci,j > r sont
j

nulles sur un voisinage de 'origine. Quitte a restreindre ce voisinage a un pavé ouvert centré en 0, on en
déduit que les fonctions ¢; ne dépendent que des coordonnées Xj, ..., X,.

4. Les relations de I’énoncé impliquent directement

1 =n Y = Yet1 = Yr+1— (/)r+1(y1’ ’:Vr)’ Yp =Yp~ (Pp(yl’ ’yr)-
Onadoncy = f(x) si et seulement si Y} = Xj,....Y, = X, et Y,y = ... =Y, = 0, Cest-a-dire Y = A(X).
Exercice 10.16 (Asymptotique d’une équation du troisieme degré) Lecon : 214. Référence : [5].

On considére f(x,e) = (x — a)(b — x) + ex>, avec a < b.

1. Montrer que pour ¢ > 0 assez petit, ’équation f(x,¢) = 0 admet trois racines distinctes x;(¢) < x5(¢) < x3(€).
Donner un développement asymptotique de ces racines quand ¢ — 0 avec pour reste O(¢?).

2. En déduire un développement asymptotique de I'intégrale elliptique

x(€)
1) = J' dx

OINED,

quand ¢ — 0 avec pour reste O(¢?).

Corrigeé.

0 0
1. Ona f(a,0) =0et a—f(x, €) = a+b—2x+3ex?, donc a—f(a, 0) = b—a > 0. Le théoréme des fonctions implicites
X

montre qu’il existe un voisinage V; de 0, un voisinage W; de g, et une application x; : V; — W vérifiant

flx,e)=0 x = x1(e)
(x,E)EWlel EEVI.
De plus, 'application x; est de classe €2. On a x;(0) = a et, en dérivant f(x;(¢), ) = 0, on obtient la relation

d d
x{(e)a—f(xl(e), &)+ a—f(xl(g), £) = 0, puis (b — a)x{(0) + a® = 0. Il en ressort que, quand ¢ — 0,
X £

a3

x(&)=a— 5 e+ O(e%).

—da

De méme, on obtient un voisinage V5 de 0, un voisinage W, de b, et une application x, : V, — W5 vérifiant

fx,e)=0 x = xp(€)
—
(X,E)EWZXVZ EEVZ,
puis quand £ — 0,
3
x(e)=b+ e+ O(e?).
b—a

Enfin, en développant, on a f(x,¢) = ex® — x% + (a + b)x — ab. Les relations coefficients racines impliquent que

x1(€) + x2(€) + x3(¢) = 1/¢, et finalement quand ¢ — 0,

x3(e) = % —(a+b)—(a®+ab+ b2 + O(d).
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2. Pour simplifier, on omet d’écrire la dépendance en ¢ dans les racines x;, x; et x3. En factorisant et en exprimant
X3 comme 1/¢ — x; — Xy, on a

f(x,8) = e(x = x1)(xp = )03 — %) = (x = x1)(xz = 0)(1 — e(x + x1 + x2)),

ce qui permet d’exprimer I'intégrale elliptique sous la forme

1) = J’xZ (1—elx+x; + xz))_l/2 dx
X1 vV (x = x)(x — x)

On remarque que cette intégrale converge pour ¢ assez petit car x; < x, < x3. On effectue le changement de
variable x = u + vsint avec u = (x; + x3)/2 et v = (xp — x1)/2, ce qui donne

/2
I(e) = J (1 —¢e(3u + vsin 1‘))_1/2 de.

/2

On a3u+vsint = %(a +b)+ b_Ta sint + r(t, €), avec |r(t, €)] < Ce uniformément en ¢, pour ¢ petit. De plus,

2
(1 —y)_l/2 =1+ % +0(y? avec a| < 3v2 pour |y| < 1/2. Ainsi, (1—e(3u+v sin OV =1+ %(3u+v sint)+s(t, €),
avec |s(t,€)| < C’e? uniformément en ¢, pour ¢ petit. Par uniformité, on peut intégrer les développements
limités, ce qui donne quand ¢ — 0,

b—a

I(e) = r/z (1 + g <%(a +Db) +

sin t)) dt + O(e?) = 7 + 3—”(a +b)e + O(e?).
_7-[/2 4

Exercice 10.17 (Ellipsoide de John-Loewner) Lecon : 219. Références : [10, 12].

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Pour toute forme quadratique positive g sur R?, on note
E,={xe RY | q(x) < 1}

On appelle ellipsoide tout ensemble de la forme Eg, ou q est une forme quadratique définie positive.

1. Montrer que tous les ensembles E; sont convexes.

2. Montrer que pour toutes formes quadratiques g et q’, avec q définie positive et ¢” positive, si E, C E, alors
q’ < q. En déduire que chaque ellipsoide est issu d’une unique forme quadratique définie positive.

3. Soit q une forme quadratique définie positive, et soit S sa matrice dans la base canonique. On note V; le volume
de l'ellipsoide Eg, et k le volume de la boule unité (pour la mesure de Lebesgue). Montrer que

vV, = —=
1 \/detS.

Interpréter cette formule dans le cas de la dimension d = 2.

4. Soit K un compact de R? d’intérieur non vide. Montrer que 'ensemble Cx des matrices symétriques positives
S telles que ’XSX < 1 pour tout vecteur-colonne X appartenant a K est un compact non vide de I'espace
vectoriel des matrices symétriques muni de la norme subordonnée a la norme euclidienne.

5. Montrer que le déterminant atteint son maximum sur une matrice de Cy, qui est symétrique définie positive.

6. Montrer que 'ensemble Cx est convexe, puis que pour tout 0 < A < 1 et toutes matrices symétriques définies
positives S; et S, distinctes,

det(AS; + (1 — 1)S,) > det(S;)* det(S,)! 7,
ce qui indique que le déterminant est strictement log-concave.

7. En déduire 'unicité de la matrice symétrique définie positive sur laquelle le déterminant atteint son maximum.
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8. Déduire de ce qui précede le théoréme de John-Loewner : pour tout compact K de R? d’intérieur non vide, il
existe un unique ellipsoide centré en I'origine et de volume minimal qui contienne K. On appelle cet ellipsoide
Uellipsoide de John-Loewner de K.

9. Plus généralement, pour tout point ¢ de R? et toute forme quadratique positive g sur R?, on note
Ege = {xe R4 |g(x —c) <1},

et on appelle ellipsoide centré en c tout ensemble de la forme E ., ou g est une forme quadratique définie

positive. Montrer que E; . se déduit de E; par translation. En déduire que pour tout compact K de R? d’intérieur
non vide, il existe un unique ellipsoide centré en c et de volume minimal qui contienne K. On appelle cet
ellipsoide ’ellipsoide de John-Loewner de K centré en c.

En complément, on peut déduire de cet exercice que pour tout compact non vide K de R? d’intérieur non vide, il
existe un unique ellipsoide de volume minimal qui contienne K. Cela signifie que I'on peut aussi optimiser selon
le centre c de lellipsoide. Enfin, une question classique a laquelle il faut avoir réfléchi est la détermination de
cet ellipsoide dans le cas d’une figure géométrique simple du plan, comme par exemple un triangle. Une autre
application est I’exercice ci-dessous.

Corrigé.
1. Soit g une forme quadratique positive. L’inégalité de Minkowski implique que pour A € [0,1] et x,y € RY,

JaOx + (1= Dy) < Jg(hx) +q((1 = Dy) = Wq(x) + (1 = DJq().

Cela conduit directement a la convexité de I’ensemble Eq.

—-1/2 -1/2

2. Pour tout x # 0, le point q(x)™"/“x appartient a E, donc a Ey quand E; C Ey. D’ol1 ¢(q(x)™"/“x) < 1, ce qui
donne ¢’(x) < g(x). Par conséquent, si E; C Ey, on a ¢" < g. Chaque ellipsoide est donc issu d’une unique
forme quadratique.

3. D’aprés le théoréme spectral, il existe une base (ey, ..., e;7) orthonormée pour le produit scalaire canonique,
et orthogonale pour la forme polaire associée a q. La matrice de q dans cette base est diagonale, avec des
coefficients diagonaux notés y; > 0. On note P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs ey, ..., e; écrits
dans la base canonique. La matrice P est orthogonale de déterminant +1. De plus, I’application définie par

O(x) = Pdiag(yl_l/ 2, ey ,u(;l/ 2)x, pour tout vecteur-colonne x de RY, est un & !-difféomorphisme de R? dont la

-1/2

valeur absolue du jacobien est (y; -+ yy) qui vérifie

d
<1 = Yu o<1t = g@)<t.
i=1

/2 ~1/2

En effet, ®(x) donne les coordonnées dans la base canonique du vecteur de coordonnées (,ul_1 Xpsees iy LX)
dans la base (ey, ..., e7). Ainsi, ® met en bijection la boule unité fermée B et I'ellipsoide E,, de sorte que

K

\/detS'

La derniére égalité provient du fait que ‘PSP = diag(y, ..., jig), et donc det S = iy -+ p1g.

Vq = J dy = J (.Ul "‘,Ud)_l/2 dx = K(#l "',Ud)_l/z =
Eq B

/

En dimension d = 2, lellipsoide est un disque elliptique dont les axes ont pour longueur 2/11_1 2 et 241y Y 2, et

-1/2 -1/2
/#2/

on retrouve bien que son aire est 7y = mab, si a et b désignent les longueurs des demi-axes.

4. Montrons que Cg est fermé. Considérons une suite de matrices S, dans Cx qui converge vers une matrice
symétrique S. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout X dans RY,

IX5,X — XSX| = [X(S, — )X < IS, — HXIIX] < I8, — SHIXIE —> 0.
Ainsi, les conditions XS,X > 0 et XS, X < 1 passent a la limite. On en déduit que S appartient a Ck.

Montrons que Cx est borné. Soit S € Cy, de forme quadratique associée notée g. On a alors K C E; et, comme
il est d’intérieur non vide, K contient une boule fermée B(x, r). L’ensemble E, contient donc la boule B(x,r),
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et par symétrie la boule B(—x,r), puis par convexité la boule B(0,r). Cependant, cette derniére boule est
Iellipsoide associé a la forme quadratique définie positive 2| - |?. On a donc g < r~2| - |?. D’aprés le théoréme
spectral, on a alors

ISl = sup [I’XSX] = sup q(X) < sup r?|X|* =r2

IXI=1 IX|=1 IXI=1

Ainsi, le fermé Cy est borné, donc est compact.
Enfin, comme ’ensemble K est compact, il est borné par un réel m > 0, et la matrice m~21; appartient a Cx.
L’ensemble Ck est donc non vide.

. L’application déterminant est continue sur le compact non vide Ck, donc est majorée et atteint son maximum
sur Cx, en une matrice S. Comme m™ I appartient aussi a Cg, on a det § > det(m™21;) = m~%4 > 0. Ainsi, la
matrice symétrique S est définie positive.

. Considérons A € [0, 1] et deux matrices S; et S, dans Cg. La matrice AS; + (1 — A)S, est symétrique. De plus,
IX(AS; + (1 = D)S)X = XS X + (1 — 1)IXS, X.

Ainsi, X (AS; +(1—1)S;)X est positif quand 'XS; X et XS, X le sont. De méme, ‘X (AS; +(1—1)S;)X est inférieur
ou égal a 1 quand 'XS; X et XS, X le sont. La premiére propriété est vraie pour tout X de R?, et la seconde
pour tout X de K. On en conclut que la matrice AS; + (1 — 1)S, appartient a Cg. Ainsi, Ck est convexe.

Pour la stricte log-concavité, supposons 0 < A < 1etS; # S,. Comme les deux matrices S; et S, sont symétriques
définies positives, le théoréme spectral montre qu’il existe une base orthonormée pour le produit scalaire
associé a S; qui est orthogonale pour le produit scalaire associé a S,. Si Q est la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs de cette base dans la base canonique, on pose P = Q~1. Ainsi, on obtient i, ..., j1g > 0 tels que

S;="PP et S, ="Pdiag(y,..., yig)P;

de sorte que det S; = (det P)?, ainsi que det S, = (det P)?yi; -+ j14, puis

d
det(AS; + (1 - )S;) = det(’Pdiag(A + (1 — Mgy, ., A+ (1 = Dp)P) = (et PY? [+ (1 — D).
i=1

La stricte concavité du logarithme assure que

d d
log(A+ (1 —A)y) > Alog1+ (1 —A)log 1 et donc H(/l +(1-Dy) > H ,uilf/l.
i=1 i=1

La derniere inégalité est stricte car au moins un des y; est différent de 1, sinon S; et S, seraient les mémes. On
en conclut que

1-A

d d
det(AS; + (1 = 1)Sp) > (det P)? [ [ i~ = ((det P)>)* <(det P?*T] /1,~> = (det S))*(det S,) 2.
i=1 i=1

. Si§; et S, désignent deux matrices distinctes de Cx qui maximisent le déterminant, on observe avec le résultat
ci-dessus que la matrice (S; + S;)/2 appartient aussi a Cx et vérifie

S +S
det (1TZ> > (det 5;)'/?(det $,)'/% = max det,
K

ce qui donne une contradiction. Finalement, il existe une unique matrice de Cx qui maximise le déterminant.

. Les ellipsoides centrés a 'origine sont de la forme E, avec g une forme quadratique définie positive, et ceux
qui contiennent K ont pour matrice associée a g une matrice S qui appartient a Cx. De plus, minimiser le
volume de E, revient a maximiser le déterminant de S. L’unique matrice de Cx qui maximise le déterminant
correspond donc a une unique forme quadratique g définie positive qui minimise le volume de E, et telle que
E, contienne K, et enfin correspond a un unique ellipsoide centré en 'origine et de volume minimal et qui
contienne K.
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9. On a clairement x € E . si et seulement si x —c € E, ce qui signifie que E; . = ¢+ E;. Si K désigne un compact
d’intérieur non vide, alors le translaté —c + K est également un compact d’intérieur non vide. On note E,
Iellipsoide de John-Loewner de —c + K. Alors, E; . = ¢ + E; est un ellipsoide centré en ¢ qui contient K, et de
volume minimal, car le volume est préservé par translation, ce qui garantit 'unicité.

Exercice 10.18 (Sous-groupes compacts maximaux de GLy(R)) Lecon : 219. Référence : [10].

1. Soit G un sous-groupe compact de GL4(RR). Montrer qu’il existe un produit scalaire sur R?, associé a une
forme quadratique g, tel que G C O(g), ou O(q) désigne le groupe orthogonal de g, c’est-a-dire I’ensemble des
matrices M € GL4(R) telles que g(Mx) = q(x) pour tout x € RY.

2. En déduire que les sous-groupes compacts de GL;(RR) qui sont maximaux pour I'inclusion sont exactement les
groupes orthogonaux O(gq), avec g une forme quadratique définie positive.

3. Application. Soit || - | une norme sur R? pour laquelle le groupe des isométries agit transitivement sur la sphére
unité. Montrer qu’il s’agit nécessairement d’une norme euclidienne.

Corrigé.

1. On note B la boule unité fermée de R? pour la norme euclidienne canonique. L’ensemble K = {Mx, M €
G, x € B} est un compact de RY, en tant qu’image du compact G x B par l'application continue (M, x) — Mx.
Il est d’intérieur non vide car il contient B, et il est invariant par tout élément de G. On peut donc considérer
Iellipsoide de John-Loewner de K, noté E, pour une unique forme quadratique définie positive g. Pour toute
matrice M € G, la forme quadratique g’(x) = g(Mx) est définie positive, et vérifie K C Ey car MK = K. De
plus, le déterminant est borné sur le groupe compact G, donc en particulier sur {M?, p € Z}, ce qui impose
|det M| = 1. On en déduit que les matrices symétriques définies positives associées a q et ¢’ ont le méme
déterminant, c’est-a-dire que E; et E,/ ont le méme volume. Par unicité, on a donc E; = Ey, puis ¢ = q". On en
conclut que G C O(q).

2. On note G un sous-groupe compact de GL;(R) maximal pour I'inclusion. La question précédente montre que
G c O(g) pour une forme quadratique définie positive g. Comme O(g) est compact (car fermé et borné), on en
déduit par maximalité que G = O(q).

Réciproquement, supposons O(q) C G’, ou G’ est un sous-groupe compact. La premiére question fournit une
forme quadratique définie positive g telle que

0(q) ¢ G" C O(q").

Le groupe O(q) agit transitivement sur la sphére {x : g(x) = 1} : cela découle du méme résultat pour la sphére
euclidienne aprés un changement de base. Comme g’ est invariante par ce groupe, elle est constante sur cette
sphére, de valeur ¢ > 0. Par homogénéité, ¢’ = cq sur R%, donc O(¢’) = O(g). Les inclusions précédentes
donnent G” = O(q), ce qui prouve la maximalité.

3. Le groupe des isométries G pour la norme || - | est par définition constitué des matrices M de GL4(R) telles
que |Mx| = |x| pour tout x de RY. 11 s’agit d’un sous-groupe compact (car fermé et borné) de GLy(R), de
sorte que G C O(q) pour une forme quadratique définie positive q. De plus, comme G agit transitivement
sur la sphére unité, on a pour tous x; et x de cette sphére, une matrice M dans G telle que x = Mx,. Ainsi,
q(x) = q(Mxy) = q(x), puisque M est dans O(q). Il en ressort que g est constante sur la sphére unité, donc
pour tout x = 0, on a g(x/|x[) = g(xp), et donc g(x) = q(xp)|x[?, soit encore |x| = (q(x)/q(xo))l/z, ce qui
montre que | - | découle du produit scalaire associé a q/q(xg). C’est donc une norme euclidienne.



CHAPITRE / 11

EquatiOI‘IS différentielles Références : [6, 9].

Exercice 11.1 (Solutions d’une équation différentielle d’ordre n a coefficients constants) Référence : [6].
n

Pour tout polynéme complexe P = Z a; X et pour toute fonction f : R — C de classe ", on note
k=0

P(D)f = Zn: a fO =g, fD 4 +a f +ayf.
k=0

(Il s’agit d’un polyndéme de 'opérateur D de dérivation.)

1. Pour tout polynéme P € C[X], notons &p I'espace des solutions de ’équation différentielle P(D)y = 0.
Si Py, ..., P; € C[X] sont des polynémes non nuls premiers entre eux deux a deux, montrer que c?plmpj =
Sp ®...8S P

1

2. Si P(X) = (X — )", déterminer la forme des solutions de I’équation différentielle P(D)y = 0.

3. En déduire, pour tout polyndéme P € C[X] de degré > 1, la forme des solutions de I’équation différentielle
P(D)y = 0.

Corrigeé.

1. Les solutions des équations différentielles considérées sont des fonctions de classe €, donc on peut voir
l'opérateur de dérivation D comme I’'endomorphisme de € (R, C) qui a toute fonction f associe sa dérivée f”.
Pour tout polynéme P € C[X], 'opérateur P(D) est donc un polynéme d’endomorphisme et 'ensemble des
solutions de I’équation différentielle P(D) f = 0 est égal au noyau de P(D), c’est-a-dire que Sp = ker P(D). Par
conséquent, le lemme des noyaux assure que si Py, ..., P; € C[X] sont des polyndmes non nuls premiers entre
eux deux a deux, on a ker P; ... Pj(D) = ker P{(D) & ... @ ker P;(D), soit encore Splmpj =38p & ... ® cS’pj.

2. Soit a € C. Notons Q,, = (X — )" et montrons par récurrence sur n € IN* que les solutions de I’équation
différentielle Q, ,(D)f = 0 sont les fonctions f : t > e™¢(t), ot ¢ est une fonction polynomiale complexe
de degré < n. Pour n = 1, I'équation Q; ,(D)f = 0 s’écrit f* — af = 0, et ses solutions sont les fonctions
définies sur R de la forme ¢ — 1e¥, avec 1 € C. L’assertion est donc vraie au rang n = 1. Soit ensuite un entier
n € N” pour lequel I'assertion est vraie. On a Q41 (D) f = 0 si et seulement si Q,, ,(D)Q; (D) f = 0. D’apres
Ihypothése de récurrence, cela équivaut a I'existence d’une fonction polynomiale complexe ¢ de degré < n
telle que f’ —af = e*¢(t), C’est-a-dire (e f)’ = ¢(t). Ainsi, f(t) = e*'®(t), ot ® est une primitive de ¢, donc
une fonction polynomiale complexe de degré < n+ 1. L’assertion est vraie au rang n+ 1 et on conclut grace au
principe de récurrence.

3. Désignons par P = AQp, g, --- O,z la décomposition du polynéme P € C[X] en facteurs irréductibles. D’apreés
la premiere question, ona Sp = ‘;in,al .0 é’an’aj. Et d’aprés la deuxiéme question, les espaces intervenant
dans cette décomposition sont formés respectivement des fonctions de la forme t +— e®lp,(t),...,t > e“ft(pj(t),
avec des fonctions polynomiales complexes de degrés strictement inférieurs a ny, ..., nj, respectivement. Les

solutions de ’équation différentielle P(D) f = 0 sont donc de la forme

f it eflp () +... + eaft(pj(t),

ou les fonctions ¢y, ..., @; sont des fonctions polynomiales complexes de degrés strictement inférieurs any, ..., nj,
respectivement.
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Exercice 11.2 (Théoréme de Floquet) Référence : [6].
On consideére sur C" le systéme différentiel (E) : Y/ = A(¢)Y, ou A est une fonction continue et T-périodique de la

variable réelle, a valeurs dans ,,(C).

1. Montrer que (E) admet une solution V non nulle telle que

JAeC ViteR Vi+T)=AV(®).

2. On considére n solutions V7, ..., V,, de (E) linéairement indépendantes. En notant M(t) la matrice carrée dont
les vecteurs colonnes sont V;(2), ..., V,(¢), montrer que

iC e GL,(C) VteR M@ +T)=M()C.
Corrigé.

1. L’ensemble & des solutions de (E) est un C-espace vectoriel de dimension n. Comme la fonction A est T-
périodique, partant de n’importe quelle solution V, on observe que la fonction Vg : t = V(¢ + T) est aussi
solution. L’application ® : V — V définit donc un endomorphisme de &. Comme & est de dimension finie,
Iendomorphisme ® admet une valeur propre A, et un vecteur propre associé V. Ainsi, V est une solution non
nulle de (E) qui vérifie Vi = AV, c’est-a-dire V(t + T) = AV(t) pour tout t € R.

2. Les vecteurs Vy, ..., V, forment une base de &. L’application ® est inversible, son inverse étant la translation
de —T. Notons C = (ct;) sa matrice dans cette base. Pour tout i et tout t € R,

n
Vit +T) =) o Vil®).
k=1

Cette identité exprime I’égalité des i-émes colonnes de M(¢ + T) et M(¢)C. Ainsi, M(t + T) = M(t)C, avec
C € GL,(0).

Exercice 11.3 (Calcul du Wronskien) Référence : [6].

1. Soient I un intervalle de R et p,q : I — C deux fonctions continues. On considére deux solutions u et v de
I’équation différentielle (L) : y” + p(t)y” + q(t)y = 0. Calculer le wronskien de u et v en fonction de sa valeur
en un pointa € I.

2. On souhaite étendre ce résultat aux systémes linéaires. Soient I un intervalle de Ret A : I — #,(C) une
fonction continue. On considére n solutions fi, ..., f, du systéme différentiel (S) : Y = A(¢)Y. Calculer le
wronskien de fi, ..., f, en fonction de sa valeur en un pointa € I.

Corrigé.

1. Le wronskien des deux solutions u et v s’écrit w = uv’ — v’ v. En particulier, on a w’ = uv” — u” v. De plus,
on sait que

u(” + p@) +qtw) =0
v(u” + ptu’ +qt)u) =0,

En soustrayant ces deux équations, on obtient w’ + p(f)w = 0. On en déduit pour tout t € I,

t
w(t) = w(a) exp(—J p(u) du).

a

2. Pour un systéme linéaire de taille n, le wronskien de n solutions s’écrit w = det(f}, ..., f,). En dérivant, on
obtient

w = Y det(firs fiot fo fertooon fi) = 3 Aet(frs oo, frots A®) fio firts s fo):
k=1 k=1
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at € I fixé, le membre de droite est une forme n-linéaire alternée des vecteurs fi, ..., f,, donc est proportionnel
au déterminant. Cependant, si on remplace ces vecteurs par la base canonique de C", on montre que le coefficient
de proportionnalité est égal a la trace de A(t). Il en résulte que w’ = Tr A(t) det(fi, ..., f,) = Tr A(t) w, soit
finalement pour tout t € I,

t
w(t) = w(a) exp(J' Tr A(u) du).

Exercice 11.4 (Lemme de Gronwall et applications) Référence : [6].

1. Soient ¢, i et y trois fonctions continues sur un segment [a, b], a valeurs positives et telles que

t
vielabl () <o) +j U(s) y(s) ds.

(a). Pour F(t) = r ¥(s) y(s) ds, montrer que F’(¢) — ¥(t) F(¢) < ¢(t) ¥(t) pour tout t € [a,b].

a

t
(b). En déduire une majoration de G(t) = F(t) exp(— J P(s) ds).

a

(c). Conclure que pour tout t € [a,b],

t t
W0 < o) + J o(s) ¥ (s) exp(j Yw) du) ds.

2. Soient ¢ et y deux fonctions continues sur un segment [a, b], a valeurs positives et telles que

dc>0 Vie]ab] y@#) <c+ r ¥(s) y(s)ds.

Montrer que pour tout ¢ € [a,b],
t
y@) <c exp(J ¥(s) ds).
a
3. Soit y : [a,b] — R" une fonction de classe ! telle que
Ja>0 320 Vieladb]l [yOI<p+aly®l

Montrer que pour tout ¢ € [a,b],

@)l < Iy@] et + b (ext-0 ).
(04
Corrigeé.

1. (a). En multipliant I'inégalité de I'énoncé par /(t) > 0 et en passant I'intégrale dans le membre de gauche, on
obtient directement F’(t) — ¢/(t) F(t) < ¢(t) Y(t) pour tout t € [a,b].

t
(b). Ensuite, en multipliant par exp(— J, ¥(s) ds), on obtient pour tout ¢t € [a,b],

a

t
&) < oY) exp(—j o) ds).

(c). Comme G(a) = F(a) = 0, on en déduit par intégration que

t t s
G@) = J G'(s)ds < J o(s)Y(s) exp(—J V(w) du) ds.
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Pour conclure, on combine cette majoration avec le fait que pour tout ¢ € [a, b],

t
y(©) < (1) + F(t) = (1) + G(®) eXp(J Y (w) du)'

2. On applique la question précédente avec ¢(t) = ¢ pour tout t € [a, b]. Ainsi,

t t t
yt)<c+ CJ ¥(s) exp (I ¥(u) du) ds = cexp (J W(s) ds) .

a

3. Pour toutt € [a,b],0on a

t t
@l < Iy@] + j ly ()l ds < Iy(@)l + At —a) + aj Iy(s)] ds.

On applique ensuite le résultat de la premiére question avec ¢(t) = |y(a)| + f (t — a) et Y(t) = a pour tout
t € [a,b]. Ainsi,

t
ly@I < (ly(@l + Bt - a)) + J (Uy@I + B (s — a)) o e @) ds.

a l’aide d’une intégration par parties, on voit que 'intégrale devient
t
[Uo@+ e ()] [
a
s=t

% (t—s) ]
a s=a

=~ (y@l + Bt — @)+ Iy@] e + £ (a0 _y).

o

= —(ly@] + ¢t —a)) + |y@)]e* T2 + g

Le résultat s’ensuit directement.
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Exercice 11.5 (Equations différentielles d’ordre 2) Référence : [6].

1.

On considére Iéquation différentielle linéaire homogeéne (E) : y” + p(t) y’ + q(t) y = 0, ou p est une fonction

de classe €1 définie sur un intervalle I de R, et g est une fonction continue sur I. En procédant au changement
t

. 1 > .
de fonction x = y exp(— p(s) ds), avec ty € I quelconque, montrer qu’on peut se ramener au cas ou p = 0.
N

. On considére I’équation différentielle (L) : y” + q(t) y = 0, o g : Rt — R est une fonction continue telle que

+00
J lq()| dt converge.
0

(a). Siy désigne une solution bornée de (L), montrer que y’ tend vers 0 en +oo.

(b). En déduire que (L) admet des solutions non bornées.

. On considére la méme équation (L), mais on suppose maintenant que la fonction q est €1, strictement positive

et croissante sur R*. Montrer que les solutions réelles sont bornées sur R*.
On suppose dans cette question que la fonction g est définie sur R tout entier, continue et strictement négative.
(a). Montrer que la seule solution réelle de (L) bornée sur R est la fonction nulle.

(b). Montrer qu’une solution non nulle s’annule au plus une fois sur R.

. On suppose que la fonction q est définie et continue sur un intervalle [a, b], et que I’équation (L) admet une

solution y nulle en a et en b, et strictement positive sur |a, b[. Montrer que

b 4
[ larar> 2
a b—a

Corrigé.

1.

2.

3.

t
Le changement de fonction proposé correspond a y = xz, avec z = exp(—% J p(s) ds). On a clairement
fy

22/ +p(t)z = 0.Deplus,y’ = x" z+x 2" et y” = x” z+2x’ 2’ +x z”. En remplacant dans I'équation différentielle
(E), on obtient
0=y"+py +qy=2x"+ 22 + pz)x" + (2" + pz’ + q2)x,
=0

ce qui équivaut, en divisant par la fonction z qui est non nulle, a ’équation

p(t)° p’(t)) ~
2 — > x=0.

e+ fso-

La fonction x est donc solution d’une équation linéaire homogeéne d’ordre 2 dont le terme en x” est nul. On
peut donc toujours se ramener au cas ou p = 0.

(a). Comme y est bornée et g est intégrable, alors y” = —q y est intégrable aussi. La fonction y” admet donc
une limite finie, notée «, en +o0. Si ¢ était non nul, on aurait y(t) e t, ce qui est impossible puisque
—+00

y est bornée. On a donc a = 0, c’est-a-dire que y’(t) P 0.
—+00

(b). Supposons que toutes les solutions de (L) soient bornées. En particulier, si (u,v) désigne une base de
solutions, alors les deux dérivées u” et v’ tendent vers 0 en +oo, donc le wronskien w = uv’ — u’ v fait de
méme. Cependant, 'exercice 11.3 montre que le wronskien est ici constant. Il est donc partout nul, ce qui
contredit le fait que (u, v) est une base.

Soit y une solution. En multipliant I’équation (L) par 2y’, on obtient 2y” y”+2q(t) y’ y = 0, donc par intégration,
pour tout t > 0,

t
ﬂﬁ—y@%awa«wwa=u
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al’aide d’une intégration par parties, le dernier terme devient

t t
[4() y(s?]' — L ¢/(5) 9(5)2 ds = q(t) y()? — q(0) y(0)? L ¢/(5) ()2 ds,

si bien que pour tout ¢ > 0,

t
V(02 + )y = 1 (02 + q(0) y(0)2 + j ¢/(s) (s’ ds.

= 0
En particulier, pour tout ¢ > 0,
t 7
q'(s)
4Oyt <K + j 4(s) ()% ds.
0 q(s)

L’exercice 11.4, appliqué a la fonction g y?, montre finalement que pour tout t > 0,

t
a(t) Y7 <K exp( [ (<SS)> ds) _x % |

On en conclut bien que la fonction y est bornée sur R*.

4. (a). Soit f une solution de (L) et soit z = f2. Comme g est strictement négative, on a

2" = @f fY =2 f+ () =2 —a®)fH) 0.

La fonction z est donc convexe. Si elle est constante, alors f est aussi constante, et donc elle est nulle :
f=—f"/q(t) = 0.Sinon, on a z(t) > z(t)) + z’(ty) (t —ty) pour tout t € R, avec t un réel tel que z’(y) = 0.
Selon le signe de z’(%,), on observe que la limite en —co ou en +co de la fonction z vaut +oo. Ainsi, z et
donc f ne sont pas bornées. La seule solution bornée est donc la fonction nulle.

(b). Si une solution f s’annule en deux points t; et t,, alors z = f? aussi. Comme z est convexe et positive,
elle est forcément nulle sur tout 'intervalle fermé dont les bornes sont ¢; et t,. C’est donc aussi le cas de
f.Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure alors que f est nulle sur R tout entier. Donc toute solution
non nulle s’annule au plus une fois.

5. La fonction y est continue sur l'intervalle [a, b], donc admet son maximum en un point c de cet intervalle.
En fait, ¢ est intérieur a 'intervalle puisque y est nul aux bornes et strictement positive a I'intérieur. Si

a<a< f<b,onadonc
b bi.»m b ’ ’
(@ 1 ., y'(B) -y ()
L lg()| dt = L 0] dt > e L ly” (@) dt > —y © )

Pour justifier 'inégalité stricte, remarquons que y” n’est pas identiquement nulle, sinon y serait affine et nulle
aux deux bornes. Il existe alors un sous-intervalle sur lequel |y”| > 0 et y < y(c) : si un point ot y” # 0 est un
maximum, des points voisins ont une valeur strictement inférieure au maximum et une dérivée seconde encore
non nulle. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on peut choisir ¢ et ftelsquea<a <c < f<bet

yo-y@ _yo y'(p) = y(b; e _13/ “.
c—a c—a ¢ -

y'(a) =

On en déduit alors que
1 Z 4 b
b—c b-a
ou la derniére borne correspond a la plus petite valeur possible selon la position de ¢, qui s’obtient quand c est
au milieu de I'intervalle.

b 1
J lg(®)| dt > +
a c—a
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Exercice 11.6 (Principe de majoration a priori) Référence : [6].

1. Soit Q un ouvert de R x R” et soit F : Q — R" une application continue, localement lipschitzienne en la

seconde variable. Soit (), xy) € Q. Montrer qu’il existe un voisinage V de x, dans R” et un intervalle ouvert I
centré en £, tels que I x V C Q et pour tout (t1, x) € I x V, il existe une solution ¢ de y’ = F(t, y) définie sur I
et vérifiant ¢(t;) = x.

. Soit Ja, b[ un intervalle ouvert, O un ouvert de R" et F : ]a, b[ x O — R" une fonction continue et localement
lipschitzienne en la seconde variable. Soit ¢ : ]a, [ = R" une solution maximale de y’ = F(¢, y). Montrer que
si f < b (resp. @ > a), alors pour tout compact K C O, il existe y € |a, f[ tel que ¢(t) ¢ K pour toutt € |y, B[
(resp.t € |a,y]).

. Quel énoncé plus simple peut-on formuler quand O = R" ? Et dans le cas d’une équation de la forme y’ = F(y),
avec F : R" — R" localement lipschitzienne ?

. On considére une équation différentielle (L) : X" = A(t) X + B(t), avec A : la,b[ - M,(R) et B : la,b[ > R"
des applications continues. Montrer que les solutions maximales de (L) sont définies sur |a, b[ tout entier.

Corrigé.

1. Pourt € Reta > 0, on note [,(t) = |t — a,t + a. De plus, pour x € R" et r > 0, on désigne par B,(x) = B(x,r)

la boule ouverte de centre x et de rayon r. On rappelle que si C = I,(t) x B,(x) est un cylindre de sécurité pour
F en (t,x), c’est-a-dire que F est lipschitzienne en la seconde variable sur C et il existe un majorant M > 0
de F sur C tel que a M < r, alors il existe une solution ¢ de y” = F(t, y) définie sur I,(t) et vérifiant ¢(t) = x,
voir la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Considérons alors un voisinage compact K C Q de (%, x) tel
que F soit lipschitzienne en la seconde variable sur K. Notons M un majorant de la fonction continue F sur le
compact K et choisissons a,r > 0 tels que C = I, (f)) x B,(x) C K et @ M < r, si bien que C est un cylindre de
sécurité pour F en (f, xp). Pour conclure, posons I = I, /5(t)) et V = B, 3(xp). Pour (¢, x) € I x V, on observe
que Ly /3(t) C L(t), que By /3(x) C B.(xp) et que (2a/3) M < 2r/3, ce qui implique que Iy, /3(t;) X By, /3(x)
est un cylindre de sécurité pour F en (¢, x). Ainsi, il existe une solution ¢ de y’ = F(t, y) vérifiant ¢(t;) = x et
définie sur Ly, /3(t1), qui contient I'intervalle I.

. Considérons f < b et supposons par 'absurde qu’il existe un compact K C O et une suite croissante (y,) qui

converge vers f telle que ¢(y,) € K pour tout n. Par compacité, on peut en extraire une sous-suite vérifiant

() o Comme (S, xp) € la,b[ x O, la question précédente montre I'existence d’un réel ¢ > 0 et d’'un
(o¢]

ouvert V C O contenant x; tels que pour tous t; € |f—¢, f+¢[ et x € V, il existe une solution i de y* = F(t, y)
définie sur |B — ¢, B + e[ et vérifiant Y/(t;) = x. Pour k assez grand, onay, € [f—¢& f+eleto(y,) €V,
donc on peut considérer une telle solution ¥ vérifiant ¢/(y,, ) = @(y,, ). D’apres 'unicité dans le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, les fonctions i et ¢ coincident sur I'intervalle | — ¢, f[. La fonction définie sur 'intervalle
la, B+ ¢[ comme étant égale a ¢ sur |a, f[ et égale a  sur [, f + €[ est donc une solution de y* = F(t, y) définie
sur un intervalle strictement plus grand que ]a, f[. Cela contredit le fait que ¢ est une solution maximale, et
prouve donc le résultat en . Le résultat en o se démontre de la méme maniére.

. S10 = R", le résultat montre que la solution maximale ¢ définie sur |a, [ vérifie |p(t)| ——ﬁ> +oosi ff < b,
t—

et que [lp@®)| ot si @ > a. De plus, si F ne dépend pas de t, alors on peut appliquer ce qui précéde a la
—

fonction définie par F(t, y) = F(y), pour toutt € R. On a donc a = —co et b = +c0. Ainsi, la solution maximale
¢ définie sur |a, [ vérifie ()| ———; 400 si ff < +00, et que [lp(t)] v +00 si @ > —oo,
t— —a

. On applique ce qui précéde avec la fonction définie par F(t, X) = A(t) X + B(t) pour t € ]a, b et X € R™. Cette
fonction est clairement continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Notons X : |, f[ = R
une solution maximale de ’équation (L). Supposons f < b, et pour t; € la, f[ quelconque, notons M =

1+ sup |A@®)| et N = sup |B()|. On a donc | X'(t)| < M| X(@)| + N pour tout t € [ty, B[, ce qui implique
Hh<t<p Hh<t<p

que [ X(@)| < |X(ty)] eM (t=to) 4 (eM (t=to) _ 1) N/M d’apres lexercice 11.4. En particulier, la fonction X est
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bornée au voisinage a gauche de f. Cependant, la question précédente montre que |X(t)| — +o.1ly a
t—

donc une contradiction, ce qui impose d’avoir § = b. De méme, on peut montrer que @ = a. Il s’ensuit que la
solution maximale X est définie sur ]a, b[ tout entier.

Exercice 11.7 (Théoreme de Cauchy-Peano par la méthode d’Euler explicite) Lecon : 226. Référence : [9].

Soit Q un ouvert de R x R" et soit F : Q — R" une application continue. L’objectif de I'exercice est de démontrer
que pour tout (fy, yp) € Q, il existe une solution ¢ : I — R", avec I un intervalle dont 'intérieur contient t,, au

Yy =F(y)

probléme de Cauchy
¥(to) = Yo.

1. Rappeler pourquoi une fonction ¢ : I — R" est solution de ce probléme de Cauchy si et seulement si ¢ est
t

continue et vérifie les conditions (t,p(¢)) € Q et p(t) = y, + J F(s, ¢(s))ds pour tout t € I.
f
2. Montrer que I'ensemble Q contient un cylindre de la forme Cy = [t — Ty, + Ty ] x B(y, ). Expliquer pourquoi
M =1+ sup |F(t y)| est fini, puis montrer que C = [t, — T,y + T] x B(yy, 1) est un cylindre de sécurité dés

t.y)eCy
que 0 < T < min{T,, ry/ M}, c’est-a-dire que toute solution ¢ : I — R" du probléme de Cauchy définie sur un

intervalle I C [ty — T, t, + T garde ses valeurs dans B(y, ry).

3. Soitty < t; < ... <ty =ty + T une subdivision de pas constant h = T/N. Partant de y;,, on définit selon la
méthode d’Euler explicite un N-uplet (yy, ..., yn) tel que y,.1 = y, +h F(t,, y,,) pour toutn € {0, ..., N — 1}, puis
on note ¢y la fonction affine par morceaux sur [ty, ) + T] vérifiant pn(t,) = y, pour tout n € {0,..., N}. (On
confond donc la solution sur chaque intervalle [¢,,,,1] avec sa tangente au point (t,, ,,).) Expliquer comment
construire selon la méme méthode ¢y sur U'intervalle [ty — T, 1], avec une subdivisionty — T =t_n < t_pni1 <
... <ty de méme pas constant h.

4. Montrer que pour 0 < T < min{T}, ry/ M}, les fonctions ¢y ainsi définies sur U'intervalle [t, — T, #, +T] prennent
leurs valeurs dans B(y;, 1p).

5. Toujours pour 0 < T < min{Ty,ry/M} et C = [ty — T,y + T| x B(yy, ), on considére le module de continuité
de F sur C défini par w(6) = sup |F(¢, y) — F(s, x)|. Montrer que, pour ¢ = w((M + 1)h), la fonction affine

(t,y).(s,x)eC
[t=sl-+]y—x[<5

par morceaux @y est une solution e-approchée du probleme de Cauchy, c’est-a-dire que :
. (t,pn(t) € Qpour tout t € [ty — T, ty + T] ;
o lop(t) = F(t, () < € pour tout t € Jt,,t,44[ et tout n € {-N, ..., N — 1}.

6. On suppose que la suite de fonctions (¢y) converge uniformément sur Uintervalle [ty — T, + T] vers une
fonction ¢. Montrer que ¢ est solution du probléeme de Cauchy.

7. Montrer que toutes les fonctions ¢p sont M-lipschitziennes. Conclure a I’aide du théoréme d’Ascoli.
Corrigé.

1. Siune fonction ¢ : I — R" est solution du probléme de Cauchy, alors elle est par définition dérivable, donc
continue sur I. De plus, on a (t, ¢(t)) € Q pour tout ¢t € I. Enfin, comme ¢ est de classe €1, il est clair que pour

toutt €1,

t t

@' (s)ds = yp + J F(s, (s)) ds.

L)

o(t) = plto) + L

0

Réciproquement, si la fonction ¢ : I — R" est continue et vérifie les conditions (t,¢(t)) € Q et ¢(t) =
t

Yo + J F(s, ¢(s)) ds pour tout t € I, alors ¢ est une primitive de la fonction continue s — F(s, ¢(s)), donc elle
)

est dérivable sur I et vérifie ¢’(t) = F(t, ¢(¢)) pour tout ¢t € I. En outre, ¢(t)) = y,. Ainsi, ¢ est solution du
probléme de Cauchy.
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2. Comme I’ensemble Q est ouvert qui contient le point (ty, y,), alors Cy = [ty — Ty, ty + To] x B(y, 1) est contenu
dans Q quitte a choisir Ty, ry > 0 suffisamment petits. Le cylindre C est compact et 'application F est continue,

donc M =1+ sup [F(t,y)| estfini. Enfin, pour 0 < T < min{Ty, ry/M} quelconque, considérons le cylindre
(f»Y)Ecoi
C = [ty — T,ty + T] x B(yy, 1r9), et une solution ¢ : I — R" du probléme de Cauchy définie sur un intervalle

I C [ty — T, ty + T]. Supposons que la fonction ¢ ne garde pas ses valeurs dans la boule B(y;,ry). Ainsi,
S={tellle® -yl >ro} # 2.
Par continuité de p,onart = inglt —ty] > 0, et de plusonat; €1 et |p(t;) — ol = ro pour t; € {to — 7,8y + 7}.
te

La question précédente implique que

<

5}
L Fs, p(s)) ds

5}
L [F(s. p(s))] ds

1o = lo(t) — ol = ‘

Pour s compris entre t, et t;, on a s € I et ¢(s) € B(y,r,), ce qui montre que le point (s, ¢(s)) appartient
au cylindre Cy, et donc que ||F(s,¢(s))| < M. Doury < Mlt; —t)] = M. Cependant, on a r < T, donc
M1t < MT < ry, ce qui donne une contradiction. On en conclut que fonction ¢ garde ses valeurs dans la boule
E(yo, ro).

3. Onnote t, =ty + nhpourn € {—N,...,—1}, de sorte que ty) — T = t_n < t_n41 < ... < Iy est bien une
subdivision de pas constant h = T/N. Partant de yj, on construit ensuite un N-uplet (y_,..., y_n) tel que
Yn1 = Yn— h F(t,, y,) pour tout n € {0, ..., —N + 1}. On étend finalement la fonction ¢y a U'intervalle [t — T, %]

comme étant affine par morceaux et vérifiant gn(t,) = y, pour tout n € {—N, ..., 0}.

4. On considére 0 < T < min{Ty,ry/M} et la fonction ¢y construite précédemment. Montrons par récurrence
(finie) que pour tout entier n € {0, ..., N}, on a |on(t) — yol < M |t — to| pour tout ¢ € [t_,,t,]. C’est trivial pour
n = 0. Supposons que cela soit vrai pour n € {0,..., N — 1} fixé. En particulier, on a ||y, — %ol = lon®) — wol <
M (t, —ty) < M T <rp, de sorte que (t,,y,) € C, et donc ||F(t,, y,)| < M. Pour t € [t,,t,,1], on a explicitement
on(t) = F(t,, y,) (t —t,) + yy,, donc 'inégalité triangulaire donne

||(,0N(t) - yO" < ”F(tm yn)” (t - tn) + ||Yn - yO" < M(t - tn) + M(tn - tO) = M(t - tO)-

Le raisonnement précédent reste vrai si on remplace U'entier n par —n, et Uintervalle [¢,, t,,1] par [t_,_1,t_,].
On en déduit le résultat au rang n + 1. En particulier, au rang final N, on a

vt e [ty —T,ty +T] lon(®) = yoll < Mt —to| < MT < 1.

Ainsi, la fonction ¢y prend ses valeurs dans B(y, rp).
5. Pour tout t € [ty — T, ty + T], on a pn(t) € B(3p,1p), donc (¢, pn(t)) appartient & C, donc a Q. De plus, pour tout
nef0,...,N —1}ettoutt € Jt,, t,41[, on a o5 (t) = F(t,, y,), donc

lon @ = F(&, on (D] = [1F (8, yn) — F(2, on )]

Sachant que les points (t,, y,) et (¢, n(t)) appartiennent tous deux a C et vérifient

lty =t + v — oNOI = [t = ty] + |F @ty y) @ = )] < (M + 1) A,

on en déduit par définition du module de continuité que [lp5,(t) — F(t, n(t))| est majoré par e = w((M+1) h). On
peut reproduire le méme raisonnement en remplacant 'entier n par —n, et Uintervalle |t,,t,,1[ par |t_,_1,t_,[.
Finalement, ¢y est bien une solution e-approchée.

6. Tout d’abord, en tant que limite uniforme d’une suite de fonctions continues, la fonction ¢ est continue sur
[to — T,ty + T]. De plus, pour tout réel ¢ de cet intervalle et pour tout entier N, le point (¢, n(t)) appartient au
fermé C. Le point limite (¢, ¢(¢)) appartient donc aussi a C, et donc a Q. Enfin, par intégration, le fait que ¢y
est bien une solution e-approchée donne

t
H‘PN(t) — Y- J F(s, on(s)) ds| < et —tol.
ty
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Ainsi, en notant dy le supremum de |¢pn — ¢| sur U'intervalle [t — T,#, + T], on obtient

Par définition du module de continuité, le dernier terme est majoré par w(dy) |t — ty|. On en conclut que pour
toutt € [ty — T,ty + T,

t

¢®—m—JF&Mm®

t

t
IE (s, on(s)) = F(s, (s))] ds

)

<elt—ty| + 65 +

t
W@—%—LF@WWM

<Oy + (co((SN) + Q)((M + 1)%)) T.

Comme le module de continuité  tend vers 0 en 0, on en déduit que le membre de droite tend vers 0 quand N
tend vers U'infini. Finalement, ¢ satisfait I’équation intégrale qui montre qu’elle est solution au probléeme de
Cauchy.

7. On a vu que pour tout n € {0,..., N — 1} et tout ¢t € Jt,, t,41[, on a oy (t) = F(t,, y,), avec (t,, y,) € C, de sorte
que [opn ()] < M. Cette conclusion reste valable avec —n a la place de n, et Jt_,_,t_,[ a la place de Jt,, ;1]
Par intégration, on en déduit que la fonction ¢y est M-lipschitzienne. Ainsi, (¢y) est une suite de fonctions de
[ty — T.ty + T] dans B(y;, 1), qui sont deux espaces métriques compacts. Le théoréme d’Ascoli implique alors
I'existence d’une sous-suite de (¢p) qui converge uniformément. Le raisonnement de la question précédente
s’applique a cette sous-suite, ce qui montre 'existence d’une solution au probléme de Cauchy.

Exercice 11.8 (Equations différentielles de type Fuchs) Référence : [6].

Partie |

Pour a,b € R, on considére I’équation différentielle linéaire
x2y” +axy +by=0. (E)

1. (a). Rappeler pourquoi 'ensemble des solutions réelles de (E) sur 0, +oo[ est un sous-espace de dimension 2
de I’espace vectoriel des fonctions réelles de classe C? sur ]0, +oo].

(b). On rappelle qu'une application @ de ]0, +oo[ dans C est une solution complexe de (E) si et seulement si
les fonctions RP et I sont des solutions de (E). Montrer que 'ensemble des solutions complexes de (E)
sur |0, +oo[ est un espace vectoriel complexe de dimension 2.

2. aquelle condition I’équation (E) admet-elle des solutions polynomiales non nulles ? Préciser alors ces solutions.

t

3. En effectuant le changement de variable x = €', résoudre I’équation différentielle (E) ; préciser la forme générale

des solutions réelles sur ]0, +oo.

Partie 1l

[o¢] [o¢]

On considére deux séries entiéres a(x) = Z a, x" et b(x) = Z b, x" a coefficients réels, toutes deux de rayon de
n=0 n=0
convergence supérieur ou égal a R > 0. On s’intéresse sur |0, R[ a '’équation différentielle linéaire

x?y” +a(x)xy" +b(x)y = 0. (F)

Pour x > 0 et k € C, on note comme d’habitude x* = exp(k log x).

[e¢]

1. Soitk € Cetc(x) = Z ¢, x" une série entiére a coefficients complexes de rayon de convergence non nul. On

n=0
suppose que ¢y = 1.

(a). On suppose que la fonction y = c(x)xF est une solution complexe de (F) sur un intervalle de la forme
10, R’[. Montrer que le nombre complexe k est racine d'une équation du second degré que 1'on précisera.
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Montrer que, dans ce cas, les nombres ¢, vérifient une relation de récurrence que I'on précisera et que
I'on notera (P).

2. Soit k une racine de I’équation

(a).

(b).

(b).

4. (a).

(b).

k2 + ((10 - 1)](,' + b() =0. (C)

On suppose que A = (ay — 1)* — 4b n’est pas le carré d’un nombre entier non nul. Montrer qu’il existe
une unique suite de nombres complexes (c,),>¢ Vérifiant ¢y = 1 et la relation de récurrence (P) établie
ci-dessus.

Si A = p?, avec p entier strictement positif, donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une suite (¢,;),>o vérifiant ¢y = 1 et la relation (P) associée a k, ou k est la plus petite racine réelle de
I’équation (C). Montrer qu’en outre, il existe toujours une suite (c,),>( vérifiant la relation (P) associée a
une autre valeur k’ convenablement choisie.

. Soit (¢;),>0 une des suites construites précédemment. On note d,, = |c,| pour tout entier n > 0. Montrer

que pour tout entier n > 1,

n—1
In+ 2k + ag — ndy < Y (Byeyul + [k +m| - [yl

m=0
Montrer que pour tout § € |0, R, il existe un entier n tel que pour tout entier n > ny,
d, 0" < sup d,om.
0<m<n-—1

(o9

Montrer qu’il existe un nombre complexe k et une série entiere complexe c(x) = Z ¢, x" de rayon de
n=0
convergence > R, tels que la fonction y = c(x)x* soit solution de (F) sur ]0, R].

Décrire alors la forme de toutes les solutions de (F) au voisinage de 0 selon les cas rencontrés.

Partie 111

Pour p nombres réels distincts ay, ..., ap, notons P(x) = (x —aj) ... (x — ap,), et considérons deux autres polyndmes
a coefficients réels Q et R. On s’intéresse a ’équation différentielle linéaire

(P(x))?y” + P(x)Q(x) y’ + R(x) y = 0. (@)

1. Soit j € {1,..., p} et soit £ > 0 assez petit pour que ]a;, a; + £[ ne contienne aucune autre racine de P.

(a).

(b).

. On appelle valeurs caractéristiques en a; de I'équation (@) les deux racines de I'’équation du second degré

Montrer que y est une solution de (®) sur ]a;, a;+¢[ si et seulement si la fonction définie par z(t) = y(t+a;)
est solution sur U'intervalle ]0, ¢[ de ’équation différentielle

22" + Az’ + Bi(1) z = 0, (F))

ou Aj et B; sont des fractions rationnelles que I'on précisera.

Montrer qu’il existe R; > 0 tel que les fonctions A; et B; soient développables en série entiere sur |—R;, R;[.

k2+(a0—l)k+b0:O,

o ay = Aj(0) et by = B;(0). Exprimer la somme des deux valeurs caractéristiques en a; a I'aide des
polynémes P et Q.
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2. (a). Montrer que y est solution de (®) sur |5, +oo[, ot $ = max{0,ay, ..., a,} si et seulement si la fonction z
définie par z(t) = y(1/t) est solution sur 'intervalle 0, 1/S[ d’une équation différentielle de la forme

22" + A(t)z’ + B(t)z =0, (@)

oil A et B sont des fractions rationnelles. Ici, on convient que 1/S = +00si S = 0.

(b). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les degrés de P, Q et R pour que les fonctions A et B
soient développables en série entiére au voisinage de 0 (avec deg 0 = —o0).

(c). On suppose que cette condition est remplie, et on appelle valeur caractéristique a I'infini de I’équation (®)

~

les valeurs caractéristiques en 0 de I’équation (®). Exprimer leur somme.

3. Quelle est la somme de toutes les valeurs caractéristiques de I'équation différentielle () en tous les points g;
et a I'infini ?

4. On considére le polynéme P(x) = x(x—1). Déterminer des polynémes Q et R tels que les valeurs caractéristiques
de I’équation différentielle (®) correspondante soient respectivement :

« 0Oet0aupoint 0;
« 0Oet0aupoint1;
e 1/2 et 1/2 alinfini.
5. On se place dans le cas particulier obtenu a la question précédente. Trouver une solution de () développable
en série entiére au voisinage de 1. Existe-t-il une solution (non nulle) définie sur ]0, +oo[ ?
Corrigé.

Partie |

1. (a). Sur l'intervalle ]0,+oo[, I'équation (E) est équivalente a

o @, b
Y x 2
0 1
c’est-a-dire X’ = AX, avec X = y, et A= 9 . On peut donc appliquer le théoréme
-b/x* —a/x

de Cauchy-Lipschitz linéaire et en déduire que I'ensemble des solutions réelles de (E) sur ]0, +oo[ est un
sous-espace de dimension 2 de I'espace vectoriel des fonctions réelles de classe C? sur 0, +oo].

(b). Comme les coefficients a et b de I’équation différentielles sont réels, une application ® de ]0, +co[ dans
C en est une solution complexe si et seulement si les fonctions R et IO sont solutions. Si ¢; et ¢,
désignent deux solutions réelles linéairement indépendantes, alors une fonction ® est solution complexe
si et seulement si on peut trouver des coefficients , B,y, 5 € R tels que

RO = ap; + fo,
IO =yo; + 5y,

soit encore
= (a+1iy)p, + (B +i6)p,.

Les solutions ¢; et ¢y sont également linéairement indépendantes sur C, et le raisonnement ci-dessus
montre qu’elles engendrent toutes les solutions complexes. L’ensemble des solutions complexes est donc
un espace vectoriel complexe de dimension 2.

2. La fonction monomiale y = ¢, x" est solution si et seulement si (n(n — 1) + an + b)c, x" = 0 pour tout réel
x > 0. Par linéarité, on en déduit que si I'équation n + (a — 1)n + b = 0 admet :

« deux solutions distinctes ny,n, € N, alors ’équation différentielle n’a que des solutions polynomiales,
engendrées par les fonctions monomiales x™ et x"2;
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« une seule solution n € NN, alors I’ensemble des solutions polynomiales de I’équation différentielle est la
droite engendrée par la fonction monomiale x";

« zéro solutions dans IN, alors I’équation différentielle n’admet que la solution polynomiale nulle.

3. On effectue le changement de variable indiqué x = e’. L’équation différentielle (E) est donc équivalente a

e?y” (e') + ae'y’ (") + by(e') = 0,
soit encore, en posant z(t) = y(e'), équivalente a

z” +(a—1)z +bz=0. (E)

On obtient ainsi une équation linéaire a coefficients constants, dont I’équation caractéristique est r% + (a —

1)r + b = 0, et dont les solutions différent selon le signe du discriminant (a — 1)? — 4b :

« sice discriminant est strictement positif, ’équation caractéristique admet deux racines distinctes r,r, € Ret
les solutions réelles de I’équation différentielle (E) sont engendrées par les deux fonctions ¢ > €' et t > e,
ce qui fait que les solutions de I’équation différentielle (E) s’écrivent sous la forme ¢(x) = a x"* + f x2, pour
x> 0,aveca, f € R;

« sile discriminant est nul, I’équation caractéristique admet une unique racine r € R et les solutions réelles de
I’équation différentielle (E) sont engendrées par les deux fonctions t > e et t > te’’, ce qui fait que les
solutions de I’équation différentielle (E) s’écrivent sous la forme ¢(x) = (« + f log x) x”, pour x > 0, avec
a,peER,;

+ sile discriminant est strictement négatif, 'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées
(r £ is) € C et les solutions réelles de I’équation différentielle (E) sont engendrées par les deux fonctions
t — e cos(st) et t — e sin(st), ce qui fait que les solutions de I'équation différentielle (E) s’écrivent sous la
forme ¢(x) = (@ cos(slog x) + f sin(slog x)) x”, pour x > 0, avec a, f € R.

Partie Il

1.

(a). Soit R’ > 0 un réel strictement inférieur a R et au rayon de convergence de la série entiére c(x). La
fonction y = c(x)x* est deux fois dérivable sur I'intervalle ]0, R’[, et on a

xy’ = xk Z(n + k), x" et x%y” = xk Z(n +k)(n+k — 1)c,x".
n=0

n=0

k, on est amené a effectuer des

En injectant ces expression dans I’équation diffiérentielle (F), divisée par x
produits de Cauchy de séries entiéres, et on observe finalement que ’équation est équivalente au fait que

pour tout entier n > 0,

n n
m+k)n+k—1), + Z ap_m(m + k)c,, + Z bp—mCm = 0,

m=0 m=0
soit encore
n—1
(n+K)(n+k—1+ap)+b)ey + Y, (M +K)ay_yn + by = 0.
m=0

En particulier, pour n = 0, et sachant que ¢y = 1, on voit que k est solution de I’équation
T(k) :k(k— 1+a0)+b0 =0.
(b). Sik désigne une solution de cette équation, on peut remplacer b, par —k(k — 1 + q;) dans la relation qui

est au-dessus, et on obtient pour tout entier n > 1,

n—1
nn+2k—1+ay)c, + Z ((m+Kk)ay,_p, + by_p)ey = 0. (P)

m=0
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2. (a).

(b).
3. (a)
(b).
4. (a).

Equations différentielles

Le nombre complexe k correspond a une racine du polynéme T défini ci-dessus. Le discriminant de ce
polyndme est alors le nombre A = (ay — 1)* — 4by défini dans I’énoncé. De plus, le carré de la différence
des deux racines de T vaut A. Ainsi, comme k est racine, alors n + k ne peut jamais étre racine quand n est
entier strictement positif et quand A n’est pas le carré d’un entier non nul. Ainsi, on a T(n + k) # 0 pour
tout entier n > 1. Comme T(n + k) est le coefficient devant ¢, dans la relation (P), alors on peut toujours
exprimer le coefficient ¢, en fonction des coefficients précédents cy, ..., ¢,_1, et il existe donc une unique
suite de nombres complexes (c,),>o vérifiant ¢y = 1 et la relation de récurrence (P).

Dans le cas ot A = p?, pour un entier p > 1, alors les racines du polynéme T, sont k et p + k, avec
1—ag—p
k= ———

c’est-a-dire T(n + k), est non nul. Par conséquent, partant de ¢y = 1, il y a une unique facon de déterminer
les coefficients cy, ..., Cp-1 de facon a ce que la relation (P) associée a k soit vérifiée pourn € {1, ..., p — 1}.
Ensuite, pour n = p, la relation (P) associée a k s’écrit simplement

. Pour tout n € {1,..., p — 1}, le coefficient devant ¢, dans la relation (P) associée a k,

p—1
(M + K)appm + by m)em = 0. (L)

m=0

Cela donne une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une suite (c,),>q vérifiant pour tout
n la relation (P) associée a k. En effet, si cette condition est satisfaite, cp est libre, puis les coefficients
Cp+1>Cpy2s - sont déterminés successivement par (P), puisque T(n + k) = n(n — p) # 0 pour n > p. Ils ne
sont en général pas nuls. Enfin, la relation (P) associée a k’ = p + k et partant de ¢y = 1 conduit toujours
a une unique suite (¢;;),>0, puisque les coefficients T(n + k”) devant ¢;, ne sont jamais nuls.

. En prenant le module dans la relation (P), en remplagant par d, le module |c,|, et en utilisant I'inégalité

triangulaire, on obtient comme souhaité pour tout entier n > 1,

n—1
|I’l +2k + ap — 1|ndn < Z(|bn—m| + |k + m| : |an—m|)dm~

m=0

Pour § € ]0,R|, les séries A = Z la,| 5" et B = Z |b,| 6" sont convergentes. En multipliant par §"

=0 =0
I'inégalité obtenue a la question Srécédente, ona
n—1
In -+ 2k + g — 1ndy 6 < 3" (bpyal "™ + (K| + ) - [a_pl 5"l 6™
m=0
< (B+ (k| +n)A) sup d, oM

0<m<n—1
Pour n assez grand, on peut diviser par le coefficient devant d, 6" dans le membre de gauche, on a donc

B+ (k| +n)A
T In+ 2k +ag — 11 o<men—1

n
n

d,, oM.

Le coeflicient devant le supremum dans le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers I'infini, donc
il est inférieur a 1 pour n supérieur a un certain entier ny. Ainsi, pour n > ny,

d, "< sup d,m
0<m<n—1

Montrons par une récurrence forte surn > ny que d, 8" < sup  d,, &™. La question précédente indique
0<m<ny—1
que cette majoration est vraie pour n = nj. Considérons un entier n > nj pour lequel elle est vraie du

rang ny au rang n. Au rang n + 1, on a alors

dy1 0" < sup d,0™ =max] sup d,8", sup d, (5’"} < sup  d, 0",
0<m<n 0<m<ny—1 ny<ms<n 0<m<ny—1
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toujours d’apres la question précédente. On conclut donc grace au principe de récurrence. En particulier,

on observe que la suite de terme général d, 5" est bornée. Cela implique que la série entiére complexe
(o)

c(x) = Z ¢, x" converge sur l'intervalle | — , [ au moins. Cela étant vrai pour tout § € 0, R[, on en
n=0
déduit que cette série entiére a un rayon de convergence supérieur ou égal a R. En résumé, il existe

une racior;e k du polynéme T et une suite (c,),>¢ associée via la relation (P) telles que la série entiére
c(x) = Z ¢, x" ait un rayon de convergence > R et la fonction y = c(x)xF soit solution de I’équation
différennt:ieolle (F) sur l'intervalle ouvert ]0, R].

(b). Distinguons les racines de I’équation caractéristique.

o Si A # 0etsiAn’est pas le carré d’un entier strictement positif, les racines ky, k, sont distinctes et leur
différence n’est pas entiere. Les solutions y;(x) = xkf'cj(x) construites précédemment, avec ¢;(0) = 1,
sont indépendantes : leur wronskien vérifie

Wy — yiye = xRk, — ky + 0(x)).

Elles forment donc une base complexe de solutions sur |0, R][.

« Si A = p?, avec p > 1 entier, notons k; < k les racines, avec k, — k; = p. La solution y, = xk2¢,(x)
existe toujours. Puisque ¢,(0) = 1, choisissons 0 < p < R assez petit pour que ¢, ne s’annule pas sur le
disque |z| < p. Sur ]0, p[, cherchons une seconde solution sous la forme y; = Ay,. En substituant, on
obtient

xyA” + (2xyy + a(x)yy)A” = 0.

Posons A(x) = (a(x) — ay)/x, prolongée analytiquement en 0. Une solution pour A’ est

N(x) = x"P1H(x), H(x) = °

ou H est analytique prés de 0 et by = 1. L’intégration terme a terme sur |0, p[, en diminuant p si
nécessaire, donne

x"P.

hn
A(x) = hylogx + Z —
>0 P
n#p
Ainsi, y; = xM1d(x) + h,ys log x, ou d est analytique et d(0) = —1/p. Comme A’ ne s’annule pas, le
wronskien ¥’ est non nul : y;, y, forment une base locale de solutions. Si la condition (L) est satisfaite,
on peut aussi construire directement une solution x¥ic;(x) sans logarithme, avec ¢;(0) = 1; sinon
aucune solution de cette forme n’existe.

« Si A =0, laracine k = (1 —ay)/2 est double. La solution normalisée y, = xkc(x) existe et est unique
parmi celles avec ¢(0) = 1. La méme réduction donne A’ (x) = x ' H(x), avec H analytique et H(0) = 1.
On obtient donc une seconde solution

y1(x) = yp(x)(log x + g(x)),

ou g est analytique prés de 0. Le wronskien est a nouveau non nul; le terme logarithmique ne peut pas
étre omis.

Dans chaque cas, les combinaisons linéaires des deux solutions décrites donnent toutes les solutions
complexes au voisinage de 0. Pour les solutions réelles, on prend des coefficients réels lorsque les racines
sont réelles; lorsque les racines sont conjuguées non réelles, les parties réelle et imaginaire d’une solution
constituent une base réelle.

Partie 111
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1.

(a).

(b).

(a).

Equations différentielles

Quitte a réindexer, on peut supposer a; < ... < a,. On consideére j € {1,...ptete>0,avece <ajq —gq;
lorsque j < p; lorsque j = p, tout € > 0 convient. Alors, le polynéme P ne s’annule pas sur I'intervalle
laj,a; + €[, et 'ensemble des solutions de I’équation (®) sur cet intervalle est un espace vectoriel de
dimension 2. Si y désigne une fonction deux fois dérivable définie sur |a;, a;+¢[, et si on pose z(t) = y(t+a;)
pour ¢ € ]0, ¢, alors y est solution de (®) si et seulement si

(P(t + a)))* y”(t + a)) + P(t + a)Q(t + a)) y'(t + a;) + R(t + a;) y(t + a;) = 0,
c’est-a-dire si

22”0 [ [ +a—a)? +t27 0 +a) [ [ +a; —ap) + Rt + a)) z(t) = 0,

k=#j k=j
soit encore o ) R( )
t+ aj; t+aj
22" + ! tz' + ! 52=0.
H.(t +a;— ak) H(t +a; — ak)
k=j k=j
Q(t + a]) R(t + a])
En notant les fractions rationnelles A;(t) = —————— et B;(t) = —————.on conclut qu’'une
TG+ 4 — a0 T1G+a,— a0
k#j k+j

fonction y deux fois dérivable définie sur |a;,a; + ¢[ est solution de I'équation différentielle (®) si et
seulement si la fonction définie par z(t) = y(t + a;), pour t € 0, [, est solution de I'équation différentielle

22" + Atz + Bi(t) z = 0. (F))

Les deux fonctions A; et B; sont des fractions rationnelles qui n’admettent pas 0 comme péle. Elles sont
donc développables en séries entiéres sur un intervalle de la forme | — R;, Rj[, pour un certain réel R; > 0.
En effet, on commence par décomposer la fraction rationnelle en élément simples, et comme 0 n’est pas
pole, on obtient des éléments de la forme

1 (=Y 1 (- > fn+v—1 A%
(t—-a) o (A-t/a)’ Z( v—1 )(a)’

n=0

ou le développement est valable pour [t| < |a|. En combinant tous les éléments simples issus de chacune
des fractions rationnelles Aj et Bj, on obtient le résultat.

. La somme des deux valeurs caractéristiques en a; de I'équation () est égale a la somme des racines du

polynome k? + (ag — 1)k + by, ot ay = Aj(0) et by = B;(0), c’est-a-dire

) ~ Q(a]) _ Q(a])
ma=1-40) =1 goTos =1 g

k=j

Comme le polyndme P ne s’annule pas sur U'intervalle |S, +oo[, alors I’ensemble des solutions de I’équation
différentielle (®) sur cet intervalle est un espace vectoriel de dimension 2. De plus, si y désigne une
fonction deux fois dérivable définie sur S, +oo[, et si on pose z(t) = y(1/t) pour t € 10,1/S[, avec la
convention que 1/S = 400 si S = 0, alors y est solution de (P) si et seulement si

l’22”+<2— Q(l/t)>t2,+ R(l/t)

1 P(1/0) 2P/
~ 1/t ~ R(1/t
En notant les fractions rationnelles A(t) = 2 — o/ et B(t) = L, on conclut qu’une fonction y
tP(1/t) t2 P(1/t)?

deux fois dérivable définie sur |S, +oo[ est solution de I’équation () si et seulement si la fonction définie
par z(t) = y(1/t), pour t € ]0,1/S[, est solution de I’équation différentielle

22" + At)tz + B(t)z = 0. (@)
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(b). Les fractions rationnelles A et B sont développables en séries entieres au voisinage de 0 si et seulement si
elles n’admettent pas 0 comme pdle. Si Q ou R est nul, le terme correspondant dans ces fractions est nul

Pyt

et ne crée aucun pdle. Pour les polynémes non nuls, on peut écrire P(1/t) = 1; ), ou p est le degré de
t Rq(¢

P et P; est un polynome tel que P;(0) # 0, et de fagon similaire Q(1/t) = Q;(g ) et R(1/t) = ;( ). Ilen

ressort que

_ Ql(t)/tq -2 Ql(t) tp_q_l et §(t): R(l/t) _ Rl(t) t2p—r—2.

A =2 o~ o 2P/tE Pyt

Ainsi, les fonctions A et B sont développables en séries entiéres au voisinage de 0 si et seulement si les
puissances sur ¢, c’est-a dire p —q — 1 et 2p —r — 2, sont positives ou nulles, soit

deg(R) %

deg(P) — 1 > max gdeg(Q), 5

(c). On suppose que cette derniére condition est satisfaite. Les valeurs caractéristiques en I'infini de ’équation
différentielle (®) sont les valeurs caractéristiques en 0 de I’équation différentielle (®), c’est-a-dire les deux
racines de ’équation du second degré

k2+(a0—1)k+b0 =0,
ot ay = A(0) et by = B(0). Leur somme est alors égale a 1 — ay. Si O = 0, cette somme vaut —1. Sinon,
0 0 g 0

(0 lim tP~971,
Py(0) -0

ay = A(0) =2 —

Comme le coefficient dominant de P est égal a 1, on a P;(0) = 1. On en conclut que la somme des valeurs
caractéristiques en I'infini de I’équation différentielle (®) vaut

) Qi(0)—1 sip=q+1
g =
R sip>q+1.

3. La somme de toutes les valeurs caractéristiques de I'équation différentielle (®) en tous les points a; est égale a

P Q(aj) . P Q(aj)
Z (1 a P’(aj)) =p- Z P’(a )

j=1 j=1 7

Si Q = 0, la somme cherchée vaut directement p — 1. Sinon, comme la condition p > q + 1 est satisfaite, et
comme P admet les a; pour racines distinctes, on peut décomposer la fraction rationnelle Q/P comme suit :

Q) _ i Qlay)
P(x) = Pa)(x - a;)’

En multipliant par x les deux membres de cette identité et en faisant ensuite tendre x vers I'infini, le membre
L Qe

de droite tend vers Z y !
j=1 p (aj)

et le membre de gauche vers 0si p > g + 1, et vers Q;(0) si p = g + 1. Ainsi,

1 P'(a;)) (0 sip>q+1.

De plus, la somme de toutes les valeurs caractéristiques de I’équation différentielle (®) en I'infini est égale a
0:(0) — 1 dans le premier cas, et a —1 dans le second. Finalement, dans tous les cas, la somme de toutes les
valeurs caractéristiques de I'équation différentielle (®) en tous les points a; et a I'infini vaut p — 1.
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4. On suppose que P(x) = x(x — 1). Alors, les valeurs caractéristiques en a; = 0 de I’équation différentielle (®)
sont les racines de I’équation du second degré

k2+(a0—1)k+b0=0,

avec ag = A1(0) = —Q(0) et by = B;(0) = R(0). Pour que ces deux valeurs caractéristiques soient égales a 0, il
faut et il suffit que 0 soit racine double de I’équation du second degré

k? — (Q(0) + 1)k + R(0) = 0,

ce qui équivaut aux conditions Q(0) = —1 et R(0) = 0. De méme, les valeurs caractéristiques en a, = 1 de
I’équation différentielle (®) sont les racines de I'équation du second degré

k2+(a0—l)k+b0=0,

avec ay = A5(0) = Q(1) et by = B,(0) = R(1). Pour que ces deux valeurs caractéristiques soient égales a 0, il
faut et il suffit que 0 soit racine double de I’équation du second degré

k? +(Q(1) — Dk + R(1) = 0,

ce qui équivaut aux conditions Q(1) = 1 et R(1) = 0. Enfin, d’apreés les conditions sur les degrés des polyndmes,
on voit que Q est nécessairement de degré 1, et que R est de degré au plus 2. D’apres ce qui précéde, on voit
d’abord que Q(x) = 2x — 1. Les valeurs caractéristiques en I'infini de I’équation différentielle () sont alors les
racines de I’équation du second degré

k2+((10—1)k+b0=0,

o ay o RAUD
avecdy = A0) =2 =i o7y = 0 <o = O = p i

caractéristiques soient égales a 1/2, il faut et il suffit que 1/2 soit racine double de ’équation du second degré

= }in& t2R(1/t). Pour que ces deux valeurs

k2 —k+ }in&tzR(l/t) =0,
ce qui équivaut a la condition lim,_, t2R(1/t) = 1/4. Cette condition correspond au fait que R est de degré 2,
avec pour coefficient dominant 1/4. Sachant que R(0) = R(1) = 0, on en déduit que R(x) = x(x — 1)/4.

5. Dans le cas de la question précédente, I’équation (®) s’écrit

-1
x2(x—1)2y" +x(x —1)(2x - 1)y + % y=0,
dont I'ensemble des solutions inclut en particulier les solutions de I’équation
(x(x - l)y’)’ + % =0.

Pour en trouver une solution développable en série entiére au voisinage de a, = 1, on s’appuie sur ce qui
précede et on se raméne au fait que z(t) = y(t + 1) est solution de

(t+1)tz”+(2t+1)z'+§:o.

[e¢]

En cherchant z sous la forme d’une série entiére z(t) = Z cyt", on voit que cela équivaut a la condition (n +

n=0 )
(2n)! )
(2ma)2 )
La série entiére correspondante a un rayon de convergence égal a 1, et donc on obtient une solution sur
I'intervalle ]0, 2[ en considérant

2
1’61 = — (fl + 5) ¢, pour tout entier n > 0. En prenant par exemple ¢y = 1, on trouve ¢, = (—1)" (

()= Y1y ( (2r)! )2( y

x) = -1 x— 1)~

y = (2"n!)?

Enfin, le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique sur l'intervalle |1, 4+oo[, puisque P ne s’y annule pas, et
donc on peut prolonger la solution précédente, définie sur ]0, 2[, en une solution non nulle définie sur 0, +oo[
tout entier.



CHAPITRE / 12

Espaces de Hilbert Références : [7, 8,12, 14].

Exercice 12.1 (Théoréme de Lax-Milgram) Lecon : 208. Référence : [8].

On dit qu’une forme bilinéaire a de H x H dans R est continue s’il existe C > 0 tel que |a(u, v)| < C |u| [|v] pour
tous u,v € H; et coercive s’il existe & > 0 tel que a(v,v) > a|[v|? pour tout v € H. On considére un espace de
Hilbert réel H et une forme bilinéaire a continue et coercive sur H.

1.

gl W N

Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire continu T € Z(H) tel que a(u,v) = (Tu,v) pour tous
u,v e H.

. Montrer que 'opérateur T est injectif.
. Montrer que I'image de T est fermée dans H.
. Montrer que I'image de T est dense dans H.

. En déduire que Popérateur T est bijectif, puis que pour toute forme linéaire ¢ € H’, il existe un unique vecteur

u € H tel que a(u,v) = ¢(v) pour tout vecteur v € H.

. On suppose désormais que la forme bilinéaire a est symétrique. Montrer que le vecteur u vérifie

%a(u, u) —o(u) = B’élll;l (%a(v, v) — qo(v)) )

. Montrer réciproquement que si un vecteur u € H est solution du probléme de minimisation ci-dessus, alors il

vérifie a(u,v) = ¢(v) pour tout v € H.

Corrigé.

1.

Pour tout vecteur u € H, I'application v — a(u, v) est une forme linéaire sur H. Le théoréme de Riesz implique
I’existence d’un unique vecteur Tu € H tel que a(u,v) = (Tu,v) pour tout v € H. Il est clair qu’on définit ainsi
un unique opérateur linéaire continu T € ZL(H).

. La coercivité de a et 'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent la minoration |Tv| > «|v| pour tout vecteur

v € H, puisqu’en effet
alvl? < a(v,v) = (Tv,v) < |Tv] |v].

Cela impose en particulier 'injectivité de T.

. Supposons que w = lim w), est limite d’une suite d’éléments w, € im T. On peut écrire w, = Tv, pour tout n, et
noo

il résulte comme ci-dessus de la coercivité et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

a"Vn - Vm” < "T(Vn - Vm)” = "Wn - Wm” E—’ 0.

>

La suite (v,) est donc une suite de Cauchy dans H, qui est complet. Elle admet donc une limite, notée v. On a
clairement w = Tv € im T. Finalement, 'image de Popérateur T est fermée dans H.

Si un vecteur v appartient a (im T)*, alors on a 0 = (Tu,v) = a(u,v) pour tout u € H. En particulier, toujours
par coercivité, on a
allv|? < a(v,v) = (Tv,v) = 0.

Ainsi v = 0, ce qui prouve que 'orthogonal de im T se réduit a {0}. Le critére de densité classique dans les
espaces de Hilbert permet de conclure que 'image de T est dense dans H.

119
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5.

On déduit des arguments précédents que Popérateur T est une bijection de H dans lui-méme. Par conséquent,
pour ¢ € H’, le théoréme de Riesz fournit un unique représentant w € H. Si on pose u = T~ 1w, alors pour
tout vecteur v € H, on a

o(v) = (w,v) = (Tu,v) = a(u, v).
Cela prouve l'existence de u. Son unicité est claire puisque si u; et u, conviennent, on a a(u;,v) = ¢(v) = a(uy, v)
pour tout v € H, et donc a(u; — uy, v) = 0 par bilinéarité. A nouveau par coercivité, on a

aluy = wl® < auy — up, uy —up) =0,
ce qui donne u; = u,.

Supposons que la forme bilinéaire a est symétrique, et écrivons alors que pour u,h € H,
S+ hyu+ ) = p(u+ h) = Za(u,w) = p(w) + Sah, k) = p(h) + a(u, h).

Si le vecteur u représente la forme linéaire ¢ pour la forme bilinéaire a, on a a(u, h) = ¢(h). De plus, par
coercivité, on a clairement a(h, h) > 0. Ainsi, pour tout h € H,

%a(u +hu+h)—@eu+h)> %a(u, u) — o(u).

Comme le membre de gauche coincide avec celui de droite pour & = 0, on en déduit que u est solution du
probleme de minimisation.

Réciproquement, si u est solution du probléme de minimisation, on a pour tout h € H,
%a(h, h) — o(h) + a(u, h) > 0.
En remplacant A par son opposé, on obtient aussi
%a(—h, —h) — p(=h) + a(u, —h) > 0.
En utilisant la linéarité et en regroupant ces deux inégalités, on en déduit que pour tout h € H,
laCu 1) = ()] < Salh,h)
Enfin, en remplacant & par ¢h, avec € > 0, cela donne
la(u, h) — p(h)| = §|a(u, eh) — p(eh)| < Ziga(sh, ch) = %a(h, h).

En faisant ¢ — 0, on conclut que a(u, h) = ¢(h) pour tout h € H.

Exercice 12.2 (Théoréme ergodique de von Neumann) Lecon : 208. Référence : [7].

On considere un espace de Hilbert H et un opérateur linéaire continu U € £ (H) sur 'espace H dont la norme
d’opérateur vérifie |[U| < 1. On désigne par P le projecteur orthogonal sur Ker(Id — U). Le but de I'exercice est de
montrer qu’au sens de la topologie de H, on a pour tout x € H,

A S T

n—1
1 > Ufx — Px. (12.1)
ni=o nee

On note F 'ensemble des x € H qui vérifient (12.1). Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de H.
Montrer qu’un vecteur x € H vérifie Ux = x si et seulement si (Ux, x) = ||x|?2.

En déduire que les opérateurs Id — U et Id — U™ possédent le méme noyau.

Montrer que F contient Ker(Id — U) et S(Id — U).

Montrer que ($(Id — U))* coincide avec Ker(Id — U™*).

En déduire que F = H.
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Application aux systémes dynamiques. On considére un espace mesuré (X, %, 1), avec y une mesure de
probabilité, et une application T : X — X mesurable telle que y est T-invariante (i.e. o T™1 = p) et
T-ergodique (i.e. les seules fonctions f € L? avec f « T = f sont les constantes).

(a). Transcrire le résultat précédent quand H = L? et U est défini par Uf = f o T pour f € L2,
(b). Traiter le cas particulier ou X = R/27Z, u(df) = d0/(2r) et T est la rotation d’angle « tel que a/(27) & Q.

Corrigeé.

1.

I est clair que F est un sous-espace vectoriel de H. Pour montrer qu’il est fermé, notons (x;) une suite
d’éléments de F qui converge vers un vecteur x. Comme les opérateurs U et P sont de norme au plus 1, on a

n—1 n—1 n—1 n—1
1 k 1 ke 1 k 1 k
;ZU x— Px|| < ;ZU x—;ZU x| + ;ZU Xq
k=0 k=0 k=0 k=0
1 n—1
< 2xg — x| + " Zkaq—
k=0
Comme chaque x, appartient a F, on a en faisant tendre n vers I'infini, puis g vers l'infini,
1 n—1
- Z Ukx — Px
n
k=0

Cela prouve bien que x appartient a F, et donc que le sous-espace vectoriel F est fermé.

Pxy| + [|Pxy — Px|

lim sup

< 2|xg — x| —o.
noo qOO

. Tl est clair que si un vecteur x € H vérifie Ux = x, alors (Ux, x) = {x, x) = |x|%. Pour la réciproque, on observe

que si (Ux, x) = |x|?, alors on a
KUx, x)| = |x]* = |Ux] ||,

puisque Popérateur U est de norme au plus 1. On est donc dans le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Par conséquent, les vecteurs Ux et x sont colinéaires. On peut clairement supposer que x est non nul. Ainsi, il
existe un scalaire non nul A tel que Ux = Ax. L’hypothése de départ sur x conduit a Ax|? = (Ax, x) = x|, ce
qui donne A = 1, et finalement Ux = x.

Le résultat de la question précédente s’applique également a I'opérateur adjoint de U puisque |[U*| = |U] < 1.
Par conséquent, pour tout vecteur x € H, on a

Ux=x < (Uxx)=|x? = (xUx=|x? < U'x=x.

On en conclut que les opérateurs Id — U et Id — U™ possédent bien le méme noyau.

D’une part, il est clair que si un vecteur x € H vérifie Ux = x, alors x appartient a F. Le sous-espace vectoriel
F contient donc ker(Id — U). D’autre part, il contient également I'image im(Id — U), et donc son adhérence,
puisque F est fermé. En effet, si un vecteur s’écrit sous la forme y = x — Ux, alors
n 1
—ZUk ZUk ZU"“ ZUk ZUk ——(x U™x) — 0,
=

ou la limite est nulle du fait que |U| < 1. Cependant, on a aussi Py = 0 quand y € im(Id — U). En effet, on a
grace au résultat de la question précédente,

im(Id — U) c (ker((Id — U)*))* = (ker(Id — U*))* = (ker(Id — U))* = ker P.

Tout vecteur y de im(Id — U) appartient donc bien a F.

. Tout vecteur x € H appartient & (im(Id — U))" si et seulement si (x,z — Uz) = 0 pour tout z € H, c’est-a-dire

(x —=U*x,z) = 0 pour tout z € H, ce qui équivaut a x — U*x = 0, soit encore x € ker(Id — U*). On en déduit
que (im(Id — U))* = ker(Id — U™).
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6. D’apreés ce qui précéde, on a (im(Id — U))* = ker(Id — U*) = ker(Id — U). De plus, le sous-espace vectoriel F
contient a la fois ker(Id — U) et im(Id — U). Finalement,

F > ker(Id — U) + im(Id — U) = (im(Id — U))* + im(Id - U) = H,

puisque la derniére identité est vraie pour tout sous-espace vectoriel de H. Ainsi, F = H.

7. (a). On vérifie bien que Popérateur U est de norme (au plus) 1 puisque la mesure y est T-invariante. En effet,
pour toute fonction f € L?, on a

U fI2 = jx f o TP dy = L 24y = 112,

De plus, une fonction f € L? vérifie U f = f si et seulement si f o T = f, ce qui par ergodicité signifie
que f est constante. Ainsi, le noyau de 'opérateur Id — U est I’ensemble des fonctions constantes, et le
projecteur orthogonal P sur ce noyau est donc donné par

Pf = Jde,u, fel?

Le théoréme ergodique de Von Neumann s’applique bien a la situation considérée, et implique que pour
toute fonction f € L%, on a

1n—1 . 12
=X feTh = | fdpu
= e Jx

(b). Il est clair que, dans X = R/27Z, la mesure de Lebesgue normalisée p(df) = (21—9 est invariante par la
/s
rotation d’angle a tel que 2& & Q, c’esta-dire I'application T : 0 — 6 + . Il y a de plus ergodicité. En
7

effet, pour toute fonction f € L? et tout entier p € Z, le coefficient de Fourier d’indice p de f vérifie
. . d .
o) = O+ L~ [ fpperintee 22— eirey(p)
X 27 X 21

Dés lors, si la fonction f vérifie f e T = f, on a nécessairement (1 — eipa)cp( f) = 0 pour tout p € Z.
: o N . . . e
Puisque Py est irrationnel, il en ressort que c,(f) = 0 pour tout entier relatif p # 0, ce qui implique que

T
f est constante presque partout. Le théoréme ergodique de Von Neumann permet de conclure que pour

toute fonction f € L?, on a

1 n—1 12
2 2 IC ke | s

Exercice 12.3 (Fonctions d’Hermite) Lecons : 201, 265. Référence : [7].

o
G 2,

1. Montrer que les fonctions A, pour n € IN, sont orthogonales dans LZ(JR).

2
Pour tout entier n € N, on considére la fonction d’Hermite h,(t) = e /2

2. Montrer que la famille {h,, n € IN} est totale dans L2(R).

3. Montrer que les fonctions hy,, pour n € N, sont vecteurs propres de la transformée de Fourier.

Corrigeé.

2 d"
, di?
dans I’énoncé s’écrit h,(t) = H,(t)e™" /2 Pour n > m, on consideére le produit scalaire

1. Notons H, le polynéme d’Hermite défini par H,(t) = €' (e_tz), de sorte que la fonction d’Hermite donnée

e 224 —t2/2 T —t*
o) = | @ B0 a = [ e 0
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En procédant a m + 1 intégrations par parties, on observe que cette derniére intégrale prend les formes
successives

400 o o
d" ! 12 , qr—m 1 2 1
_Lmw*®”ﬂwmh”:“mmeEEI®W%WRWM
Comme H,, est un polyome de degre m, la dérivée Hr(nm+1) est nulle, et donc I'intégrale aussi. D’ou (hy, h,,) = 0.

La famille de fonctions {h,, n > 0} est donc orthogonale dans L?(R).

2. Pour montrer que cette famille est totale, considérons une fonction f € L%(R) et supposons qu'elle est
orthogonale a toutes les fonctions h,. On rappelle que h,(t) = H,(t) et/ 2, avec H, un polynome de degré n.
Cela implique que la fonction f est orthogonale a toutes les fonctions de la forme " et'/2, pour n € N. On
considére la fonction g définie sur le plan complexe par

+oo
g(=z) = J f@) e /2 etz gp.
—o0
On montre a I’aide du théoréme d’holomorphie des intégrales a paramétre, et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
que la fonction g est holomorphe sur le plan C tout entier. De plus, ses dérivées successives vérifient g(")(O) =0,
pour tout n € IN. On en déduit que la fonction g est nulle. En considérant cette fonction sur I’axe imaginaire
pur, on conclut que la transformée de Fourier de t — f(¢) e 1"/2 est nulle. Ainsi, la fonction f est nulle presque
partout. Finalement, la famille de fonctions {h,,, n > 0} est totale.

2
3. On commence par observer par le calcul que h(t) = e™* /2 est vecteur propre de la transformée de Fourier #.
Plus précisément, on a F (hy) = /27 hy car pour tout nombre réel &,

+00
J e /2 e g = 27eE'/2.
—00
On considere plus généralement I’espace vectoriel E,, formé des fonctions de la forme P, hy, ou P, est une
fonction polynomiale de degré au plus n a coefficients dans C. On vient de voir que E, est stable par &. Ce
résultat reste vrai pour n > 0 quelconque. En effet, comme la transformée de Fourier échange multiplication
par un polynome et dérivations successives, si P, est une fonction polynomiale de degré au plus n a coefficients
dans C, alors la transformée de Fourier de la fonction P, hj est une combinaison linéaire des dérivées d’ordre
. _ t ..
au plus n de la fonction h,. Cependant, hgk)(t) =2 k/sz<F)h0(t) pour tous t € R et k € N. Ainsi, # (P, hg)
2

est le produit de la fonction hj par une fonction polynomiale de degré au plus n. L’espace vectoriel E, est donc
stable par . Comme & /27 est un opérateur unitaire et E, est de dimension finie, elle laisse donc aussi
stable I'espace Ex. Pour n > 1, il en ressort que E, N E;-; = Vect{h,} est stable par #, donc que la fonction h,
est vecteur propre de la transformée de Fourier.

Exercice 12.4 (Théorie de Paley-Wiener et théoréeme Lecons : 201, 208, 250. Références : [12, 14].
d’échantillonnage de Shannon)

On désigne par sinc la fonction sinus cardinal (définie par sinct = sint/t pour t # 0 et par sinc0 = 1) et par
7, l'opérateur de translation par a de la variable (défini par 7, f(t) = f(t — a)). On considére aussi I’espace de
Paley-Wiener

PW(R) = {f € LR) | supp f c [-1,1]}.

Ici, supp ]?est le support essentiel : le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel fest nulle presque partout.

~

Ainsi, la condition affichée signifie f = 0 presque partout hors de [—1, 1]. On identifie chaque élément de PW(R)
a son représentant continu f(x) = (27)7! I_ll F(t)e™ dt, ce qui donne un sens aux valeurs f(nr).

1. Montrer que les fonctions t — 1;_; 1)(¢) et /2, pour n € Z, forment une base hilbertienne de L2([-1, 1]).
2. En déduire que les fonctions 7, sinc /{7, pour n € Z, forment une base hilbertienne de PW(R).

3. Pour f dans PW(R), calculer ( f, 7,,; sinc) pour tout entier n € Z.
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4. En déduire le théoreme d’échantillonnage de Shannon : pour toute fonction f de I'espace PW(R), on a

f= Z f(nr)t,, sinc.

nez.

Préciser en quel sens la convergence a lieu.
Corrigé.

nit

i T
£ = On observe que (e, ey,) = % J 1 el=mnt 4r . ce produit

1. Pour tout entier n € Z, on pose e,(t) = 1j_1 1)(t)

scalaire est nul si m # n, et vaut 1 sinon. Les fonctions e,, pour n € Z, forment donc une famille orthonormale
de L?([-1,1]). De plus, I'espace L?([-1,1]) s’identifie par restriction a ’espace des fonctions mesurables 2-
périodiques dont le module au carré est intégrable sur une période, identifiées lorsqu’elles sont égales presque
partout. Dans cet espace, les fonctions ¢ — elnmt, pour n € Z, forment une famille totale d’apres le théoreme de
Fejér. On en déduit que la famille des fonctions e,, pour n € Z, est totale. Il s’agit donc d’une base hilbertienne
de I'espace L?([—1,1]).

2. On rappelle que si la transformée de Fourier sur L2(R) est définie en partant de la formule

+00
fO=| fEedE,

~

valable quand f € L'(R), alors 'application & : f +> —— est une isométrie linéaire dont I'inverse !

2m
vérifie

-1 1 (T it
FUOO= = [ aa

quand g € L'(R). De plus, & établit une correspondance isométrique entre PW(R) et L?([—1, 1]). Comme les
fonctions e,, pour n € Z, forment une base hilbertienne de L?([—1, 1]), leurs images inverses f, = F (e_,)
forment une base hilbertienne de PW(R). On sait aussi que 'opérateur de translation 7, sur la variable &
correspond dans le domaine de Fourier 4 une multiplication par la fonction ¢ + e Ainsi, pour tout n € Z,

B 1 _
fo=F e = ﬁfnﬂg’” RUTER

Cependant, comme I'indicatrice de [—1,1] est dans L}(R), on calcule aisément pour & # 0

1 (% - R 1 [ 2
FAaD@ = —J 1@ e dt = —J et dr = — [ ] = \/— sinc{.
2 1 s

Var J—eo Vorr J—1 Ve | i€
5, gz . oy 7 , . Tnﬂ.’ SlnC .
L’égalité se prolonge en ¢ = 0 par continuité. On en déduit que f,, = I pour tout n € Z, et ces fonctions
[

forment une base hilbertienne de PW(R).

3. Pour toute fonction f dans PW(R), on commence par calculer, en utilisant 'isométrie de Fourier et ce qui
précede, le produit scalaire

(f,sinc) = <\/%37_1(]?), \/gg_l(l[—l,l])>
1
L= Foa-1f

=2 g1 P0) = Y arF F (O = 7 £00)

oo
f(t)dt

Ensuite, pour tout entier n € Z, on observe que la fonction 7_, f appartient aussi a I’espace PW(R), et donc
le calcul précédent fournit

(f Tax sinC) = (T_pz f, sinc) = w7, f(0) = 7 f(nr).
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4. Soit f une fonction de PW(R). En décomposant la fonction f sur la base hilbertienne formée par les fonctions
fu, pour n € Z, on peut écrire

+00 +00 400
f= Z fs fadfn = Z %(f Ty SINC) Ty, SINC = Z f(nr) 1, sinc.

Cette convergence a lieu dans PW(R), donc au sens de la norme L?, et également uniformément sur R. En
effet, pour tout g € PW(R), la formule d’inversion et Cauchy-Schwarz donnent ||g|o < gl2/(V27) = |gl2/ V7.
On applique cette borne aux restes des sommes partielles. Enfin, plus explicitement, la formule s’écrit

f@& =), f(ur) sinc( - nn).

n=—oo

On peut aussi remarquer que les fonctions f de I'espace PW(R) sont trés régulieres puisqu’elles s’étendent en
des fonctions holomorphes sur tout le plan complexe grace a la formule

1
f2) = i L Fo et dr.

Exercice 12.5 (Théoréme de Miintz-Szasz) Lecon : 245. Référence : [14].

Rappel : Une partie A d’'un espace de Hilbert H est appelée famille totale si Vect A est dense dans H.

1. Montrer que la partie {t — t", n € N} est une famille totale dans L?([0, 1]).

2. On note (4,),en+ une suite de nombres réels deux a deux distincts, tous strictement supérieurs a —1/2, qui
converge vers un réel A > —1/2. Montrer que la partie {t — t*, n € IN*} est une famille totale dans L2([0, 1]).

3. Soit (A4,),en+ une suite strictement croissante de nombres réels strictement positifs qui diverge vers l'infini. Le
but de la fin de I'exercice est de montrer que la partie {t — t*, n € N*} est une famille totale dans L2([0, 1]) si
et seulement si la série ), (1/4,) diverge.

(a). Une fonction f de L%([0, 1]) étant fixée, on introduit la fonction de la variable complexe

1
hy(z) = JO t# f(t) dt.

Montrer que la fonction hy est holomorphe sur le demi-plan défini par Rz > —1/2 et bornée sur le
demi-plan défini par Rz > 0.

(b). On note ¢(z) = (1+2)/(1 —z) 'homographie qui envoie le disque unité ouvert D vers le demi-plan défini
par Rz > 0. Montrer que la fonction K = h o ¢ est holomorphe dans D et continue sur D\ {1}

(c). Montrer que la fonction f est nulle si I’ensemble des zéros de K admet un point d’accumulation dans D.

@ est une bijection de D dans D, et de dD dans

-z

(d). Montrer que pour tout « € D, la fonction ,(z) = 12
aD, d’inverse _,.

On suppose que la série },(1/1,) diverge et que la fonction f vérifie h¢(4,) = 0 pour tout entier n > 1. On

suppose que I’ensemble des zéros de K n’admet pas de point d’accumulation dans D. Pour les questions qui

suivent, on omet les termes initiaux tels que A, < 1, puis on réindexe la suite : cela ne change pas la divergence
de ), 1/A, et assure que o, # 0.

(e). On note m € IN la multiplicité de 0 comme zéro éventuel de K et on définit &, = ¢~ 1(4,) pour tout n > 1.

N
K _
Montrer que la fonction Kn(z) = (’f) | | J 1( ) est holomorphe sur D et continue sur D \ {1}, quel
n=1 7, z

que soit 'entier N > 1.
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).

(h).

Q).

Espaces de Hilbert

Pour 0 < ¢ < 1, assez petit pour que le disque |z — 1| < ¢ ne contienne aucun des ¢, ..., ay, on note
Q, Pouvert constitué des points z € D tels que |z — 1| > ¢. En appliquant le principe du maximum a la
fonction Ky sur 'ouvert Q,, montrer que

N

)L < sup IKn

n=1 an z€0Q,

K(z)

zZm

0< (h
z—0

. En notant | || la norme de f dans L?([0, 1]), établir la borne

I £ N
sup |Kn(2)| € ——— .
2€9Q, (1-¢g)m |z—1|<e n=1 |¢an(z)|

En faisant tendre ¢ vers zéro, en déduire que
N
K(z)
0 < lim|—=|< a,|.
tig || <01 T

En faisant tendre N vers I'infini, en déduire que ’ensemble des zéros de K admet nécessairement un
point d’accumulation dans D, puis conclure.

Réciproquement, on suppose que la série Y, (1/,) converge. On va construire une fonction f € L%([0, 1])
non nulle telle que h¢(4,) = 0 pour tout entier n > 1.

(-

(k).

1
. Montrer que h(z) = J t* (L J
0 2

(m).

Montrer que la fonction h(z) = est méromorphe sur C, avec pour pdles les points

(2+z)3 1_[2+/1 +z
—2 et —2 — A,, pour n € IN*, et pour zéros les points 0 et A,, pour n € IN*. Montrer que |h(z)| < 1 si
Rz > —1 et que la fonction s — h(—1 + is) est intégrable sur R.

En utilisant la formule de Cauchy, montrer que pour tout z € C tel que Rz > —1,0on a

+oo P 44
LJ h( +1s)d

27 oo —1+is—2z

S.

h(z) = —

+00
h(—1 + is) e islogt ds) de.

Montrer que la fonction définie par f(t) = % g(logt), avec g(s) = h(—1 +is) et §(¢) = [; g(s)e*isg ds,

vérifie hy = h et donc convient. Conclure.

Corrigé.

1. La partie {t — t", n € N} est une famille totale dans L?([0, 1]) du fait de la densité de €°([0,1]) dans cet
espace, et du théoréme de Stone-Weierstrass qui assure la densité des fonctions polynomiales dans €°([0, 1]).

2. Notons F I'espace vectoriel engendré par les fonctions ¢ > t*1, pour n € N*. Il suffit de montrer que F* = {0}.
Dans ce but, considérons une fonction f € F*, puis la fonction définie par

1
hy(z) = L t* f(t) dt.

Il s’agit d’une fonction holomorphe dans le domaine ouvert {z € C | Rz > —1/2}. Cela provient en particulier
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz qui assure que

1 1 1/2
j 1 Folde < 1| (j 29z dt) .
0 0
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De plus, cette fonction est nulle sur tous les points A, qui présentent un point d’accumulation dans le domaine,
puisque 4, —> A > —1/2. On en déduit que la fonction s est nulle sur tout son domaine. Cela implique en
(o¢]

particulier que h(n) = 0 pour tout entier n € N. Autrement dit, pour tout entier n € N, on a

1
J t"f(t)dt = 0.

0

Comme la famille des fonctions ¢ +— t", pour n € IN, est totale d’aprés la question précédente, on en déduit que
la fonction f est nulle. Finalement, I'espace vectoriel F est bien dense dans L%([0, 1]).

3. (a).

(b).

(c).

(d).

Comme vu précédemment, la fonction A7 est holomorphe sur le demi-plan ouvert défini par la condition
Rz > —1/2. De plus, elle est bornée sur le demi-plan défini par la condition Rz > 0, puisque dans ce cas,
I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent que

1 1 1/2
lh¢(2)| < L [t f(H)ldt < ||f||(J 12Rz dt) < £

Ogl

On précise que I’homographie ¢ qui envoie le disque unité ouvert D vers le demi-plan défini par Rz > 0
est définie par ¢(z) = 1tz pour z # 1. Son inverse est donnée par ¢~ !(z) = z-1 pour z = —1. La

fonction ¢ est clairement holmorphe sur D, et envoie ce domaine dans le demi-plan défini par Rz > 0,
sur lequel la fonction h ¢ est holmorphe. La composée K = h o ¢ est donc holomorphe sur D. De méme,
la fonction ¢ est clairement continue sur le domaine D \ {1}, et envoie ce domaine dans le demi-plan
défini par Rz > 0, sur lequel la fonction h est continue. La composée K est donc continue sur D\ {1}.

Il est clair que si la fonction f est nulle, alors la fonction Ay est nulle aussi, de méme que la fonction K.
L’ensemble des zéros de K admet donc évidemment un point d’accumulation dans D. Pour la réciproque,
supposons que K vérifie cette propriété. Comme K est holomorphe sur le domaine D, cela signifie que K
est nulle sur D. En composant par ¢!, on en déduit que la fonction h  est nulle sur le demi-plan défini
par Rz > 0. En particulier, on a h ¢(n) = 0 pour tout entier n € N, c’est-a-dire qu’on retrouve la propriété

1
J t"f@)dt =0
0
pour tout n € N. Comme vu précédemment, la famille des fonctions t + ", pour n € N est totale, ce qui
permet de conclure que la fonction f est nulle.

Pour & = 0, la fonction ¢ est I'identité et le résultat est immédiat. Pour tout nombre complexe & € D\ {0},
on observe d’abord que la fonction 1/, est holomorphe sur tout le plan complexe, excepté au pdle 1/@. De
plus, pour tout nombre complexe z distinct de ce point, on calcule

zZ—Q
by m @O aa z-ava-la
2 z)) = = = 7 -
a\Ya 1+az—a 1-az2)+(z-a) 1—§Z+§Z—|a|2
1—-az

En remplacant a par son opposé, et en supposant z distinct du péle —1/@, on obtient aussi ¥/, (_,(z)) = z.
On en déduit que les fonctions ¥, et {_, sont inversibles, et inverses 'une de I'autre. Ensuite, pour tout
nombre réel 0, on a

i0 o | ei@ _ a,|

e
1—ael

|¢0{(ei€)| =

. = 15
e ]

de sorte que ¥, est une bijection du cercle unité 9D dans lui-méme. Comme le pole 1/a de la fonction i,
n’appartient pas au disque unité ouvert D, on en déduit que i/, est holomorphe sur ce domaine. D’apres le
principe du maximum, le module 1, atteint son maximum sur 9D, et ce maximum vaut donc 1. On a ainsi
[¥(2)] < 1 pour tout z € D, et I'inégalité est en fait stricte a nouveau en vertu du principe du maximum.
Par conséquent, ’application ¢, envoie le disque unité ouvert D dans lui-méme. En remplacant « par
son opposé, on voit que _, vérifie la méme propriété. On en conclut que 1/, est une bijection de D dans
lui-méme.
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(e).

).

(8)-

(h).

. On observe que log || = log ‘1 -

Espaces de Hilbert

On a supposé que la fonction A est nulle en tout point de la forme A,, pour n € IN*. Ainsi, la fonction K,
holomorphe sur D, est nulle en tout point de la forme

-1

eD
)L+1

=07 () =

De plus, on a supposé que 'ensemble des zéros de K n’admet pas de point d’accumulation. Pour tout
entier N > 1, on peut alors présenter K sous la forme

K(z) = 2"(z = @) - (z — an)K(2),

ot m désigne la multiplicité de 0 comme zéro éventuel de K, et K est une fonction holomorphe sur D.
Ainsi, la fonction définie par

Kn(a) = 2 H = (1-@2) - (1 - ay2RE)

T Ve, (2)

est holomorphe sur le disque unité ouvert D. De plus, il est clair que cette fonction Ky est continue sur
le domaine D \ {1} puisque c’est le cas de la fonction K et puisque toutes les fonctions 1/, sont continues
sur le disque unité ferme D.

La fonction Ky est holomorphe sur 'ouvert Q,, et continue sur son adhérence Q,. D’aprés le principe du
maximum, le module de la fonction Kp; atteint son maximum au bord, et comme 'ouvert Q, contient 0, on

a|Kn(0)] < sup |Kn(z)|. Comme on a pris soin de diviser par z™ pour définir Kj(z), on a nécessairement
z€09Q,
Kn(0) # 0. De plus, on a ¢, (0) = —a, pour tout n. En évaluant [Ky(0)|, on en déduit que

K&

Zm

0< <lim
z—0

Pour tout point z € 9Q,, on a |z| > 1 — ¢, ainsi que Rp(z) > 0, ce qui indique que ¢(z) appartient a un
demi-plan sur lequel la fonction h est bornée par | f|. Par conséquent,

lhp(p(2)] N T
IKn(2)| = |2 H |¢an(z)| s (1- e)m H |¢a (Z)|

N
)T < sup IKnCaL
n=1

Oy z€09,

On a maintenant deux cas possibles : si z € 9D, alors [/, (z)| = 1; sinon,onaz € Det|z—1| = ¢, et donc
N

Vs, (2)| < 1. Cela étant valable pour tout entier n, on en déduit que le supremum de H m ( ) sur le
(2

bord 9Q, est en fait atteint sur 'ensemble des z € D vérifiant |z — 1| = ¢. A fortiori, on a la borne

up 1K (2)] < I N
N S - T— .
z2€0Q, 1-em |z—1|<e n=1 |¢0{n(z)|

N

1
Chaque fonction i/, étant continue et non nulle au point 1, le membre de droite tend vers | f| H w
44

(D]

quand ¢ — 0. Cependant, on sait que [1), (1)| = 1 pour tout n, donc cette limite se résume a | f]. Fmalement

N
K@)
0 <l |2 < AT el

2
Ay +1
N

~ ——/1 La série Y, log|a,| est donc divergente, tout comme la
noo
n

série ), 1/A,. On en déduit que | f|| H |at,| go 0. Cela contredit le fait que cette quantité est uniformé-

=1
ment minorée par une borne strlctement posmve Il en ressort que ’ensemble des zéros de K admet un



(-

(m).
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point d’accumulation. Comme vu précédemment, cela implique que la fonction f est nulle. On a donc
démontré que si la série ¥, 1/, diverge, alors I'unique fonction f € L?([0, 1]) telle que pour tout n € IN*,

1
J th f(t)dt = 0
0

est la fonction nulle. Ainsi, la partie {t — th, n € IN*} est une famille totale dans L2([0, 1]).

M=z 1 2z+2
En observant que ———— =1— — Ere pour tout entier n, et en invoquant la convergence de la
24+ A, +z My g, 212
A
= A -z

série Y, 1/A,, on montre que le produit infini H converge uniformément sur tout compact

12t Atz
A — 2
24+ A+ 2
méromorphe sur C, avec pour poles le point —2 et les points de la forme —2 — A,,, pour n € IN*, et pour
zéros le point 0 et les points de la forme A,, pour n € IN*. De plus, on vérifie que chaque facteur dans le

produit infini est de module au plus 1 sous la condition Rz > —1. C’est aussi le cas du facteur initial. On

est donc

de C qui ne contient aucun point de la forme —2 — A,,. La fonction h(z) = z H
(2+2)% 7

adonc |h(z)| £ 1.0Onaméme, siz = —1 +1is,avecs ER,
. -1+ 1
R e et
2-1+is)3| 1+52

de sorte que la fonction s — h(—1 + is) est intégrable sur R.

. On fixe un nombre complexe z € C tel que Rz > —1. On note R > 1 + [z| et on considére le chemin

fermé yp constitué du demi-cercle allant du point —1 — iR au point —1 + iR en passant par le point —1 + R,
puis du segment allant du point —1 + iR au point —1 — iR. Puisque la fonction A ne posséde aucun péle a
Pintérieur du domaine délimité par ce chemin, la formule de Cauchy donne

h d
o= [ M
&~z 2ir
Sur le demi-cercle, I'intégrale vérifie
—1+ Rel?
/2 o i0 . /2 |71 1 paifn3
J Mmeleﬁ < ﬁj wdg_,()‘
—r/2 —1+ Relf — 2 21 27 —r/2 R—|1+Z| Roo

Il reste donc la limite de I'intégrale sur le segment, c’est-a-dire

+00 .
1 h(—1+1is
- [ Ao,
2 Joo —1+18—2
1 Lo
. Pour Rz > —1 et s € R, on a clairement Toz i J t*7% dt, de sorte qu’apres usage du théoréme de
z—is  Jo

Fubini, on obtient .
+00
h(z) = J t* (i J. h(—1 + is) e islogt ds) dt.
0 27 )0

1

Sion pose g(s) = h(—1+is), on voit que h(z) = zi J t*g(logt) dt. Autrement dit, la fonction f définie par
T Jo

f@) = i g(logt) appartient a L?([0, 1]), puisque & est continue et bornée sur R, en tant que transformée

de Fourier de la fonction g € L}(R), et de plus cette fonction f vérifie bien

1
h(z) = JO t?f(t)dt = hy(z)
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sous la condition Rz > —1. Finalement, comme la fonction A s’annule en tout point de la forme A, on en
déduit que la fonction f vérifie pour tout n € N¥,

1
J th F () dt = 0.
0

On a donc trouvé une fonction f non nulle qui est orthogonale dans L2([0, 1]) a toutes les fonctions
t > th, pour n € IN*. Ces fonctions ne peuvent donc pas former une famille totale.



CHAPITRE / 13

Théoreme de Baire Référence : [6].

Exercice 13.1 (Théoréme de Balaguer-Corominas) Lecon : 208. Référence : [6].

Soit ¢ : R — R une application de classe € vérifiant
VxeR dneN M) =o.

On veut montrer que ¢ est une fonction polynomiale sur R. Pour tout n € IN, on note F, I’ensemble des x € R tels

que (p(”)(x) = 0. On note ensuite Q = U 15,1, I'union des intérieurs des ensembles F,, ainsi que F = R\ Q.
nelN

1. Soit (x,) peN une suite de points distincts de R tendant vers x € R telle qu'il existe ny € IN vérifiant (p("O)(xp) =0
pour tout p. Montrer que (p(")(x) = 0 pour tout n > ny.

2. Montrer que sur toute composante connexe de Q, la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale.
3. Montrer que F ne posséde aucun point isolé.

4. En raisonnant par ’absurde, montrer que 'ensemble F est vide, puis conclure.
Corrigeé.

1. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (xp)pE]N est strictement monotone, par exemple
strictement croissante. Pour tout entier p, on a (p(”o)(xp) = (p(”O)(po) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il
existe y;, € ]x,, xp11[ tel que (p("oﬂ)(yp) = 0. On obtient alors une suite (y,) e strictement croissante qui

converge vers x et qui annule la fonction ¢*1)._ Par continuité, on en déduit que ¢+ (x) = 0. En itérant ce
processus, on obtient finalement que ¢™(x) = 0 pour tout n > ny.

2. Soit ]a, b[ une composante connexe de Q, et soit xy un point de ]a, b[. Alors il existe n € N et a > 0 tels que
la fonction ¢ est nulle sur lintervalle ]x, — @, x, + a[. Donc, ¢ coincide avec une fonction polynomiale
P sur cet intervalle, et I’ensemble T des réels ¢ € |x, b[ tels que ¢(x) = P(x) pour tout x € [x,c] est non
vide. On note f son supremum. Si f < b, alors il existe de méme un intervalle de la forme | —n, § + 5[, avec
B +n < b, sur lequel la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale Q. On a P = ¢ = Q sur l'intervalle
Ix0, BL N 1B — n, B+ ], si bien que P et Q sont les mémes fonctions. On en déduit que ¢ = P sur |S,  + 1],
de sorte que f + 1 € I, ce qui contredit la définition de f. Ainsi, f = b, et la fonction ¢ coincide avec P
sur l'intervalle [xy, b[. On peut montrer de méme que c’est aussi le cas sur I'intervalle ]a, x;]. Finalement, ¢
coincide avec une fonction polynomiale sur chaque composante connexe de 'ouvert Q.

3. Supposons que F admette un point isolé, noté x;. Alors, il existe ¢ > 0 tel que |xy — &, x9 + €[ N F = {xp}. En
particulier, |xy — €, x| est inclus dans Q, et donc la fonction ¢ coincide avec une fonction polynomiale P sur
cet intervalle. De méme, ¢ coincide avec une fonction polynomiale Q sur I'intervalle |xg, X + ¢[. Par continuité
des dérivées successives de ¢ au point xy, on a P(”)(xo) = (p(”)(xo) = Q(")(xo) pour tout n € IN. D’apreés la
formule de Taylor appliquée au point x;, on déduit que les deux fonctions P et Q sont égales. Ainsi, ¢ = P sur
I'intervalle |x) — ¢, xy + €[. En choisissant un entier n > 0 tel que P*+D = 0, on observe que (p("+1) =pt) =g
sur cet intervalle. Cela prouve que ]xy — ¢, xo + €[ est inclus dans F,:H, puis que x; est inclus dans Q. On obtient
une contradiction, donc F ne peut admettre de point isolé.

4. Supposons que F est non vide. Par hypothese, I'union des ensembles F, est égale a R tout entier, donc 'union
des ensembles F, N F est égale a F. Pour tout n € N, ensemble F,, N F est fermé dans F, qui est complet (car
fermé dans R complet). D’aprés le lemme de Baire (en passant au complémentaire), il existe alors un entier
ng € N tel que F N F, est d’intérieur non vide (pour la topologie induite sur F). Ainsi, il existe deux réels a et
btels que @ # |a,b[ N F C F, .
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« On considere un point x dans Ja, b[NF. Le point x ne peut étre isolé, donc il existe une suite (x,) e de points
distincts dans Ja, b[ N F qui converge vers x. Pour tout p, on a en particulier x,, € F, , donc (p("O)(xp) =0.Le
résultat de la premiére question implique que ™ (x) = 0 pour tout n > n,.

+ On considere maintenant un point y dans Ja, 5[ NQ. Comme Ja, b[ N F est non vide, la composante connexe Q,,
de Q qui contient y posséde au moins une extrémité dans ]a, b[, notée x. Ce point x appartient nécessairement
a ]a,b[NF, et le point précédent montre que (p(”)(x) = 0 pour tout n > ny. De plus, la fonction ¢ coincide avec
une fonction polynomiale P sur Q,, et on a donc par continuité des dérivées successives, P™(x) = (p(”) (x)=0

pour tout n > ngy. La formule de Taylor pour P donne donc (p("o)(y) = P(”O)(y) =0.

Il en ressort que (p("O) s’annule en tout point de U'intervalle ]a, b[, que ce point appartienne a F ou a Q. Cela
montre que ]a, b est inclus dans I'intérieur de F, , ce qui contredit le fait que ]a,b[ N F est non vide. On en
conclut que 'ensemble F est vide, ce qui équivaut au fait que Q est égal a R tout entier. La fonction ¢ est donc
une fonction polynomiale sur R.



CHAPITRE / 14

Suites numériques et récurrences Références : [6, 7, 13].

Exercice 14.1 (Lemme de Cesaro et lemme de Kronecker) Lecon : 223. Références : [6, 13].

1. Lemme de Cesaro. Soit (a,),>1 une suite complexe convergente, de limite notée €. Montrer que la suite (,),>1

a1+...+a

’ . n .
définie par la formule b, = converge aussi vers {£.

2. Généralisation. On considére une suite (¢,),>; de réels positifs, avec ¢; > 0, tels que la série ) ¢, diverge.

Montrer que
£1a1 + ... T &a,
_ > {.
&g +...+§& neo

3. Lemme de Kronecker. On considére une série convergente Y, u, et une suite croissante (b,),>; de réels stricte-
ment positifs qui diverge vers 'infini. Montrer que

n
1 Z by — 0.
bn (21 e

4. Application. Montrer que pour toute suite (x,),>1, si la série de terme général x,/n converge, alors

1 n

- Z X — 0.

=T

Remarque. Ce résultat est utilisé dans une preuve classique de la loi forte des grands nombres de Kolmogorov.

Corrigeé.

1. Pour ¢ > 0, il existe un entier N € N tel que |a, — | < ¢ pour tout entier n > N. On écrit alors

@ +..+ay_; an+..+a N-1 _N+1
by — = L N-1y ON L) =l
n n n n

puis grace a I'inégalité triangulaire,

|bn _E| <

a| + ...+ lan_ N -1
o tlayal
n

1
+ ;(|61N—£| + ...+ |(ln—f|)

a| + ...+ lay— N-1
ol bl

+ l(n—N+ 1)e.
n

En faisant tendre n vers I'infini, on obtient lim sup |b, — €| < ¢. En faisant tendre ¢ vers 0, on conclut que la
noo
suite (b,) converge vers £.
2. On note 0, = € + ... + ¢, et on écrit selon le méme principe que précédemment

£1a1 + ... + §a, = €101 + ... T EN_1AN—1 n ENAN T ... T &a, e ON-1 ¢ Op — ON-1

5

g +..+eg On Op Op Op
puis a nouveau grace a I'inégalité triangulaire,

€01 + ... + &0, < etlar] + ... + en_1lan_1l

ON-1 1
+ ¢ + — (enlay — 8| + ... + &;la, — £])
&g +..+¢g, Op oy, oy,

gylag| + ... + eny_qlan_q]

ON-1 1
+ |¢| + —(0, —on_1)e.
On On On
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&ay + ...+ ga,

Comme 0;, —> +00, on en déduit comme précédemment que lim sup — {| < &. Enfin, en faisant
noo

noo &1 + ...+ &n
. &ap + ...t ¢ga
tendre ¢ vers 0, on obtient ———— %
&1 + ...+ &n noo

o0
3. Onnote r, = Z U le reste de la série convergente )’ u,, ainsi que by = 0. Alors, une transformation d’Abel
p=k+1
donne que pour tout entier n > 1,

n n n
> b = Y b(rems — 1) = —bury + Y (b = b_ s
k:l k_l k:1

de sorte que
1 v 1 v
. > b = -1y + ™ (B = be— e
n k=1 n k=1
Pour conclure, on observe d’abord que ,, — 0, et ensuite que la question précédente appliquée avec ax = rx_;
noo

n
et & = by — by._; donne aussi 1 Z(bk —b_r—g — 0.
bu 54 e
4. 1l suffit d’appliquer le résultat de la question précédente avec b, = n et . = x;./k.

Exercice 14.2 (Approximation rationnelle) Lecon : 223. Référence : [6].

Soit @ > 0 un nombre irrationnel, et soit (p,/qy,),>o une suite de nombres rationnels (avec p, € Z et g, € N¥)
qui converge vers a. Montrer que

lim p, = limg, = +oco.

noo noo

Corrigé.
On pose 1, = pp/qn- Un entier N € IN* étant fixé, on note I 'ensemble des nombres rationnels de la forme a/b
situés dans l'intervalle [@ — 1, + 1] et vérifiant a € Z et b € N avec 1 < b < N. L’ensemble T est fini puisque

I'= U Iy avec quire[a—l,a+l] dpe” : r:£,

1<qg<N q

ou chaque ensemble I'; est fini. En effet, a g fixé, les entiers p tels que r = p/q € Ty vérifient (¢ —1)g < p < (a+1)q,
et donc sont en nombre fini.

De plus, comme « est irrationnel, il n’appartient pas a 'ensemble I'. Par finitude de T', on a donc p = mi{} |x—a| > 0.
xe

Comme la suite (r,,) converge vers @, on a en outre |, — a| < min(p, 1) pour tout entier n > n, et pour un certain
entier ng. Ainsi, r,, ¢ I" pour tout n > ny, de sorte que r, a un dénominateur g, > N. Il en ressort que g, —> +oo.
noo

Enfin, on a également p, — +oo, puisque p, ~ aqp.
noo noo

Exercice 14.3 (Suite arithmético-géométrique) Lecons : 223, 226. Référence : [6].

Etudier les deux suites réelles (u,) et (v,) vérifiant 0 < vy < ug, et pour tout n € N,

Uy, + Vv,
2

Upy1 = et Wn+1 = NVUnVn-

Corrigé.

Une récurrence immédiate montre que toutes les valeurs prises par les suites sont strictement positives. De plus,
on a v, < u, pour tout entier n € IN. En effet, le résultat est vrai pour n = 0. Ensuite, pour n € N*, on a

_ Up—1 + V1

1 2
Uy =V = = “VU-1W-1 = 5 (\/un—l - \/Vn—l) 2 0.

2
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On remarque aussi que la suite (u,) décroit, et que la suite (v,) croit : pour tout n € IN,

1 Y u
Upp] — Uy = E(Vn —u,)<0 et ';H = {v—n > 1.
n n

On en déduit que pour tout entier n € IN,

VW< <<y, Sy, <. <y L.

La suite (u,) est donc décroissante et minorée, et la suite (v,) est croissante et majorée. Ces deux suites sont donc
convergentes. Notons U et V les limites respectives. Par passage a la limite dans les relations de récurrence, on a

:U;V et V=AUV,

U

ce qui conduit nécessairement a U = V. On a montré au passage que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Remarque. Si on part des valeurs u = a et vy = b, la limite commune des deux suites, notée M(a, b), est appelée
moyenne arithmético-géométrique de a et b. Gauss a établi une relation entre la moyenne arithmético-géométrique
et une intégrale elliptique de premiére espéce. Plus précisément,

J”/ 2 do .
0 \/az cos? 0+ b2sin0 2 M(a, b)

Exercice 14.4 (Récurrence linéaire) Lecons : 223, 226.

Soit (u,)n>0 une suite complexe vérifiant une récurrence linéaire d’ordre h € IN*, c’est-a-dire qu’il existe ay, ..., a €
C, avec gy, # 0, tels que pour tout n > h,

U, = a1y + ...+ apUny_p-

On considére I’équation caractéristique associée xh — alxh_1 — ... —ay = 0, dont les racines sont notées ry, ..., g

avec pour ordres de multiplicité a;, ..., ;. En considérant la série entiére }, u,z", démontrer que I'ensemble des
suites vérifiant la relation de récurrence est constitué des suites de la forme

u, = Py(mr{ + ... + Py(mrg,
ou chaque P, est un polynoéme de degré < o;.

Corrigeé.
[e¢]

Sila série entiére f(z) = Z uy, 2" posséde un rayon de convergence non nul, alors en multipliant par z" la relation

de récurrence vérifiée par la suite (u,) et en sommant sur n, on obtient

f(2) = Pu(2) = a12(f(2) = Py_1(2)) + ... + ap_1 2" (f(2) = Py(2)) + apz" £ (2),

oul'on a posé Pi(z) = uy+uyz+...+up_ 25 ! pour tout entier k € {1, ..., h}. L’équation précédente est équivalente
a f(z) Q(z) = P(z), avec

0@)=1-ajz—...—ap"

P(z) = Py(z) —a1zPyp_1(2) — ... — ah_lzhflPl(z).

P(z
Il en ressort que f(z) = QE_; est une fraction rationnelle, qui est développable en série entiére en 0 car ce point
z
(o]

n’est pas racine de Q. Il y a donc une série entiére g(z) = Z v, 2" de rayon de convergence strictement positif
n=0
dont la somme vérifie g(z) Q(z) = P(z). D’apres ce qui précéde, cette équation implique que la suite de coefficients

(v,) vérifie aussi la relation de récurrence linéaire. De plus, I’équation est équivalente a

8(2) = Pu(2) = a12(8(2) = Py_1(2) + .. + ap_12" 7 (8(2) - P1(2) + a2 g (2).
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Le membre de droite est nul quand z = 0, ce qui donne g(0) = P,(0), puis vy = uy. On peut donc diviser par z
pour z # 0, puis prolonger en 0 les deux membres de I’équation, puis a nouveau fixer z = 0 pour obtenir v; = u;.
En itérant ce raisonnement, on en déduit que les termes initiaux vy, vy, ..., v4_ coincident avec ug, uy, ..., uy_1. On
en déduit par récurrence que les deux suites (u,) et (v,) sont identiques. Ainsi, la série entiere définissant f a
bien un rayon de convergence non nul, et vérifie bien f = P/Q sur le disque de convergence.

Pour calculer explicitement les termes de la suite (u,), on part des racines ry, ..., rq de I’équation caractéristique,
et de leurs ordres de multiplicité respectifs ay, ..., a;. Le polyndome correspondant s’écrit donc

q
RX)=X"—a; X" — . —ay = T [(X —r)™.
Ainsi, le polynéme Q défini précédemment vérifie

0(X) = XhR( ) H(1 X,
Comme le polynéme P vérifie deg P < h = deg Q, la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

P/Q s’écrit sous la forme
PX) _ {
o0~ & ,Z; 1/ >y’

avec des coefficients complexes ¢; ;. En développant en série entiere chaque fraction de 'expression précédente,
on en déduit que le développement en série entiére de la fonction f s’écrit

1Ye .
=33 S e D

|
i=1 j=1 n=0 n

En identifiant le coefficient devant z" dans ce développement, on en déduit que

(- 1)J ,],

Z Z i (n+j—1)...(n+ 1)l

i=1 j=1

Posons Tj(n) = Z (1Y 11’;'1

degré strictement 1nferleur a ;. De plus, chaque terme u, s’écrit alors sous la forme

(n+j—1)...(n+ 1) pour tout entier i € {1,..., q}. Il s’agit d’'un polyndme en n de

u, = Ty(mrf + ... + Ty(n)rg. (14.1)

Notons I I’espace vectoriel des suites (u,) dont le terme général s’écrit sous la forme (14.1), ou chaque T; est
un polynéme de degré strictement inférieur a ¢;. On vient de montrer que ’espace vectoriel, noté U, des suites
vérifiant la récurrence linéaire vérifie U C I'. Cependant, on observe que U est en correspondance bijective
avec C" via I’application qui 4 une suite (1,) associe ses termes initiaux (ug, ..., 4,_1), puisque la donnée des h
termes initiaux détermine entierement la suite récurrente. Ainsi, ’espace vectoriel U est de dimension h. Or I'
est engendré par les h suites (W/r]"),,, pour 1 <i < get 0 < j < @, donc sa dimension est au plus h. L’inclusion
U c T impose alors dimT = h et U =T Cela prouve que 'ensemble des suites s’écrivant sous la forme (14.1) est
exactement ’ensemble des suites qui vérifient la relation de récurrence linéaire.

Exercice 14.5 (Suite récurrente) Lecons : 223, 226. Référence : [6].

Soit f : R" — R" une application continue. Un point x, € R" étant donné, on définit la suite (x;,,) par x,,1 = f(x,).
On suppose que (x,) admet une et une seule valeur d’adhérence. Montrer que la suite (x;) converge.
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Corrigeé.
1l suffit de montrer que la suite (x;) est bornée. En effet, dans ce cas, elle prendra ses valeurs dans un compact, et
on sait qu’une suite a valeurs dans un compact qui posseéde une et une seule valeur d’adhérence converge.

On suppose par I'absurde que la suite (x;,) n’est pas bornée. Notons a 'unique valeur d’adhérence de la suite, et
K le compact B(a, 1). Soit N € IN. Comme a est valeur d’adhérence, il existe un entier ny > N tel que Xy, € K. De
plus, comme la suite n’est pas bornée, il existe n > ny tel que x;, € K. Ainsi, on peut trouver un indice m > ny tel
que X, € K et x,,,1 & K. On a en outre x,,,1 = f(x,) € f(K). On vient donc de démontrer que

YVNEN Im>N  x,.; € f(K)\K.

On en déduit I'existence d’une sous-suite (x,(y)) & valeurs dans f(K) \ K, donc en particulier a valeurs dans f(K).
Comme f(K) est compact (car image d’un compact par une fonction continue), on extrait de cette sous-suite
une autre sous-suite (x¢°¢(n)) qui converge, vers une limite notée b. Pour tout entier n, on sait que X, € K,
c’est-a-dire que |x,(;) — a > 1. Par passage a la limite dans la nouvelle sous-suite, on en déduit que [b — af > 1.
Cependant, b est aussi une valeur d’adhérence de la suite (x;,). Cela contredit I'unicité de a. On en déduit que la
suite (x;,) est bornée, et donc converge vers a.

Exercice 14.6 (Critére de Weyl) Lecon : 223. Référence : [7].
Sn(a, b)

— b—apourtousa,b e Rtelsque0 <a<b<1,

noo

Une suite (u,),>; de [0, 1] est dite équirépartie si on a
= n
ou S,(a,b) = #{k € {1,...,n} |y € [a,b]}. Montrer I'équivalence des faits suivants :

1. la suite (u,) est équirépartie;

n 1
. . 1
2. pour toute fonction continue f : [0,1] > R,ona - Z fly) — J f(t)dt;
n  — noo 0
k=1

n
. 1 i
3. pour tout entier p > 1,0ona — Z e2impue 5 .
k=1 e

Corrige.

(1)=(2) : La propriété (1) donne la convergence de ces moyennes pour les indicatrices de segments non réduits a
un point. Pour un singleton {a}, on le majore par I'indicatrice d’'un segment de longueur arbitrairement petite
contenant a et inclus dans [0, 1]; sa fréquence tend donc vers zéro. La convergence vaut ainsi pour tous les
segments, y compris les singletons. Par linéarité, la propriété (2) est donc valable pour les fonctions en escalier.
On passe par densité aux fonctions continues. En effet, soit un nombre réel ¢ > 0 et une fonction continue
f :[0,1] — R. 1l existe une fonction en escalier g : [0,1] — R telle que |f — gllw < ¢&. D’apres I'inégalité
triangulaire, on a pour tout entier n > 1,

+ +

<

Ll gt)dt — Ll f@)dt

1 n 1 1 n 1 n 1
‘;];f(uk)—ﬁ) f®)de ;;(f(uk)—g(uk)) ;kz_;g(uk)—ﬁ) g(®) dr

Le premier et le troisiéme termes dans la borne sont majorés par ¢, tandis que le second terme converge vers 0
quand n tend vers I'infini. On a donc

lim sup < 2e.

noo

1iﬂw—rmﬂt
Ly <l

On conclut que (2) est vérifiée pour toute fonction continue f : [0,1] — R en faisant finalement tendre ¢ vers 0.

(2)=(1) : Considérons d’abord un segment I = [a, b] tel que 0 < a < b < 1. Pour tout entier p assez grand, notons
@) la fonction affine par morceaux nulle sur l'ensemble [0,a] U [b, 1] et égale a 1 sur I'intervalle [a+1/p,b—1/p],
ainsi que ¥, la fonction affine par morceaux nulle sur I'ensemble [0,a — 1/p] U [b + 1/p,1] et égale a 1 sur
I'intervalle [a, b]. On observe que ¢, < 1],5] < ¥/, Ainsi, les moyennes de ces fonctions sur les premiers termes
de (u,) vérifient

n Sn , b n
LD W ACOER LR AR
k=1 k=1
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Comme les fonctions ¢, et i, sont continues, on sait que

n 1 n 1
1 1 1 1
—E u) —> BHdt=b—-—a—-— et —E U —>J BHdt=b—-a+ —.
nk:1‘l’p( ) oo J;) Pp ) » nk:1‘//p( ) e |, ¢p »

Il en ressort que

Sq(a,b Sq(a,b
b—a—lgliminf (@ )glimsup (@ )Sb—a-kl.
P neo n nco n
. 5. . Sn(a: b) .
En faisant tendre p vers l'infini, on en conclut que ————= — b —a.Sia = 0 ou b = 1, on adapte les deux

no oneo
fonctions d’encadrement : on conserve les rampes affines aux bornes intérieures et on prolonge par la valeur

1 jusqu’a toute borne de [0, 1] qui appartient au segment considéré. On obtient ainsi des fonctions continues
0 < ¢p < 14p) < ¥p < 1dont les intégrales tendent vers b — a. Le méme encadrement des moyennes permet de
conclure. Pour [a,b] = [0, 1], on prend simplement ¢,, =/, = 1. On en déduit que la suite est équirépartie.

(2)=(3) : C’est immédiat en considérant la partie réelle et la partie imaginaire de I'exponentielle complexe e?7 7%

(3)=(2) : Par linéarité, on observe que la propriété est vraie pour tous les polyndmes trigonométriques de la forme

n n
x> ag+ ) agcos(2krx) + Z by sin(2krx).
k=1 k=1

De plus, le théoréme de Stone-Weierstrass trigonométrique assure que toute fonction continue f : [0,1] > R
telle que f(0) = f(1) est limite uniforme d’une suite de tels polynémes trigonométriques. En appliquant les
raisonnements de densité utilisés ci-dessus, on peut donc montrer que la propriété est vraie pour de telles
fonctions f. Il reste a étendre la propriété aux fonctions continues f qui ne vérifient pas la condition f(0) = f(1).
Supposons par exemple f(0) > f(1). Pour § € ]0, 1] fixé, on note g la fonction qui coincide avec f sur I'intervalle
[8,1], et qui est donnée par la formule

g(x) = min{ f), x + f(1)}

pour x dans U'intervalle [0, §]. Il s’agit d’une fonction continue, en tant que minimum de deux fonctions continues.
De plus, elle vérifie g(0) = min{f(0), f(1)} = f(1) = g(1), ainsi que g < f sur [0, 1] et

1 k) 19 5) —
02 [ (00 - snde = [ (00 - stnae< [ 1o - JO IO
0 0 0 Fo)

De méme, on note h la fonction qui coincide avec f sur I'intervalle [0, 1 — §], et qui est donnée par la formule
0)—f(1-6
h(x) = max] /o), %(x -@-)+fa-o)

pour x dans l'intervalle [1 — §, 1]. Il s’agit d’une fonction continue, en tant que maximum de deux fonctions
continues. De plus, elle vérifie h(1) = max{f(1), f(0)} = f(0) = h(0), ainsi que h > f sur [0, 1] et
1

[ - f)
é

dx < 4] flled.

1
0< j (hG0) = fOdx = | () — () dx
0 1-§

Jl ‘f(O)—f(l - 5)

1-6 o

< (x—=(1=6)+ f(1-9) - f(x)|dx < 4| fleb.

On a alors ’encadrement . . .
1 1 1
=) gu) < = Y flw) < = ) ),
3 Ly 4

et comme la propriété de convergence est vraie pour les fonctions g et h, on en déduit que

1 n n n n 1
J g(t)dt = lim infl Z glu) < lim infl Z f(u) <limsup 1 Z f(u) <limsup £ Z h(w) = J h(t) dt,
0 EL | e S neo M=y neo Mo 0

uis
’ ! 1w . 1< !
~4|fled + | f@®dt <liminf- > f(u) <limsup= Y flu) < | f(E)dt + 4] flood.
0 Sy = neo Moy 0

En faisant tendre § vers zéro, on en conclut que la propriété de convergence est vraie pour la fonction f.
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Exercice 14.7 (Sous-groupes additifs de R) Lecon : 223. Référence : [6].

Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. On note a = inf(G N ]0, +oo[).

1. Montrer que a définit bien un nombre réel positif.

2.
3.

On suppose a > 0. Montrer que a € G, puis que G = aZ.

On suppose a = 0. Montrer que G est dense dans R.

4. Applications.

(a). Montrer que pour tous réels non nuls a et b, le sous-groupe aZ + bZ est dense dans R si et seulement si
a/b est irrationnel.

(b). Soit 6 un réel non nul tel que /0 est irrationnel. En déduire que le sous-groupe 0Z + 277 est dense dans
R.

(c). En déduire que la suite (cosn),>q est dense dans 'intervalle [-1, 1]. Montrer qu’il en va de méme pour la
suite (sinn),cz.

(d). Montrer que si 0 est un réel non nul tel que /0 est irrationnel, alors ’ensemble 0N + 27Z est dense
dans R. En déduire que la suite (sinn),>q est dense dans I'intervalle [-1, 1].

Corrigeé.

1.

Comme G n’est pas réduit a {0}, il contient un élément non nul x. De plus, comme G est un sous-groupe, on
sait que x et —x appartiennent tous deux a G, de sorte que G contient un élément strictement positif. Ainsi,
I’ensemble G N ]0, +oo[ est non vide et minoré par 0, et son infimum a est donc bien un réel positif.

On suppose a > 0. Alors, a appartient nécessairement a G. Sinon, par définition de 'infimum, il existe un réel
x€Gtelquea < x <2a puisunréelye Gtelquea<y<x.Onadoncx—yeGet0<x—y<a,cequi
contredit la définition de a. Dés lors, comme G est un groupe qui contient g, il contient nécessairement aZ.
Réciproquement, si x € G, alors on peut écrire x = na + 8, avec 0 < § < a. On observe que § = x —na € G, ce
qui par définition de a implique § = 0. Finalement, G = aZ.

On suppose a = 0. On considére un intervalle ouvert non vide I = Ju,v[ de longueur ¢ = v — u > 0. Comme a
est nul, il existe un réel x € G tel que 0 < x < ¢. De plus, il existe un entier n tel que (n — 1)x <u <nx.Ona
nx € G, ainsi que u < nx = (n — 1)x + x < u + ¢ = v, ce qui prouve que nx € I. On en conclut que G est dense.

4. (a). On note a et b deux réels non nuls. Il est clair que aZ + bZ est un sous-groupe additif de R non réduit

a {0}. Supposons qu’il est de la forme cZ, pour ¢ > 0. Comme a et b appartiennent au sous-groupe, ils
s’écrivent respectivement a = ca et b = ¢f, avec a, f € Z \ {0}. On a donc a/b = a/f € Q. On en déduit
par contraposée que le sous-groupe aZ + bZ est dense quand a/b est irrationnel.

Réciproquement, supposons que a/b est rationnel et considérons une écriture irréductible p/g. On note
r=a/p =>b/q. On observe que aZ + bZ = rpZ + rqZ C rZ. De plus, comme p et g sont premiers entre
eux, il existe s,t € Z tels que ps+qt = 1, ce qui donne r = prs+qrt = as+ bt, et finalement rZ C aZ +bZ.
On en conclut que le sous-groupe aZ + bZ n’est pas dense quand a/b est rationnel.

(b). Si @ désigne un réel non nul tel que /0 est irrationnel, alors (27)/6 est irrationnel, et le résultat de la
question précédente implique que le sous-groupe 0Z + 277 est dense dans R.

(c). Comme 7 est irrationnel, le résultat de la question précédente montre que le sous-groupe Z + 277 est
dense dans R. La propriété de densité est conservée en prenant I'image par une application continue.
En particulier, les nombres de la forme cos(n + 2ms) et sin(n + 2ms), pour m,n € Z, sont denses dans
intervalle [—1, 1]. En simplifiant et en utilisant la parité du cosinus, on en déduit que la suite (cosn),>
est dense dans [—1, 1]. La méme propriété est vraie pour le sinus, mais il convient de conserver les termes
d’indices négatifs car le sinus est impair : la suite (sinn),cz est dense dans [—1, 1].

(d). Soit I = Ju, v[ un intervalle ouvert de longueur ¢ = v — u > 0. Comme ’ensemble OIN + 277 contient 0, il
rencontre clairement I si cet intervalle contient 0 également. On peut donc supposer que u > 0 ou v < 0.



140 Suites numériques et récurrences

« Supposons u > 0. Il suffit de montrer que I’ensemble OIN + 27 rencontre 'intervalle |0, ¢[. En effet, si x

désigne un point commun a ces deux ensembles, alors il existe un entier n > 0 tel que (n—1)x < u < nx,
etonadoncnx € (IN+2nZ) etu < nx = (n—1)x+x < u+¢ = v, de sorte que le point nx est commun
a 'ensemble 0N + 27Z et I'intervalle I.
Pour montrer que 'ensemble N + 277 rencontre I'intervalle 0, [, on utilise la densité du sous-groupe
0Z + 27Z. 1l existe donc une infinité de couples d’entiers n,m € Z tels que 0 < nf + 2mn < ¢. Si on
peut choisir n positif, on a le résultat voulu. Par conséquent, on peut supposer que pour cette infinité
de couples, on a toujours n < 0. On considére un de ces couples, et on note x = nf + 2msm I’élément
correspondant. A nouveau par densité, il existe une infinité d’éléments 0 < pf + 2q < x avec p,q € Z,
et on a nécessairement p < 0. Pour chaque p fixé, il n’y a qu'un nombre fini d’entiers q pour lesquels
cet encadrement est possible. On peut donc trouver p < net g € Z tel que x” = pf + 2qr vérifie
0<x"<x.0nal0<x—x"<eetx—x"=(n—p)d+2(m— q)r appartient a 'ensemble 6N + 27Z.

+ Siv <0, on peut adapter le raisonnement a I'intervalle |—¢, 0[, et on obtient la méme conclusion.

On vient de montrer que 'ensemble 0N + 27Z est dense dans R. En prenant I'image par la fonction
continue sinus, on en déduit que les nombres de la forme sin(nf + 2msr), avecn € N et m € Z, sont
denses dans I'intervalle [—1, 1]. En prenant 6 = 1 et en utilisant la 27-périodicité du sinus, on en déduit
la densité de la suite (sinn),>q.



CHAPITRE / 15

Espaces de fonctions, suites et séries de fonctions Références : [6, 7, 17].

Exercice 15.1 (Théorémes de Dini) Lecon : 241. Références : [6, 17].

1. Soit (f,) une suite monotone de fonctions réelles continues et définies sur un espace compact X. On suppose
que (f,) converge simplement vers une fonction f continue sur X. Montrer que la convergence est uniforme.

2. Application. Montrer que la fonction t — +/t est limite uniforme sur [0, 1] de la suite (P,) de fonctions
polynomiales définie par Py = 0 et P, (t) = P,(t) + (t — P,(t)*)/2.

3. Soit (f,) une suite de fonctions croissantes définies sur I = [a, b] C R. On suppose que ( f,) converge simplement
vers une fonction f continue sur I. Montrer que la convergence est uniforme.
(Remarque : Ce résultat intervient dans la preuve du théoréme de Glivenko-Cantelli lorsque la fonction de
répartition limite est continue; les fonctions de répartition empiriques ne sont pas nécessairement continues.)

Corrigeé.

1. Quitte a remplacer chaque fonction f,, par =(f, — f), on peut supposer que la suite (f,,) est décroissante et
converge simplement vers 0. En particulier, on a f,(x) > 0 pour tous n et x. Pour tout ¢ > 0, on considere
Va(e) = {x € X| f,(x) < &}. D’apres les hypothéses sur les fonctions f,, les ensembles V, (¢) forment une suite
croissante d’ouverts qui recouvrent X. Par compacité de X et croissance de ces ouverts, il existe donc un entier
N; tel que X = Vy (¢). A nouveau par croissance des ouverts, on a en fait X = V,(¢) pour tout n > N, ce qui
signifie que 0 < f,(x) < ¢ pour tous x € X et n > N,. D’ou la convergence uniforme.

2. On considére, pour t € [0, 1], la fonction f; définie sur R par f;(x) = x + E(t — x?), qui atteint son maximum

en x = 1, de sorte que pour tout x € R,
1 1+1¢
RO < f)=1+2(-1)=—=<1

Ainsi, pour tout ¢t € [0, 1], on a P,(t) = f;(P,_;(t)) < 1. De plus, on a P, 1(t) — P,(t) = f;(P,(®)) — f;(P,_1(2)),
et f; croit sur |—oo, 1], intervalle dans lequel se situe P,(t). Donc, P, (t) — P,(t) posséde le méme signe que
P,(t) — P,_1(¢), C’est-a-dire le méme signe que P;(t) — Py(t) = % > 0. On en déduit que la suite (P,(t)) est
croissante et majorée par 1, donc converge simplement vers ¢(t) tel que @(t) = f;(¢(t)), i.e. p(t) = \Jt. D’aprés

le théoréme de Dini, la convergence est uniforme.

3. La fonction f est continue sur [a,b], mais aussi croissante comme limite simple de fonctions croissantes.
D’apreés le théoréme de Heine, la fonction f est uniformément continue sur [a, b]. Pour ¢ > 0, on note > 0 tel
que |f(x)— f(x")| < e dés que |x — x’| < 1, puis on considére une subdivisiona = xy < x; < ... < x_1 < x =b
telle que x;,1 — x; < 5 pour tout i. En utilisant la convergence simple en tout point x;, on trouve un entier N tel
que | f,(x;) — f(x)| < € pour tous i € {0,...,k} et n > N. Pour x € [a,b], on a x; < x < x;,1 pour un certain i, et
par croissance des f, et f, on a donc

f() < fulx) < frlxg1) et fx) < f(x) < flx41),

ce qui donne
FO&) = fa(xis1) < f(6) = fox) < f(i1) = fu()-

Cependant, pour n > N, on a
| f(xir1) — fuCdl < 1fGei1) — FOI+ 1 f(a) — fulo)| < 2e,

141
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et de méme | f(x;) — f,(x41)| < 2¢. On en déduit que | f(x) — f,,(x)| < 2¢, pour tous x € [a,b] etn > N, ce qui
prouve la convergence uniforme.

Remarque. Lorsque la fonction de répartition F est continue, la loi forte des grands nombres sur les rationnels,
la monotonie, puis le résultat précédent sur les segments et un contréle des queues permettent d’obtenir le
théoréme de Glivenko-Cantelli ci-dessous. Le cas ou F présente des sauts demande un argument supplémen-
taire; il ne découle pas directement de cette version du théoreme de Dini. L’énoncé général est le suivant : Soit
Xj, X3, ... une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées définies sur un

méme espace de probabilité (Q, #,P). On note F la fonction de répartition des variables X;. Pour tous n € N*
n

s . , . . 1 .
ett € R, on considére la fonction de répartition empirique F,(t) = ~ Z 1¢x,<s}- Alors, presque slirement,
" <
k=1
sup |F,(t) — F(t)] — 0.
teR nee

Exercice 15.2 (Théoréme de Fejér) Lecon : 241. Référence : [7].

Soit f : R — C une fonction continue et 2z-périodique. Pour tout k € Z, on pose e (t) = e et on considére le

T
coefficient de Fourier ¢ (f) = zi J f(t)er(—t) dt. Pour tout n € IN, on définit
T g

n

1
So= Y, alPex et Co=——(S+Si+..+5,),
[l n+1

ainsi que
n
~ ~ 1 ~ ~ ~
Sn = E e et Ci=——(So+S5+...+5).
n k:_nk n n+1(0 1 n)

V1
1. Vérifier que zi J C,(t)dt = 1 pour tout n € N.
T Jr

2. Montrer que pour tout & € |0, [, la suite de fonctions (5,1) converge uniformément vers 0 sur [, 7] \ [-a, «].

3. (Théoréme de Fejér) En déduire que la suite de fonctions (C,) converge uniformément vers f sur R.

Corrigeé.
1 (" 1 (7
1. Ona —J ex(t)dt = 0 pour tout k € Z*, —J eo(t) dt = 1. On en conclut que pour tout n € N,
21w )y 27 Jn
1 (" & 1 ("~ 1 w1 r ~
— S,(Hdt=1 t — C,(t)dt = —— — Se(t)dt = 1.
= s o o] Goa-5yo] se

2. On reconnait en S, le noyau de Dirichlet dont le calcul est classique : pour tout n € N et tout t € R \ 277,

S(0) = i el@nt1)t _ 4 _ sin((n + 1/2)t)
" elt — 1 Sil’l(t/Z)

De plus, on a aussi

= elf —1 sin(t/2)

ce qui donne en prenant la partie imaginaire :

Zn: Ci(k+1/2)t _ it/2 et U it ne/2 S + D /2)

5 sin?((n + 1)t/2)
kZ:;) sin((k + 1/2)t) = Tt‘/Z)
Finalement, pour toutn € N et toutt € R\ 277,
o 1 e 1 sin(k+1/2)) 1 (sin((n - 1)t/2)>2
Galt) = n+1/= Se(®) = n+1 l;) sin(t/2) Cn+1 sin(t/2) ’
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(On note que Gy, le noyau de Fejér, est positif.) Pour conclure, on observe alors que si 0 < a < «, alors

~ 1
0< sup G,(¥) < —
lan (n+ 1)sin®(a/2)

[t>a

3. On remarque que pour tout n € IN et tout x € R,

5,(x) = é k;n (Jﬂﬂ FO)e ik dt) eikx — é Jﬂ,, FOS(x - ) dt,

et donc par linéarité,
1 (" ~
GW = | f0Gx-na
T Jr

de sorte que C, s’écrit comme un produit de convolution. Par périodicité, et grace a un simple changement de
variable, on a aussi

G =1 | -G

Comme la fonction f est continue et 277-périodique, elle est uniformément continue sur R tout entier (d’apreés
le théoreme de Heine). Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe & € ]0, [ tel que pour tous x, y € R tels que |x — y| < «,
onalf(x)— f(y)| < . En notant M un majorant de |f| sur R, et en partant de la formule de convolution, on
obtient pour tout n € N et tout x € R,

100 -Gl =|% [ (0= sengwa

<L oME () dt + - J ¢C.() dt
27 Ja<it|<n 27 Jitl<a
T
< 2M2 + LJ C,(t)dt < 2M2 +e.
(n+1)sin“(a/2) 27 J—x (n+ 1) sin“(a/2)

On en déduit que
lim sup sup |f(x) — C,(x)| < e — 0,
no  xeR €0

si bien que la suite de fonctions (C,) converge uniformément vers f sur R.

Exercice 15.3 (Limite uniforme de polynomes sur la droite réelle) Lecon : 241.

Soit f une fonction de R dans lui-méme. On suppose que f est limite uniforme sur R tout entier d’une suite de
fonctions polynomiales (P,). Montrer que f est une fonction polynomiale.

Corrigeé.

Le critere de Cauchy uniforme implique qu’il existe un entier N tel que pour tout entier n > N et tout x € R, on
a |P,(x) — Py(x)| < 1. Dong, pour tout entier n > N, la fonction P, — Py est une fonction polynomiale bornée sur
R, donc elle est égale a une constante notée a,. On a a, = P,(0) — Py(0), qui converge vers une limite notée «
quand n — oo, puisque P,(0) converge. Cependant, on a @, = P,(x) — Py(x) pour tout x, donc en passant a la
limite, on trouve @ = f(x) — Py(x), ce qui montre que f est une fonction polynomiale.
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Exercice 15.4 (Convergence uniforme, équicontinuité et convexité) Lecon : 241. Référence : [6].

1. Soit (f,,) une suite de fonctions d’un segment I = [a,b] de R a valeurs dans un R-espace vectoriel normé E. On
suppose qu’il existe K > 0 tel que toutes les fonctions f, soient K-lipschitziennes. Si (f,) converge simplement
vers une fonction f : I — E, montrer que la convergence est uniforme.

2. Soit (f,,) une suite de fonctions convexes d’un intervalle |a, b[ de R dans R qui converge simplement vers une
fonction f sur |a, b[. Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur tout segment [a, f] C ]a, bl.
La convergence est-elle uniforme sur |a, b[ tout entier ?

Corrigeé.

1. La méthode est semblable a celle utilisée dans la preuve du deuxiéme théoréeme de Dini. On observe qu'une
limite simple de fonctions K-lipschitziennes est une fonction K-lipschitzienne. C’est donc le cas de f. On
consideére ensuite une subdivisionde a = xy < x; < ... < x_q < x; = b telle que x;,; —x; < ¢, avec € > 0 fixé au
préalable. En utilisant la convergence simple en tout point x;, on trouve un entier N tel que | f,,(x;) — f(x)| < ¢
pour tous i € {0, ...,k} et n > N. Enfin, pour tout x € [a,b], on a x; < x < x;,; pour un certain i, et donc par
inégalité triangulaire,

Ifa () = FCOI < M () = fuCedll + 1 fu(x) = fGI + 11/ () = f(I
<K(x-—x)+e+K(x—x)<(2K+ 1

Cela étant vrai pour tous x € [a,b] et n > N, on en déduit la convergence uniforme.

2. On considére un segment [, f] Cla,b[, ainsi que deux réels a’ et f’ telsquea < o’ < a < f < f’ < b.
fn(al) B fn(a) fn(ﬁ) B fn(ﬁ,)
et S
a —a B—=p
convergentes, et donc bornées. On note K une majorant des valeurs absolues de tous les termes de ces deux
suites. La convexité donne une inégalité sur les pentes qui implique que pour tous x, y € [a, ] distincts et

tout n,
Ja@) = fal@) _ foG) = o) _ fa(B) — fu(B)
-K < < < <
o« —a x—y B—p
Ainsi, toutes les fonctions f, sont K-lipschitziennes sur [a, f]. La question précédente montre que leur
convergence vers f est uniforme sur [a, f].
Enfin, on observe que la suite de fonctions convexes f,(x) = x" converge simplement vers 0 sur 'intervalle
10, 1[, mais ne converge pas uniformément (car f,(1—1/n) tend vers e~ !). Il peut donc ne pas y avoir convergence
uniforme sur tout 'intervalle ouvert.

Les deux suites dont le terme général est respectivement donné par

ont

K.

Exercice 15.5 (Série entiére bornée a coefficients entiers) Lecon : 241.

Soit f la somme d’une série entiére Y, a,z" de rayon de convergence au moins 1 telle que a, est entier pour tout n.
On suppose que f est bornée sur le disque unité ouvert. Montrer que f est une fonction polynomiale.

Corrigé.
[o¢]

2

s 1 .

D’apreés la formule de Parseval, on a E |a,|*r?" = Py J |f(re“9)|2 dé pour tout r €]0, 1[. En notant M un
n=0 T Jo

o0

majorant de | f| sur le disque unité ouvert, on a donc Z |a,|?r?" < M?. Les sommes partielles sont donc toutes
n=0

majorées par M2, et admettent une limite quand r — 17, puisque ce sont des sommes finies. En reprenant la

(o)
somme totale, on a donc Z |a,|*> < M?. Cela implique que la suite (a,) converge vers 0. Comme elle est constituée

n=0
d’entiers, elle est donc nulle a partir d’un certain rang, ce qui implique que f est une fonction polynomiale.
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Exercice 15.6 (Série exponentielle et transformation de Laplace) Lecon : 241.
Soit @ la somme d’une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0.
1. Montrer que la série entiére Y, a,z" /n! a un rayon de convergence infini. On note ¢ sa somme.

+o00

2. Montrer que pour tout nombre complexe z tel que |z| < R, on a &(z) = J o(zx)e ™™ dx.
0

Corrigé.

1. En prenant ry € 0, R[, on voit que la suite (a,r;) est bornée. De plus, pour tout r > 0, la suite ((r/ry)" /n!) est
bornée. Par produit, la suite (a,r" /n!) est donc bornée. On en déduit que la série entiére Y. a,r" /n! a un rayon
de convergence infini.

2. Soit z un nombre complexe tel que |z| < R. L’'intégrale s’écrit au moins formellement

+o0 +oo 00 n
J p(zx)e ¥ dx = J Z ap (zx) e “dx.
0 n=0

0 n!

Afin d’utiliser le théoréme de Fubini, on écrit d’abord que

(o) 400 n (o) n 400 (o)

zZx z
Z J an( ’) e ¥l dx = Z |an|¥ J x"te ¥ dx = Z |a,| |z|* < oo.
n=0-0 n: n=0 n Jo n=0

—
=n!
Pour le calcul de 'intégrale, on peut procéder par récurrence et intégrations par parties, ou se souvenir du lien
avec le fonction T, puisque l'intégrale est I'(n + 1) = n!. Le théoréme de Fubini, permet donc d’intervertir les
symboles . et [, de sorte que

o = (e > o
J p(zx)e X dx = Z J' e~ e Fdx = Z an— J x"e X dx = Z a, z" = O(2).
0 n=0-0 n: n=0 - Jo n=0
=n!
Exercice 15.7 (Inégalité de Wirtinger) Lecons : 241, 267. Référence : [7].

Soit f une fonction a valeurs complexes, 277-périodique, de classe € et d’intégrale nulle sur une période. Montrer
que

2 21
J If(t)lzdtgj |f/(0)|? dt
0 0

et étudier le cas d’égalité.

Corrigé.

Pour tout entier n € Z, une simple intégration par parties montre clairement que c,(f") = in¢c,(f). En appliquant
I'identité de Bessel-Parseval, et en observant que le coefficient de Fourier ¢y( f) est nul puisque la fonction f est
d’intégrale nulle, on obtient

21 21
[ ora=zr ¥ la(f <o Y ina(df =21 ¥ laGOF = | 170F d
0 neZN\{0} nez nezZ\{0} 0

ce qui donne I'inégalité annoncée. De plus, on observe que la différence des deux intégrales s’écrit simplement

o Y - Dle(HP

nezZ\{0}

Le cas d’égalité correspond donc au fait que ¢,(f) = 0 dés que |n| > 2. Les seules fonctions possibles sont donc
t>ae +be ™ aveca,b e C.



CHAPITRE / 16

Intégration et intégrales a parametre Références : [6, 7, 14].

La fonction Gamma d’Euler est définie pour Rz > 0 par I'(z) = Jgo t*"le7t dt, avec t* 71 = exp((z — 1) logt). Elle
vérifie ['(z + 1) = z[(z) et I'(n + 1) = n! pour n € N.

Exercice 16.1 (Calcul de I'intégrale de Gauss) Lecons : 236, 239, 265. Référence : [6].
—+00

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I'intégrale de Gauss I = J e dx.
0

1. Méthode utilisant une relation fonctionnelle : On considére les fonctions f et g définies sur [0, +-oo[ par

to 1 =41
t):J e ™ dx et t)zJ —dx.

f( . 8( o

Donner une relation fonctionnelle entre f et g, et en déduire la valeur de I.

2. Méthode utilisant une intégrale double : Exprimer I comme I'intégrale d’une fonction de deux variables, puis
passer en coordonnées polaires dans I'intégrale. En déduire la valeur de I.

® —x
3. Déduire de ce qui précéde la valeur de F<l> = J £ dx.
2 0 x

Corrigé.

1. ATaide du théoréme de dérivation des intégrales a parameétre, on peut montrer que la fonction g est dérivable
sur [0, +oo, et que pour tout réel ¢ de cet intervalle,

1 1 t
g = J —ote~(+DE gy = et J ey = —2¢ J S =2f'@) f(®).
0 0 0

En intégrant, on en déduit que pour tout réel t > 0,

=5~ f@*

1
0 x2 +1

g - g(0) = —f@P + f(O2  donc  g(t)= —f()?+ j dx

On observe de plus que g(t) P 0 car pour tout réel t > 0,
—+00

1

2 dx T _42

0< tgetj — =t
g() 0 x2+1 4

. . s .
Comme la fonction f est positive, on en conclut que f(t) e\ 7 cequ donne I = TR
—+00

2. En procédant au changement de variables usuel pour passer en coordonnées polaires, on peut écrire que

/2 oo /2 2%
1?2 = J e~ (*+y?) dxdy = J J e rdrdd = J' _¢ do=21,
[O,oo[2 0 0 0 2 0 4

T
de sorte qu’on retrouve I = g

3. Pour faire le lien avec I'(1/2), on effectue le changement de variable x = t? dans I'intégrale

1 e X © et © e HRa
r(—): —dx = —2tdt=2] eV dt= e U dt =2l =nm.
2 0 x o t 0 —oo

146
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Exercice 16.2 (Transformée de Fourier de la gaussienne) Lecons : 236, 239, 250. Référence : [14].
+o00
La transformée de Fourier d’une fonction f € L!(R) est définie ici par la formule f(¢) = J f(x) e %% dx. On

—00
propose trois méthodes pour montrer que, pour a > 0, la transformée de Fourier de la fonction gaussienne

Qo0 X > 0¥

2 P [ _g s . s
est la fonction ¢, : € = _[—e £/Ua) op propose ensuite d’étendre ce résultat au cas d’un
a
parameétre complexe, ainsi qu’au cas vectoriel.

+o0
2

1. Utiliser le résultat de I’exercice précédent pour indiquer la valeur de I'intégrale J e " dx.

—00
2. Méthode utilisant une équation différentielle : Montrer que la transformée de Fourier @, est de classe &' sur R,
et solution d’une équation différentielle simple. En résolvant cette équation, déterminer 1’expression de ¢.

+00 ,

3. Méthode utilisant un prolongement analytique : Montrer que la fonction @, : z J e ¥ e dx est

—00

holomorphe sur C. En donner une expression simple quand z est réel. Déterminer alors I'expression de ¢, par
prolongement analytique.

A . ’ . —_ 2
4. Méthode utilisant une intégrale de chemin : Retrouver 'expression de ¢, en intégrant la fonction z — e™** sur

tout rectangle du plan complexe défini par les points —R et R + 12—, orienté arbitrairement, avec R — +oo.
a

5. Extension au cas d’un paramétre complexe : On choisit la détermination principale Logz = log|z| + i Argz
sur C\] — 0,0], avec —7 < Argz < 7, et \Jz = exp(Log z/2). Avec cette convention, montrer que la formule

Pu(8) = \/ge_fz/(‘l“) reste vraie pour a € C tel que Ra > 0.

6. Extension au cas vectoriel : La transformée de Fourier d’une fonction f sur R" est définie ici par la formule f(¢) =

J. f(x) e dx pour £ € R™. Soit A une matrice symétrique définie positive. Déterminer la transformée de
Ier

Fourier de la fonction définie sur R" par @4 : x > e 4%,

Corrigé.

X

2
1. La fonction x +— e™* étant paire, son intégrale sur R est le double de son intégrale sur [0, co[. On a donc

oo
J e ™ dx =

—o0
+00 ,
2. La transformée de Fourier considérée s’écrit ¢, (&) = J e~ e1¥ dx. On peut lui appliquer le théoréme de

—00

dérivation sous le signe intégrale, ce qui montre que la fonction @, est de classe € sur R et vérifie pour tout &,

~7 oo . —axz —ixé—' 1 —axz —ixf e e g —axz —ixf 5 o~
Oy &) = —ixe ™ e ™ dx = [—e e ]_Oo - e M e dx = “on 0p(E).

20 —oo 20X

—00

On en déduit I'existence d’une constante C telle que ¢,(¢) = C e t/(4a) pour tout £ € R. Afin de déterminer
+00 +o0 d

la valeur de C, il suffit de fixer £ = 0, ce qui donne C = ¢,(0) = J e—ax2 dx = J e—y2 \/—X = E’ et
—00 —00 [04 [24

finalement I'expression @, (¢) = \/E et/ (4a) pour tout £ € R.
a

3. On peut montrer que la fonction @, est holomorphe sur C en utilisant le théoreme d’holomorphie des intégrales
a paramétre. De plus, si z désigne un nombre réel, on peut écrire que

+00 +00 2 2 +00
Cpa(z) — J e—axz e X2 dx = J exp(z_a —a (_x + i) )dx — eZZ/(4a)I e—ayz dy — \/gezz/(‘la)_

Le membre de gauche et le membre de droite définissent deux fonctions holomorphes sur C qui coincident
sur R. Par unicité du prolongement analytique, ces deux fonctions coincident sur C tout entier. En prenant

alors z = i¢, pour ¢ € R, on retrouve I'expression @, (¢) = \ﬁe_gz/(‘l“).
a
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oz

2
4. Lafonction z — e™** est holomorphe sur C, donc pour tout R > 0, son intégrale sur le rectangle défini par les

points —R et R + izi, parcouru successivement par les sommets —R, R, R + ié /(2a) et —R + ié /(2) (le cas
a

& = 0 étant déja connu), est nulle. Cette intégrale se décompose comme

R £/(2a) R L £)2 §/a)
j e g 4 J ea(Rei? gy J e (v1%) dx - j e~aCR+ gy = g,
_R 0 -R 0

Quand R — +oo, le premier terme tend vers I'intégrale sur R tout entier, soit \/7r /&, comme calculé dans les
questions précédentes. La troisiéme intégrale tend vers

—00 —00

+00 . 2 400
J e_a(xﬂ%) dx = t*/(4) J e emIx gy = egz/(w)@(ér).
Enfin, les deux intégrales restantes vérifient

J o e—a(RitY; gy

, (lEl/@a)
< e R J e dt —— 0.
0

0 R—+o00

On en conclut que \/E — et/ “a) @ (£) = 0 pour tout £ € R, ce qui donne & nouveau @ () = \/E et/ (4a),
a a

5. En utilisant la détermination principale du logarithme, on peut poser \/z = ellog2)/2 pour Rz > 0. Ainsi, pour
& € R fixé, la fonction o — \[Ee_gz/ (42) g’¢tend en une fonction holomorphe sur le domaine Ra > 0. De

a
plus, en utilisant le théoréme d’holomorphie des intégrales a parameétre, on peut montrer que la fonction

+o0

2 .

a - J e %" ¢ % dx est holomorphe sur le méme domaine. On conclut par unicité du prolongement

—00
analytique, puisque la formule est vraie quand « est réel strictement positif.

6. La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée. On note ay, ..., @, > 0 ses valeurs propres et
X1, ..., X, les coordonnées d’un point générique x € R" dans une base orthonormée dans laquelle A est
diagonalisable. Le changement de base est donné par une matrice orthogonale, donc induit un changement de
variable dont la valeur absolue du jacobien vaut 1. On a donc

@(ﬁ) _ J e~ Axxg—i€x g, — J ef(alxlzf4.+anx,%)efi(§1x1+...+§nxn) dx

ﬂ,n/Z

[ n n
= efaixize_igjxi dx; = Pe (&) = ﬂefgfz/(mf) = —e_A71§'§/4.
HJ_OO ! g%’ 3 ]1]1: of Vvdet A
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Exercice 16.3 (Calcul du volume de la boule unité) Lecon : 236.

1. Montrer que le volume de la boule euclidienne unité fermée de R" s’écrit v, = JRn Ly z<n dx; ... dx,.

1
2. Montrer que pour tout entier n > 1, on a v, = L,u,, avec I, = J' (1 — x2)"/2 dx.
-1

n
n+1

3. Montrer que pour tout entiern > 2,ona I, = L.

4. En déduire 'expression de vj,.
Corrigeé.

1. La boule euclidienne unité fermée de R" est 'ensemble des points (x;, ..., x,) tels que xZ + ... + x2 < 1. Sachant

que le volume est donné par la mesure de Lebesgue, on en déduit que le volume de la boule euclidienne unité

’ b : p—
fermée s’exprime comme v, = JIRn Loy e<ny dxq ... dx,.

2. En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire que

1
Upt1 = JR"“ Loy s, <1y X Aoy = J_l J . Ly xi<i—xy 41 oo doy dx

On reconnait a 'intérieur le volume de la boule euclidienne de R”, centrée a I'origine et de rayon (1 — x2)1/ 2,
Ce volume vaut (1 — x2)"/2 fois celui de la boule unité fermée. On a donc

1 1
Upg1 = J (1- xz)"/zvn dx = Ly, avec I = J (1 — x2)"/2 dx.
-1 -1

3. Pour n > 2, on observe que
1 1 1
I = J (1- xz)”/2 dx = J (1-x%)(1 - xz)”/z_1 dx=1,_5— J x%(1 - xz)"/z_1 dx.
-1 -1 -1

De plus, a ’'aide d’une intégration par parties, on a
b, 2yn/2-1 1 /2t L 1[0 2\n/2 L
J x(l—x)”/_dxz——[x(l—x)"/]_lJr—J (1—x2)"2dx = 2.
1 n nJ_q n

£ 1o s s 1 . n
On en déduit que I, = I,_, — —, d’ol1 I'on tire finalement I, = Tln_z.
n n
, . 27 o
4. Montrons par récurrence que pour tout entier n > 2, on a I,_{I,_» = —. En effet, au rang initial, on observe
n

que [ [ = %2 == ?ﬂ Ensuite, si la relation est vraie au rang n, alors la relation obtenue ci-dessus implique

n n 2rx 2
LI = L oI = — = .
nn-1 n+1nz"1 n+ln n+1

, 27 . s
Par conséquent, on av, = I, (I, »v, » = —Uu,_, pour tout entier n > 3. Selon la parité de n, on a donc
n

N7 S S RN S S S ik
kT ok2(k—1)"" 4 2 & M T kv 12k—173 ' (k+1/2)(k-1/2)...(3/2)(1/2)
”n/z

car on sait que v, = 7 et v; = 2. On peut condenser ces résultats dans la formule v, = m
n
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Exercice 16.4 (Calcul de I'aire de la sphere unité) Lecon : 236.

1. Donner la valeur de I'intégrale
2 2
I, = J e~ H%) dx, . dx,.
2. A l'aide d’un passage en coordonnées sphériques, déterminer la valeur de o(8" 1), ot1 $"~! désigne la spheére
euclidienne unité et o est la mesure de surface correspondante.

3. En déduire le volume de la boule euclidienne unité fermée de R".
Corrigeé.
1. ATaide du théoréme de Fubini et de la valeur de I'intégrale de Gauss déterminée dans un exercice précédent,

on écrit

00 n
I, = J e~ (i +tx) dx; ...dx, = (J e dx) = 7"/2,

—00
2. En passant en coordonnées sphériques dans I'intégrale, on a

[o¢]

I = J J el dro(ds) = O'(S"_I)J el dr,
$7-1 Jo 0

Il reste a calculer cette derniére intégrale. Le changement de variable ¢ = r? donne

Joo e ldr = Jw t(n_l)/ze_ti =1 JOO /2 et dr = l[‘ (E> :
. o Wt 2o 2 \2

27/
I'(n/2)

3. En notant v, le volume de la boule euclidienne unité fermée, on a en coordonnées sphériques

On en conclut que o($" 1) =

1 nql n/2 n/2
_ nt ey [T 22 g
bn = L,nl L "t dro(ds) = o5 | ]o W(n/2)  T/z+ 1)

Exercice 16.5 (Intégrale de Frullani) Lecon : 239. Référence : [6].
+00
Soit f : [0, +co[ — R une fonction continue telle que I'intégrale J e dt converge.
1
+o0
at) — f(bt
1. Soient deux nombres réels a, b > 0. Montrer que l'intégrale M dt converge et calculer sa valeur.
0

too —at  —bt
2. Application. Pour a,b > 0, calculer la valeur de I'intégrale J’ € dr

0 t

Corrigeé.

f(at) = f(bt)
t

1. On pose g(t) = pour tout réel t > 0. Un simple changement de variable montre que pour tout

+o00 +o00
a > 0, l'intégrale J T) dt est de méme nature que I'intégrale J - dt, c’est-a-dire convergente. On

1 a
+o00

en déduit que l'intégrale g(t) dt converge. Il reste a prouver que l'intégrale converge jusqu’a la borne 0.

1
Pour tout réel x > 0, en effectuant de simples changements de variables, on a

~ o0 o0 bx
J+ gt)dr = ) du — ) du = J fw du.
u bx u

x ax ax U
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Comme la fonction f est continue, la formule de la moyenne sur le segment de bornes ax et bx (avec intégrales
orientées si a > b) montre I'existence d’un réel c, de cet intervalle pour lequel

bx bx
J [ 4 - f(cx)J W - flelog 2 — f0)1og 2.
ax u u a x>0 ¢

ax

L)y, oot

On en déduit que l'intégrale converge et vaut J

0 t
+oo et _ e—bt b
2. En appliquant ce qui précéde a la fonction f(t) = e, on obtient directement J dt = log —.
0 a
Exercice 16.6 (Intégrales a parametre et fonction Gamma) Lecon : 239. Référence : [6].
400 .
sm(xt
1. Pour tout réel x > 0, calculer la valeur de 'intégrale I(x) = J Le_t dt.
0
+o0 _
2. Pour tous réels @ > 0 et x > 0, exprimer la valeur de l'intégrale I,(x) = J e e 1 dt 4 laide de la
o0 . 0
fonction I'. En déduire la valeur de J(a) = J % lell dt quand 0 < & < 1.
0

Corrigé.

1. En utilisant le théoréme de dérivation des intégrales a parametres, on peut montrer que la fonction I est
dérivable sur [0, +oo[, et que pour tout réel x de cet intervalle,

+oo +oo (x—1)r 17
I'(x) = J cos(xt) e tdt = ER(J. elix=1)t dt) =R [e ] = 2R< 1 _ ) __1 .
0 0 ix—1 |, 1—ix 1+x2

On en déduit par intégration que pour tout réel x > 0,

Yodr
I(x) = I(0) + J = arctan x.
o 1+ £2

2. A nouveau en utilisant le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, on peut montrer que la fonction
I, est dérivable sur [0, +oo, et que pour tout réel x de cet intervalle,

+00 .

II(x) = J it et X a1 gy,

0
En outre, une intégration par parties sur l'intégrale définissant I,(x) donne pour tout réel x > 0,
+oo . +00 :
P ix—1 i i+x
L(x) = [e(”‘ Dt—] - —J e te™ ¥ dt = ———TI/(x).
@ 10 4 0 l4

On peut intégrer I’équation différentielle ainsi obtenue en calculant

J-dx :J X1 dxzllog(x2+1)—iarctanx+C.
i+x x2+1 2

On en déduit qu’il existe une constante A € C telle que pour tout réel x > 0,

2 eia arctan x

L(x) = Aexp(—% log(x? + 1) + iz arctan x) = W

Pour déterminer la valeur de la constante, on évalue I, en 0, ce qui donne A = I,(0) = I'(«). Finalement, pour
tout réel x > 0, on a
F( (X) eia arctan x

L(x) = (x2 N 1)“/2



152 Intégration et intégrales a parameétre

Pour faire ensuite le lien avec la fonction J(«), on procéde au changement de variable u = xt dans l'intégrale
définissant I,(x). Ainsi, pour x > 0, on a
1 ;
L(x)=— J e /X gl a1 gy,
x% 0

L’idée est maintenant de faire tendre x vers 'infini dans 'intégrale, puisqu’on voit formellement que la limite
est égale a J(«). On ne peut pas utiliser directement le théoréme de convergence dominée sur I'intervalle
10, +o0[ tout entier, mais on peut commencer par I'utiliser sur ]0, 1] puisque I'intégrande est borné par u®~1,
qui est intégrable sur cet intervalle car @ > 0. Sur 'intervalle [1, +oo[, on procéde a une intégration par parties :

+o00

e(i—l/x)u u(x—l] a1 Jf+°° e(i—l/x)u 42 du
i—1/x 1 i-1/x )y

400
J e—u/x el @1 qy =
1

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la seconde intégrale car 'intégrande est borné par
u®2, qui est intégrable sur I'intervalle [1,+oo[ car & < 1. Par conséquent,

~+00 ) 1 ) ei -1 +00 .
J e U/x el yalqy — J eyt ldy — = — =— J ey 2 du = J(a).
0 x—+o0 | 1 1 1

Pour obtenir cette derniere égalité, on lit 'intégration par parties dans [’autre sens en se placant d’abord sur
des intervalles de la forme [1, N] car l'intégrale est seulement semi-convergente. On en déduit que

+eo : x“T(a) eia arctan x )
J(@) = lim e WXl =140 — lim x“ L(x) = lim — F(a)ela”/z.
X—>+00 ] X—>+00 x—+00 (X2 + 1)0{/2
Exercice 16.7 (Logarithme intégral) Legons : 239, 265. Référence : [6].

X
1 . . o oo . dt ,
On considére la fonction logarithme intégral définie par Li(x) = J —— pour tout réel x > 2. Donner un

2 logt
développement asymptotique a I'infini de Li a n’importe quel ordre.
Corrigeé.

En procédant a n intégrations par parties, on trouve pour x > 2,

ke T (F wmd
L1(x) = Z —k + —+1
=5 Ldogt)* 1|, J2 (logt)"

e . A . (s 't
Cependant, dans cette derniere intégrale, I'intégrande est équivalent a la dérivée de t — SENLLE. quand ¢ tend
(log t)TH‘l

vers 'infini. Comme l'intégrale diverge, on peut intégrer les équivalents, et conclure que

n

k!'x X
Li(x)= Y ———+ o (———).
lﬁ)kﬂa%@H1x+m(wgﬂ“J

Exercice 16.8 (Translations et convergence en moyenne) Lecon : 239. Référence : [7].

Soit une fonction f : R — R continue et intégrable sur R. On pose

1@=[ Ife+a- fold

1. Montrer que I(a) — 0.
a—0

2. Montrer que I(a) admet une limite finie quand a — +oo, et calculer sa valeur.



153
Corrigeé.

1. L’intégrabilité de f ne fournit pas a elle seule une domination intégrable uniforme des translatées pour a
voisin de zéro. Cependant, en utilisant la continuité et 'intégrabilité de f sur R, on écrit pour tout réel X > 0,

-X X +00
I(a@) = j G+ a)— F()ldr + j W= ol + L Gt +a)— FO) dt

< j |f(t)|dt+j Gt + )| dt +2X sup |Gt +a)— F(0)
[t>X [t|=X

<X

< j |f(t)|dt+j £ ds +2X sup [£(t +a) — F@O).
[t>X s|>X~|a]

<X

Par continuité de f, et donc par uniforme continuité sur les compacts, le supremum ci-dessus tend vers 0
quand a tend vers 0, pour tout X fixé. On a donc

lim sup I(a) < ZJ |f@®)|dt —— 0.
t]>X X—+o0

a—0

2. Un simple changement de variable assure que

=] li(s+2) s 9= [ o 1

ou l'on a posé f;(s) = f(s+b) pour s,b € R. Pour b > 0, on a
| h=sl= [ 1l = || -l ] 1]
o U EFRETI S [T
< | W= fal=lfal+ ] 1fa

5

D’apres I'inégalité triangulaire, on a || f, — f_p| — | f-pll < |fpl, ce qui donne

JR+ fy — ful = I f=ll + LR_ |fopl < JR+ |l + JR_ |fopl = szb If()] dt.

Par symétrie, on a le méme résultat pour I'intégrale sur R™ de |f;, — f_p|. Finalement,

@-2] i<z | if@a e

On en conclut que I(a) converge vers ZJ |f| quand @ — +oo.
R



CHAPITRE / 17

ConveXité Références : [6, 13, 16, 18].

L’enveloppe convexe conv(A) d’une partie A est 'ensemble de ses combinaisons convexes finies Z;nzl Ajx;j, ot
X €A A >0et) jAj =1; on pose conv(®) = @. Le barycentre de points x; affectés de coefficients a; > 0, non
tous nuls, est (ZJ ajxj)/(zj aj).

Exercice 17.1 (Autour du théoréeme de Carathéodory) Lecon : 253. Références : [6, 13, 18].

1.
2.

Soit C un convexe d’un espace vectoriel normé E. Montrer que 'adhérence C et 'intérieur C sont convexes.

(Carathéodory) Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension n € IN*, et soit x le barycentre de p vecteurs
Xy, ..., Xp € E affectés de coefficients positifs. Montrer qu'il existe I C {1,..., p} de cardinal au plus n + 1 tel que
x soit le barycentre des points x;, avec i € I, affectés de coefficients positifs.

. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit A une partie compacte de E. Montrer que I’enveloppe

convexe de A est compacte.

. On suppose maintenant que E est un espace vectoriel normé de dimension infinie. Montrer qu’il existe un

compact A de E dont ’enveloppe convexe n’est pas fermée.

Corrigeé.

1.

Soit A € [0,1] et x,y € C. 1l existe une suite (x,) dans C qui converge vers x, et de méme une suite (y,) dans
C qui converge vers y. Par convexité, le point Ax, + (1 — A1)y, appartient a C pour tout n, et par passage a la
limite, on en déduit que le point Ax + (1 — 1)y appartient a C. Ainsi, cet ensemble est convexe.

Soit A € [0,1] et x,y € C. 1l existe un réel p > 0 tel que les boules ouvertes de centres respectifs x et
y, et de rayon p soient incluses dans C. Pour tout vecteur h de norme strictement inférieure a p, on a
Ax+(1=ADy+h=Ax+h)+(1—2A)(y+h) €C, par convexité de C, puisque cet ensemble contient les points
x + h et y + h. Ainsi, la boule ouverte de centre Ax + (1 — A1)y et de rayon p est incluse dans C, ce qui montre
que C est convexe.

On note I' 'ensemble des parties | C {1, ..., p} telles que x est barycentre des points x;, avec i € J, affectés de
coefficients positifs. On note ensuite q le cardinal minimal d’une telle partie. On veut montrer que ¢ < n + 1.
On suppose au contraire que g > n + 2. On a donc, pour une certaine partie J de cardinal g,

x = Z/L-xl- avec Z)Li=1et)ti20.
= i€]

Comme E est de dimension n, les points x;, pour i € ], sont affinement liés, c’est-a-dire qu’il existe des
coeflicients y;, pour i € J, non tous nuls tels que

Z,Uixi:() et Z/lizo.
i€] €]

On note « la plus petite valeur prise par 4;/p;, pouri € J tel que y; > 0. De tels indices existent puisque les g
sont non tous nuls et de somme nulle. On a & > 0, et donc A; — ag; > 0 pour tout i € J. On peut alors écrire

X = Z(/li — L)% avec Z()L,» —ap)=1et A —ap >0.
ie] ie]

Cependant, I'un des coefficients A;—ay; est nul, par définition de @. On peut donc retirer 'indice i correspondant
de I'ensemble J et garder la méme décomposition. Cela contredit donc la minimalité de q. Finalement, g < n+1.
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On note A I'ensemble des (n + 1)-uplets de réels A; > 0 tels que A; +... + 4,,; = 1. Il s’agit d’'un sous-ensemble
fermé du compact [0, 1]"*?, donc c’est un compact. De plus, 'enveloppe convexe de A est 'ensemble des
barycentres de points de A affectés de coefficients positifs. D’aprés le théoréme de Carathéodory, on peut
I'obtenir comme 'image par I'application continue (Ay, ..., A1 1, X1, .o s Xpy1) > A1Xq +...+ Ayg 1%,41 du compact
A x A" 11 s’agit donc d’un ensemble compact.

4. Choisissons une suite (u,),>1 de vecteurs unitaires linéairement indépendants dans E, et posons
X, = 27 My, — 27 2y, A={0}ufx, : n>1}.
Comme ||x,| < 27" + 2772 la suite (x,) converge vers 0 et A est compact. Pour tout N > 1, le point
N 1
sv=2"N.0+ Z 2%, = —uy — 4 N luy
— 4
n=1
appartient a 'enveloppe convexe de A et converge dans E vers u; /4. Cependant, u; /4 n’appartient méme pas
a l'espace vectoriel engendré par les x,. En effet, dans une combinaison linéaire finie non nulle ) ,_; a,x, avec
ay # 0, le coefficient de upn 41 vaut —27N~"2ay # 0, ce qui exclut I'égalité avec u; /4 par indépendance des u,.
L’enveloppe convexe de A n’est donc pas fermée.
Exercice 17.2 (Critéres de convexité pour les fonctions) Lecon : 253. Référence : [6].
1. Soit f une application d’un intervalle I de R a valeurs dans R. Montrer que f est convexe si et seulement si
pour tout segment [a, b] C I et tout réel y, 'application définie par ¢(x) = f(x) + px pour tout x € [a,b] est
majorée sur [a, b] et atteint sa borne supérieure en a ou en b.
2. Soit f une application continue d’un intervalle I de R a valeurs dans R. Montrer que f est convexe si et
x+h
seulement si pour tous x € I et h > 0 tels que x — h et x + h appartiennent a I, on a 2h f(x) < f@)de.
x—h
3. Soit f une application continue d’un intervalle I de R & valeurs dans R.
(a). Montrer que f est convexe si et seulement si
Vxel Ve>0 TFheloe, [x—hx+hlcl  f()< %(f(x+h)+f(x—h)).
(b). En déduire que f est convexe si pour tout x € 1,
. 1
lim sup — (f(x+h)+ f(x—h)—2f(x)) >0.
h—o h
(c). Conclure que f est affine si pour tout x € I,
. 1
lim — (f(x+h) + f(x—h)—2f(x)) = 0.
h—0 h2
Corrigé.

1. On suppose que f est convexe. Pour tout segment [a,b] C I et tout réel y, la fonction ¢(x) = f(x) + px est

clairement convexe aussi. De plus, pour tout A € [0, 1], on a par convexité p(Aa+(1-A)b) < Ap(a)+(1—A)p(b) <
max{gp(a), p(b)}. La fonction ¢ est donc majorée sur [a, b] et atteint sa borne supérieure en a ou en b.

Réciproquement, considérons un intervalle [a, b] inclus dans I et fixons u de sorte que I'application définie par
o(x) = f(x) + px vérifie la condition ¢(a) = ¢(b). Cette application est majorée sur [a, b] et atteint sa borne
supérieure en a et en b, donc ¢(Aa + (1 — A)b) < p(a) = ¢(b) pour tout A € [0, 1]. En revenant a la fonction f,

fQa+ (1= Db) = p(Aa+ (1 — Db) — u(la + (1 — )b)
< Ap(a) + (1 = Do(b) — Apa— (1= Db = Af(a) + (1 = 1) f(b).

Ce résultat étant vrai pour tout segment [a, b] inclus dans I, on en déduit que la fonction f est convexe sur I.
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2.

3.

On suppose que f est convexe, et on considére x € I et h > 0 tels que x — h et x + h appartiennent a I. Par
convexité, on a pour tout t € [0, h], I'inégalité

(x—t)+(x+1)

- )g%(f(x—t)+f(x+t))-

1= f(

En intégrant cette inégalité pour t € [0, h], on obtient

h h x+h
2hf(x) < 2J'0 flodt < L (fx =)+ f(x+1) dt = J_h f@t)dt.

X

Supposons réciproquement que I'inégalité est vérifiée. Si la fonction f n’est pas convexe, alors il existe un
segment [a, b] inclus dans I et un réel u tel que I'application définie par p(x) = f(x) + px n’admet pas son
maximum en a ou en b. Comme ¢ est continue, elle admet son supremum sur [a, b] en un point ¢, qui est donc

c+h c+h
distinct de a et b. On note h = min{b — c¢,c — a} > 0. On a donc J p)dt < J o(c) dt = 2ho(c), avec une
h

c— c—h
c+h
inégalité stricte du fait de la continuité de ¢. En revenant a la fonction f, on en déduit que J f@)dt < 2hf(c),
c—h
ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, f est convexe.

(a). Le sens direct est trivial. Pour la réciproque, on utilise le critére de la premiére question. Considérons un
segment [a,b] inclus dans I et un réel p. La condition sur f est aussi vérifiée par la fonction définie par
o(x) = f(x)+ px. I suffit de montrer que ¢ atteint son supremum en a ou en b. Comme ¢ est continue sur
le segment, elle y atteint son supremum en un point ¢, que I’on peut supposer le plus petit possible, et que
I'on suppose distinct de a et b. On note € > 0 tel que a < c—¢ et c+¢ < b. Par hypothése, il existe h € |0, [
tel que ¢(c) < % (p(c + h) + ¢(c — h)). Par maximalité de ¢(c), on en déduit que ¢(c +h) = p(c —h) = ¢(c),
ce qui contredit la minimalité de c. Ainsi, ¢ coincide avec a ou b. Le critére de la premiére question est
donc vérifié, ce qui prouve que la fonction f est convexe.

(b). Pour tout réel & > 0, on considére la fonction définie sur I par f,(x) = f(x) + ax?. L’hypothése faite sur
la fonction f implique que pour tous x € I et ¢ > 0, il existe h € ]0, ¢[ tel que

folx +h) + f,(x —h) — 2£,(x) = f(x +h) + f(x — h) — 2f(x) + 2ah® > —eh? + 2ah?.

En choisissant ¢ < 2, on en déduit que f,(x) < % (fo(x + h) + f,(x — h)). La condition de la question

précédente est donc satisfaite, ce qui montre que la fonction f, est convexe. Finalement, comme f est
limite simple des fonctions f,, quand @ — 0%, on en conclut que f est convexe également.

(c). Lacondition sur f implique que les deux fonctions f et — f vérifient la condition de la question précédente.
On en déduit que f est a la fois convexe et concave. Elle est donc affine.

Exercice 17.3 (Log-convexité de la fonction Gamma) Lecon : 253. Références : [6, 16].

(sans calcul de dérivée). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs strictement positives. On
dit que f est logarithmiquement convexe, ou plus simplement log-convexe, si la composée log - f est convexe.

1.
2.
3.

Montrer que si la fonction f est log-convexe, alors elle est convexe.
Montrer que f est log-convexe si et seulement si la fonction x — f(x)c¢* est convexe pour tout ¢ > 0.
Montrer que toute combinaison linéaire a coefficients positifs, non tous nuls, de fonctions log-convexes est

log-convexe.

Pour tout & > 0, montrer que la fonction définie pour x > 0 par I',(x) = Z(nh)x_le_”hh est log-convexe.
n=1

. Pour tout x > 0, montrer que I';(x) P I(x) = J t*~le~t dt, puis conclure que T est log-convexe.
—0

0
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6. (Bohr-Mollerup) Montrer que toute fonction log-convexe f : ]0,+oo[ — |0, +oo[ vérifiant f(1) = 1et f(x+1) =
x f(x) pour tout x > 0 est nécessairement la fonction I'. On pourra montrer au passage 'identité

Vx> 0 I(x) = li n!n*
> = ,
x x rltgx(x+1)...(x+n)

de laquelle on déduira la formule de duplication

Vx>0 F(x)F(x + %) — 912X [7T(2x).

Corrigé.

1. Comme la fonction f est log-convexe sur I, et la fonction log est concave sur |0, +oo[, on a pour tous a,b € I
et A € [0, 1], les inégalités log f(Aa + (1 — A)b) < Alog f(a) + (1 — A) log f(b) < log(Af(a) +(1—A)f(b)), et on
conclut a la convexité de f par croissance du logarithme.

2. Pour le sens direct, on observe que pour tout réel ¢ > 0, la fonction x — log f(x) + xlogc est convexe. La
fonction x — f(x)c* est donc log-convexe, puis convexe, d’aprés la question précédente.
Pour la réciproque, on considére a,b € I et A € [0, 1]. Les cas a = b ou A € {0, 1} sont immédiats; on suppose
donca #bet0< A< 1 Pourtoutc>0,ona f(la+ (1—A)b) Aat(1-b < Af(@)c* +(1 -1 f(b) b, ce qui
donne encore

fa+ (1= )b) < Af(a) =M@ L (1 - D) FB)A=D = Af(@) a'™ + (1= D) f(b)a?,

en posant a = ¢*?. On fixe les paramétres a, b, A, et on minimise la borne supérieure sur ¢ > 0, ce qui revient &
minimiser sur & > 0. La fonction correspondante atteint son minimum en a = f(b)/ f(a), et vaut f(a)’ f(b)!~*
en ce point. Finalement, on obtient f(da + (1 — A)b) < f(a)/1 f(b)l_l, ce qui prouve la log-convexité de f.

3. Considérons une combinaison linéaire A, f; + ... + A, f, a coeflicients positifs, non tous nuls, de fonctions
log-convexes. Alors, pour tout ¢ > 0, les fonctions x — fi(x) ¢* sont convexes. On en déduit directement que
la fonction x — (A1 fi(x) + ... + A, f,(x)) c* est convexe pour tout ¢ > 0, et finalement que A, f; + ... + A, f;, est
log-convexe.

4. Soit h > 0. La série qui définit I',(x) est clairement convergente pour tout x > 0. De plus, chaque fonction
x > (nh)* le™h est log-convexe. On déduit de la question précédente que les sommes partielles de la série
sont log-convexes. Pour conclure que la somme de la série est elle-méme une fonction log-convexe, il suffit
d’observer que toute limite simple strictement positive de fonctions log-convexes est log-convexe.

5. Fixons x > 0 et posons ¢(t) = t* le™!, de sorte que I';(x) = Z p(nh)h etT(x) = J et)dt. Pour 0 < x < 1,1a
n=1 0
fonction ¢ est décroissante, donc par comparaison série intégrale, on a

[“owa <rieo <1eo)
h

ce qui montre directement que I';,(x) tend vers I'(x) quand & — 0*. Supposons x > 1. On observe que

[o9)

nh
10 -0 = Y. | () = pla) .

n=1J(n—-1)
Pour tout entier n > 1, une intégration par parties donne
nh b nh
| 0~ o de = [~ 0= DGO ~ DLy~ | = - DR O,
(n—1)h (n—1)h
ou le terme entre crochets est nul. Ainsi,

nh
<h f o
h

(n-1)

nh
j (o(t) — p(nh)) dt
)h

(n—1
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Comme la fonction ¢’ est intégrable sur 'intervalle ]0, +oo[, on en déduit que la série précédente converge

absolument, et que
oo

TG0 = Tyl < L o' @ldt —— o0

On a donc T'y(x) o ['(x) quel que soit x > 0. Finalement, la fonction T est log-convexe, en tant que limite
-0

simple de fonctions log-convexes.

6. On vient de prouver que la fonction I est log-convexe. De plus, on a clairement T'(1) = 1 et la relation
fonctionnelle I'(x + 1) = x I'(x) pour tout x > 0, par intégration par parties. Il suffit donc de montrer que ces
conditions caractérisent une unique fonction. La fonction ¢ = log - f est convexe, nulle au point 1, et vérifie
o(x+1) = ¢(x)+log x pour tout x > 0. En particulier, une récurrence élémentaire montre que p(n+1) = log(n!)
pour tout entier n € IN*. De plus, par convexité, quand x € |0, 1[, les pentes sur les intervalles [n,n + 1],
[n+1,n+ 1+ x] et [n+ 1,n+ 2] sont croissantes, ce qui donne

< pn+14+x)—pn+1)
- x

logn < log(n+ 1).
En appliquant n+ 1 fois la relation fonctionnelle vérifiée par ¢, on a p(n+1+x) = ¢(x) +log(x(x+1)... (x +n)).
On en déduit que

n!n*

0< 900 ~log crm s

< xlog(l + l).
n

| pX
Ainsi, pour tout x € |0, 1[, on a nécessairement f(x) = lim nn .
neo x(x+1)...(x+n)
implique que cette identité reste vraie quel que soit x > 0. Finalement, les conditions portant sur f sont vérifiées
| X
par une unique fonction, qui est la fonction I'. On déduit en outre que T'(x) = lim v pour tout
no x(x+1)...(x+n

réel x > 0. Cela permet de prouver la formule de duplication. En effet, on obtient le produit I'(x) T'(x + 1/2)
comme limite quand n — +oo de

L’équation fonctionnelle sur f

! n¥ n! nx+1/2 22n+2(n!)2n2x+1/2
x(x+1)...(x+n) ‘ (x+1/2)(x+3/2)...(x+n+1/2) - 2x(2x+1)...(2x+2n+1)
__ CGn+DiE@n+ D ( n )2’(. 22n2(n1)2 n
2x(2x+1)...(2x+2n+1) \2n+1 (2n+1)!

Le premier facteur converge vers I'(2x), le second vers 272%, et le troisiéme vérifie d’apres la formule de Stirling
2
221+2(p1)2 [ 92n+2 (Jzﬂn(n/e)") Jn 92n+3 1 2n+3/2 o ~2n & 1 \~2n-3/2
~ = = 2eyrm (1 + —)
(2n+1)! new /2”(2,1 +1)((2n + 1)/e)2m+1 J2m(2n + 1)2n+3/2¢=2n-1 2n

ce qui converge finalement vers 2,/7, et conduit bien a la formule de duplication I'(x) F(x + %) = 2172X [T (2x).
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Séries entieres et analyse complexe Références : [7, 12, 13, 14].

Une fonction entiére est holomorphe sur tout C. Une fonction méromorphe sur un ouvert est holomorphe sauf
en des poles isolés : au voisinage d’un pole a, elle s’écrit (z — a) " g(z) avec m > 1, g holomorphe et g(a) # 0.
La partie singuliére en ce pdle est la somme des termes de puissances négatives de son développement de
Laurent.

Exercice 18.1 (Espace de Bergman) Lecon : 201. Références : [7, 12].

Soit Q un ouvert du plan complexe C, et A%2(Q) I'espace de Bergman sur Q formé des fonctions holomorphes sur
Q qui sont aussi de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur Q, identifié 4 un ouvert de R%. Pour tous
z€ Qet f € A%(Q), on pose 5,(f) = f(2).

1. Montrer que sir > 0 et si le disque fermé B(z,r) = {w € C | |w — z| < r} est inclus dans Q, alors pour toute

fonction f € A%2(Q), ona f(z) = Lz  f(w)dw, ott dw désigne la mesure de Lebesgue sur R?.
re JB(zr)

2. On désigne par d(z, Q) la distance de z au complémentaire de Q. Montrer que pour tous f € A>(Q) etz € Q,

0<r<d(zQ% - lf(z)| < m

N

3. Montrer que A%(Q) muni du produit scalaire usuel de L2(Q) est un espace de Hilbert.
4. Montrer que pour tout z € Q, 'application 8, est une forme linéaire continue sur A%(Q). En déduire qu’il
existe une fonction K, € A%(Q) telle que f(z) = J F(W)K,(w) dw pour toute fonction f € A%(Q).
Q
5. On définit Kq(w, z) = K,(w) pour tout (w,z) € Q x Q.

(a). Montrer que Kq(z,w) = Ko(w, 2).

(b). Soit (e,),en une base hilbertienne de A%(Q). Montrer que K, = Z e,(2) e, dans A%(Q).

n=0

6. On choisit Q égal au disque unité ouvert D = {z € C | |z| < 1}.

. 1 . .
(a). Montrer que les fonctions e, : z — 2", /&, pour n € N, forment une base hilbertienne de A%(D).
T

(b). Calculer explicitement Kp.

Remarque : Cet exercice montre que I'espace de Bergman A%(Q) est un espace de Hilbert d noyau reproduisant, de
noyau donné par I’application Kg.

Corrigeé.
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5.

6.

Comme le disque fermé B(z,r) = {w € C | |w — z| < r} est inclus dans Q, on peut écrire le développement en
© (),
série entiére f(w) = Z T )(
n!

n=0 :
le disque. D’apres le théoréme de Fubini et un passage en coordonnées polaires, on a donc

< f7) . f(")(z) .
JB(Zf)f(W)dW:Z n! ,[B(zr)(w_z) v Z L Jpe ’ pdpdf

M) (z) pnt2
= Z f - r: 21y = f(2)mr?,
n=0 :

w — z)" pour tout point w de ce disque, et il y a convergence normale sur tout

ce qui conduit a 'expression intégrale désirée pour f(z).

Si0 < r < d(z,QY), alors le disque B(z,r) est inclus dans Q. On a donc, d’aprés la question précédente et

Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(Q),
<1l | P = Ul i

Le sous-espace vectoriel A%(Q) hérite par restriction du produit scalaire de L2(Q). Il reste 4 montrer la
complétude de A%(Q) pour la norme associée. Soit (f,),en une suite de Cauchy dans A%(Q), et soit K un
compact inclus dans Q. Comme la distance entre K et QC est strictement positive, il existe r > 0 tel que
0 <r < d(z, Q% pour tout z € K. Pour tous p,q € IN, on a donc fr—Jq € A?(Q), donc la question précédente

montre que
”f p fq"z

7

Il en ressort que la suite ( f,,),en est de Cauchy au sens de lanorme | - |, sur K. Elle converge donc uniformément
sur tout compact inclus dans Q vers une fonction notée f. Le théoréme de Weierstrass implique que f est
holomorphe sur . De plus, la fonction f est de carré intégrable donc appartient & A%(Q). En effet, d’apres le
lemme de Fatou, on a pour n’importe quel ¢ > 0 et pour p € N assez grand,

JQ|fp(W) — f(w)lPdw < li%loianQ|fp(W) - fq(W)|2 dw < €2,

@l = ‘ jB( o

ce qui donne la borne demandée.

VzeK  |fpa) - el < ———

de sorte que f, — f est de carré intégrable, et donc f également. Il en résulte en outre que | f, — f|, converge
vers zéro, ce qui montre que la suite (f,),en converge vers f aussi dans A%(Q).

Pour z € Q, il est clair que Iapplication &, : A%(Q) — C est linéaire. De plus, en notant r > 0 tel que

1 £

0<r<d(z,Q%, onals, (NI < |f(z)] < =—=. Ainsi, 9, est une forme linéaire continue de norme majorée par
. rm

d(z, Q"7

fonction de A?(Q) notée K,. On a ainsi f(z) = JQ f(w)K,(w) dw pour toute fonction f € A%(Q).

. A T'aide du théoréme de Riesz, on en déduit que &, est représentée via le produit scalaire par une

(a). Par symétrie hermitienne du produit scalaire, on a

Ko(z,w) = Kw(z) = <Kw:Kz> = <KzaKw> = Kz(w) = Kq(w, 2).

(b). Pour z € Q fixé, on sait que K, se développe dans A%(Q) sous la forme K, = Z(KZ, en)e,. Cependant,
n=0

chaque coefficient s’exprime comme (K, e,) = (e,, K;) = ¢,(z). D'ou K, = Z en(2) ey
n=0

(a). On vérifie que les fonctions e, : z — a,z", avec a, = , forment un systéme orthonormé de A%(D),

/s
ou D est le disque unité ouvert. En effet, pour p,q € IN, on calcule en passant en coordonnées polaires

Lip=q}

2 1
— — +q oi(p—q)0 — -
(ep,eq) = J;) ayagwPwi dw = a,a, L L pPFae"P= pdpdo = Zﬂapaqp rqr (p=g}
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Pour montrer que la famille (e, ),c est totale, il suffit de montrer que pour toute fonction f de A%(D), on
(o)

alfls = ZK f.en)|?. En effet, cette identité caractérise I'appartenance a 'adhérence de I'espace vectoriel
n=0
engendré par les e,. En écrivant f comme somme de la série entiére ), f,,z", en passant en coordonnées

polaires et en utilisant la formule de Parseval sur chaque cercle de rayon p centré a 'origine puis enfin le
théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

1 2m ] 1 )
17 = | troia = | ( [, e de) pdp= (zn Z|fn|2p2n) pdp
n=0

- ! = | fal?
—9 2 2+l 4, — nl_
n;:olfnl L p p=r E ——

n=0

Par polarisation, cela implique que pour f = Y, f,z" et g = Y., g,2" dans A%(D),ona(f, g) = Z fngn .

a
En particulier, pour tout n € IN, on obtient (f,e,) = 7 f:-nl = fo| :T_ T L’identité recherchée est donc
n n

vérifiée pour toute fonction f de A%(D), ce qui montre que (e,),cn €n est bien une base hilbertienne.

(b). On calcule Kp(w, z) = (K,,K,,) = Z e,(2)e,(w) = Z nt 1( w) = ;72
n=0 n=0 7(1—zw)
Exercice 18.2 (Composantes connexes dans C) Lecon : 204.

Soit K un compact non vide de C, et Q = K° son complémentaire.

1.

Montrer que Q admet une unique composante connexe non bornée notée wy,.

. Montrer que toute composante connexe w de Q est ouverte et que sa frontiére vérifie dw C K.

2
3.
4

Montrer que Q admet un nombre au plus dénombrable de composantes connexes.

. Montrer que la réunion K de K et des composantes connexes bornées de Q est un compact dont le complé-

mentaire est connexe.

Corrigeé.

1.

Le compact K est inclus dans le disque fermé D(0, R) pour R assez grand. L’ensemble wp = {z € C||z| > R} est
un ouvert inclus dans Q. De plus, wg est connexe, puisque c’est I'image du produit de connexes |R, +oo[ x [0, 27|
par 'application continue (r, ) — rel’. Comme le point R + 1 appartient a wg, la composante connexe qui
contient R + 1 contient nécessairement WR, donc est une composante connexe non bornée de Q, notée wy,. De
plus, toute autre composante connexe w de Q est nécessairement incluse dans D(0, R), donc est bornée. En
effet, dans le cas contraire, il existerait z € w N wgr C @ N wWe, ce qui est impossible puisque les composantes
connexes sont disjointes.

Toute composante connexe o de Q est ouverte, puisque C est localement connexe. Ainsi, dw = @ \ . De plus,
w est un fermé de Q, de sorte que @ N Q = w. Il en ressort que dw N Q = @, et donc dw C K.

Pour tout entier p, on note € ’ensemble des composantes connexes de Q. Pour tout w € €, l'intersection
® N D(0, p) est un ouvert. S’il est non vide, il contient un disque D(x,,,r,,). Ces disques sont disjoints et tous
inclus dans D(0, p). En prenant la mesure de Lebesgue, on a en particulier

Z ﬂrf) < ﬂpz,

WEG
wND(0,p)=D

ce qui montre que 'ensemble des composantes connexes de Q qui rencontrent D(0, p) est au plus dénombrable.
On en conclut que Q comporte un nombre au plus dénombrable de composantes connexes.

Notons Qg la réunion (eventuellement vide) des composantes connexes bornées de Q. OnaQ = Q) U ww, donc
C=KuQ=KUQUawx = K Ll Weo, C€ qui montre que K = S est fermé. De plus, K=Ku Q, C D(0, R),
donc K est borné. Finalement, K est compact, et on sait que son complémentaire K Ke = = Ws est connexe.
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Exercice 18.3 (Théoréme de Runge) Lecon : 204. Référence : [14].

1. Soit K un compact non vide de C. On note C(K) 'algébre des fonctions continues sur K, muni de la norme
| - |oo, ainsi que P(K) 'adhérence de I'ensemble des fonctions polynomiales définies sur K. Montrer que P(K)
est une sous-algebre de C(K).

2. On suppose dans cette question que le complémentaire K¢ est connexe. Pour tout a € K¢, on définit la fonction

¥q € C(K) par ¢,(z) = 1 pour tout z € K. On note A I’ensemble des points a € K€ tels que ¢, € P(K).
z—a

(a). Montrer que A est non vide.

(b). Montrer que A est fermé dans K°€.

(c). Montrer que A est ouvert dans K°.

(d). En déduire que pour tout point a € K¢, la fonction ¢, est limite uniforme de fonctions polynomiales sur

K.

3. Montrer que si B désigne une sous-algébre fermée de C(K), et w une composante connexe de K¢, alors
I'ensemble wg = {a € w | ¢, € B} est soit vide, soit égal a w tout entier.

4. On note w, les composantes connexes bornées de K¢, et on choisit un point a, € w, pour chaque n. Montrer
que pour tout point a € K¢, la fonction ¢, est limite uniforme sur K de fractions rationnelles dont les poles
sont contenus dans 'ensemble des a,,.

Corrigeé.

1. Si P, et Q, désignent des fonctions polynomiales définies sur K, qui convergent uniformément vers f et
g respectivement, et si A € C, on a clairement AP, + Q, — Af + g et P,Q, —> fg. Ainsi, P(K) est une
hoo noo

sous-algebre de C(K).
2. (a). Notons R = supf{|z|, z € K} et considérons un point tel que |a| > R. On a alors

n

1 1 b4
#a(2) = al—z/a Z antl’

n=0

n

1
"

s : RY' .
Cette série entiere converge normalement sur K, puisque <ﬂ> . La fonction ¢, est donc
a

at1
n
limite uniforme sur K de la suite de fonctions polynomiales — Z % Ainsi ¢, € P(K), puis a € A.
k=0 4
(b). Pour tous points a,b € K€ et tout point z € K tels que |a —b| < § = d(a,K), on a
S T R’ R
a z-bl |z—ada|lz—bl = (5 —|a—-b])’

(02— @) = | =

Considérons une suite de points a, € A qui converge vers a € K€. Pour n assez grand, on a |a — a,| <
2 . . R
8/2 < 8, de sorte que |, — @4l < 5—2|a — a,| —> 0. Comme chaque fonction ¢, appartient a P(K), on en
n noo n
déduit que la fonction ¢, appartient a ’'adhérence de P(K), c’est-a-dire a P(K) puisque c’est un fermé.

(c). Pour a € A et § = d(a, K), montrons que le disque fermé D(a, §/2) est contenu dans A. Pour |h| < 5/2 et

z€K,ona
1 1 1 - - .
Pa+h(2) = = = = D W (@a(2))™.
“ z—a-h z—al-h/(z—a) ,IZ:;)(Z—a)”Jr1 nz::‘) ‘
. A " |l !
Cette série converge normalement sur K car le terme général vérifie < <§ 27" On
(z _ a)n+1 on+l

n
en déduit que ¢, est limite uniforme sur K de la suite de fonctions Z ¥ (9,(2))F*1, et donc appartient

k=0
a la sous-algebre fermée P(K). Ainsi, le point a + h appartient & A dés que |h| < /2.
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(d). On a montré que A est une partie non vide, fermée et ouverte du connexe K. Il en ressort que A = K.
Par conséquent, pour tout point a € K¢, la fonction ¢, appartient a P(K).

En reproduisant les preuves ci-dessus, on montre que wp est une partie ouverte et fermée dans le connexe w.
Ainsi, wg est vide ou égal a w.

On note B l'adhérence dans C(K) des restrictions a K des fractions rationnelles dont les pdles sont contenus
dans 'ensemble des a,. Il s’agit d’'une sous-algebre fermée de C(K). D’apreés ce qui précéde, pour toute
composante connexe w de K¢, 'ensemble wg des a € w tels que ¢, € B est vide ou égal & w. On a vu ci-dessus
que si a est de module assez grand, alors ¢, est limite uniforme de fonctions polynomiales sur K. Ainsi, si @
est la composante connexe non bornée, wg est non vide. Si au contraire on considére une composante connexe
bornée wy, alors ¢, € B, et donc w, p est non vide aussi. Finalement,

{aEK°|(paEB}=|_|a)B=|_|a):KC.
w w

Exercice 18.4 (Enveloppe polynomiale d’un compact de C) Lecon : 204. Référence : [14].

AN
Soit K un compact non vide de C, et K la réunion de K et des composantes connexes bornées du complémentaire
K¢

1.
2.

Montrer que pour toute fonction polynomiale P et pour tout point a € K, on a |P(a)| < sup xIPl.

Soit a € K°. Montrer qu’il existe une suite de fonctions polynomiales P, qui converge uniformément sur K

vers ¢, : z — ; En déduire qu’il existe une suite de fonctions polynomiales Q, telles que Q,(a) = 1 quel

z—a
que soit n, et supg|Q,| — 0.
noo

. Montrer que K est 'ensemble des points a € C tels que |P(a)| < sup «|P| pour toute fonction polynomiale P.

On dit que K est I’enveloppe polynomiale de K.

Corrigeé.

1.

Soit w une composante connexe bornée de K, et soit a € w. On a |P(a)| < sup,,|P| d’aprés le principe du
maximum. De plus, on sait d’aprés un exercice précédent que dw C K. Ainsi, |P(a)| < supg|P|, et cette borne
est valable pour a dans n’importe quelle composante connexe bornée de K¢, et aussi pour a dans K. La borne
est donc valable pour tout a dans K.

Comme K est un compact de complémentaire connexe, le théoréeme de Runge assure dlrectement que pour
tout a € K¢, il existe une suite de fonctions polynomiales P, qui converge uniformément sur K vers ¢z- On
pose ensuite Q,(z) = 1 — (z — a)P,(2). Il est clair que Q,(a) = 1 quel que soit n, et supg|Q,| — 0.

noo

On a vu que |P(a)| < supg|P| pour tout a € K. Pourla réciproquement, supposons que a & K et considérons
les fonctions polynomiales Q, obtenues ci-dessus. Pour n assez grand, on a |Q,(a)| = 1 > supg|Q,|- Ainsi, il
existe une fonction polynomiale P telle que |P(a)| > supg|P|.

Exercice 18.5 (Inégalités de Cauchy renforcées) Lecons : 243, 245. Référence : [13].

Soit f(z) = Z a, 2" une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert D. On suppose que | f(2)| < (1 — |2])*

pour tout z € D. Montrer que

lagl < 1, Vn > 1, |an|<<1+ )(n+1)<e(n+1)
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Corrigeé.
On a |ay| = |f(0)| < 1. Fixons maintenant n > 1 et r € ]0, 1[. D’aprés les formules de Cauchy, on a

1
27t

|an| =

21 21
J f@ret)ye ™ dr| < ! J e _ L
0 "2 )y 1—r rM1-r)

. (s - . n .
La fonction g(r) = r(1 — r) admet pour dérivée g’(r) = r""}(n — (n + 1)r), qui s’annule pour r = 71 On voit
n
alors que g admet son maximum en cette valeur. La borne ci-dessus est donc minimale pour cette méme valeur
de r, et on obtient

|a,,|<(1+ )(n+1)

Pour établir la seconde majoration, on utilise la majoration classique In(1 + u) < u pour écrire que
1\" 1 1
1+=-) =explnlnl1+—-))<expln=)<e
n n n

Exercice 18.6 (Conditions nécessaires de convergence uniforme) Lecon : 243. Référence : [13].

On considére une série entiére S(z) = Y-, a, 2" de rayon de convergence 0 < R < oo, dont on note S,(z) les
sommes partielles. On note de plus D(0, R), D(0, R) et dD(0, R) respectivement le disque ouvert, le disque fermé,
et le cercle de centre 0 et de rayon R.

1. Montrer que pour tous entiers 0 < p < g, la fonction |S,(z) —S,(z)| admet le méme supremum sur les ensembles
D(0, R), D(0, R) et 9D(0, R).

2. En déduire I’équivalence de la convergence uniforme de la série entiere S sur ces trois ensembles, c’est-a-dire
que S converge uniformément sur D(0, R) si et seulement si elle converge uniformément sur D(0, R), si et
seulement si elle converge uniformément sur 9D(0, R).

3. Montrer que s’il y a convergence uniforme sur I'un de ces ensembles, alors la série ZlanlzRZ” converge.
n=0

Corrigé.

1. Pour tous entiers 0 < p < g, la fonction S,(z) — S,(2) est une fonction polynomiale, donc son module vérifie le
principe du maximum. Par conséquent,

sup [S4(z) = Sp(2) = sup [S4(2) = Sp(2) = sup [Sy(2) — Sp(2)l.
z&D(0,R) zeD(0,R) 2€9D(0,R)

2. L’équivalence de la convergence uniforme sur les trois ensembles D(0, R), D(0, R) et dD(0, R) découle du
résultat de la question précédente et du critere de Cauchy uniforme.

(o]
3. La fonction définie par g(6) = Z a,R"e est continue et 27-périodique sur R, comme limite uniforme de ses
n=0

21
: o . s _ing d0
sommes partielles, qui vérifient clairement ces propriétés. De plus, on calcule J g(0)e™ 0 P a,R" pour
0 T

tout entier n > 0. L’inégalité de Bessel permet de conclure que z:|an|2 R < J |g(0)|2 — < co. (Remarque :

Il y a égalité, d’apres I'identité de Parseval, car les coefficients de Fourler de g d’mdlces n < 0 sont nuls.)

Exercice 18.7 (Comportement au bord du disque de convergence) Lecon : 243. Référence : [13].

On note D le disque unité ouvert, et I' = 9D son bord, c’est-a-dire le cercle unité. On considére une série entiere

[o¢]

f(z) = Z ap 2"* de rayon de convergence 1. On dit qu'un point a € T est régulier si f admet un prolongement
n=0
analytique dans un ensemble de la forme D U D,, ou D, est un disque ouvert centré en a. Dans le cas contraire,
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a est dit singulier. On note respectivement A, et A 'ensemble des points réguliers et I’ensemble des points
singuliers de I pour la série entiere f. Enfin, on dit que I est une coupure pour la série entiére f si tous les points
de I sont singuliers.

1.
2.
3.

Montrer que A, est un ouvert de I'. (Ainsi, A est un fermé de I
Déterminer les ensembles A, et A, pour les séries entiéres Y., o z" et Y~ %

Montrer que A; # @. (Indication : Montrer que si A; = @, alors on peut prolonger f en une série entiére de
rayon de convergence > 1.)

Montrer qu’un point a € I est régulier si et seulement si on peut trouver un voisinage V de a dans I' et des
réels p, > 1/2 et C; > 0 tels que

VbeV VkelN

®(p/2
e,

o (k)
a/2
. Montrer qu'un point a € T est régulier si et seulement si la série entiére Z %wk admet un rayon de
k=0 ’

convergence > 1/2. Etudier le cas particulier ot f(z) = Y., 2"

On suppose que a, > 0 pour tout entier n > 0. Montrer que le point 1 est singulier pour la série entiére f.

. On considére une suite d’entiers 4, > 1 tels que 4,1/, > a > 1 pour tout entier n > 1, puis une série entiére
o0

de la forme Z anz’n de rayon de convergence égal a 1. Montrer que I' est une coupure pour cette série entiére.

n=1
(C’est le théoréme des lacunes de Hadamard.)

Corrigé.

1.

Soit a € A, un point régulier. Par définition, la série entiére f admet un prolongement analytique dans
I’ensemble D U D(a, ry), ot D(a,ry) désigne le disque ouvert de centre a et de rayon ry > 0. On note b un point
de T tel que |b — a| < ry/2. Alors, f admet un prolongement analytique sur 'ensemble D U D(b, ry/2), puisqu’il
est contenu dans D U D(a,ry). On en déduit que b est un point régulier. Finalement, I’ensemble A, est bien
ouvert.

Pour la série entiére 2:;0 z", on a clairement A, =T \ {1} et A; = {1}. Pour la série entiere F(z) = Z;ozl 2" /n?,

on a également A, =T \ {1} et A; = {1}. En effet, pour 0 < |z| < 1,

F/(Z) — i Zn_l — _log(l B Z).
n=1

n z

La fonction du membre de droite, prolongée par la valeur 1 en 0, est holomorphe sur le domaine simplement
connexe C \ [1, +oo[. Sa primitive nulle en 0 prolonge donc F a ce domaine. En revanche, F’(x) — +oo lorsque
x — 17, ce qui exclut un prolongement holomorphe au voisinage de 1. La convergence uniforme de la série
sur D assure la continuité au bord, mais pas la régularité au sens du prolongement analytique.

Supposons A; = @. Alors, pour tout point a € T}, la fonction f admet un prolongement analytique noté f; a un
ensemble de la forme D U D,, avec D, = D(a,r,) le disque ouvert de centre a et de rayon r,,.

On observe que si D, N Dy, est non vide, alors f, = f;, sur D, N Dy. Le cas a = b est immédiat. Si a # b, le point

rpa+r.b

bTa appartient a D, N D, N D, car |a — b| < r, + r, et une combinaison convexe stricte de deux points
ta ™

distincts du cercle unité appartient a D. La fonction f coincide avec f; sur D N D,, et avec f, sur D N Dy, donc

ona f, = f = f, sur D, N Dy N D, puis par unicité du prolongement analytique f, = f; sur D, N Dy,.

On considére alors 'ouvert Q = U(D U D,) et la fonction vérifiant F(z) = f,(z) pour z € D U D,,. La fonction

ael
F est correctement définie et holomorphe sur Q.
On peut supposer les r, uniformément bornés. Alors, C \ Q est un fermé non vide disjoint du disque fermé D.
On note § > 0 la distance entre D et C \ Q. On a alors D(0,1 + §) C Q. La fonction f étant holomorphe sur
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D(0,1 + §), elle admet un développement en série entiére dans ce disque. Cependant, comme f coincide avec
Y- anz" dans D, on a par unicité du développement en série entiére que la série Y., a,2" admet au moins
1+ 6 comme rayon de convergence. Cela contredit le fait que son rayon de convergence vaut 1.

4. Supposons l'existence d’un voisinage V de a dans T et de réels p, > 1/2 et C, > 0 tels que

FP@/2)

T,Dlac <G,

On considére alors sur louvert Q = DU D(a/2, p,) la fonction holomorphe F définie par F(z) = f(z) siz € D,

VbeV VkelN

et par F(z) = Z f ( /2 ) —a/2)F siz € D(a/2, p,). La formule de Taylor pour le développement en série

entiere de f au V01smage de tout point de son disque ouvert de convergence montre que la fonction F est

correctement définie. La fonction F conduit donc & un prolongement analytique de f a un ensemble de la

forme D U D,, ce qui montre que a est régulier.

Réciproquement, supposons que a est régulier et considérons un réel § > 0 tel que f admette un prolongement

analytique g sur 'ensemble D U D(a, 26) = Q. On observe que les compacts K, = U 5(%619, % + E) croissent
l]<e

avec ¢, et que leur intersection vérifie ﬂ K. = B(g, %) C Q. Comme Q est ouvert, il contient le compact K, ,

>0
pour un certain & > 0. On considére finalement le voisinage V = {ae, 10| < ¢y} de a. Pour b € V, les inégalités

de Cauchy impliquent que

R0/ _ 1sPw/2) _ @ _G
- = A 2te)k ok
k! k! le-b/21=1/2+6, (1/2 + &) pg

/\
|£

oul’'on aposé C, = sup |g(z)| et p, = 1/2 + &.

z€Ky,

5. L’équivalence découle de la preuve menée a la question précédente. Dans le cas ou f(z) = Z "=

! f(k)(a/z) e i wk
(1- )k+1 (1- a/2)k+1
le rayon de convergence vaut |1 —a/2|. Cette Valeur est>1/ 2 si et seulement si a # 1, ce qui confirme que 1
est bien le seul point singulier de la série entiére f.

calcule f ®)(z) = ce qui donne Z , qui est une série entiére dont

. oulier D' o e entiore $° 100/2)
6. Supposons que le point 1 est régulier. D’apres la question précédente, la série entiére Z T

k=0
®)(1/2
un rayon de convergence > 1/2. On a donc Z f ]E / )|
k=0 :
développement en série entiere des dérivées successives de f, puis le théoreme de Fubini-Tonelli (les termes

sont positifs), on peut écrire que

& O/
L

admet

< oo pour un certain ry > 1/2. En utilisant le

r_' i n(n—1)...(n—k + 1a,(1/2)"*
n:k

k
0

I
Mx

T
(=)

k=0

—n(n —1)...(n—k+1)(1/2)"k

||M8 ||M8

RN
Z() s(1/2nk = Zan(ro+1/2)”

Cette derniére série converge donc. Comme ry + 1/2 > 1, cela contredit le fait que la série entiére f admet 1
pour rayon de convergence.

7. L’hypotheése de lacunarité implique I'existence d’un entier p > 1 tel que pA,,; > (p + 1)A, pour toutn > 1. On
suppose que la somme f de la série entiére Y, anzl" admet un prolongement analytique g sur un ensemble

p _
de la forme D U D(1,t) = Q, avec t > 0. On note ¢(z) = %(1 + z), et on observe que ¢(D) C Q. Ainsi, on a
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560 C ¢~ 1(Q) pour un certain g > 0, out D, désigne le disque fermé de centre 0 et de rayon 1 + ¢. La fonction
g © ¢ est holomorphe dans le disque D(0, R), avec R = 1 + &), donc développable en série entiére :

g(zp+zp+1) Zb o

pour |z| < R. Cependant, si |z| < 1, on a

[e¢]

) () - $ (T - S

La plus grande puissance de z figurant dans P, est (p + 1)A,. Elle est strictement inférieure a la plus petite
puissance de z figurant dans P, 1, qui est pA,,;. Chaque puissance de z figure donc dans au plus un terme de
la forme P,(z). Pour tout entier N > 1, on a donc

(L S
n=1
. 2P + zP*1
Pour z € |1, R[, le membre de droite converge quand N — oo vers g(w), avec w = ¢(z) = — >1.La

R o . . .
série ), a,w™ est donc convergente, ce qui contredit le fait que son rayon de convergence vaut 1. On en
conclut que le point 1 est singulier.
Pour en déduire qu'un point quelconque z; € I est singulier, on applique ce qui précéde a la série entiere
220:1 anzo”z’lﬂ, pUIch.le 1 est singulier pour cette série entiére si et seulement si z est singulier pour la série
entiére de départ Yo | a,z™.

Exercice 18.8 (Suite de Morse) Lecon : 243. Référence : [13].
(o8]
On définit la suite de Morse par ¢y = 1, puis &, = &, et &,,1 = —&,, puis la série entiére f(z) = Z 2" pour tout

n=0

z dans D le disque unité ouvert.

1.

Montrer que f(z) = (1 — z) f(z%) pour tout z € D.

. En déduire que f(z) = H(l - 22 pour tout z € D.

n=0

. o : 2ik . . .
. Soit I un arc du cercle unité I, soit u = exp % un point dyadique de cet arc, et soit r € [0, 1[. Montrer la

majoration | f(ru)| < 2N(1 - rZN).

4. Montrer que I est une coupure pour f.
Corrigeé.
On définit la suite de Morse par &, = 1, puis &, = &, et &5,,1 = —&,, puis la série entiére f(z) = Z 2" pour tout

n=0

z dans D le disque unité ouvert.

1.

2.

On sépare simplement les termes d’indices pairs et impairs dans la somme de la série, puis on utilise la
définition de la suite de Morse : pour tout z € D,

f(z) = Zfznz +Ze 1221 = Zen ifnzz"“=f(zz)—2f(zz)=(1—Z)f(zz)-
n=0

En itérant la relation obtenue a la question précédente, on obtient pour tout entier N > 0,

N-1
f@) =0 -2fE) =1~ -2 fEH =...= (&) [J -2
n=0

Pour z € D, on a par continuité f(zzN) N—> f(0) = & = 1. D’ou la relation f(z) = H(l - zzn).
© n=0
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2

. oo . 2ik
3. On applique la relation ci-dessus au point ru avec u = exp l—Nﬁ etr € [0,1[, en observant que u "= pour

tout entier n > N. Cela donne
00 N-1 N 00 N
el = [Tt - 0?1 = ([T 1= e1)a = [T a-r) <2¥a-r),
n=0 n=0 T n=N+1 T
4. Supposons que a € I soit un point régulier pour f, et notons g un prolongement analytique de f sur un

. . . : : 2ik ,
ensemble de la forme D U D, oil D, est un disque ouvert centré en a. Un point dyadique u = exp % de l’arc

I' n D, vérifie alors d’apres la majoration de la question précédente
lgw)| = linqu|f(ru)| < lim}psz(l 2 =o.
r— r—

Par densité des points dyadiques dans I’arc, on en déduit que la fonction g est nulle sur I' N D,,. Par unicité du
prolongement analytique, g est en fait nulle sur D U D,. Cela implique que f est nulle sur D, ce qui est faux.
Finalement, tous les points de I sont singuliers, c’est-a-dire que I' est une coupure pour f.

Exercice 18.9 (La fonction sinus) Lecon : 245.

iz _ e—iz

On considére la fonction sin définie sur C par la formule sinz = Y
i

1. Justifier que sin est une fonction holomorphe sur C.

2. Pour quelles valeurs de z € C a-t-onsinz = 07?

3. Montrer que la fonction définie par f(z) = sin est holomorphe sur le disque unité ouvert. Quels sont les

zéros de f sur ce disque ? Est-ce contradictoire avec le principe des zéros isolés ?
Corrigeé.

1. La fonction sin est holomorphe sur C comme somme et composée de fonctions holomorphes sur C.

2. L’équation sin z = 0 est équivalente a e = e™%, soit ez = el0 ’est-a-dire 2iz = 0 + 2ik, avec k € Z, soit

finalement z = kx, pour k € Z.

3. Comme précédemment, la fonction f est holomorphe sur le disque unité ouvert comme composée de fonctions
holomorphes sur le disque unité ouvert. Ses zéros sont les nombres complexes z € C pour lesquels il existe un

: T 1 . .
entier k € Z tel que =k, c’est-a-direz = 1— P avec seulement k € IN* pour que les zéros appartiennent

bien au disque unité ouvert. Il y a en particulier une accumulation de zéros autour du point 1, mais cela ne
contredit pas le principe des zéros isolés car la fonction f n’est pas holomorphe sur un voisinage ouvert de 1.

Exercice 18.10 (Annulation dans un compact) Lecon : 245.

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe V de C, non identiquement nulle, et soit K un compact
contenu dans V. On note Z I'ensemble des points z € K tels que f(z) = 0.

1. Montrer que Z est un compact de C.

2. En déduire que Z est fini.
Corrigé.

1. L’ensemble Z est I'intersection du compact K et de I'image réciproque f~1({0}), qui est fermée puisque f est
continue. Cette intersection est donc un fermé inclus dans un compact, donc est compacte.
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2. D’apreés le principe des zéros isolés, pour tout z € Z, il existe un réel r, > 0 tel que f ne s’annule pas sur
le disque ouvert D(z,r,) ailleurs qu’au point z. De plus, ces disques forment un recouvrement de Z par des
ouverts, donc par compacité, on peut extraire un recouvrement de Z par un nombre fini de disques D(z), rzp),
pour p € {1,...,n}. Comme f ne s’annule pas ailleurs qu’au centre de chacun de ces disques, on en déduit que
Z est en fait 'ensemble {z;, ..., z,}, donc est un ensemble fini.

Exercice 18.11 (Symétrie) Lecon : 245.

Soit U un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur U. Soit V ’ensemble des nombres complexes z € C dont
le conjugué vérifie Z € U. On pose g(z) = f(Z) pour z € V. Montrer que la fonction g est holomorphe sur V.

Corrigé.
Vérifions que la fonction g satisfait les équations de Cauchy-Riemann en tout point de V. Si on pose z = x + iy et
f(z) = P(x,y) +1Q(x, y), alors on a

g(2) = f(x —iy) = P(x,—y) —iQ(x,~y) = u(x,y) + iv(x, y),
avec u(x,y) = P(x,—y) et v(x,y) = —Q(x, —y). Alors, on a

ou oP 9Q v 9Q Y
- 5 = s = s t - 5 =\ s = s .
oY) = (. -y) 2 (x.-y) e 2 (x.y) ( ay > y)) oy y)
On a donc bien ou_ v et on peut vérifier de méme que ou _ —ﬂ. Donc, g est une fonction holomorphe.
ox  dy ay ox

Exercice 18.12 (Existence de primitives) Lecon : 245.

Soit z;, € C et soit y un arc de cercle de centre z;, de rayon strictement positif, orienté dans le sens trigonométrique.
On note a € [0, 2rr] angle décrit par cet arc de cercle (si @ = 27, alors on a le cercle entier). Pour z € C \ {2y}, on

pose f(z) =

z—2z
1. Calculer l'intégrale de f le long de y.
2. La fonction f admet-elle une primitive dans C \ {z}?

Corrigé.

1. On considére comme paramétrisation de I'arc y 'application t > zy + r ! définie sur un intervalle de la forme
[0,0 + a]. On a donc

Ota rieft
J’f(z)dZZJ m dt=ia.
Y ] re

2. Sion prend pour y le cercle de centre z, et de rayon r, alors si f admettait une primitive F, son intégrale serait
nulle. Ce n’est pas le cas ici, donc f n’admet pas de primitive dans C \ {zy}.

Exercice 18.13 (Un développement en série) Lecon : 245.

Le but de cet exercice est de démontrer la formule suivante :

vzec\z Y — :( z )2
(z — n)? sin(rz)/

nez

1. Onnoteshy = (¥ —e™Y)/2 et chy = (e¥ + e7)/2 les fonctions sinus et cosinus hyperboliques. Montrer que
pour tout z = x + iy, on a |sin z2 = sin® x + sh® y.

2. Montrer que la série f(z) = Z >
nez (z—n)
définit une fonction méromorphe sur C dont les poles sont les points de Z.

converge normalement sur tout compact de C \ Z. En déduire que f
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2
3. On pose g(z) = ( n( )> . Montrer que f et g ont méme partie singuliére en 0. En déduire que h = f — g se
sin(rz

prolonge en une fonction entiére.
4. Montrer que h est bornée sur 'ensemble {0 < Rz < 1 et |Fz| > 1}. En déduire que h est constante puis, en
étudiant lim h(iy), montrer que h = 0.
y—>+00

71,2

5. Montrer que Z lz P
n

n=1

Corrigeé.

1. On écrit sinz = sin(x + iy) = sin x cosiy + cos x siniy, puis on remarque que cosiy = chy et siniy = ish y.
On obtient donc sin z = sinx ch y + i cos x shy, puis |sin z|* = sin? x ch® y + cos? x sh’ y = sin® x(1 + sh® y) +
(1 —sin® x) sh® y = sin® x + sh® y.

2. Soit K un compact de C \ Z. Choisissons R > 0 tel que |z| < R sur K. Pour |n| > 2R, on a |z — n| > |n|/2, donc
|z—n|™2 < 4/n%. Les termes restants sont en nombre fini et bornés sur K. La série converge donc normalement
sur K et sa somme est holomorphe sur C \ Z. Au voisinage de chaque entier m, la série privée du terme
(z — m)~2 est holomorphe par le méme argument. Ainsi, f est méromorphe sur C, avec un péle double en
chaque entier. Un changement d’indice montre qu’elle est 1-périodique.

3. Onécrit f(z) = = +u(z), avecu(z) = Z . La série définissant u est une série de fonctions holomorphes
z

2
n#0 (Z - n)
au voisinage de 0 qui converge uniformément dans un voisinage de 0. La fonction u est donc holomorphe, ce

qui montre que la partie singuliére de f en 0 est 1/z%. Pour montrer que c’est aussi la partie singuliére de g en
0, on observe que z — g(z) — 1/z% est bornée au voisinage de 0 car
.2
1 sin“(rz)

—==-———= 22+ 0 (2.

g (Z) T z—0
Comme les fonctions f et g ont méme partie singuliére en 0, on en déduit que leur différence h = f — g est une
fonction holomorphe sur un voisinage épointé de 0, et bornée au voisinage de 0. La singularité de h en 0 est

donc effacable, de sorte que h se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de 0. Par 1-périodicité
de h, toutes les singularités aux entiers sont donc effagables, et h se prolonge en une fonction entiére.

4. Pour x € [0,1] et|y| > 1, on a [sin 2> = sin® x + sh? ¥, donc |sin 7rz| > [sh zy| > sh z. De plus,

1 1 1
UOED Vv A s A Uk v g

nez n<o0 n>1

On en déduit que les fonctions g et f, et donc h, sont bornées sur 'ensemble {0 < Rz < 1et|Fz| > 1}. La
fonction h est aussi bornée sur le compact {0 < Rz < 1 et |Fz| < 1}, car elle est continue. On en déduit que h
est bornée sur la bande {0 < Rz < 1}, et par 1-périodicité, sur C tout entier. Le théoréme de Liouville implique
alors que h est constante. Finalement, on observe que

|sin zriy| > [sh zy| et lfGy)l < Z

2 2’
nez Y +n

ce qui implique respectivement que |g(iy)| et | f(iy)| tendent tous deux vers 0 quand y — +oo. (Pour la limite
de f, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée.) On en conclut que |h(iy)| = 0 quand y — +oo, et
donc que h est la fonction nulle.

5. Comme h(0) = 0, on sait que f(z) — 1/z% et g(z) — 1/z? admettent la méme limite a quand z — 0. En utilisant

. 1 -
la fonction f, on observe que a = u(0) = 2 Z — - Pour utiliser g, on part de
n=1"m

sin“(rz
SR —(2 ) =2-T 4L 0 (2%,
g(z) Vi 3 20

ce qui donne finalement a = 72 /3, puis le résultat voulu en identifiant les deux valeurs ainsi trouvées pour a.



CHAPITRE / 19

Transformation de Fourier Références : [12, 14].

Exercice 19.1 (Morphismes complexes de I'algebre L'(RY)) Legons : 201, 250. Référence : [14].

1. On munit I'espace de Banach L'(R?) du produit de convolution défini par f * g(x) = J flx—y)g(y)dy, qui
R4

lui donne donc une structure d’algebre. Montrer que || f = gl; < | fl1llgl; pour toutes fonctions f, g € LY(RY).
On dit alors que LY(R?) est une algebre de Banach.

2. On s’intéresse aux morphismes complexes de I'algébre L' (RY), ¢’est-a-dire aux formes linéaires ¢ : L'(R%) — C
qui vérifient o(f * g) = ¢(f)p(g) pour toutes fonctions f, g € L'(R%). Montrer qu’une telle application est

continue, puis qu’il existe une fonction § € L°(R%) telle que ¢(f) = ] f(x) B(x) dx quelle que soit f € L'(R?).
R

3. Montrer qu’on peut choisir la fonction § continue et telle que f(x + ) = f(x)B(y) pour tous x, y € R%

4. Montrer que toutes les dérivées partielles de la fonction  existent sur R? et vérifient 9;B(x) = B(x)a;p(0) pour
tous j € {1,...,d} et x € RY.

5. En déduire que, si le morphisme ¢ n’est pas identiquement nul, alors il existe un élément ¢ € R? tel que
B(x) = e i pour tout x € RY.

6. Conclure que pour tout morphisme complexe ¢ de I'algébre L!(R%) non identiquement nul, il existe un unique

£ € R? tel que ¢ )= ]/‘\(5 ) pour toute fonction f € LY(R?). (On précisera alors la formule utilisée pour la
transformée de Fourier.)

Corrigé.

1. En utilisant 'inégalité triangulaire pour les intégrales et le théoréme de Fubini-Tonelli, on peut écrire que

J If % g(0)l dx < j j fGe— )0l dx dy = j 156 j fGe— ldx dy = [l gl
R4 RY JR4 R4 R4
=[£I

ce qui donne directement [ f = gl; < | fl1lgl:-
2. Supposons par I’absurde I’existence d’une fonction fy € L'(R?) telle que |p(fy)| > |l fyll1, puis considérons la

fonction f = fy/¢(fy). On a clairement |f[l; < 1 et ¢(f) = 1. En particulier, la série Z f *...% f converge
n=1 n fois
normalement. Sa somme, notée g, vérifie I'identité g — f = f x g. Par conséquent, ¢(g) — o(f) = o(f)p(g), ce
qui donne ¢(g) — 1 = ¢(g), et donc une absurdité. Finalement, le morphisme ¢ définit bien une forme linéaire
continue, de norme inférieure 4 1. Il s’agit donc d’un élément du dual de LY(RY), qui s’identifie a L®(R%). On

en déduit I'existence d’une fonction f € L®(R?) telle que o(f) = J ] f(x) p(x)dx quelle que soit f € LY(RY).
R
3. Pour toutes fonctions f, g € L'(R%), on sait que ¢(f * g) = ¢(f)¢(g). D’une part, le membre de gauche s’écrit
o= Frewpea=| | peose-ngmady=| se)o.
R4 R? JR? R4
ou f, désigne la fonction x — f(x — y). D’autre part, le membre de droite peut s’écrire sous la forme

o(Ne(g) = o(f) JRd g p(y)dy = LRd g e(HB() dy.
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Cela signifie que la forme linéaire continue g — J ] gy) (q)( fy) —o( f)ﬁ(y)) dy est nulle sur L'(RY), et donc
R

que la fonction y — ¢(f),) — ¢(f)B(y) est nulle presque partout. On suppose qu’on peut travailler avec une
fonction f € LY(R?) telle que ¢(f) # 0. En effet, dans le cas contraire, la forme linéaire ¢ et donc la fonction

o(fy)

f sont nulles, et le résultat est trivial. Des lors, on peut écrire que f(y) = (—fy) pour presque tout y € R%,
¢

Cependant, la fonction y — f;, est continue de R? dans L'(RY), et ¢ est une forme linéaire continue sur L'(RY).

o(fy)

o(f)

mesure nulle, on peut supposer qu’elle est continue. De plus, la fonction f vérifie I'identité ¢(f,) = ¢(f)B(y)

11 en ressort que la fonction y — est continue sur RY. Ainsi, quitte & modifier § sur un ensemble de

pour toute fonction f € Ll(le) et tout point y € RY. Par conséquent, pour tous x,y € RY,

o(NPx +y) = o(frry) = 0((f)y) = 0(f)BY) = o(SIBE) L)

En reprenant a nouveau f telle que ¢(f) # 0, on en déduit I'identité f(x + y) = f(x)B(y) pour tous x,y € RY.

4. On peut a nouveau supposer que le morphisme ¢ n’est pas identiquement nul, puisque sinon le résultat est
trivial. Ainsi, la fonction f n’est pas identiquement nulle. Comme S(x) = f(x)5(0) pour tout x € R%, on a

donc (0) = 1. Par continuité, il existe § > 0 tel que J B(y)dy = ¢ # 0. D’ot, pour tout x € RY,
Iyleo<d

pe) = |

Iyle<d

B+ Dy = |

ly—xlleo <6

BGIB() dy = j

(3789 xj

d_ x+6
poay=T1| " pgar
j=1 2%=9
Ici, (eq, ..., eg) désigne la base canonique de R? et (x1, ..., x7) les coordonnées de x dans cette base. On observe
que B(y) = B(ney) ... B(yzeq) pour tout point y € RY. On observe que le membre de droite est dérivable
par rapport a chaque variable x;, car la fonction f est continue. Toutes les dérivées partielles de § existent
donc. De plus, en dérivant par rapport a ¢ la relation f(x +te;) = f(x)p(te;) et en fixant t = 0, on obtient
9;B(x) = B(x) 9;B(0) pour tous j € {1,...,d} et x € RY.
5. Posons f;(t) = p(te;). D’apres la question précédente, Bi(t) = 9;5(0) B(t) et B;(0) = 1, donc Bi(t) =
exp(t 9;4(0)). La fonction f; étant bornée sur toute la droite réelle, on a R(9;$(0)) = 0. Il existe donc ; € R tel
que 9;8(0) = —i§;. En posant £ = (£, ..., &;), on obtient

d
pe) = [T Bix) = 7.
=1

J

6. Finalement, en supposant toujours ¢ non identiquement nul et en utilisant I’écriture ci-dessus pour la fonction f,

on obtient I'existence d’un élément £ € R? tel que (f) = J flx)e ¥*dx = ]/‘\(5() pour toute fonction
R4

fe LY(R%), en prenant cette formule comme définition de la transformée de Fourier. L’unicité de & pour cette
propriété découle du fait que si & # ¢, alors il existe une fonction f € L'(RY) telle que f(§) * ﬂ§ ). Pour
construire une telle fonction, on peut par exemple utiliser la fonction définie par g(x) = e~ Pal=-—hxl pour tout
od
(1+&)..1+&D)
(1+ 5512) L1+ 55) est différent de (1 + §12) L+ gvdz), alors cette fonction g convient. Sinon, on peut utiliser
une translatée de la forme g, = g(- — a), dont la transformée de Fourier vérifie alors £,(¢) = §(£) e ¢ et de

x=(x1,....,x7) € RY, dont la transformée de Fourier est la fonction 8 = . Si le produit

méme pour ¢, de sorte que Z,(£) # Z,({) si et seulement si e/ = 1, ce qui est vérifié pour a =

g - g1
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Exercice 19.2 (Formule sommatoire de Poisson, fonction 6 de Jacobi et Lecons : 250, 265. Références : [12, 14].
prolongement de la fonction )

Dans cet exercice, on définit la transformée de Fourier d’une fonction f € L!(R) par la formule

400

FO =1 fe)eddyx

—00
1. Soit f une fonction continue et intégrable sur R. On suppose qu’il existe M > 0 et « > 1 tels que |f(x)| <
+o00

M(1 + |x[)™* pour tout x € R. Montrer que la formule ¢(x) = Z f(x + n) définit une fonction continue et
n=—oo
1-périodique sur R.

2. Pour tout m € Z, exprimer en fonction de fle coefficient de Fourier ¢,,(¢) = J @(x) e 72X dx.
0

+00
3. On suppose en outre que Z |f(n)| < o. Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction ¢, puis en

n=—oo

+00 +o0
déduire la formule sommatoire de Poisson : Z f(n) = Z f(n).
n=—oo n=—oo
+oo ,
4. La fonction € de Jacobi est définie par 0(t) = Z e ™1 pour tout réel t > 0. Montrer que 6(1/t) = 0(t)J/t
n=—oo

pour tout réel ¢t > 0. En déduire une équation fonctionnelle portant sur la fonction () = Z et
n=1
(o] 1 o]
5. On rappelle que {(s) = Z = etI(s) = J x*"1e ¥ dx, pour tout nombre complexe s de partie réelle
n 0

n=1
/2

F(/)

strictement supérieure a 1 et 0, respectivement. Pour Rs > 1, montrer que {(s) = ———1I(s), ou I désigne la

fonction définie par I(s) = J 6(t) /21 dr.
0

6. Montrer que la fonction J : s +— I(s) — définie pour Rs > 1, admet un prolongement holomorphe a C.

1
s(s—1)

75/2
7. Pour Rs > 1, montrer que {(s) = ﬁ + (s) + F( /2)

déduire que la fonction ¢ admet un prolongement analytique au domaine C \ {1}.

J(s), ou i/ est une fonction holomorphe sur C. En

Corrigeé.
. M
1. Si|x| < Aet|n| > 2A, alorsona |x +n| > |n|—|x| > |n| — A > |n|/2, de sorte que |f(x +n)| < m.
+00
Comme « > 1, il en résulte que la série qui définit la fonction ¢(x) = Z f(x + n) converge normalement

n=—o0
sur tout compact de R. Comme la fonction de départ f est continue sur R, on en déduit que ¢ est continue
aussi. Enfin, la 1-périodicité de ¢ découle de fagon élémentaire d’'un changement d’indice dans la somme.

2. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli (que I'on peut bien appliquer par convergence normale sur tout compact,
et parce que I'exponentielle complexe est bornée), on a pour tout m € Z,

1 1 +oo
Cm((p) = L (p(x) e—ZiJme dx = J,O Z f(x + n)e 2immx dx = Z J f(x + n)e 2immx dx
n=-—0oo n=—oo

iy t  ~n+l +00

1
— Z J f(x +n) e—2i7rm(x+n) dx = Z J f(x) e—2immx 4y — f(x) e—2immx 4y — ]/‘\(m)

n=—oo n=—oo Jn —o0
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3. La nouvelle hypothese implique directement que la série de Fourier de la fonction ¢ converge normalement.
+00 +00

On a donc ¢(x) = Z (@) e3Pmx = Z ]/‘\(m) g2immx pour tout x € R. On obtient directement la formule

m=—oo
sommatoire de Poisson en prenant x = 0 dans cette derniére identité.
2
4. On applique la formule de Poisson a la fonction f : x — e ™! pour t > 0 fixé, dont la transformée de Fourier
-~ 2
est la fonction f: & — t~1/2e=78°/t Cela donne directement 6(¢) = t~1/20(1 /t) pour tout t > 0. On observe

ensuite que 6(t) = 1 + 20(t), ce qui donne I’équation fonctionnelle 0(t) = %[ <29~<%) + 1) - %
t

5. Soit s € C tel que Rs > 1. Le théoréme de Fubini-Tonelli permet d’écrire que

I(s) = J é(t) ts/2—1 dt = J Z e tts/Z Lg = Z J ts/2 1 g—7n tdt

© s/2 1

Z ot du w2~ 1 du < F(s/z)g(s)
N 0 71.3/21 ﬂ.s/Zns N 8/2 ’

ce qui conduit au résultat demandé.

6. En utilisant I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction 6, on peut écrire que pour Rs > 1,

r 00

I(s):JO o) t5/% 1 dt = J o) 15/~ 1dt+J o) t5/% 1 dt

:J é(t‘l)t‘5/2+1d—;+J 0() /21 dt
1 t 1

% ((1 + Zé(t))\ft — 1) t*s/271 dr + Jw é(t) ts/Zfl dt
1

=i

=1 J ps/2-1/2 g L J £75/271g4p + J o(t) (t‘s/z‘l/2 +15/271) dr
2 ) 2 )

1

+ J(s).

_ 1 _1+J B(e) (/27172 + /21 ) e =
1

s—1 s

(—1)

Il reste donc a montrer que I'intégrale qui définit la fonction J ci-dessus est holomorphe sur C. Pour cela, on
peut utiliser le théoréme d’holomorphie des intégrales a parametre en se plagant sur tout compact de C.

7. D’apres ce qui précede, on peut écrire que pour Rs > 1,

ﬂ.s/z s/
(s)> G oDrGze D) 162’

$/2 1
¢(s) = r(s/z) (s(s— 1

Le second terme est une fonction holomorphe sur C, en tant que produit de fonctions holomorphes sur C, a
condition de considérer le prolongement holomorphe de 1/T au plan complexe tout entier. Le premier terme
peut s’écrire sous la forme

n.s/2

1
2s—DI(s/2+1) s—1

75/2 71/2 )

1
+y(s) avec  Y(s) = s—1 (2F(s/2 +1)  2I(3/2)

puisque I'(3/2) =T(1/2)/2 = Jn /2. On peut donc voir la fonction  comme un taux d’accroissement d’une
fonction holomorphe sur C, donc il s’agit aussi d’une fonction holomorphe sur C. On peut finalement écrire
la fonction ¢ sous la forme demandée, et en déduire qu’elle admet un prolongement analytique au domaine

C\ {1}



ANNEXE / A

Lecons couvertes par les exercices

Cette liste indique les exercices associés aux lecons dans les documents d’origine. Les numéros et les intitulés
abrégés sont ceux de ces documents historiques; ils ne décrivent pas le programme actuel du concours. Les
numéros d’exercices et les pages ci-dessous renvoient aux énoncés, immédiatement suivis de leur corrigé.

Lecon 201 — Espaces de fonctions

Exercices : 12.3 (p. 122), 12.4 (p. 123), 19.1 (p. 171), 18.1 (p. 159).

Lecon 204 — Connexité

Exercices : 8.5 (p. 79), 8.6 (p. 80), 18.2 (p. 161), 18.3 (p. 162), 18.4 (p. 163).

Lecon 208 — Espaces vectoriels normeés

Exercices : 9.1 (p. 82), 12.2 (p. 120), 12.4 (p. 123), 12.1 (p. 119), 13.1 (p. 131).

Lecon 214 — Inversion locale et fonctions implicites

Exercices : 10.7 (p. 89), 10.8 (p. 90), 10.9 (p. 90), 10.14 (p. 94), 10.15 (p. 95), 10.16 (p. 96).

Lecon 219 — Extrema

Exercices : 10.17 (p. 97), 10.18 (p. 100).

Lecon 223 — Suites numériques

Exercices : 14.1 (p. 133), 14.2 (p. 134), 14.3 (p. 134), 14.4 (p. 135), 14.5 (p. 136), 14.6 (p. 137), 14.7 (p. 139).

Lecon 226 — Suites récurrentes

Exercices : 14.3 (p. 134), 14.4 (p. 135), 14.5 (p. 136), 11.7 (p. 108).

Lecon 236 — Calcul d’intégrales

Exercices : 16.1 (p. 146), 16.2 (p. 147), 16.3 (p. 149), 16.4 (p. 150).
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176 Lecons couvertes par les exercices
Lecon 239 — Intégrales a parametre

Exercices : 16.5 (p. 150), 16.1 (p. 146), 16.2 (p. 147), 16.6 (p. 151), 16.7 (p. 152), 16.8 (p. 152).

Lecon 241 — Suites et séries de fonctions

Exercices : 15.3 (p. 143), 15.1 (p. 141), 15.4 (p. 144), 8.4 (p. 79), 15.5 (p. 144), 15.6 (p. 145), 15.7 (p. 145), 15.2 (p. 142).

Lecon 243 — Séries entieres

Exercices : 18.5 (p. 163), 18.6 (p. 164), 18.7 (p. 164), 18.8 (p. 167).

Lecon 245 — Analyse complexe

Exercices : 18.9 (p. 168), 18.10 (p. 168), 18.11 (p. 169), 18.12 (p. 169), 18.5 (p. 163), 18.13 (p. 169), 12.5 (p. 125).

Lecon 250 — Transformation de Fourier

Exercices : 16.2 (p. 147), 19.2 (p. 173), 12.4 (p. 123), 19.1 (p. 171).

Lecon 253 — Convexité

Exercices : 8.3 (p. 77), 17.1 (p. 154), 17.2 (p. 155), 17.3 (p. 156).

Lecon 265 — Fonctions usuelles et spéciales

Exercices : 16.7 (p. 152), 12.3 (p. 122), 16.1 (p. 146), 19.2 (p. 173).

Lecon 267 — Courbes

Exercices : 10.9 (p. 90), 15.7 (p. 145).
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