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1 Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter la théorie des fibrés vectoriels du
point de vue des classes caractéristiques de cohomologie. Nous nous intéresserons
notamment aux classes de Thom, d’Euler et de Chern en étudiant les différentes
relations entre ces classes et leur application dans la classification de certains
fibrés vectoriels. Il est important de souligner que ces classes caractéristiques ont
également une application dans le calcul du nombre de zéros d’une section lisse
d’un fibré vectoriel. Ce point de vue ne sera pas adopté dans le présent exposé.
La construction et les propriétés des différentes classes caractéristiques seront
faites dans le cadre de la cohomologie de De Rham et de Cech. Ces deux théories
cohomologiques seront exposées dans la première partie. Nous passerons ensuite
à la présentation des fibrés vectoriels et des classes caractéristiques, et enfin à la
théorie des faisceaux qui nous permettra de nous intéresser à la cohomologie des
faisceaux, à la cohomologie à valeurs dans Z ainsi qu’à la suite exact exponentiel.

Fixons quelques notations une fois pour toutes, M désignera une variété
lisse sans bord paracompact connexe de dimension fini, les termes "variété" ou
"variété lisse" désignerons toujours un tel objet. E désignera un fibré vectoriel
de rang fini constant sur M .
On notera (H∗(M) ou encore H∗DR(M)) la cohomologie de De Rham de M ,
H∗(M,R) la cohomologie de Cech (ou cohomologie du faisceau constant R sur
M) et plus généralement H∗(M,S) la cohomologie d’un faisceau S sur M .

Un des résultats principaux du présent mémoire sera l’isomorphisme entre
les classes d’isomorphismes de fibrés en droites complexes sur M et le groupe
de cohomologie H2(M,Z).

4



2 Cohomologie de De Rham
Nous présentons dans cette section la cohomologie de De Rham d’une variété

M ainsi que les principaux théorèmes liés à cette théorie cohomologique. Les
faits non démontrés dans cet exposé pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de Bott Tu [1] et Nicolaescu [5]

2.1 Formes différentielles
Soit M une variété lisse de dimension n et soit {Uα, φα} un atlas sur M, sur

un Uα on peut écrire φα sous forme de coordonnées locales :

φα : Uα → Rn
p 7→ (x1(p), ..., xn(p))

Étant donné un point p ∈ Uα on peut considérer la différentielle de chacune des
cordonnées locales au point p ce qui nous fourni une famille de formes linéaires
dpxi sur l’espace tangent TpUα à Uα en p, les formes dpxi ∈ TpU∗α fournissent
alors une base de l’espace vectoriel TpU∗α. Nous pouvons donc définir au dessus

de chaque p ∈ Uα l’algèbre extérieur
∧
TpU

∗
α =

n⊕
q=0

∧q
TpU

∗
α engendré par

1, dpxi, dpxi ∧ dpxj , dpxi ∧ dpxj ∧ dpxk, ...
pour i < j, i < j < k, ...

On peut alors considérer les applications différentielles en tout point dxi : Uα →
TU∗α données par p 7→ dpxi ou TU∗α désigne le fibré cotangent restreint à Uα,
ainsi les dxi et leurs produits extérieurs forment une famille de sections local
du fibré

∧
TU∗α =

n⊕
q=0

∧q
TU∗α qui évaluées en p ∈ Uα fournissent une base de

l’algèbre extérieur au dessus de p. On note Γ(
∧
TU∗α) l’espace des sections lisses

de
∧
TU∗α. Soit alors ω ∈ Γ(

∧
TU∗α) une section lisse locale, évaluez ω en un

point p reviendrez à l’écrire dans la base des dpxi ainsi ω(p) serait de la forme∑
q≥0

∑
i1,...,iq

fi1,...,iq (p)dpxi1 ∧ ... ∧ dpxiq

ou les fi1,...,iq sont des fonctions lisses sur Uα, ainsi l’espace des sections Γ(
∧
TU∗α)

peut être vue comme un module pour l’addition sur l’anneau C∞(Uα,R) des
fonction lisse, ce module est de plus muni d’une structure d’algèbre pour le
produit extérieure. On obtient la définition suivante

Définition 2.1. Soit U ⊂ M un ouvert, on appelle forme différentielle locale
sur U une section lisse locale du fibré

∧
TU∗.

On appelle forme différentielle globales sur M une section lisse globale du fibré∧
TM∗.

De manière équivalente on peut dire qu’une forme globale est la donnée d’une
famille d’élément ωα ∈ Γ(

∧
TU∗α) tel que (ωα)|Uα∩Uβ = (ωβ)|Uα∩Uβ .
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On note alors l’espace des formes globales de degré q (ou q-formes) par Ωq(M)
ainsi on a Ω0(M) = C∞(M,R), on note alors

Ω∗(M) =
n⊕
q=0

Ωq(M).

qui forme une R-algèbre gradué pour le produit extérieur.
On défini également la notion de forme à support compact

Définition 2.2. On appelle forme différentielle à support compact sur M une
forme différentielle ω surM tel que Supp(ω) = {p ∈M | ω(p) 6= 0} soit compact
dans M .

On note alors l’espace des formes à support compact de degré q par Ωqc(M)
ainsi on a Ω0

c(M) = C∞c (M,R), on note enfin

Ω∗c(M) =
n⊕
q=0

Ωqc(M).

Soit f : M → N une application lisse entre variété, on peut définir un morphisme
f∗ de R-algèbre (le tiré en arrière de f )

f∗ : Ω∗(N) → Ω∗(M)
ω 7→ ω ◦ f

Ainsi on peut voir Ω∗ comme un foncteur contravariant de la catégorie des
variété lisse et fonctions lisses qu’on note Var vers la catégorie de R-algèbre et
morphisme de R-algèbre qu’on note R−Alg

Ω∗(−) : Var −→ R−Alg
M 7−→ Ω∗(M)

HomVar(M,N) 7−→ HomR−Alg(Ω∗(N),Ω∗(M))
f 7→ f∗

Un second point de vue consiste à considérer la catégorie OM (pour M une
variété lisse ) des ouverts deM dont les morphisme sont les inclusions d’ouverts
ι : U → V vers la catégorie R−Alg, alors Ω∗ peut être vu comme un foncteur
entre ces deux catégories.

Ω∗(−) : OM −→ R−Alg
U 7−→ Ω∗(U)

HomOM
(U, V ) 7−→ HomR−Alg(Ω∗(V ),Ω∗(U))

ι 7→ rVU

ou rVU désigne la restriction à U d’une forme défini sur V , les morphismes de
restrictions jouissent d’une propriété supplémentaire, pour W ⊂ U ⊂ V trois
ouverts on a

rVU ◦ rUW = rVW
rUU = id
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Un tel foncteur s’appelle un pré-faisceau la théorie des faisceaux sera développée
plus en détails dans la suite.

Considérons maintenant une fonction lisse f : Uα → R on peut alors regarder
la différentielle dpf de f en p ∈ Uα comme un élément de TpU∗α, cet élément
doit donc s’écrire comme combinaison linéaire des dpxi, pour cela remarquons
d’abords :

dpf = dp(f ◦ φ−1
α ◦ φα) = dφα(p)(f ◦ φ−1

α ) ◦ dpφα

ou on peut voir dpφα comme le vecteur (1, ..., 1) dans TpU∗α écrit dans la base
des dpxi. On définit alors les composantes de dpf selon cette base comme des
dérivées partielles par rapport aux coordonnées locales on a alors :

dpf =
∑
i

(
∂f

∂xi

)
p

dpxi =
∑
i

(
∂(f ◦ φ−1

α )
∂xi

)
φα(p)

dpxi

On peut donc définir l’application :

df : Uα → TU∗α
p 7→ dpf

et on notera :

df =
∑
i

∂f

∂xi
dxi

On a ainsi défini un morphisme d : Ω0(Uα) → Ω1(Uα), ce morphisme peut se
généraliser aux formes globales et à tout degré pour donner ce qu’on appel Le
morphisme de différentiation extérieur défini par

d : Ωq(M) −→ Ωq+1(M)

ω =
∑
i1,...,iq

fi1,...,iqdxi1 ∧ ... ∧ dxiq 7−→ dω =
∑
i

∑
i1,...,iq

∂fi1,...,iq
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxiq

On peut alors montrer par un calcul que ce morphisme jouit des propriétés
suivantes

1. d ◦ d = 0
2. d(ω ∧ τ) = (dω) ∧ τ + (−1)degωω ∧ dτ
3. df∗ω = f∗dω

Grâce à la propriété 1, (Ω∗(M), d) forme ce qu’on appel un complexe différentiel
i.e. une suite de morphismes sur une algèbre gradué

0→ Ω0(M) d→ Ω1(M) d→ Ω2(M)→ . . .

tel que Im(d) ⊂ Ker(d), on appel q-formes fermées les éléments de ker(d) ∩
Ωq(M) et q-formes exactes les éléments de Im(d) ∩ Ωq(M), on défini alors les
groupes de cohomologie de De Rham par

7



Hq(M) = {q-formes fermées}
{q-formes exactes}

On note alors

H∗(M) =
n⊕
q=0

Hq(M)

Qui forme une R-algèbre gradués pour le produit extérieur.
On définit de la même manière la cohomologie à support compact en remplacent
"formes" par "formes à support compact" on note alors la R-algèbre graduée de
cohomologie à support compact

H∗c (M) =
n⊕
q=0

Hq
c (M)

2.2 Principe de Mayer-Vietoris
Nous démontrons dans ce qui suit, le théorème de la suite de Mayer-Vietoris

pour la cohomologie de De Rham et la cohomologie à support compact, ce
théorème ainsi que le lemme de Poincaré forment un duo imbattable pour le
calcul de plusieurs groupe de cohomologie.

Commençons par le cas de la cohomologie de De Rham. Soit M une variété
lisse, supposons qu’il existe deux ouvert U et V tel que M = U ∪ V on obtient
alors la suite d’inclusion suivante,

U ∩ V //
∂V

∂U // U
∐
V

ι
// M

ou ∂V , ∂U et ι sont les inclusions naturelles en appliquant le foncteur Ω∗ on
obtient la suite de restrictions suivante :

Ω∗(M) // Ω∗(U)⊕ Ω∗(V ) //
∂∗V

∂∗U // Ω∗(U ∩ V )

de cette suite nous pouvons construire la suite suivante :

0→ Ω∗(M) r→ Ω∗(U)⊕ Ω∗(V ) δ→ Ω∗(U ∩ V )→ 0

avec r : ω 7→ (ω|U , ω|V ) et δ : (ω, τ) 7→ τ |U∩V − ω|U∩V (qui commute à d).

Théorème 2.1 (Suite de Mayer Vietoris).
(1) la suite ci dessus est exact
(2)Cette suite induit une suite exact longue :

...→ Hq(M) r→ Hq(U)⊕Hq(V ) δ→ Hq(U ∩ V ) d∗→ Hq+1(M)→ ...

Démonstration. (1) Il est clair que r est injective, de plus si (ω, τ) ∈ Im(r)
alors ω et τ coïncident sur U ∩ V , et si φ ∈ Ωq(U) ⊕ Ωq(V ) tel δφ = 0 alors
φ est la restriction à U et V d’une forme globale sur M car elle se recolle sur
l’intersection U ∩ V , Enfin pour la surjectivité de δ on considère ω une forme
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dans Ωq(U ∩ V ) et une partition de l’unité {ρU , ρV } subordonnée à {U, V } on
prend alors la forme (−ρV ω, ρUω) ∈ Ωq(U)⊕ Ωq(V ) dont l’image par δ est ω.

(2) D’après ce qui précède on a bien que Im(r) = Ker(δ) en passant au
classe de cohomologie, il reste donc à définir d∗. Pour ce faire on considère le
diagramme commutatif suivant dont les ligne sont exactes.

0 // Ωq(M)

d

��

// Ωq(U)⊕ Ωq(V )

d

��

// Ωq(U ∩ V )

d

��

// 0

0 // Ωq+1(M) // Ωq+1(U)⊕ Ωq+1(V ) // Ωq+1(U ∩ V ) // 0

A présent soit ω ∈ Ωq(U ∩ V ) une forme fermé, par l’exactitude des lignes il
existe une forme ξ = (−ρV ω, ρUω) dont l’image par δ est ω par commutativité
du diagramme on a δdξ = dδξ = dω = 0 et dξ est l’image par r d’un élément de
Ωq+1(M) qui est fermé, on peut donc prendre :

d∗[ω] =
{

[−dρV ω] sur U
[dρUω] sur V

De plus la construction de d∗[ω] est (modulo une forme exacte) indépendante
de la partition de l’unité choisie et elle est à support dans U ∩ V

Passons à présent au cas de la cohomologie à support compact.Toujours sur
une variété lisse M , soit j : U → M l’inclusion canonique d’un ouvert dans M
alors l’application j∗ : Ω∗c(U)→ Ω∗c(M) est l’application qui étends par zéro une
forme à support compact dans U .
en considérons la suite d’inclusion d’ouverts comme précédemment, on obtient
la suite suivante :

0← Ω∗c(M) σ← Ω∗c(U)⊕ Ω∗(V ) s← Ω∗c(U ∩ V )← 0

avec s : ω 7→ (−∂U∗ω, ∂V ∗ω) et σ : (ω, τ) 7→ ι∗ω + ι∗τ , ces applications com-
mutent à d. On déduite alors le théorème suivant

Théorème 2.2 (Suite de Mayer-Vietoris à support compact).
(1) la suite ci dessus est exact
(2)Cette suite induit une suite exact longue :

...← Hq
c (M) σ← Hq

c (U)⊕Hq
c (V ) s← Hq

c (U ∩ V ) d∗← Hq−1
c (M)← ...

Démonstration. (1) Tout d’abord il est claire que s est injective, considérons
ω ∈ Ω∗c(M), et soit {ρU , ρV } une partition de l’unité subordonnée à U, V , alors
(ρUω, ρV ω) ∈ Ω∗c(U) ⊕ Ω∗(V ) puisque Supp(ρUω) ⊂ Supp(ρU ) ∩ Supp(ω) et
ω = σ(ρUω, ρV ω) ce qui conclut de la surjectivité de σ.
(2) D’après ce qui précède on a bien que Im(s) = Ker(σ) en passant au classes
de cohomologie, il reste donc à définir d∗. Pour cela on peut considérer le di-
gramme commutatif comme dans la preuve du cas de De Rham, avec les flèches
horizontales inversées. On défini alors d∗[τ ] pour [τ ] ∈ Hq−1

c (M) comme la forme
fermé tel que,
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(−∂U∗(d∗[τ ]), ∂V ∗(d∗[τ ])) = ([dρUτ ], [dρV τ ])

On a alors clairement que Im(d∗) = Ker(s) ce qui conclut de l’exactitude de
notre suite.

2.3 Les lemmes de Poincaré
Nous allons, dans cette section, calculer la cohomologie et la cohomologie à

support compact de Rn, un résultat fondateur pour la théorie homologique des
variétés et qui sera utile tout au long de ce traité.

2.3.1 Le lemme de Poincaré pour la cohomologie de De Rham

Soit M une variété lisse de dimension n, commençons par considérer les
application π : M × R ← M tel que π(x, t) = x et s : M → M × R tel que
s(x) = (x, 0).
Ces deux applications induisent des morphisme de complexe différentiel π∗ :
Ω∗(M) → Ω∗(M × R) et s∗ : Ω∗(M × R) → Ω∗(M). On peut déjà remarquer
que π ◦s = id ce qui implique que s∗ ◦π∗ = id. La preuve du lemme de Poincaré
repose principalement sur le théorème suivant.

Théorème 2.3. L’application π∗ fournis l’isomorphisme suivant :

H∗(M) ∼→ H∗(M × R)

d’inverse s∗.

Démonstration. Comme s∗ ◦ π∗ = id il suffit de prouver que π∗ ◦ s∗ = id sur
H∗(M ×R). Pour cela nous allons construire un opérateur linéaire d’homotopie
K tel que id − π∗ ◦ s∗ = ±(dK ± Kd), ainsi l’image d’une forme fermé par
(dK ± Kd) sera exact et donc nul en passant à la cohomologie. Pour ce faire
soit {Uα, φα} un atlas sur M on alors un atlas {Uα × R, φα × 1}, et soit ω ∈
Ωq(M × R) une telle forme peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux
types de formes.

(I) (π∗φ)f(x, t)
(II) (π∗φ)f(x, t)dt

ou φ est une q-forme globale sur M dans le cas (I) et une q − 1-forme dans
le cas (II), f ∈ C∞(M × R), et (x, t) = (x1, ..., xn, t) désigne les coordonées
locals associé à un ouvert Uα × R . On définit alors l’operater K de la maniére
suivante :

K : Ωq(M × R) −→ Ωq−1(M × R)
(I) (π∗φ)f(x, t) 7→ 0

(II) (π∗φ)f(x, t)dt 7→ (π∗φ)
∫ t

0 f(x, s)ds

Vérifions alors que K est bien un opérateur d’homotopie, supposons que ω soit
de type (I), on a alors d’une part

(id− π∗ ◦ s∗)ω = (π∗φ)f(x, t)− (π∗φ)f(x, 0)
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D’autre part,

(dK−Kd)ω = −Kdω = −K
(

(dπ∗φ)f(x, t) + (−1)q(π∗φ)
(∑ ∂f

∂xi
dxi + ∂f

∂t dt
))

= (−1)q−1(π∗φ)
∫ t

0

∂f

∂s
ds = (−1)q−1(π∗φ)(f(x, t)− f(x, 0))

Ainsi

(id− π∗ ◦ s∗)ω = (−1)q−1(dK −Kd)ω

Supposons à présent que ω soit de type (II), on a d’une part,

(id− π∗ ◦ s∗)ω = ω puisque s∗dt = d(s∗t) = 0

D’autre part, on a

Kdω = K

(
(dπ∗φ)fdt+ (−1)q−1(π∗φ)

∑ ∂f

∂xi
dxidt

)
= (π∗dφ)

∫ t

0
fds+ (−1)q−1(π∗φ)

∫ t

0

(∑ ∂f

∂xi
dxi

)
ds

De plus,

dKω = (π∗dφ)
∫ t

0
fds+ (−1)q−1(π∗φ)

(∫ t

0

(∑ ∂f

∂xi
dxi

)
ds+ fdt

)
Ainsi

(id− π∗ ◦ s∗)ω = (−1)q−1(dK −Kd)ω

ceci prouve que

(id− π∗ ◦ s∗) = (−1)q−1(dK −Kd) sur Ωq(M × R)

et conclue la démonstration.

A partir du résultat précédent on aboutit au lemme de Poincaré en procédant
par récurrence dans le cas M = Rn

Corollaire 2.3.1 (Lemme de Poincaré).

H∗(Rn) = H∗({∗}) =
{
R en dimension 0
0 autre part

Corollaire 2.3.2. Deux applications homotope induisent la même applications
en passant à la cohomologie.

Démonstration. En effet soit f et g deux applications homotope d’une variété
M vers une autre variété N , on a alors une application F : M ×R→ N tel que,{

F (x, t) = f(x) pour t ≥ 1
F (x, t) = g(x) pour t ≤ 0

De plus soit s0 et s1 : M → M × R tel que s0(x) = (x, 0) et s1(x) = (x, 1). On
a alors que
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f = F ◦ s1
g = F ◦ s0

Ainsi, puisque s∗1 = s∗0 = (π∗)−1

f∗ = s∗1 ◦ F ∗ = s∗0 ◦ F ∗ = g∗

Définition 2.3. Deux variété M et N sont dites de même type d’homotopie
(ou homotope) au sens lisse si il existe deux applications lisse f : M → N et
g : N → M tel que f ◦ g et g ◦ f sont homotopes à l’identité sur M et N
respectivement.

Corollaire 2.3.3. Deux variété homotopes au sens lisse ont la même cohomo-
logie.

On peut déjà grâce à ces résultats calculer la cohomologie de plusieurs va-
riétés bien connues, dont nous énonçons les résultats sans démonstration, ces
résultats seront utiles dans la suite

Exemple 2.1. On note Sn la sphère de dimension n

H∗(Sn) =
{
R en dimension 0 et n
0 autre part

Notons CPn l’espace projéctif complexe

Hq(CPn) =
{
R pour q ≤ 2n paire
0 sinon

Pour calculer cette cohomologie notons U = CPn\CPn−1 ou CPn−1 = {[z0 : . . . : zn−1 : 0]}
et notons V = CPn \ [0 : . . . : 0 : 1]. Remarquons alors que U ∪V = CPn de plus
les éléments de U sont représentés uniquement par des éléments (z0, . . . , zn−1, 1)
ainsi U ' Cn, d’autre on a U ∩ V ' Cn \ {0} qui est homotope à S2n−1, enfin
V est homotope à CPn−1 via l’homotopie

H : V × [0, 1] −→ V
([z0 : . . . : zn], t) 7−→ [z0 : . . . : zn−1 : tzn]

ainsi par le principe de Mayer-Vietoris on a que

...→ Hq(CPn) r→ Hq(Cn)⊕Hq(CPn−1) δ→ Hq(S2n−1) d∗→ Hq+1(CPn)→ ...

Notons alors que CP 1 ' S2 on connait alors la cohomologie de CP 1.
Supposons à présent par récurrence que

Hq(CPn−1) =
{
R pour q ≤ 2n− 2 paire
0 sinon

Notons queH0(CPn) = R par connexité, on a alors queHq(CPn) ' Hq(CPn−1)
pour q ≤ 2n− 2 l’isomorphisme étant réalisé par r qui n’est rien d’autre j∗ ou
j : CPn−1 → CPn est l’injection canonique, enfin on a H2n−1(CPn) = 0 car
H2n−2(S2n−1) = 0 et H2n(CPn) ' H2n−1(S2n−1), on obtient ainsi le résultats
voulu.
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2.3.2 Le lemme de Poincaré pour la cohomologie à support compact

Considérons comme précédemment l’application π : M →M×R nous allons
définir le morphisme de complexe π∗ : Ω∗c(M × R) → Ω∗−1

c (M) qu’on appel
également intégration le long des fibres, de la manière suivante. Soit comme
précédemment un atlas {Uα × R, φα × 1} surM×R, et soit ω ∈ Ωqc(M×R) une
telle forme peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux types de formes.

(I) (π∗φ)f(x, t)
(II) (π∗φ)f(x, t)dt

ou φ est une q-forme globale (non nécessairement à support compact) sur M
dans le cas (I) et une q − 1-forme dans le cas (II), f ∈ C∞c (M × R), et (x, t) =
(x1, ..., xn, t) désigne les coordonnées locales associé à un ouvert Uα × R, on
définit alors :

π∗ : Ωqc(M × R) −→ Ωq−1
c (M)

(I) (π∗φ)f(x, t) 7−→ 0
(II) (π∗φ)f(x, t)dt 7−→ φ

∫∞
−∞ f(x, t)dt

Le lemme suivant nous permet de déduire que π∗ induit une application π∗ :
H∗(M × R)→ H∗−1(M)

Lemme 2.4. π∗ est une morphisme de complexe i.e. dπ∗ = π∗d

Démonstration. Lorsque ω est de type (I) on a que dπ∗ω = 0 par ailleurs on a

π∗dω = π∗

(
(π∗dφ)f(x, t) + (−1)q(π∗φ)

(∑ ∂f

∂xi
dxi + ∂f

∂t
dt

))
= (−1)qφ

∫ ∞
−∞

∂f

∂t
dt = 0

puisque f ∈ C∞c (M × R). Lorsque ω est de type (II) on a

dπ∗ω = d

(
φ

∫ ∞
−∞

f(x, t)dt
)

= (dφ)
∫ ∞
−∞

f(x, t)dt+ (−1)q−1φ
∑(∫ ∞

−∞

∂f

∂xi
dt

)
dxi

D’autre part on a

π∗dω = π∗

(
(π∗dφ)f(x, t)dt+ (−1)q−1(π∗φ)

(∑ ∂f

∂xi
dxi

)
dt

)
= (dφ)

∫ ∞
−∞

f(x, t)dt+ (−1)q−1φ
∑(∫ ∞

−∞

∂f

∂xi
dt

)
dxi

Ainsi on a bien dπ∗ = π∗d dans les deux cas.

Soit à présent e = e(t)dt une 1-forme à support compact sur R tel que∫
e = 1, on défini alors l’application :
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e∗ : Ωqc(M) −→ Ωq+1
c (M × R)

φ 7−→ (π∗φ)e

Cette application commute clairement avec d et induit donc une application en
cohomologie. On peut alors remarquer que π∗ ◦ e∗ = id, on alors le théorème
suivant

Théorème 2.5. L’application π∗ fournis l’isomorphisme suivant :

H∗c (M × R) ∼→ H∗−1
c (M)

d’inverse e∗.

Démonstration. Nous allons définir un opérateur d’homotopie K tel que id −
e∗π∗ = (−1)q−1(dK −Kd) sur Ωqc(M × R) de la manière suivante :

K : Ωqc(M × R) −→ Ωq−1
c (M × R)

(I) (π∗φ)f(x, t) 7−→ 0
(II) (π∗φ)f(x, t)dt 7−→ (π∗φ)

∫ t
−∞ f(x, s)ds− (π∗φ)A(t)

∫∞
−∞ f(x, t)dt

ou A(t) =
∫ t

−∞
e(s)ds.

Soit alors (π∗φ)f(x, t) une q-forme à support compact de type (I) on a,

(id− e∗π∗)(π∗φ)f(x, t) = π∗φf(x, t)

Par ailleurs

(dK −Kd)(π∗φ)f(x, t)

= −K
(

(π∗dφ)f(x, t) + (−1)q(π∗φ)
(∑ ∂f

∂xi
dxi + ∂f

∂t
dt

))
= (−1)q−1

(
(π∗φ)

∫ t

−∞

∂f

∂s
ds− (π∗φ)A(t)

∫ ∞
−∞

∂f

∂s
ds

)
= (−1)q−1(π∗φ)f(x, t)

Puisque f ∈ C∞c (M×R), ainsi id−e∗π∗ = (−1)q−1(dK−Kd) pour les forme de
type (I). Considérons maintenant (π∗φ)f(x, t)dt une q-forme à support compact
de type (II) on a alors ,

(id− e∗π∗)(π∗φ)f(x, t)dt = (π∗φ)f(x, t)dt− (π∗φ)
(∫ ∞
−∞

f(x, t)dt
)
e

De plus on a d’une part,

dK((π∗φ)f(x, t)dt) = d

(
(π∗φ)

∫ t

−∞
f(x, s)ds− (π∗φ)A(t)

∫ ∞
−∞

f(x, t)dt
)

= (π∗dφ)
∫ t

−∞
f(x, s)ds+ (−1)q−1(π∗φ)

∑(∫ t

−∞

∂f

∂xi
ds

)
dxi
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+(−1)q−1(π∗φ)f(x, t)dt− (π∗dφ)A(t)
∫ ∞
−∞

f(x, t)dt

−(−1)q−1(π∗φ)
(
e

∫ ∞
−∞

f(x, t)dt+A(t)
∑(∫ ∞

−∞

∂f

∂xi
dt

)
dxi

)
D’autre part

Kd((π∗φ)f(x, t)dt) = K

(
(π∗dφ)f(x, t)dt+ (−1)q−1(π∗φ)

(∑ ∂f

∂xi
dxi

)
dt

)
= (π∗dφ)

∫ t

−∞
f(x, s)ds− (π∗dφ)A(t)

∫ ∞
−∞

f(x, t)dt

+(−1)q−1
(

(π∗φ)
∑(∫ t

−∞

∂f

∂xi
ds

)
dxi − (π∗φ)A(t)

∑(∫ ∞
−∞

∂f

∂xi
dt

)
dxi

)
Ainsi on a bien

(dK −Kd)(π∗φ)f(x, t)dt = (π∗φ)f(x, t)dt− (π∗φ)
(∫ ∞
−∞

f(x, t)dt
)
e

Ce qui conclue la démonstration

Corollaire 2.5.1 (Lemme de Poincaré).

Hq
c (Rn) =

{
R pour q = n
0 autre part

Remarque 2.5.1. Faisons remarquer ici que dans le cas la cohomologie à sup-
port compact, deux variétés homotopes n’ont pas forcément la même comho-
mologie à support compact, le contre exemple évident étant le point et Rn.

2.4 L’argument de Mayer-Vietoris
2.4.1 Bon recouvrement

Soit M une variété lisse, considérons deux recouvrement U = {Uα}α∈I et
V = {Vβ}β∈J de M si pour tout β ∈ J il existe α ∈ I tel Vβ ⊂ Uα on dit que V
est un raffinement de U, ce raffinement est donné par une application φ : J → I.

Définition 2.4. Un ensemble ordonné (I,≤) est dit filtrant si pour tout i, j ∈ I
il existe k ∈ I tel i ≤ k et j ≤ k.

Il se trouve que l’ensemble des recouvrements sur une variété est un en-
semble ordonné pour la relation d’ordre U ≤ V si V est un raffinement de U,
cette ensemble est de plus filtrant, en effet étant donné deux recouvrement on
peut, en considérant l’intersection des ouverts qui les composent, obtenir une
recouvrement qui raffine les deux recouvrement. Intéressons nous à une classe
particulière de recouvrement les Bons recouvrements.
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Définition 2.5 (Bon recouvrement). Soit M une variété de dimension n. Un
recouvrement U = {Uα} de M est un Bon recouvrement si toute intersection
non vide d’ouverts Uα0 ∩ ... ∩ Uαp est difféomorphe à Rn. Un bon recouvrement
sera dit de type fini s’il contient un nombre fini d’ouverts.

On a alors le théorème suivant qui ne sera pas démontrer dans le présent
exposé.

Théorème 2.6. Toute variété admet un bon recouvrement, de plus il existe un
bon recouvrement de type fini lorsque la variété est compact.

Définition 2.6. Un sous ensemble J d’un ensemble ordonné I est dit cofinal si
pour tout i ∈ I il existe j ∈ J tel que i ≤ j

Un corollaire au théorème qui précède est que l’ensemble des bons recouvre-
ments d’une variété est cofinal dans l’ensemble de ses recouvrements.

Théorème 2.7. Soit M une variété admettant Bon recouvrement de type fini,
alors sa cohomologie de De Rahm et sa cohomologie à support compact sont de
dimension fini.

On démontre dans ce qui suit le théorème dans le cas de la cohomologie
de De Rahm, le preuve du cas de la cohomologie à support compact étant
essentiellement la même.

Démonstration. Soit q ≥ 0 un entier, considérons la suite de Mayer-Vietoris
pour deux ouvert U et V .

...→ Hq−1(U ∩ V ) d∗→ Hq(U ∪ V ) r→ Hq(U)⊕Hq(V )→ ...

on a alors

Hq(U ∪ V ) = Im(r)⊕Ker(r) ' Im(r)⊕ Im(d∗)

Ainsi lorsque Hq(U), Hq(V ) et Hq−1(U ∩V ) sont de dimension fini Hq(U ∪V )
l’est aussi. Supposons par récurrence que la cohomology de degré q d’une variété
admettant un bon recouvrement à p ouvert est de dimension fini, et supposons
queM a un bon recouvrement à p+1 ouverts, {U0, ..., Up} ainsi (U0∪...∪Up−1)∩
Up admet un bon recouvrement à p ouverts donné par {U0 ∩ Up, ..., Up−1 ∩ Up}
et donc par hypothèse la cohomologie de degré q de U0 ∪ ... ∪ Up−1, Up et
(U0 ∪ ... ∪ Up−1) ∩ Up est de dimension fini. Enfin de ce qui précède on conclue
que la cohomologie de degré q de U0 ∪ ... ∪ Up est de dimension fini.

2.4.2 Dualité de Poincaré et formule de Künneth

Soit V et W deux R-espaces vectoriels Euclidien de dimension fini on peut
alors définir une forme bilinéaire < , >: V ⊗ W → R, une telle forme sera
dite non-dégénéré si < v,w >= 0 pour tout w ∈ W implique que v = 0 et
< v,w >= 0 pour tout v ∈ V implique que w = 0. Le théorème de dualité
de Poincaré repose essentiellement sur les deux lemmes qui suivent et qu’on
présente sans démonstration.
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Lemme 2.8. La forme bilinéaire < , >: V ⊗W → R est non-dégénéré si et
seulement si l’application V → W ∗ qui associe v 7→< v, • > est un isomor-
phisme.

Lemme 2.9 (Lemme des cinq). Étant donné un diagramme commutatif de
groupes Abéliens, ou les flèches sont des morphismes de groupe, de la forme
suivante :

... // A
f1 //

a

��

B
f2 //

b
��

C
f3 //

c

��

D
f4 //

d
��

E //

e

��

...

... // A′
f ′1

// B′
f ′2

// C ′
f ′3

// D′
f ′4

// E′ // ...

Alors si a, b, d et e sont des isomorphisme, il en est de même pour c.

Soit à présent M une variété de dimension n, considérons l’application sui-
vante : ∫

: Hq(M)⊗Hn−q
c (M) −→ R

ω ⊗ τ 7−→
∫
M

ω ∧ τ

Cette application est bien bilinéaire par linéarité de l’intégration et d’après le
théorème de Stokes. De plus cette application induit le morphisme suivant :∫

M

: Hq(M) −→ (Hn−q
c (M))∗

ω 7→
∫
M

ω ∧ •

Le théorème de dualité de Poincaré s’énonce alors comme suit

Théorème 2.10. SoitM une variété orientable admettant un bon recouvrement
de type fini, alors on a un isomorphisme Hq(M) ' (Hn−q

c (M))∗ donné par
l’application ci-dessus.

Démonstration. On peut tout d’abord remarquer que le théorème est vrai dans
le cas de Rn d’après les lemmes de Poincaré, il est donc vrai dans le cas d’ouverts
difféomorphe à Rn, considérons alors deux ouvert U et V de M difféomorphe à
Rn et dont l’intersection est difféomorphe à Rn d’après les théorème de Mayer-
Vietoris on a les suites exacts suivantes

...→ Hq(U)⊕Hq(V ) δ→ Hq(U ∩ V ) d∗→ Hq+1(U ∪ V ) r→ Hq+1(U)⊕Hq+1(V )→ ...

et

...
σ← Hn−q

c (U)⊕Hn−q
c (V ) s← Hn−q

c (U ∩ V ) d∗← Hn−q−1
c (U ∪ V ) σ← Hn−q−1

c (U)⊕Hn−q−1
c (V )← ...
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Cette dernière suite induit une suite exact sur les duaux de ces espaces en
inversant le flèches, on obtient alors le diagramme suivant :

... // Hq(U)⊕Hq(V ) δ //∫
U

+
∫
V

��

Hq(U ∩ V ) d∗ //∫
U∩V
��

Hq+1(U ∪ V ) //∫
U∪V
��

...

... // Hn−q
c (U)∗ ⊕Hn−q

c (V )∗ // Hn−q
c (U ∩ V )∗ // Hn−q−1

c (U ∪ V )∗ // ...

Nous allons montrer que ce diagramme est commutatif à signe prés, pour cela
nous montrons la commutativité du premier et second carré la démonstration
du reste étant plus simple ou essentiellement la même. Pour le premier carré,
soit (ω, τ) ∈ Hq(U)⊕Hq(V ) et ψ ∈ Hn−q

c (U ∩ V ) on a d’une part∫
U∩V

δ(ω, τ) ∧ ψ =
∫
U∩V

(τ |U∩V − ω|U∩V ) ∧ ψ

et d’autre part∫
V

τ ∧ ψ −
∫
U

ω ∧ ψ =
∫
U∩V

(τ |U∩V − ω|U∩V ) ∧ ψ

Puisque ψ est à support dans U ∩V . Pour le deuxième carré soit ω ∈ Hq(U ∩V )
on a d∗ω ∈ Hq+1(U ∪ V ) de plus ω est fermée ainsi

d∗ω =
{
−(dρV )ω sur U
(dρU )ω sur V

Pour {ρU , ρV } une partition de l’unité subordonnée à {U, V }, soit τ ∈ Hn−q−1
c (U∪

V ) puisque τ est fermé on a d∗τ ∈ Hn−q
c (U ∩V ) et ainsi on peut par abus, après

extension de d∗τ par 0 à U et V , écrire,

d∗τ =
{

(dρU )τ sur U
(dρV )τ sur V

On a alors d’une part∫
U∩V

ω ∧ d∗τ = (−1)deg(ω)
∫
U∩V

(dρV )ω ∧ τ

D’autre part comme d∗ω est à support dans U ∩ V∫
U∪V

d∗ω ∧ τ = −
∫
U∩V

(dρV )ω ∧ τ

ainsi on a ∫
U∪V

d∗ω ∧ τ = (−1)deg(ω)+1
∫
U∩V

ω ∧ d∗τ
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Ce qui conclut la commutativité à signe prés du diagramme. Grâce à ce dia-
gramme on peut déduire avec le lemme des cinq que si la dualité de Poincaré
est vrai pour U , V et U ∩ V alors elle est vrai pour U ∪ V . Supposons alors
par récurrence que la dualité de Poincaré est vrai pour une variété admettant
un bon recouvrement à p ouvert, et supposons que M a un bon recouvrement à
p+1 ouverts, {U0, ..., Up} ainsi (U0∪ ...∪Up−1)∩Up admet un bon recouvrement
à p ouverts donné par {U0 ∩ Up, ..., Up−1 ∩ Up} et donc par hypothèse la dualité
de Poincaré est vrai pour U0 ∪ ... ∪ Up−1, Up et (U0 ∪ ... ∪ Up−1) ∩ Up. Enfin de
ce qui précède on conclut que la dualité de Poincaré est vrai pour U0 ∪ ... ∪Up.
Ce qui conclut la preuve.

Le théorème qui suit sera de grand importance dans la théorie de espace fibré,
il nous permettra notamment de construire certaines classes caractéristique.

Théorème 2.11 (Formule de Künneth). SoitM et F deux variété de dimension
fini tel que M admette un bon recouvrement de type fini, alors on a la relation

Hn(M × F ) '
⊕

p+q=n
Hp(M)⊗Hq(F )

Démonstration. Commençons par le diagramme suivant ou ρ et π désigne les
projections naturelles.

M × F
ρ //

π

��

F

M

On a alors une application

Ψ :
⊕

p+q=n
Hp(M)⊗Hq(F ) −→ Hn(M × F )

ω ⊗ τ 7→ π∗ω ∧ ρ∗τ

Cette application est bien définie sur la cohomologie puisque l’image du produit
de deux formes fermées est bien fermée, et l’image du produit d’une forme
fermée avec une forme exacte est une forme exacte. Lorsque M = Rm, Ψ est
un isomorphisme d’après le lemme de Poincaré, soit alors U et V deux ouverts
difféomorphe à Rm et d’intersection difféomorphe à Rm soit n ≥ 0 un entier, la
suite exacte de Mayer-Vietoris induit la suite exacte suivante

...→ Hq(U ∪ V )⊗Hn−q(F ) r⊗id−→ (Hq(U)⊕Hq(V ))⊗Hn−q(F ) δ⊗id−→
Hq(U ∩ V )⊗Hn−q(F )→ ...

On peut alors sommer sur q pour obtenir la suite exacte suivante

...→
n⊕
q=0

Hq(U ∪ V )⊗Hn−q(F )→
n⊕
q=0

(Hq(U)⊕Hq(V ))⊗Hn−q(F )→
n⊕
q=0

Hq(U ∩ V )⊗Hn−q(F )→ ...
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On obtient alors le diagramme suivant,

...→
n⊕
q=0

(Hq(U)⊕Hq(V ))⊗Hn−q(F ) //

Ψ

��

n⊕
q=0

Hq(U ∩ V )⊗Hn−q(F )

Ψ

��

d∗//
n+1⊕
q=0

Hq(U ∪ V )⊗Hn+1−q(F )→ ...

Ψ

��
...→ Hn(U × F )⊕Hn(V × F ) // Hn(U ∩ V × F ) // Hn+1((U ∪ V )× F )→ ...

Ce diagramme est commutatif, nous allons montrer la commutativité du second
carré. Soit ω ⊗ φ ∈ Hq(U ∩ V )⊗Hn−q(F ) alors

Ψd∗(ω ⊗ φ) = π∗(d∗ω) ∧ ρ∗φ

d’autre part on a :

d∗Ψ(ω ⊗ φ) = d∗(π∗ω ∧ ρ∗φ)

De plus étant donnée une partition de l’unité {ρU , ρV } subordonné à U et V ,on
a que le tiré en arrière par π fourni une partition de l’unité {π∗ρU , π∗ρV } su-
bordonné à U × F et V × F ainsi on a sur (U ∩ V )× F

d∗(π∗ω ∧ ρ∗φ) = d((π∗ρU )π∗ω ∧ ρ∗φ) = (dπ∗(ρUω)) ∧ ρ∗φ = π∗(d∗ω) ∧ ρ∗φ

Enfin par le lemme des cinq si Ψ est un isomorphisme pour U , V et U ∩V alors
c’est le cas pour U ∪ V , on conclut alors par l’argument de récurrence sur le
cardinale d’un bon recouvrement comme dans les démonstrations précédentes.

2.5 Complexe de Cech-De Rham
On défini dans ce qui suit le complexe double de Cech-De Rham et sa coho-

mologie, ainsi que la cohomologie de Cech.
Soit M une variété de dimension n, considérons un recouvrement U =

{Uα}α∈J avec J un ensemble ordonné dénombrable. On note Uα ∩ Uβ par Uαβ
et Uα ∩ Uβ ∩ Uγ par Uαβγ etc. On a alors une suite d’inclusion,

...
−→−→
−→−→ ∐

α0<α1<α2

Uα0α1α2 −→−→
−→ ∐

α0<α1

Uα0α1 −→
−→ ∐

α0

Uα0 −→M

ou chacune des flèches qu’on note ∂i : Uα0...αi...αp ↪→ U
α0...α̂i...αp

désigne l’inclu-
sion canonique ignore le i-éme ouvert dans l’intersection, cette suite d’inclusion
induit alors une suite de restrictions

...
←−←−
←−←− ∏

α0<α1<α2

Ω∗(Uα0α1α2) ←−←−
←− ∏

α0<α1

Ω∗(Uα0α1) ←−←−
∏
α0

Ω∗(Uα0) r←− Ω∗(M)

ou r désigne la restriction à chaque ouverts et chacune des autre flèche désigne
le morphisme suivant :
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δi :
∏

α0<...<αp

Ω∗(Uα0...αp) −→
∏

α0<...<αp+1

Ω∗(Uα0...αp+1)

ωα0...αp 7→ ω
α0...α̂i...αp+1|Uα0...αi...αp+1

Ou ωα0...αp ∈ Ωq(Uα0...αp) désigne une composante dans
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp)

On note pour être plus concis ω
α0...α̂i...αp+1|Uα0...αi...αp+1

par ω
α0...α̂i...αp+1 On

définit alors l’opérateur δ

Définition 2.7. on définit l’application

δ :
∏

α0<...<αp

Ω∗(Uα0...αp) −→
∏

α0<...<αp+1

Ω∗(Uα0...αp+1)

par δ =
p+1∑
i=0

(−1)iδi ainsi pour une forme ω ∈
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp) de compo-

sante ωα0...αp ∈ Ωq(Uα0...αp) on a la formule

(δω)α0...αp+1 =
p+1∑
i=0

(−1)iω
α0...α̂i...αp+1

Il se trouve que δ est un morphisme de complexe i.e. δ2 = 0. En effet

(δ2ω)α0...αp+2 =
p+2∑
i=0

(−1)i(δω)
α0...α̂i...αp+2

=
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1ω
α0...α̂i...α̂j ...αp+2

+
∑
j<i

(−1)i(−1)jω
α0...α̂j ...α̂i...αp+2

= 0

On note alors Cp(U,Ωq) =
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp), et on obtient ainsi un complexe

différentiel(C∗(U,Ωq), δ) pour chaque entier q ≥ 0. On remarque également que
δ commute avec d en effet :

(δ(dω))α0...αp+1 =
p+1∑
i=0

(−1)i(dω)
α0...α̂i...αp+1

= d
p+1∑
i=0

(−1)iω
α0...α̂i...αp+1

= d(δω)α0...αp+1

On peut alors augmenter le complexe horizontale (C∗(U,Ωq), δ) verticalement
grâce au complexe (Cp(U,Ω∗), δ). En effet notons

Kp,q = Cp(U,Ωq) =
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp)

On a alors un diagramme commutatif à signe prés
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...
...

...
...

0→ Ω2(M) r // K0,2 δ //

d

OO

K1,2 δ //

−d

OO

K2,2 δ //

d

OO

K3,2 δ //

−d

OO

...

0→ Ω1(M) r // K0,1 δ //

d

OO

K1,1 δ //

−d

OO

K2,1 δ //

OO

d

OO

K3,1 δ //

−d

OO

...

0→ Ω0(M) r // K0,0 δ //

d

OO

K1,0 δ //

−d

OO

K2,0 δ //

d

OO

K3,0 δ //

−d

OO

...

On note alors

Kn =
⊕

p+q=n
Kp,q

et on considère l’application D : Kn → Kn+1 donnée par Dφ = δφ+D′φ avec
D′ = (−1)pdφ pour φ ∈ Kp,q.
D est alors un morphisme de complexe, en effet

D2 = δ2 + δD′ +D′δ +D′2

= (−1)pδd+ (−1)p+1dδ = 0

On obtient alors un double complexe (K∗, D) appelé complexe de Cech-De
Rham. Ce double complexe jouit d’une propriété particulière qui est que ses
suites horizontale sont exacts en effet on a la proposition suivante.

Proposition 2.1. La suite :

0→ Ω∗(M) r→
∏
α0

Ω∗(Uα0) δ→
∏

α0<α1

Ω∗(Uα0α1) δ→
∏

α0<α1<α2

Ω∗(Uα0α1α2) δ→ ...

est exact.

Démonstration. Il est clair qu’une forme globale ω ∈ Ωq(M),dont la restriction à
chaque ouverts du recouvrement est nulle, est nulle. De plus l’image d’une forme
globale par r est d’image nulle sous δ. Considérons à présent une forme ω ∈∏
α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp) de composantes ωα0...αp , et soit ρα une partition de l’unité

subordonnée au recouvrement U, on définit alors un opérateur d’homotopie :

K :
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp) −→
∏

α0<...<αp−1

Ωq(Uα0...αp−1)

ωα0...αp 7→ (Kω)α0...αp−1 =
∑
α
ραωαα0...αp−1

On peut alors calculer d’une part
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δKω = (δKω)α0...αp =
∑
i

(−1)i(Kω)
α0...α̂i...αp

=
∑
α

ρα
∑
i

(−1)iω
αα0...α̂i...αp

D’autre part

Kδω = (Kδω)α0...αp =
∑
α

ρα(δω)αα0...αp

=
∑
α

ραωα0...αp +
∑
α

ρα
∑
i

(−1)i+1ω
αα0...α̂i...αp

= ω − δKω

on a ainsi δK +Kδ = id et donc tout δ-cocyle est un δ-cobord, le résultat suit
alors du fait que δ2 = 0

Théorème 2.12. L’application r : Ω∗(M) → C∗(U,Ω∗) induit un isomor-
phisme en cohmologie :

r∗ : H∗DR(M) ∼→ H∗D(C∗(U,Ω∗))

Démonstration. (1) r∗ est surjective :
En effet considérons un D-cocycle φ ∈ Kn, φ s’écrit alors comme a0 + ...+ an
avec ai ∈ Ki,n−i, puisque les suites horizontales sont exacts l’élément an s’écrit
an = δαn−1 avec αn−1 ∈ Kn−1,0 on peut alors soustraire à φ, Dαn−1 pour
obtenir φ1 = φ−Dαn−1 qui appartient à la même classe de D-cohomologie que
φ, en itérant ce procédé on obtient une forme φn ∈ K0,n et de même classe de
D-cohomologie que φ un simple calcul permet alors de voir que dφn = δφn = 0
ainsi φn est une forme fermée et globale.
(2) r∗ est injective :
En effet soit ω ∈ Ωn(M) tel r(ω) = Dφ on peut alors par le même procédé que
précédemment i.e. en soustrayant des D-cobords à φ, se ramener à une forme
φ′ ∈ K0,n tel que r(ω) = Dφ′ on alors pour des raisons de degré que δφ′ = 0 ce
qui prouve que φ′ est une forme globale et donc que ω est exact.

Remarque 2.12.1. On fait remarquer ici que la démonstration précédente, qui
en réalité n’utilise pas spécialement la structure de Ω∗, peut se généralisé en un
énoncé sur les complexe double, en disant Si les lignes (resp. colonnes) d’un
complexe double sont exactes, alors sa D-cohomologie est isomorphe à celle de
sa première colonne (resp. première ligne).

Passons à présent à la définition de cohomologie de Cech, pour cela commen-
çons par considérer le pré-faisceau des fonctions localement constantes qu’on
note R qui associe à chaque ouvert de M le groupe additifs des fonctions lo-
calement constantes R, on considère alors pour p ≥ 0 un entier l’ensemble
Cp(U,R) des fonctions localement constantes sur l’intersection d’ordre p des
ouverts Uα0...αp du recouvrement U = {Uα}α∈I . On obtient ainsi un complexe
(C∗(U,R), δ), qu’on appel également Complexe de Cech donné par la suite sui-
vante, ou δ est défini de la même manière que précédemment.

23



C0(U,R) δ→ C1(U,R) δ→ C2(U,R) δ→ . . .

Définition 2.8. On note H∗(U,R) la cohomologie de ce complexe qu’on appel
Cohomologie de Cech du recouvrement U.

Soit à présent B = {Vβ}β∈J un raffinement de U et soit τ : J → I une fonction
tel que Vβ ⊂ Uτβ pour tout β ∈ J , on a alors un morphisme

τ∗ : Cq(U,R)→ (Cq(B,R)

défini par la formule

(τ∗f)(β0, . . . , βq) = rW
′

W f(τβ0, . . . , τβq)

ou f ∈ Cq(U,R) et W = Vβ0 ∩ . . .∩ Vβq et W = Uτβ0 ∩ . . .∩Uτβq , on peut alors
montrer par un calcul que

τ∗δ = δτ∗

Ce qui implique que τ∗ induit une application en cohomologie

tUB : Hq(U,R)→ Hq(B,R)

On peut alors montrer que les morphismes tUB sont indépendants du choix de la
fonction τ (Ceci sera montrer dans la section 5).
Enfin on peut montrer que les tUB forment un système inductif i.e. tUU = Id et
tUB ◦ tBW = tUW
On définit alors la Cohomologie de Cech de M qu’on note H∗(M,R) comme la
limite inductive de H∗(U,R) sur l’ensemble des recouvrement de M

H∗(M,R) = lim
−→
U

H∗(U,R)

Enfin comme les bons recouvrements forment un sous ensemble cofinale dans
l’ensemble ordonné des recouvrements de M , on peut effectuer la limite sur les
bons recouvrement seulement.
Remarquons à présent que Cp(U,R) n’est en fait rien d’autre que le noyau de la
flèche D′ : Kp,0 → Kp,1 on a alors une injection canonique ι : Cp(U,R)→ Kp,0

ce qui nous permet d’injecter (par le bas) le complexe de Cech dans le complexe
double exposé précédemment, et augmenter ainsi notre complexe double.
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...
...

...
...

0→ Ω2(M) r // K0,2 δ //

d

OO

K1,2 δ //

−d

OO

K2,2 δ //

d

OO

K3,2 δ //

−d

OO

...

0→ Ω1(M) r // K0,1 δ //

d

OO

K1,1 δ //

−d

OO

K2,1 δ //

OO

d

OO

K3,1 δ //

−d

OO

...

0→ Ω0(M) r // K0,0 δ //

d

OO

K1,0 δ //

−d

OO

K2,0 δ //

d

OO

K3,0 δ //

−d

OO

...

C0(U,R) δ //

ι

OO

C1(U,R) δ //

ι

OO

C2(U,R) δ //

ι

OO

C3(U,R) δ //

ι

OO

...

0

OO

0

OO

0

OO

0

OO

Si l’on suppose que U est un bon recouvrement de M alors pour p ≥ 0 et
q > 0 on a que

∏
α0<....<αp

Hq(Uα0...αp) = 0 les suites verticales du complexe sont

donc exactes ce qui implique d’après la remarque et la discussion qui précède le
théorème suivant

Théorème 2.13. Soit U un bon recouvrement de M on l’isomorphisme suivant

H∗DR(M) ' H∗(U,R)

et par passage à la limite inductive sur l’ensemble des bons recouvrements

H∗DR(M) ' H∗(M,R)

En réalité on peut expliciter, l’inverse de l’isomorphisme r∗ : H∗DR(M) ∼→
H∗D(C∗(U,Ω∗)) et par conséquent l’isomorphisme H∗DR(M) ' H∗(U,R). Pour
cela on considère l’application f : Kn → Ωn(M) qui à une n-cochaine a ∈ Kn =⊕
p+q=n

Kp,q qui s’écrit a = a0 + . . .+ an et tel que Da = b = b0 + . . . bn+1 associe

la formule suivante :

f(a) =
n∑
i=0

(−D′K)iai −
n+1∑
i=1

K(−D′K)i−1bi

ou K désigne l’opérateur d’homotopie défini comme dans la preuve de la pro-
position 2.1 par :

K :
∏

α0<...<αp

Ωq(Uα0...αp) −→
∏

α0<...<αp−1

Ωq(Uα0...αp−1)

ωα0...αp 7→ (Kω)α0...αp−1 =
∑
α
ραωαα0...αp−1
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On appel la formule définissant f(a) Formule de collage car en un certain sens
on "recolle" les éléments de la n-cochaine a pour obtenir une n-forme globale, en
effet on peut montrer par un calcule que δf(a) = 0, et que f ◦ r = id, de plus on
peut construire un opérateur d’homotopie L : C∗(U,Ω∗) → C∗(U,Ω∗) tel que
id− r ◦ f = LD +DL, nous ne donnerons pas le détails de cette construction,
on a toutefois le théorème suivant qui nous sera fort utile.

Théorème 2.14. Soit a ∈ Hq(U,R) alors la forme globale fermé associé à a
en cohomologie de De Rham est donné par f(a) = (−1)n(D′K)na.

3 Espaces Fibrés
Nous exposons dans cette section quelques définitions et théorèmes lié aux

espaces fibré (au sens de la définition ci-dessous) ainsi que des résultats concer-
nant le cas particulier des fibrés vectoriels et fibré en sphère, Les faits non
démontrés dans cette présentation pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de F. Hirzebruch [2] et Steenrod [3] ou encore D.Husemoler [4].

3.1 Généralités
Définition 3.1 (Espace fibré). On appel Espace fibré la donnée de :

1. Une variété lisse E appelé Espace totale
2. Une variété lisse M appelée Base
3. Une surjection lisse π : M → E appelée Projection
4. Une variété lisse F ' π−1(p) pour p ∈M appelée Fibre
5. Un Groupe de Lie G agissant de manière fidèle sur F appelé Groupe struc-

turale
Vérifiant les conditions suivantes

1. Il existe un recouvrement {Uα}α∈I muni d’une famille de diffeomorphismes
appelées Trivialisations locales

φα : π−1(Uα)→ Uα × F

tel que pour (p, x) ∈ Uα × F

π ◦ φ−1
α (p, x) = p

2. Et tel que pour α, β ∈ I et p ∈ Uα ∩ Uβ les applications

φα ◦ φ−1
β (p, •) : F → F

qu’on note gαβ(p) représente l’action d’un éléments de G on demande ainsi
que les applications, qu’on appel fonctions de transition,

gαβ : Uα ∩ Uβ → G
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soient lisses.

Définition 3.2. On appel section lisse ou simplement section d’un espace fibré
π : E →M une application lisse s : M → E tel que π ◦ s = Id

Une première conséquence de la définition d’espace fibré est la relation sui-
vante

gαβ ◦ gβγ = gαγ sur Uα ∩ Uβ ∩ Uγ

appelée relation de cocycle.
Nous appellerons U-cocycles la famille d’élément {gαβ} pour un recouvrement
donné U = {Uα}α∈I
Définition 3.3. On dit que deux U-cocylces gαβ et g′αβ sont équivalents si il
existe une famille de fonctions lisses λα : Uα → G tel que pour tout p ∈ Uα∩Uβ

gαβ(p) = λα(p)g′αβ(p)λ−1
β (p)

On note alors H1(U, G) l’ensemble des classes d’équivalences de U-cocycles
pour un recouvrement U donné. Si B = {Vγ}γ∈J est un recouvrement qui raffine
U et τ : J → I une application, on a alors une application τ∗ qui étant donné
un U-cocycle fourni un B-cocycle par la relation

(τ∗g)γδ = gτγ,τδ sur Vγ ∩ Vδ

On a alors en passant aux classes d’équivalence, une application

tUB : H1(U, G)→ H1(B, G)

On peut alors montrer que l’application tUB sont indépendante du choix de la
fonction τ (Ceci sera montrer dans la section 5).
Enfin on peut montrer que les tUB forment un système inductif i.e. tUU = Id et
tUB ◦ tBW = tUW on défini alors l’ensemble des G-cocyles H1(M,G) comme limite
inductive sur l’ensemble de recouvrement de M

H1(M,G) = lim
−→
U

H1(U, G)

Considérons maintenantG′ un sous-groupe fermé deG qui est donc un groupe de
Lie, soit ι : G′ → G un plongement lisse de G′ dans G, on alors une application
induite ι∗ : H1(M,G′) → H1(M,G) qui associe à un représentant g′αβ d’un
G′-cocyle [g] le representant ι ◦ g′αβ du G-cocycle [g], on a alors la définition
suivante

Définition 3.4. On dit que le groupe structurale G d’un espace fibré E au
dessus deM peut être réduit à G′ si il existe un G′-cocycle [g′] tel que ι∗[g′] = [g]
pour [g] le G-cocycle de E.

Énonçons à présent un théorème fondamental dans la théorie de la réduc-
tion de groupe structural, la démonstration de ce théorème utilise des résultats
profond sur le théorie des groupes de Lie et ne fera pas l’objet de cet exposé.
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Théorème 3.1. Soit M une variété paracompact, soit G un groupe de Lie réel
et soit G′ un sous-groupe fermé de G (qui est donc de Lie) tel que G/G′ soit
contractile alors le plongement canonique ι : G′ → G induit une bijection

ι∗ : H1(M,G′)→ H1(M,G)

Nous montrons enfin un théorème important dans la théorie des espaces
fibrés qui permettra notamment de construire certaines classes caractéristiques

Théorème 3.2. (Leray-Hirsh) Soit π : E → M un espace fibré de fibre F sur
une variété lisse M de type fini, supposons qu’il existe une famille fini de classe
de cohomologie e1, . . . , er ∈ H∗(E) tel que leurs restrictions à chaque fibre F
engendre librement H∗(F ) en tant que R-module alors on a un isomorphisme

H∗(E) ' H∗(M)⊗ R {e1, . . . , er}

Démonstration. Supposons pour commencer que M = U ∩ V ou U et V sont
des ouverts, considérons l’application

Ψ : H∗(M)⊗ R {e1, . . . , er} −→ H∗(E)
ω ⊗ τ 7−→ π∗ω ∧ τ

Nous allons montrer que cette application fourni l’isomorphisme voulu. Re-
marquons d’abord qui si E est trivial alors Ψ est un isomorphisme, en effet
dans ce cas on a que E ' M × F est donc {e1, . . . , er} engendrent H∗(E) '
H∗(M)⊗H∗(F ) par la formule de Künneth.
Considérons alors la suite exact de Mayer-Vietoris pour M exposé plus haut,
cette suite induit une suite exact

...→
n⊕
q=0

Hq(U ∪ V )⊗ R {e1, . . . , er}n−q →
n⊕
q=0

(Hq(U)⊕Hq(V ))⊗

R {e1, . . . , er}n−q →
n⊕
q=0

Hq(U ∩ V )⊗ R {e1, . . . , er}n−q → ...

ou R {e1, . . . , er}n−q désigne le sous-module de R {e1, . . . , er} des formes de
degré n − q, on a alors le diagramme commutatif suivant (la vérification de la
commutativité de ce diagramme est essentiellement la même que dans la preuve
de la formule de Künneth)

...→
n⊕
q=0

(Hq(U)⊕Hq(V ))⊗ R {e1, . . . , er}n−q //

Ψ

��

n⊕
q=0

Hq(U ∩ V )⊗ R {e1, . . . , er}n−q

Ψ

��

d∗//
n+1⊕
q=0

Hq(U ∪ V )⊗ R {e1, . . . , er}n+1−q → ...

Ψ

��
...→ Hn(E|U )⊕Hn(E|V ) // Hn(E|U∩V ) // Hn+1(E|U∪V )→ ...

Ainsi si U , V et U ∩ V sont difféomorphe à Rm, Ψ réalise un isomorphisme
pour Hn(E|U ) ⊕ Hn(E|V ) et Hn(E|U∩V ) on conclue alors par le lemme des
cinq qu’on a bien un isomorphisme pour Hn(E|U∪V ).
Supposons enfin que l’isomorphisme vaut pour une variété M admettant un
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bon recouvrement à p ouverts, on conclue alors par l’argument de récurrence de
Mayer-vietoris ainsi que le lemme de cinq.

3.2 Fibrés vectoriels
Définition 3.5. On appel Fibré vectoriel réel de rang n un espace fibré E de
fibre un espace vectoriel réel de dimension n, V ' Rn et de groupe structurale
GL(V ) ' GLn(R)

Définition 3.6. Soit π : E → M et π′ : E′ → M ′ deux fibré vectoriel, un
morphisme de fibré vectoriel est la donné d’un couple d’application lisses (u, f)
avec u : E → E′ et f : M → M ′ tel que u soit linéaire sur chaque fibre et que
le diagramme suivant commute

E
u //

π

��

E′

π′

��
M

f // M ′

lorsque M = M ′ un morphisme entre les fibré E et E′ et alors donné par un
couple (u, IdM ) vérifiant les mêmes propriétés.
Un isomorphisme de fibré vectoriel au dessus d’une même variété, est un mor-
phisme u : E → E′ tel qu’il existe un morphisme v : E′ → E tel que uv = IdE′

et vu = IdE

Remarque 3.2.1. La linéarité de u s’exprime plus explicitement comme suit,
soit {Uα, φα} et {Uα, φ′α} des trivialisation locale de E et E′, soit (x, v) ∈
Uα × Rn et soit λ ∈ R alors

p2φ
′
αuφ

−1
α (x, λv) = λp2φ

′
αuφ

−1
α (x, v)

ou p2 : Uα × Rn → Rn désigne la deuxième projection.

Un fibré vectoriel réel de rang n sera dit trivial si il est isomorphe au fibré
M × Rn. On peut également définir la notion de fibré vectoriel complexe ou
il suffit de remplacer R par C. Dans le cas de résultats généraux nous diront
simplement fibré vectoriel sans préciser (réel ou complexe).
On note alors la catégorie des fibré vectoriel VB et lorsque la base est fixé M
on notera la catégorie des fibré vectoriel sur M par VB/M .
Nous pouvons faire plusieurs constructions sur les fibré vectoriel la première
étant le tiré en arrière. Soit π : E → M un fibré vectoriel de rang n et soit N
une variété et f : M → N une application lisse, on définit le tiré en arrière de
E par f comme l’ensemble :

f−1E := {(e, p) ∈ E ×N | π(e) = f(p)}

Le fibré f−1E est alors de rang n sur N on de plus le diagramme commutatif
suivant
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f−1E
fE //

π′

��

E

π

��
N

f // M

ou π′ : (e, p) 7→ p et fE : (e, p) 7→ e
Cette construction définit alors un foncteur entre les catégorieVB/M etVB/N

f−1(−) : VB/M −→ VB/N
E 7−→ f−1E

HomVB/M (E,E′) 7−→ HomVB/N (f−1E, f−1E′)
u 7→ f∗(u)

ou f∗(u) : (e, p) 7→ (u(e), p), enfin si gij : Ui ∩ Uj → GLn(R) sont des cocycles
de E alors f∗gij = gij ◦ f : f−1Ui ∩ f−1Uj → GLn(R) fournissent des cocycles
de f−1E.
Considérons à présent deux fibré vectoriel π : E → M et π′ : E′ → M de rang
n et m.
On définit le fibré vectoriel somme direct de E et E′ qu’on note E ⊕E′ qui est
alors un fibré vectoriel de rang n+m, dont la fibre en chaque point p ∈M est
Ep⊕E′p, ou la projection surM est défini par le diagramme commutatif suivant

E ⊕ E′
p2 //

p1

��

p

##

E′

π′

��
E

π // M

ou p1 et p2 sont les projections canoniques données respectivement par (e, e′) 7→
e et (e, e′) 7→ e′. Étant donné des cocycles gij : Ui ∩ Uj → GLn(R) de E et
g′ij : Ui ∩ Uj → GLm(R) de E′ on définit le cocycles de E ⊕ E′ par(

gij 0
0 g′ij

)
: Ui ∩ Uj → GLn+m(R)

On définit le fibré produit tensoriel E ⊗ E′ qui est alors un fibré de rang nm
et dont chaque fibre pour p ∈ M est Ep ⊗ E′p, la projection est donné par
p : e⊗ e′ 7→ π(e) = π′(e′). Étant donné des cocycles gij : Ui ∩ Uj → GLn(R) de
E et g′ij : Ui ∩ Uj → GLm(R) de E′ on définit le cocycles de E ⊗ E′ par

gij ⊗ g′ij : Ui ∩ Uj → GLnm(R)
ou ⊗ désigne le produit de Kronecker de deux matrices.
On définit le fibré projectif P (E) au dessus de M comme l’espace fibré dont la
fibre est donnée par P (Ep) le projectivisé de la fibre Ep, L projection σ : P (E)→
M est alors donnée par l’unique application qui fait commuter le diagramme

M E
π

oo

p

��
P (E)

σ

bb

30



Le groupe structurale de P (E) est alors donné par PGLn(R) dont les cocycles
ḡαβ sont donné par l’image des cocycles gαβ de E par l’application quotient.

Soit M une variété lisse la relation d’isomorphisme entre fibrés vectoriel
réels fourni une relation d’équivalence sur la catégorie VB/M , on peut ainsi
considérer l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriel réel sur M
d’un rang k donné, on note cet ensemble V ectk(M) on peut alors vérifier qu’on
a ainsi un foncteur contravariant de la catégorie de variété lisse est application
lisse Var vers la catégorie des ensembles Ens

V ectk(−) : Var −→ Ens
M 7−→ V ectk(M)

HomVar(N,M) 7−→ HomEns(V ectk(M), V ectk(N))
f 7→ f−1

Ou f−1 désigne l’application induite sur les classes d’isomorphisme de fibré
vectoriel par le foncteur de tiré en arrière par f .
Nous allons à présent montrer que l’ensemble V ectk(M) est en bijection avec
l’ensemble H1(M,GLk(R)) défini précédemment, pour cela nous avons besoin
des lemmes suivant.

Lemme 3.3. Soit {φα} et {φ′α} deux trivialisations locales d’un même fibré
vectoriel E pour un même recouvrement U alors les U-cocycles associées gαβ et
g′αβ sont équivalents.

Démonstration. Soit x ∈ Uα on a que φαφ′α−1(x, •) : Rn → Rn comme φα
et φ′α−1 sont des diffeomorphismes (de plus linéaire sur chaque fibre) on a
φαφ

′
α
−1(x, •) ∈ GLn(R) ainsi on peut définir une application lisse λα : Uα →

GLn(R) par λα(x) = φαφ
′
α
−1(x, •) on vérifie alors qu’on a bien

gαβ = λαφ
′
αφ
′
β
−1λ−1

β = λαg
′
αβλ

−1
β

Remarque 3.3.1. Remarquons qui si {φα} et
{
φ′γ
}
étaient associé à des recou-

vrements différents U et V on peut trouver un recouvrement B qui les raffine
ainsi les trialisations {φα} et

{
φ′γ
}
restreintes à W fourniraient des W-cocycles

gαβ et g′αβ équivalents ainsi ils représentent le même GLn(R)-cocycles dans
H1(M,GLn(R)), n étant le rang de E.

Lemme 3.4. Deux fibrés vectoriels sur M de même rang n sont isomorphes si
et seulement si leurs cocycles représentent le même GLn(R)-cocycle.

Démonstration. Soit E et F deux fibré vectoriel sur M , soit u : E → F un iso-
morphisme de fibré, et soit {φα} et {φ′α} leurs trivialisations locales respectives
et associées gαβ et g′αβ les cocycles associé, puisque u est un isomorphisme on a
que {u ◦ φα} est une trivialisation locale de F dont le cocyle est donné par

g′′αβ(x) = uxgαβu
−1
x
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ou ux est la restriction de u à une fibre au dessus de x ∈M , on a alors que g′′αβ
est équivalent à gαβ ( en prenant λα : x 7→ ux ) il est également équivalent à
g′αβ par le lemme qui précède, ainsi gαβ et g′αβ sont équivalents.
Réciproquement supposons que gαβ et g′αβ soient équivalents, il existe alors une
famille de fonctions λα : Uα → GLn(R) tel que

gαβ = λαg
′
αβλ

−1
β

Définissons alors uα : E|Uα → F |Uα par la relation

uα = φ′α
−1λ−1

α φα

défini ainsi uα est évidement linéaire sur chaque fibre il est de plus inversible,
enfin on a d’après l’équivalence des cocycles que uα coïncide avec uβ sur Uα∩Uβ
en effet

φαφ
−1
β = λαφ

′
αφ
′
β
−1λ−1

β

⇒ uα = φ′α
−1λ−1

α φα = φ′β
−1λ−1

β φβ = uβ

ainsi u = {uα} défini un isomorphisme entre E et F .

Nous allons noter les éléments de V ectk(M) par [E] ou E est un représentent
de la classe d’isomorphismes [E] et par [gαβ ] les éléments H1(M,GLk(R)) ou
gαβ est un cocycle associé au représentent E de la classe [E], on peut alors
énoncer le théorème suivant

Théorème 3.5. Soit M une variété lisse alors l’application

V ectk(M) −→ H1(M,GLk(R))
[E] 7−→ [gαβ ]

est une bijection.

Démonstration. Grâce au lemme qui précède cette association défini bien une
application qui est de plus injective. Pour la surjectivité soit gαβ un U-cocycle
représentent un élément de H1(M,GLk(R)) pour un recouvrement U = {Uα}
on peut alors construire un fibré vectoriel de rang k, donner par l’ensemble
(
∐

Uα × Rk)/(x, y) ∼ (x, gαβ(x)y) pour (x, y) ∈ Uβ × Rk et (x, gαβ(x)y) ∈
Uα×Rk la classe d’isomorphisme d’un tel fibré fourni un élément de V ectk(M)
ce qui conclue la preuve.

Définition 3.7. Une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel π : E →M
est la donné d’une application lisse Q : E ⊕ E → R tel que pour tout p ∈ M
Q|(Ep × Ep) soit un produit scalaire Euclidien sur Ep.

Lemme 3.6. Tout fibré vectoriel sur une variété paracompact admet une mé-
trique Riemanienne.

Démonstration. Soit {Uα, φα} une trivialisation locale de E alors E|Uα admet
une métrique Riemannienne Qα donné explicitement par
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Qα(e, f) =< p2(φα(e)), p2(φα(f)) >

pour (e, f) ∈ E ⊕ E ou p2 désigne la deuxième projection Uα × Rn → Rn et
< , > le produit scalaire usuel sur Rn. On se donne alors une partition de
l’unité {ρα} subordonné au recouvrement {Uα} on obtient alors une métrique
Riemannienne globale sur E donnée par Q =

∑
α
ραQα

Étant donné E un fibré vectoriel réel de rang k sur une variété M (para-
compact), muni d’une métrique Riemannienne, on peut se donné comme trivia-
lisation de E des φα qui envoie tout repère orthonormé de E (pour la métrique
choisi) sur un repère orthonormé de Rk ainsi les cocycles gαβ associés à φα
appartiennent au sous-groupe O(k), on a donc d’après le lemme 3.3 que tout
cocycle de E est équivalent à un cocycle à valeurs dans O(k), ainsi le groupe
structural peut être réduit à O(k) on a ainsi la série de bijection

V ectk(M) ' H1(M,GLk(R)) ' H1(M,O(k))

(' est ici une simple bijection d’ensemble puisqu’on n’a pas fixé de structure
particulière sur les ensembles en question)

Définition 3.8. Un fibré vectoriel réel de rang n sera dit orientable si son
groupe structural peut être réduit à GL+

n (R).

On notera l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriel orienté de
rang fixé k, sur une variété M , V ect+k (M).
D’aprés ce qui précède le groupe structural d’un fibré vectoriel orienté de rang
k peut être réduit à SO(k) on a ainsi la série de bijection

V ect+k (M) ' H1(M,GL+
k (R)) ' H1(M,SO(k))

Lemme 3.7. L’espace totale d’un fibré vectoriel orientable E de rang n sur une
variété orientable de dimension m est une variété orientable

Démonstration. Soit {Uα, ψα}α∈I un atlas orienté dont les ouvert sont difféo-
morphes à Rm et dont on note les fonctions de transition hαβ et soit

φα : E|Uα
∼→ Uα × Rn

des trivialisations associées au recouvrement {Uα} avec des fonction de transi-
tions gαβ . On peut alors fournir un atlas sur E donné par

(ψα × 1) ◦ φα : E|Uα
∼→ Rm × Rn

dont les fonctions de transitions sont données par

(ψα × 1) ◦ φαφ−1
β ◦ (ψ−1

β × 1) : Rm × Rn −→ Rm × Rn

(x, y) 7→ (hαβ(x), gαβ(ψ−1
β (x))(y))

La jacobienne de ces fonctions de transition est alors donné par
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(
D(hαβ) ∗

0 gαβ(ψ−1
β (x))

)
ou D(hαβ) désigne la jacobienne de hαβ déterminant de cette matrice est alors
évidement positive puisque det(D(hαβ)) > 0 car l’atlas {Uα, ψα} est orienté et
det(gαβ) > 0 car le fibré E est orienté.

L’atlas sur E que nous avons utiliser dans cette preuve, fournis une orienta-
tion canonique sur E qu’on appel orientation produit locale donné par{

π−1(Uα), (ψα × 1) ◦ φα : π−1(Uα) ∼→ Rm × Rn
}

Signalons enfin (sans démonstration) un théorème qu’il est important d’évoquer
dans tout exposé sur les fibrés vectoriels.

Théorème 3.8. Soit f, g : N → M deux applications homotopes entre variété
paracompacts et soit π : E →M un fibré vectoriel sur M alors les fibré vectoriel
f−1E et g−1E sont isomorphes.

Corollaire 3.8.1. Un fibré vectoriel sur une variété contractile est trivial.

3.3 Fibré en sphère
Définition 3.9. On appel Fibré en sphère de rang n (ou Fibré en n-sphère )
un espace fibré π : S →M de fibre Sn

Le groupe structurale d’un tel espace fibré varie selon le cadre de travail, en
effet ce dernier peut être le groupe Diff(Sn) ou encore O(n+1), nous allons ici
nous intéresser principalement aux fibrés en sphère provenant de fibré vectoriel.
Notons la catégorie des fibré en sphère sur une variété donné M , SB/M . Pour
construire un fibré en n-sphère à partir d’un fibré vectoriel E de rang n+ 1 , on
choisie tout d’abord une métrique Riemannienne <,> global sur E, on considère
ensuite le fibré E0 = E \ σ0(M) sur M on définit alors l’ensemble

S(E) =
{
h ∈ E0 | ‖h‖ = 1

}
S(E) s’incarne alors comme espace fibré en n-sphère sur M , dont les fibres

sont les sphère des fibres de E et dont les trivialisation locale sont les restriction
de celles de E à S(E) de plus comme le groupe structurale de E peut être réduit
à O(n+1), le fibré S(E) hérite de manière évidente du même groupe structurale.
On peut noter pour chaque p ∈M les applications

rp : E0
p −→ S(Ep)
v 7−→ v

‖v‖
et ιp : S(Ep) −→ Ep

x 7−→ x

qui induisent des applications r : E0 → S(E) et ι : S(E) :→ E On peut alors
résumer la situation en disant qu’on a un foncteur :
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S(−) : VB/M −→ SB/M
π : E →M 7−→ π ◦ ι : S(E)→M

HomVB(E,E′) 7−→ HomSB(S(E), S(E′))
f 7→ r′ ◦ f ◦ ι

Définition 3.10. On dit qu’un fibré en n-sphère π : S → M est orientable si
il existe un recouvrement {Uα} de M et des générateurs [σα] de Hn(S|Uα) tel
[σα] = [σβ ] sur Hn(S|Uα∩Uβ )

Fixé une orientation sur S revient donc à un choix d’une famille {[σα]}
subordonnée à {Uα} .

Proposition 3.1. Un fibré vectoriel E est orientable si seulement si son fibré
en sphère associé S(E) est orientable.

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel de rang n+ 1 orientable, ses fonctions
de transitions gαβ associées à des travialisation {Uα, φα} sont à valeur dans
SO(n+ 1). Fixons σ un générateur sur Hn(Sn) et soit la projection canonique

ρα : Uα × Sn → Sn

Notons π : S(E)→M , et définissons [σα] ∈ Hn(S(E)|Uα) par

[σα] = φ∗αρ
∗
α[σ]

Ainsi on a pour p ∈ Uα ∩ Uβ
[σα]|π−1(p) = [σα]|π−1(p)

⇔ [σ] = ((φβ |π−1(p))∗)−1(φα|π−1(p))∗[σ]
⇔ [σ] = gαβ(p)∗[σ]

On remarque enfin qu’étant donné un élément g ∈ SO(n+ 1) on a∫
Sn
g∗σ =

∫
g(Sn)

σ =
∫
Sn
σ = 1

ainsi g∗σ et σ représentent la même classe dans Hn(Sn) et d’après la série
d’équivalence précédente on a bien [σα] = [σβ ] sur Uα ∩ Uβ . Inversement soit
{Uα, [σα]} une orientation sur S(E), et fixons σ une orientation sur Sn dans
Rn+1. Considérons alors une trivialisation de S(E)

φα : S(E)|Uα
∼→ Uα × Sn

de tel sorte que φα préserve la métrique riemanienne sur E et que [σα] = φ∗αρ
∗
α[σ]

on a alors pour p ∈ Uα ∩ Uβ que [σ] = gαβ(p)∗[σ] ce qui implique que gαβ(p) ∈
SO(n+ 1) et conclut la preuve.

Lemme 3.9. Un fibré vectoriel E est orientable si et seulement si son fibré
déterminant det(E) est orientable.
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Démonstration. Soit gαβ le cocyles de E, alors det(gαβ) sont les les cocycles de
det(E), ainsi gαβ ∈ SO(n + 1) si et seulement si det(gαβ) > 0 le lemme s’en
suit.

Théorème 3.10. Tout fibré vectoriel sur une variété simplement connexe est
orientable.

Démonstration. Soit det(E) le fibré déterminant d’un fibré vectoriel E sur une
variété simplement connexe M alors S(det(E)) fourni un revêtement à deux
feuillé au dessus de M , D’aprés le lemme et la proposition qui précédent, le
fibré E est orientable si et seulement si S(det(E)) est non-connexe, enfin comme
toute variété simplement connexe n’admet pas de revêtement connexe à deux
feuillé, le théorème s’en suit.

3.4 Fibré vectoriel orienté de rang 2
Soit π : E →M un fibré vectoriel réel orienté de rang 2, son groupe structural

peut alors être réduit à SO(2) ' U(1) qui est un sous-groupe de GL1(C) ' C∗,
ainsi E peut être vue comme fibré vectoriel complexe de rang 1 de groupe
structural U(1). On a alors la série de bijection suivante

V ect+2 (M) ' H1(M,SO(2)) ' H1(M,U(1))

De plus remarquons qu’on à les difféomorphisme C∗/U(1) ' R∗+ ' R alors par
le théorème 3.1 on a la bijection

V ect+2 (M) ' H1(M,C∗)

Cette bijection est en fait un isomorphisme de groupe, en effet V ect+2 (M) est
muni d’une structure de groupe, étant donnée deux fibré vectoriel orienté de
rang 2 E et F , on peut les regarder comme des fibré en droite complexe, alors
E ⊗C F est un fibré en droite complexe, le produit ⊗C est alors évidement
associatif.
L’élément neutre de V ect+2 (M) est alors donné par la classe d’isomorphisme du
fibré trivial M × C 'M × R2

De plus un fibré E admet un inverse donné par le dual complexe E∗ de E en
effet si gαβ ∈ U(1) sont des cocycles de E alors gαβg†αβ fournissent des cocycle
E ⊗C E

∗ or gαβg†αβ = 1 ainsi E ⊗C E
∗ 'M × C

Passons à present à un lemme concernant les sections d’un fibré de rang 2

Lemme 3.11. Soit π : E →M un fibré vectoriel complexe de rang 1, si il existe
une section lisse jamais nulle s : M → E alors E est trivial.

Démonstration. Soit s1 : M → E une section lisse jamais nulle on peut alors
produire une section s2 = is1 ou i =

√
−1, en regardant E comme un fibré

vectoriel réel de rang 2 orienté, on a que s1(p), s2(p) vues comme vecteurs réel
fournissent une base de l’espace vectoriel réel fibre Ep pour chaque p ∈M , ainsi
pour e ∈ Ep on a que e = λ1(e)s1(p) + λ2(e)s2(p) ou λ1(e), λ2(e) ∈ R sont des
fonctions linéaires lisses défini sur E puisque s1 et s2 ne sont jamais nulle, on a
alors un isomorphisme
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Ψ : E −→ M × R2

e 7−→ (π(e), λ1(e)s1(π(e)) + λ2(e)s2(π(e)))

Exemple 3.1 (Fibré universel). Soit V un espace vectoriel complexe de dimen-
sion n, soit P (V ) l’espace projectif associé, on a alors un fibré naturel en droite
complexe sur P (V ) donné par l’ensemble et la projection

S = {(v, l) ∈ V × P (V ) | v ∈ l}

π : S −→ P (V )
(v, l) 7−→ l

On appel cet espace Fibré universel ou Fibré tautologique

Nous énonçons enfin un théorème utile

Théorème 3.12. Soit π : E → M un fibré vectoriel orienté de rang 2 sur
une variété de type fini, alors il existe un entier n > 0 et une application lisse
f : M → CPn tel que E ' f−1Sn, ou Sn désigne le fibré universel au dessus de
CPn.

4 Classes caractéristiques
On s’intéresse dans ce qui suit à trois classes caractéristiques associé aux fibré

vectoriel, notamment les classes de Thom, d’Euler et de Chern. Ces classes de
cohomologie ainsi que d’autres (qui ne seront pas exposés) jouent un rôle fonda-
mentale dans la théorie des espace fibré. Les fait non démontré pourront trouver
leurs démonstrations dans les écrits de R.Bott et L.Tu [1] et F.Hirzebruch [2]
ou encore J.Milnor et J.D.Stasheff [6].

4.1 Classe de Thom
Soit M une variété de dimension m, et soit π : E → M un fibré vectoriel

orienté de rang n, on défini les formes à support compact vertical sur E comme
suit

Définition 4.1. Une q-forme ω sera dite à support compact vertical sur E si
pour tout compact K ⊂ M , π−1(K) ∩ Supp(ω) est compact. On note alors le
complexe des formes à support compact vertical par Ω∗cv(E).

Une forme ω ∈ Ωqcv(E) ainsi défini est donc à support compact sur chaque
fibre, en effet Supp(ω|π−1(p)) ⊂ π−1(p) ∩ Supp(ω) qui est compact. On peut
alors définir la cohomologie du complexe (Ω∗cv(E), d) que l’on notera H∗cv(E)
appelée cohomologie à support compact vertical.
Nous allons à présent définir une Intégration le long des fibres π∗ : Ω∗cv(E) →
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Ω∗−n(M), pour cela considérons l’orientation produit locale
{
π−1(Uα), (ψα × 1) ◦ φα

}
pour une trivialisation orienté {Uα, φα}α∈I et un atlas orienté surM {Uα, ψα}α∈I
on note par x1, . . . , xm les cordonnées d’un point (p, v) ∈ E sur Uα et par
t1, . . . , tn les coordonnés de ce même point sur la fibre fournis par l’orientation
produit locale. Ainsi pour une forme ω ∈ Ω∗cv(E) on peut écrire sa restriction à
E|Uα que l’on note ωα en fonction des coordonnés locales, une telle forme peut
donc être localement de deux types :

(I) ωα = (π∗φ)f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dti1 . . . dtir avec r < n
(II) ωα = (π∗φ)f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

ou φ est une forme sur M .
On définit alors l’application π∗ localement par :

(I) (π∗φ)f(x, t1, . . . , tn)dti1 . . . dtir 7→ 0 avec r < n

(II) (π∗φ)f(x, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn 7→ φ

∫
Rn
f(x, t)dt1 . . . dtn

Nous énonçons dans ce qui suit les principal propriété de π∗.

Lemme 4.1. La famille {π∗ωα}α∈I se recolle en une forme π∗ω globale sur M

Démonstration. Puisque ω est une forme globale sur E si elle est de type I
sur un ouvert Uα elle l’est sur chacun des ouverts du recouvrement auquel cas
π∗ω = 0 sur tout M . Sinon posons

ωα = (π∗φ)f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn sur E|Uα
et ωβ = (π∗τ)g(y1, . . . , ym, u1, . . . , un)du1 . . . dun sur E|Uβ

ou y1, . . . , ym, u1, . . . , un désigne les coordonnés locales associées à la trivialisa-
tion Uβ , φβ .
Puisque ω est globale sur E, on a que ωα(p, v) = ωα(p, v) sur Uα ∩ Uβ après
avoir écrit (p, v) dans les même coordonnées dans les deux coté de l’équation,
pour cela on a déjà que y1, . . . , ym = ψβψ

−1
α (x1, . . . , xm), de plus on a supposer

le fibré E orienté ce qui implique que pour p ∈ Uα∩Uβ on a une transformation
gβα(p) ∈ GL+

n (R) qui associe u1, . . . , un 7→ t1, . . . , tn on peut alors écrire :

ωα(p, v) = (π∗τ)g(ψβψ−1
α (x1, . . . , xm), gαβ(p)(t1, . . . , tn))gαβ(p)dt1 . . . dtn+Res

ou le terme résiduel Res est de la forme∑
i

± (π∗τ)g(ψβψ−1
α (x1, . . . , xm), gαβ(p)(t1, . . . , tn))(dgαβ)dt1 . . . d̂ti . . . dtn

d’après la definition locale de π∗ on a que π∗(Res) = 0, ainsi on obtient

π∗ωα = τ

∫
Rn
g(y1, . . . , ym, gαβ(p)(t1, . . . , tn))gαβ(p)dt1 . . . dtn

= τ

∫
Rn
g(y1, . . . , ym, u1, . . . , un)du1 . . . dun = π∗ωβ

par la formule de changement de variable, ce qui conclut la preuve.
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Proposition 4.1. L’intégration le long des fibres π∗ commute avec d

Démonstration. Soit {Uα, φα}α∈I une trivialisation de E et {ρα} une partition
de l’unité surM subordonnée à {Uα}, soit alors ω ∈ Ω∗cv(E) comme ω =

∑
ραω

il suffit de montrer la proposition pour ραω que l’on notera ω pour simplifier,
commençons par considérer le cas de type (II) ω s’écrit alors sous la forme :

(π∗φ)f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn
Ainsi on a d’une part

dπ∗ω = d(φ
∫
f(x, t)dt1 . . . dtn)

= (dφ)
∫
f(x, t)dt1 . . . dtn + (−1)degφ φ

∑
i

dxi

∫
∂f

∂xi
dt1 . . . dtn

D’autre part

π∗dω = π∗

(
(π∗dφ)fdt1 . . . dtn + (−1)degφ φ

∑
i

∂f

∂xi
dxidt1 . . . dtn

)
= (dφ)

∫
f(x, t)dt1 . . . dtn + (−1)degφ φ

∑
i

dxi

∫
∂f

∂xi
dt1 . . . dtn

Ainsi on a bien π∗d = dπ∗ sur les formes de type (II)
Lorsque ω est de type (I) on a alors dπ∗ω = 0, d’autre part

π∗dω = (−1)degφ
∑
i

π∗

(
(π∗φ) ∂f

∂ti
dtidti1 . . . dtir

)
si dtidti1 . . . dtir 6= ±dt1 . . . dtn alors π∗dω = 0 autrement on a également∫

∂f

∂ti
dtidti1 . . . dtir = 0 puisque f est à support compact sur les directions

ti ainsi on a dans les deux cas π∗dω = dπ∗ω = 0 ce qui conclut la preuve.

Proposition 4.2 (Formule de projection ). Soit τ une forme sur M et ω une
forme à support compact vertical on a alors

1. π∗((π∗τ) ∧ ω) = τ ∧ π∗ω
2. Si de plus M est orienté, ω ∈ Ωqcv(E) et τ ∈ Ωm+n−q

c (M) alors :∫
E

(π∗τ) ∧ ω =
∫
M

τ ∧ π∗ω

Démonstration. 1.Il est claire qu’il suffit de montrer l’égalité localement sur un
ouvert trivialisant. Supposons d’une part que ω soit de type (I) on a alors

π∗((π∗τ) ∧ ω) = π∗(π∗τφ)f(x, t)dti1 ir ) = 0 = τ ∧ π∗ω

D’autre part si ω est de type (II) on a

π∗((π∗τ) ∧ ω) = τφ(x, t)dt1 . . . dtn = τ ∧ π∗ω

2.Soit {Uα, φα} une trivialisation orienté de E commençons par remarquer que
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∫
E

(π∗τ) ∧ ω =
∑
α

∫
E|Uα

(π∗τ) ∧ (ραω)∫
M

τ ∧ π∗ω =
∑
α

∫
Uα

τ ∧ π∗(ραω)

Supp((π∗τ) ∧ ραω) et Supp(τ ∧ π∗(ραω)) sont évidement compact en tant que
fermé dans Supp(τ)∩Supp(ραω) et Supp(τ) respectivement, de plus il est clair
que ω est de type (II) (sinon le résultat n’a pas lieu d’être) ainsi par Fubini on
a ∫

E|Uα
(π∗τ) ∧ (ραω) =

∫
Uα

τ ∧ ραφ
∫
Rn
f(x, t)dt1 . . . dtn =

∫
Uα

τ ∧ π∗(ραω)

On conclut alors en sommant sur α et en combinant les deux jeux d’égalités.

Grâce au différentes propriétés de π∗ nous pouvons à présent passer à la
démonstration de l’isomorphisme de Thom.

Théorème 4.2 (Isomorphisme de Thom). Soit π : E → M un fibré vectoriel
orienté de rang n sur une variété de type fini, alors

H∗cv(E) ' H∗−n(M)

Démonstration. Soit U et V deux ouverts M , on a alors la suite exact suivante,

0→ Ω∗cv(E|U∪V ) r→ Ω∗cv(E|U )⊕ Ω∗cv(E|V ) δ→ Ω∗cv(E|U∩V )→ 0

On peut alors d’après le théorème de Mayer-Vietoris le diagramme suivant

... // Hq
cv(E|U )⊕Hq

cv(E|V ) δ //

π∗

��

Hq
cv(E|U∩V ) d∗ //

π∗

��

Hq+1
cv (E|U∪V ) //

π∗

��

...

... // Hq−n(U)⊕Hq−n(V ) δ // Hq−n(U ∩ V ) d∗ // Hq+1−n(U ∪ V ) // ...

Ce digramme est commutatif, (nous montrons ici seulement la commutativité
des carrés représentés ci-dessus la démonstration du reste étant essentiellement
la même ) soit (ω, τ) ∈ Hq

cv(E|U )⊕Hq
cv(E|V ) alors

π∗ ◦ δ(ω, τ) = π∗(ω|U∩V )− π∗(τ |U∩V ) = π∗ω|U∩V − π∗τ |U∩V = δ ◦ π∗(ω, τ)

D’autre part considérons ω ∈ Hq
cv(E|U∩V ) on a alors

π∗d
∗ω = π∗(π∗(dρU )ω) = (dρU )π∗ω = d∗π∗ω

Si U , V et U∩V sont difféomorphe à Rm alors E|U , E|V et E|U∩V sont triviaux,
ainsi d’après le lemme de Poincaré à support compact vertical π∗ réalise un
isomorphisme pour U , V et U ∩ V on conclut alors en utilisant le lemme des
cinq et l’argument de récurrence de Mayer-Vietoris sur la cardinalité d’un bon
recouvrement.

On peut à présent considérer le morphisme inverse de π∗ que l’on notera
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T : H∗(M) ∼→ H∗+ncv (E)

Définition 4.2. On definit la classe de Thom Φ ∈ Hn
cv(E) comme la classe de

cohomologie image de 1 ∈ H0(M) par T

Il est alors équivalent définir Φ comme l’unique solution de l’équation π∗Φ = 1
dans Hn

cv(E), on peut alors d’après la formule de projection expliciter l’applica-
tion T en écrivant pour ω ∈ H∗(M)

T (ω) = π∗(ω) ∧ Φ

Une conséquence claire de la définition ci-dessus est la proposition suivante

Proposition 4.3. La classe de Thom Φ ∈ Hn
cv(E) est l’unique classe de coho-

mologie qui se restreint en un générateur de Hn
c (F ) sur chaque fibre F .

Proposition 4.4. Soit π1 : E →M et π2 : F →M deux fibré vectoriel orienté
surM , notons par p1 : E⊕F → E et p2 : E⊕F → F les projections canoniques,
la classe de Thom de leurs somme direct est alors

Φ(E ⊕ F ) = p∗1Φ(E) ∧ p∗2Φ(F )

Démonstration. Considérons le diagramme suivant,

E ⊕ F
p2 //

p1

��

π

##

F

π2

��
E

π1 // M

Ce diagramme est commutatife par définition du fibré somme ou π designe la
fibration de E⊕F sur M de plus en regardant E⊕F comme un fibré au dessus
de F (resp. E ) on a d’après le théoreme de Fubini que l’integration le long des
fibres π∗ se décompose en l’intégration le long des fibres de F (resp. E ) puis le
long des fibre de E (resp. F ) par p2∗ (resp. p1∗ ) on a ainsi la relation

π∗ = π1∗ ◦ p1∗ = π2∗ ◦ p2∗

Nous allons donc montrer que π∗(p∗1Φ(E)∧ p∗2Φ(F )) = 1 pour cela on a d’après
la formule de projection

π1∗ ◦ p1∗(p∗1Φ(E) ∧ p∗2Φ(F )) = π1∗(Φ(E) ∧ p1∗p
∗
2Φ(F ))

On remarque alors que p1∗p
∗
2 = π∗1π2∗ sur Ω∗cv(F ) en effet soit ω une forme à

support compact verticale sur F s’écrivant localement

ωα = (π∗2φ)f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn
ou x1, . . . , xm, t1, . . . , tn désigne les coordonnées locales sur F |Uα on alors d’une
part

π∗1π2∗ωα = π∗1φ

∫
Rn
f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn
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d’autre part

p1∗p
∗
2ωα = p1∗p

∗
2π
∗
2φf(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

= p1∗p
∗
1π
∗
1φf(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

= π∗1φ

∫
Rn
f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

la deuxième égalité repose sur la commutativité du digramme. On a donc bien

π1∗ ◦ p1∗(p∗1Φ(E) ∧ p∗2Φ(F )) = π1∗(Φ(E) ∧ π∗1π2∗Φ(F ))

Or par définition π2∗Φ(F ) = 1 et π1∗(Φ(E)) ainsi on obtient

π∗(p∗1Φ(E) ∧ p∗2Φ(F ))

ce qui prouve notre assertion

4.2 Classe d’Euler
4.2.1 Construction et propriétés

Considérons un fibré en n-sphère π : S → M orientable sur une variété M ,
de groupe structurale Diff(Sn), et soit U un bon recouvrement de M .
Nous allons procéder à la construction de la classe d’Euler associé à ce fibré, pour
cela commençons par considérer la donnée d’une orientation {[σα]} subordonné
aux ouverts π−1Uα du recouvrement π−1U qu’on note σ0,n ∈ C0(π−1U,Ωn), tel
que [σ0,n

α ] = [σ0,n
β ].

Une tel forme existe car le fibré est supposé orientable. On peut alors reformuler
l’égalité ci-dessus en disant qu’il existe une forme σ1,n−1 ∈ C1(π−1U,Ωn−1) tel
que

δσ0,n = dσ1,n−1 = −D′′σ1,n−1

on en déduit alors que δσ1,n−1 est une forme fermé, en effet

d(δσ1,n−1) = δ(dσ1,n−1) = δ(δσ0,n) = 0

de plus d’après la formule de Künneth on a que Hn−1(S|Uαβγ ) = 0, il existe
alors une forme σ2,n−2 ∈ C2(π−1U,Ωn−2) tel que

δσ1,n−1 = dσ2,n−2 = D′σ2,n−2

en itérant cet argument on arrive à l’existence d’une forme σn,0 ∈ Cn(π−1U,Ω0)
tel que

δσn−1,1 = dσn,0

En considérant alors la forme :

σ = σ0,n + σ1,n−1 + . . .+ σn,0

On a par un calcul rapide que :

Dσ = δσn,0
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De plus δσn,0 est une forme fermé, elle provient donc d’une forme ε ∈ Cn+1(π−1U,R)
en utilisant l’injection ι : Cn+1(π−1U,R)→ Cn+1(π−1U,Ω0) i.e.

Dσ = δσn,0 = ι(−ε)

Enfin on remarque que Cn+1(π−1U,R) ' Cn+1(U,R), en effet puisque π est sur-
jective on a Uα∩Uβ 6= ø si et seulement si π−1Uα∩π−1Uβ 6= ø, l’isomorphisme
étant donnée par π∗, on a de plus δε = 0 ainsi ε défini une classe de cohomologie
ε̃ dans Hn+1(U,R), tel que ε = π∗ε̃ de plus on a que Hn+1(U,R) ' Hn+1(M)
on note alors par e(S) l’élément associé à ε̃ dans Hn+1(M) on appel e(S) la
Classe d’Euler du fibré en n-sphère S.

Remarque 4.2.1. On peut grâce à cette construction définir la classe d’Euler
d’un fibré vectoriel orienté, en effet soit π : E → M un fibré vectoriel orienté
de rang n+ 1 ayant choisi une métrique Riemanienne sur E on définit la classe
d’Euler e(E) de E comme la classe d’Euler du fibré en n-sphère associé S(E).
On remarque enfin que si l’on se donne l’orientation opposé à {[σα]} alors la
classe d’Euler associé à S muni de cette nouvelle orientation est −e(S)

Proposition 4.5. Étant donnée une orientation {[σα]} la classe d’Euler est
indépendante du choix des σj,n−j dans sa construction.

Démonstration. Soit σ̄0,n un autre représentant de {[σα]}, alors il existe τn−1 ∈
C0(π−1U,Ωn−1) tel que σ̄0,n − σ0,n = dτn−1 ainsi en appliquant δ on a que

d(σ̄1,n−1 − σ1,n−1) = dδτn−1

ce qui implique qu’il existe τn−2 ∈ C1(π−1U,Ωn−2) tel que δτn−1 − (σ̄1,n−1 −
σ1,n−1) = dτn−2 en appliquant δ on a

d(σ̄2,n−2 − σ2,n−2) = dδτn−2

on continue comme précédemment jusqu’à arriver à l’existence d’un τ0 ∈ Cn−1(π−1U,Ω0)
et d’un τ ∈ Cn(π−1U,R) tel que

δτ0 − (σ̄n,0 − σn,0) = ιτ

en appliquant δ on obtient

ε̄− ε = δτ

ainsi ε̄ et ε sont dans la même classe de δ-cohomologie dans Cn+1(π−1U,R)

Proposition 4.6. La classe d’Euler est indépendante du choix du Bon recou-
vrement.

Démonstration. Soit U un bon recouvrement et notons ε̃U l’élément deHn+1(U,R)
construit grace au recouvrement U. Soit B un bon recouvrement qui raffine U,
on a alors que :

Hn+1(U,R) ' Hn+1(M) ' Hn+1(B,R)
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ainsi ε̃U et ε̃B représente le même élément dans Hn+1(M), de plus étant donné
deux bon recouvrement B et U il existe toujours un raffinement commun M,
ainsi ε̃U, ε̃M, ε̃B représente le même élément dans Hn+1(M) et donc la classe
d’Euler est indépendante du recouvrement choisi.

Proposition 4.7. Si le fibré en sphère S admet une section, alors sa classe
d’Euler est nulle.

Démonstration. Soit s une section de S, alors π ◦ s = 1 implique que s∗π∗ = 1,
ainsi on a

−ε̃ = s∗Dσ = δs∗σn,0

ε̃ est donc nul dans Hn+1(U,R) et par suite e(S) est nul dans Hn+1(M)

Définition 4.3. Soit π : S →M un fibré en n-sphère orienté, on appel Forme
angulaire globale sur S la donnée d’une n-forme ψ ∈ Ωn(S) tel que sa restriction
à chaque fibre représente un générateur normalisé de la cohomologie de la fibre
et tel que dψ = −π∗e.

On peut grâce à la construction de la classe d’Euler produire une forme an-
gulaire globale de S, en effet on commence par remarquer qu’on peut construire
ψ grâce à la n-cochaine associer à l’orientation {[σα]} et à la formule de collage,
pour cela considérons la n-cochaine :

σ = σ0,n + σ1,n−1 + . . .+ σn,0 tel que Dσ = −π∗ε̃

on pose alors (en utilisant les notation de la section 2.5) d’après la formule de
collage :

ψ = f(σ) =
n∑
i=0

(−D′K)iσi,n−i + (−1)n+1K(D′K)n(−π∗ε̃) ∈ Ωn(S)

On a alors que K commute avec π∗, en effet étant donné une partition de l’unité
{ρα} subordonnée à U on a que {π∗ρα} est une partition de l’unité subordonnée
à π−1U en notant également par K l’opérateur d’homotopie définit comme dans
la section 2.5 mais cette fois sur C∗(π−1U,Ω∗) on a que

(Kπ∗ω)α0...αp−1 =
∑

(π∗ρα)(π∗ω)αα0...αp−1

= π∗
∑

ραωαα0...αp−1

= (π∗Kω)α0...αp−1

ainsi on a que la restriction de (−1)n+1K(D′K)n(−π∗ε̃) = π∗(−1)n+1K(D′K)n(−ε̃)
à une fibre est nulle ce qui implique que la restriction de ψ à chaque fibre et dans
la même classe de d-cohomologie que σ0,n restreinte à une fibre, elle engendre
donc la cohomologie de la fibre et fournie une forme angulaire globale.
Enfin en appliquant d à l’équation définissant ψ on a
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dψ = (−1)n+1dK(D′K)n(−π∗ε̃)
= −π∗(−1)n+1(D′K)n+1(ε̃)

= −π∗e(S)

ou la dernière égalité résulte du théorème 2.14 et du fait que ici e(S) est un
représentant de la classe d’Euler qui a été défini comme l’image de ε̃ dans
Hn+1(M) via l’isomorphisme Hn+1(U,R) ' Hn+1(M).

Remarque 4.2.2. On peut bien sur définir une forme angulaire globale associé
à un fibré vectoriel orienté E, en effet soit ψS la forme angulaire globale du
fibré en sphère qui lui est associé et soit r : E0 → S(E) la rétraction qui envoie
chaque vecteur non nul d’une fibre sur la sphère de cette fibre pour une certaine
métrique Riemannienne sur E (E0 désigne le fibré E privé de l’image de sa
section nul), on pose alors ψ = r∗ψS la forme angulaire globale sur E.

Proposition 4.8. (Fonctorialité) Soit π : E →M un fibré vectoriel orienté de
rang n+ 1 et soit f : N →M une application lisse entre variété, alors

e(f−1E) = f∗e(E)

Démonstration. D’après la définition du tiré en arrière d’un fibré vectoriel on a
la diagramme commutatif suivant

f−1E
fE //

π′

��

E

π

��
N

f // M

Ce diagramme induit le diagramme commutatif suivant :

Ω∗(M) f∗ //

π∗

��

Ω∗(N)

π′∗

��
Ω∗(E)

f∗E // Ω∗(f−1E)

soit alors e(E) ∈ Ω∗(M) un représentant de la classe d’Euler de E on a alors la
forme angulaire globale ψ ∈ Ω∗(E) tel que dψ = −π∗e(E) de plus on a l’égalité

π′∗f∗e(E) = f∗Eπ
∗e(E) = −d(f∗Eψ)

on remarque alors que f∗Eψ est la forme angulaire globale de f−1E, en effet on
a pour p ∈ N que la fibre (f−1E)p = Ef(p) × p ceci implique que

(f∗Eψ)|(f−1E)p = ψ|Ef(p)

de plus on a que la sphère de la fibre (f−1E)p est la sphère de Ef(p), ainsi comme
ψ|Ef(p) engendre la cohomologie de S(Ef(p)) on a que (f∗Eψ)|(f−1E)p engendre la
cohomologie de S((f−1E)p) ainsi f∗Eψ est la forme angulaire globale de f−1E.
ceci implique
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π′∗f∗e(E) = −d(f∗Eψ) = π′∗e(f−1E)

enfin comme π′ est surjective, π′∗ est injective, ainsi f∗e(E) = e(f−1E).

Nous allons à présent donner un lien entre la classe d’Euler et la classe
de Thom, pour pouvoir déduire la formule du produit de Withney pour les
classe d’Euler. Soit π : E → M un fibré vectoriel orienté de rang n + 1, et
considérons ψ une forme angulaire globale sur E. On se donne alors une métrique
Riemannienne sur E et on définit r : E → R la fonction rayon, qui associe à
un vecteur d’une fibre sa norme selon la métrique choisie. Considérons ρ(r) une
fonction de r comme celle représentée ci-dessous tel que dρ(r) soit à support
compact et nulle pour r = 0 et tel que

∫
R
dρ(r) = 1

Proposition 4.9.
1. La classe de cohomologie de Φ = d(ρ(r).ψ) est la classe de Thom de E
2. Soit s : M → E la section nulle, alors e = s∗Φ ou e est la classe d’Euler

de E

Démonstration. On remarque tout d’abord que

Φ = d(ρ(r))ψ − ρ(r)π∗e

Ainsi Φ est une forme fermé à support compact verticale, en effet pour p ∈ M
on a Φ|Ep = d(ρ(r))ψ|Ep et dρ(r) est à support compact. De plus ψ|Ep fourni
un générateur de Hn(Sn) ainsi on a∫

Rn+1
Φ|Ep =

∫
Rn+1

d(ρ(r))ψ|Ep =
∫
R
dρ(r)

∫
Sn
ψ|Ep = 1
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Pour s : M → E la section nulle de E, on a que s∗dρ(r) = 0 et s∗ρ = −1.

s∗Φ = −(s∗ρ)s∗π∗e = e

Proposition 4.10 (Formule du produit de Whitney ). Soit E et F deux fibré
vectoriel au dessus de M on a

e(E ⊕ F ) = e(E)e(F )

Démonstration. D’après la proposition 4.4 on a

Φ(E ⊕ F ) = p∗1Φ(E) ∧ p∗2Φ(F )

ou p1 : E ⊕ F → E et p2 : E ⊕ F → F sont les projections canoniques, on a
alors que p1 ◦ s et p2 ◦ s sont les sections nulles de E et F respectivement, ainsi
on obtient d’après la proposition qui précède

e(E ⊕ F ) = s∗Φ(E ⊕ F ) = s∗p∗1Φ(E) ∧ s∗p∗2Φ(F ) = e(E)e(F )

4.2.2 Cas du fibré vectoriel de rang 2

Soit π : E →M un fibré vectoriel réel orienté de rang 2 de groupe structural
SO(2) nous allons donner une formule pour la classe d’Euler dans ce cadre. Soit
U = {Uα} un recouvrement trivialisant pour E, étant donné une métrique rie-
mannienne sur E on peut alors écrire les trivialisation locale de E en coordonnés
polaire

ψα : E −→ Uα × R2

e 7−→ (π(e), r(e), θα(e))

[dθα/2π] fournissent alors une orientation du fibré en cercle S(E) associé à E,
notons par abus π : S(E)→M la projection de S(E). De plus on peut voir les
cocycles gαβ de E comme des fonction de Uα ∩ Uβ → U(1) ⊂ C∗ ainsi on a

θα − θβ = π∗(1/i) log gαβ

Notons φαβ = −(1/i) log gαβ on a alors
dθβ
2π −

dθα
2π = π∗

dφαβ
2π

ici π∗φαβ ∈ C1(π−1U,Ω0) représente en fait l’élément σ1,0 dans la construction
général de la classe d’Euler faite plus haut, on a alors

δπ∗
φαβ
2π = −ε = −π∗ε̃

ou ε ∈ C2(π−1U,R) et ε̃ ∈ C2(U,R) grâce à l’injectivité de π∗ on a donc

δ
φαβ
2π = −ε̃
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ε̃ représente alors la classe d’Euler dans H2(U,R) ainsi on peut passer en coho-
mologie de De Rham grâce au théorème 2.14

e(E) = (−D′K)2ε̃ dans H2(M)

K désignant l’opérateur d’homotopie défini grâce à une partition de l’unité. On
peut alors aller plus loin

(−D′K)2ε̃ = −dKdKε̃
= dKd(φαβ2π + δτ) pour un certain τ

= dKd
φαβ
2π + dKdδτ

or puisque δK +Kδ = 1 et que Kdτ est une forme global on a

dKdδτ = −δdKdτ = 0

ainsi on a une formule explicite pour la classe d’Euler

e(E) = dKd
φαβ
2π = − 1

2iπ
∑
γ

dργd log gγα sur Uα

Remarque 4.2.3. Faisons remarquer ici que dans le cas du fibré universel
Sn au dessus de CPn la classe d’Euler xn = e(S∗n) du dual S∗n engendre la
cohomologie de CPn (ce fait ne sera pas démontré), on peut alors écrire l’anneau
de cohomologie pour le produit extérieur comme anneau de polynômes

H∗(CPn) = R[xn]/(xn)n

4.3 Classe de Chern
4.3.1 Construction et propriétés

Soit π : E →M un fibré vectoriel complexe de rang n au dessus d’une variété
M . Considérons σ : P (E)→M le fibré en espace projectifs sur M associé à E.
On peut définir plusieurs fibré vectoriel au dessus de P (E), tout d’abords on a
le tiré en arrière de E par σ défini par le diagramme commutatif suivant

σ−1E //

��

E

π

��
P (E) σ // M

ou la fibre σ−1E|lp pour lp ∈ P (E) et p ∈ M est égale à la fibre Ep, on a de
plus que

σ−1E|P (Ep) = P (Ep)× Ep

On peut définir également le sous fibré universel S ⊂ σ−1E sur P (E) comme
suit :

S =
{

(lp, e) ∈ σ−1E | e ∈ lp
}
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ou l’injection de S dans σ−1E est donné par l’injection canonique, et la projec-
tion S → P (E) est naturellement donné par (lp, e) 7→ lp, ainsi S est un fibré
vectoriel complexe de rang 1 sur P (E).
On défini enfin le fibré quotient Q = σ−1E/S dont chaque fibre est donné par
Ep/lp ou lp est vue ici comme une droite de Ep, et dont la projection est donné
par l’unique application qui fait commuter le diagramme suivant

P (E) σ−1Eoo

��
Q

cc

On obtient alors une suite exact de fibré vectoriel au dessus de P (E)

0→ S → σ−1E → Q→ 0

Nous allons à présent construire les classes de Chern de E. Pour cela on com-
mence par définir la classe de Chern c1(L) d’un fibré en droite complexe L
comme la classe d’Euler de ce fibré regardé comme fibré vectoriel réel orienté
de rang 2 i.e.

c1(L) = e(LR)

De plus grâce à la formule explicite de la classe d’Euler pour un fibré en droite
complexe (qui est logarithmique) on a

c1(L⊗ L′) = c1(L) + c1(L′)

Considérons alors S∗ le fibré dual complexe de S au dessus de P (E), et
posons x = c1(S∗R) = −e(SR) la classe d’Euler de S∗ regardé comme fibré
vectoriel réel, x représente alors une classe de cohomologie dans H2(P (E)),
grâce à la fonctorialité de e on a que x|P (Ep) = e(S̃∗p) = −e(S̃p) ou S̃p dé-
signe le fibré universel au dessus de la fibre P (Ep), on a alors que les éléments{

1, x, x2, . . . , xn−1} lorsque restreint à une fibre engendrent librement l’anneau
de cohomologieH∗(P (Ep)), ainsi d’après le théorème de Leray-HirschH∗(P (E))
est un module libre de type fini sur H∗(M) engendré par

{
1, x, x2, . . . , xn−1}

, on a alors que xn est combinaison linéaire de ces élément, on défini alors la
i-éme classes de Chern ci(E) ∈ H2i(M) de E par la relation suivante

xn + σ∗c1(E)xn−1 + . . .+ σ∗cn(E) = 0

H∗(P (E)) et H∗(M) sont de plus munis d’une structure d’algèbre pour le pro-
duit extérieur ainsi H∗(P (E)) peut être vu comme algèbre de polynômes à une
variable sur l’anneau H∗(M) on a alors l’isomorphisme

H∗(P (E)) ' H∗(M)[x]/(xn + σ∗c1(E)xn−1 + . . .+ σ∗cn(E))

On appel Classe de Chern total qu’on note c(E) ∈ H∗(M) la classe de cohomo-
logie donné par
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c(E) = 1 + c1(E) + . . .+ cn(E)

Proposition 4.11 (Fonctorialité). Soit f : N → M une application entre
variété lisse, et E un fibré vectoriel complexe au dessus de M alors

c(f∗E) = f−1c(E)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que f−1P (E) = P (f−1E) de plus on
a le diagramme commutatif induit sur les fibrés projectifs par le tiré en arrière
de E par f

P (f−1E) fP //

σ′

��

P (E)

σ

��
N

f // M

Soit S∗E le dual complexe du fibré universel au dessus de P (E) on a alors
f−1
P S∗E = S∗f−1E , ainsi par la fonctorialité de la classe d’Euler on a

xf−1E = e(S∗f∗E) = e(f−1
P S∗E) = f∗P e(S∗E) = f∗PxE

en appliquant f∗P à l’équation

xnE + σ∗c1(E)xn−1
E + . . .+ σ∗cn(E) = 0

on peut alors comparer les deux équation polynomiales :

xnf−1E + f∗Pσ
∗c1(E)xn−1

f−1E + . . .+ f∗Pσ
∗cn(E) = 0

xnf−1E + σ′∗c1(f−1E)xn−1
f−1E + . . .+ σ′∗cn(f−1E) = 0

ou σ′ : P (f−1E) → M désigne la projection du fibré projectif P (f−1E), on a
alors

f∗Pσ
∗ci(E) = σ′∗f∗ci(E) = σ′∗ci(f−1E)

ce qui implique f∗ci(E) = ci(f−1E) par surjectivité de σ′.

Proposition 4.12. Si E admet une section jamais nulle alors cn(E) = 0

Démonstration. Soit s : M → E une section jamais nulle, celle ci induit une
section s′ : M → P (E), on peut alors considérer s′−1SE le tiré en arrière de
SE (comme fibré au dessus de P (E) ) par s′, s′−1SE est alors un fibré en
droite complexe au dessus de M , qui admet un section jamais nul donné par
p 7→ s(p), il est alors trivial, et on ainsi par fonctorialité de la classe d’Euler que
s′∗e(S∗E) = s′∗xE = 0.
En appliquant s′∗ à l’équation

xnE + σ∗c1(E)xn−1
E + . . .+ σ∗cn(E) = 0

on obtient s′∗σ∗cn(E) = 0 i.e. cn(E) = 0
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Afin de prouver d’autre propriété de la classe de Chern, nous allons mainte-
nant décomposer en certain sens le fibré vectoriel E en somme direct de fibré en
droite. Pour ce faire nous allons construire un espace F (E) et une application
τ : F (E) → M tel que τ−1E = L1 ⊕ . . . ⊕ Ln ou Li sont des fibré en droite
complexe sur F (E) et τ∗ : H∗(M)→ H∗(F (E)) soit injective, F (E) sera appelé
l’espace des drapeaux de E.
Pour cela partons de la suite exacte de fibré au dessus de P (E) exposé précé-
demment

0→ S → σ−1E → Q→ 0

On a alors que σ−1E = S ⊕ Q ou S que l’on notera à présent S1 est de rang
complexe 1 et Q que l’on notera Q1 est de rang n− 1.
Considérons alors β1 : P (Q1)→ P (E) le fibré projectif de Q1 au dessus de P (E)
on peut alors par le même procédé que précédemment tiré en arrière Q1 par β1
pour obtenir une suite exacte

0→ S2 → β−1
1 Q1 → Q2 → 0

Ou S2 est le fibré universel au dessus de P (Q1) qui est alors de rang complexe
et 1 et Q2 et de rang n− 2, on a alors β−1

1 σ−1E = β−1
1 S1 ⊕ S2 ⊕Q2 en itérant

ce procédé on fini par arriver à un fibré projectif βn−2 : P (Qn−2) → P (Qn−3)
associé au fibré quotient Qn−2 au dessus de P (Qn−3) que l’on tire en arrière
par βn−2 pour obtenir la suite exact

0→ Sn−1 → β−1
n−2Qn−2 → Qn−1 → 0

Ou Sn−1 est le fibré universel au dessus de P (Qn−2) qui est alors de rang
complexe 1 et Qn−1 le fibré quotient qui est également de rang 1, puisque Qn−2
est de rang 2 au dessus de P (Qn−3). Enfin, en notant F (E) = P (Qn−2) et
τ = σ ◦ β1 ◦ . . . ◦ βn−2 et Li = β−1

n−2 . . . β
−1
i Si pour i < n− 1 et Ln−1 = Sn−1 et

Ln = Qn−1 on a bien

τ−1E = L1 ⊕ . . .⊕ Ln
De plus τ∗ : H∗(M) → H∗(F (E)) est bien injective. Passons maintenant à la
démonstration de la formule de produit de Whitney.
Pour cela nous aurons besoin d’un lemme topologique dont la démonstration
sera omise.

Lemme 4.3 (Lemme de rétrécissement). Soit X un espace topologique normal,
et {Ui} un recouvrement ouvert fini de X alors il existe un recouvrement ouvert
{Vi} tel que V̄i ⊂ Ui pour tout i.
Si X est de plus une variété lisse, alors il existe une des fonctions lisse {ρi} à
valeurs dans R tel que ρi vaut 1 sur V̄i et 0 en dehors de Ui.

Proposition 4.13. Soit E et F deux fibré vectoriel complexe sur M alors
c(E ⊕ F ) = c(E)c(F )

Démonstration. Commençons par considérer le cas ou E est somme direct de
droite complexes L1 ⊕ . . .⊕ Ln, nous allons montrer que
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c(E) =
∏
i

c(Li)

On a que le tiré en arrière σ−1E défini comme précédemment par le diagramme

σ−1E //

��

E

π

��
P (E) σ // M

est somme direct de droite complexe σ−1E = L′1 ⊕ . . . ⊕ L′n, soit S le fibré
universel au dessus de P (E), on a alors des projections si de S sur L′i que l’on
peut voir comme des sections du fibré Hom(S,L′i) ' S∗ ⊗ L′i au dessus de
P (E), comme Slp est un sous espace de dimension 1 de σ−1Elp pour chaque
lp ∈ P (E), les fonction si ne peuvent être simultanément nulles. Considérons
alors les ouverts

Ui = {l ∈ P (E) | si(l) 6= 0}

Ces ouverts recouvre P (E) de plus S∗⊗L′i|Ui est trivial puisque si 6= 0 sur Ui soit
alors ξi une 2-forme globale sur P (E) représentant e(S∗⊗L′i) = c1(S∗⊗L′i), on
a alors que ξi|Ui = dωi pour une certaine 1-forme locale ωi sur Ui. Considérons
d’après le lemme qui précède des fonctions {ρi} ayant les propriété du lemme
et défini sur un sous-recouvrement {Vi}, on a alors que ξi − d(ρiωi) est une
forme globale qui représente c1(S∗ ⊗ L′i) et s’annule sur Vi. on a alors pour
x = e(S∗) = c1(S∗) ∏

i

c1(S∗ ⊗ L′i) =
∏
i

(x+ c1(L′i)) = 0

ainsi on obtient ∏
i

(x+ c1(L′i)) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an = 0

ou ai sont les polynômes symétriques élémentaire en c1(L′i) qui est en fait
σ∗c1(Li) par fonctorialité, par définition des classes de Chern on a que ai =
σ∗ci(E) on obtient donc

c(E) =
∏
i

(1 + c1(Li)) =
∏
i

c(Li)

Soit maintenant E et F deux fibré vectoriel complexes de rang n et m et soit
τ : F (E) → M l’espace des drapeaux de E construit précédemment, τ−1E est
alors somme direct de fibré en droite complexe L1⊕. . .⊕Ln, de plus τ−1F est un
fibré vectoriel sur F (E) soit alors τ ′ : F (τ−1F ) → F (E) l’espace des drapeaux
de τ−1F , τ ′−1τ−1F est alors somme direct de fibré en droites complexes L′1 ⊕
. . .⊕ L′m sur F (τ−1F ) , on peut résumer cela par le diagramme
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E ⊕ F

��

L1 ⊕ . . .⊕ Ln ⊕ τ−1F

��

τ ′−1L1 ⊕ . . .⊕ τ ′−1Ln ⊕ L′1 ⊕ . . .⊕ L′m

��
M F (E)

τ
oo F (τ−1F )

τ ′
oo

notons alors α = τ ◦ τ ′ on a

α∗c(E ⊕ F ) = c(α−1(E ⊕ F ))
= c(τ ′−1L1 ⊕ . . .⊕ τ ′−1Ln ⊕ L′1 ⊕ . . .⊕ L′m)

=
∏
i

c(τ ′−1Li)c(L′i)

= α∗c(E)c(F )

on a ainsi c(E ⊕ F ) = c(E)c(F ) par injectivité de α∗

Proposition 4.14. Soit E un fibré vectoriel complexe de rang n sur M , alors
cn(E) = e(ER)

Démonstration. Ceci est une conséquence direct de la fonctorialité de la classe
de Chern et de la formule de Whitney. Soit τ : F (E)→M l’espace des drapeaux
de E, on a alors τ−1E = L1 ⊕ . . .⊕ Ln ainsi

τ∗cn(E) = cn(τ−1E) =
∏
i

c1(Li)

Par fonctorialité et formule de produit de Whitney, de plus par définition de la
classe de Chern d’un fibré en droite on a∏

i

c1(Li) =
∏
i

e((Li)R)

= e((L1)R ⊕ . . .⊕ (Ln)R)
= e((τ−1E)R) = τ∗e(ER)

Grâce à la formule de produit de Whitney et la fonctorialité pour la classe
d’Euler, ainsi par injectivité de τ∗ on cn(E) = e(ER)

4.3.2 Axiomatisation

Soit M une variété lisse paracompact de type fini, on peut définir les classes
de Chern de manière axiomatique comme des éléments de H∗(M,Z) qui désigne
la cohomologie à valeurs dans le pré-faisceau des fonctions localement constantes
à valeurs dans Z, la théorie des faisceaux sera exposé plus en détail dans la
section qui suit.
Avant de donner la définition des classes de Chern, considérons CPn l’espace
projectif de dimension complexe n, notons Sn le fibré universel sur CPn, et xn
la classe de cohomologie qui engendre H2(CPn,Z) ' Z.
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Définition 4.4. Soit E un fibré vectoriel complexe sur M une variété lisse, on
défini les classes de Chern ci(E) ∈ H2i(M,Z) avec c0 = 1, et on note c(E) =∑
i

ci(E) ∈ H∗(M,Z) la classe de Chern total, comme les classe de cohomologie

vérifiant les propriétés suivantes
1. (Fonctorialité) Si f : N → M est une application lisse entré variété alors
c(f−1E) = f∗c(E)

2. (Produit de whitney) Si L1, . . . , Lk sont des fibré en droite complexe sur
M alors c(L1 ⊕ . . . ,⊕Lk) = c(L1) . . . c(Lk)

3. (Normalisation) Avec les notation précédentes on a c(Sn) = 1 + xn

Vérifions à présent que la construction de la classe de Chern total faite pré-
cédemment coïncide avec cette définition, pour cela notons c̃i(E) l’image via
l’isomorphisme H∗(M) ' H∗(M,R) des classes de Chern construites dans la
section précédente et c̃(E) la classe total associé, remarquons alors (avec les no-
tations introduite plus haut ) que c̃1(Sn) engendre H2(M,R) ' R ainsi on peut
identifier xn = c̃i(Sn) donc c(Sn) = 1 + c̃1(Sn) = c̃(Sn) la définition coïncide
dans ce cas.
Soit maintenant L un fibré en droite complexe sur M , alors il existe une appli-
cation lisse f : M → CPn pour un certain n > 0 tel que L ' f−1Sn ainsi on
a c̃(L) = f∗c̃(Sn) = f∗c(Sn) = c(L) les classes coïncident donc dans le cas des
fibrés en droites complexe.
Enfin soit E un fibré vectoriel complexe de rang n sur M , on peut alors consi-
dérer la variété de drapeaux τ : F (E) → M associé à E, on a alors que
τ−1E = L1 ⊕ . . . ⊕ Ln ou les Li sont des fibrés en droites complexes, par la
formule de produit de Whitney et la fonctorialité on a

τ∗c̃(E) = c̃(τ−1E)
=
∏
i

c̃(Li)

or on a montré que dans le cas d’un fibré en droite c̃(Li) = c(Li) ainsi par les
axiomes de fonctorialité et de produit de Whitney on a

τ∗c̃(E) =
∏
i

c̃(Li)

=
∏
i

c(Li) = c(τ−1E)

= τ∗c(E)

enfin par injéctivité de τ∗ on a c(E) = c̃(E)

Remarque 4.3.1. Remarquons que la discussion qui précède montre en par-
ticulier l’unicité de la classe de Chern ainsi défini. Rappelons que nous avions
noté ε̃ l’élément représentant la classe d’Euler e dans H∗(U,R), notons alors
[ε̃] ∈ H∗(M,R) la classe de ε̃ après passage à la limite inductive.
Étant donné f : M → CPn on a que f∗ : H∗(CPn,Z) → H∗(M,Z) donc si L
est un fibré en droites complexe sur M , on a que [ε̃](L) = c̃1(L) par définition
de la première classe de Chern dans la section qui précède. On a donc
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[ε̃](L) = c(L)− 1 = f∗(1 + xn)− 1 ∈ H2(M,Z)

[ε̃] est donc une classe de cohomologie à valeurs dans Z, cette remarque sera
utile dans la classification des fibrés en droites complexe.

5 Théorie des faisceaux
Notons dans ce qui suit X un espace topologique, nous allons définir la

notion de faisceau et de pré-faisceau et la cohomologie pour ces objets, enfin
nous aboutirons grâce à cette théorie à une classification des fibrés en droite
complexe. Les faits non démontrés pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de F.Hirzebruch [2].

5.1 Définitions
Définition 5.1 (Faisceau de groupe abelien ). Un faisceau de groupe abelien
S sur X est la donnée d’un triplé S = (S, π,X) ayant les propriété suivantes

1. S et X sont des espaces topologique et π : S → X est une application
continue surjective.

2. Pour tout α ∈ S il existe un voisinage ouvert U de α et un voisinage ouvert
V de π(α) tel que π|V réalise un homeomorphisme entre U et V .

3. On appel π−1(x) pour x ∈ X, fibre au dessus de x, qu’on notera Sx.
Chaque fibre Sx est muni d’une structure de groupe abelien, tel que les
opérations d’addition et la soustraction soit continue pour la topologie de
S.

Définition 5.2 (Morphisme de faisceaux). Étant donné deux faisceaux S =
(S, π,X) et S′ = (S′, π′, X) sur X, un morphisme de faisceaux h : S→ S′ est
la donnée d’une application continue h : S → S′ tel que le diagramme suivante
commute

S
h //

π ��

S′

π′~~
X

De plus pour tout x ∈ X la restriction hx : Sx → S′x à chaque fibre est un
morphisme de groupe abelien.

Définition 5.3 (Pré-faisceaux de groupe abelien). Un Pré-faisceau G sur un
espace topologique X est la donnée, pour chaque ouvert U ⊂ X, d’un groupe
abelien SU , et pour chaque pair d’ouvert U, V tel V ⊂ U des morphisme de
groupe rUV : SU → SV tel que le propriétés suivantes soit vérifiées

1. Si U = ∅ alors SU = 0
2. le morphisme rUU = IdSU et pour W ⊂ V ⊂ U des ouverts on a rVU ◦ rUW =
rVW
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Définition 5.4. Étant donné deux pré-faisceauxG =
{
SU , r

U
V

}
etG′ =

{
S′U , r

′U
V

}
Un morphisme de Pré-faisceaux h : G→ G′ est la donné d’un système de mor-
phisme de groupe abelien {hU} avec hU : SU → S′U tel que le diagramme suivant
commute

SU
hU //

rUV
��

S′U

r′UV
��

SV
hV // S′V

Étant donnée un pré-faisceau G sur un espace X, on peut construire le fais-
ceau de germes associé à G, pour ce faire soit x ∈ U avec U ⊂ X un ouvert, on
pose alors Sx = lim

−→
U

SU ou lim
−→
U

désigne la limite inductive pour les morphismes

rUV ou U parcours tout les voisinages ouverts de x, chaque élément f ∈ SU ,
pour U un voisinage de x, détermine un germe fx ∈ Sx. Plus précisément, étant
donné deux éléments f ∈ SU et g ∈ SV pour U et V des voisinages de x on
définit la relation d’équivalence suivante : f ∼ g si et seulement si il existe un
voisinage ouvert W de x tel que W ⊂ U et W ⊂ V et rUW f = rVW g. Le germe
fx représente alors la classe d’équivalence de f pour cette relation.
L’espace S de ce faisceau est alors la réunion des Sx pour x ∈ X et la projection
π : S → X qui associe à chaque élément d’un Sx le point x, la topologie de S
est donnée par la base d’ouvert de la forme {fy | y ∈ U} ou U parcours tout les
ouverts de X et fy est le germe d’un f ∈ SU ou f parcours tout les éléments
de SU . On peut alors vérifier que le triplé (S, π,X) ainsi définit fourni bien un
faisceau.
Etant donné un morphisme {hU} de pré-faisceaux G → G′, on peut définir
un morphisme de faisceaux sur les faisceaux de germes S → S′ qui associe au
germe fx ∈ Sx d’un élément f ∈ SU le germe (hU (f))x ∈ S′x de l’élément hU (f).

Considérons à présent un faisceau S sur un espace X on peut considérer une
section locale de S i.e. un application continue s : U → S ou U ⊂ X est un
ouvert et tel π ◦s = Id, on note alors l’ensemble de ces section local d’un ouvert
U , Γ(U,S) cet ensemble est muni d’une structure de groupe abelien héritée de
celle de S on a de plus des morphismes de restriction pour V ⊂ U on note
rUV : Γ(U,S) → Γ(V,S) qui associe à section défini sur U sa restriction à V ,
ces morphisme vérifie la seconde condition de pré-faisceau on obtient ainsi un
pré-faisceau G =

{
Γ(U,S), rUV

}
qu’on appel Pré-faisceau canonique associé à

S.
Etant donné un morphisme de faisceaux h : S → S′ on peut aussi définir un
morphisme sur les pré-faisceaux canoniques associés, Γ(U,S)→ Γ(U,S′) donné
par s 7→ h ◦ s pour s ∈ Γ(U,S)

Remarque 5.0.1. Ces deux constructions ne sont pas l’inverse l’une de l’autre,
en effet partant d’un faisceau S alors le faisceau des germes associé au pré-
faisceau canonique

{
Γ(U,S), rUV

}
de S est isomorphe au faisceau de départ.
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Cependant partant d’un pré-faisceau G alors le pré-faisceau canonique associé
au faisceau des germes du pré-faisceau G, n’est pas en général isomorphe au
pré-faisceau de départ.

Définition 5.5 (Sous faisceau). Étant donnée un faisceau S = (S, π,X), S′ =
(S′, π′, X) est un sous faisceau de S s’il vérifie

1. S′ est ouvert dans S
2. π′ = π|S′ et π′(S′) = X

3. La fibre π′−1(x) = S′ ∩ π−1(x) est un sous groupe de π−1(x) pour tout
x ∈ X

Pour tout faisceau S un sous faisceau évident de S est donné par le faisceau
nul dont chaque fibre est le groupe trivial 0x.
On peut alors vérifier que, étant donné un morphisme de faisceaux h : S→ S′,
Ker(h) = h−1(0) est un sous faisceau de S et Im(h) = h(S) est un sous faisceau
de S′.
On défini alors la notion de suite exact de faisceaux de manière habituelle, étant
donné trois faisceaux S, S′ et S′′ une suite exact est une suite de morphisme
de faisceaux

0→ S′
h′→ S

h→ S′′ → 0

tel que Im(h′) = Ker(h) en tant que sous faisceau de S avec h′ un morphisme
injectif et h surjectif.
On défini également la notion de suite exacte de pré-faisceaux, étant donné trois
faisceaux G,G′ et G′′ une suite exact est alors la donnée pour chaque ouvert
U ⊂ X d’une suite exacte de groupes

0→ S′U
h′U→ SU

hU→ S′′U → 0

ou les familles de morphismes {hU} et {h′U} représentent des morphismes de
pré-faisceaux. Un fait qui ne sera pas démontrer ici est que ces suites exactes
restent exactes après passage à la limite inductive, on peut alors énoncer le
lemme suivant

Lemme 5.1. Toute suite exact de pré-faisceaux induit une suite exact sur les
faisceaux de germe correspondants.

Une suite exacte de faisceaux induit une suite exact de groupe sur les fibres
de chaque faisceau pour x ∈ X

0→ S′x
h′x→ Sx

hx→ S′′x → 0

S′′x est alors isomorphe au quotient Sx/S′x, on peut alors montrer que S′′ est muni
de la topologie quotient S/S′, de plus le faisceau S′′ est unique (à isomorphisme
prés).

Exemple 5.1 (Suite exacte exponentiel). Soit M une variété lisse, nous allons
considérer trois pré-faisceaux sur M ,
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1. le pré-faisceau C =
{
C∞(U,C), rUV

}
des fonctions lisses définies localement

sur M à valeurs dans C.
2. le pré-faisceau C∗ =

{
C∞(U,C∗), rUV

}
des fonctions lisses définies locale-

ment sur M à valeurs dans C∗.
3. le pré-faisceau Z =

{
C0(U,Z), rUV

}
des fonctions localement constantes

sur M à valeurs dans Z.
Notons alors Cl, C∗l et Z les faisceaux de germe associés respectivement à C,
C∗ et Z, remarquons d’abord que le faisceau de germe Z n’est rien d’autre que
le faisceau constant sur M (d’ou la notation), de plus ces trois pré-faisceaux
jouissent d’une propriété particulière, qui est que les pré-faisceaux canonique
Γ(U,Cl) (resp. Γ(U,C∗l ), resp. Γ(U,Z)) sont isomorphes aux pré-faisceaux de
départ C (resp. C∗, resp. Z).
Considérons à présent la suite de pré-faisceaux suivante

0→ Z
ι→ C

e→ C∗ → 0

Ou pour U ⊂ M un ouvert, ιU : C0(U,Z) → C∞(U,C) désigne l’inclusion
canonique des fonction localement constante à valeurs dans Z dans les fonctions
lisses définies localement à valeurs dans C, et eU : C∞(U,C) → C∞(U,C∗) est
l’application exponentiel donnée par f 7→ e2iπf pour f ∈ C∞(U,C).
Cette suite est clairement exacte, en effet ι est injective, de plus on a

Ker(e) =
{
f ∈ C∞(U,C) | e2iπf = 1

}
= C0(U,Z)

Enfin e est surjective puisque pour chaque ouvert de U ⊂ M , eU admet un
inverse à gauche donné par une détermination de 1

2iπ log(−). Cette suite exacte
induit donc une suite exacte sur les faisceaux de germe

0→ Z ι→ Cl
e→ C∗l → 0

Ou les flèches sont données par les morphismes induit par ι et e. On appel cette
suite exact Suite exacte exponentiel.

5.2 Cohomologie des Faisceaux
Soit X un espace topologique et G un pré faisceau sur X, Nous allons définir

les groupes de cohomologie Hq(X,G) à valeurs dans un pré-faisceau et par la
suite les groupes de cohomologie Hq(X,S) associé à un faisceau S .

Considérons pour cela U = {Ui}i∈I un recouvrement ouvert de X, on défini
le groupe Cq(U,G) comme l’ensemble des fonctions :

f : Iq+1 −→ G
(i0, . . . , iq) 7−→ f(i0, . . . , iq) ∈ SUi0∩...∩Uiq

Cq(U,G) est évidement muni d’une structure de groupe abelien. On défini alors
un morphisme

δq : Cq(U,G)→ Cq+1(U,G)
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defini par la formule :

(δqf)(i0, . . . , iq+1) =
q+1∑
k=0

(−1)krWk

W f(i0, . . . , îk, . . . , iq+1)

ou f ∈ Cq(U,G) et ou Wk = Ui0 ∩ . . . Ûik ∩ . . .∩Uiq+1 et W = Ui0 ∩ . . .∩Uiq+1 ,
on peut alors montrer par un calcul que δq+1 ◦ δq = 0, on a ainsi un complexe
de cochaine (Cq(U,G), δq) donné par la suite

0→ C0(U,G)→ C1(U,G)→ C2(U,G)→ . . .

on défini alors le q-ieme groupe de cohomologie de ce complexe par

Hq(U,G) = Ker(δq)/ Im(δq−1)

Soit à présent B = {Vj}j∈J un raffinement de U et soit τ : J → I une fonction
tel que Vj ⊂ Uτj pour tout j ∈ J , on a alors un morphisme

τ∗ : Cq(U,G)→ (Cq(B,G)

défini par la formule

(τ∗f)(j0, . . . , jq) = rW
′

W f(τj0, . . . , τjq)

ou f ∈ Cq(U,G) et W = Vj0 ∩ . . . ∩ Vjq et W = Uτj0 ∩ . . . ∩ Uτjq , on peut alors
montrer par un calcul que le diagramme suivant commute

Cq(U,G) τ∗ //

δq

��

Cq(B,G)

δq

��
Cq+1(U,G) τ∗ // Cq+1(B,G)

Ce qui implique que τ∗ induit une application en cohomologie

tUB : Hq(U,G)→ Hq(B,G)

On peut alors montrer que les morphismes tUB sont independant du choix de la
fonction τ , en effet étant donné τ et τ ′ deux fonctions J → I on défini l’opérateur
d’homotopie

kq : Cq(U,G)→ Cq−1(B,G)

donné par la formule

(kqf)(j0, . . . , jq−1) =
q−1∑
k=0

(−1)krWk

W f(τj0, . . . , τjk, τ ′jk+1, . . . , τ
′jq−1)

avec f ∈ Cq(U,G)
et W = Vj0 ∩ . . . ∩ Vjq−1 et W = Uτj0 ∩ . . . ∩ Uτjk ∩ Uτ ′jk ∩ . . . Uτ ′jq−1

on conclue alors grace à la relation suivante qui induit une égalité en cohomologie

δq−1kq + kq+1δq = τ ′∗ − τ∗

59



En peut enfin montrer que les tUB forment un système inductif i.e. tUU = Id et
tUB ◦ tBW = tUW, ceci motive alors la définition suivante.

Définition 5.6. On défini les groupes de cohomologie Hq(X,G) comme limite
inductive i.e.

Hq(X,G) = lim
−→
U

Hq(U,G)

ou U parcours l’ensemble des recouvrement de X.
Pour S un faisceau sur X on défini les groupes de cohomologie Hq(X,S) =
Hq(X,Γ(U,S)) ou Γ(U,S) est le pré-faisceau canonique associé à S.

Considérons à présent une suite exact courte de pré-faisceaux sur un même
espace X

0→ G′
h′→ G

h→ G′′ → 0

cette suite induit une suite exact courte entre les groupes de cochaine associé
pour un recouvrement U fixé,

0→ Cq(U,G′) h
′
∗→ Cq(U,G) h∗→ Cq(U,G′′)→ 0

Ou h′∗ est défini par f 7→ h′ ◦ f pour f ∈ Cq(U,G′) de plus les morphismes h∗
et h′∗ commutent avec les δq, et induisent ainsi des morphismes en cohomologie

h′∗ : Hq(U,G′)→ Hq(U,G)
h∗ : Hq(U,G)→ Hq(U,G′′)

Enfin h∗ et h′∗ commutent avec les morphisme de raffinement tUB : Hq(U,G)→
Hq(B,G), on peut alors passer à la limite inductive pour obtenir des morphismes

h′∗ : Hq(X,G′)→ Hq(X,G)
h∗ : Hq(X,G)→ Hq(X,G′′)

On défini alors un morphisme de passage δq∗ : Hq(U,G′′)→ Hq+1(U,G′) comme
suit, étant donné [f ] ∈ Hq(U,G′′) représenté par un élément f ∈ Cq(U,G′′)
avec δq(f) = 0 par exactitude de la suite des groupes de cochaine on peut
alors trouver un élément g ∈ Cq(U,G) tel que h∗(g) = f , ainsi δq(g) ainsi
δq(g) ∈ Ker(h∗) ⊂ Cq+1(U,G′) on a de plus δq+1δq(g) = 0, on défini alors
δq∗[f ] = [δq(g)] comme la classe de cohomologie de δq(g).
On peut alors montrer que δq∗ commute avec les morphismes de raffinement tUB
on obtient alors le lemme suivant

Lemme 5.2. Une suite exact courte de pré-faisceaux sur un même espace X
induit une suite exact longue en cohomologie

. . .→ Hq(X,G′) h∗→ Hq(X,G) h
′
∗→ Hq(X,G′′) δq∗→ Hq+1(X,G′)→ . . .
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Supposons à présent que X est paracompact.
SoitG un pré-faisceau surX et soitS le faisceau des germes deG, notons alorsG
le pré-faisceau canonique associé àS on a alors un morphisme naturel h : G→ G
qui à f ∈ SU , pour U ⊂ X un ouvert, associe la section s ∈ Γ(U,S) donnée
par x 7→ fx ou fx désigne le germe de f . Par définition on a que Hq(X,S) =
Hq(X,G), h induit alors un morphisme h∗ : Hq(X,G)→ Hq(X,S). On a alors
un théorème relatif à ce morphisme dont la démonstration ne fera pas l’objet
de cet exposé.

Théorème 5.3. Soit G un pré-faisceau sur un espace paracompact X et soit S
son faisceau des germes, alors h∗ : Hq(X,G)→ Hq(X,S) est un isomorphisme.

Considérons maintenant une suite exacte de faisceaux

0→ S′
h′→ S

h→ S′′ → 0

cette suite induit la suite exact sur les pré-faisceaux canonique suivante

0→ Γ(U,S′) h′→ Γ(U,S) h→ S′′U → 0

pour U ⊂ X un ouvert ou S′′U = Γ(U,S)/Γ(U,S′), notons respectivement G′, G
et G′′ les pré-faisceaux Γ(U,S′), Γ(U,S) et S′′U on par définition Hq(X,G′) =
Hq(X,S′) et Hq(X,G) = Hq(X,S) de plus comme X est supposé paracompact
on a d’après le théorème précédent Hq(X,G′′) ' Hq(X,S′′) ainsi d’après le
lemme 5.2 on a le théoréme suivant

Théorème 5.4. Soit une suite exact de faisceaux sur un espace X paracompact

0→ S′
h′→ S

h→ S′′ → 0

alors cette suite induit une suite exactes longue

. . .→ Hq(X,S′) h∗→ Hq(X,S) h
′
∗→ Hq(X,S′′) δq∗→ Hq+1(X,S′)→ . . .

ou δq∗ est defini naturelement comme dans le cas des pré-faisceaux.
Passons à présent à la définition d’un faisceau fin sur un espace topologique

paracompact.

Définition 5.7. Un faisceau S sur un espace paracompact X sera dit fin si
pour tout recouvrement localement fini U = {Ui}i∈I de X il existe une famille
de morphisme de faisceaux {hi}i∈I ou hi : S→ S tel que

1. Pour chaque i ∈ I il existe un fermé Ai de X tel que Ai ⊂ Ui et hi(Sx) = 0
si x /∈ Ai.

2.
∑
i∈I
hi = Id

Théorème 5.5. Soit S un faisceau fin sur X alors Hq(X,S) = 0 pour q ≥ 1

Démonstration. PuisqueX est paracompact il suffit de montrer queHq(U,S) =
0 pour U = {Ui}i∈I un recouvrement localement fini, pour cela considérons
l’opérateur d’homotopie,
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kq : Cq(U,S)→ Cq−1(U,S)

défini par la formule suivante pour f ∈ Cq(U,S)

(kqf)(i0, . . . , iq−1) =
∑
i∈I
t(i, i0, . . . , iq−1)

ou t(i, i0, . . . , iq−1) est defini comme suit

t(i, i0, . . . , iq−1) =
{
hi(f(i0, . . . , iq−1)) sur Ui ∩ Ui0 ∩ . . . ∩ Uiq−1

0 autre part

Ou les hi sont les morphisme vérifiant les propriété 1 et 2 de faisceau fin, on
peut alors vérifier par un calcul que δq−1kq + kq+1δq = Id pour q ≥ 1 ce qui
conclue la preuve.

Théorème 5.6. Le faisceau Cl des germes de fonctions lisse définis localement
sur une variété paracompact M à valeurs dans C est fin.

Démonstration. Soit U = {Ui}i∈I un recouvrement localement fini, soit φi une
partition de l’unité subordonnée à U on défini les morphismes hi : C∞(U,C)→
C∞(U,C) donnés par f 7→ φif pour U ⊂ X un ouvert. Les morphismes induits
par les {hi} sur le faisceau des germes Cl remplissent alors les conditions de la
définition puisque

∑
φi = 1 et les fermés Ai sont donnés par Supp(φi).

5.3 Classification des fibré en droite complexe
Soit M une variété lisse, nous avons vu que les classes d’isomorphisme de

fibré vectoriel réel de rang 2 orienté sont en bijection avec l’ensemble des C∗-
cocylces que nous avions noter H1(M,C∗) cette notation provient du fait que
cet ensemble n’est rien d’autre que le groupe de cohomologie H1(M,C∗l ) as-
socié au faisceau C∗l défini dans l’exemple 5.1 en effet par définition on a
H1(M,C∗l ) = H1(M,C∗) = lim

−→
U

Hq(U,C∗), de plus C∗ étant muni de sa struc-

ture multiplicative, les élément de H1(U,C∗) pour un recouvrement U sont don-
née (d’après la définition de la cohomologie à valeur dans un pré-faisceau) par
des classes d’équivalence de fonctions

gij : Ui ∩ Uj → C∗

pour la relation d’équivalence :

Il existe λi ∈ Γ(Ui,C∗) tel que g′ij = λigijλ
−1
j

ce qui correspond bien à la définition de H1(M,C∗) dans la section 3.1 après
passage à la limite inductive.
Considérons à présent la suite exacte exponentiel défini dans l’exemple 5.1

0→ Z ι→ Cl
e→ C∗l → 0

cette suite induit une suite exact longue en cohomologie par le théorème 5.4
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. . .→ Hq(M,Z) ι∗→ Hq(M,Cl)
e∗→ Hq(M,C∗l )

δq∗→ Hq+1(M,Z)→ . . .

Nous avons de plus montrer que le faisceau Cl est fin, ainsi Hq(M,Cl) = 0 pour
q ≥ 1 nous avons donc l’isomorphisme

δ1
∗ : H1(M,C∗l ) ' H2(M,Z)

et donc une bijection qui est en fait un isomorphisme de groupe entre V ect+k (M) '
H2(M,Z) nous allons montrer que cet isomorphisme est en fait fourni par la
première classe de Chern des fibré. Notons que d’après la remarque de la section
4.3.2 (avec les même notations) on a que c̃1(E) = [ε̃](E) ∈ H2(M,Z) pour E
un fibré en droite complexe.

Théorème 5.7. L’application

c̃1 : V ect+2 (M)→ H2(M,Z)

qui associe à une classe d’isomorphisme de fibré vectoriel sa classe d’Euler (pre-
mière classe Chern) est un isomorphisme de groupe.

Démonstration. On a comme évoqué précédemment un isomorphisme de groupe
V ect+2 (M) ' H1(M,C∗l ) ainsi il suffit de montrer que étant donné une classe
isomorphisme de fibré vectoriel [E] auquel est associé une classe de C∗-cocycle
[g] ∈ H1(M,C∗l ) on a ±c̃1([E]) = δ1

∗([g]) pour cela soit gαβ un U-cocyle re-
présentant [g] pour un recouvrement U de M donné. Par construction de la
cohomologie des faisceaux la suite exact exponentiel induit une suite exact

0→ C1(U,Z) ι∗→ C1(U,C) e∗→ C1(U,C∗)→ 0

ainsi il existe φαβ ∈ C1(U,C) qui peut être vue comme une élément C1(U,Z)
tel que e∗(φαβ) = gαβ car le morphisme ι∗ est induit par l’injection canonique,
donc φαβ est donné par

φαβ = 1
2iπ log gαβ

Nous avons défini le morphisme de passage δ1
∗([g]) comme la classe [δ1φαβ ] dans

H2(M,Z). De plus nous avons le diagramme commutatif suivant

C1(U,Z) i //

δ1

��

C1(U,R)

δ

��
C2(U,Z) i // C2(U,R)

ou i désigne l’injection canonique des fonction localement constante à valeurs
dans Z dans les fonction localement constante à valeurs dans R, et δ est l’appli-
cation défini dans la section 2.5 pour le complexe de Cech.
De plus les injections i induisent de injection en cohomologie i : H∗(M,Z) →
H∗(M,R), ainsi en regardant δ1

∗([g]) comme un élément de H2(M,R) et φαβ
comme un élément C2(U,R) de on a δ1

∗([g]) = [δφαβ ] dans H2(M,R) or d’après
le calcul de la classe d’Euler d’un fibré vectoriel de rang 2 orienté on a
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δ1
∗([g]) = [δφαβ ] = [−ε̃]

ou ε̃ est un représentant de la classe d’Euler du fibré dont les cocycles sont donné
par gαβ dans H2(U,R) donc δ1

∗([g]) (à signe prés) est bien la classe d’Euler de
la classe d’isomorphisme du fibré E

Ce dernier théorème classifie donc les fibrés vectoriel réel orienté de rang 2
sur une variété lisse, remarquons en particulier que si M est une surface lisse
compact (i.e. variété lisse compact de dimension 2) alors V ect+2 (M) ' Z.
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