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1 Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter la théorie des fibrés vectoriels du
point de vue des classes caractéristiques de cohomologie. Nous nous intéresserons
notamment aux classes de Thom, d’Euler et de Chern en étudiant les différentes
relations entre ces classes et leur application dans la classification de certains
fibrés vectoriels. Il est important de souligner que ces classes caractéristiques ont
également une application dans le calcul du nombre de zéros d’une section lisse
d’un fibré vectoriel. Ce point de vue ne sera pas adopté dans le présent exposé.
La construction et les propriétés des différentes classes caractéristiques seront
faites dans le cadre de la cohomologie de De Rham et de Cech. Ces deux théories
cohomologiques seront exposées dans la premiere partie. Nous passerons ensuite
a la présentation des fibrés vectoriels et des classes caractéristiques, et enfin a la
théorie des faisceaux qui nous permettra de nous intéresser a la cohomologie des
faisceaux, a la cohomologie & valeurs dans Z ainsi qu’a la suite exact exponentiel.

Fixons quelques notations une fois pour toutes, M désignera une variété
lisse sans bord paracompact connexe de dimension fini, les termes "variété" ou
"variété lisse" désignerons toujours un tel objet. E désignera un fibré vectoriel
de rang fini constant sur M.

On notera (H*(M) ou encore Hj,p(M)) la cohomologie de De Rham de M,
H*(M,R) la cohomologie de Cech (ou cohomologie du faisceau constant R sur
M) et plus généralement H*(M, &) la cohomologie d’un faisceau & sur M.

Un des résultats principaux du présent mémoire sera l’isomorphisme entre
les classes d’isomorphismes de fibrés en droites complexes sur M et le groupe
de cohomologie H?(M,Z).



2 Cohomologie de De Rham

Nous présentons dans cette section la cohomologie de De Rham d’une variété
M ainsi que les principaux théoremes liés a cette théorie cohomologique. Les
faits non démontrés dans cet exposé pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de Bott Tu [1] et Nicolaescu [5]

2.1 Formes différentielles

Soit M une variété lisse de dimension n et soit {Uy, ¢o } un atlas sur M, sur
un U, on peut écrire ¢, sous forme de coordonnées locales :

Ga : Uy — R™
p (xl(p)7...,xn(p))

Etant donné un point p € U, on peut considérer la différentielle de chacune des
cordonnées locales au point p ce qui nous fourni une famille de formes linéaires
dpx; sur 'espace tangent T,U, a U, en p, les formes d,z; € T,U} fournissent
alors une base de ’espace vectoriel T,,U;;. Nous pouvons donc définir au dessus

n
de chaque p € U, lalgébre extérieur A T, Uz = @ A?T,U% engendré par
q=0

1, dpzy, dpzi Adpxy, dpxs Adpzj A dpzy, ...
pouri<j, 1 <j<k,..

On peut alors considérer les applications différentielles en tout point dz; : U, —

TU} données par p — dpx; ou TU} désigne le fibré cotangent restreint a U,,

ainsi les dx; et leurs produits extérieurs forment une famille de sections local
n

du fibré ATU: = @ N?TU? qui évaluées en p € U, fournissent une base de
q=0

lalgebre extérieur au dessus de p. On note I'(A\ TU;) espace des sections lisses

de ATUZ. Soit alors w € T'(ATU?) une section lisse locale, évaluez w en un

point p reviendrez & 'écrire dans la base des dpx; ainsi w(p) serait de la forme

Z Z Jirsosig(P)dpxiy Ao AN dpy,

420 i1,...,iq

oules f;, ..., sont des fonctions lisses sur Uy, ainsi I'espace des sections I'( A\ TU)
peut étre vue comme un module pour l'addition sur 'anneau C*°(U,,R) des
fonction lisse, ce module est de plus muni d’une structure d’algebre pour le
produit extérieure. On obtient la définition suivante

Définition 2.1. Soit U C M un ouvert, on appelle forme différentielle locale
sur U une section lisse locale du fibré A TU*.

On appelle forme différentielle globales sur M une section lisse globale du fibré
NTM*.

De maniére équivalente on peut dire qu'une forme globale est la donnée d’une
famille d’élément w, € T'(ATU) tel que (wa)|v,nu, = (Ws)|v.nus,-



On note alors I’espace des formes globales de degré g (ou g-formes) par Q%(M)
ainsi on a Q°(M) = C°°(M,R), on note alors

(M) = GQUM).
q=0
qui forme une R-algebre gradué pour le produit extérieur.

On défini également la notion de forme a support compact

Définition 2.2. On appelle forme différentielle a support compact sur M une
forme différentielle w sur M tel que Supp(w) = {p € M | w(p) # 0} soit compact
dans M.

On note alors espace des formes & support compact de degré ¢ par Q%(M)
ainsi on a Q2(M) = C2°(M,R), on note enfin

(M) = PQUM).
Soit f : M — N une application lisse entre variété, on peut définir un morphisme
f* de R-algebre (le tiré en arriere de f )

o Of(N) - Qf(M)
w —  wolf
Ainsi on peut voir * comme un foncteur contravariant de la catégorie des

variété lisse et fonctions lisses qu’on note Var vers la catégorie de R-algebre et
morphisme de R-algebre qu’on note R — Alg

(=) : Var — R - Alg
M > Q*(M)
Homvar(M,N) +—— Homg_a1g(2*(N),Q*(M))
f = I

Un second point de vue consiste a considérer la catégorie Oy (pour M une
variété lisse ) des ouverts de M dont les morphisme sont les inclusions d’ouverts
t:U — V vers la catégorie R — Alg, alors 2* peut étre vu comme un foncteur
entre ces deux catégories.

Q*(—) : Oy — R—Alg
U — Q*(U)
Homo,,(U,V) +—— Homgr_a1g(*(V),Q"(U))
14
L — Ty

ou rg désigne la restriction a U d’une forme défini sur V', les morphismes de
restrictions jouissent d’une propriété supplémentaire, pour W C U C V trois
ouverts on a

vV .o,U _ .V
TUOUTW_TW
g =1id



Un tel foncteur s’appelle un pré-faisceau la théorie des faisceaux sera développée
plus en détails dans la suite.

Considérons maintenant une fonction lisse f : U, — R on peut alors regarder
la, différentielle d,f de f en p € U, comme un élément de T,U;, cet élément
doit donc s’écrire comme combinaison linéaire des dpx;, pour cela remarquons

d’abords :

dpf = dp(f 0 03" © $a) = dg, () (f © 65") © dpha

ou on peut voir d,@, comme le vecteur (1,...,1) dans T,U} écrit dans la base
des dpx;. On définit alors les composantes de d,, f selon cette base comme des
dérivées partielles par rapport aux coordonnées locales on a alors :

of O(f o ¢a')
dpf = () dpri =Y (a dp;
T \0zi ), i O ba(p)
On peut donc définir 'application :
af + Uy, — TU:
p = dpf

et on notera :

df = Zgg dx;

On a ainsi défini un morphisme d : Q°(U,) — Q'(U,), ce morphisme peut se
généraliser aux formes globales et a tout degré pour donner ce qu'on appel Le
morphisme de différentiation extérieur défini par

d: Q1 (M) N QI+ (1)
Ofir,..i
W= Z Jirrigdti, Ao ANdxg, — dw = Z Z %d%/\dl’il Ao Ndxg,

i1,enrig P i1,eig

On peut alors montrer par un calcul que ce morphisme jouit des propriétés
suivantes

1. dod=0
2. dwAT) = (dw) AT+ (=1)%9%w A dr
3. df*w = f*dw

Gréce a la propriété 1, (2* (M), d) forme ce qu’on appel un complexe différentiel
i.e. une suite de morphismes sur une algebre gradué
0— QM) % QL(M) % Q2(M) — ...

tel que Im(d) C Ker(d), on appel g-formes fermées les éléments de ker(d) N
Q9(M) et g-formes exactes les éléments de Im(d) N Q(M), on défini alors les
groupes de cohomologie de De Rham par



_ {q-formes fermées}

HI(M) =
(M) {g-formes exactes}

On note alors
H*(M)= @ HY(M)
q=0

Qui forme une R-algebre gradués pour le produit extérieur.

On définit de la méme maniere la cohomologie a support compact en remplacent
"formes" par "formes a support compact' on note alors la R-algébre graduée de
cohomologie a support compact

H (M) =

HI(M)
0

n

2.2 Principe de Mayer-Vietoris

Nous démontrons dans ce qui suit, le théoréeme de la suite de Mayer-Vietoris
pour la cohomologie de De Rham et la cohomologie a support compact, ce
théoréme ainsi que le lemme de Poincaré forment un duo imbattable pour le
calcul de plusieurs groupe de cohomologie.

Commencgons par le cas de la cohomologie de De Rham. Soit M une variété
lisse, supposons qu’il existe deux ouvert U et V tel que M = U UV on obtient
alors la suite d’inclusion suivante,

UmvgﬂU]_[Vf)M
\%4

ou Jy , Jy et ¢ sont les inclusions naturelles en appliquant le foncteur Q2* on
obtient la suite de restrictions suivante :

(M) — Q*(U) & Q*(V) Z== (U nV)

v

de cette suite nous pouvons construire la suite suivante :
0= Q (M) S Q(U)aQ (V) S UNV) =0
avec 1 : w — (w]y,wly) et §: (w,7) = T|luny — w|luny (qui commute a d).

Théoréme 2.1 (Suite de Mayer Vietoris).
(1) la suite ci dessus est exact
(2)Cette suite induit une suite exact longue :

o HIM) 5 HU(U) @ HY(V) S H(UNV) S B (M) - .

Démonstration. (1) 11 est clair que r est injective, de plus si (w,7) € Im(r)
alors w et 7 coincident sur U NV, et si ¢ € QUU) @ QI(V) tel §¢ = 0 alors
¢ est la restriction & U et V d’une forme globale sur M car elle se recolle sur
Iintersection U NV | Enfin pour la surjectivité de § on considéere w une forme



dans QU N'V) et une partition de 'unité {py, pv} subordonnée & {U,V} on
prend alors la forme (—pyw, pyw) € QI(U) & Q4(V) dont 'image par ¢ est w.

(2) D’aprés ce qui précede on a bien que Im(r) = Ker(§) en passant au
classe de cohomologie, il reste donc a définir d*. Pour ce faire on considere le
diagramme commutatif suivant dont les ligne sont exactes.

0——QIM) —QUU) e QV) QUUNV)——0

! ld id
0 —— QI (M) —— QHL(U) @ QUHL(V) —= QI (U N V) —0

A présent soit w € QU N V) une forme fermé, par 'exactitude des lignes il
existe une forme { = (—pyw, pyw) dont 'image par § est w par commutativité
du diagramme on a dd§ = dd§ = dw = 0 et d est 'image par r d’un élément de
Q9L (M) qui est fermé, on peut donc prendre :

w1 Jl=dpyw] sur U
d*lw] = { [de‘Zu] sur'V

De plus la construction de d*[w] est (modulo une forme exacte) indépendante
de la partition de I'unité choisie et elle est a support dans U NV
O

Passons a présent au cas de la cohomologie a support compact.Toujours sur
une variété lisse M, soit j : U — M linclusion canonique d’'un ouvert dans M
alors 'application j, : Q5 (U) — Q% (M) est Papplication qui étends par zéro une
forme a support compact dans U.
en considérons la suite d’inclusion d’ouverts comme précédemment, on obtient
la suite suivante :

0+ QM) & QU) @ Q*(V) & Q:UNV) « 0

avec § : w — (—0y.w, Oy.w) et o : (w,T) — tww + 1,7, ces applications com-
mutent & d. On déduite alors le théoréme suivant

Théoréme 2.2 (Suite de Mayer-Vietoris & support compact).
(1) la suite ci dessus est exact
(2)Cette suite induit une suite exact longue :

o HI(M) & HUU) & HI(V) & HIUNV) & HIYM) « ..

Démonstration. (1) Tout d’abord il est claire que s est injective, considérons
w € QX(M), et soit {py, pv} une partition de I'unité subordonnée & U, V', alors
(prw, pvw) € (U) @ Q*(V) puisque Supp(prw) C Supp(py) N Supp(w) et
w = o(pyw, pyw) ce qui conclut de la surjectivité de o.

(2) D’apreés ce qui précede on a bien que Im(s) = Ker(o) en passant au classes
de cohomologie, il reste donc & définir d,. Pour cela on peut considérer le di-
gramme commutatif comme dans la preuve du cas de De Rham, avec les fleches
horizontales inversées. On défini alors d.[7] pour [7] € HI~* (M) comme la forme
fermé tel que,



(=0u(du[7]), Ov+(di[r])) = ([dpuT], [dpv])

On a alors clairement que I'm(d,) = Ker(s) ce qui conclut de 'exactitude de
notre suite. O

2.3 Les lemmes de Poincaré

Nous allons, dans cette section, calculer la cohomologie et la cohomologie a
support compact de R™, un résultat fondateur pour la théorie homologique des
variétés et qui sera utile tout au long de ce traité.

2.3.1 Le lemme de Poincaré pour la cohomologie de De Rham

Soit M une variété lisse de dimension n, commencons par considérer les

application 7 : M X R < M tel que w(z,t) = xz et s : M — M X R tel que
s(x) = (x,0).
Ces deux applications induisent des morphisme de complexe différentiel 7* :
Q (M) — Q" (M x R) et s*: Q"(M x R) — Q*(M). On peut déja remarquer
que o s = id ce qui implique que s* o7m* = id. La preuve du lemme de Poincaré
repose principalement sur le théoréeme suivant.

Théoréme 2.3. L’application 7™ fournis l'isomorphisme suivant :
H*(M) = H*(M x R)
d’inverse s*.

Démonstration. Comme s* o m* = id il suffit de prouver que 7* o s* = id sur
H*(M x R). Pour cela nous allons construire un opérateur linéaire d’homotopie
K tel que id — 7 o s* = £(dK + Kd), ainsi 'image d’une forme fermé par
(dK + Kd) sera exact et donc nul en passant & la cohomologie. Pour ce faire
soit {Uy, da} un atlas sur M on alors un atlas {U, x R, ¢, x 1}, et soit w €
Q4(M x R) une telle forme peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux
types de formes.

@) (7*¢)f(x,1)
() (7 ¢) f (w,t)dt
ou ¢ est une g-forme globale sur M dans le cas (I) et une ¢ — 1-forme dans
le cas (II), f € C*(M x R), et (x,t) = (21,...,Zn,t) désigne les coordonées
locals associé a un ouvert U, x R . On définit alors 'operater K de la maniére
suivante :
K: QI(M x R) — Q1M x R)
(D) o)) - 0
(1) (7 ¢) f(z,t)dt = (7°¢) [, f(,s)ds

Vérifions alors que K est bien un opérateur d’homotopie, supposons que w soit
de type (I), on a alors d’une part

(id — 7" 0 s")w = (77¢) f(z,1) — (7" ¢) f(x,0)

10



D’autre part,
(dK —Kd)w = —Kdw = —K ((dw*qb)f(x,t) + (~1)4(n*0) (z 2 du; + %dt))

= (=117 (x*¢) Ot %ﬁds = (=) (7 )(f(x,t) — f(x,0))
Ainsi
(id — 7% 0 8" )w = (=1)9"1(dK — Kd)w
Supposons a présent que w soit de type (II), on a d’une part,
(id — 7 0 8" )w = w puisque s*dt = d(s*t) =0
D’autre part, on a

Kdw=K ((dﬂ*¢)fdt + (=) (7*9) gxf_dxidt>

_ (o ' e [ af
= (7 dd))/o fds+ (=) (x gb)/o < axidazi) ds
De plus,

dKw = (r*dg) /Ot fds + (=1) (7" 0) (/Ot ( gid@ ds—l—fdt)

Ainsi

(id — 7 0 8" )w = (—1)7"1(dK — Kd)w
ceci prouve que
(id — 7 0 8*) = (—=1)1(dK — Kd) sur Q4(M x R)
et conclue la démonstration. O

A partir du résultat précédent on aboutit au lemme de Poincaré en procédant
par récurrence dans le cas M = R"

Corollaire 2.3.1 (Lemme de Poincaré).

en dimension 0

H*(R") = H*({*}) = {I(% autre part

Corollaire 2.3.2. Deux applications homotope induisent la méme applications
en passant a la cohomologie.

Démonstration. En effet soit f et g deux applications homotope d’une variété
M vers une autre variété N, on a alors une application F' : M x R — N tel que,

{F(x,t) = f(x) pourt>1
F(x,t) = g(x) pourt<0

De plus soit s et s1 : M — M x R tel que so(x) = (x,0) et sy(x) = (x,1). On
a alors que

11



f=Fos
g=Fosg
Ainsi, puisque s} = s = (7*)*
f*:STOF*:SSOF*:g*
O
Définition 2.3. Deux variété M et N sont dites de méme type d’homotopie
(ou homotope) au sens lisse si il existe deux applications lisse f : M — N et

g: N — M tel que fog et go f sont homotopes a l'identité sur M et N
respectivement.

Corollaire 2.3.3. Deux variété homotopes au sens lisse ont la méme cohomo-
logie.

On peut déja grace a ces résultats calculer la cohomologie de plusieurs va-
riétés bien connues, dont nous énoncgons les résultats sans démonstration, ces
résultats seront utiles dans la suite

Exemple 2.1. On note S™ la sphere de dimension n

«/emy _ JR en dimension 0 et n
H(S") = {0 autre part

Notons CP™ I’espace projéctif complexe

< .
HI(CP") = {R pour ¢ < 2n paire
0 sinon
Pour calculer cette cohomologie notons U = CP"\CP" ' ouCP" ! = {[zg:...: 2,1 : 0]}
et notons V.=CP™\[0:...:0:1]. Remarquons alors que UUV = CP™ de plus
les éléments de U sont représentés uniquement par des éléments (zg, ..., 2n—1,1)

ainsi U ~ C", d’autre on a U NV ~ C™\ {0} qui est homotope & S?"~!, enfin
V est homotope & CP"~! via ’homotopie
H: Vx[01] — 1%
([z0:--v: 2n)st) — [20:...: 2Zn_1 : tzn]
ainsi par le principe de Mayer-Vietoris on a que
.. = HI(CP™) 5 HI(C") @ HI(CP* ) & Ha(s2-1) & gati(cpr) — ...
Notons alors que CP' ~ S? on connait alors la cohomologie de CP!.
Supposons a présent par récurrence que

R pour g < 2n — 2 paire
0 sinon

HI(CP1) = {

Notons que HY(CP™) = R par connexité, on a alors que H(CP") ~ HI(CP"1)
pour g < 2n — 2 I'isomorphisme étant réalisé par r qui n’est rien d’autre j* ou
j : CP"~1 — CP"™ est l'injection canonique, enfin on a H**~1(CP") = 0 car
H?"=2(8%=1) = 0 et H?"(CP") ~ H?>"~1(5§?"~1), on obtient ainsi le résultats
voulu.

12



2.3.2 Le lemme de Poincaré pour la cohomologie & support compact

Considérons comme précédemment ’application 7w : M — M x R nous allons
définir le morphisme de complexe 7, : Qf(M x R) — Qi~1(M) qu'on appel
également intégration le long des fibres, de la maniére suivante. Soit comme
précédemment un atlas {U, X R, ¢, x 1} sur M X R, et soit w € Q4(M x R) une
telle forme peut s’écrire comme combinaison linéaire de deux types de formes.

@) (7*) f(z,t)
(1) (") f (x, t)dt

ou ¢ est une g-forme globale (non nécessairement & support compact) sur M
dans le cas (I) et une g — 1-forme dans le cas (II), f € C(M x R), et (z,t) =
(21, ..., Tpn,t) désigne les coordonnées locales associé & un ouvert U, x R, on
définit alors :

Tyt 95 (M x R) — Q-1 (M)
(1) (@) f(x)  — 0
(I1) (7*¢) f(z,t)dt — ¢ [72 f(z,t)dt

Le lemme suivant nous permet de déduire que m, induit une application m, :
H*(M x R) — H*~Y(M)

Lemme 2.4. 7, est une morphisme de complexe i.e. dm, = m.d
Démonstration. Lorsque w est de type (I) on a que dm,w = 0 par ailleurs on a

Tedw = T, ((ﬂ*dgb)f(x,t) (7*p) (Z ——dz; + 8fdt>>
0
:(—1)‘1(;5/ 8{dt_0
puisque f € C°(M x R). Lorsque w est de type (II) on a

dme.w =d ( flx,t)dt

d¢/ Fla, )t + (—1)0 1¢Z</m 0

o0

) dl‘,‘

D’autre part on a

Tedw = T, ((w*dqb)f(x,t)dt + (=12 (n* o) (Z gj ) dt)

d¢/ fla, t)dt + (— q1¢>z</m )dmi

Ainsi on a bien dm, = m.d dans les deux cas. O

Soit & présent e = e(t)dt une l-forme & support compact sur R tel que
J e =1, on défini alors I'application :

13



et QUM) —s QIFL(M x R)
o (T ¢)e

Cette application commute clairement avec d et induit donc une application en
cohomologie. On peut alors remarquer que 7, o e, = id, on alors le théoreme
suivant

Théoréme 2.5. L’application 7, fournis l’'isomorphisme suivant :
H:(M xR) = H*Y(M)
d’inverse es.

Démonstration. Nous allons définir un opérateur d’homotopie K tel que id —
et = (—1)77YHdK — Kd) sur Q4(M x R) de la maniére suivante :

K:  QI(MxR) s QI-1(M x R)
(1) (@) f(z,t)  +— 0
(II) (7*@) f(x,t)dt +— (7*¢) f f(z,8)ds — ( () [7, flz,t)dt

t

ou A(t) = / e(s)ds.

Soit alors (w;gb)f(x, t) une g-forme a support compact de type (I) on a,
(Zd - G*W*)(W*¢)f($7t) = 7T*¢f(.’l,',t)

Par ailleurs

(dK — Kd)(7* ) f(z,t)
=-K ((W*dqﬁ)f(x,t) + (=1)4(7*9) ( gf dz; + g{dt))

-t i [ oteom [~

= (1) Y7 d) f(x,1)

Puisque f € C2°(M xR), ainsi id— e,m, = (=1)971(dK — Kd) pour les forme de
type (I). Considérons maintenant (7*¢) f(x, t)dt une g-forme & support compact
de type (II) on a alors ,

(id — ey ) (1 @) f(z, t)dt = (77 ¢) f(z, t)dt — (7" ¢) (/_oo f(xvt)dt) €

De plus on a d’une part,

((wqﬁ)f(mt)dt)—d(wcb/ fz,8)ds — (7% ¢p)A / f:rtdt)

= i) [ swsis+ (0o S ([ Has)an,

—0o0
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o0

(1T (@) f (. )it — (ndB) A(t) / f (o, t)de

— 00

(1) () <e /O; flotdt+ AD S (/0; g;: dt> dxi)

D’autre part

Kd((r*¢) f(z,t)dt) = K ((W*d(b)f(x,t)dt + (=) (7 9) (Z gxfzd%) dt)

= do) [ fspis— @an)aw [ o

— 00

+(=1)77! ((71'*(1)) > (/t gi ds) dr; — (T 9)A(t) > ( O; gi_ dt) dxi)

— 00

Ainsi on a bien
(@K~ Ka) ') 0.0 = (5°0) a0t~ (w°0) ([~ sta.vat) e
Ce qui conclue la démonstration O

Corollaire 2.5.1 (Lemme de Poincaré).

R pourq=n
(R —
HE(R") {O autre part

Remarque 2.5.1. Faisons remarquer ici que dans le cas la cohomologie a sup-
port compact, deux variétés homotopes n’ont pas forcément la méme comho-
mologie a support compact, le contre exemple évident étant le point et R"™.

2.4 L’argument de Mayer-Vietoris
2.4.1 Bon recouvrement

Soit M une variété lisse, considérons deux recouvrement U = {Us} ; et
U = {Vs} 4, de M si pour tout § € J il existe a € I tel Vi C U, on dit que U
est un raflinement de 4, ce raffinement est donné par une application ¢ : J — I.

Définition 2.4. Un ensemble ordonné (I, <) est dit filtrant si pour tout i,5 € T
il existe ke [ tel i <k et j <k.

Il se trouve que ’ensemble des recouvrements sur une variété est un en-
semble ordonné pour la relation d’ordre 4 < U si U est un raffinement de i,
cette ensemble est de plus filtrant, en effet étant donné deux recouvrement on
peut, en considérant l’'intersection des ouverts qui les composent, obtenir une
recouvrement qui raffine les deux recouvrement. Intéressons nous a une classe
particuliere de recouvrement les Bons recouvrements.
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Définition 2.5 (Bon recouvrement). Soit M une variété de dimension n. Un
recouvrement 4 = {U,} de M est un Bon recouvrement si toute intersection
non vide d’ouverts Uy, N ... NU,, est difféomorphe a R™. Un bon recouvrement
sera dit de type fini s’il contient un nombre fini d’ouverts.

On a alors le théoréeme suivant qui ne sera pas démontrer dans le présent
exposé.

Théoreme 2.6. Toute variété admet un bon recouvrement, de plus il existe un
bon recouvrement de type fini lorsque la variété est compact.

Définition 2.6. Un sous ensemble J d’un ensemble ordonné I est dit cofinal si
pour tout ¢ € I il existe j € J tel que i < j

Un corollaire au théoréme qui précede est que I’ensemble des bons recouvre-
ments d’'une variété est cofinal dans I’ensemble de ses recouvrements.

Théoréme 2.7. Soit M une variété admettant Bon recouvrement de type fini,
alors sa cohomologie de De Rahm et sa cohomologie a support compact sont de
dimension fini.

On démontre dans ce qui suit le théoréeme dans le cas de la cohomologie
de De Rahm, le preuve du cas de la cohomologie a support compact étant
essentiellement la méme.

Démonstration. Soit ¢ > 0 un entier, considérons la suite de Mayer-Vietoris
pour deux ouvert U et V.

s HIYUNV) S HIUUV) S HIU) @ HI(V) = ...
on a alors
HIUUV) =Im(r)® Ker(r) =~ Im(r) ® Im(d*)

Ainsi lorsque H(U), H1(V) et H71(U NV sont de dimension fini HY(U UV)
I’est aussi. Supposons par récurrence que la cohomology de degré g d’une variété
admettant un bon recouvrement a p ouvert est de dimension fini, et supposons
que M a un bon recouvrement & p+1 ouverts, {Up, ..., Up } ainsi (UpU...UU,_1)N
U, admet un bon recouvrement a p ouverts donné par {Up N Up,...,Up—_1 NUp}
et donc par hypotheése la cohomologie de degré ¢ de Uy U ... UUp_1, U, et
(UpU...UU,—1) N U, est de dimension fini. Enfin de ce qui précede on conclue
que la cohomologie de degré ¢ de Uy U ... UU,, est de dimension fini. O

2.4.2 Dualité de Poincaré et formule de Kiinneth

Soit V et W deux R-espaces vectoriels Euclidien de dimension fini on peut
alors définir une forme bilinéaire < , >: V ® W — R, une telle forme sera
dite non-dégénéré si < v,w >= 0 pour tout w € W implique que v = 0 et
< v,w >= 0 pour tout v € V implique que w = 0. Le théoreme de dualité
de Poincaré repose essentiellement sur les deux lemmes qui suivent et qu’on
présente sans démonstration.
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Lemme 2.8. La forme bilinéaire < , >: V@ W — R est non-dégénéré si et
seulement si Uapplication V. — W™ qui associe v —< v,® > est un isomor-
phisme.

Lemme 2.9 (Lemme des cing). Etant donné un diagramme commutatif de
groupes Abéliens, ou les fleches sont des morphismes de groupe, de la forme

suivante :
A f1 B f2 c f3 D fa E
O N A
A’ B’ c’ D’ B
1 f3 f3 f1

Alors si a, b, d et e sont des isomorphisme, il en est de méme pour c.

Soit & présent M une variété de dimension n, considérons I'application sui-
vante :

/ . HY(M)® H-9(M) —s R
w®T — /w/\T
M

Cette application est bien bilinéaire par linéarité de l'intégration et d’apres le
théoreme de Stokes. De plus cette application induit le morphisme suivant :

/ L OHUM) — (HP(M))*
M

w — /w/\o
M

Le théoréeme de dualité de Poincaré s’énonce alors comme suit

Théoréme 2.10. Soit M une variété orientable admettant un bon recouvrement
de type fini, alors on a un isomorphisme H1(M) ~ (H}"4(M))* donné par
lapplication ci-dessus.

Démonstration. On peut tout d’abord remarquer que le théoréme est vrai dans
le cas de R™ d’apres les lemmes de Poincaré, il est donc vrai dans le cas d’ouverts
difféomorphe a R”, considérons alors deux ouvert U et V de M difféomorphe a
R™ et dont 'intersection est difféomorphe a R™ d’apres les théoréme de Mayer-
Vietoris on a les suites exacts suivantes

o HIU) @ HI(V) S H(U N V) S HHY U V) S HIVYY(U) @ HIY(V) — ..
et

LEHWUY e H (V) & H-q(Un V) & Hrae U uV) & H- Y U) e H =97 Y(V) « ...

c
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Cette derniere suite induit une suite exact sur les duaux de ces espaces en
inversant le fleches, on obtient alors le diagramme suivant :

HIU)® HI(V) —2— ~ HI(UNV) —% > HH (U UV) — ..

o+ h o o

.. ——= H"(U)* ® HM9(V)* —= H" (U NV)* —= H "YU U V) — ...

Nous allons montrer que ce diagramme est commutatif & signe prés, pour cela
nous montrons la commutativité du premier et second carré la démonstration
du reste étant plus simple ou essentiellement la méme. Pour le premier carré,
soit (w,7) € HY(U)® HY(V) et ¢» € H*» 1(U NV) on a d’une part

/ S(w, T) AN = (Tlvav —wluav) A
Unv Unv

et d’autre part

/T/\i/}—/w/\wz (Tlunv — wlunv) A
v U unv

Puisque v est & support dans UNV. Pour le deuxiéme carré soit w € H4(UNV)
on a d*w € HI"L (U UV) de plus w est fermée ainsi

v J—Udpy)w surU
d'w= { (dpv)w  surV

Pour {py, pv } une partition de l'unité subordonnée a {U, V'}, soit 7 € H»~9=1(UU
V') puisque 7 est fermé on a d,7 € H?~9(UNV) et ainsi on peut par abus, aprés
extension de d.7 par 0 a U et V, écrire,

dor — (dpu)T sur U
= (dpv)r surV

On a alors d’une part

/ WA dyT = (—1)deg<w>/ (dpy)w AT
unv

unv
D’autre part comme d*w est a support dans U NV

/ d*w/\T:—/ (dpv)w AT
vuv unv

/ d*wAT = (-1)deg(w)+1/ w A dyT
Uuuv unv

ainsi on a

18



Ce qui conclut la commutativité & signe prés du diagramme. Grace a ce dia-
gramme on peut déduire avec le lemme des cing que si la dualité de Poincaré
est vrai pour U, V et U NV alors elle est vrai pour U U V. Supposons alors
par récurrence que la dualité de Poincaré est vrai pour une variété admettant
un bon recouvrement & p ouvert, et supposons que M a un bon recouvrement a
p+1 ouverts, {Uy, ..., Up } ainsi (UpU...UU,_1)NU, admet un bon recouvrement
a p ouverts donné par {Uy N Up, ...,Up_1 N Up} et donc par hypothése la dualité
de Poincaré est vrai pour Uy U...UU,_1, U, et (UyU...UU,_1) NU,. Enfin de
ce qui précede on conclut que la dualité de Poincaré est vrai pour Uy U ... U U,.
Ce qui conclut la preuve.

O

Le théoréme qui suit sera de grand importance dans la théorie de espace fibré,
il nous permettra notamment de construire certaines classes caractéristique.

Théoréme 2.11 (Formule de Kiinneth). Soit M et F' deux variété de dimension
fini tel que M admette un bon recouvrement de type fini, alors on a la relation

H"(M x F)~ @ HP(M)® HYF)
pt+g=n
Démonstration. Commencons par le diagramme suivant ou p et m désigne les
projections naturelles.

MxF-X sF

;
On a alors une application
v: @ HM)® HY(F) — H"(MXF)
e wRT — Trw A p*T

Cette application est bien définie sur la cohomologie puisque I'image du produit
de deux formes fermées est bien fermée, et 'image du produit d’une forme
fermée avec une forme exacte est une forme exacte. Lorsque M = R™, U est
un isomorphisme d’apres le lemme de Poincaré, soit alors U et V' deux ouverts
difféomorphe a R™ et d’intersection difféfomorphe a R™ soit n > 0 un entier, la
suite exacte de Mayer-Vietoris induit la suite exacte suivante

= HIUUV) @ H9(F) 24 (H9(U) & HY(V)) @ H(F) 24

HY(UNV)@ H*™4(F) — ...

U

On peut alors sommer sur ¢ pour obtenir la suite exacte suivante

o> @HIUUV)@ HU(F) - @ (HY(U)® HY(V)) ® H"1(F) —

q=0 q=0

DH(UNV) @ H"(F) - .
q=0

n n

19



On obtient alors le diagramme suivant,

.= E:BO(H‘I(U) S HUV))®@ H" 9(F) —— _OH‘I(UO V)@ H" 1(F) — 4 :qu(U UV)® H"49(F) — ...

) ) X

o > H'WUXF)® H"(VXF)————— H'(UNV X F) ————= H""((UUV) x F) — ...

n n « n+1

Ce diagramme est commutatif, nous allons montrer la commutativité du second
carré. Soit w®@ ¢ € HI(UNV)®@ H" 4(F) alors

Ud*(w® @) = 7*(d*w) A p*¢
d’autre part on a :
"V (w® ¢) = d*(T"w A p*¢)

De plus étant donnée une partition de l'unité {py, pv} subordonné a U et V,on
a que le tiré en arriére par 7 fourni une partition de l'unité {7*py, 7*py } su-
bordonné a U x F et V x F ainsi on a sur (UNV) x F

d*(m*w A p*¢) = d((7*pu)m*w A p*¢) = (dr*(pyw)) A p*¢ = 7*(d*w) A p™¢

Enfin par le lemme des cing si ¥ est un isomorphisme pour U, V et UNV alors
c’est le cas pour U UV, on conclut alors par I'argument de récurrence sur le

cardinale d’un bon recouvrement comme dans les démonstrations précédentes.
O

2.5 Complexe de Cech-De Rham

On défini dans ce qui suit le complexe double de Cech-De Rham et sa coho-
mologie, ainsi que la cohomologie de Cech.

Soit M une variété de dimension n, considérons un recouvrement i =
{U.} acy avec J un ensemble ordonné dénombrable. On note U, N Ug par U,p
et Uy, NUg N U, par Uygy etc. On a alors une suite d’inclusion,

N .
— — ,
i — H Ua0a1a2 — H Uaoal — HUao M
ap<ar<as ap <o (e 7]
ou chacune des fleches qu’on note 9; : Uso...cti.ap = Ua(J Fou désigne I'inclu-
OO

sion canonique ignore le i-éme ouvert dans 'intersection, cette suite d’inclusion
induit alors une suite de restrictions

—
P
ap<oy <ag ap <oy

— — ¢ T *
D H Q*(U(Xoalotz) H Q*(Uaoal) — HQ*(UOC(J) Q (M)
[e%s)

ou r désigne la restriction a chaque ouverts et chacune des autre fleche désigne
le morphisme suivant :
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0; I[I WUa.a,) — I1 Q*(Uag...cps1)

ap<...<ap apg<..<apt1
w, — w

QQ---Qp ao...o?i.,.a,,—o—l U"O"")‘i"'up+1
q Aci q
Ou way...a, € Q9(Uq...a,) désigne une composante dans I[I QUa..a,)
ap<...<ap
On

On note pour étre plus concis w_ par w,

~ |U ~
0---Q..pF+11Yag o capiq 00 p+1

définit alors 'opérateur o
Définition 2.7. on définit 'application
0 H Q*(Uao'“ap) — H Q*(Uaouﬂp+1)

ap<...<ap ap< ..<Qp+1
pt1 )
par 6 = > (—1)'d; ainsi pour une forme w €  [[ Q9(Uy...a,) de compo-
1=0 ap<...<ap

sante Way...a, € 29(Uay...a,) on a la formule

pt1 ‘
p— 1
(5w)040~~%+1 = g:o(_l) Yo...ovp - Cpy

Il se trouve que ¢ est un morphisme de complexe i.e. § = 0. En effet

p+2

(6°@agapn = O_(—1) (0w), =
1=0

i Qpio

B , - , 4 B
B Z(_l)l(_l)] wa0~.-/;-<~(;;~~.@p+2 + Z(_1)2(_1)Jw00--4‘;\j~-5‘\i-“a1ﬁ+2 =0
§>i j<i
Onnote alors CP(U,Q9) =[]  Q9(Uq...q,), et on obtient ainsi un complexe
ap<...<ap
différentiel(C* (4, 27), §) pour chaque entier ¢ > 0. On remarque également que
& commute avec d en effet :

p+1 )
(6(dw))a0'“ap+1 = E (_1)z(dw>oc0~~0/4\i...04p+1
i=0
p+1 )
- dléjo(_l) wao...o/z\i...ozp+1 = d((sw)aon.ap+1

On peut alors augmenter le complexe horizontale (C*(4,9),0) verticalement
grice au complexe (CP (4, Q*), ). En effet notons

KP4 = CP(U,Q9) = 11 QII(UQO,,,%)

ap<...<ap

On a alors un diagramme commutatif & signe prés
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OAQQ(M)T K02 g K12 g K22 d K32 g

O_>QI(M)T KO.1 g KLl J K21 J K31 g

0_>QO(M) r K00 g K10 4 K20 4 K30 3

On note alors

K" = @ KP4
p+g=n
et on considére I’application D : K™ — K™! donnée par D¢ = §¢ + D' avec
D' = (—1)Pd¢ pour ¢ € KP1.
D est alors un morphisme de complexe, en effet

D? =62+6D'+D'6 + D”?
= (=1)Péd + (—=1)P™1ds = 0

On obtient alors un double complexe (K*,D) appelé complexe de Cech-De
Rham. Ce double complexe jouit d’une propriété particuliere qui est que ses
suites horizontale sont exacts en effet on a la proposition suivante.

Proposition 2.1. La suite :

0= (M) STI (Ua) 2 T " WUager) > [T 0 Ungaras) > -

[e 73} ap<al ap<ar<az

est exact.

Démonstration. 1l est clair qu'une forme globale w € Q9(M),dont la restriction a
chaque ouverts du recouvrement est nulle, est nulle. De plus 'image d’une forme
globale par r est d’image nulle sous §. Considérons a présent une forme w €

I[I Q9Uay..a,) de composantes Wy, ...a,, €t s0it p, une partition de I'unité
ap<...<ap

subordonnée au recouvrement i, on définit alors un opérateur d’homotopie :

K: H Qq(Uao-uap) — H Qq(Ua()”-apfl)
ap<...<ap ap<...<ap—1
Wag...ap — (Kw)ag“.ap,l = Zpawaag...ap,l
«

On peut alors calculer d’une part
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§Kw = (0Kw)ay. ) = Z(—l)i(KW)ao_..é..

= Zpaz(_lgiwaao...&:...ap
a

i

D’autre part

Kéw = (K(;w)ao-..ap = Zpa(aw)aao...al,

= Zpawao..‘ap + ZPQZ(_l)i—Hwaao...&;...aP
a a

i
=w-—-0Kw
on a ainsi 0K + K§ = id et donc tout §-cocyle est un d-cobord, le résultat suit

alors du fait que §2 =0
O

Théoréme 2.12. L’application r : Q*(M) — C*(L,Q*) induit un isomor-
phisme en cohmologie :

r* Hpyp(M) S Hp (C*(8,Q%))

Démonstration. (1) r* est surjective :

En effet considérons un D-cocycle ¢ € K", ¢ s’écrit alors comme ag + ... + a,
avec a; € K»™~% puisque les suites horizontales sont exacts 1’élément a,, s’écrit
an = 0a,_1 avec ay,_q € K" 10 on peut alors soustraire & ¢, Day,_q pour
obtenir ¢; = ¢ — Day,—1 qui appartient a la méme classe de D-cohomologie que
¢, en itérant ce procédé on obtient une forme ¢, € K% et de méme classe de
D-cohomologie que ¢ un simple calcul permet alors de voir que d¢,, = d¢,, =0
ainsi ¢, est une forme fermée et globale.

(2) r* est injective :

En effet soit w € Q"(M) tel r(w) = D¢ on peut alors par le méme procédé que
précédemment i.e. en soustrayant des D-cobords a ¢, se ramener a une forme
¢ € K% tel que r(w) = D¢’ on alors pour des raisons de degré que §¢' = 0 ce
qui prouve que ¢’ est une forme globale et donc que w est exact. O

Remarque 2.12.1. On fait remarquer ici que la démonstration précédente, qui
en réalité n’utilise pas spécialement la structure de *, peut se généralisé en un
énoncé sur les complexe double, en disant Si les lignes (resp. colonnes) d’un
complezxe double sont exactes, alors sa D-cohomologie est isomorphe a celle de
sa premiére colonne (resp. premiére ligne).

Passons a présent a la définition de cohomologie de Cech, pour cela commen-
gons par considérer le pré-faisceau des fonctions localement constantes qu’on
note R qui associe a chaque ouvert de M le groupe additifs des fonctions lo-
calement constantes R, on considere alors pour p > 0 un entier l’ensemble
CP(U,R) des fonctions localement constantes sur 'intersection d’ordre p des
ouverts Uy,...q,, du recouvrement 4 = {UOL}O[€ ;- On obtient ainsi un complexe
(C*(84,R), ), qu'on appel également Compleze de Cech donné par la suite sui-
vante, ou § est défini de la méme maniere que précédemment.
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COULR) S CLELR) > C2UR) S .

Définition 2.8. On note H*(4,R) la cohomologie de ce complexe qu’on appel
Cohomologie de Cech du recouvrement Ll.

Soit a présent B = {Vp} 4. ; un raffinement de &l et soit 7 : J — I une fonction
tel que V3 C U,g pour tout 3 € J, on a alors un morphisme

T C1UR) — (CI(B,R)
défini par la formule

(T*F)(Boy -+ Bq) =W F(mBo, - -, TBy)

ou feClUULR)et W="VzN...NVg, et W=U,g,N...NU,p,, on peut alors
montrer par un calcul que

T = o7*
Ce qui implique que 7* induit une application en cohomologie
ta  HI(4,R) — H(B,R)

On peut alors montrer que les morphismes t% sont indépendants du choix de la
fonction 7 (Ceci sera montrer dans la section 5).

Enfin on peut montrer que les t% forment un systéme inductif i.e. tff = Id et
th oty =ty

On définit alors la Cohomologie de Cech de M qu’on note H*(M,R) comme la
limite inductive de H* (4, R) sur I’ensemble des recouvrement de M

H*(M,R) = lim H*(4,R)

u

Enfin comme les bons recouvrements forment un sous ensemble cofinale dans
I’ensemble ordonné des recouvrements de M, on peut effectuer la limite sur les
bons recouvrement seulement.

Remarquons & présent que CP (4L, R) n’est en fait rien d’autre que le noyau de la
fleche D’ : KP* — KP:! on a alors une injection canonique ¢ : CP(4U, R) — K?°
ce qui nous permet d’injecter (par le bas) le complexe de Cech dans le complexe
double exposé précédemment, et augmenter ainsi notre complexe double.
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—d
0%92(M) r K02 g K12 g K22 4 K352 J
d —d d —d
O—>QI(M) r KO.1 J KU1 g K21 4 K31 J
d —d d —d
0_>QO(M) r K00 4 K10 g K20 4 K30 4

Si 'on suppose que 4 est un bon recouvrement de M alors pour p > 0 et

q > 0on a que I[I H%Uay...a,) = 0 les suites verticales du complexe sont
ap<....<ayp

donc exactes ce qui implique d’apres la remarque et la discussion qui précede le
théoréeme suivant

Théoréme 2.13. Soit U un bon recouvrement de M on l'isomorphisme suivant
Hip(M) ~ H* (4, R)

et par passage d la limite inductive sur l’ensemble des bons recouvrements
Hyp(M) ~ H*(M,R)

En réalité on peut expliciter, I'inverse de I'isomorphisme r* : Hj (M) =
HE(C* (U, Q%)) et par conséquent I'isomorphisme Hj),(M) ~ H*(U,R). Pour
cela on considére Papplication f : K™ — Q"(M) qui & une n-cochaine a € K™ =

P KP? quiséerit a=ag+...+a, et tel que Da=b="by+...b,41 associe
p+g=n

la formule suivante :

n ) n+1 )
fla)= > (~D'KYia; — 5 K(~D'K)i~b,
i=0 i=1
ou K désigne l'opérateur d’homotopie défini comme dans la preuve de la pro-
position 2.1 par :

K: H Qq(Uaomap) H Qq(Uagu.ap,l)
ap<...<ap ap<...<ap-1
Wag...ap — (Kw)ag...ap,l = Zpawaag...ap,l
o
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On appel la formule définissant f(a) Formule de collage car en un certain sens
on "recolle" les éléments de la n-cochaine a pour obtenir une n-forme globale, en
effet on peut montrer par un calcule que 6 f(a) = 0, et que for = id, de plus on
peut construire un opérateur d’homotopie L : C* (4, Q*) — C*(U, Q*) tel que
itd—ro f = LD+ DL, nous ne donnerons pas le détails de cette construction,
on a toutefois le théoréme suivant qui nous sera fort utile.

Théoréme 2.14. Soit a € HI(W,R) alors la forme globale fermé associé a a
en cohomologie de De Rham est donné par f(a) = (-=1)"(D'K)"a.

3 Espaces Fibrés

Nous exposons dans cette section quelques définitions et théorémes lié aux
espaces fibré (au sens de la définition ci-dessous) ainsi que des résultats concer-
nant le cas particulier des fibrés vectoriels et fibré en spheére, Les faits non
démontrés dans cette présentation pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de F. Hirzebruch [2] et Steenrod [3] ou encore D.Husemoler [4].

3.1 Généralités

Définition 3.1 (Espace fibré). On appel Espace fibré la donnée de :
Une variété lisse E' appelé Espace totale

Une variété lisse M appelée Base

Une surjection lisse m : M — E appelée Projection

Une variété lisse F' ~ 7~ 1(p) pour p € M appelée Fibre

cr o=

Un Groupe de Lie G agissant de maniere fidéle sur F' appelé Groupe struc-
turale

Vérifiant les conditions suivantes

1. Il existe un recouvrement {Us } . ; muni d'une famille de diffeomorphismes
appelées Trivialisations locales

bo : T H(Uy) = Uy x F
tel que pour (p,x) € Uy X F
mo ¢, (p,w) =p
2. Et tel que pour o, 8 € I et p € U, NUg les applications
baod5 (p0): F— F

qu’on note goa(p) représente 'action d’un éléments de G on demande ainsi
que les applications, qu’on appel fonctions de transition,

gaB:UaﬂU/@%G
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soient lisses.

Définition 3.2. On appel section lisse ou simplement section d’un espace fibré
7w : E — M une application lisse s : M — E tel que mos = Id

Une premiére conséquence de la définition d’espace fibré est la relation sui-
vante

Jap © 9y = Garn SUr Ua NUs NU,

appelée relation de cocycle.
Nous appellerons -cocycles la famille d’élément {g,s} pour un recouvrement

donné U = {Us} s

Définition 3.3. On dit que deux YU-cocylces gog et ggﬁ sont équivalents si il
existe une famille de fonctions lisses A, : U, — G tel que pour tout p € U, NUpg

9as(0) = Aa(P)ghs(P)A5" (p)

On note alors H' (4, G) 'ensemble des classes d’équivalences de il-cocycles
pour un recouvrement 4l donné. Si B = {VA,}V ¢ est un recouvrement qui raffine
et 7:J — I une application, on a alors une application 7* qui étant donné
un $-cocycle fourni un B-cocycle par la relation

(T*g)'yts = Gr~,75 SUIr V’y N Vs
On a alors en passant aux classes d’équivalence, une application
t% : HY(U, G) — H(B,G)

On peut alors montrer que 'application t% sont indépendante du choix de la
fonction 7 (Ceci sera montrer dans la section 5).
Enfin on peut montrer que les ¢ forment un systéme inductif i.e. t{} = Id et
t o tay = tay on défini alors I'ensemble des G-cocyles H' (M, G) comme limite
inductive sur ’ensemble de recouvrement de M

HY(M,G) = lim H'(4,G)
—

U

Considérons maintenant G’ un sous-groupe fermé de G qui est donc un groupe de
Lie, soit ¢ : G' — G un plongement lisse de G’ dans G, on alors une application
induite ¢, : H'(M,G") — H'(M,G) qui associe & un représentant g/, ; d’un
G'-cocyle [g] le representant ¢ o g;, 5 du G-cocycle [g], on a alors la définition
suivante

Définition 3.4. On dit que le groupe structurale G d’un espace fibré E au
dessus de M peut étre réduit & G’ siil existe un G’-cocycle [¢'] tel que t.[g'] = [g]
pour [g] le G-cocycle de E.

Enoncons & présent un théoréme fondamental dans la théorie de la réduc-
tion de groupe structural, la démonstration de ce théoréme utilise des résultats
profond sur le théorie des groupes de Lie et ne fera pas l'objet de cet exposé.
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Théoréme 3.1. Soit M une variété paracompact, soit G un groupe de Lie réel
et soit G' un sous-groupe fermé de G (qui est donc de Lie) tel que G/G’ soit
contractile alors le plongement canonique ¢ : G' — G induit une bijection

vt HY(M,G') = HY(M,G)

Nous montrons enfin un théoréme important dans la théorie des espaces
fibrés qui permettra notamment de construire certaines classes caractéristiques

Théoréme 3.2. (Leray-Hirsh) Soit # : E — M un espace fibré de fibre F sur
une variété lisse M de type fini, supposons qu’il existe une famille fini de classe

de cohomologie ey, ..., e, € H*(E) tel que leurs restrictions & chaque fibre F
engendre librement H*(F') en tant que R-module alors on a un isomorphisme

H*(E) ~ H*(M) @ R{e1, ... e}

Démonstration. Supposons pour commencer que M = U NV ou U et V sont
des ouverts, considérons I'application

U: H*M)®R{e,...,e,} — H*(E)
wT — TrWAT

Nous allons montrer que cette application fourni l'isomorphisme voulu. Re-
marquons d’abord qui si E est trivial alors ¥ est un isomorphisme, en effet
dans ce cas on a que E ~ M X F est donc {ey,...,e.} engendrent H*(E) ~
H*(M) ® H*(F) par la formule de Kiinneth.

Considérons alors la suite exact de Mayer-Vietoris pour M exposé plus haut,
cette suite induit une suite exact

= @HIUUV)2R{er,...,e. )" "= @HIU)DHI(V))®

q=0 q=0

Rier,...,ep}" 1> @HUWUNV)@R{er,...,ep}" T — ..
q=0

ou R{ey,...,e.}" 7 désigne le sous-module de R{ey,...,e,.} des formes de
degré n — ¢, on a alors le diagramme commutatif suivant (la vérification de la
commutativité de ce diagramme est essentiellement la méme que dans la preuve
de la formule de Kiinneth)

n n « n+1
= P HWU) S H(V) @Rier,....e,}" 1 —> @HIUNV)@R{er,....e,}" T —L @HIWUV) 2R {ey,...,e,}" 71 .

q=0 q=0 q=0

X ) A

.. = H"(E|y) ® H"(E|y) H™(E|lunv) H" Y (Elyuy) = -

Ainsi si U, V et U NV sont difféomorphe a R™, ¥ réalise un isomorphisme
pour H"(E|y) @ H"(E|v) et H"(E|ynv) on conclue alors par le lemme des
cinq qu’on a bien un isomorphisme pour H"(E|yyy ).

Supposons enfin que I'isomorphisme vaut pour une variété M admettant un
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bon recouvrement a p ouverts, on conclue alors par 'argument de récurrence de
Mayer-vietoris ainsi que le lemme de cing.
O

3.2 Fibrés vectoriels

Définition 3.5. On appel Fibré vectoriel réel de rang n un espace fibré E de
fibre un espace vectoriel réel de dimension n, V ~ R" et de groupe structurale
GL(V) ~ GL,(R)

Définition 3.6. Soit m : F — M et n' : E/ — M’ deux fibré vectoriel, un
morphisme de fibré vectoriel est la donné d’un couple d’application lisses (u, f)
avecu: E — E' et f: M — M’ tel que u soit linéaire sur chaque fibre et que
le diagramme suivant commute

E—“ S F

J/Tr iﬂ’

M . M
lorsque M = M’ un morphisme entre les fibré E et E’ et alors donné par un
couple (u, Idps) vérifiant les mémes propriétés.
Un isomorphisme de fibré vectoriel au dessus d’'une méme variété, est un mor-
phisme u : E — E’ tel qu’il existe un morphisme v : £/ — E tel que uv = Idg
et vu = Idg

Remarque 3.2.1. La linéarité de u s’exprime plus explicitement comme suit,
soit {Uq, o} et {Uq, @l } des trivialisation locale de FE et E’, soit (z,v) €
U, x R" et soit A € R alors

Paduudy (x, \v) = Apadiudy ™t (z,v)
ou po : Uy Xx R™ — R™ désigne la deuxiéme projection.

Un fibré vectoriel réel de rang n sera dit trivial si il est isomorphe au fibré
M x R™. On peut également définir la notion de fibré vectoriel complexe ou
il suffit de remplacer R par C. Dans le cas de résultats généraux nous diront
simplement fibré vectoriel sans préciser (réel ou complexe).
On note alors la catégorie des fibré vectoriel VB et lorsque la base est fixé M
on notera la catégorie des fibré vectoriel sur M par VB/M.
Nous pouvons faire plusieurs constructions sur les fibré vectoriel la premiére
étant le tiré en arriere. Soit m : F — M un fibré vectoriel de rang n et soit NV
une variété et f : M — N une application lisse, on définit le tiré en arriére de
FE par f comme I'ensemble :

fE:={(e;p) € Ex N | m(e) = f(p)}

Le fibré f~'E est alors de rang n sur N on de plus le diagramme commutatif
suivant
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FElE B
N*f>M

our:(e,p)—>pet fg:(e,p)—e
Cette construction définit alors un foncteur entre les catégorie VB/M et VB/N

=) VB/M — VB/N

E — fE
HomVB/M(E,E’) — HOT)’LVB/N(f_lE,f_lEI)

u > fr(w)

ou f*(u) : (e,p) — (u(e),p), enfin si g;; : U; NU; — GL,(R) sont des cocycles
de E alors f*g;; = gijo f: f7'U; N f~'U; = GL,(R) fournissent des cocycles
de f71E.

Considérons a présent deux fibré vectoriel 7 : E — M et ' : E' — M de rang
n et m.

On définit le fibré vectoriel somme direct de E et E' qu’on note E & E’ qui est
alors un fibré vectoriel de rang n + m, dont la fibre en chaque point p € M est
E,® EZ’), ou la projection sur M est défini par le diagramme commutatif suivant

P2

E®FE ——=F
[
P 7’
E i M
ou p; et py sont les projections canoniques données respectivement par (e, e’) —

e et (e,e/) > €. Etant donné des cocycles g;; : Ui N U; — GL,(R) de E et
gi; 2 UinU; = GLy(R) de E' on définit le cocycles de £ @ E' par

9ij 9 :U; N Uj — GLner(R)
0 9ij
On définit le fibré produit tensoriel E ® E’ qui est alors un fibré de rang nm
et dont chaque fibre pour p € M est £, ® Ez/)’ la projection est donné par
pre®e = m(e) ='(¢/). Etant donné des cocycles g;; : U; NU; — GL,(R) de
Eet g;;: UiNU; = GLy(R) de £’ on définit le cocycles de £ ® E' par

9i; © gi; - Ui NUj = GLy (R)
ou ® désigne le produit de Kronecker de deux matrices.
On définit le fibré projectif P(E) au dessus de M comme 'espace fibré dont la

fibre est donnée par P(E,) le projectivisé de la fibre E,, L projection o : P(E) —
M est alors donnée par 'unique application qui fait commuter le diagramme

M~<~—FE
RNy
P(E)
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Le groupe structurale de P(FE) est alors donné par PGL,(R) dont les cocycles
Jap sont donné par I'image des cocycles g3 de E par I'application quotient.

Soit M une variété lisse la relation d’isomorphisme entre fibrés vectoriel
réels fourni une relation d’équivalence sur la catégorie VB/M, on peut ainsi
considérer ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriel réel sur M
d’un rang k donné, on note cet ensemble Vecty (M) on peut alors vérifier qu’on
a ainsi un foncteur contravariant de la catégorie de variété lisse est application
lisse Var vers la catégorie des ensembles Ens

Vecti(—) : Var — Ens
M — Vecty, (M)
Homvar(N,M) +—— Homgns(Vecty,(M),Vecti(N))
f > !

Ou f~! désigne lapplication induite sur les classes d’isomorphisme de fibré
vectoriel par le foncteur de tiré en arriere par f.

Nous allons a présent montrer que l'ensemble Vecty (M) est en bijection avec
I'ensemble H!'(M,GLy(R)) défini précédemment, pour cela nous avons besoin
des lemmes suivant.

Lemme 3.3. Soit {¢.} et {¢),} deuz trivialisations locales d’un méme fibré
vectoriel E pour un méme recouvrement i alors les U-cocycles associées gz et
9o sont équivalents.

Démonstration. Soit x € U, on a que ¢o¢,, " 1(x,0) : R* — R™ comme ¢,
et ¢, ~! sont des diffeomorphismes (de plus linéaire sur chaque fibre) on a
dad), " (z,0) € GL,(R) ainsi on peut définir une application lisse A\, : Uy —
GL,(R) par \o(7) = o), ~1(z,e) on vérifie alors qu’on a bien

Gap = Aa®ads A5 = AaglsAs’
O

Remarque 3.3.1. Remarquons qui si {¢,} et {qﬁ;} étaient associé a des recou-
vrements différents L et U on peut trouver un recouvrement B qui les raffine
ainsi les trialisations {¢q} et {¢/,} restreintes & 2 fourniraient des 2-cocycles
Jap €t g,p équivalents ainsi ils représentent le méme GL,(R)-cocycles dans
HY(M,GL,(R)), n étant le rang de E.

Lemme 3.4. Deuz fibrés vectoriels sur M de méme rang n sont isomorphes si
et seulement si leurs cocycles représentent le méme G L, (R)-cocycle.

Démonstration. Soit E et F' deux fibré vectoriel sur M, soit u : E — F un iso-
morphisme de fibré, et soit {¢,} et {¢/,} leurs trivialisations locales respectives
et associées gap €t g., 5 les cocycles associ¢, puisque u est un isomorphisme on a
que {u o ¢4} est une trivialisation locale de F dont le cocyle est donné par

g/oiﬁ(x) = Uzgaptiy "
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ou u, est la restriction de u a une fibre au dessus de « € M, on a alors que ggﬁ
est équivalent & gop ( en prenant A, : x — u, ) il est également équivalent &
g'aﬁ par le lemme qui précéde, ainsi g, et 9;5 sont équivalents.
Réciproquement supposons que gas €t g., 5 solent équivalents, il existe alors une
famille de fonctions A, : U, — GL,(R) tel que

Jap = Aag:xﬁ)‘[gl
Définissons alors u, : E|y, — F|y, par la relation
Ua = ¢, TAG Pa
défini ainsi u, est évidement linéaire sur chaque fibre il est de plus inversible,

enfin on a d’apres I’équivalence des cocycles que u,, coincide avec ug sur U, NUg
en effet

badz! = Aadlady 123"
= U = ¢ A o = ¢TI NG T ds = ug
ainsi u = {u, } défini un isomorphisme entre E et F.
O

Nous allons noter les éléments de Vecty, (M) par [E] ou E est un représentent
de la classe d’isomorphismes [E] et par [gas| les éléments H' (M, GLi(R)) ou
gap est un cocycle associé au représentent E de la classe [E], on peut alors
énoncer le théoreme suivant

Théoréme 3.5. Soit M une variété lisse alors Uapplication

Vect,(M) — HY(M,GL(R))
[E] — [9as]

est une bijection.

Démonstration. Grace au lemme qui précede cette association défini bien une
application qui est de plus injective. Pour la surjectivité soit g,s un U-cocycle
représentent un élément de H'(M,GLy(R)) pour un recouvrement { = {U,}
on peut alors construire un fibré vectoriel de rang k, donner par l’ensemble

(JTUa x R¥)/(@,y) ~ (2,9a5(2)y) pour (z,y) € Us x R¥ et (z,gap(z)y) €

U, x R¥ la classe d’isomorphisme d'un tel fibré fourni un élément de Vect (M)
ce qui conclue la preuve. O

Définition 3.7. Une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel 7 : £ — M
est la donné d’une application lisse ) : £ & EF — R tel que pour tout p € M
Q|(E, x E,) soit un produit scalaire Euclidien sur Ej,.

Lemme 3.6. Tout fibré vectoriel sur une variété paracompact admet une mé-
triqgue Riemanienne.

Démonstration. Soit {Uy, ¢} une trivialisation locale de E alors E|y, admet
une métrique Riemannienne @), donné explicitement par
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Qale, f) =< pa(dale)),p2(da(f)) >

pour (e, f) € E® E ou ps désigne la deuxiéme projection U, x R™ — R™ et

<, > le produit scalaire usuel sur R™. On se donne alors une partition de

I'unité {po} subordonné au recouvrement {U,} on obtient alors une métrique

Riemannienne globale sur £ donnée par Q = > pa Qs O
(03

Etant donné E un fibré vectoriel réel de rang k sur une variété M (para-
compact), muni d’une métrique Riemannienne, on peut se donné comme trivia-
lisation de E des ¢, qui envoie tout repere orthonormé de E (pour la métrique
choisi) sur un repere orthonormé de R* ainsi les cocycles g,z associés a @
appartiennent au sous-groupe O(k), on a donc d’aprés le lemme 3.3 que tout
cocycle de E est équivalent a un cocycle a valeurs dans O(k), ainsi le groupe
structural peut étre réduit & O(k) on a ainsi la série de bijection

Veety (M) ~ H' (M, GLy(R)) ~ H' (M, O(k))

(~ est ici une simple bijection d’ensemble puisqu’on n’a pas fixé de structure
particuliére sur les ensembles en question)

Définition 3.8. Un fibré vectoriel réel de rang n sera dit orientable si son
groupe structural peut étre réduit & GL;} (R).

On notera ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriel orienté de
rang fixé k, sur une variété M, Vect} (M).
D’aprés ce qui précede le groupe structural d’un fibré vectoriel orienté de rang
k peut étre réduit & SO(k) on a ainsi la série de bijection

Vect] (M) ~ H'(M,GL} (R)) ~ H (M, SO(k))

Lemme 3.7. L’espace totale d’un fibré vectoriel orientable E de rang n sur une
variété orientable de dimension m est une variété orientable

Démonstration. Soit {Ua,%a},e; un atlas orienté dont les ouvert sont difféo-
morphes a R™ et dont on note les fonctions de transition hop et soit

bo : Ely, = Uy x R"

des trivialisations associées au recouvrement {U,} avec des fonction de transi-
tions gag. On peut alors fournir un atlas sur £ donné par

(o X 1) 0 ¢y : E|lp, = R™ x R?
dont les fonctions de transitions sont données par
(Yo X 1) 0 ¢ady' o (5" x1): R™xR" — R™ x R™
(@,y) = (hap(@), gap(5" () (y))

La jacobienne de ces fonctions de transition est alors donné par
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("5 qiren)

ou D(hqp) désigne la jacobienne de h,pg déterminant de cette matrice est alors
évidement positive puisque det(D(hqg)) > 0 car Patlas {U,, ¥, } est orienté et
det(gap) > 0 car le fibré E est orienté. O

L’atlas sur E¥ que nous avons utiliser dans cette preuve, fournis une orienta-
tion canonique sur E qu’on appel orientation produit locale donné par

{77 (U), (o x D)0 ga: 77 (Ua) S R™ xR}

Signalons enfin (sans démonstration) un théoréme qu’il est important d’évoquer
dans tout exposé sur les fibrés vectoriels.

Théoréme 3.8. Soit f,g: N — M deux applications homotopes entre variété
paracompacts et soit m: E — M un fibré vectoriel sur M alors les fibré vectoriel
f'E et g~'E sont isomorphes.

Corollaire 3.8.1. Un fibré vectoriel sur une variété contractile est trivial.

3.3 Fibré en sphere

Définition 3.9. On appel Fibré en sphere de rang n (ou Fibré en n-sphére )
un espace fibré 7 : .S — M de fibre S™

Le groupe structurale d’un tel espace fibré varie selon le cadre de travail, en
effet ce dernier peut étre le groupe Dif f(S™) ou encore O(n+ 1), nous allons ici
nous intéresser principalement aux fibrés en sphére provenant de fibré vectoriel.
Notons la catégorie des fibré en sphére sur une variété donné M, SB/M. Pour
construire un fibré en n-sphere a partir d’un fibré vectoriel £ de rang n+1 , on
choisie tout d’abord une métrique Riemannienne <, > global sur F, on considére
ensuite le fibré E° = E'\ oo(M) sur M on définit alors I’ensemble

S(E)={he E°| || =1}

S(F) s’incarne alors comme espace fibré en n-sphere sur M, dont les fibres
sont les sphere des fibres de E et dont les trivialisation locale sont les restriction
de celles de FE & S(F) de plus comme le groupe structurale de E peut étre réduit
a O(n+1), le fibré S(E) hérite de maniére évidente du méme groupe structurale.
On peut noter pour chaque p € M les applications

rp: E) — S(UEp) ot W S(E,) — E,

v'—>f| r

v

qui induisent des applications r : E® — S(E) et « : S(E) :— E On peut alors
résumer la situation en disant qu’on a un foncteur :
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S(—): VB/M — SB/M
T E—M — mov:S(E)—> M
Homvs(E,E’) — Homgg(S(E),S(E"))
f — rofou

Définition 3.10. On dit qu'un fibré en n-spheére 7 : S — M est orientable si
il existe un recouvrement {U,} de M et des générateurs [o,] de H™(S|y,) tel
[0a] = [o5] sur H"(S|u,nvs)

Fixé une orientation sur S revient donc & un choix d’'une famille {[o,]}

subordonnée a {U,} .

Proposition 3.1. Un fibré vectoriel E est orientable si seulement si son fibré
en sphere associé S(E) est orientable.

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel de rang n + 1 orientable, ses fonctions
de transitions g.p associées & des travialisation {U,,do} sont & valeur dans
SO(n 4+ 1). Fixons o un générateur sur H™(S™) et soit la projection canonique

Po Uy x S — ST
Notons 7 : S(E) — M, et définissons [0,] € H"(S(E)|v,, ) par
[oa] = é0510]
Ainsi on a pour p € U, NUg

[Ua]lﬂfl(p) = [Ua]‘ﬂfl(P)
& [0] = (D8lr-1(p)") "~ (Dalr-1)*[0]
& [0] = gap(p)*[o]

On remarque enfin qu’étant donné un élément g € SO(n+ 1) on a

/g*az/ 0':/ oc=1
n g(S’n) n

ainsi g*o et o représentent la méme classe dans H"(S™) et d’apres la série
d’équivalence précédente on a bien [0,] = [05] sur U, N Ug. Inversement soit
{Ua, [0a]} une orientation sur S(E), et fixons o une orientation sur S™ dans
R”*1. Considérons alors une trivialisation de S(E)

o+ S(E)|u. 3 Uy x 87

de tel sorte que ¢, préserve la métrique riemanienne sur F et que [o,] = ¢% p*[0]
on a alors pour p € Uy NUg que [0] = gas(p)*[o] ce qui implique que go3(p) €
SO(n + 1) et conclut la preuve.

U

Lemme 3.9. Un fibré vectoriel E est orientable si et seulement si son fibré
déterminant det(E) est orientable.
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Démonstration. Soit gnp le cocyles de E, alors det(gag) sont les les cocycles de
det(E), ainsi gog € SO(n + 1) si et seulement si det(gnz) > 0 le lemme s’en
suit. O

Théoréme 3.10. Tout fibré vectoriel sur une variété simplement conneze est
orientable.

Démonstration. Soit det(E) le fibré déterminant d’un fibré vectoriel E sur une
variété simplement connexe M alors S(det(E)) fourni un revétement a deux
feuillé au dessus de M, D’aprés le lemme et la proposition qui précédent, le
fibré E est orientable si et seulement si S(det(E)) est non-connexe, enfin comme
toute variété simplement connexe n’admet pas de revétement connexe a deux
feuillé, le théoreme s’en suit. O

3.4 Fibré vectoriel orienté de rang 2

Soit m : E — M un fibré vectoriel réel orienté de rang 2, son groupe structural
peut alors étre réduit & SO(2) ~ U(1) qui est un sous-groupe de GL;(C) ~ C*,
ainsi F peut étre vue comme fibré vectoriel complexe de rang 1 de groupe
structural U(1). On a alors la série de bijection suivante

Vect] (M)~ HY(M,SO(2)) ~ H*(M,U(1))

De plus remarquons qu’on a les difféomorphisme C*/U(1) ~ R% ~ R alors par
le théoréme 3.1 on a la bijection

Vectd (M) ~ H'(M,C*)

Cette bijection est en fait un isomorphisme de groupe, en effet Vecty (M) est
muni d’une structure de groupe, étant donnée deux fibré vectoriel orienté de
rang 2 F et F, on peut les regarder comme des fibré en droite complexe, alors
E ®¢ F est un fibré en droite complexe, le produit ®¢ est alors évidement
associatif.

L’élément neutre de Vecty (M) est alors donné par la classe d’isomorphisme du
fibré trivial M x C ~ M x R?

De plus un fibré F admet un inverse donné par le dual complexe E* de E en
effet si gop € U(1) sont des cocycles de E alors gagglﬁ fournissent des cocycle
E @c E* or gapgl s =1 ainsi E @c E* ~ M x C

Passons a present a un lemme concernant les sections d’un fibré de rang 2

Lemme 3.11. Soit m : E — M wun fibré vectoriel complexe de rang 1, si il existe
une section lisse jamais nulle s : M — E alors E est trivial.

Démonstration. Soit s; : M — FE une section lisse jamais nulle on peut alors
produire une section s, = is; ou i = y/—1, en regardant E comme un fibré
vectoriel réel de rang 2 orienté, on a que s1(p), s2(p) vues comme vecteurs réel
fournissent une base de ’espace vectoriel réel fibre E, pour chaque p € M, ainsi
pour e € E, on a que e = A1(e)s1(p) + Aa(e)s2(p) ou Ai(e), A2(e) € R sont des
fonctions linéaires lisses défini sur E puisque s1 et so ne sont jamais nulle, on a
alors un isomorphisme

36



v:. E — M x R?
e > (m(e), A(e)si(m(e)) + Az(e)sz(m(e)))

O

Exemple 3.1 (Fibré universel). Soit V un espace vectoriel complexe de dimen-
sion n, soit P(V') lespace projectif associé, on a alors un fibré naturel en droite
complexe sur P(V) donné par ’ensemble et la projection

S={()eVxPV)|vel}

™ S — PV)
(v,1) +— l

On appel cet espace Fibré universel ou Fibré tautologique
Nous énoncons enfin un théoréme utile

Théoréme 3.12. Soit 71 : E — M wun fibré vectoriel orienté de rang 2 sur
une variété de type fini, alors il existe un entier n > 0 et une application lisse
f:M — CP" tel que E ~ f=1S,,, ou S, désigne le fibré universel au dessus de
cpm.

4 Classes caractéristiques

On s’intéresse dans ce qui suit & trois classes caractéristiques associé aux fibré
vectoriel, notamment les classes de Thom, d’Euler et de Chern. Ces classes de
cohomologie ainsi que d’autres (qui ne seront pas exposés) jouent un role fonda-
mentale dans la théorie des espace fibré. Les fait non démontré pourront trouver
leurs démonstrations dans les écrits de R.Bott et L.Tu [1] et F.Hirzebruch [2]
ou encore J.Milnor et J.D.Stasheff [6].

4.1 Classe de Thom

Soit M une variété de dimension m, et soit w : £ — M un fibré vectoriel
orienté de rang n, on défini les formes a support compact vertical sur E comme
suit

Définition 4.1. Une g-forme w sera dite & support compact vertical sur F si
pour tout compact K C M, 7~ 1(K) N Supp(w) est compact. On note alors le
complexe des formes & support compact vertical par O, (E).

Une forme w € Q (E) ainsi défini est donc a support compact sur chaque
fibre, en effet Supp(w|r-1(,)) C 71 (p) N Supp(w) qui est compact. On peut
alors définir la cohomologie du complexe (¥, (FE),d) que 'on notera H (F)
appelée cohomologie a support compact vertical.

Nous allons & présent définir une Intégration le long des fibres m, : Q% (E) —

37



Q*~"(M), pour cela considérons l'orientation produit locale {n = (Us), (o x 1) 0 ¢a}
pour une trivialisation orienté {Uy, ¢a } o et un atlas orienté sur M {Uq, Yo} oe s

on note par xi,..., %, les cordonnées d’un point (p,v) € E sur U, et par
t1,...,tn les coordonnés de ce méme point sur la fibre fournis par I'orientation
produit locale. Ainsi pour une forme w € Q% (E) on peut écrire sa restriction a

E|y, que l'on note w, en fonction des coordonnés locales, une telle forme peut

donc étre localement de deux types :

(I) wo=(T*®)f(x1,. ., Tm,t1,... ty)dt;, ... dt; avecr <n
(II) wa = (@) f(T1,- s Tm,t1,... tn)dtr. .. dt,

ou ¢ est une forme sur M.
On définit alors I'application 7, localement par :

(I) (m* ) f(m,t1, ... ty)dt;, ... dt;. — 0 avec r < n
(I1) (7°6) (2ot )il - dly ¢/ P t)dty ... db,
RTL

Nous énongons dans ce qui suit les principal propriété de 7.

Lemme 4.1. La famille {m.wa},c; se recolle en une forme m.w globale sur M

Démonstration. Puisque w est une forme globale sur E si elle est de type I
sur un ouvert U, elle I'est sur chacun des ouverts du recouvrement auquel cas
mew = 0 sur tout M. Sinon posons

wo = (T* Q) f(x1, -y Tmy b1y -y tp)dby .. dby, sur Ely,

et wg = (T*T)g(Y1, -+, Ym> U1, - - -, Up)duy . .. duy, sur Ely,
ou Y1, .-+, Ym, U1, - - -, U, désigne les coordonnés locales associées a la trivialisa-
tion Ug, ¢3.

Puisque w est globale sur E, on a que wq(p,v) = wa(p,v) sur U, N Ug aprés
avoir écrit (p,v) dans les méme coordonnées dans les deux coté de I’équation,

pour cela on a déja que yi, ..., Ym = Y5 (z1,...,2m), de plus on a supposer
le fibré E orienté ce qui implique que pour p € U, NUg on a une transformation
9sa(p) € GL (R) qui associe u1, ..., up — t1,...,t, on peut alors écrire :

wa(p,v) = (7*7)g(Wp (1, - -, Tm)s Gap(P) (t1, + - - s tn))gap(p)dts . . . dt, + Res

ou le terme résiduel Res est de la forme

Z + (W*T)g(wﬁqp(;l(xla s 7xm)>gaﬂ(p)(tla s 7tn))(d9aﬁ)dt1 coedty L dty
d’apres la definition locale de 7, on a que 7, (Res) = 0, ainsi on obtient

T4a :T/ 9Y1s - Yms Gap(P)(t1, - -+, t0))Gap(p)dts . . . dty
= 7'/ GWY1s ey Yms Uty - o U )dug - . diy, = Towg

par la formule de changement de variable, ce qui conclut la preuve. O
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Proposition 4.1. L’intégration le long des fibres 7, commute avec d

Démonstration. Soit {Uq, $a},c; une trivialisation de E et {p,} une partition
de 'unité sur M subordonnée a {U, }, soit alors w € Q% (E) comme w =Y, paw
il suffit de montrer la proposition pour p,w que I'on notera w pour simplifier,
commengons par considérer le cas de type (IT) w s’écrit alors sous la forme :

(m*P) f(x1, -y Ty 1y ey tn)dty .. dEy,

Ainsi on a d’une part
dm.w = d(qﬁ/f(x t)dty ...dt,)

d(b/fxtdtl dty, + (- d‘”ﬂ%Zd

odty,

D’autre part

of

Todw = T, ((w*dgb)fdtl dt, + (—1)%99 ¢ Z da:idtl . dtn>

= (d¢) /fxtdtl dt, + ( deg%Zd@/a dty...dt,

Ainsi on a bien m.d = dm, sur les formes de type (I1)
Lorsque w est de type (I) on a alors dm.w = 0, d’autre part

Tedw = (— dewzw ( fdt dt; ...dtir>

si dt; dti .o.dt;, # Edty...dt, alors m.dw = 0 autrement on a également

/ —dt dt;, ...dt;, = 0 puisque f est a support compact sur les directions

a1n81 on a dans les deux cas m,dw = dm,w = 0 ce qui conclut la preuve. [

Proposition 4.2 (Formule de projection ). Soit 7 une forme sur M et w une
forme a support compact vertical on a alors

1. m((7*7) Aw) = 7 A Tow
2. Si de plus M est orienté, w € Q4 (E) et 7 € Qm*T"=9(M) alors :

/(TF*T)/\OJ:/ T A Tew
E M

Démonstration. 1.11 est claire qu’il suffit de montrer 1’égalité localement sur un
ouvert trivialisant. Supposons d’une part que w soit de type (I) on a alors

T ((T*T) Aw) = o (7 70) f (2, 8)dt;,5,) =0 =T A Tw
D’autre part si w est de type (I1) on a
T ((7*7) Aw) = 7d(x, t)dty ... dt, =T A Tew

2.S0it {Uy, ¢o } une trivialisation orienté de E commencgons par remarquer que
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/E(W*T)/\wZg/EUQ(W*T)/\(/’aw)
/MT/\W*WZXQ:/UQT/\W*(/)O‘W)

Supp((7*7) A paw) et Supp(T A Ty(paw)) sont évidement compact en tant que
fermé dans Supp(7) N Supp(paw) et Supp(T) respectivement, de plus il est clair
que w est de type (II) (sinon le résultat n’a pas lieu d’étre) ainsi par Fubini on
a

/Ean (T*7) A (pow) = / T A pad flx, t)dty ... dt, = /UQ T A T (paw)

Ua Rn

On conclut alors en sommant sur « et en combinant les deux jeux d’égalités. [

Grace au différentes propriétés de m, nous pouvons a présent passer a la
démonstration de I'isomorphisme de Thom.

Théoréme 4.2 (Isomorphisme de Thom). Soit 7 : E — M wun fibré vectoriel
ortenté de rang n sur une variété de type fini, alors

HZ,(E) ~ H*"(M)
Démonstration. Soit U et V deux ouverts M, on a alors la suite exact suivante,
* T * * d %
0— QC’U(E|UUV) - ch(E|U) @ QC’U(E|V) - QC’U(E‘UOV) —0

On peut alors d’apres le théoréeme de Mayer-Vietoris le diagramme suivant

. —— HY,(E|v) @ H,(Ely) — HE,(Eluny) —— HI Y (Elyoy) — ...

s HI(U) @ HT (V) S He (U N V) —L= HH (U U V) — ..

Ce digramme est commutatif, (nous montrons ici seulement la commutativité
des carrés représentés ci-dessus la démonstration du reste étant essentiellement
la méme ) soit (w,7) € HY,(E|v) ® HY,(E|v) alors
T 00(w, T) = Me(w|unv) — T (Tlunv) = Tuw|unv — TuTluny = 6 0 T (w, 7)
D’autre part considérons w € HJ (E|ynv) on a alors
med*w = 7, (7* (dpy )w) = (dpy)mew = d*mew

SiU, V et UNV sont difféomorphe a R™ alors E|y, Ely et E|yny sont triviaux,
ainsi d’apres le lemme de Poincaré a support compact vertical m, réalise un
isomorphisme pour U, V et U NV on conclut alors en utilisant le lemme des
cing et 'argument de récurrence de Mayer-Vietoris sur la cardinalité d’un bon
recouvrement. U

On peut a présent considérer le morphisme inverse de 7, que 1’on notera
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T :H*(M) = H:M(E)

Définition 4.2. On definit la classe de Thom ® € H (E) comme la classe de
cohomologie image de 1 € H°(M) par T

Il est alors équivalent définir & comme 1'unique solution de I’équation 7, ® =1
dans H?, (E), on peut alors d’apres la formule de projection expliciter ’applica-
tion T en écrivant pour w € H*(M)

T(w)=7*(w)AP
Une conséquence claire de la définition ci-dessus est la proposition suivante

Proposition 4.3. La classe de Thom ® € H (F) est 'unique classe de coho-
mologie qui se restreint en un générateur de H?(F') sur chaque fibre F'.

Proposition 4.4. Soit 7 : E — M et w3 : F' — M deux fibré vectoriel orienté
sur M, notons par p; : E®F — E et py : E®F — F les projections canoniques,
la classe de Thom de leurs somme direct est alors

O(E G F) =pi®(E) Ap;®(F)
Démonstration. Considérons le diagramme suivant,

EoF > s F

E——M

Ce diagramme est commutatife par définition du fibré somme ou 7 designe la
fibration de E'@ F sur M de plus en regardant E' & F' comme un fibré au dessus
de F (resp. E ) on a d’apres le théoreme de Fubini que 'integration le long des
fibres m, se décompose en l'intégration le long des fibres de F' (resp. FE ) puis le
long des fibre de E (resp. F' ) par pas. (resp. p1« ) on a ainsi la relation

T = T1s O Plsx = T2x O P2«

Nous allons donc montrer que 7, (p;®(E) A p5®(F)) = 1 pour cela on a d’apres
la formule de projection

1+ © Pra(PI®(E) Ap3@(F)) = w14 (P(E) A p1.ps ®(F))

* % * . N
On remarque alors que p1.p5 = mima, sur QF (F) en effet soit w une forme a
support compact verticale sur F' s’écrivant localement

wa = (M3D) f(T1, .oy Tmy t1, ooy Tp)dEy .. dEy,

OU L1,..., Tm,t1,...,t, désigne les coordonnées locales sur F|y, on alors d’une
part

T Moo = T O G P S U A 17 1 s 1
Rn
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d’autre part

pl*p;wa :pl*psﬂ;¢f(xl7'"7xm)t1)""tn)dtl "'dtn
= P10 Of (X1, ooy Ty b1, - Ep)dEy L dEy,

= ﬂ‘qb/ flxy, .o e, ty)dty . dLy,
R’Vl

la deuxieme égalité repose sur la commutativité du digramme. On a donc bien
T1x © P1+(P1R(E) Ap3@(F)) = m14(D(E) A mim2.D(F))
Or par définition 72, ®(F) = 1 et m1.(P(E)) ainsi on obtient
T (P1®(E) A ps®(F))

ce qui prouve notre assertion O

4.2 Classe d’Euler
4.2.1 Construction et propriétés

Considérons un fibré en n-sphére 7 : S — M orientable sur une variété M,
de groupe structurale Dif f(S™), et soit £ un bon recouvrement de M.
Nous allons procéder a la construction de la classe d’Euler associé a ce fibré, pour
cela commencons par considérer la donnée d’une orientation {[o,]} subordonné
aux ouverts m U, du recouvrement 74 qu’on note ¢%" € CO(r 71U, Q"), tel
que [027] = [05"]
Une tel forme existe car le fibré est supposé orientable. On peut alors reformuler
I'égalité ci-dessus en disant qu'il existe une forme o>"~1 € (7 =14, Q") tel
que

50.0,n — do.l,n—l — _D/lo_l,n—l

Ln=1 gt une forme fermé, en effet

on en déduit alors que do
d(6ct" 1) = §(dot" 1) = 6(56%™) =0

de plus d’apres la formule de Kiinneth on a que H" !(S|y.,.) = 0, il existe

B~
alors une forme o>"=2 € C?(r~14, Q"~2) tel que
50.1,7171 — dO_Q,n72 — D102,n72

en itérant cet argument on arrive a l'existence d’une forme ™% € C™ (7 =14, Q°)
tel que

60.n—1,1 — do.n,O
En considérant alors la forme :
o= O.O,n + Ul,n—l + ...+ o.n,O
On a par un calcul rapide que :

Do = §o™Y
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De plus 6™ est une forme fermé, elle provient donc d’une forme e € C™ (7714, R)
en utilisant 'injection ¢ : " (771 R) — O (7~ 1U, Q0) ie.

Do = §o™0 = 1(—¢)

Enfin on remarque que C" ! (7714 R) ~ C" (4, R), en effet puisque 7 est sur-
jective on a U, NUps # @ si et seulement si 7~ 'U, N7~ 1Usz # @, 'isomorphisme
étant donnée par 7*, on a de plus de = 0 ainsi € défini une classe de cohomologie
€ dans H" "1 (U, R), tel que ¢ = 7*& de plus on a que H" (U, R) ~ H" (M)
on note alors par e(S) I'élément associé a € dans H"1(M) on appel ¢(S) la
Classe d’Fuler du fibré en n-sphere S.

Remarque 4.2.1. On peut grace a cette construction définir la classe d’Euler
d’un fibré vectoriel orienté, en effet soit # : £ — M un fibré vectoriel orienté
de rang n + 1 ayant choisi une métrique Riemanienne sur E on définit la classe
d’Euler e(F) de E comme la classe d’Euler du fibré en n-sphére associé S(E).
On remarque enfin que si Pon se donne orientation opposé a {[o,]} alors la
classe d’Euler associé a S muni de cette nouvelle orientation est —e(S)

Proposition 4.5. Etant donnée une orientation {[o4]} la classe d’Euler est
indépendante du choix des 07”7 dans sa construction.

Démonstration. Soit ¢*™ un autre représentant de {[o,]}, alors il existe 7"~ ! €
CO>r=1, Q"7 1) tel que %" — ¢%™ = dr™~! ainsi en appliquant § on a que

d(c—rl,nfl _ O_l,nfl) — d(;,rnfl

ce qui implique qu’il existe 7772 € C1 (714 Q" ~2) tel que 67"~ ! — (gt~ 1 —
o=y = dr"=2 en appliquant § on a

d(a.Q,n—Z _ 0.2,n—2) — d5Tn—2

on continue comme précédemment jusqu’a arriver & I'existence d'un 70 € C"~1 (7 =14, Q)
et dun 7 € C" (7~ 1L R) tel que

570 — (670 — g0) = 7
en appliquant J on obtient
€E—e=0T
ainsi € et € sont dans la méme classe de §-cohomologie dans C" (771U, R) O

Proposition 4.6. La classe d’Euler est indépendante du choix du Bon recou-
vrement.

Démonstration. Soit 4 un bon recouvrement et notons & I’élément de H™ 1 (4, R)
construit grace au recouvrement . Soit B un bon recouvrement qui raffine i1,
on a alors que :

H L (8 R) ~ H"L (M) ~ H™1(B,R)
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ainsi &y et ép représente le méme élément dans H" (M), de plus étant donné
deux bon recouvrement B et il il existe toujours un raffinement commun 9N,
ainsi &g, o, € représente le méme élément dans H™T1(M) et donc la classe
) ) p
d’Euler est indépendante du recouvrement choisi.
O

Proposition 4.7. Si le fibré en sphere S admet une section, alors sa classe
d’Euler est nulle.

Démonstration. Soit s une section de S, alors wo s = 1 implique que s*7* =1,
ainsi on a

—&é=s*"Dog = §s*o™?

€ est donc nul dans H" "1 (L, R) et par suite e(S) est nul dans H" (M) O

Définition 4.3. Soit 7 : S — M un fibré en n-sphere orienté, on appel Forme
angulaire globale sur S la donnée d’une n-forme ¥ € Q"(S) tel que sa restriction
a chaque fibre représente un générateur normalisé de la cohomologie de la fibre
et tel que dyp = —7*e.

On peut grace a la construction de la classe d’Euler produire une forme an-
gulaire globale de S, en effet on commence par remarquer qu’on peut construire
¥ grace a la n-cochaine associer a l’orientation {[o,]} et & la formule de collage,
pour cela considérons la n-cochaine :

og=0%" 4ol 14 400 tel que Do = —7*¢

on pose alors (en utilisant les notation de la section 2.5) d’apres la formule de
collage :
b= (o) = 3 (- DKot 4 (~1) LK (DK (~xE) € 0 (S)
i=0

On a alors que K commute avec 7", en effet étant donné une partition de 'unité
{pa} subordonnée & il on a que {7*p,} est une partition de I'unité subordonnée
a 7~ '8l en notant également par K 'opérateur d’homotopie définit comme dans
la section 2.5 mais cette fois sur C* (714, Q%) on a que

(KT*W)ag...ap-1 = Z(W*pa)(W*w)aaomapfl
=7" Z PaWaag...ap—1
= (W*Kw)ao...ocp—l
ainsi on a que la restriction de (—1)" "' K (D' K)"(—m*€) = n*(—1)" " K (D' K)"(—¢)
a une fibre est nulle ce qui implique que la restriction de ¢ a chaque fibre et dans
la méme classe de d-cohomologie que %" restreinte & une fibre, elle engendre

donc la cohomologie de la fibre et fournie une forme angulaire globale.
Enfin en appliquant d a I’équation définissant ¥ on a

44



dp = (—1)" K (D' K )™ (—7*¢)
=~ (1 DR )
= —7*e(9)

ou la derniére égalité résulte du théoréme 2.14 et du fait que ici e(S) est un
représentant de la classe d’Euler qui a été défini comme l'image de € dans
H™ (M) via I'isomorphisme H" (4, R) ~ H"T1(M).

Remarque 4.2.2. On peut bien sur définir une forme angulaire globale associé
a un fibré vectoriel orienté FE, en effet soit 1g la forme angulaire globale du
fibré en sphere qui lui est associé et soit 7 : E® — S(E) la rétraction qui envoie
chaque vecteur non nul d’une fibre sur la sphere de cette fibre pour une certaine
métrique Riemannienne sur E (E° désigne le fibré E privé de l'image de sa
section nul), on pose alors 1) = r*1)g la forme angulaire globale sur E.

Proposition 4.8. (Fonctorialité) Soit 7 : E — M un fibré vectoriel orienté de
rang n + 1 et soit f: N — M une application lisse entre variété, alors

e(fT1E) = fre(E)

Démonstration. D’apres la définition du tiré en arriére d’un fibré vectoriel on a
la diagramme commutatif suivant

Ce diagramme induit le diagramme commutatif suivant :

(M) —L (V)

l’ 5 \L

O(E) ——=Q (fE)
soit alors e(E) € Q*(M) un représentant de la classe d’Euler de E on a alors la
forme angulaire globale ¢ € Q*(E) tel que dip = —7n*e(E) de plus on a I'égalité
T fre(E) = fpmre(E) = —d(fi)
on remarque alors que fh est la forme angulaire globale de f~!E, en effet on
a pour p € N que la fibre (f71E), = Ey () % p ceci implique que
(fgi/’”(f*lE)p = 1/’|Ef(p>

de plus on a que la sphere de la fibre (fflE)p est la sphere de Ey(;,y, ainsi comme
Y|k, engendre la cohomologie de S(Ey(,)) on a que (fz1)|(s-1k), engendre la
cohomologie de S((f~1E),) ainsi fj est la forme angulaire globale de f~1E.
ceci implique
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* fre(E) = —d(fiv) = 7" e(f1E)

enfin comme 7’ est surjective, 7'* est injective, ainsi f*e(E) = e(f~1E).
U

Nous allons a présent donner un lien entre la classe d’Euler et la classe
de Thom, pour pouvoir déduire la formule du produit de Withney pour les
classe d’Euler. Soit m : E — M un fibré vectoriel orienté de rang n + 1, et
considérons 1 une forme angulaire globale sur . On se donne alors une métrique
Riemannienne sur F et on définit  : £ — R la fonction rayon, qui associe a
un vecteur d’une fibre sa norme selon la métrique choisie. Considérons p(r) une
fonction de r comme celle représentée ci-dessous tel que dp(r) soit & support

compact et nulle pour r = 0 et tel que / dp(r) =1
R

F 9

Proposition 4.9.
1. La classe de cohomologie de ® = d(p(r).1)) est la classe de Thom de E
2. Soit s : M — FE la section nulle, alors e = s*® ou e est la classe d’Euler
de F

Démonstration. On remarque tout d’abord que

® =d(p(r))y — p(r)m*e

Ainsi @ est une forme fermé & support compact verticale, en effet pour p € M
on a ®|g, = d(p(r))Y|g, et dp(r) est a support compact. De plus ¢|g, fourni
un générateur de H"(S™) ainsi on a

Lol = [ dewls, = [ o) [ vl =1
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Pour s : M — F la section nulle de E, on a que s*dp(r) =0 et s*p=—1.
$*P = —(s*p)s*trre =e
O

Proposition 4.10 (Formule du produit de Whitney ). Soit E et F' deux fibré
vectoriel au dessus de M on a

e(E®F)=e(E)e(F)
Démonstration. D’apres la proposition 4.4 on a
O(E G F) =pi®(E) Ap;®(F)

oup : E®GF — FEetpy: E®F — F sont les projections canoniques, on a
alors que p; o s et py 0 s sont les sections nulles de F et F' respectivement, ainsi
on obtient d’apres la proposition qui précede

e(EOF)=s"®(EDF)=s"p{®(F)As*pi®(F) = e(E)e(F)

4.2.2 Cas du fibré vectoriel de rang 2

Soit 7 : E — M un fibré vectoriel réel orienté de rang 2 de groupe structural
SO(2) nous allons donner une formule pour la classe d’Euler dans ce cadre. Soit
il = {Uy} un recouvrement trivialisant pour E, étant donné une métrique rie-
mannienne sur E on peut alors écrire les trivialisation locale de F en coordonnés
polaire

Vo: B — U, x R2
e = (m(e);r(e),0ale))

[df/27] fournissent alors une orientation du fibré en cercle S(E) associé & E,
notons par abus 7 : S(E) — M la projection de S(F). De plus on peut voir les
cocycles gog de E comme des fonction de U, NUg — U(1) C C* ainsi on a

0o — 05 =7 (1/i)10g gup
Notons ¢np = —(1/7)log gap on a alors

dbs  df. _ * doap

27 27 2

ici ™ ¢ap € CH (14U, Q) représente en fait I'élément o0 dans la construction
général de la classe d’Euler faite plus haut, on a alors

57r*% = —€= —T*¢
ou e € C?(r 14U, R) et € € C%(L,R) grace a I'injectivité de 7* on a donc

¢a/a‘ — _z
052 = —¢
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€ représente alors la classe d’Euler dans H?(4, R) ainsi on peut passer en coho-
mologie de De Rham grace au théoreme 2.14

e(E) = (—D'K)?%¢ dans H?(M)

K désignant 'opérateur d’homotopie défini grace a une partition de 'unité. On
peut alors aller plus loin

(-D'K)% = —dKdKé

= de(d;%f + d7) pour un certain T

= dKd%2 + dKdoT
or puisque 0K + K6 = 1 et que Kdr est une forme global on a
dKdéT = —0dKdr =0

ainsi on a une formule explicite pour la classe d’Euler

1
e(E) = de%f = —%deydloggw sur Uy,
¥

Remarque 4.2.3. Faisons remarquer ici que dans le cas du fibré universel
Sy, au dessus de CP™ la classe d’'Euler x,, = e(S}) du dual S} engendre la
cohomologie de CP" (ce fait ne sera pas démontré), on peut alors écrire 'anneau
de cohomologie pour le produit extérieur comme anneau de polynoémes

H*(CP") = Rlz,]/(zn)"

4.3 Classe de Chern
4.3.1 Construction et propriétés

Soit 7 : E— M un fibré vectoriel complexe de rang n au dessus d’une variété
M. Cousidérons o : P(E) — M le fibré en espace projectifs sur M associé & E.
On peut définir plusieurs fibré vectoriel au dessus de P(FE), tout d’abords on a
le tiré en arriere de E par o défini par le diagramme commutatif suivant

UIEHT
P(E) 2 M

ou la fibre 07 E|;, pour I, € P(E) et p € M est égale  la fibre E,, on a de
plus que

0 Elp(r,) = P(Ey) x Ep

On peut définir également le sous fibré universel S C o~ 'E sur P(E) comme
suit :

S={(pe)ec  E|ecl,}
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ou l'injection de S dans o' E est donné par I'injection canonique, et la projec-
tion S — P(E) est naturellement donné par (I,,e) — [,, ainsi S est un fibré
vectoriel complexe de rang 1 sur P(E).

On défini enfin le fibré quotient @ = o1 E/S dont chaque fibre est donné par
E,/l, oul, est vue ici comme une droite de E,, et dont la projection est donné
par 'unique application qui fait commuter le diagramme suivant

P(E)<— o0 'E

N

Q

On obtient alors une suite exact de fibré vectoriel au dessus de P(F)
0=-8S—=0c'E=-Q—0

Nous allons a présent construire les classes de Chern de E. Pour cela on com-
mence par définir la classe de Chern ¢;(L) d’un fibré en droite complexe L
comme la classe d’Euler de ce fibré regardé comme fibré vectoriel réel orienté
de rang 2 i.e.

c1(L) = e(Lg)

De plus gréace a la formule explicite de la classe d’Euler pour un fibré en droite
complexe (qui est logarithmique) on a

a(L® L") =c(L)+ca(Ll)

Considérons alors S* le fibré dual complexe de S au dessus de P(FE), et
posons = = ¢1(Sg) = —e(Sr) la classe d’Euler de S* regardé comme fibré
vectoriel réel,  représente alors une classe de cohomologie dans H*(P(E)),

grace a la fonctorialité de e on a que z|p(g,) = e(S;) = —e(5p) ou S, dé-
signe le fibré universel au dessus de la fibre P(E,), on a alors que les éléments
{17 x, 22, ... ,x"‘l} lorsque restreint & une fibre engendrent librement I’anneau
de cohomologie H*(P(E),)), ainsi d’apres le théoréme de Leray-Hirsch H*(P(E))
est un module libre de type fini sur H*(M) engendré par {1,z,a?%,... 2"

, on a alors que ™ est combinaison linéaire de ces élément, on défini alors la
i-éme classes de Chern ¢;(E) € H*(M) de E par la relation suivante

2"+ 0% (E)a" 4+ ...+ 0%, (E) =0

H*(P(FE)) et H*(M) sont de plus munis d’une structure d’algébre pour le pro-
duit extérieur ainsi H*(P(FE)) peut étre vu comme algebre de polynémes a une
variable sur anneau H*(M) on a alors I'isomorphisme

H*(P(E)) ~ H*(M)[z]/(2™ + o*c1(E)x" 1 + ... + 0*cn(E))

On appel Classe de Chern total qu’on note ¢(E) € H*(M) la classe de cohomo-
logie donné par

49



(E)y=14c(E)+...+cu(E)

Proposition 4.11 (Fonctorialité). Soit f : N — M une application entre
variété lisse, et E un fibré vectoriel complexe au dessus de M alors

co(f*E) = f"le(E)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que f~'P(E) = P(f~'E) de plus on
a le diagramme commutatif induit sur les fibrés projectifs par le tiré en arriere
de FE par f

P(fE) "~ P(E)
S
N—1 —m

Soit S le dual complexe du fibré universel au dessus de P(E) on a alors
f;lsg = S;,IE, ainsi par la fonctorialité de la classe d’Euler on a

zp1p = e(Shp) = e(fp'Sy) = fre(Sy) = fres
en appliquant f5 a I’équation
a4+ o*c (B)al .+ 0¥, (E) =0
on peut alors comparer les deux équation polynomiales :
gt fpota (E)x’;fllE +...+ fho*c (E)=0
T+ a’*cl(f_lE)x}LfllE +...+ 0", (fIE) =0

ou o’ : P(f7'E) — M désigne la projection du fibré projectif P(f~1E), on a
alors

fro*ci(E) = o™ f*¢;(E) = o' ¢;(fT'E)
ce qui implique f*c;(E) = ¢;(f~1E) par surjectivité de o’.

Proposition 4.12. Si E admet une section jamais nulle alors ¢, (F) =0

Démonstration. Soit s : M — FE une section jamais nulle, celle ci induit une
section s’ : M — P(E), on peut alors considérer s'~1Sg le tiré en arriere de
Sk (comme fibré au dessus de P(E) ) par s’, s"1Sg est alors un fibré en
droite complexe au dessus de M, qui admet un section jamais nul donné par
p > s(p), il est alors trivial, et on ainsi par fonctorialité de la classe d’Euler que
s"*e(Sy) = s"zp =0.

En appliquant s™* & I’équation

a4+ o*e (B)al .+ 0¥, (E) =0

on obtient s”*o*c,(FE) =0 ie. ¢,(E) =0 O
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Afin de prouver d’autre propriété de la classe de Chern, nous allons mainte-
nant décomposer en certain sens le fibré vectoriel £ en somme direct de fibré en
droite. Pour ce faire nous allons construire un espace F(E) et une application
7:F(E) = Mtel que 77'E = Ly &...® L, ou L; sont des fibré en droite
complexe sur F(E) et 7 : H*(M) — H*(F(FE)) soit injective, F'(E) sera appelé
l’espace des drapeaux de E.

Pour cela partons de la suite exacte de fibré au dessus de P(F) exposé précé-
demment

0=-S—=0o'E=-Q—0

On a alors que 07 'E = S ® Q ou S que I'on notera & présent S; est de rang
complexe 1 et @ que l'on notera ()1 est de rang n — 1.

Considérons alors 81 : P(Q1) — P(F) le fibré projectif de @1 au dessus de P(E)
on peut alors par le méme procédé que précédemment tiré en arriere Q1 par 5,
pour obtenir une suite exacte

0= S —B7'Q1—Q2—0

Ou Sy est le fibré universel au dessus de P(Q1) qui est alors de rang complexe
et 1 et Q2 et de rang n — 2, on a alors ﬂfla_lE = 61_151 @ So @ Q2 en itérant
ce procédé on fini par arriver & un fibré projectif 8,—2 : P(Qn—2) — P(Qn—3)
associé au fibré quotient @, _2 au dessus de P(Q,—3) que l'on tire en arriere
par B,_o pour obtenir la suite exact

0— Snfl — B;EQQW,72 — anl —0

Ou S,,—1 est le fibré universel au dessus de P(Q,—_2) qui est alors de rang
complexe 1 et Q1 le fibré quotient qui est également de rang 1, puisque @Q,,_2
est de rang 2 au dessus de P(Q,_3). Enfin, en notant F(E) = P(Q,—2) et
T=0co0f10...00,_9et L; = ;_12...[3;151- pouri<n-—1let L, 1 =.5,_1e€t
L, = Q,_1 on a bien

TlE=Li®..®L,

De plus 7* : H*(M) — H*(F(E)) est bien injective. Passons maintenant a la
démonstration de la formule de produit de Whitney.

Pour cela nous aurons besoin d’un lemme topologique dont la démonstration
sera omise.

Lemme 4.3 (Lemme de rétrécissement). Soit X un espace topologique normal,
et {U;} un recouvrement ouvert fini de X alors il existe un recouvrement ouvert
{Vi} tel que V; C U; pour tout i.

Si X est de plus une variété lisse, alors il existe une des fonctions lisse {p;} a
valeurs dans R tel que p; vaut 1 sur Vi et 0 en dehors de U;.

Proposition 4.13. Soit F et F deux fibré vectoriel complexe sur M alors
c(E®F)=c(E)c(F)

Démonstration. Commencons par considérer le cas ou E est somme direct de
droite complexes L1 @ ...® L,, nous allons montrer que
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o(E) = [e(Ls)
K3
On a que le tiré en arriere o' E défini comme précédemment par le diagramme

c'E——=F

Lk

P(E) 2> M

est somme direct de droite complexe o~ 'FE = Lj & ... ® L/, soit S le fibré
universel au dessus de P(E), on a alors des projections s; de S sur L; que l'on
peut voir comme des sections du fibré Hom(S,L]) ~ S* ® L] au dessus de
P(E), comme S;, est un sous espace de dimension 1 de a’lElp pour chaque
l, € P(E), les fonction s; ne peuvent étre simultanément nulles. Considérons
alors les ouverts

Ui ={l € P(E) | si() # 0}

Ces ouverts recouvre P(E) de plus S*®L!|y, est trivial puisque s; # 0 sur U; soit
alors &; une 2-forme globale sur P(E) représentant e(S*® L) = ¢1(S*® L,), on
a alors que &;|y, = dw; pour une certaine 1-forme locale w; sur U;. Considérons
d’aprés le lemme qui précéde des fonctions {p;} ayant les propriété du lemme
et défini sur un sous-recouvrement {V;}, on a alors que & — d(p;w;) est une
forme globale qui représente c¢1(S* ® L) et s’annule sur V;. on a alors pour

x =e(S*) = c1(5™)

?

[l (" ® Lj) = [[(z + a1 (Lg)) =0
ainsi on obtient

[Tz +ca (L) =2"+az" '+ ...+ a, =0

2
ou a; sont les polynoémes symétriques élémentaire en c;(L}) qui est en fait
o*c1(L;) par fonctorialité, par définition des classes de Chern on a que a; =
o*c;(E) on obtient donc

c(B) =111+ er(Li)) = T]e(Li)

7

Soit maintenant F et F' deux fibré vectoriel complexes de rang n et m et soit
7 : F(E) — M Vespace des drapeaux de E construit précédemment, 771 E est
alors somme direct de fibré en droite complexe L1 ®...® L, de plus 7' F est un
fibré vectoriel sur F(E) soit alors 7/ : F(771F) — F(FE) l'espace des drapeaux
de 771F, 771771 F est alors somme direct de fibré en droites complexes L} &

...® L, sur F(r7'F) , on peut résumer cela par le diagramme
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E®F Li®..®L,®7 'F rLe...erL,eolio..aL,

| |

M F(E) F(r~'F)

T

notons alors « = 7o 7’ on a

a*c(E®F)=cla " (E®F))
=c(rLie..er ' LyoLl,d...0L,)
— [’ L)L)
= a*c(E)c(F)

on a ainsi ¢(E @ F) = ¢(E)c(F) par injectivité de a*
O

Proposition 4.14. Soit E un fibré vectoriel complexe de rang n sur M, alors
cn(E) = e(ER)

Démonstration. Ceci est une conséquence direct de la fonctorialité de la classe
de Chern et de la formule de Whitney. Soit 7 : F/(F) — M 1’espace des drapeaux
de E,onaalors 7 'E=L; &...® L, ainsi

7*co(E) = cp(171E) = Hcl(Li)

Par fonctorialité et formule de produit de Whitney, de plus par définition de la
classe de Chern d’un fibré en droite on a

[Te1 (L) = [Te((L)s)

=e((L1)r @ @ (Ln)r)
= e((r71E)r) = T*e(ER)

Grace a la formule de produit de Whitney et la fonctorialité pour la classe
d’Euler, ainsi par injectivité de 7* on ¢, (E) = e(ER) O

4.3.2 Axiomatisation

Soit M une variété lisse paracompact de type fini, on peut définir les classes
de Chern de maniére axiomatique comme des éléments de H*(M,Z) qui désigne
la cohomologie a valeurs dans le pré-faisceau des fonctions localement constantes
a valeurs dans Z, la théorie des faisceaux sera exposé plus en détail dans la
section qui suit.

Avant de donner la définition des classes de Chern, considérons CP™ ’espace
projectif de dimension complexe n, notons S, le fibré universel sur CP"”, et x,,
la classe de cohomologie qui engendre H?(CP",Z) ~ Z.
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Définition 4.4. Soit E un fibré vectoriel complexe sur M une variété lisse, on
défini les classes de Chern ¢;(E) € H*(M,Z) avec co = 1, et on note ¢(E) =
>ci(E) € H*(M,Z) la classe de Chern total, comme les classe de cohomologie

Vlériﬁant les propriétés suivantes
1. (Fonctorialité) Si f : N — M est une application lisse entré variété alors
o(f1E) = f*e(E)
2. (Produit de whitney) Si Ly, ..., Ly sont des fibré en droite complexe sur
M alors ¢(L1 & ...,®Lg) = ¢(Lq) ...c(Lg)

3. (Normalisation) Avec les notation précédentes on a ¢(S,) =1+ z,

Vérifions a présent que la construction de la classe de Chern total faite pré-
cédemment coincide avec cette définition, pour cela notons ¢ (E) I'image via
I'isomorphisme H*(M) ~ H*(M,R) des classes de Chern construites dans la
section précédente et ¢(F) la classe total associé, remarquons alors (avec les no-
tations introduite plus haut ) que ¢ (S,,) engendre H2(M,R) ~ R ainsi on peut
identifier z,, = &(Sy,) donc ¢(S,) = 1+ ¢1(Sp) = é(S,) la définition coincide
dans ce cas.

Soit maintenant L un fibré en droite complexe sur M, alors il existe une appli-
cation lisse f : M — CP™ pour un certain n > 0 tel que L ~ f~1S,, ainsi on
a ¢(L) = f*é(Syn) = f*c(Sn) = ¢(L) les classes coincident donc dans le cas des
fibrés en droites complexe.

Enfin soit E un fibré vectoriel complexe de rang n sur M, on peut alors consi-
dérer la variété de drapeaux 7 : F(FE) — M associé a E, on a alors que
T'E =L ®...® L, oules L; sont des fibrés en droites complexes, par la
formule de produit de Whitney et la fonctorialité on a

or on a montré que dans le cas d’un fibré en droite ¢(L;) = ¢(L;) ainsi par les
axiomes de fonctorialité et de produit de Whitney on a

T*¢(E) = [[é(Ly)
i
~Tle(Li) = e(r'E)
i

=T1"(F)
enfin par injéctivité de 7* on a ¢(FE) = é(E)
Remarque 4.3.1. Remarquons que la discussion qui précéde montre en par-
ticulier I'unicité de la classe de Chern ainsi défini. Rappelons que nous avions
noté € I'élément représentant la classe d’Euler e dans H* (4 R), notons alors
[€] € H*(M,R) la classe de € apres passage & la limite inductive.
Etant donné f : M — CP™ on a que f*: H*(CP",Z) — H*(M,Z) donc si L

est un fibré en droites complexe sur M, on a que [€](L) = & (L) par définition
de la premiere classe de Chern dans la section qui précede. On a donc
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[E(L) =c(L) = 1= f*(1 +a,) — 1 € HX(M,Z)

[€] est donc une classe de cohomologie a valeurs dans Z, cette remarque sera
utile dans la classification des fibrés en droites complexe.

5 Théorie des faisceaux

Notons dans ce qui suit X un espace topologique, nous allons définir la
notion de faisceau et de pré-faisceau et la cohomologie pour ces objets, enfin
nous aboutirons grace a cette théorie a une classification des fibrés en droite
complexe. Les faits non démontrés pourront trouver leurs démonstrations dans
les écrits de F.Hirzebruch [2].

5.1 Définitions

Définition 5.1 (Faisceau de groupe abelien ). Un faisceau de groupe abelien
S sur X est la donnée d’un triplé & = (S, 7, X) ayant les propriété suivantes

1. S et X sont des espaces topologique et w : S — X est une application
continue surjective.

2. Pour tout a € S il existe un voisinage ouvert U de « et un voisinage ouvert
V de w(«) tel que 7|y réalise un homeomorphisme entre U et V.

3. On appel 77 1(z) pour * € X, fibre au dessus de =, qu’on notera S,.
Chaque fibre S, est muni d’une structure de groupe abelien, tel que les
opérations d’addition et la soustraction soit continue pour la topologie de

S.

Définition 5.2 (Morphisme de faisceaux). Etant donné deux faisceaux & =
(S,m,X) et & = (5, 7', X) sur X, un morphisme de faisceaux h : & — &’ est
la donnée d’une application continue h : S — S’ tel que le diagramme suivante
commute

De plus pour tout z € X la restriction h, : S, — S & chaque fibre est un
morphisme de groupe abelien.

Définition 5.3 (Pré-faisceaux de groupe abelien). Un Pré-faisceau & sur un
espace topologique X est la donnée, pour chaque ouvert U C X, d’un groupe
abelien Sy, et pour chaque pair d’ouvert U,V tel V. C U des morphisme de
groupe 7 : Sy — Sy tel que le propriétés suivantes soit vérifiées

1. SiU =@ alors Sy =0

2. le morphisme 7Y = Ids,, et pour W C V C U des ouverts on a ry; orll, =
v
Tw
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Définition 5.4. Etant donné deux pré-faisceaux & = {SU, r‘[f} et & = {S{J7 ri¥
Un morphisme de Pré-faisceaux h : & — &' est la donné d’un systéme de mor-
phisme de groupe abelien {hy } avec hy @ Sy — S, tel que le diagramme suivant
commute

Etant donnée un pré-faisceau & sur un espace X, on peut construire le fais-
ceau de germes associé a @, pour ce faire soit x € U avec U C X un ouvert, on
pose alors S, = lz%m Sy ou lz%m désigne la limite inductive pour les morphismes

U U

rJ ou U parcours tout les voisinages ouverts de z, chaque élément f € Sy,
pour U un voisinage de x, détermine un germe f, € S,. Plus précisément, étant
donné deux éléments f € Sy et g € Sy pour U et V des voisinages de x on
définit la relation d’équivalence suivante : f ~ g si et seulement si il existe un
voisinage ouvert W de x tel que W C U et W C V et 75, f = r},g. Le germe
fz représente alors la classe d’équivalence de f pour cette relation.

L’espace S de ce faisceau est alors la réunion des S, pour x € X et la projection
m: S — X qui associe a chaque élément d’un S, le point z, la topologie de S
est donnée par la base d’ouvert de la forme {f, | y € U} ou U parcours tout les
ouverts de X et f, est le germe d'un f € Sy ou f parcours tout les éléments
de Sy. On peut alors vérifier que le triplé (S, m, X) ainsi définit fourni bien un
faisceau.

Etant donné un morphisme {hy} de pré-faisceaux & — &’ on peut définir
un morphisme de faisceaux sur les faisceaux de germes & — &’ qui associe au
germe f, € S, d’un élément f € Sy le germe (hy(f)). € S, de I'élément hy (f).

Considérons a présent un faisceau & sur un espace X on peut considérer une
section locale de & i.e. un application continue s : U — S ou U C X est un
ouvert et tel mos = Id, on note alors I’ensemble de ces section local d’un ouvert
U, I'(U, &) cet ensemble est muni d’une structure de groupe abelien héritée de
celle de G on a de plus des morphismes de restriction pour V' C U on note
rJ  T(U,8) — I'(V,8) qui associe a section défini sur U sa restriction a V/,
ces morphisme vérifie la seconde condition de pré-faisceau on obtient ainsi un
pré-faisceau & = {F(U, 6),7’5} qu’on appel Pré-faisceau canonique associé a
6.

Etant donné un morphisme de faisceaux h : & — &’ on peut aussi définir un
morphisme sur les pré-faisceaux canoniques associés, I'(U, &) — T'(U, &') donné
par s — hos pour s € T'(U, S)

Remarque 5.0.1. Ces deux constructions ne sont pas I'inverse I'une de 'autre,
en effet partant d’un faisceau & alors le faisceau des germes associé au pré-
faisceau canonique {T'(U,8),r{} de & est isomorphe au faisceau de départ.
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Cependant partant d’un pré-faisceau & alors le pré-faisceau canonique associé
au faisceau des germes du pré-faisceau &, n’est pas en général isomorphe au
pré-faisceau de départ.

Définition 5.5 (Sous faisceau). Etant donnée un faisceau & = (S,m,X), & =
(8,7, X) est un sous faisceau de & §'il vérifie

1. S’ est ouvert dans S

2. 7' =m7|g et 7'(S) =X

3. La fibre 7'~(z) = S’ N7~ !(z) est un sous groupe de 7~ 1(x) pour tout
reX

Pour tout faisceau & un sous faisceau évident de G est donné par le faisceau
nul dont chaque fibre est le groupe trivial 0.
On peut alors vérifier que, étant donné un morphisme de faisceaux h : & — &',
Ker(h) = h=1(0) est un sous faisceau de & et Im(h) = h(&) est un sous faisceau
de &'.
On défini alors la notion de suite exact de faisceaux de maniere habituelle, étant
donné trois faisceaux &, &’ et &” une suite exact est une suite de morphisme
de faisceaux

e hehe 5o

tel que Im(h') = Ker(h) en tant que sous faisceau de & avec h’ un morphisme
injectif et h surjectif.

On défini également la notion de suite exacte de pré-faisceaux, étant donné trois
faisceaux &, ®’ et &” une suite exact est alors la donnée pour chaque ouvert
U C X d’une suite exacte de groupes

085" sy ™ s 0

ou les familles de morphismes {hy} et {hf} représentent des morphismes de
pré-faisceaux. Un fait qui ne sera pas démontrer ici est que ces suites exactes
restent exactes apres passage a la limite inductive, on peut alors énoncer le
lemme suivant

Lemme 5.1. Toute suite exact de pré-faisceauz induit une suite exact sur les
faisceaux de germe correspondants.

Une suite exacte de faisceaux induit une suite exact de groupe sur les fibres
de chaque faisceau pour z € X

05 "5 g0

S est alors isomorphe au quotient S, /SZ, on peut alors montrer que S est muni
de la topologie quotient S/S’, de plus le faisceau &” est unique (& isomorphisme

prés).

Exemple 5.1 (Suite exacte exponentiel). Soit M une variété lisse, nous allons
considérer trois pré-faisceaux sur M,
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1. le pré-faisceau € = {C°°(U,C), 7Y } des fonctions lisses définies localement
sur M a valeurs dans C.

2. le pré-faisceau €* = {C>(U,C*),r{/} des fonctions lisses définies locale-
ment sur M a valeurs dans C*.

3. le pré-faisceau 3 = {CO(U, Z),rg} des fonctions localement constantes
sur M a valeurs dans Z.

Notons alors C;, C; et Z les faisceaux de germe associés respectivement a €,
¢* et 3, remarquons d’abord que le faisceau de germe Z n’est rien d’autre que
le faisceau constant sur M (d’ou la notation), de plus ces trois pré-faisceaux
jouissent d’une propriété particuliére, qui est que les pré-faisceaux canonique
I'(U,C;) (resp. I'(U,Cy), resp. I'(U,Z)) sont isomorphes aux pré-faisceaux de
départ € (resp. €*, resp. 3).

Considérons a présent la suite de pré-faisceaux suivante

0335 ¢Se*—=0

Ou pour U C M un ouvert, 1y : C°(U,Z) — C°°(U,C) désigne I'inclusion
canonique des fonction localement constante a valeurs dans Z dans les fonctions
lisses définies localement & valeurs dans C, et ey : C*°(U,C) — C*(U,C*) est
I'application exponentiel donnée par f + €2/ pour f € C>=(U,C).

Cette suite est clairement exacte, en effet ¢ est injective, de plus on a

Ker(e) = {f € C=(U,C) | ¥/ =1} = C°(U,Z)

Enfin e est surjective puisque pour chaque ouvert de U C M, ey admet un
inverse a gauche donné par une détermination de ﬁ log(—). Cette suite exacte
induit donc une suite exacte sur les faisceaux de germe

0-Z5C5Cr—0

Ou les fleches sont données par les morphismes induit par ¢ et e. On appel cette
suite exact Suite exacte exponentiel.

5.2 Cohomologie des Faisceaux

Soit X un espace topologique et & un pré faisceau sur X, Nous allons définir
les groupes de cohomologie H?(X,®) a valeurs dans un pré-faisceau et par la
suite les groupes de cohomologie H?(X, &) associé & un faisceau & .

Considérons pour cela ¢ = {U;},.; un recouvrement ouvert de X, on défini
le groupe CY9(4, B) comme l’ensemble des fonctions :

f: Iat1 — (6]
(io,...,iq) — f(io,...,iq) S SUiOmmmUiq

C?(4, &) est évidement muni d’une structure de groupe abelien. On défini alors
un morphisme

§9: CUY, &) — CTHL(Y, &)
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defini par la formule :

q+1 W ~
(5qf)(i0’ te viq-‘—l) - Z (71)krwkf(i07 s 7ik7 cee 7iq+1)

ou f € CULU, &) et ou Wy, = Upy N... Uy N .U 41 et W=UiyN...0Us
on peut alors montrer par un calcul que 97! 0 §7 = 0, on a ainsi un complexe
de cochaine (C9(4, &), d9) donné par la suite

0— COU, &) — CHLL, &) — C2(U, B) — ...
on défini alors le g-ieme groupe de cohomologie de ce complexe par
HI(8t, &) = Ker(67)/Im(5771)

Soit a présent B = {VJ}J s un raffinement de l et soit 7 : J — I une fonction
tel que V; C U,; pour tout j € J, on a alors un morphisme

T CUU ) — (C1(8, )
défini par la formule
(T*f)(joa e 7.](1) = TVVI[;/f(TjO7 .. 7qu)

ou f e CUU, &) et W=V N...NV; et W="Ur;,N...N U, on peut alors
montrer par un calcul que le diagramme suivant commute

CIUU, B) — = CU(B, B)
o Js
CItL(8l, ) — = CTH1 (B, ®)
Ce qui implique que 7* induit une application en cohomologie
ta  HI(8, &) — H(B, ®)

On peut alors montrer que les morphismes t% sont independant du choix de la
fonction 7, en effet étant donné 7 et 7/ deux fonctions J — I on défini 'opérateur
d’homotopie

k?:CUU, &) — CI (B, ®)
donné par la formule
q—1
(kqf)(jo, e >.jq—1) = kzo(—l)k’/‘%kf(Tjo, e aTjva,jk-‘rla e aT/jq—l)
avec f € C1(4, ®)

et W:V}-Oﬂ...ﬂqu_l et WZU.,—jOﬁ...ﬂUTjk ﬂUq-/jk ﬁ...UT/]-q_l
on conclue alors grace a la relation suivante qui induit une égalité en cohomologie

00k 4 KI5 = 7 — ¥
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En peut enfin montrer que les t% forment un systéme inductif i.e. tif = Id et
t% o t% = tfjn, ceci motive alors la définition suivante.

Définition 5.6. On défini les groupes de cohomologie H?(X, &) comme limite
inductive i.e.

q E— q
HY(X, ®) = lim H(4l, ®)

it

ou U parcours I’ensemble des recouvrement de X.
Pour & un faisceau sur X on défini les groupes de cohomologie H4(X, &) =
H1(X,T(U,8)) ouT'(U, &) est le pré-faisceau canonique associé a &.

Considérons a présent une suite exact courte de pré-faisceaux sur un méme
espace X

06 Bele 5o

cette suite induit une suite exact courte entre les groupes de cochaine associé
pour un recouvrement L fixé,

0 Co(st, ) 3 cus,8) s ca(u, ) = 0

Ou R/, est défini par f +— h' o f pour f € C4(4, &) de plus les morphismes h,
et h!, commutent avec les §9, et induisent ainsi des morphismes en cohomologie

W, : HU(4, &) — H1(4, &)
hy t HI(U, &) — HI(4U, &")

Enfin A, et b, commutent avec les morphisme de raffinement t5 : H7(8, &) —
HY(®B, ®), on peut alors passer a la limite inductive pour obtenir des morphismes

W, H1(X,®') — Hi(X,®)
h, t HI(X,®) — HI(X,&")

On défini alors un morphisme de passage §f : HI(8, &”) — HIT1 (4, &) comme
suit, étant donné [f] € HI(U, &") représenté par un élément f € CI(i, &)
avec 07(f) = 0 par exactitude de la suite des groupes de cochaine on peut
alors trouver un élément g € C(4, &) tel que hy.(g) = f, ainsi 6%(g) ainsi
§9(g) € Ker(hy) C CITH(8, &) on a de plus §77169(g) = 0, on défini alors
5 f] = [0%(g)] comme la classe de cohomologie de §9(g).

On peut alors montrer que df commute avec les morphismes de raffinement t’%
on obtient alors le lemme suivant

Lemme 5.2. Une suite exact courte de pré-faisceauxr sur un méme espace X
induit une suite exact longue en cohomologie

o (X, 8) 5 H(x,8) 5 o, 6) B Her (X, 60)
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Supposons a présent que X est paracompact.

Soit & un pré-faisceau sur X et soit G le faisceau des germes de &, notons alors &
le pré-faisceau canonique associé a G on a alors un morphisme naturel h : & — &
qui & f € Sy, pour U C X un ouvert, associe la section s € I'(U, &) donnée
par z — f, ou f, désigne le germe de f. Par définition on a que H4(X, &) =
H9(X,®), h induit alors un morphisme h, : H9(X,®) — H4(X,&). On a alors
un théoreme relatif & ce morphisme dont la démonstration ne fera pas 1’objet
de cet exposé.

Théoréme 5.3. Soit & un pré-faisceau sur un espace paracompact X et soit &
son faisceau des germes, alors h, : H1(X,®) — HY(X, &) est un isomorphisme.

Considérons maintenant une suite exacte de faisceaux
) bl h  n
06" —=>6—-6"—=0

cette suite induit la suite exact sur les pré-faisceaux canonique suivante
0-T(U,6) BTw.e) S st -0

pour U C X un ouvert ou Sf; = I'(U, &) /T'(U, &'), notons respectivement &', &

et ®" les pré-faisceaux I'(U, &’), I'(U, &) et S{; on par définition HY(X,®’) =

HY(X,8") et H1(X,8) = H1(X, &) de plus comme X est supposé paracompact

on a d’apres le théoréme précédent HY(X,®") ~ HI(X,&") ainsi d’aprés le

lemme 5.2 on a le théoréme suivant

Théoréme 5.4. Soit une suite exact de faisceauz sur un espace X paracompact
/ h/ h, "
06 —=-6-6"=0
alors cette suite induit une suite exactes longue
h’ 54
Lo HIX, &) s HeX,6) S HI(X,6") S HIY (X, 6) —

ou 67 est defini naturelement comme dans le cas des pré-faisceaux.
Passons a présent a la définition d’un faisceau fin sur un espace topologique
paracompact.

Définition 5.7. Un faisceau & sur un espace paracompact X sera dit fin si
pour tout recouvrement localement fini { = {U;},.; de X il existe une famille
de morphisme de faisceaux {h;},.; ou h; : & = & tel que

1. Pour chaque i € I il existe un fermé A; de X tel que A; C U; et h;(S;) =0

2. Y h; = Id
i€l

Théoréme 5.5. Soit & un faisceau fin sur X alors H1(X,8) =0 pour ¢ > 1

Démonstration. Puisque X est paracompact il suffit de montrer que H%(4, &) =
0 pour ¢ = {U;},.; un recouvrement localement fini, pour cela considérons
I'opérateur d’homotopie,
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k104U, &) — C1 (U, &)
défini par la formule suivante pour f € CI(4, &)
(Bf)(igs .- sig—1) = Y t(iyi0,s .-, ig—1)

i€l
ou t(i,4p,...,%q—1) est defini comme suit

hi(f(i(), e 7iq,1)) sur U; N le‘0 Nn...NnU;
0 autre part

t(iviOa'“aiqfl) = ot

Ou les h; sont les morphisme vérifiant les propriété 1 et 2 de faisceau fin, on
peut alors vérifier par un calcul que 697 1k9 4 k91189 = Id pour ¢ > 1 ce qui
conclue la preuve. O

Théoréme 5.6. Le faisceau C; des germes de fonctions lisse définis localement
sur une variété paracompact M d valeurs dans C est fin.

Démonstration. Soit 4 = {U;},.; un recouvrement localement fini, soit ¢; une
partition de 1'unité subordonnée & il on défini les morphismes h; : C*°(U,C) —
C°(U,C) donnés par f +— ¢;f pour U C X un ouvert. Les morphismes induits
par les {h;} sur le faisceau des germes C; remplissent alors les conditions de la
définition puisque Y ¢; = 1 et les fermés A; sont donnés par Supp(¢;). O

5.3 Classification des fibré en droite complexe

Soit M une variété lisse, nous avons vu que les classes d’isomorphisme de
fibré vectoriel réel de rang 2 orienté sont en bijection avec ’ensemble des C*-
cocylces que nous avions noter H'(M,C*) cette notation provient du fait que
cet ensemble n’est rien d’autre que le groupe de cohomologie H'(M,C;) as-
socié au faisceau C; défini dans I'exemple 5.1 en effet par définition on a
HY(M,C;) = HY(M,¢*) = lﬁ% Ha(U, ¢*), de plus C* étant muni de sa struc-

U
ture multiplicative, les élément de H' (4, €*) pour un recouvrement  sont don-
née (d’apres la définition de la cohomologie & valeur dans un pré-faisceau) par
des classes d’équivalence de fonctions

Gij ZUiﬂUj%C*
pour la relation d’équivalence :
1l existe A; € T'(U;, €*) tel que ggj = )\igij)\;1

ce qui correspond bien & la définition de H'(M,C*) dans la section 3.1 apres
passage a la limite inductive.
Considérons a présent la suite exacte exponentiel défini dans I'exemple 5.1

0-Z5CS5Cr—0

cette suite induit une suite exact longue en cohomologie par le théoréme 5.4
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= HY(M,Z) % HO(M,C;) 5 HO(M,C;) 53 Het (M, Z) — ...

Nous avons de plus montrer que le faisceau C; est fin, ainsi H?(M, C;) = 0 pour
q > 1 nous avons donc 'isomorphisme

6t HY(M,C;) ~ H*(M,Z)

et donc une bijection qui est en fait un isomorphisme de groupe entre Vectﬁ (M) ~
H?(M,Z) nous allons montrer que cet isomorphisme est en fait fourni par la
premiere classe de Chern des fibré. Notons que d’apres la remarque de la section
4.3.2 (avec les méme notations) on a que & (FE) = [¢|(E) € H*(M,Z) pour E
un fibré en droite complexe.

Théoreme 5.7. L’application
é : Vecty (M) — H*(M,Z)

qui associe & une classe d’isomorphisme de fibré vectoriel sa classe d’Euler (pre-
miére classe Chern) est un isomorphisme de groupe.

Démonstration. On a comme évoqué précédemment un isomorphisme de groupe
Vecty (M) ~ H'(M,C;) ainsi il suffit de montrer que étant donné une classe
isomorphisme de fibré vectoriel [E] auquel est associé une classe de C*-cocycle
[g] € HY(M,C;) on a +¢([E]) = §1([g]) pour cela soit gos un t-cocyle re-
présentant [g] pour un recouvrement { de M donné. Par construction de la
cohomologie des faisceaux la suite exact exponentiel induit une suite exact

0—CYWU,3) S Cclu,e) S Cru,e*) =0
ainsi il existe ¢o5 € C1(4, €) qui peut étre vue comme une élément C1 (8L, 3)

tel que e.(Pas) = gap car le morphisme ¢, est induit par I'injection canonique,
donc ¢,p est donné par

¢Oé,3 = ﬁ log Gap

Nous avons défini le morphisme de passage 61([g]) comme la classe [6¢op5] dans
H?(M,Z). De plus nous avons le diagramme commutatif suivant

CHY,3) —= C1 (4, R)

|

C2(8,3) —— C2(U,R)

ou ¢ désigne l'injection canonique des fonction localement constante & valeurs
dans Z dans les fonction localement constante a valeurs dans R, et § est I'appli-
cation défini dans la section 2.5 pour le complexe de Cech.

De plus les injections 4 induisent de injection en cohomologie i : H*(M,Z) —
H*(M,R), ainsi en regardant 6.([g]) comme un élément de H2(M,R) et dns
comme un élément C? (8, R) de on a 6 ([g]) = [§¢as] dans H2(M,R) or d’apres
le calcul de la classe d’Euler d’un fibré vectoriel de rang 2 orienté on a
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0:(19]) = [6¢ap] = [—4]

ou € est un représentant de la classe d’Euler du fibré dont les cocycles sont donné
par gos dans H?(4,R) donc 4! ([g]) (& signe prés) est bien la classe d’Euler de
la classe d’isomorphisme du fibré F

O

Ce dernier théoreme classifie donc les fibrés vectoriel réel orienté de rang 2
sur une variété lisse, remarquons en particulier que si M est une surface lisse
compact (i.e. variété lisse compact de dimension 2) alors Vecty (M) ~ Z.
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