Chapitre 1

Eléments de théorie géométrique
de la mesure

Dans ce chapitre, on considere Q@ € RY un ouvert et on désigne par B(f2) la tribu Borélienne
sur Q.

1.1 Les mesures de Radon

Définition 1.1.1. On dit que p : B(Q) — [0, +0o0] est une mesure Borélienne positive si

(i) p(@)=0;

(ii) pour toute suite {B;};en de Boréliens deux & deux disjoints,

(o) o0
plUBi| =D uB).
j=0 =0

Si de plus pu(K) < oo pour tout compact K C Q, on dit que p est une mesure de Radon positive.

On notera par la suite £V la mesure de Lebesgue dans RV qui est une mesure de Radon positive.
Les mesures de Radon positives jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la
mesure d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.1.2. Soit u une mesure de Radon positive sur Q2. Alors, pour tout Borélien A C 2

w(A) = sup{u(K): K C A, K compact},
= inf{u(U): ACUCQ,U ouvert}.

Démonstration. Commencons par montrer I’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que u(A) < oo et on pose v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui
définit une mesure Borélienne finie sur RY.

On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 5}.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
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Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit done { By, }nen une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B,, tel que

9

L’ensemble C' := (), C), est fermé et

() e =D () 2 Qo) < Sotmrco <«

ce qui montre que (), By, € F. Par ailleurs, on a

(9] (02) (02 (5)

SV(G(B"\C ) i (Bn \ Ch)

n=0
Pour m asssez grand, on a donc en posant C/ := UZI:O Cn
(o]
V(U Bn\C"> <e,
n=0

ce qui montre, C' étant fermé, que |, B, € F.
Comme tout ouvert de RY peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés, on
en déduit que F contient tous les ouverts de RY.

Posons a présent
G:={BeF:°‘BeF}

de sorte que RN € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que G contient la tribu Borélienne. Par
conséquent, pour tout B C R Borélien et tout £ > 0 il existe un ensemble fermé C C B tel que
v(B\C) < . En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que u(A\C') < e. Pour tout
n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme u(C) < p(A) < o0),
on a lim, u(C \ K,,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que
n(A\ Kn) <e

Si (A) = oo, on décompose A = |J;(ANC;) ot Cj = {x € RN : j < || < j+1}. Comme p est
une mesure de Radon, (AN C;) < oo pour tout j € N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact K; C AN C; tel que u(K;) > u(ANC;) — 277, Par convergence monotone,

nhﬁnolo,u UK =pu U Zu Z (ANC)) —277) = 0o = p(A).

7=0 JEN jEN jEN

Comme U?:O K; est compact, on obtient ainsi I’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant I’approximation par extérieur & 1’aide d’ouverts. Soit {wy, }nen une suite
exhaustive d’ouverts relativement compacts dans € tels que @, C wp41 et |J,, wn, = 2. L'ensemble
wn \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), ’étape précédente
montre Pexistence d’un fermé C,, C wy, \ A tel que p((wy, \ A) \ Cy) < €/2™. Posons Uy, = wy, \ Cy,
qui est un ouvert avec w, N A C U, et tel que p(U, \ A) < €/2™. Si on pose U := J,, Up qui est
un ouvert, on obtient que A C U et u(U\ A) <>, u(Un \ A) < e. O
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Une conséquence immédiate du résultat précédent concerne la densité des fonctions continues a
support compact.

Corollaire 1.1.3. Soit p une mesure de Radon positive sur un ouvert Q de RN . Alors l’espace
C.(4RY) est dense dans L}L(Q;Rd).

Soit A une mesure de Radon positive sur un ouvert @ C R™. On rappelle que le support de A
est donné par

Supp(A) :={z € Q: A(B,(x)) > 0 pour tout g > 0}.
Lemme 1.1.4. L’ensemble Supp()) est fermé dans Q et A\(Q \ Supp())) = 0.

Démonstration. Si x ¢ Supp()), alors il existe o > 0 tel que By(z) C Q et A(By(z)) = 0. Si
y € By(x) alors il existe R > 0 tel que Br(y) C B,y(z) de sorte que A(Br(y)) < A(B,(x)) = 0. Par
conséquent B,(xz) C Q\ Supp()), ce qui montre que €\ Supp(\) est ouvert et donc que Supp()
est fermé dans 2.

Par ailleurs, soit K un compact contenu dans 2\ Supp()\). Par compacité, il existe un nombre
fini de points z1,...,z,, € K et r1,...,7, € (0,dist(K, 00Q)) tels que

K cC U By, (zi), A(Br;(z:)) =0 pour tout 1 < i <m.
i=1

Par conséquent, A(K) < >, A(B,, (x;)) = 0. Par passage au supremum parmi tous les compacts
K C Q\ Supp(A), on en déduit que A(2\ Supp(N)) = 0. O

Définition 1.1.5. On dit que p : B(2) — R? est une mesure de Radon vectorielle si
(i) u(0) =0;
(ii) pour toute suite {B;};en de Boréliens deux a deux disjoints, la série vectorielle ., u(B;)
converge et sa somme est donnée par

o0 o)
> ouB)=ul|lJB
§=0 §=0
En notant | - | la norme Euclidienne sur R?, on définit, pour tout B € B(2), la variation de u
par
|| (B) = sup Z |u(Bj)| : B; € B(R), B; N B; =0 pour tout i # j, B = U B;
j=0 JEN
Remarque 1.1.6. Soit u = (u1,...,pq) une mesure de Radon vectorielle ot 1, ..., g sont des

mesures de Radon réelles. Alors on a
d
il <> Jpal.
i=1

Proposition 1.1.7. Soit u une mesure de Radon vectorielle, alors |u| est une mesure positive
finie qui satisfait
|u(B)| < |ul(B)  pour tout B € B(2).
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Démonstration. Par définition de |u|, on a bien I'inégalité |p(B)| < |u|(B) pour tout B € B(Q).

Montrons tout d’abord que |u| est une mesure Borélienne. 1l est clair que |p|(@) = 0. Soit
{An}nen une suite de Boréliens deux a deux disjoints contenus dans 2 et posons A := |J,, An.
Si {B,}en désigne une partition Borélienne de A, alors pour tout j € N, {4, N Bj},en est une
partition Borélienne de B; et il vient que u(B;) = >, u(A; N By,) et donc

Zo_o: ii AOB|—ZZ|ﬂA mB|<Z|ﬂ|

n=0 j=0

Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes {B;};en de A4, il vient

ul(A) < Z |ul(A

Pour montrer I'autre inégalité, pour tout n € N et tout € > 0, soit { E7' } jen une partition Borélienne

de A, telle que
l(A) <Y (B +27"
§=0

Comme {E}'}(jn)enz est une partition Borélienne de A, il vient

|ul(A Z (B = |ul(An) — 2¢
n=0

7,m=0
et I'inégalité vient par passage a la limite quand ¢ — 0.

Pour établir que || est une mesure finie, il suffit de considérer le cas d = 1. Supposons qu’il
existe A € B(2) tel que |u|(A) = oo, on peut alors trouver une partition Borélienne {4, }nen de
A telle que

Zm Dl = 2(n(A)] +1).

Soient B = UM(An)ZO A, et Ey = Uu(Xn)<0 A, desorte que A= E1UEs, E1NEy =0, u(Ey) >
w(E2) <0 et |u(EL)| + |w(E2)] > 2(|u(A)] 4+ 1). 11 existe donc i9 = 1 ou 2 tel que |u(E;,)|
i(A)] + 1 et on pose E = Ey,, F = A\ E. On a done [ul(E) > [u(E)| > 1, |ul(F) > |u(F)|
1(A)—u(E)| > |u(E)| ~ |u(A)] > 1. Comme 00 = |y (4) = [ul(E)-+ |l (F), il vient que [u|(E) = o0
ou |u|(F) = oco. Supposons sans restreindre la généralité que |u|(F) = oo et posons Yy = E. On
reproduit 'argument précédent avec F' au lieu de A. On construit alors par récurrence une suite
{Y;};en de Boréliens deux & deux disjoints tels que |pu(Y;)| > 1 pour tout j € N ce qui montre
que la série de terme général {u(Y;)}en ne peut pas étre convergente. On aboutit donc & une
contradiction qui montre bien que |u|(A) < co pour tout A € B(£2). O

0
2

Un exemple typique de mesure vectorielle est celui des mesures a densité.

Définition 1.1.8. Soit A une mesure de Radon positive sur Q et f € L}(Q;R?). On définit la
mesure de Radon vectorielle p := f\ par

A) = / fdXx pour tout A € B(Q).
A

On montre effectivement que fA est une mesure de Radon vectorielle par convergence dominée.
Le résultat suivant détermine la mesure variation d’une mesure a densité.
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Proposition 1.1.9. Soit p = fA la mesure vectorielle définie précédemment. Alors, la mesure
variation de (v est donnée par |u| = |f|A, i.e.

|u|(A /|f|d)\ pour tout A € B(Q).

Démonstration. L'inégalité |u| < |f|A est immédiate. Pour montrer I'inégalité opposée, on considere
un sous-ensemble D = {z; }ren dénombrable et dense dans la sphere SV =1 = {z e RN : |z = 1}.
Soient A € B(2), € > 0 et k € N, on définit les ensembles Boréliens

Ay ={zecA: f(x) 2 2 (1 —e)|f(z)]}
de sorte que A = J, Ar. On pose ensuite

k-1
By=A4p, Br=A\ U A;j pour tout k> 1,
j=0

de sorte que By € B(€Q) pour tout k£ € N et les ensembles {By}ren sont deux a deux disjoints.
Comme | J, By = J, Ar = A4, il vient que

(1- 1fldx=>"(1—¢) [ |fldr< 2 f A
) / keN / %/ .
=3 w(B) < 3 (B < Jul(4),

keN keN

ce qui conclut la preuve du résultat. O

Si d =1, on parle aussi de mesure de Radon réelle. On pose alors

£ plEp
pE =

qui définissent des mesures positives finies qui satisfont

p=pt =T, ul=pt

L’intégration d’une fonction Borélienne |u|-intégrable f : Q@ — R par rapport & p est alors définie

par
/fdu:/fdw-/fdu*.

Sid>2et u=(u1,...,1q) est une mesure de Radon vectorielle, on définit 'intégrale

[ ran= (/fdm,.. /fdud>
‘/Qfdu‘ < [ 1n1d

Si ¢ : Q — R? est une fonction vectorielle Borélienne |u|-intégrable, on notera

d
- dp = /%dui

On a toujours 'inégalité

et on montre que

w-du’ S/ || d]pl.
Q Q
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1.2 Les mesures de Radon par dualité

On désigne par C.(€2) ensemble des fonctions continues & support compact inclus dans Q. Toute
mesure de Radon positive p définit une forme linéaire sur C.(f2). En effet, I'intégrale

/Qfdu

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f) le support (compact) de f, on a

[ 181 < ) e 7 < o
K K
Par conséquent, ’application
L:fw / fdu
Q
définit une forme linéaire positive C.(2), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f)+ BL(g) pour tout f, g € C.() et tout a, § € R, (1.2.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(2) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur l'espace C.(€2) peut étre
représentée de facon unique par une telle mesure.

Théoréeme 1.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : C.(2) — R une forme
linéaire positive (i.e. qui satisfait (1.2.1) et (1.2.2)). Il existe une unique mesure de Radon positive
w sur ) telle que

L(f) = /Qfd,u pour tout f € C.(Q). (1.2.3)

Dans la preuve de l'existence, nous utiliserons le résultat suivant. Le cas n = 1 correspond au
Lemme d’Urysohn.

Lemme 1.2.2 (Partition de I’unité). Soient Vi,...,V,, des ouverts de R et K un compact tel
que K C \JI_, Vi. Alors, pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions f; € C.(RN;[0,1]) telles que
Supp(fi) C Vi et >, fi=1 sur K.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe ¢ € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée en x
et telle que B, C V;. Par conséquent, K C Uze k Bz, et comme K est compact, on peut extraire
un sous recouvrement fini K C U§=1 By, On définit K; comme 'union des boules fermées Bigg7
qui sont contenues dans V;. Alors K; est un compact contenu dans V; et K C U?Zl K;. Soit U; un
ouvert borné tel que K; C U; C U; C V;, on pose alors

o dist(z, RN \ U;)
filz) = dist(z, K) + 327, dist(z, RV \ Uj)

pour tout z € RV,

qui satisfait bien les propriétés souhaitées. O
Pour tout ouvert V' C 2, on définit

p (V) == sup{L(f) : f € Cc(2[0,1]), Supp(f) C V'}. (1.2.4)

SiU C V,alors u*(U) < p*(V) de sorte que 'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble A C
en posant
p (A) .= inf{u*(V): ACV CQ ouvert}.

La propriété de croissance de p* reste vraie au sens ot p*(A) < p*(B) pour tout A C B.
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Lemme 1.2.3. Pour tout compact K C ), on a
p*(K) =inf{L(g) : g € Cc(2;[0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u*(K) < co. De plus, pour tout ouvert U C €,
w*(U) =sup{p*(K): K CU, K compact}.

Démonstration. Soient K C Q un compact et g € C.(€;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour tout
0 <t < 1, Pensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f < t~1g pour tout
f € C.(92;1]0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

P (K) < p*(Vy) = sup{L(f) : f € Cc(€2;10,1]) tel que Supp(f) C V;} <t7'L(g) < oc.
En faisant tendre t — 17, on obtient u(K) < L(g) et donc, par passage a I'infimum en g,
p*(K) <inf{L(g): g € C.(;]0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C Q contenant K. Si f €
Cc(€2;[0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par définition de p*
sur les ouverts que

inf{L(g): g € Cc(]0,1])), g=1sur K} < L(f) < p*(U),
puis, par passage a 'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € C.(£2;]0,1]), g =1sur K} < p*(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert U C 2.
Alors, par définition de p* sur les ouverts, pour tout a < p*(U), il existe une fonction f €
Cc(2;0,1]) telle que Supp(f) C U et a < L(f). Soit K = Supp(f) et g € C.(2;[0,1]) telle que
g =1sur K. Comme f < gsur Q,ona L(f) < L(g), puis par passage a 'infimum par rapport a g,
on obtient que L(f) < p*(K). Ceci montre I'existence d'un compact K C U tel que a < p*(K). O

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles p* : P(£2) — [0, +00] qui est finie sur les
compacts, qui satisfait, par définition, la propriété de régularité extérieure

w*(A) =inf{p*(V): ACV C Qouvert} pour tout A€ P(Q) (1.2.5)
et la propriété de régularité intérieure
w*(U) =sup{p*(K): K C U, K compact} pour tout ouvert U C Q. (1.2.6)
Lemme 1.2.4. La fonction d’ensemble u* est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*(f) = 0 et u* est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si A C B, alors p*(A) < p*(B). Il s’agit & présent de montrer que p* est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {A, }nen de sous-ensembles de €, on a

W (U An) <D H(An).
n=1 n=1
Montrons d’abord que si V; et V5 sont des ouverts de €2,

p(Viu Vo) < pt (Vi) + p* (Va). (1.2.7)
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Soit g € C.(9;]0,1]) avec Supp(g) C V1 UV4. Soient f; et fo € C.(2;]0,1]) telles que Supp(f1) C V1,
Supp(f2) C Vo et f1 + fo = 1 sur Supp(g). Par conséquent, pour i = 1, 2, fig € C.(2;]0,1]),
Supp(fi) C Vi et g = fig+ fog de sorte que, par linéarité de L et la définition de p*,

L(g) = L(f19) + L(f29) < p* (V1) + p*(V2).

Par passage au supremum en g, on obtient u* (Vi U V) < p* (Vi) + p*(V2).

Si u(Ay,) = oo pour un certain n € N, alors le résultat suit. Sinon, si u(A4,) < co pour tout
n, alors quelque soit £ > 0 il existe un ouvert V,, tel que A4,, C V, et p*(V,) < p*(4,) + 27 "e.
On définit V :=J,_; V,, et on considere f € C.(£;0,1]) avec Supp(f) C V. Comme Supp(f) est
compact, il existe p € N tel que Supp(f) C UV _, V.. En itérant (1.2.7), il vient

p

L(f) < p* (U Vn> < (Vo) <D (By) + 2.
n=1 n=1

n=1

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(€2;[0,1]) avec Supp(f) C V, et U,—; 4, C

V, on en déduit que
n (U An) Spr(V) <> (An) + 26,
n=1 n=1

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. O

D’apres le théoréme de Carathéodory (voir le théoreme 3.1.3), la classe A des ensembles p*-
mesurables, i.e., ’ensemble des parties A C  qui satisfont

w(E)y=p(ENA)+p(E\A) pourtout E C Q,

est une tribu sur €, et la restriction p := p*|4 de p* & cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B C  avec dist(A4, B) > 0, on a

1 (AU B) = u*(A) + 1" (B).

En effet, par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(AUB) > p*(A)+p*(B). Soit W C
un ouvert tel que AUB C W. Comme dist(A, B) > 0, il existe des ouverts U et V tels que A C U,
BcCcV,UUV CWetUNV =0. Par définition de pu* sur les ouverts, on a

wW)zp (UUV) 2 p*(U) +p*(V) 2 p*(A) + 17 (B).

Par passage a l'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu. Une
application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que B(€2) C A. Par conséquent, la restriction
de p a B(€2) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 1.2.3, on a u(K) = p*(K) < oo
(puisque les compacts sont Boréliens), on en déduit que p est une mesure de Radon positive.

Nous sommes a présent en mesure de conclure la preuve du théoreme de représentation de Riesz.

Démonstration du théoréme 1.2.1. 11 reste & établir la propriété de représentation (1.2.3). Soit
f € C.(2), par linéarité de L, il suffit d’établir que

MﬁéAfw~ (1.2:8)

Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout ¢ > 0, il existe
Yo, Yts---,Yn €E Rtelsque yo < a =y < -+ < yp = b et maxy<i<n(y; — yi—1) < €. On définit,
pour tout ¢ € {1,...,n}

Bi = [ (Jyic1, i) N K.
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Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres la
propriété de régularité extérieure (1.2.5), il existe un ouvert V; contenant B; tel que u(V;) <
w(B;) + ¢/n. Par ailleurs, 'ouvert W; = f~(Jy; — &,y; + €[) contenant B;, on obtient en posant
U; = V; N W; un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) < w(B;) + %, supf <y;+epourtouti=1,...,n
U;

Comme {Ui}lgign est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
l'unité subordonnée & ce recouvrement, i.e. des fonctions h; € C.(; [0, 1]) telles que Supp(h;) C U;
et > i hi = 1 sur K. Par conséquent, f = > 1" hif et 0 < h;f < (y; + £)h; dans €, puis par
linéarité et croissance de L, il vient

=D L(hif) <D (i +e)L(hi) =D _(lal +yi + &) L(hi) = |a] Y L(h
i=1 i=1 i=1 i=1

Comme Y 7 | h; € Cc(€2;]0,1]) est telle que Y- h; = 1 sur K, le Lemme 1.2.3 montre que

S L)~ L (Z m) > (K

Par ailleurs, la définition de p* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < u(U;) < p(B;)+¢/n,
de sorte que

i (la] +yi +¢) ( (BZ)+%) — |a|u(K).

Comme {Bj,...,B,} est une partition de K, on en déduit que

L(f) < Zy i) +e(lal +[b] + € + u(K))

IN

Zyz u(Bi) +e(jal + b + € + 2u(K))

IN

S [ au clal + i+ + 20080

/Qfdu+s<|a\+|b|+e+2u(f<>>,

ce qui prouve (1.2.8), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin 'unicité. Soient p; et ups deux mesures de Radon positives satisfaisant la
conclusion du théoréme de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité (1.2.5) et
(1.2.6), il suffit d’établir que pq(K) = pe(K) pour tout compact K C 2. Soit £ > 0 et K C Q
un compact. D’apres (1.2.5), il existe un ouvert V' contenant K tel que p2(V) < po(K) + . Par
le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(€;[0,1]) telle que f = 1 sur K et
Supp(f) C V d’out xg < f < xv. Il vient alors

Ml(K)Z/QXKdMS/Qfd/h:L(f)Z QfdMQS/QXVdM2:M2(V)<M2(K)+5-

Donc p1(K) < pg(K) et en échangeant les roles de p et o on en déduit que cette inégalité et une
égalité. 0
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Pour étendre ce résultat & des formes linéaires non signées, il est nécessaire d’imposer une
propriété de continuité. L'espace C.(£2; R?) n’étant pas un Banach, il convient de le fermer pour la
topologie de la norme uniforme sur 2. On définit alors

Co(@RY) = C (4 RA) 1

qui est alors un espace de Banach séparable. Par ailleurs une fonction f € Co(£2;R?) si et seulement
si f:Q — R? est continue et pour tout € > 0 il existe un compact K. C € tel que |f| < € sur
O\ K. (f tend vers 0 sur le bord de Q).

Définition 1.2.5. L’espace des mesures de Radon bornées sur €2, noté M(Q;R?), est le dual
topologique de 'espace de Banach Co(£2; R9).

Gréace au théoreme de représentation de Riesz (théoreme 1.2.1), on peut caractériser I’espace
des mesures de Radon bornées.

Théoréme 1.2.6. Pour tout L € M(;RY), il existe une unique mesure de Radon vectorielle u
sur ) telle que

d
L(f) = /Qf' dp = ;/ij dp;  pour tout f € Co(;RY).

De plus, en notant |u| la mesure variation de i, on a

L meosray = |1l (€).

Commencgons par établir que toute forme linéaire continue sur Co(2) = Co(£2;R) (pour d = 1)
peut s’écrire comme la différence entre deux formes linéaires positives.

Lemme 1.2.7. Pour tout L € M(Q), il existe des formes linéaires continues positives Lt et L~
sur Co(Q) telles que
L(f)=L"(f)— L (f) pour tout f € Co(2).

Démonstration. Définissons le cone CT := {f € Co(Q) : f > 0 sur Q} et pour tout f € CT,
LT (f):=sup{L(g): g€CT, g < f}.

Etape 1 : L7 est positive et finie sur CT. Soit f € C*, comme 0 € C*, on a LT(f) > 0.
Soit maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < ||L||smo)llgllee <
| Ll pmce) || flloo, €t par passage au sup en g, on obtient que 0 < L¥(f) < ||L| s | flloe < 0.

Etape 2 : Lt est additive sur C*. Soient fi et fo € CT et g € CT telles que 0 < g < f1 + fo.
On décompose g comme g = min(f1, g) + max(g— f1,0), ot min(f;,g) < f1 et max(g— f1,0) < fo.
Comme min(f1,g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1,9)) + L(max(g — f1,0)) < LT (f1) + L (f2),

puis par passage au supremum en g,

LY (fi+ f2) S LT (f) + LT (f2).

Pour montrer 'autre inégalité, on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et go € CT
tels que 0 < g; < fi et LT(f;) < L(g;) + € pour i = 1,2. Comme 0 < g1 + g2 < f1 + fa, il s’ensuit
que

LY(fi+ f2) > L(g1 + 92) = L(g1) + L(g2) > LT (f1) + L1 (f2) — 2e,
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et le résultat suit par passage a la limite quand € — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de LT sur Co(Q). Soit f € Co(£2), on décompose f comme
la différence entre sa partie positive et négative f = f* — f~ avec f* € Ct. On pose alors

LH(f) = LT(f*) = L*(f7). Si f et g € Co(Q), alors (f+9)" = (f+9)” =f"— [~ +g* —g~
de sorte que (f + )T+ f~+g9g  =(f+g9)~ + fT +g*. Dol par additivité de Lt sur CT,

LY((f+9)")+ LY () + L (g7 ) =L ((f+9) )+ LT (F) + LT (g"),
et donc LT (f+g) = LT(f)+ LT (g). En particulier, comme (—f)* = f¥, alors Lt (—f) = —L*(f).
Etape 4 : LT est continue sur Co(2). Soit f € Co(2). Comme LT est positive, alors L™ (|f| &

f) > 0, donc par additivité de Lt sur Co(Q), Lt (|f]) > £L1(f), d.e., |[LT(f)] < L*(|f]). Soient
maintenant fi et fo € Co(Q2), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

ILE(f) = LY ()l = LT (i = I S LT(f = £2D) < Ll 11 = follso-

Etape 5 : LT est une forme linéaire sur Co(Q). L’additivité de L™ montre que pour tout n € N,
Lt (nf) = nL*(f). Comme LT (—f) = —L*(f), 'identité précédente a en fait lieu pour n € Z.
Sir =p/qg € Qavec p,qg € Zet qg#0,alors pL™(f) = L*(pf) = LT (qrf) = ¢L™(rf), d'ot
Lt(rf) = rL*T(f). La continuité de LT et la densité Q dans R implique que LT (af) = aL™(f)
pour tout a € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur Co(2). On définit L~ := LT — L.
Alors L~ est clairement une forme linéaire continue sur Co(2). De plus, par définition de LT,
LT(f) > L(f) pour tout f € C*, ce qui montre que L~ est également positive. O

Démonstration du théoreme 1.2.6. Si d = 1, d’apres le Lemme 1.2.7, on peut décomposer L €
M(Q) comme L = LT — L~ ou L* sont des formes linéaires continues positives sur Co(2). D’aprés
le théoreme de représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon positives u* telles que

LE(f) = / fdu™  pour tout f € C.(Q).
Q

De plus, par définition de u* sur les ouverts (voir (1.2.4)) et par définition de la norme dans M (),
on a
pEQ) = sup  LF(f) <L mee) < oo,
fece(2500,1])
ce qui montre que u* sont des mesures finies. Par conséquent, en posant p := put — p~, p définit
une mesure de réelle telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.().

Cette inégalité peut étre étendue & toute fonction f € Co(2) par densité de C.(£2) dans Co(£2), par
continuité de L et par convergence dominée.

Sid > 2, on applique 'argument précédent aux formes linéaires continues f € Co(Q2) — L, (f) :=
L(fe;), pour tout 1 < j < d, olt e; désigne le j-itme vecteur de la base canonique de R¢. On
montre alors l'existence de mesures de Radon réelles pu; sur Q telles que L;(f) = fQ fdu; pour
tout f € Co(£2). On pose alors p = (u1, ..., ttq) qui définit une mesure de Radon vectorielle et qui
satisfait, pour tout f € Co(Q;RY)

d d d d
L) =L (> fiei | =D Llfie) =D Lilfy) = Z/ fiduj = / fdu.
Jj=1 j=1 j=1 j=17% Q
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Si f € Co(;RY) est telle que || f||oo < 1, alors on a

IL(f)| < /Q Fldlul < ul(@),

puis par passage au supremum par rapport a f, [| L|| pq(ure) < |p|(€2). Réciproquement, soit { B; }ien
une partition Borélienne de 2. On pose

f= 2 Lme

i€N, |u(B;)|>0

Comme |u| est une mesure finie et |f| < 1, on en déduit que f € Lllul(Q;]Rd). Par densité de

C.(;RY) dans Lllul(Q;Rd), pour tout € > 0, il existe une fonction g € C.(£;RY) telle que |g| < 1
et [, |f —gld|p| < e. Par conséquent

Lo = [ gduz [ frdu—c=Y lu(Bo] -
@ @ ieN
Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes de 2, il vient
Ll pmamray = [1I(82) =&,
ce qui implique, ¢ > 0 étant arbitraire, que || L[| pq(qura) > [p[(£2).

Concernant 'unicité, soient u; et pus deux mesures vectorielles telles que

fdus = / fdus pour tout f € C.(Q).
Q Q

On pose A := |u1| + |p2| et on considere un Borélien A C Q. Par densité de C.(f2) dans L} (),
pour tout € > 0 il existe une fonction f. € C.(Q) telle que

/\fs—xAldASa
Q

On en déduit alors que

/|fs—xA|d|m|§s ot /|fs—x,4|d|u2|§s.
Q Q

Par passage a la limite dans
/ fadﬂl = / fsd/JQ
Q Q
quand € — 0, on en déduit que u1(A) = pa(A).

1.3 Convergence de mesures

Le théoréme de représentation de Riesz permet d’identifier le dual topologique de Co(€2; R?), noté
M(Q;R?), & I'ensemble des mesures de Radon vectorielles que nous appelerons dorénavant 1’espace
des mesures de Radon bornées. On définit également 1’espace des mesures de Radon, Mi..(€2; RY),
comme I’ensemble des applications p : B(Q2) — R telles que u € M(w;R?) pour tout ouvert borné
w tel que w C Q. Une variante du théoreme de représentation de Riesz montre qu’on peut identifier
I'espace Mioc(Q; R?) aux distributions vectorielles d’ordre 0.

En tant qu’espace dual, on peut considérer la topologie faible* sur M(£2; R9).
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Définition 1.3.1. (i) Une suite {u, }nen C M(2;R?) converge faible* vers p € M(£;R?) si
/Qtp ~dpy, — /Q @-dp  pour tout ¢ € Co(Q;RY).
(ii) Une suite {n }nen C Mioc(Q;R?) converge localement faible* vers p € Mo (€2; R?) si

/ @ - dp, — / @-dp  pour tout p € C.(Q;RY).
Q Q

La norme étant faible® semi-continue inférieurement, il vient que si u, — p faible* dans
M(Q;R?), alors pour tout ouvert U C €,

ul(U) < i inf 11, (U).

L’espace Co(€2; RY) étant séparable, le résultat suivant provient d’une application immédiate du
théoréme de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.3.2. Soit {{1, }nen une suite bornée d’éléments de M(;RY). Alors, il existe une
sous-suite {fin, ren et p € M(Q;R?) telles que pin, — p faible* dans M(2;RY).

Un exemple typique d’application du théoreme de compacité précédent concerne les suites
{fn}nen bornée dans L} (Q2;R?), oul A est une mesure de Radon positive. L’espace L} (€2; R?) étant
non réflexif, on ne peut pas en général extraire de sous-suite faiblement convergente dans L} (£; R%).
Néanmoins on peut définir la suite de mesures de Radon bornées ji,, = f,A € M(Q;R?). Comme

uw«n=ljnwxga

la suite {fin}nen est bornée dans M(;RY) de sorte qu'on peut extraire une sous-suite faible*
convergente dans M (£2;RY) vers une limite g € M(Q;R%). En général, u n’est pas absolument
continue par rapport a A.

Pour les suites de mesures positives, nous avons les conditions suivantes de semi continuité le
long d’ouverts ou de compacts.

Proposition 1.3.3. Si {p,}nen est une suite de mesures de Radon positives dans Q qui converge
localement faible* dans Mo.(Q) vers une mesure de Radon positive p, alors

w(U) < lirginf un(U)  pour tout ouvert U C Q,

lim sup pn, (K) < w(K)  pour tout compact K C €,

n—oo

et
lim p,(E) = u(E) pour tout Borélien borné E tel que E C Q et un(0F) = 0.

n—oo

Démonstration. Soit U C 2 un ouvert et C' un sous ensemble compact de U. On considere une
fonction ¢ € C.() telle que 0 <1 <1, ¢ =1sur Cetp =0sur Q\U. Alors

timint 0,(U) = Jim [ wd, = [ wdu= p(C)

n—oo

Le résultat s’obtient par passage au supremum parmi tous les compacts C' C U et par régularité
intérieure de .
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Si K C Q est compact, par régularité extérieure de p, pour tout € > 0 il existe un ouvert V" C 2
tel que K C Vet u(V) < u(K) + . On peut trouver une fonction ¢ € C.(2) telle que 0 < ¢ < 1,
p=1sur K et ¢ =0 sur Q\ V. Par conséquent

n—00 n—00

lim sup pi, (K) < lim wdun=/s@du§u(V) < u(K) +e.
Q Q

On obtient le résultat en faisant tendre € — 0.

Si E C Q est un Borélien borné tel que E C Q et u(0F) = 0, alors

w(E) = p(E) < liminf p, (E) < lirr_1>inf pn(E) < limsup i, (E) < liminf u, (E) < u(E) = u(E),
n o0 n— oo

n—00 n—00
ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Dans le cas d’une suite de mesures vectorielles, nous avons un analogue au dernier point de la
Proposition 1.3.3.

Proposition 1.3.4. Soit {pin }nen C M(Q;R?) telle que pi,, — p faible* dans M(Q;R?) et || —
A faible* dans M(Q) ot pu € M(;R?) et X € M(R) est une mesure positive. Alors X > |u| et si

E est un Borélien borné tel que E C Q et A\(OF) = 0, alors

a(E) = p(E).

Démonstration. Soit U un ouvert borné tel que U C €. Pour ¢ > 0 petit, on pose U; := {x € U :
dist(x,0U) > t} de sorte que U; C U. Par semi-continuité inférieure de la variation, il vient, pour
tout ¢t > 0,
|[ul(Ur) < liminf |p|(Ur) < AM(U¢) < A(U).
n—oo

Par passage a la limite quand ¢ — 0, il vient que |p|(U) < A(U). Par régularité extérieure des

mesures de Radon positives || et A, on en déduit que |u| < A.
On écrit
Mn:(un,17"'7un,d>7 H:(Mla--~7ﬂd)
et, pour tout 1 < i < d, p,; = ,u:’i — [y, ; Avec [ | = ,u:ﬂ- + py, ;- Quitte & extraire une sous-

suite, il existe une mesure de Radon positive v; € M() telle que ,uj,i — y; faible* dans M(2).

De plus, comme |p,| > ,u:;i, il vient par passage a la limite que A > v;. En particulier, comme
v;(OF) < A(OF) = 0, on en déduit de la Proposition (1.3.3) que

iy () = vi(E). (1.3.1)

De méme, comme fi,, ; = fi,7 ; — pin,i = Vi — pi; faible* dans M() et |pn| > p,, ;, on en déduit que
A > v; — p; ce qui implique que

f i (E) = vi(E) — pi(E). (1.3.2)
Le résultat suit en faisant la différence entre (1.3.1) et (1.3.2). O

Un outil important pour approcher les fonctions, distributions ou mesures est la convolution.

Définition 1.3.5. Soit u € M(2;R?) et f: RY — R une fonction continue bornée. On définit la
convolution de p et f par la fonction

px flz) = / Fl@ — ) du(y).
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Une application importante est celle ou f = 7. est une famille de noyaux de convolution de la
forme

1 x N
ng(m)zg—Nn(g), x € RY,
ou 7 € C°(RY) est une fonction positive, paire qui satisfait Supp(n) C B1(0) et [pn n(y) dy = 1.
Proposition 1.3.6. Soit @ C RN un ouvert et p € M(2;R?). Pour e > 0, on définit

pente) = [ ot == [ 4 (272) dut

pour x € Q. = {z € Q: dist(z,00) > e}. Alors
(a) pxn. € C®(Q;RY) et 0%(u*n.) = p* (0%n.) pour tout o € NV ;

(b) La mesure p. = (u*n.) LN convergence localement faible* vers u dans Mioc(2;RY) et

el (4) = /A % 7e) () der < [l (A + B.(0))

pour tout Borélien A C (..

Démonstration. (a) On calcule la limite du taux d’accroissement par passage a la limite sous le
signe intégrale et convergence dominée, puis on raisonne par récurrence sur o.
(b) Soient ¢ € C.(£2) et € > 0 assez petit tel que Supp(y) C Q.. A I'aide du théoréme de Fubini

et de la parité de n, on a
([ et dntw)) oloraa
o \Ja

= /Q(/Qna(y—x)w(fv)dx) dp(y)
/Qcp*nsdw

Comme ¢ est continue & support compact, @ * 1. — ¢ uniformément sur Q et donc, du fait que |y
est une mesure finie,

/ (1+ 1e) (@) () da
Q

ti [ (en)@eta) do =i [ oenedn= [ odp,

ce qui montre p. — pu localement faible* dans MlOC(Q;Rd). De plus, comme . est une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on a de nouveau par le théoreme de
Fubini

|ME‘(A):/4|“*n€|($)dx§/A/Q”e(x—y)dWKy)dﬂc
</Q/A?75($—y)dxd|ﬂ|(y)<A+BE(O)Ang(x—y)dxd|u|(y)< || (A + B.(0)).

O
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1.4 Différentiation de mesures

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules fermées dans RY. Une telle famille
F est un recouvrement de A C RY si pour tout = € A, il existe une boule B € F centrée en z.
Nous dirons que F est un recouvrement fin de A si, pour tout x € A et tout § > 0, il existe une
boule B € F centrée en x telle que diam(B) < 4.

On admet le résultat suivant (voir [1, Theorem 2.17]).

Théoréme 1.4.1 (de recouvrement de Besicovitch). Il existe un entier € = £(N) € N qui ne
dépend que de la dimension N avec la propriété suivante : soit A C RN un ensemble borné et F
un recrouvrement de A par des boules fermées et tel que

sup{diam(B), B € F} < o0.

Alors, il existe & sous-familles Fi,...,Fe de F telles que, pour tout j € {1,...,&}, F; est une
famille dénombrable de boules deux a deux disjointes et

ACO U B

j=1BecF;

Un corollaire du résultat précédent concerne les recouvrement d’'un ensemble par une union
dénombrable composée de boules fermées deux a deux disjointes a un ensemble de mesure p pres,
ou u est une mesure de Radon arbitraire.

Corollaire 1.4.2. Soit A C RY un ensemble Borélien borné et F un recouvrement fin de A. Alors,
pour toute mesure de Radon positive p sur RY, il existe une sous famille G, C F dénombrable
disjointe telle que

wl A\ U B| =0
Beg,

Démonstration. Soit £ € N donné par le théoreme 1.4.1 et 6 = 1 — 1/(2¢). En posant Ay = A, il
existe £ sous-familles F7i, . .., F¢ telles que, pour tout j € {1,...,£}, F; est une famille dénombrable
composée de boules fermées deux a deux disjointes et

3
Ay C U U B.
Jj=1BEF;
En particulier, il existe i € {1,...,£} tel que
1
1 (Aoﬁ U B) > EM(A).
BeF;
Comme p(Ag) < 0o, on peut donc trouver une sous famille finie G; C F; qui satisfait
12 Aom U B > i/L(‘Ao)
ST:
Beg;

On pose alors Ay := A\ U Beg, B et on applique le méme argument au recouvrement fin de A;

donné par
]-"’::{B/E]:: B'n U B:@}

Beg:
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dont on extrait une sous-famille finie disjointe G5 telle que
1
M (Al N U B) > —u(Aq).
2¢
Begs

En particulier, G; U G2 est également finie et disjointe et, en posant Ay := A; \ UBeg2 B, on a

p(A2) < 6p(Ar).
Par récurrence, on construit pour tout £ € N un ensemble Ay C Ap telle que u(Ag+1) <

dp(Ag) et une famille finie disjointe Gy telle que Uf;l G; est disjointe et
Agpr =4\ |J B=--=4\ |J B
BEGis BeUlg,

En particulier, comme p(Ag) — 0 et la famille dénombrable et disjointe G = (J,—, G, satisfait

A\ |J Bc ﬁAk,
k=1

Beg

on obtient effectivement que p(A\ Ugeg B) = 0. O

Si A et u sont deux mesures de Radon positives sur €2, on définit pour z € Supp(A)

DY () i= limsup igjg;;’ Diule) =l it 5@583'

Lemme 1.4.3. Pour tout ¢ > 0, la fonction x € Q — A(B,(x)) est semi-continue inférieurement.
Pour tout x € 2, la fonction o — A(B,(x)) est continue a gauche.

Démonstration. Soit xx — x, fr := XB,(z) €t [ = XB,(«)- Alors on a
liminf fx(y) > f(y) pour tout y € RV,
k—o0

Cette inégalité est immédiate si y & B,(x). Si en revanche y € B,(z), alors |z — y| < o, ce qui
implique que |z — y| < o pour k assez grand. Par conséquent, le Lemme de Fatou implique que

lim inf frd\ > / fa,
RN RN

k—o0
ce qui montre effectivement que

liminf A(B,(zx)) > A(B,(x)).

k—o0

Soit g * o, alors la suite d’ensembles {B,, ()}ren est croissante au sens de inclusion et
Uy Box () = By(x). Par convergence monotone, on obtient alors que (B, (z)) = A(By(z). O

Le Lemme 1.4.3 montre que les fonctions Dit,u sont Boréliennes sur ). De plus comme les
boules ouvertes peuvent étre approchées par I'intérieur par des boules fermées, les densités Di[ 1
ne changent pas si ’on remplace les boules ouvertes par des boules fermées.

Proposition 1.4.4. Soient A\ et p deux mesures de Radon positives sur 2 et t > 0. Pour tout
Borélien A C Supp(\), on a les deux implications suivantes :

Dipz) <t VeeA = p(A) <tA(A); (1.4.1)
Diu(x)>t VeeA = pu(A)>tr\(A). (1.4.2)
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Démonstration. Montrons (1.4.1). Soit U un ouvert contenant A et € > 0. Pour tout = € A et tout
6 >0, il existe o(x) € (0,9) tel que By (z) C U et

N(Eg(x) (x)) < (t + 5))‘(39(96) (x))

On définit - - - -
Foi={By(x): v € A, By(x) CU, u(B,(z)) < (t+e)A(B,o(z))} .

Par hypothese, F. est un recouvrement fin de A. Le théoréme de recouvrement de Besicovitch
montre alors lexistence sur sous-famille dénombrable et disjointe F, := {B;};en C F: telle que

Par conséquent,

pu(A) = iu(E) <(t+e) ik(ﬁi) =(t+e)A (U Bi> < (t+e)AD).
i=0 =0

ieN

Par passage a 'infimum parmi tous les ouverts U contenant A et en faisant tendre ¢ — 0, on en
déduit que p(A) < tA(A). La preuve de (1.4.2) est similaire. O

Théoréme 1.4.5 (Différentiation de Besicovitch). Soit A une mesure de Radon positive sur
Q et € M(;RY). Alors pour M\-presque tout x € Supp(N), la limite

eziste dans R%. De plus la décomposition de Radon-Nikodym de p est donnée par
p=fA+p’,

ou u® = pulE et E est l’ensemble A-négligeable

| pl(Bo(x))
E = (Q\Supp(\)) Uz e Q: lim L2 2 — o0y,
(2\ Supp(})) { s B, (@)
Démonstration. En raisonnant sur chacune des composantes de i et en décomposant chacune des
composantes en la différence entre la partie positive et négative, on peut supposer sans restreindre
la généralité que p est une mesure positive finie.
D’apres la Proposition 1.4.4,

—_

A{DS = 00)) S M({DFp > 1)) < Su({DF > 1)) < Spu() 50 quand ¢ oo,

de sorte que 0 < Dy i < Dy ji < 00 A-p.p. = € §2. Par conséquent, A(E) = 0. On pose F := Q\ E
et nous allons montrer que Dj\“ 1= Dy pu A-p.p. dans Q. Pour ce faire, on définit pour tout Borélien
ACQ,

vE(A) = /A DEp(z) d\(x).
Pour tout Borélien A C F, tout ¢ > 1 et tout n € Z, on introduit

A, ={x € A: Dipu(x)e " "]}
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de sorte que |J,, A, = AN {D{p > 0}. D’apreés la Proposition 1.4.4,
vt (An) < TIN(AR) < tu(Ay),

puis en sommant pour n € Z, on obtient que v (A) < tu(A). Par passage a la limite quand ¢ — 1,
il vient v (A) < p(A) et on montre de méme que p(A) < v~ (A) en utilisant le fait que, par la
Proposition 1.4.4, on a pu({D} = 0}) = 0. Par conséquent

vt =vT =pulF,
ce qui montre que f := D;\ru = D, p A-p.p. dans Q et que ul_F' = fA. O

Corollaire 1.4.6 (Points de Lebesgue). Soit A\ une mesure de Radon positive sur un ouvert
QCRN et fe L}\(Q;Rd). Alors, pour \-presque tout x € 0, on a

. 1 _
lim s /B M) = @l e =0

Démonstration. On applique le théoréme de différentiation de Besicovitch & la mesure p = |f —g|A
ol ¢ € Q, ce qui montre l'existence d’un ensemble Borélien E, A-négligeable (et donc aussi -
négligeable) tel que pour tout € 2\ Ey,

. 1
lin 5 /B W) =) = 1)~

On pose F := quQ E, qui est un Borélien A-négligeable de 2. Pour tout € 2\ E et tout ¢ € Q,
on a alors

1 1
limsupi/ fly) — f@)|d\y) < limi/ fly) —q|ldA(y) + |f(z) — ¢
wsw s [ 1S = S@IG) < s [ 1)~ i)+ 1@ —d
< 2[f(x) —ql.
Par densité de Q dans R, on peut faire tendre ¢ — f(z), ce qui implique le résultat. O

Corollaire 1.4.7 (Décomposition polaire d’une mesure vectorielle). Soit 1 € M(2;RY).
Alors il existe une fonction f € L‘lm(Q;Rd) telle que

w=flul, |f(x)]=1|pl-presque pour tout x € .

Démonstration. On applique le théoréeme de différentiation de Besicovitch & la mesure A = |u|.
Dans ce cas, E = Q\ Supp(|x]) et comme |u(E)| < |u|(E) = 0, on en déduit que p = f|p| olt, pour
|i£|-presque tout x € €,
B
f(z) = Tim ABe@)
=0 |p|(B,(x))

Comme |u(B,y(2))] < |p|(By(z)), on a toujours I'inégalité |f(x)| < 1 pour |u|-presque tout = € .
Par ailleurs, d’apres la Proposition 1.1.9, on a |u| = | f||g| ce qui implique que

Ja=imdu o

On en déduit alors que |f| =1 |u|-p.p. dans Q. O
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