Chapitre 4

Ensembles de périmetre fini

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.1. Soit Q@ C RY un ouvert. Un ensemble Lebesgue mesurable E C RY est de
périmétre fini dans Q si Dxg € M(Q;RY). On définit alors le périmétre de E dans §) par

P(E,Q) :=|Dxg|(Q) = sup{/ divpdz : ¢ € CHORN), [p| < 1}.
E

Exemple 4.1.2. Si E C RY est un ouvert borné de frontiere de classe C' (par morceaux), alors
E est de périmetre fini dans Q et Dyxg = —vpgHYN "1L(OE N Q) ot v désigne la normale unitaire
extérieure & E. En effet, si ¢ € C1(Q;RY), en utilisant la formule de la divergence, il vient

/diwpdx:/ ©-vpdHN
E OENQ

ce qui montre bien que Dxg = —vgHY 1L (OF N Q). Par ailleurs, une application immédiate de
la Proposition 1.1.9 montre que |[Dyxg| = HY~1L(OF N Q) si bien que

P(E,Q) = [Dysl(2) = KN (9B N Q).
En appliquant l'injection de Sobolev (théoréme 2.3.1) aux fonctions caractéristiques d’ensembles
de périmetre fini on obtient la fameuse inégalité isopérimétrique.

Théoréme 4.1.3 (Inégalité isopérimétrique). Il existe une constante vy > 0 qui ne dépend
que de la dimension telle que pour tout ensemble E de périmétre fini dans RY avec LN (E) < oo,

N-—1

LN(E)"~ < ynP(E,RV).

Le résultat suivant de compacité est une conséquence immédiate du théoreme de Rellich pour
les fonctions BV'.

Théoréme 4.1.4 (Rellich). Soit Q@ C RN un ouvert borné. De toute suite {Ey}ren d’ensembles
de périmétre fini dans ) telle que

sup { LN (Ey) + P(Ex, Q) } < o0,
keN

on peut extraire une sous-suite {Ey, }jen telle que XB., = XE fortement dans L*() et DXEkj —
Dxg faible* dans M(;RYN), ou E est un ensemble de périmétre fini dans Q tel que LN (E) < oco.

95
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(Q) (en donc

aussi £V -presque partout quitte & extraire une sous-suite) et Dug — Du faible* dans M(£2;RY).
Par conséquent, u(z) € {0,1} pour L¥-presque tout x € Q et donc, il existe un ensemble E
mesurable tel que u = yg. D’apres le Lemme de Fatou, il vient £V (E) < 0o. Comme par ailleurs
P(E,Q) < 00, on en déduit que u = xyg € BV(Q).

Il reste & montrer la convergence dans tout L!(£2). Pour ce faire, pour tout e > 0, il existe un
compact K C Q tel que LN (2 \ K) < e. On considere alors un ouvert borné et Lipschitzien w tel
que K Cw Cw C . Alors, on a

Démonstration. Si ur = xg,, le théoreme 2.3.3 montre que XBi, — U dans L

/|><Ek—><Elde/lek—xEldxHﬁN(Q\w) s/|xEk—XE\dx+zg.
Q w "

Par passage a la limite quand k& — oo puis € — 0, on obtient bien que xg, — xz dans L1(Q). O

Un cas particulier de I'inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger dans BV est le cas ou Q = B, ()
et u est la fonction caractéristique d’un ensemble de périmetre fini. On obtient une version localisée
de l'inégalité isopérimétrique.

Théoréme 4.1.5 (Inégalité isopérimétrique relative). I existe une constante Cny > 0, ne
dépendant que de la dimension, telle que pour tout ensemble E de périmétre fini dans RY, pour
tout 9 € RN et tout o > 0,

—1

min{ LN (By(wo) N B), LY (By(0) \ B)} '~ < CnP(E, By(xp))-

Démonstration. Si E est un ensemble de périmetre fini dans RY, alors u := yg € BV(B,(x0)).
Posons v(y) := u(zg + py) pour y € By de sorte que v € BV (By). D’apres 'inégalité de Sobolev-
Poincaré-Wirtinger, il existe une constante dimensionnelle Cy > 0 telle que

lo=vs, ]l @op ) < ONIDOI(BY).

Par changement de variable, il vient

[ = up, (a0l | < On|Dul(Bo(wo)),

LN (B, (o)

ou encore

N N§1 [:N(BQ(J?()) N E)
)+ £ e\ B LV (By(x0)) )
< CNP(E, By(x0)).

Si LN (By(zo) N E) < LN (By(wo) \ E), alors LN (B,y(z0) \ E) > LN (B,(x0)) et il vient

N-1 N X
CnNP(E,By(x0)) > LN(By(wg) NE)~ (W)

—1

1 N
> SLY(By(w) N )5

L’autre cas se démontre de maniere analogue. O
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4.2 Applications

4.2.1 Le probleme isopérimétrique

Le probléme isopérimétrique consiste & minimiser le périmetre d’un ensemble a volume prescrit.
Soient 2 C RY un ouvert borné et 0 < m < LN(Q), on cherche & résoudre le probleme de
minimisation

o :=inf {P(E,Q): E C Q mesurable tel que LY (E) =m}.
En choisissant r > 0 tel que LY (N B,.) = m, on a alors que
0<a<PQNB,,Q) =PB,Q) =H"N"1(QNIB,) < x.

Par la méthode directe du calcul des variations, si { F }ren est une suite minimisante, le théoréme
de Rellich montre qu’a extraction d'une sous-suite pres, on a xg, — xr dans L1(Q) ot E C Q est
un ensemble de périmetre fini dans ) satisfaisant LY (E) = m et P(E,Q) = a.

Si Q = RY, il est possible de montrer que le probléme de minimisation précédent admet toujours
des solutions données par les boules de volume m.

4.2.2 Le probleme de Cheeger

Un autre exemple d’application est le probléme de Cheeger. Soient p > 0, N > 2 et Q C RY un
ouvert borné. Le p-probleme de Cheeger dans 2 est le probleme variationnel suivant :

[ P(E,RY)
avec la convention }z(f (’}ER;\L) = oo si LN (E) = 0. Toute solution de ce probleme de minimisation

est appelé un p-ensemble de Cheeger. Notons tout d’abord que C,(€2) < oo, ce qui se vérifie en
prenant £ = B une boule contenue dans .

Sip < (N —1)/N, alors Cp(2) = 0. En effet, si B. C Q est une boule de rayon € > 0, alors

P(B,RY)  n 4 np P(B,RY)

GO Ty T N my

quand & — 0. Par conséquent, s’il existait un ensemble E C Q (de périmetre fini dans RY) tel que

P(E,RY)

0= Cp(Q) = W,

alors P(E,RY) = |Dxg|(RY) = 0 et donc yg serait constant sur RY. Si g = 1, on aurait alors
que E = RY ce qui est impossible puisque E C Q et Q est borné. Si en revanche yg = 0, alors
LN(E) = 0 ce qui est également impossible. Ceci montre qu'un p-ensemble de Cheeger ne peut pas
exister quand p < (N —1)/N.

Supposons maintenant que p > (N — 1)/N. Si E C , en utilisant I'inégalité isopérimétrique,
on obtient que

N—-1

LN(EY < LN(B)~ £N(Q)P % <4y P(E,RY)LN (Q)p~ "~

ol vy > 0 est une constante dimensionnelle, ce qui montre que

N—1
~ P

N
L LY©)
YN

Cp () > 0.
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Considérons alors une suite minimisante {Fy }ren tels que Ej, C  pour tout k& € N et

P(E,RYN)

LN (B — Cp(2).

Comme  est borné, on a LN (Ey) < LN(Q), et P(E,RY) < (Cp(Q) + 1)LV (EL)P < (Cp(Q) +
LN (Q)P pour k assez grand. On en déduit que {xg, }ren est bornée dans BV (RY). D’apres
le théoreme de Rellich, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que g, — Xr dans
LL (RN) ot xg € BV(RY). Comme Ej; C Q, alors LY (E; \ Q) = 0 pour tout k¥ € N puis,
par passage a la limite quand k — oo, on obtient que £V (E \ Q) = 0. Par conséquent, on peut
modifier E sur un ensemble de £¥-mesure nulle prés (et donc sans changer sa mesure de Lebesgue
ni son périmetre) pour assurer que E C . De plus, on a LY (E) — LY (E) et, par semicontinuité

inférieure du périmetre P(E,RY) < liminf;, P(E, RY). Par conséquent,
P(E,RN) . P(Ek,RN)

< —2= m —_— = Q
Cp( )< LN(E)? — k—oo LN(ER)P Cp( )

ce qui montre que E est un p-ensemble de Cheeger. Si p = N/(N — 1), il est possible de montrer
que toutes les boules contenues dans (2 sont les seuls p-ensembles de Cheeger.

4.3 Formule de la co-aire

La formule de la co-aire permet de reconstruire I'intégrale fQ |Vu| dz pour une fonction (réguliere)
u & partir de la mesure de ses ensembles de niveau. Nous donnons ici une version “faible” pour les
fonctions & variation bornée pour calculer la variation totale |Du|(£2) d’une fonction u € BV ()
ol la mesure des ensembles de niveau est remplacée par le périmetre des ensembles {u > t}.

Théoréme 4.3.1 (Fleming-Rishel). Soit Q@ C RN un ouvert et u € BV (). Alors les ensembles
{u >t} sont de périmétre fini dans Q pour L'-presque tout t € R et, pour tout Borélien A C Q,

Dul(4) = / DX sy (A) dt, (43.1)

Du(A) (4.3.2)

Il
—
)
=<
3
S5
V
)
=
L
IS

Démonstration. On pose E; := {u > t}. Quitte & modifier u sur un ensemble de mesure £~ nulle,
on peut supposer que u est une fonction Borélienne sur 2, ce qui fait de {« > ¢} un Borélien de Q.
Il vient alors que les fonctions (z,t) + u(z) —t et (z,t) = X{u>¢}(z) sont Boréliennes sur Q x R.
D’apres le théoréme de Fubini, pour tout ¢ € CL(Q;RY) avec |p| < 1, la fonction

t»—>/QXEt(x) divep(z) dz

est alors Borélienne sur R. Si D est un ensemble dénombrable dense dans CL(€2; RY), on en déduit
que

t— P(E;, Q)= sup {/Q XE, (z) dive(x) dm}

veD, [p|<1
est Borélienne sur R.

Etape 1. Pour tout z € 2, on a
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Par conséquent, pour tout ¢ € CL(Q;RY) avec || < 1, on obtient que

/ u(z) divp(z) de = / / XE, (z) dive(x) dz dt < / P(E:, Q) dt. (4.3.3)
Q RJQ R
Par passage au supremum parmi toutes les fonctions test ¢, il vient

|Du|(Q) < /RP(Et,Q) dt.

Etape 2. Pour montrer 'autre inégalité, on suppose d’abord que u est une fonction affine et
continue par morceaux. Il existe alors une partition de RY en N-simplexes Ay, ..., A,, d’intérieurs
deux & deux disjoints et des fonctions affines x — f;(z) := a; - x + b; telles que

u(z) = fi(z) pour tout z € A;.

On a alors d’une part que

/ Vuldz = LN (4;NQ)|a.
Q

i=1

D’autre part, notant alors e; := a;/|a;|, la formule changement de variable donne

/’HN_l(Qﬂ{u:t})dt Zm:/HN—l(AQO{uzt})dt

/HN_l({{EEAimQZ a1$+b22t})dt
R

|a]| /]RHN_l({m €ANQ: e -z =s})ds,
puis, en vertu du théoreme de Fubini,
/RHN—l(Q A {u = £}) dt = |as|CN (4, N9,
ce qui montre que
/Q|vu\ do = /R’HN*(QD {u=1}) dt.

L’ensemble {u >t} étant un ouvert a frontiere polyhédrique, on a [Dx (>4 |(Q) = HN 1 (QN{u =
t}) et donc

/ V| de = / DX ey () dt.
Q R

On suppose maintenant que v € W(). Si U est un ouvert borné tel que U C §2, on approche
u par une suite {u;}jen de fonctions continues affines par morceaux dans WL(U). On a alors que
pour tout j € N,

[ 1Vustde = [ 1Dxgu, =010 at.
U R

Comme

/ /Q Xurot) — Xpusty| do dt = / £ ({u> ) A{u; > t}) dt = /Q iy — | iz 0,
R R
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on en déduit que, pour une sous-suite et pour tout El-presque tout t € R, on a X{u;>t} = X{u>t}
dans L'(Q). Par passage & la limite quand j — oo, en utilisant la semi-continuité inférieure du
périmetre et le Lemme de Fatou, on obtient que

J—00

/P({u>t},U) dt < /limian({uj > 1}, U) dt
R R

IN

Jim inf / P({u; > 1},U) dt
R

J—00

= ,lim/|Vuj|dx:/ |Vu| dx.

Enfin, en considérant une suite croissante {U,, },en d’ouverts bornés tels que U, C Upi et Un U, =
), on obtient par convergence monotone quand n — oo

/RP({u>t},Q) dtg/QWu\dx.

Enfin, si u € BV(Q), on considere une suite {ug}ren C C°(Q) N BV (Q) € WH1(Q) telle que
up, — u dans L1(Q) et |Dug|(2) — |Du|(R2). Par le méme raisonnement que précédemment, on a

/P({u>t},Q) dt < /likrgioréfP({uk > 1},Q) dt

< liminf / P({uy > 1},9) dt
R

k—o0

k—o0

lim / V| dz = | Dul(Q).
Q

Cette deuxieéme inégalité montre que, si u € BV (Q2), alors P(E;, ) < oo pour L'-presque tout
t € R, et donc que {u >t} est de périmetre fini dans 2 pour £!-presque tout t € R.

Etape 3. Si A C Q est un Borélien, par régularité extérieure, pour tout € > 0 il existe un ouvert
U D A tel que |Du|(U \ A) < e. En reprenant la démonstration précédente, on obtient que

/R DXy (A) dt < / DXy [(U) dt = [Dul(U) < | Du(A) + ¢
puis, en faisant tendre € — 0, que
/R DX (usey |(A) dt < | Dul(4).

Comme
A€ B() o [Dul(4) - / DX sy (A)

est une mesure positive et de masse totale nulle, il vient finalement que

/R DX (usy|(A) dt = | Dul(A),

ce qui établit (4.3.1). Enfin, (4.3.3) implique que

/g0~dDu:f/udivgodx:f//XEtdivgodxdt:/ (/gwdeEt) dt
Q Q RJQ R \JQ

pour tout ¢ € CL(;RY) ce qui montre (4.3.2). O
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Un cas particulier important concerne le cas ol u(z) = |x| qui est une fonction appartenant &
BV (Bg) pour tout R > 0 dont la dérivée distributionnelle est donnée par la fonction Vu(x) =
x/|z|. Donc ce cas, les ensembles de sur-niveau de u sont donnés par

{u>r} =RV \B,.
Comme ces ensembles sont réguliers, pour tout r < R et tout Borélien A C Bg, on a
DX usry[(A) = HN71OB, N A) = rNIHN SN (Afr)).
Une application immédiate de la formule de la co-aire donne alors que pour tout Borélien borné

ACRYN,

N(gy — N-1 - 2 d4N () dr
LNy = [ HN 9B, N A)d /R+/6BTXA()dH (@) d

R+

= / / XA (Ty)rN*1 dHNfl(y) dr.
R+ JsN-1

Par approximation, si g : R — R est une fonction Borélienne, on a

/RN g(x) d:c:/R+ /@BTg(ac)czﬂrzfv—l(gc)dr:/JR+ AN_lg(Ty)rN—ldHN—l(y)dr’

ce qui correspond & la formule de changement de variables en coordonnées polaires en dimension
quelconque.

4.4 Frontiére réduite

Nous allons montrer que tout ensemble de périmetre fini possede une structure similaire a
un ensemble régulier au sens ou sa dérivée distributionnelle est concentrée sur un sous-ensemble
dénombrablement H~ ~!-rectifiable sur lequel il est possible de définir une normale approchée.

Dans la suite de cette section, Q2 C RY est un ouvert et E est un ensemble de périmetre fini
dans €.

Définition 4.4.1. La frontiére réduite O*E est ’ensemble des points 2o € Q N Supp(|Dxx|) tels
que la limite

Dxe(B,(x0))
im ——= e = —pp(x
P Dl By
existe et satisfait |vp(z9)| = 1. La fonction vg : 0*E — SM~1 s’appelle la normale extérieure

généralisée.

Remarque 4.4.2. (i) D’apres le Corollaire 1.4.7 sur la décomposition polaire d’une mesure vec-
torielle, on a
IDxel(Q\9"E) =0

autrement dit, Dy g est concentrée sur 0*F, et
Dxg = —vg|DxE|.

(ii) Comme Supp(|Dxg|) C OF, on en déduit que 0*E C JE.
(iii) Comme les fonctions © — Dxg(B,(x)) et © — |Dxg|(B,(z)) sont Boréliennes sur 2, on en
déduit que 0*F est un Borélien de Q et que la fonction vg : 9*E — SNV~ est Borélienne.
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Lemme 4.4.3. Il existe des constantes Aq,...,As > 0 telles que pour tout xo € 0*F,
2o LN(By(20) N E)

(i) llgl_gglfg—N > Ay,
LN (By(w0) \ E)
N
[ DxE|(Bg(x0))
oN-1
|DxE|(Bo(xo))
oN-1

|DXENB, (20)|(RY)
N—1

(i) 1i£nj51f > As,

(iii) lim inf > As,

(iv) limsup < Ay,
0

o—r

(v) limsup < As.

0—0 0

Démonstration. Etape 1. Soit xp € 0*E, on pose § := dist(zg, 92). On commence par montrer
que pour L!-presque tout o € (0,6),

| DX BB, (e0) | (RY) < [DXEI(Be(x0)) + HY ™ (E N 0By(x0)). (4.4.1)

Soit ¢ € CHRN;RY) et g(t) = x[o,0)(t) de sorte que X, (o) (¥) = g(Jy — xo|). On régularise la
fonction caractéristique en posant

1 sio<t<op,
g:(t) = %‘H sio<t<o+e,
0 sit>op+e,

de sorte que
0 si0<t<op,
ge(t) =4 -1 sio<t<o+e,
0 sit>p+e.

On pose alors h.(y) = ge(Jy — zo|) qui définit une fonction Lipschitzienne et satisfait

0 si0<|y—azp| <oouly—xg| >0+e,

Vha(y) = { 1 y—=o

e [y—wo|

sio<|y—mo| <o+e.

Par conséquent, comme h.p est Lipschtzienne et Supp(hep) C Q, on a

1 _
—/ hgcp-dDXE:/ div(hega)dy:/ hedive dy — = Y720 gy,
Q E E

y .
€ Lﬁ{yeﬂ:g<|y—xo|<g+a} |y - ‘TO‘

D’apres la formule de la co-aire et le théoreme de différentiation de Besicovitch, on a pour £!-
presque tout o > 0

1 y— 1 f[ete y—x _
*/ oY) - Sdy = 7/ / o(y) - S dHN " (y) dr
€ JEn{yeQ:o<|y—zo|<o+e} \y—x0| € Jo ENOB,(xo) |y—x0|
y—x _
- oly) - L2 a1 ().
EN&B,(z0) ly — o

Par passage a la limite quand € — 0, on en déduit que

. -z _
/ divp dy = 7/ ¢-dDxg +/ o(y) - JZT0 gyN Ly). (4.4.2)
ENB,(x0) By (o) ENdB,(z0) ly — ol



4.4. FRONTIERE REDUITE 63

Par passage au supremum par rapport & ¢ € CL(RY;RY) tels que |p| < 1, on en déduit (4.4.1).
Etape 2. Dans (4.4.2), on choisit ¢ = vg(x¢) dans B,y(zo). On obtient alors

vEum>-DxE<Baxm>=i/ vis(o) - v(y) AHY L (y).

ENOB,(z0)

Comme zg € 0*F,

Dx5(B,(70)) 2
DBt = 1.
|Dxe|(B,(0))
Il existe donc g = go(z0) € (0,0) tel que pour L1-presque tout o < o, |VE(z0) - DxE(By(z0))| >
1IDxE|(By(w0)) de sorte que

li .
gli)% vE(xo)

|DxE|(B,(x0)) < 2HN 1 (E N 9B, (w0))
puis, en reportant dans (4.4.1),
IDX BB, (x0)|(RY) < 3HN"HE N OB,(z0)).

Comme HN =Y ENOB,(x0)) < HN Y (OB,(x0)) = oV 1HN~1(0B1(0)), les deux dernieres inégalités
donnent (iv) et (v).

Etape 3. D’apres la formule de la co-aire, on a
0
g(o) := / HN OB, (x0) N E) dr = LY (E N By,(20)) < 00,
0
et en vertu du théoréme de différentiation de Besicovitch, pour £!-presque tout o > 0,

g (o) = HN"H0B,(20) N E).

D’apres I'inégalité isopérimétrique,

N-1 N1
9(0)" ™ = LY(ENBy(w0))~
< 7N|DXEmBg(mD)|(RN)
< 3wHNTHE N OB,(0))
= 3vg'(0)
Par conséquent,
1 1-N L
3.0 S 9(@) ™ g'(e) = Nlg(e)~]
YN
de sorte que
(o)~ > e
N = 3NN’
On en déduit que pour Ll-presque tout o € (0, 0p)
N o
LN(ENB =g(0) > —2 .
( o(z0)) = 9(0) = BN

ce qui établit (i). Comme pour tout ¢ € C(Q;RY)

0= / divpdy = / divp dy + / divep dy,
Q E Q\E
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on en déduit que Dxg = —Dxq\g et de que P(Q\ E,Q) = P(E,Q) < oo, ce qui montre que Q\ £
est un ensemble de périmetre fini dans Q. Comme 9*(Q\ E) = 9*E, Pargument précédent appliqué
a '\ F montre alors la validité de (ii).

L’inégalité isopérimétrique relative montre ensuite que

N—1
D B N(ENB N(B B~
lim inf M > (C'min {hm inf E(m—]\w7 lim inf E(Q(fzo)\)}
0—0 o 0—0 0 0—0 0
N-—1
> Cmin{A;, A3}~ |
ce qui implique (iii). O

Le résultat suivant permet de montrer que H¥N~1_9*E est une mesure absolument continue
par rapport & |Dxg|.

Lemme 4.4.4. I existe une constante cy > 0 telle que pour tout Borélien A C Q,
HNHANO*E) < en|Dxrl(A).

Démonstration. On utilise un argument de recouvrement. Par régularité extérieure de |Dy g|, pour
tout € > 0, il existe un ouvert U C ) contenant A tel que

Dx5|(U) < |Dxsl(4) +e.

Drapres le Lemme 4.4.3-(iii), pour tout z € AN 9*E et tout § > 0, il existe g, € (0,6) tel que
By, (z) C U et |Dxg|(B,, () > Az0V 1. On pose

F = {Eg(z) € ANO*E, 0< 0 <4, Eg(z) C U, |Dxg|(By(z)) > A3QN71}7

ce qui définit un recouvrement de A N 9*E. D’apres le théoréme de recouvrement de Besicovitch,
il existe £ sous-recouvrements dénombrables disjoints Fi, ..., F¢ tels que

En particulier,

3 . N-1
HYHANGE) < wvad S (dlafg(B)>

1=1 BEF;
WN-—1 S
S S DB
3 =1 BeF,
WN-—1 <
< — Dxe|(U
2 IPxel )
wWN_
< SN (1D gl(4) +e).
Az
La conclusion suit par passage a la limite quand € — 0 et 6 — 0. O]

Nous allons & présent améliorer le résultat précédent en montrant qu’en fait |[Dyg| = HYN 1L 0*E.



4.4. FRONTIERE REDUITE 65

Théoréme 4.4.5 (De Giorgi - 1). Soit g € 0*E, on pose E,, , = (E —x0)/0 et

H*E(x0) == {y e RN : dvp(x0) - (y — 20) > 0}.

Alors
XEa.y., — XH-(0) dans Llloc(}RN).
De plus,
N(B EnHt
(’l) lim L ( Q(xo) mN N (xo)) :0’.
0—0 0
e LN(By(wo) \ BN H ™ (x0))
(i) ;1_% ~ =0;
o [ DxE|(Bg(2o))
lim ————————~ =1.
(i) Ql—% wy—10N~!
Démonstration. On suppose pour simplifier que zp = 0, vg(0) = ey = (0,...,0,1) et on pose

E, = Ey,, H* := H*(0), Hy = ex.
Soit R > 0. Pour tout ¢ € CL(Bgr;RY) avec |¢| <1, on a

1 1 D B
/ divp(z) de = —N/ dive (y) dy = —— / div,(y) dy < % <Cgr
E, " JE 1% 4 E 1%

d’apres le Lemme 4.4.3-(iv), ot 'on a posé ¢, := ¢(;) € CL(Bpry; RY). Par conséquent, P(E,, Br) <
CRr, ce qui montre que la suite {x g, }o>0 est bornée dans BV (Bg) pour tout R < co. En utilisant le
théoreme de Rellich et un principe d’extraction diagonal, il existe une sous-suite et un ensemble de

périmetre localement fini F C RY tels que x By, = XF dans L}OC(RN ) et Dx B, — Dx r localement

faible* dans My..(RY; RY). Quitte & extraire une nouvelle sous-suite, on peut également supposer
que |Dxp, | = X localement faible* dans Mio.(RY) ot A est une mesure de Radon positive sur
RN,

Pour tout R > 0, on a

DxE|(Br j Dxg(BRr,.
|DXEL,]. |(BR) — | ]|V(71 @ )’ DXEQJ- (BR) = #7 (443)
9; ’
de sorte que
 Dxp(Bry) _ . Dxs,(Br)
—eny = —vg(0) = lim ————%~ = e Y

= lim .
j5% [DxEl(Brg,) — 1% [Dxg,, |(Br)

Si on choisit R > 0 tel que A(0Br) = 0 (ce qui est satisfait sauf pour un ensemble dénombrable de
rayons R), d’apreés la Proposition 1.3.4, on a DXEQj (Br) = Dxr(Bgr). Par ailleurs, la semiconti-
nuité inférieure de la variation totale assure que

IDXel(Br) < limint Dy, |(Br)

< limsup |DXEQJ. |(Br)

j—o0
= - hm €N~DXE£)'(BR)
J—o0 J
= —en Dxr(Br) < |Dxr|(Br) (4.4.4)

ce qui montre que |Dxp|(Br) = —en-Dxr(Bgr) = — fBR(eN-Vp) d|Dxp|. Comme 1+eyn-vp > 0,
lvrp| =1 et |ex| =1 |Dxr|-p.p. dans RY, on en déduit que

vp = —en |Dxrp|-p.p. dans RY.
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En particulier, du fait que Dxr = —en|Dxr|, il vient que D;xr = 0 dans D’(RY) pour tout
1 <i< N —1, ce qui montre que la fonction xr ne dépend que de la variable x. Comme de plus
Dyxr = —|Dxr| <0 dans D'(RY), on en déduit que xr est en fait une fonction décroissante de
la variable z. Comme y g est une fonction caractéristique, il existe une constante a € R telle que

F={zeRY: zy <a}.
Sia <0, alors Bjy N F =0 et donc

LY (Bjajp, NE
0=LN(Bjy NF) = lim LY (Bjy NE,,) = lim %

j—o0 j—o0 Qj

ce qui rentre en contradiction avec le Lemme (4.4.3)-(i). Par conséquent a > 0 et un argument
analogue montre que a < 0, soit a = 0. Il vient alors que F' = H~ et comme la limite est
indépendante de la sous-suite extraite, il n’y a pas besoin d’extraire de sous-suite.

Comme xp, — xu- dans L] (RY), on a alors

LN(B,NnENHT)

. T N +\ _ N - +) —
£1)1_% o —LI)I_I%,C (BINE,NH")=LY(Bi1NH NHT)=0.
De méme
N(B,NENH~
lim £ Q\Nm ):hmﬁN(Bl\EgmH*):LN(Bl\H*mH*):o.
0—0 0 0—0

Enfin, on utilise (4.4.4) et il vient que

D B

o0 gN-T Jimy |Dxg,|(Br) = |Dxu-|(Br) = """ (Ho N Bg) = wy_1 RV,

ce qui conclut la preuve du théoreme. O

Nous allons a présent montrer un résultat de structure des ensembles de périmetre fini. Celui-ci
repose sur le résultat suivant que nous admettons (voir 2, Theorem 6.5-1]).

Théoréme 4.4.6 (Extension de Whitney). Soient K C RN un compact et f : K — R,
d: K — RN des fonctions continues. On suppose que

|f(y) = flz) —d(z) - (y — =)|
ly — x|

p(é)::sup{ :x,yeK,0<|x—y|<(5}—>O

quand § — 0. Alors il eziste une fonction f :RY = R de classe C* telle que
f=f Vf=d surkK.

Théoréme 4.4.7 (De Giorgi - 2). Soit E C RY un ensemble de périmétre fini dans 2. Alors
(i) la frontiére réduite O*E est un ensemble dénombrablement H™~1-rectifiable ;
(ii) T.(0*E) = vg(z)* pour HNL-presque tout v € O*F ;
(iii) |Dxg| =HN"TLO0*E, Dxgp = —veHN1LO*E;

Démonstration. D’apres le théoréeme 4.4.5, on a pour tout x € 0*F,

fo EYB@) NENH @) LN (By) \ ENH (@)

0—0 QN o—0 QN

=0. (4.4.5)
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D’apres le théoreme d’Egoroff, il existe des ensembles Boréliens deux & deux disjoints { F; };en tels

que
|Dxg| (8*E\ U Fz-) =0

ieN
et les convergences (4.4.5) sont uniformes pour = € F;. D’apres le théoreme de Lusin, pour tout
i € N, il existe des ensembles compacts deux a deux disjoints {G?};en tels que

IDxel | AN J G| =0
JEN

et vgl s est continue sur G?. On réindexe les ensembles {G7 }ijen en une famille de compacts
{K;}jen deux & deux disjoints tels que

O"E=|JK;uz |Dxgl(Z) =0,
JEN
les convergences (4.4.5) sont uniformes dans K et vg|k, est continue sur K. D’apres le Lemme
4.4.4, ona HN"Y(Z)=0.
Pour tout j € N et § > 0, on définit la quantité
p;(0) := sup{'VE(T).(y|_x)| ra,y e K, 0< |z —y| < 5}.
y—x

Montrons que p;(6) — 0 quand § — 0. Soit € € (0, 1), il existe alors § € (0, 1) tel que pour z € K;
et tout o < 24,
N 1 €N

LYN(By(2)NENH(2)) < ;VﬁngN, LY(By(2)NENH (2)) > (2 - W) wyo. (4.4.6)

Soient z, y € Kj tels que 0 < |z —y| < 4.
Supposons que vg(x) - (y — x) > ez — y|. Alors, du fait que € < 1, on a

lex—y\(y) CHf (1’) n BZ\x—yl(x)' (4'4’7)

En effet, si 2 € Bejp—y|(y), alors [z —z| < [z —y| + |y — 2| < (1 +¢)|r —y| < 2|z — y| et donc
z € Byjy_y|(z). De plus

vp(z) - (z—z)=vep(z) (y—z)+velx) (z—y) >clz—y|—|z—y| >0,
soit z € H*(z). Par conséquent, en prenant z = x et ¢ = 2|x — y| < 2§ dans (4.4.6), on a

N X eN N eNun N
L3 (Bajo—y| () NENHT (2)) < grmen(lz —y)™ = ——lz — 9|7,

et en prenant z =y et o = e|lx — y| < 26 dans (4.4.6), il vient

N N _ 1 eN N Nwn N
LE(ENBejz—y|(y)) 2 LYENBejo—y (Y)NH™(y)) 2 | 5 — grgz ) wnv(elz—y))™ > ——[z—y[".

On obtient alors une contradiction en appliquant la mesure £ L E & 'inclusion (4.4.7). De maniere
analogue, on aboutit & une contradiction si vg(z) - (y — ) < —e|x — y|. Par conséquent, le seul cas
possible est |vg(z) - (y — x)| < |z — y| et on obtient alors que p; () < e.
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Montrons que, pour tout j € N, il existe une hypersurface M; de classe C! telle que K; C Mj, ce
qui démontrera la rectifiabilité de 9* E. Du fait que p;(d) — 0 quand § — 0, le théoréme d’extension
de Whitney montre alors I'existence d'une fonction f; € CHRN) telle que fi=0et Vf; =vg sur
K. Soit alors

M; = {x eRY: fi(x) =0, [Vfi(2) 2 ;}

D’apres le théoréme des fonctions implicites, M; est une hypersurface de classe C'. De plus K; C M;
puisque f; =0et |Vfj| =|vp|=1> % sur K;. On a donc établi la rectifiabilité de 0*E. De plus,
comme T, M; = (Vf; (x))* pour tout x € M;, il vient par localité de ’espace tangent approché
que

T.(0*E) =T, M; = (Vf;(z))" =vg(z)t pour H '-presque tout = € 9*E N K,
ce qui montre que T, (0*F) = vg(z)* pour HY ~!-presque tout = € 9*E.
Enfin, d’apreés le théoreme 3.4.3 et le théoreme 4.4.5, pour HYN ~!-presque tout x € 9*E, on a

lim 2O EOBe(@) _ 1DXl(Bo(2))

=1
0—0 wy_10N1 =0 wy_1oN T

ce qui implique que
lim HN=L(0*E N B,(x))
0=0  [Dxgpl(B,(z))
Comme HY 1L 0*E est absolument continue par rapport & |[Dyg|, le théoréme de différentiation
de Besicovitch montre que HN 1 _9*E = |Dxg/|, puis Dxg = —vg|Dxg| = —veHN1LO*E. O

=1

4.5 Frontiére essentielle

Si E C RY est un ensemble mesurable, on sait d’apres le théoréme des points de Lebesgue, que

pour £N-presque tout z € E,
LYN(B,(z) N E)

li =1
Ql—% wNQN
et pour LV -presque tout z € O\ E,
N(B E
lim - (Bel@ N E) @(xj)vm )y,
0—0 WNO

Définition 4.5.1. Soit Q@ C RY un ouvert et £ C RY un ensemble mesurable. La fronticre
essentielle de E, notée 0, F, est 'ensemble des points xy € 2 tels que

LY (By(xo) \ E)
N

LN(B,(xg)NE
lim sup %]\),) >0 et limsup
0—0 WNO 0—0 WNQ

> 0.

Lemme 4.5.2. L’ensemble 0, F est un Borélien de ). Si de plus E est de périmétre fini dans §,
alors 0*E C 0.E et HN=Y(0.E \ 0*E) = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, les fonctions

LY (By(z)NE LN (B,(z)\ E
.’17’—)((9])\{0)7 x|—>((912’\)

WN WN
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sont Boréliennes. Par continuité par rapport a o, on en déduit que les fonctions

LY (By() \ E)
N

LN (B,(x)NE
x +— lim sup L}V)’ x +— lim sup
0—0 WNO 0—0 WN O

sont également Boréliennes. Ceci montre que 9, F est un ensemble Borélien.

Si E est de périmetre fini dans €, les items (i) et (ii) du Lemme 4.4.3 montrent que 9*FE C 0, E.
De plus, comme HN"1(0*E) = |Dxg|(Q) < oo, la Proposition 3.2.7 montre que pour HN~1-
presque tout x € O*E

i IDXEI(By(@) _ | HN (@ B By(w))

=0.
0—0 QN*1 0—0 ‘QNfl

Par conséquent, en notant
LY (By(x) N E)

al(p) := ,
( ) wy oV
I'inégalité isopérimétrique relative implique que pour HY ~!-presque tout = & 9*E,

lim min{a(p),1 — a(o)} = 0.

0—0

La fonction « étant continue, il vient soit a(9) — 0 soit a(g) — 1. On a donc montré qu’il
existe un ensemble HY ~l-négligeable Z C Q tel que Q\ O*E C (Q\ 0,F) U Z, autrement dit
HN-1(O,E\ 0*FE) = 0. O

Pour finir ce chapitre, notons que les notions de frontieres réduites et essentielles permettent de
montrer une formule de Gauss-Green généralisée pour les ensembles de périmetre fini.

Théoréme 4.5.3. Soit Q C RN un ouvert et E un ensemble de périmetre fini dans Q. Pour toute
fonction ¢ € CL(;RY), on a

/diwdxz/ @-uEdHN_lz/ - vgdHN L
E o*FE O E

Démonstration. Par définition de la dérivée distributionnelle et d’apres le théoreme de De Giorgi,
théoreme 4.4.7, on a

/divcpdx:—/<p~dDXE:/ g0~l/Ed7-[N71:/ o vgdHN L
E Q O*E 0.E

le derniere égalité étant une conséquence du fait que HVN~1(0.E \ 0*E) = 0. O
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