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Introduction

L’objet de ce cours est d’introduire des outils de base de théorie géométrique de la mesure
pour étudier des problèmes singuliers du calcul des variations. Dans l’esprit des distributions, qui
généralisent la notion de fonction, nous allons introduire un formalisme permettant de généraliser
la notion d’ensembles “réguliers”. Si ce nouveau formalisme est assez lourd à introduire et requiert
une incursion assez profonde dans la théorie de la mesure, elle permet de gagner en souplesse dans
la manipulation des nouveaux objets considérés.

Le fil conducteur est la théorie des fonctions à variation bornée, i.e. les fonctions intégrables
dont le gradient distributionnel est une mesure bornée. Après avoir montré les propriétés basiques
de cet espace (densité des fonctions régulières, injections continues, injections compactes), nous
nous intéresserons à leurs propriétés fines permettant d’aboutir à un théorème de structure du
gradient d’une fonction BV . Celui-ci se décompose en la somme de trois mesures étrangères : une
première (absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue) qui correspond à la partie
“régulière” la mesure ; une deuxième qui correspond à la partie saut pour laquelle il convient de
définir un ensemble de saut, des traces de part et d’autre de cet ensemble ainsi qu’une normale à
cet ensemble ; une troisième, dite “partie Cantorienne”, qui correspond aux singularités diffuses de
co-dimension (de Hausdorff) strictement comprise entre 0 et 1.

C’est principalement l’étude de la partie saut qui demandera un grand travail préliminaire. Intui-
tivement, l’ensemble des sauts correspond à un ensemble (N − 1)-dimensionnel. Malheureusement,
en pratique, on a accès à très peu de régularité sur cet ensemble. En particulier, un tel ensemble
n’est pas en général une hypersurface de classe C1. Les outils classiques de géométrie différentielle
ne s’avèrent donc pas assez robustes et il convient d’introduire une classe plus générale d’ensembles
qui sont les ensembles rectifiables. Cela requiert l’introduction au prélable de la notion de mesure
de Hausdorff qui permettra de montrer que, au sens de la mesure, de tels ensembles possèdent en
fait des propriétés analogues aux sous-variétés de dimension N−1. On pourra en particulier définir
une notion de normale généralisée ainsi que des traces de part et d’autre de tels ensembles.

Une sous classe importante des fonctions à variation bornée concerne les fonctions caractéristiques
d’ensembles de périmètre fini, généralisant la notion d’ensemble régulier. C’est l’étude fine de tels
ensembles, couplé à la formule de la co-aire dans BV qui permettra d’étudier en détail les propriétés
fines des fonctions BV .

Du point de vue du calcul des variations, ces outils permettent d’étudier trois grandes classes
de problèmes qui seront considérés dans ce cours :

– les problèmes de type surface minimale, que introduirons ici dans le cadre des ensembles de
périmètre fini. C’est un cas particulier du problème plus général dit de Plateau.

– les problèmes de la mécanique du solide, comme l’étude de modèles de type plasticité parfaite,
faisant intervenir une énergie à croissance linéaire par rapport au gradient de déplacement.

– les problèmes en imagerie comme le modèle de Rudin-Osher-Fatemi pour le débruitage ou en-
core le modèle de Mumford-Shah pour la segmentation, prototype des problèmes aux discontinuités
libres.
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Chapitre 1

Eléments de théorie géométrique
de la mesure

Dans ce chapitre, on considère Ω ⊂ RN un ouvert et on désigne par B(Ω) la tribu Borélienne
sur Ω.

1.1 Les mesures de Radon

Définition 1.1.1. On dit que µ : B(Ω)→ [0,+∞] est une mesure Borélienne positive si
(i) µ(∅) = 0 ;
(ii) pour toute suite {Bj}j∈N de Boréliens deux à deux disjoints,

µ

 ∞⋃
j=0

Bj

 =

∞∑
j=0

µ(Bj).

Si de plus µ(K) <∞ pour tout compact K ⊂ Ω, on dit que µ est une mesure de Radon positive.

On notera par la suite LN la mesure de Lebesgue dans RN qui est une mesure de Radon positive.
Les mesures de Radon positives jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la
mesure d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.1.2. Soit µ une mesure de Radon positive sur Ω. Alors, pour tout Borélien A ⊂ Ω

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K compact},
= inf{µ(U) : A ⊂ U ⊂ Ω, U ouvert}.

Démonstration. Commençons par montrer l’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que µ(A) < ∞ et on pose ν(B) := µ(A ∩ B) pour tout Borélien B ⊂ RN , ce qui
définit une mesure Borélienne finie sur RN .

On considère la famille

F :=
{
B ⊂ RN Borélien : pour tout ε > 0, il existe

un fermé C ⊂ B tel que ν(B \ C) < ε
}
.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.

7



8 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DE LA MESURE

Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc {Bn}n∈N une famille
d’éléments de F . Pour tout ε > 0 et tout n ∈ N, il existe un ensemble fermé Cn ⊂ Bn tel que

ν(Bn \ Cn) <
ε

2n+1
.

L’ensemble C :=
⋂
n Cn est fermé et

ν

(( ∞⋂
n=0

Bn

)
\ C

)
= ν

(( ∞⋂
n=0

Bn

)
\

( ∞⋂
n=0

Cn

))
≤ ν

( ∞⋃
n=0

(Bn \ Cn)

)
≤
∞∑
n=0

ν(Bn \ Cn) < ε,

ce qui montre que
⋂
nBn ∈ F . Par ailleurs, on a

lim
m→∞

ν

(( ∞⋃
n=0

Bn

)
\

(
m⋃
n=0

Cn

))
= µ

(( ∞⋃
n=0

Bn

)
\

( ∞⋃
n=0

Cn

))

≤ ν

( ∞⋃
n=0

(Bn \ Cn)

)
≤
∞∑
n=0

ν(Bn \ Cn) < ε.

Pour m asssez grand, on a donc en posant C ′ :=
⋃m
n=0 Cn

ν

( ∞⋃
n=0

Bn \ C ′
)
< ε,

ce qui montre, C ′ étant fermé, que
⋃
nBn ∈ F .

Comme tout ouvert de RN peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés, on
en déduit que F contient tous les ouverts de RN .

Posons à présent
G := {B ∈ F : cB ∈ F}

de sorte que RN ∈ G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que G contient la tribu Borélienne. Par
conséquent, pour tout B ⊂ RN Borélien et tout ε > 0 il existe un ensemble fermé C ⊂ B tel que
ν(B\C) < ε. En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C ⊂ A tel que µ(A\C) < ε. Pour tout
n ∈ N, on pose Kn := C ∩ B(0, n) qui est un compact inclu dans A. Comme µ(C) ≤ µ(A) < ∞),
on a limn µ(C \ Kn) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact Kn ⊂ A tel que
µ(A \Kn) < ε.

Si µ(A) =∞, on décompose A =
⋃
j(A∩Cj) où Cj = {x ∈ RN : j ≤ |x| < j+ 1}. Comme µ est

une mesure de Radon, µ(A ∩Cj) <∞ pour tout j ∈ N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact Kj ⊂ A ∩ Cj tel que µ(Kj) ≥ µ(A ∩ Cj)− 2−j . Par convergence monotone,

lim
n→∞

µ

 n⋃
j=0

Kj

 = µ

⋃
j∈N

Kj

 =
∑
j∈N

µ(Kj) ≥
∑
j∈N

(µ(A ∩ Cj)− 2−j) =∞ = µ(A).

Comme
⋃n
j=0Kj est compact, on obtient ainsi l’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant l’approximation par l’extérieur à l’aide d’ouverts. Soit {ωn}n∈N une suite
exhaustive d’ouverts relativement compacts dans Ω tels que ωn ⊂ ωn+1 et

⋃
n ωn = Ω. L’ensemble

ωn \ A étant un Borélien de mesure finie (car µ est finie sur les compacts), l’étape précédente
montre l’existence d’un fermé Cn ⊂ ωn \A tel que µ((ωn \A) \Cn) < ε/2n. Posons Un = ωn \Cn
qui est un ouvert avec ωn ∩ A ⊂ Un et tel que µ(Un \ A) < ε/2n. Si on pose U :=

⋃
n Un qui est

un ouvert, on obtient que A ⊂ U et µ(U \A) ≤
∑
n µ(Un \A) < ε.
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Une conséquence immédiate du résultat précédent concerne la densité des fonctions continues à
support compact.

Corollaire 1.1.3. Soit µ une mesure de Radon positive sur un ouvert Ω de RN . Alors l’espace
Cc(Ω;Rd) est dense dans L1

µ(Ω;Rd).

Soit λ une mesure de Radon positive sur un ouvert Ω ⊂ RN . On rappelle que le support de λ
est donné par

Supp(λ) := {x ∈ Ω : λ(B%(x)) > 0 pour tout % > 0}.

Lemme 1.1.4. L’ensemble Supp(λ) est fermé dans Ω et λ(Ω \ Supp(λ)) = 0.

Démonstration. Si x 6∈ Supp(λ), alors il existe % > 0 tel que B%(x) ⊂ Ω et λ(B%(x)) = 0. Si
y ∈ B%(x) alors il existe R > 0 tel que BR(y) ⊂ B%(x) de sorte que λ(BR(y)) ≤ λ(B%(x)) = 0. Par
conséquent B%(x) ⊂ Ω \ Supp(λ), ce qui montre que Ω \ Supp(λ) est ouvert et donc que Supp(λ)
est fermé dans Ω.

Par ailleurs, soit K un compact contenu dans Ω \ Supp(λ). Par compacité, il existe un nombre
fini de points x1, . . . , xm ∈ K et r1, . . . , rm ∈ (0,dist(K, ∂Ω)) tels que

K ⊂
m⋃
i=1

Bri(xi), λ(Bri(xi)) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ m.

Par conséquent, λ(K) ≤
∑m
i=1 λ(Bri(xi)) = 0. Par passage au supremum parmi tous les compacts

K ⊂ Ω \ Supp(λ), on en déduit que λ(Ω \ Supp(λ)) = 0.

Définition 1.1.5. On dit que µ : B(Ω)→ Rd est une mesure de Radon vectorielle si

(i) µ(∅) = 0 ;
(ii) pour toute suite {Bj}j∈N de Boréliens deux à deux disjoints, la série vectorielle

∑
j µ(Bj)

converge et sa somme est donnée par

∞∑
j=0

µ(Bj) = µ

 ∞⋃
j=0

Bj

 .

En notant | · | la norme Euclidienne sur Rd, on définit, pour tout B ∈ B(Ω), la variation de µ
par

|µ|(B) = sup


∞∑
j=0

|µ(Bj)| : Bj ∈ B(Ω), Bi ∩Bj = ∅ pour tout i 6= j, B =
⋃
j∈N

Bj

 .

Remarque 1.1.6. Soit µ = (µ1, . . . , µd) une mesure de Radon vectorielle où µ1, . . . , µd sont des
mesures de Radon réelles. Alors on a

|µ| ≤
d∑
i=1

|µi|.

Proposition 1.1.7. Soit µ une mesure de Radon vectorielle, alors |µ| est une mesure positive
finie qui satisfait

|µ(B)| ≤ |µ|(B) pour tout B ∈ B(Ω).
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Démonstration. Par définition de |µ|, on a bien l’inégalité |µ(B)| ≤ |µ|(B) pour tout B ∈ B(Ω).
Montrons tout d’abord que |µ| est une mesure Borélienne. Il est clair que |µ|(∅) = 0. Soit

{An}n∈N une suite de Boréliens deux à deux disjoints contenus dans Ω et posons A :=
⋃
nAn.

Si {Bj}j∈N désigne une partition Borélienne de A, alors pour tout j ∈ N, {An ∩ Bj}n∈N est une
partition Borélienne de Bj et il vient que µ(Bj) =

∑
n µ(Aj ∩Bn) et donc

∞∑
j=0

|µ(Bj)| ≤
∞∑
j=0

∞∑
n=0

|µ(An ∩Bj)| =
∞∑
n=0

∞∑
j=0

|µ(An ∩Bj)| ≤
∞∑
n=0

|µ|(An).

Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes {Bj}j∈N de A, il vient

|µ|(A) ≤
∞∑
n=0

|µ|(An).

Pour montrer l’autre inégalité, pour tout n ∈ N et tout ε > 0, soit {Enj }j∈N une partition Borélienne
de An telle que

|µ|(An) ≤
∞∑
j=0

|µ(Enj )|+ 2−nε.

Comme {Enj }(j,n)∈N2 est une partition Borélienne de A, il vient

|µ|(A) ≥
∞∑

j,n=0

|µ(Enj )| =
∞∑
n=0

|µ|(An)− 2ε

et l’inégalité vient par passage à la limite quand ε→ 0.

Pour établir que |µ| est une mesure finie, il suffit de considérer le cas d = 1. Supposons qu’il
existe A ∈ B(Ω) tel que |µ|(A) = ∞, on peut alors trouver une partition Borélienne {An}n∈N de
A telle que

∞∑
n=0

|µ(An)| ≥ 2(|µ(A)|+ 1).

Soient E1 =
⋃
µ(An)≥0An et E2 =

⋃
µ(Xn)<0An de sorte que A = E1∪E2, E1∩E2 = ∅, µ(E1) ≥ 0,

µ(E2) ≤ 0 et |µ(E1)| + |µ(E2)| ≥ 2(|µ(A)| + 1). Il existe donc i0 = 1 ou 2 tel que |µ(Ei0)| ≥
|µ(A)| + 1 et on pose E = Ei0 , F = A \ E. On a donc |µ|(E) ≥ |µ(E)| > 1, |µ|(F ) ≥ |µ(F )| =
|µ(A)−µ(E)| ≥ |µ(E)|−|µ(A)| > 1. Comme∞ = |µ|(A) = |µ|(E)+|µ|(F ), il vient que |µ|(E) =∞
ou |µ|(F ) = ∞. Supposons sans restreindre la généralité que |µ|(F ) = ∞ et posons Y0 = E. On
reproduit l’argument précédent avec F au lieu de A. On construit alors par récurrence une suite
{Yj}j∈N de Boréliens deux à deux disjoints tels que |µ(Yj)| > 1 pour tout j ∈ N ce qui montre
que la série de terme général {µ(Yj)}j∈N ne peut pas être convergente. On aboutit donc à une
contradiction qui montre bien que |µ|(A) <∞ pour tout A ∈ B(Ω).

Un exemple typique de mesure vectorielle est celui des mesures à densité.

Définition 1.1.8. Soit λ une mesure de Radon positive sur Ω et f ∈ L1
λ(Ω;Rd). On définit la

mesure de Radon vectorielle µ := fλ par

µ(A) =

∫
A

f dλ pour tout A ∈ B(Ω).

On montre effectivement que fλ est une mesure de Radon vectorielle par convergence dominée.
Le résultat suivant détermine la mesure variation d’une mesure à densité.
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Proposition 1.1.9. Soit µ = fλ la mesure vectorielle définie précédemment. Alors, la mesure
variation de µ est donnée par |µ| = |f |λ, i.e.

|µ|(A) =

∫
A

|f | dλ pour tout A ∈ B(Ω).

Démonstration. L’inégalité |µ| ≤ |f |λ est immédiate. Pour montrer l’inégalité opposée, on considère
un sous-ensemble D = {zk}k∈N dénombrable et dense dans la sphère SN−1 = {x ∈ RN : |x| = 1}.
Soient A ∈ B(Ω), ε > 0 et k ∈ N, on définit les ensembles Boréliens

Ak = {x ∈ A : f(x) · zk ≥ (1− ε)|f(x)|}

de sorte que A =
⋃
k Ak. On pose ensuite

B0 = A0, Bk = Ak \
k−1⋃
j=0

Aj pour tout k ≥ 1,

de sorte que Bk ∈ B(Ω) pour tout k ∈ N et les ensembles {Bk}k∈N sont deux à deux disjoints.
Comme

⋃
k Bk =

⋃
k Ak = A, il vient que

(1− ε)
∫
A

|f | dλ =
∑
k∈N

(1− ε)
∫
Bk

|f | dλ ≤
∑
k∈N

∫
Bk

zk · f dλ

=
∑
k∈N

zk · µ(Bk) ≤
∑
k∈N
|µ(Bk)| ≤ |µ|(A),

ce qui conclut la preuve du résultat.

Si d = 1, on parle aussi de mesure de Radon réelle. On pose alors

µ± :=
|µ| ± µ

2

qui définissent des mesures positives finies qui satisfont

µ = µ+ − µ−, |µ| = µ+ + µ−.

L’intégration d’une fonction Borélienne |µ|-intégrable f : Ω → R par rapport à µ est alors définie
par ∫

Ω

f dµ :=

∫
Ω

f dµ+ −
∫

Ω

fdµ−.

Si d ≥ 2 et µ = (µ1, . . . , µd) est une mesure de Radon vectorielle, on définit l’intégrale∫
Ω

f dµ :=

(∫
Ω

f dµ1, . . . ,

∫
Ω

f dµd

)
.

On a toujours l’inégalité ∣∣∣∣∫
Ω

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f | d|µ|.

Si ϕ : Ω→ Rd est une fonction vectorielle Borélienne |µ|-intégrable, on notera∫
Ω

ϕ · dµ :=

d∑
i=1

∫
Ω

ϕi dµi

et on montre que ∣∣∣∣∫
Ω

ϕ · dµ
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|ϕ| d|µ|.
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1.2 Les mesures de Radon par dualité

On désigne par Cc(Ω) l’ensemble des fonctions continues à support compact inclus dans Ω. Toute
mesure de Radon positive µ définit une forme linéaire sur Cc(Ω). En effet, l’intégrale∫

Ω

f dµ

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f) le support (compact) de f , on a∫
K

|f | dµ ≤ µ(K) max
K
|f | <∞.

Par conséquent, l’application

L : f 7→
∫

Ω

f dµ

définit une forme linéaire positive Cc(Ω), i.e.,

L(αf + βg) = αL(f) + βL(g) pour tout f, g ∈ Cc(Ω) et tout α, β ∈ R, (1.2.1)

L(f) ≥ 0 pour tout f ∈ Cc(Ω) avec f ≥ 0. (1.2.2)

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur l’espace Cc(Ω) peut être
représentée de façon unique par une telle mesure.

Théorème 1.2.1 (Théorème de représentation de Riesz). Soit L : Cc(Ω) → R une forme
linéaire positive (i.e. qui satisfait (1.2.1) et (1.2.2)). Il existe une unique mesure de Radon positive
µ sur Ω telle que

L(f) =

∫
Ω

f dµ pour tout f ∈ Cc(Ω). (1.2.3)

Dans la preuve de l’existence, nous utiliserons le résultat suivant. Le cas n = 1 correspond au
Lemme d’Urysohn.

Lemme 1.2.2 (Partition de l’unité). Soient V1, . . . , Vn des ouverts de RN et K un compact tel
que K ⊂

⋃n
i=1 Vi. Alors, pour tout i = 1, . . . , n, il existe des fonctions fi ∈ Cc(RN ; [0, 1]) telles que

Supp(fi) ⊂ Vi et
∑n
i=1 fi = 1 sur K.

Démonstration. Pour tout x ∈ K, il existe i ∈ {1, . . . , n} et une boule ouverte Bx centrée en x
et telle que Bx ⊂ Vi. Par conséquent, K ⊂

⋃
x∈K Bx, et comme K est compact, on peut extraire

un sous recouvrement fini K ⊂
⋃p
j=1Bxj . On définit Ki comme l’union des boules fermées Bxj

qui sont contenues dans Vi. Alors Ki est un compact contenu dans Vi et K ⊂
⋃n
i=1Ki. Soit Ui un

ouvert borné tel que Ki ⊂ Ui ⊂ U i ⊂ Vi, on pose alors

fi(x) :=
dist(x,RN \ Ui)

dist(x,K) +
∑n
j=1 dist(x,RN \ Uj)

pour tout x ∈ RN ,

qui satisfait bien les propriétés souhaitées.

Pour tout ouvert V ⊂ Ω, on définit

µ∗(V ) := sup{L(f) : f ∈ Cc(Ω; [0, 1]), Supp(f) ⊂ V }. (1.2.4)

Si U ⊂ V , alors µ∗(U) ≤ µ∗(V ) de sorte que l’on peut étendre µ∗ à n’importe quel ensemble A ⊂ Ω
en posant

µ∗(A) := inf{µ∗(V ) : A ⊂ V ⊂ Ω ouvert}.
La propriété de croissance de µ∗ reste vraie au sens où µ∗(A) ≤ µ∗(B) pour tout A ⊂ B.
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Lemme 1.2.3. Pour tout compact K ⊂ Ω, on a

µ∗(K) = inf{L(g) : g ∈ Cc(Ω; [0, 1]), g = 1 sur K}.

En particulier, µ∗(K) <∞. De plus, pour tout ouvert U ⊂ Ω,

µ∗(U) = sup{µ∗(K) : K ⊂ U, K compact}.

Démonstration. Soient K ⊂ Ω un compact et g ∈ Cc(Ω; [0, 1]) telle que g = 1 sur K. Pour tout
0 < t < 1, l’ensemble Vt := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K ⊂ Vt et f ≤ t−1g pour tout
f ∈ Cc(Ω; [0, 1]) avec Supp(f) ⊂ Vt. Par conséquent, la croissance de L montre que

µ∗(K) ≤ µ∗(Vt) = sup{L(f) : f ∈ Cc(Ω; [0, 1]) tel que Supp(f) ⊂ Vt} ≤ t−1L(g) <∞.

En faisant tendre t→ 1−, on obtient µ(K) ≤ L(g) et donc, par passage à l’infimum en g,

µ∗(K) ≤ inf{L(g) : g ∈ Cc(Ω; [0, 1]), g = 1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U ⊂ Ω contenant K. Si f ∈
Cc(Ω; [0, 1]) est une fonction telle que Supp(f) ⊂ U et f = 1 sur K, il vient par définition de µ∗

sur les ouverts que

inf{L(g) : g ∈ Cc(Ω; [0, 1]), g = 1 sur K} ≤ L(f) ≤ µ∗(U),

puis, par passage à l’infimum par rapport à U , que

inf{L(g) : g ∈ Cc(Ω; [0, 1]), g = 1 sur K} ≤ µ∗(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert U ⊂ Ω.
Alors, par définition de µ∗ sur les ouverts, pour tout α < µ∗(U), il existe une fonction f ∈
Cc(Ω; [0, 1]) telle que Supp(f) ⊂ U et α < L(f). Soit K = Supp(f) et g ∈ Cc(Ω; [0, 1]) telle que
g = 1 sur K. Comme f ≤ g sur Ω, on a L(f) ≤ L(g), puis par passage à l’infimum par rapport à g,
on obtient que L(f) ≤ µ∗(K). Ceci montre l’existence d’un compact K ⊂ U tel que α < µ∗(K).

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles µ∗ : P(Ω)→ [0,+∞] qui est finie sur les
compacts, qui satisfait, par définition, la propriété de régularité extérieure

µ∗(A) = inf{µ∗(V ) : A ⊂ V ⊂ Ω ouvert} pour tout A ∈ P(Ω) (1.2.5)

et la propriété de régularité intérieure

µ∗(U) = sup{µ∗(K) : K ⊂ U, K compact} pour tout ouvert U ⊂ Ω. (1.2.6)

Lemme 1.2.4. La fonction d’ensemble µ∗ est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que µ∗(∅) = 0 et µ∗ est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si A ⊂ B, alors µ∗(A) ≤ µ∗(B). Il s’agit à présent de montrer que µ∗ est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {An}n∈N de sous-ensembles de Ω, on a

µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(An).

Montrons d’abord que si V1 et V2 sont des ouverts de Ω,

µ∗(V1 ∪ V2) ≤ µ∗(V1) + µ∗(V2). (1.2.7)
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Soit g ∈ Cc(Ω; [0, 1]) avec Supp(g) ⊂ V1∪V2. Soient f1 et f2 ∈ Cc(Ω; [0, 1]) telles que Supp(f1) ⊂ V1,
Supp(f2) ⊂ V2 et f1 + f2 = 1 sur Supp(g). Par conséquent, pour i = 1, 2, fig ∈ Cc(Ω; [0, 1]),
Supp(fi) ⊂ Vi et g = f1g + f2g de sorte que, par linéarité de L et la définition de µ∗,

L(g) = L(f1g) + L(f2g) ≤ µ∗(V1) + µ∗(V2).

Par passage au supremum en g, on obtient µ∗(V1 ∪ V2) ≤ µ∗(V1) + µ∗(V2).
Si µ(An) = ∞ pour un certain n ∈ N, alors le résultat suit. Sinon, si µ(An) < ∞ pour tout

n, alors quelque soit ε > 0 il existe un ouvert Vn tel que An ⊂ Vn et µ∗(Vn) < µ∗(An) + 2−nε.
On définit V :=

⋃∞
n=1 Vn et on considère f ∈ Cc(Ω; [0, 1]) avec Supp(f) ⊂ V . Comme Supp(f) est

compact, il existe p ∈ N tel que Supp(f) ⊂
⋃p
n=1 Vn. En itérant (1.2.7), il vient

L(f) ≤ µ∗
(

p⋃
n=1

Vn

)
≤

p∑
n=1

µ∗(Vn) ≤
∞∑
n=1

µ∗(En) + 2ε.

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f ∈ Cc(Ω; [0, 1]) avec Supp(f) ⊂ V , et
⋃∞
n=1An ⊂

V , on en déduit que

µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤ µ∗(V ) ≤

∞∑
n=1

µ∗(An) + 2ε,

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le paramètre ε > 0 étant arbitraire.

D’après le théorème de Carathéodory (voir le théorème 3.1.3), la classe A des ensembles µ∗-
mesurables, i.e., l’ensemble des parties A ⊂ Ω qui satisfont

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A) pour tout E ⊂ Ω,

est une tribu sur Ω, et la restriction µ := µ∗|A de µ∗ à cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B ⊂ Ω avec dist(A,B) > 0, on a

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

En effet, par sous-additivité de µ∗, il suffit de montrer que µ∗(A∪B) ≥ µ∗(A)+µ∗(B). Soit W ⊂ Ω
un ouvert tel que A∪B ⊂W . Comme dist(A,B) > 0, il existe des ouverts U et V tels que A ⊂ U ,
B ⊂ V , U ∪ V ⊂W et U ∩ V = ∅. Par définition de µ∗ sur les ouverts, on a

µ∗(W ) ≥ µ∗(U ∪ V ) ≥ µ∗(U) + µ∗(V ) ≥ µ∗(A) + µ∗(B).

Par passage à l’infimum parmi tous les ouverts W ⊃ A ∪ B, on obtient le résultat voulu. Une
application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que B(Ω) ⊂ A. Par conséquent, la restriction
de µ à B(Ω) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 1.2.3, on a µ(K) = µ∗(K) < ∞
(puisque les compacts sont Boréliens), on en déduit que µ est une mesure de Radon positive.

Nous sommes à présent en mesure de conclure la preuve du théorème de représentation de Riesz.

Démonstration du théorème 1.2.1. Il reste à établir la propriété de représentation (1.2.3). Soit
f ∈ Cc(Ω), par linéarité de L, il suffit d’établir que

L(f) ≤
∫

Ω

f dµ. (1.2.8)

Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout ε > 0, il existe
y0, y1, . . . , yn ∈ R tels que y0 < a = y1 < · · · < yn = b et max1≤i≤n(yi − yi−1) < ε. On définit,
pour tout i ∈ {1, . . . , n}

Bi := f−1(]yi−1, yi]) ∩K.



1.2. LES MESURES DE RADON PAR DUALITÉ 15

Comme f est continue, les ensembles Bi constituent une partition Borélienne de K. D’après la
propriété de régularité extérieure (1.2.5), il existe un ouvert Vi contenant Bi tel que µ(Vi) ≤
µ(Bi) + ε/n. Par ailleurs, l’ouvert Wi = f−1(]yi − ε, yi + ε[) contenant Bi, on obtient en posant
Ui = Vi ∩Wi un ouvert contenant Bi et satisfaisant

µ(Ui) ≤ µ(Bi) +
ε

n
, sup

Ui

f ≤ yi + ε pour tout i = 1, . . . , n.

Comme {Ui}1≤i≤n est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
l’unité subordonnée à ce recouvrement, i.e. des fonctions hi ∈ Cc(Ω; [0, 1]) telles que Supp(hi) ⊂ Ui
et
∑n
i=1 hi = 1 sur K. Par conséquent, f =

∑n
i=1 hif et 0 ≤ hif ≤ (yi + ε)hi dans Ω, puis par

linéarité et croissance de L, il vient

L(f) =

n∑
i=1

L(hif) ≤
n∑
i=1

(yi + ε)L(hi) =

n∑
i=1

(|a|+ yi + ε)L(hi)− |a|
n∑
i=1

L(hi).

Comme
∑n
i=1 hi ∈ Cc(Ω; [0, 1]) est telle que

∑n
i=1 hi = 1 sur K, le Lemme 1.2.3 montre que

n∑
i=1

L(hi) = L

(
n∑
i=1

hi

)
≥ µ(K).

Par ailleurs, la définition de µ∗ sur les ouverts (et donc de µ) montre L(hi) ≤ µ(Ui) ≤ µ(Bi)+ε/n,
de sorte que

L(f) ≤
n∑
i=1

(|a|+ yi + ε)
(
µ(Bi) +

ε

n

)
− |a|µ(K).

Comme {B1, . . . , Bn} est une partition de K, on en déduit que

L(f) ≤
n∑
i=1

yiµ(Bi) + ε(|a|+ |b|+ ε+ µ(K))

≤
n∑
i=1

yi−1µ(Bi) + ε(|a|+ |b|+ ε+ 2µ(K))

≤
n∑
i=1

∫
Bi

f dµ+ ε(|a|+ |b|+ ε+ 2µ(K))

=

∫
Ω

f dµ+ ε(|a|+ |b|+ ε+ 2µ(K)),

ce qui prouve (1.2.8), le paramètre ε > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin l’unicité. Soient µ1 et µ2 deux mesures de Radon positives satisfaisant la
conclusion du théorème de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité (1.2.5) et
(1.2.6), il suffit d’établir que µ1(K) = µ2(K) pour tout compact K ⊂ Ω. Soit ε > 0 et K ⊂ Ω
un compact. D’après (1.2.5), il existe un ouvert V contenant K tel que µ2(V ) < µ2(K) + ε. Par
le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f ∈ Cc(Ω; [0, 1]) telle que f = 1 sur K et
Supp(f) ⊂ V d’où χK ≤ f ≤ χV . Il vient alors

µ1(K) =

∫
Ω

χK dµ1 ≤
∫

Ω

f dµ1 = L(f) =

∫
Ω

f dµ2 ≤
∫

Ω

χV dµ2 = µ2(V ) < µ2(K) + ε.

Donc µ1(K) ≤ µ2(K) et en échangeant les rôles de µ1 et µ2 on en déduit que cette inégalité et une
égalité.
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Pour étendre ce résultat à des formes linéaires non signées, il est nécessaire d’imposer une
propriété de continuité. L’espace Cc(Ω;Rd) n’étant pas un Banach, il convient de le fermer pour la
topologie de la norme uniforme sur Ω. On définit alors

C0(Ω;Rd) = Cc(Ω;Rd)
‖·‖∞

qui est alors un espace de Banach séparable. Par ailleurs une fonction f ∈ C0(Ω;Rd) si et seulement
si f : Ω → Rd est continue et pour tout ε > 0 il existe un compact Kε ⊂ Ω tel que |f | < ε sur
Ω \Kε (f tend vers 0 sur le bord de Ω).

Définition 1.2.5. L’espace des mesures de Radon bornées sur Ω, noté M(Ω;Rd), est le dual
topologique de l’espace de Banach C0(Ω;Rd).

Grâce au théorème de représentation de Riesz (théorème 1.2.1), on peut caractériser l’espace
des mesures de Radon bornées.

Théorème 1.2.6. Pour tout L ∈ M(Ω;Rd), il existe une unique mesure de Radon vectorielle µ
sur Ω telle que

L(f) =

∫
Ω

f · dµ :=

d∑
j=1

∫
Ω

fj dµj pour tout f ∈ C0(Ω;Rd).

De plus, en notant |µ| la mesure variation de µ, on a

‖L‖M(Ω;Rd) = |µ|(Ω).

Commençons par établir que toute forme linéaire continue sur C0(Ω) = C0(Ω;R) (pour d = 1)
peut s’écrire comme la différence entre deux formes linéaires positives.

Lemme 1.2.7. Pour tout L ∈ M(Ω), il existe des formes linéaires continues positives L+ et L−

sur C0(Ω) telles que
L(f) = L+(f)− L−(f) pour tout f ∈ C0(Ω).

Démonstration. Définissons le cône C+ := {f ∈ C0(Ω) : f ≥ 0 sur Ω} et pour tout f ∈ C+,

L+(f) := sup{L(g) : g ∈ C+, g ≤ f}.

Etape 1 : L+ est positive et finie sur C+. Soit f ∈ C+, comme 0 ∈ C+, on a L+(f) ≥ 0.
Soit maintenant g ∈ C+ telle que 0 ≤ g ≤ f . Par continuité de L, on a L(g) ≤ ‖L‖M(Ω)‖g‖∞ ≤
‖L‖M(Ω)‖f‖∞, et par passage au sup en g, on obtient que 0 ≤ L+(f) ≤ ‖L‖M(Ω)‖f‖∞ <∞.

Etape 2 : L+ est additive sur C+. Soient f1 et f2 ∈ C+ et g ∈ C+ telles que 0 ≤ g ≤ f1 + f2.
On décompose g comme g = min(f1, g)+ max(g−f1, 0), où min(f1, g) ≤ f1 et max(g−f1, 0) ≤ f2.
Comme min(f1, g) et max(g − f1, 0) ∈ C+, alors

L(g) = L(min(f1, g)) + L(max(g − f1, 0)) ≤ L+(f1) + L+(f2),

puis par passage au supremum en g,

L+(f1 + f2) ≤ L+(f1) + L+(f2).

Pour montrer l’autre inégalité, on se donne un ε > 0 . Par définition de L+, il existe g1 et g2 ∈ C+

tels que 0 ≤ gi ≤ fi et L+(fi) ≤ L(gi) + ε pour i = 1, 2. Comme 0 ≤ g1 + g2 ≤ f1 + f2, il s’ensuit
que

L+(f1 + f2) ≥ L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) ≥ L+(f1) + L+(f2)− 2ε,
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et le résultat suit par passage à la limite quand ε→ 0.

Etape 3 : Définition et additivité de L+ sur C0(Ω). Soit f ∈ C0(Ω), on décompose f comme
la différence entre sa partie positive et négative f = f+ − f− avec f± ∈ C+. On pose alors
L+(f) := L+(f+) − L+(f−). Si f et g ∈ C0(Ω), alors (f + g)+ − (f + g)− = f+ − f− + g+ − g−
de sorte que (f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+. D’où, par additivité de L+ sur C+,

L+((f + g)+) + L+(f−) + L+(g−) = L+((f + g)−) + L+(f+) + L+(g+),

et donc L+(f+g) = L+(f)+L+(g). En particulier, comme (−f)± = f∓, alors L+(−f) = −L+(f).

Etape 4 : L+ est continue sur C0(Ω). Soit f ∈ C0(Ω). Comme L+ est positive, alors L+(|f | ±
f) ≥ 0, donc par additivité de L+ sur C0(Ω), L+(|f |) ≥ ±L+(f), i.e., |L+(f)| ≤ L+(|f |). Soient
maintenant f1 et f2 ∈ C0(Ω), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

|L+(f1)− L+(f2)| = |L+(f1 − f2)| ≤ L+(|f1 − f2|) ≤ ‖L‖M(Ω)‖f1 − f2‖∞.

Etape 5 : L+ est une forme linéaire sur C0(Ω). L’additivité de L+ montre que pour tout n ∈ N,
L+(nf) = nL+(f). Comme L+(−f) = −L+(f), l’identité précédente a en fait lieu pour n ∈ Z.
Si r = p/q ∈ Q avec p, q ∈ Z et q 6= 0, alors pL+(f) = L+(pf) = L+(qrf) = qL+(rf), d’où
L+(rf) = rL+(f). La continuité de L+ et la densité Q dans R implique que L+(αf) = αL+(f)
pour tout α ∈ R.

Etape 6 : L− est une forme linéaire continue positive sur C0(Ω). On définit L− := L+ − L.
Alors L− est clairement une forme linéaire continue sur C0(Ω). De plus, par définition de L+,
L+(f) ≥ L(f) pour tout f ∈ C+, ce qui montre que L− est également positive.

Démonstration du théorème 1.2.6. Si d = 1, d’après le Lemme 1.2.7, on peut décomposer L ∈
M(Ω) comme L = L+−L− où L± sont des formes linéaires continues positives sur C0(Ω). D’après
le théorème de représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon positives µ± telles que

L±(f) =

∫
Ω

f dµ± pour tout f ∈ Cc(Ω).

De plus, par définition de µ± sur les ouverts (voir (1.2.4)) et par définition de la norme dansM(Ω),
on a

µ±(Ω) = sup
f∈Cc(Ω;[0,1])

L±(f) ≤ ‖L±‖M(Ω) <∞,

ce qui montre que µ± sont des mesures finies. Par conséquent, en posant µ := µ+ − µ−, µ définit
une mesure de réelle telle que

L(f) =

∫
Ω

f dµ pour tout f ∈ Cc(Ω).

Cette inégalité peut être étendue à toute fonction f ∈ C0(Ω) par densité de Cc(Ω) dans C0(Ω), par
continuité de L et par convergence dominée.

Si d ≥ 2, on applique l’argument précédent aux formes linéaires continues f ∈ C0(Ω) 7→ Lj(f) :=
L(fej), pour tout 1 ≤ j ≤ d, où ej désigne le j-ième vecteur de la base canonique de Rd. On
montre alors l’existence de mesures de Radon réelles µj sur Ω telles que Lj(f) =

∫
Ω
f dµj pour

tout f ∈ C0(Ω). On pose alors µ = (µ1, . . . , µd) qui définit une mesure de Radon vectorielle et qui
satisfait, pour tout f ∈ C0(Ω;Rd)

L(f) = L

 d∑
j=1

fjej

 =

d∑
j=1

L(fjej) =

d∑
j=1

Lj(fj) =

d∑
j=1

∫
Ω

fj dµj =

∫
Ω

f · dµ.
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Si f ∈ C0(Ω;Rd) est telle que ‖f‖∞ ≤ 1, alors on a

|L(f)| ≤
∫

Ω

|f | d|µ| ≤ |µ|(Ω),

puis par passage au supremum par rapport à f , ‖L‖M(Ω;Rd) ≤ |µ|(Ω). Réciproquement, soit {Bi}i∈N
une partition Borélienne de Ω. On pose

f :=
∑

i∈N, |µ(Bi)|>0

µ(Bi)

|µ(Bi)|
χBi .

Comme |µ| est une mesure finie et |f | ≤ 1, on en déduit que f ∈ L1
|µ|(Ω;Rd). Par densité de

Cc(Ω;Rd) dans L1
|µ|(Ω;Rd), pour tout ε > 0, il existe une fonction g ∈ Cc(Ω;Rd) telle que |g| ≤ 1

et
∫

Ω
|f − g| d|µ| ≤ ε. Par conséquent

‖L‖M(Ω;Rd) ≥
∫

Ω

g · dµ ≥
∫

Ω

f · dµ− ε =
∑
i∈N
|µ(Bi)| − ε.

Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes de Ω, il vient

‖L‖M(Ω;Rd) ≥ |µ|(Ω)− ε,

ce qui implique, ε > 0 étant arbitraire, que ‖L‖M(Ω;Rd) ≥ |µ|(Ω).

Concernant l’unicité, soient µ1 et µ2 deux mesures vectorielles telles que∫
Ω

f dµ1 =

∫
Ω

f dµ2 pour tout f ∈ Cc(Ω).

On pose λ := |µ1| + |µ2| et on considère un Borélien A ⊂ Ω. Par densité de Cc(Ω) dans L1
λ(Ω),

pour tout ε > 0 il existe une fonction fε ∈ Cc(Ω) telle que∫
Ω

|fε − χA| dλ ≤ ε.

On en déduit alors que ∫
Ω

|fε − χA| d|µ1| ≤ ε et

∫
Ω

|fε − χA| d|µ2| ≤ ε.

Par passage à la limite dans ∫
Ω

fε dµ1 =

∫
Ω

fε dµ2

quand ε→ 0, on en déduit que µ1(A) = µ2(A).

1.3 Convergence de mesures

Le théorème de représentation de Riesz permet d’identifier le dual topologique de C0(Ω;Rd), noté
M(Ω;Rd), à l’ensemble des mesures de Radon vectorielles que nous appelerons dorénavant l’espace
des mesures de Radon bornées. On définit également l’espace des mesures de Radon,Mloc(Ω;Rd),
comme l’ensemble des applications µ : B(Ω)→ Rd telles que µ ∈M(ω;Rd) pour tout ouvert borné
ω tel que ω ⊂ Ω. Une variante du théorème de représentation de Riesz montre qu’on peut identifier
l’espace Mloc(Ω;Rd) aux distributions vectorielles d’ordre 0.

En tant qu’espace dual, on peut considérer la topologie faible* sur M(Ω;Rd).
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Définition 1.3.1. (i) Une suite {µn}n∈N ⊂M(Ω;Rd) converge faible* vers µ ∈M(Ω;Rd) si∫
Ω

ϕ · dµn →
∫

Ω

ϕ · dµ pour tout ϕ ∈ C0(Ω;Rd).

(ii) Une suite {µn}n∈N ⊂Mloc(Ω;Rd) converge localement faible* vers µ ∈Mloc(Ω;Rd) si∫
Ω

ϕ · dµn →
∫

Ω

ϕ · dµ pour tout ϕ ∈ Cc(Ω;Rd).

La norme étant faible* semi-continue inférieurement, il vient que si µn ⇀ µ faible* dans
M(Ω;Rd), alors pour tout ouvert U ⊂ Ω,

|µ|(U) ≤ lim inf
n→∞

|µn|(U).

L’espace C0(Ω;Rd) étant séparable, le résultat suivant provient d’une application immédiate du
théorème de Banach-Alaoglu.

Théorème 1.3.2. Soit {µn}n∈N une suite bornée d’éléments de M(Ω;Rd). Alors, il existe une
sous-suite {µnk}k∈N et µ ∈M(Ω;Rd) telles que µnk ⇀ µ faible* dans M(Ω;Rd).

Un exemple typique d’application du théorème de compacité précédent concerne les suites
{fn}n∈N bornée dans L1

λ(Ω;Rd), où λ est une mesure de Radon positive. L’espace L1
λ(Ω;Rd) étant

non réflexif, on ne peut pas en général extraire de sous-suite faiblement convergente dans L1
λ(Ω;Rd).

Néanmoins on peut définir la suite de mesures de Radon bornées µn = fnλ ∈M(Ω;Rd). Comme

|µn|(Ω) =

∫
Ω

|fn| dλ ≤ C,

la suite {µn}n∈N est bornée dans M(Ω;Rd) de sorte qu’on peut extraire une sous-suite faible*
convergente dans M(Ω;Rd) vers une limite µ ∈ M(Ω;Rd). En général, µ n’est pas absolument
continue par rapport à λ.

Pour les suites de mesures positives, nous avons les conditions suivantes de semi continuité le
long d’ouverts ou de compacts.

Proposition 1.3.3. Si {µn}n∈N est une suite de mesures de Radon positives dans Ω qui converge
localement faible* dans Mloc(Ω) vers une mesure de Radon positive µ, alors

µ(U) ≤ lim inf
n→∞

µn(U) pour tout ouvert U ⊂ Ω,

lim sup
n→∞

µn(K) ≤ µ(K) pour tout compact K ⊂ Ω,

et
lim
n→∞

µn(E) = µ(E) pour tout Borélien borné E tel que E ⊂ Ω et µ(∂E) = 0.

Démonstration. Soit U ⊂ Ω un ouvert et C un sous ensemble compact de U . On considère une
fonction ψ ∈ Cc(Ω) telle que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 sur C et ψ = 0 sur Ω \ U . Alors

lim inf
n→∞

µn(U) ≥ lim
n→∞

∫
Ω

ψ dµn =

∫
Ω

ψ dµ ≥ µ(C).

Le résultat s’obtient par passage au supremum parmi tous les compacts C ⊂ U et par régularité
intérieure de λ.
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Si K ⊂ Ω est compact, par régularité extérieure de µ, pour tout ε > 0 il existe un ouvert V ⊂ Ω
tel que K ⊂ V et µ(V ) ≤ µ(K) + ε. On peut trouver une fonction ϕ ∈ Cc(Ω) telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1,
ϕ = 1 sur K et ϕ = 0 sur Ω \ V . Par conséquent

lim sup
n→∞

µn(K) ≤ lim
n→∞

∫
Ω

ϕdµn =

∫
Ω

ϕdµ ≤ µ(V ) ≤ µ(K) + ε.

On obtient le résultat en faisant tendre ε→ 0.

Si E ⊂ Ω est un Borélien borné tel que E ⊂ Ω et µ(∂E) = 0, alors

µ(E) = µ(E̊) ≤ lim inf
n→∞

µn(E̊) ≤ lim inf
n→∞

µn(E) ≤ lim sup
n→∞

µn(E) ≤ lim inf
n→∞

µn(E) ≤ µ(E) = µ(E),

ce qui conclut la preuve de la proposition.

Dans le cas d’une suite de mesures vectorielles, nous avons un analogue au dernier point de la
Proposition 1.3.3.

Proposition 1.3.4. Soit {µn}n∈N ⊂M(Ω;Rd) telle que µn ⇀ µ faible* dansM(Ω;Rd) et |µn|⇀
λ faible* dans M(Ω) où µ ∈ M(Ω;Rd) et λ ∈ M(Ω) est une mesure positive. Alors λ ≥ |µ| et si
E est un Borélien borné tel que E ⊂ Ω et λ(∂E) = 0, alors

µn(E)→ µ(E).

Démonstration. Soit U un ouvert borné tel que U ⊂ Ω. Pour t > 0 petit, on pose Ut := {x ∈ U :
dist(x, ∂U) > t} de sorte que U t ⊂ U . Par semi-continuité inférieure de la variation, il vient, pour
tout t > 0,

|µ|(Ut) ≤ lim inf
n→∞

|µn|(Ut) ≤ λ(U t) ≤ λ(U).

Par passage à la limite quand t → 0, il vient que |µ|(U) ≤ λ(U). Par régularité extérieure des
mesures de Radon positives |µ| et λ, on en déduit que |µ| ≤ λ.

On écrit
µn = (µn,1, . . . , µn,d), µ = (µ1, . . . , µd)

et, pour tout 1 ≤ i ≤ d, µn,i = µ+
n,i − µ

−
n,i avec |µn,i| = µ+

n,i + µ−n,i. Quitte à extraire une sous-

suite, il existe une mesure de Radon positive νi ∈ M(Ω) telle que µ+
n,i ⇀ νi faible* dans M(Ω).

De plus, comme |µn| ≥ µ+
n,i, il vient par passage à la limite que λ ≥ νi. En particulier, comme

νi(∂E) ≤ λ(∂E) = 0, on en déduit de la Proposition (1.3.3) que

µ+
n,i(E)→ νi(E). (1.3.1)

De même, comme µ−n,i = µ+
n,i − µn,i ⇀ νi − µi faible* dans M(Ω) et |µn| ≥ µ−n,i, on en déduit que

λ ≥ νi − µi ce qui implique que

µ−n,i(E)→ νi(E)− µi(E). (1.3.2)

Le résultat suit en faisant la différence entre (1.3.1) et (1.3.2).

Un outil important pour approcher les fonctions, distributions ou mesures est la convolution.

Définition 1.3.5. Soit µ ∈ M(Ω;Rd) et f : RN → R une fonction continue bornée. On définit la
convolution de µ et f par la fonction

µ ∗ f(x) :=

∫
Ω

f(x− y) dµ(y).
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Une application importante est celle où f = ηε est une famille de noyaux de convolution de la
forme

ηε(x) =
1

εN
η
(x
ε

)
, x ∈ RN ,

où η ∈ C∞c (RN ) est une fonction positive, paire qui satisfait Supp(η) ⊂ B1(0) et
∫
RN η(y) dy = 1.

Proposition 1.3.6. Soit Ω ⊂ RN un ouvert et µ ∈M(Ω;Rd). Pour ε > 0, on définit

µ ∗ ηε(x) =

∫
Ω

ηε(x− y) dµ(y) = ε−N
∫

Ω

η

(
x− y
ε

)
dµ(y)

pour x ∈ Ωε := {z ∈ Ω : dist(z, ∂Ω) > ε}. Alors

(a) µ ∗ ηε ∈ C∞(Ωε;Rd) et ∂α(µ ∗ ηε) = µ ∗ (∂αηε) pour tout α ∈ NN ;

(b) La mesure µε := (µ ∗ ηε)LN convergence localement faible* vers µ dans Mloc(Ω;Rd) et

|µε|(A) =

∫
A

|µ ∗ ηε|(x) dx ≤ |µ|(A+Bε(0))

pour tout Borélien A ⊂ Ωε.

Démonstration. (a) On calcule la limite du taux d’accroissement par passage à la limite sous le
signe intégrale et convergence dominée, puis on raisonne par récurrence sur α.

(b) Soient ϕ ∈ Cc(Ω) et ε > 0 assez petit tel que Supp(ϕ) ⊂ Ωε. A l’aide du théorème de Fubini
et de la parité de η, on a∫

Ω

(µ ∗ ηε)(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

(∫
Ω

ηε(x− y) dµ(y)

)
ϕ(x) dx

=

∫
Ω

(∫
Ω

ηε(y − x)ϕ(x) dx

)
dµ(y)

=

∫
Ω

ϕ ∗ ηε dµ.

Comme ϕ est continue à support compact, ϕ ∗ ηε → ϕ uniformément sur Ω et donc, du fait que |µ|
est une mesure finie,

lim
ε→0

∫
Ω

(µ ∗ ηε)(x)ϕ(x) dx = lim
ε→0

∫
Ω

ϕ ∗ ηε dµ =

∫
Ω

ϕdµ,

ce qui montre µε ⇀ µ localement faible* dans Mloc(Ω;Rd). De plus, comme µε est une mesure
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, on a de nouveau par le théorème de
Fubini

|µε|(A) =

∫
A

|µ ∗ ηε|(x) dx ≤
∫
A

∫
Ω

ηε(x− y) d|µ|(y) dx

≤
∫

Ω

∫
A

ηε(x− y) dx d|µ|(y) ≤
∫
A+Bε(0)

∫
A

ηε(x− y) dx d|µ|(y) ≤ |µ|(A+Bε(0)).
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1.4 Différentiation de mesures

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules fermées dans RN . Une telle famille
F est un recouvrement de A ⊂ RN si pour tout x ∈ A, il existe une boule B ∈ F centrée en x.
Nous dirons que F est un recouvrement fin de A si, pour tout x ∈ A et tout δ > 0, il existe une
boule B ∈ F centrée en x telle que diam(B) ≤ δ.

On admet le résultat suivant (voir [1, Theorem 2.17]).

Théorème 1.4.1 (de recouvrement de Besicovitch). Il existe un entier ξ = ξ(N) ∈ N qui ne
dépend que de la dimension N avec la propriété suivante : soit A ⊂ RN un ensemble borné et F
un recrouvrement de A par des boules fermées et tel que

sup{diam(B), B ∈ F} <∞.

Alors, il existe ξ sous-familles F1, . . . ,Fξ de F telles que, pour tout j ∈ {1, . . . , ξ}, Fj est une
famille dénombrable de boules deux à deux disjointes et

A ⊂
ξ⋃
j=1

⋃
B∈Fj

B.

Un corollaire du résultat précédent concerne les recouvrement d’un ensemble par une union
dénombrable composée de boules fermées deux à deux disjointes à un ensemble de mesure µ près,
où µ est une mesure de Radon arbitraire.

Corollaire 1.4.2. Soit A ⊂ RN un ensemble Borélien borné et F un recouvrement fin de A. Alors,
pour toute mesure de Radon positive µ sur RN , il existe une sous famille Gµ ⊂ F dénombrable
disjointe telle que

µ

A \ ⋃
B∈Gµ

B

 = 0.

Démonstration. Soit ξ ∈ N donné par le théorème 1.4.1 et δ = 1 − 1/(2ξ). En posant A0 = A, il
existe ξ sous-familles F1, . . . ,Fξ telles que, pour tout j ∈ {1, . . . , ξ}, Fj est une famille dénombrable
composée de boules fermées deux à deux disjointes et

A0 ⊂
ξ⋃
j=1

⋃
B∈Fj

B.

En particulier, il existe i ∈ {1, . . . , ξ} tel que

µ

(
A0 ∩

⋃
B∈Fi

B

)
≥ 1

ξ
µ(A).

Comme µ(A0) <∞, on peut donc trouver une sous famille finie G1 ⊂ F1 qui satisfait

µ

(
A0 ∩

⋃
B∈G1

B

)
≥ 1

2ξ
µ(A0).

On pose alors A1 := A0 \
⋃
B∈G1 B et on applique le même argument au recouvrement fin de A1

donné par

F ′ :=

{
B′ ∈ F : B′ ∩

⋃
B∈G1

B = ∅

}
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dont on extrait une sous-famille finie disjointe G2 telle que

µ

(
A1 ∩

⋃
B∈G2

B

)
≥ 1

2ξ
µ(A1).

En particulier, G1 ∪ G2 est également finie et disjointe et, en posant A2 := A1 \
⋃
B∈G2 B, on a

µ(A2) ≤ δµ(A1).
Par récurrence, on construit pour tout k ∈ N un ensemble Ak+1 ⊂ Ak telle que µ(Ak+1) ≤

δµ(Ak) et une famille finie disjointe Gk+1 telle que
⋃k+1
j=1 Gj est disjointe et

Ak+1 = Ak \
⋃

B∈Gk+1

B = · · · = A \
⋃

B∈
⋃k+1
i=1 Gi

B.

En particulier, comme µ(Ak)→ 0 et la famille dénombrable et disjointe G =
⋃∞
k=1 Gk satisfait

A \
⋃
B∈G

B ⊂
∞⋂
k=1

Ak,

on obtient effectivement que µ(A \
⋃
B∈G B) = 0.

Si λ et µ sont deux mesures de Radon positives sur Ω, on définit pour x ∈ Supp(λ)

D+
λ µ(x) := lim sup

%→0

µ(B%(x))

λ(B%(x))
, D−λ µ(x) := lim inf

%→0

µ(B%(x))

λ(B%(x))
.

Lemme 1.4.3. Pour tout % > 0, la fonction x ∈ Ω 7→ λ(B%(x)) est semi-continue inférieurement.
Pour tout x ∈ Ω, la fonction % 7→ λ(B%(x)) est continue à gauche.

Démonstration. Soit xk → x, fk := χB%(xk) et f = χB%(x). Alors on a

lim inf
k→∞

fk(y) ≥ f(y) pour tout y ∈ RN .

Cette inégalité est immédiate si y 6∈ B%(x). Si en revanche y ∈ B%(x), alors |x − y| < %, ce qui
implique que |xk − y| < % pour k assez grand. Par conséquent, le Lemme de Fatou implique que

lim inf
k→∞

∫
RN

fk dλ ≥
∫
RN

f dλ,

ce qui montre effectivement que

lim inf
k→∞

λ(B%(xk)) ≥ λ(B%(x)).

Soit %k ↗ %, alors la suite d’ensembles {B%k(x)}k∈N est croissante au sens de l’inclusion et⋃
k B%k(x) = B%(x). Par convergence monotone, on obtient alors que λ(B%k(x))→ λ(B%(x).

Le Lemme 1.4.3 montre que les fonctions D±λ µ sont Boréliennes sur Ω. De plus comme les
boules ouvertes peuvent être approchées par l’intérieur par des boules fermées, les densités D±λ µ
ne changent pas si l’on remplace les boules ouvertes par des boules fermées.

Proposition 1.4.4. Soient λ et µ deux mesures de Radon positives sur Ω et t ≥ 0. Pour tout
Borélien A ⊂ Supp(λ), on a les deux implications suivantes :

D−λ µ(x) ≤ t ∀ x ∈ A =⇒ µ(A) ≤ tλ(A); (1.4.1)

D+
λ µ(x) ≥ t ∀ x ∈ A =⇒ µ(A) ≥ tλ(A). (1.4.2)
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Démonstration. Montrons (1.4.1). Soit U un ouvert contenant A et ε > 0. Pour tout x ∈ A et tout
δ > 0, il existe %(x) ∈ (0, δ) tel que B%(x)(x) ⊂ U et

µ(B%(x)(x)) ≤ (t+ ε)λ(B%(x)(x)).

On définit
Fε :=

{
B%(x) : x ∈ A, B%(x) ⊂ U, µ(B%(x)) ≤ (t+ ε)λ(B%(x))

}
.

Par hypothèse, Fε est un recouvrement fin de A. Le théorème de recouvrement de Besicovitch
montre alors l’existence sur sous-famille dénombrable et disjointe F ′ε := {Bi}i∈N ⊂ Fε telle que

µ

(
A \

⋃
i∈N

Bi

)
= 0.

Par conséquent,

µ(A) =

∞∑
i=0

µ(Bi) ≤ (t+ ε)

∞∑
i=0

λ(Bi) = (t+ ε)λ

(⋃
i∈N

Bi

)
≤ (t+ ε)λ(U).

Par passage à l’infimum parmi tous les ouverts U contenant A et en faisant tendre ε → 0, on en
déduit que µ(A) ≤ tλ(A). La preuve de (1.4.2) est similaire.

Théorème 1.4.5 (Différentiation de Besicovitch). Soit λ une mesure de Radon positive sur
Ω et µ ∈M(Ω;Rd). Alors pour λ-presque tout x ∈ Supp(λ), la limite

f(x) := lim
%→0

µ(B%(x))

λ(B%(x))

existe dans Rd. De plus la décomposition de Radon-Nikodým de µ est donnée par

µ = fλ+ µs,

où µs = µ E et E est l’ensemble λ-négligeable

E = (Ω \ Supp(λ)) ∪
{
x ∈ Ω : lim

%→0

|µ|(B%(x))

λ(B%(x))
=∞

}
.

Démonstration. En raisonnant sur chacune des composantes de µ et en décomposant chacune des
composantes en la différence entre la partie positive et négative, on peut supposer sans restreindre
la généralité que µ est une mesure positive finie.

D’après la Proposition 1.4.4,

λ({D+
λ µ =∞}) ≤ λ({D+

λ µ ≥ t}) ≤
1

t
µ({D+

λ µ ≥ t}) ≤
1

t
µ(Ω)→ 0 quand t→∞,

de sorte que 0 ≤ D−λ µ ≤ D+
λ µ <∞ λ-p.p. x ∈ Ω. Par conséquent, λ(E) = 0. On pose F := Ω \ E

et nous allons montrer que D+
λ µ = D−λ µ λ-p.p. dans Ω. Pour ce faire, on définit pour tout Borélien

A ⊂ Ω,

ν±(A) =

∫
A

D±λ µ(x) dλ(x).

Pour tout Borélien A ⊂ F , tout t > 1 et tout n ∈ Z, on introduit

An = {x ∈ A : D+
λ µ(x) ∈ (tn, tn+1]}



1.4. DIFFÉRENTIATION DE MESURES 25

de sorte que
⋃
nAn = A ∩ {D+

λ µ > 0}. D’après la Proposition 1.4.4,

ν+(An) ≤ tn+1λ(An) ≤ tµ(An),

puis en sommant pour n ∈ Z, on obtient que ν+(A) ≤ tµ(A). Par passage à la limite quand t→ 1,
il vient ν+(A) ≤ µ(A) et on montre de même que µ(A) ≤ ν−(A) en utilisant le fait que, par la
Proposition 1.4.4, on a µ({D−λ µ = 0}) = 0. Par conséquent

ν+ = ν− = µ F,

ce qui montre que f := D+
λ µ = D−λ µ λ-p.p. dans Ω et que µ F = fλ.

Corollaire 1.4.6 (Points de Lebesgue). Soit λ une mesure de Radon positive sur un ouvert
Ω ⊂ RN et f ∈ L1

λ(Ω;Rd). Alors, pour λ-presque tout x ∈ Ω, on a

lim
%→0

1

λ(B%(x))

∫
B%(x)

|f(y)− f(x)| dλ(y) = 0.

Démonstration. On applique le théorème de différentiation de Besicovitch à la mesure µ = |f−q|λ
où q ∈ Q, ce qui montre l’existence d’un ensemble Borélien Eq λ-négligeable (et donc aussi µ-
négligeable) tel que pour tout x ∈ Ω \ Eq,

lim
%→0

1

λ(B%(x))

∫
B%(x)

|f(y)− q| dλ(y) = |f(x)− q|.

On pose E :=
⋃
q∈QEq qui est un Borélien λ-négligeable de Ω. Pour tout x ∈ Ω \E et tout q ∈ Q,

on a alors

lim sup
%→0

1

λ(B%(x))

∫
B%(x)

|f(y)− f(x)| dλ(y) ≤ lim
%→0

1

λ(B%(x))

∫
B%(x)

|f(y)− q| dλ(y) + |f(x)− q|

≤ 2|f(x)− q|.

Par densité de Q dans R, on peut faire tendre q → f(x), ce qui implique le résultat.

Corollaire 1.4.7 (Décomposition polaire d’une mesure vectorielle). Soit µ ∈ M(Ω;Rd).
Alors il existe une fonction f ∈ L1

|µ|(Ω;Rd) telle que

µ = f |µ|, |f(x)| = 1 |µ|-presque pour tout x ∈ Ω.

Démonstration. On applique le théorème de différentiation de Besicovitch à la mesure λ = |µ|.
Dans ce cas, E = Ω \Supp(|µ|) et comme |µ(E)| ≤ |µ|(E) = 0, on en déduit que µ = f |µ| où, pour
|µ|-presque tout x ∈ Ω,

f(x) := lim
%→0

µ(B%(x))

|µ|(B%(x))
.

Comme |µ(B%(x))| ≤ |µ|(B%(x)), on a toujours l’inégalité |f(x)| ≤ 1 pour |µ|-presque tout x ∈ Ω.
Par ailleurs, d’après la Proposition 1.1.9, on a |µ| = |f ||µ| ce qui implique que∫

Ω

(1− |f |) d|µ| = 0.

On en déduit alors que |f | = 1 |µ|-p.p. dans Ω.
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Chapitre 2

Fonctions à variation bornée

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1.1. Soit Ω ⊂ RN un ouvert. L’espace BV (Ω) des fonctions à variation bornée
dans Ω est l’ensemble des fonctions f ∈ L1(Ω) telles qu’il existe une mesure de Radon bornée
µ ∈M(Ω;RN ) satisfaisant∫

Ω

udivϕdx = −
∫

Ω

ϕ · dµ pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ).

En d’autres termes, la dérivée distributionnelle Du de u peut être représentée par une mesure
de Radon bornée. On identifiera systématiquement Du et µ et on écrira que Du ∈M(Ω;RN ). La
variation totale de u est alors donnée par

|Du|(Ω) = sup

{∫
Ω

udivϕdx : ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ), |ϕ| ≤ 1

}
.

De manière générale, on peut définir la variation totale de toute fonction u ∈ L1(Ω) par

TV (u,Ω) := sup

{∫
Ω

udivϕdx : ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ), |ϕ| ≤ 1

}
,

cette quantité pouvant éventuellement être infinie. Une application immédiate du théorème de
représentation de Riesz montre alors qu’une fonction u ∈ L1(Ω) appartient à BV (Ω) si et seulement
si TV (u,Ω) <∞.

On vérifie aisément le résultat suivant.

Proposition 2.1.2. L’espace BV (Ω) a une structure d’espace de Banach lorsqu’on le munit de la
norme

‖u‖BV (Ω) := ‖u‖L1(Ω) + |Du|(Ω).

Exemple 2.1.3. (i) L’espace de Sobolev W 1,1(Ω) est contenu dans BV (Ω). De plus, si u ∈
W 1,1(Ω), alors Du = ∇uLN et

|Du|(Ω) =

∫
Ω

|∇u| dx,

où ∇u ∈ L1(Ω;RN ) est la dérivée faible de u. En effet, pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ), on a par
définition de W 1,1(Ω) que ∫

Ω

udivϕdx = −
∫

Ω

ϕ · ∇u dx

27
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de sorte que Du = ∇uLN . Une application directe de la Proposition 1.1.9 montre alors que
|Du| = |∇u|LN .

(ii) L’inclusion de W 1,1(Ω) dans BV (Ω) est stricte. En effet, si N = 1 et Ω = (−1, 1), on
considère la fonction caractéristique u = χ(0,1) ∈ L1(−1, 1) \ W 1,1(−1, 1). Or, le calcul de sa
dérivée distributionnelle montre que

Du = δ0 ∈M(−1, 1)

et donc que u ∈ BV (−1, 1).

L’exemple précédent est un cas particulier d’ensemble de périmètre fini que nous étudierons en
détail au chapitre 4. Un troisième exemple de fonction à variation bornée concerne les fonctions
ayant des singularités concentrées sur un ensemble diffus de type Cantor. Pour voir cela, nous
allons étudier le cas de fonctions d’une seule variable.

Exemple 2.1.4. Soit u : [a, b] → R une fonction croissante et intégrable. Alors, u ∈ BV (a, b) et
|Du|((a, b)) ≤ u(b)− u(a).

En effet, quitte à étendre u par u(a) sur (−∞, a) et u(b) sur (b,+∞), on peut supposer que u
est croissante (et localement intégrable) sur R. Soit ηε un noyau régularisant, on pose uε := u ∗ ηε
de sorte que uε est C∞ et croissante sur R. D’une part, on a∫ b

a

u′ε dx = uε(b)− uε(a) =

∫
R

[u(b− s)− u(a− s)]ηε(s) ds ≤ u(b)− u(a).

D’autre part, pour tout ϕ ∈ C∞c (a, b) avec |ϕ| ≤ 1 et tout ε > 0 assez petit∫ b

a

uεϕ
′ dx =

∫ b

a

u′εϕdx ≤
∫ b

a

u′ε dx,

ce qui montre que ∫ b

a

uεϕ
′ dx ≤ u(b)− u(a).

Par passage à la limite quand ε→ 0, on obtient que∫ b

a

uϕ′ dx ≤ u(b)− u(a),

puis, par passage au supremum parmi toutes les fonctions test, il vient |Du|((a, b)) ≤ u(b)− u(a).
Un exemple important est celui de la fonction de Cantor-Vitali (encore connue sous le nom

de l’escalier du diable) représente un dernier exemple de fonction BV . Il s’agit d’une fonction
continue croissante dont la dérivé ponctuelle s’annule L1-presque partout (en fait en dehors de
l’ensemble triadique de Cantor). Dans cet exemple, la dérivée distributionnelle est une mesure
diffuse concentrée sur l’ensemble triadique de Cantor qui s’avère être un ensemble de dimension
de Hausdorff ln 2/ ln 3 ∈ (0, 1).

La variation totale jouit d’une propriété de semicontinuité inférieure.

Proposition 2.1.5. Soit {uk}k∈N une suite dans L1(Ω) et u ∈ L1(Ω) telles que uk → u dans
L1(Ω). Alors

TV (u,Ω) ≤ lim inf
k→∞

TV (uk,Ω).

Démonstration. Pour toute fonction test ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ) telle que |ϕ| ≤ 1, on a∫
Ω

udivϕdx = lim
k→∞

∫
Ω

uk divϕdx ≤ lim inf
k→∞

TV (uk,Ω).

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions tests, on obtient le résultat escompté.
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2.2 Approximation par des fonctions régulières

La topologie forte de BV est une topologie trop restrictive pour espérer avoir la densité des
fonctions lisses dans cet espace. En effet si {uk}k∈N est une suite de fonctions régulières qui approche
dans BV (Ω) une fonction u ∈ BV (Ω)\W 1,1(Ω), alors {uk}k∈N est de Cauchy dans BV (Ω) et donc
également dans W 1,1(Ω). Par complétude de W 1,1(Ω) on aurait alors que uk → v dans W 1,1(Ω)
puis, par unicité de la limite (au sens des distributions) u = v ∈W 1,1(Ω) ce qui est absurde.

Il convient alors d’affaiblir le mode d’approximation. C’est l’objet du résultat suivant qui sera
central dans la suite de ce cours.

Théorème 2.2.1 (Anzellotti-Giaquinta). Soit Ω ⊂ RN un ouvert et soit u ∈ BV (Ω). Alors il
existe une suite {uk}k∈N de fonctions dans C∞(Ω) ∩BV (Ω) telle que

1. uk → u fortement dans L1(Ω) ;

2. Duk ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ) ;

3. |Duk|(Ω)→ |Du|(Ω).

Démonstration. On commence par le cas où Ω = RN . On considère un noyau régularisant ηεk
et on pose uk := u ∗ ηεk ∈ C∞(RN ). On sait par les propriétés classiques de la convolution que
uk ∈ C∞(RN ), uk → u dans L1(RN ) et, par semicontinuité inférieure de la variation totale,

|Du|(RN ) ≤ lim inf
k→∞

TV (uk,RN ).

Par ailleurs, comme pour tout ϕ ∈ C1
c (RN ;RN ), on a∫

RN
uk divϕdx =

∫
RN

(u ∗ ηεk) divϕdx =

∫
RN

u[(divϕ) ∗ ηεk ] dx

=

∫
RN

udiv(ϕ ∗ ηεk) dx = −
∫
RN

ϕ ∗ ηεk · dDu = −
∫
RN

ϕ · (Du ∗ ηεk) dx,

alors ∇uk = (Du) ∗ ηεk . D’après la Proposition 1.3.6, Duk ⇀ Du localement faiblement dans
Mloc(RN ;RN ) et

TV (uk,RN ) ≤ |Du|(RN ).

Ceci implique que {Duk}k∈N est bornée dans M(RN ;RN ), en particulier uk ∈ BV (RN ), ce qui
montre que Duk ⇀ Du faible* dans M(RN ;RN ) ainsi que

lim sup
k→∞

|Duk|(RN ) ≤ |Du|(RN ),

ce qui conclut la preuve du théorème dans le cas de tout l’espace.

Cas d’un ouvert général. Soient k ≥ 1 et {Ωi}i≥1 une suite croissante d’ouverts bornés tels que
Ωi ⊂ Ωi+1,

⋃
i Ωi = Ω et |Du|(Ω \ Ω1) ≤ 1/4k, on pose

A1 := Ω2, Ai := Ωi+1 \ Ωi−1 pour tout i ≥ 2.

On a alors que Ai est ouvert pour tout i ≥ 1 et Ω =
⋃
iAi. Comme ce recouvrement de Ai est

localement fini, on peut considérer une partition de l’unité θi ∈ C∞c (Ai) telle que 0 ≤ θi ≤ 1 et∑∞
i=1 θi = 1 sur Ω.
Pour tout i ≥ 1, on choisit εi > 0 assez petit de sorte que Supp((θiu) ∗ ηεi) ⊂ Ai et∫

Ω

|(θiu) ∗ ηεi − θiu| dx ≤ 1

k2i
(2.2.1)∫

Ω

|(u∇θi) ∗ ηεi − u∇θi| dx ≤ 1

k2i+1
. (2.2.2)
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On pose alors

uk :=

∞∑
i=1

(θiu) ∗ ηεi

ce qui définit une fonction C∞(Ω) du fait que la somme est localement finie. D’une part, comme
u =

∑∞
i=1 θiu, on a d’après (2.2.1)∫

Ω

|uk − u| dx ≤
∞∑
i=1

∫
Ω

|(θiu) ∗ ηεi − θiu| dx ≤
∞∑
i=1

1

k2i
=

1

k
→ 0,

ce qui montre que uk → u dans L1(Ω) et, en particulier, par semicontinuité inférieure de la variation
totale, que

|Du|(Ω) ≤ lim inf
k→∞

TV (uk,Ω).

On montre maintenant l’autre inégalité. Pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω;RN ) telle que |ϕ| ≤ 1,∫
Ω

uk divϕdx =

∞∑
i=1

∫
Ω

(θiu) ∗ ηεi divϕdx

=

∞∑
i=1

∫
Ω

θiu[(divϕ) ∗ ηεi ] dx

=

∞∑
i=1

∫
Ω

θiudiv(ϕ ∗ ηεi) dx

=

∞∑
i=2

∫
Ω

udiv(θi(ϕ ∗ ηεi)) dx−
∞∑
i=1

∫
Ω

u∇θi · (ϕ ∗ ηεi) dx

+

∫
Ω

udiv(θ1(ϕ ∗ ηε1)) dx. (2.2.3)

Comme θ1(ϕ ∗ ηε1) ∈ C∞c (Ω;RN ) satisfait |θ1(ϕ ∗ ηε1)| ≤ 1, alors∫
Ω

udiv(θ1(ϕ ∗ ηε1)) dx ≤ |Du|(Ω). (2.2.4)

D’autre par, pour i ≥ 2, on a θi(ϕ ∗ ηεi) ∈ C∞c (Ω;RN ), |θi(ϕ ∗ ηεi)| ≤ 1 et Supp(θi(ϕ ∗ ηεi)) ⊂ Ai.
Par conséquent, ∫

Ω

udiv(θi(ϕ ∗ ηεi)) dx ≤ |Du|(Ai) ≤ |Du|(Ωi+1)− |Du|(Ωi−1),

puis, en sommant pour i ≥ 2,
∞∑
i=2

∫
Ω

udiv(θi(ϕ ∗ ηεi)) dx ≤ 2|Du|(Ω \ Ω1) ≤ 1

2k
. (2.2.5)

Enfin, en utilisant le fait que
∑
i≥1∇θi = 1, il vient∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

∫
Ω

u∇θi · (ϕ ∗ ηεi) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

∫
Ω

[(u∇θi) ∗ ηεi · ϕ− u∇θi · ϕ] dx

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
i=1

∫
Ω

|(u∇θi) ∗ ηεi)− u∇θi| dx

≤
∞∑
i=1

1

k2i+1
=

1

2k
, (2.2.6)
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où l’on a utilisé (2.2.2) dans la dernière inégalité. En regroupant (2.2.3)–(2.2.6), on obtient que∫
Ω

uk divϕdx ≤ |Du|(Ω) +
1

k
.

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions test ϕ, on en déduit que

TV (uk,Ω) ≤ |Du|(Ω) +
1

k
<∞,

ce qui montre, à la fois que uk ∈ BV (Ω) avec |Duk|(Ω) = TV (uk,Ω) ≤ |Du|(Ω)+ 1
k . En particulier,

la suite {Duk}k∈N est bornée dans M(Ω;RN ) et donc Duk ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ). Enfin,
on a bien que lim supk |Duk|(Ω) ≤ |Du|(Ω), ce qui conclut la preuve du théorème.

Notons que la suite approximante n’est pas régulière jusque sur le bord. Si toutefois le bord est
régulier, le résultat peut être améliorer tout comme dans les espaces de Sobolev.

Théorème 2.2.2. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de de frontière Lipschitz et soit u ∈ BV (Ω).
Alors il existe une suite {uk}k∈N de fonctions dans C∞(Ω) telle que

1. uk → u fortement dans L1(Ω) ;

2. Duk ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ) ;

3. |Duk|(Ω)→ |Du|(Ω).

Démonstration. D’après le Théorème d’Anzellotti-Giaquinta, il existe une suite une suite {vk}k∈N
de fonctions dans C∞(Ω)∩BV (Ω) ⊂W 1,1(Ω) telle que vk → u fortement dans L1(Ω), Dvk ⇀ Du
faible* dansM(Ω;RN ) et |Dvk|(Ω)→ |Du|(Ω). L’ouvert Ω étant Lipschitzien, l’espace C∞(Ω) est
dense dans W 1,1(Ω). Pour tout k ≥ 1, il existe donc une fonction uk ∈ C∞(Ω) telle que

‖uk − vk‖W 1,1(Ω) ≤
1

k
.

En particulier, uk → u dans L1(Ω) et comme ||Duk|(Ω) − |Dvk|(Ω)| ≤ 1
k → 0, on en déduit

que |Duk|(Ω) → |Du|(Ω). Enfin, comme la suite {∇uk}k∈N est bornée dans L1(Ω;RN ), on a
Duk = ∇ukLN ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ).

2.3 Théorèmes d’injection

Tout comme dans les espaces de Sobolev, les fonctions à variation bornée possèdent de meilleures
propriétés d’intégrabilité.

Théorème 2.3.1 (Injection de Sobolev dans RN). Il existe une constante γN > 0, qui ne
dépend que de la dimension, telle que pour tout u ∈ BV (RN ),

‖u‖
L

N
N−1 (RN )

≤ γN |Du|(RN ).

Démonstration. Soit uε := u ∗ ηε ∈ C∞(RN )∩BV (RN ) ⊂W 1,1(RN ). D’après le théorème d’injec-
tion de Sobolev pour l’espace W 1,1(RN ), il existe une constante γN > 0 telle que

‖uε‖
L

N
N−1 (RN )

≤ γN‖∇uε‖L1(RN ).

Comme uε → u dans L1(RN ), il existe une sous-suite telle que uε → u LN -p.p. dans RN . Par
ailleurs, comme ∇uε = (Du) ∗ ηε, la Proposition 1.3.6 montre que

∫
RN |∇uε| dx ≤ |Du|(R

N ). Par
passage à la limite quand ε→ 0 et en utilisant le Lemme de Fatou, on obtient que

‖u‖
L

N
N−1 (RN )

≤ lim inf
ε→0

‖uε‖
L

N
N−1 (RN )

≤ γN lim inf
ε→0

‖∇uε‖L1(RN ) ≤ γN |Du|(RN ),

ce qui termine la preuve du résultat.
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Sur un domaine borné, nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.3.2 (Injection de Sobolev dans un domaine borné). Soit Ω ⊂ RN un ouvert
borné de frontière Lipschitz. Il existe une constante C > 0, qui ne dépend que de la dimension N
et de Ω, telle que pour tout u ∈ BV (Ω),

‖u‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ C‖u‖BV (Ω).

Démonstration. Soit {uk}k∈N une suite dans C∞(Ω) ∩ BV (Ω) ⊂ W 1,1(Ω) telle que uk → u dans
L1(Ω) et |Duk|(Ω) → |Du|(Ω). Quitte à extraire une sous-suite, on peut également supposer que
uk → u LN -p.p. dans Ω. D’après le théorème d’injection de Sobolev pour l’espace W 1,1(Ω), il existe
une constante C > 0, qui ne dépend que de N et Ω, telle que

‖uk‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ C‖uk‖W 1,1(Ω).

Par passage à la limite quand k →∞ et en utilisant le Lemme de Fatou, on obtient que

‖u‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ lim inf
k→∞

‖uk‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ C lim inf
k→∞

‖uk‖W 1,1(Ω) = C‖u‖BV (Ω),

ce qui termine la preuve du résultat.

Nous avons également un analogue du théorème de compacité.

Théorème 2.3.3 (Rellich). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de frontière Lipschitz. Pour tout
1 ≤ p < N/(N −1), l’injection BV (Ω) ⊂ Lp(Ω) est compacte. En particulier, de toute suite bornée
{uk}k∈N dans BV (Ω), on peut extraire une sous-suite {ukj}j∈N telle que ukj → u fortement dans
L1(Ω) et Dukj ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ) avec u ∈ BV (Ω).

Démonstration. Soit {uk}k∈N une suite bornée dans BV (Ω). D’après le théorème d’approximation
d’Anzellotti-Giaquinta, pour tout k ∈ N, il existe une fonction vk ∈ C∞(Ω) ∩BV (Ω) telle que

‖uk − vk‖L1(Ω) + ||Duk|(Ω)− |Dvk|(Ω)| ≤ 1

k
.

En particulier, la suite {vk}k∈N est bornée dans W 1,1(Ω) et le théorème de Rellich (pour W 1,1(Ω))
montre l’existence d’une sous-suite {vkj}j∈N qui converge dans L1(Ω) vers une fonction u ∈ L1(Ω).
Il vient alors que ukj → u dans L1(Ω) et comme {Dukj}j∈N est bornée dans M(Ω;RN ), alors
Dukj ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ) avec u ∈ BV (Ω). Comme, d’après le théorème 2.3.2, la suite

{ukj}j∈N est également bornée dans LN/(N−1)(Ω), on en déduit que ukj → u dans Lp(Ω) pour tout
1 ≤ p < N/(N − 1).

L’étude de problèmes variationnels repose très souvent sur des inégalités de type Poincaré per-
mettant de contrôler les valeurs d’une fonction lorsqu’on contrôle son gradient. En voici maintenant
une version dans BV .

Théorème 2.3.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné
connexe de frontière Lipschitz. Il existe une constante CΩ > 0 (qui ne dépend que de la dimension
et Ω) telle que pour tout u ∈ BV (Ω),

‖u− uΩ‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ CΩ|Du|(Ω),

où uΩ := LN (Ω)−1
∫

Ω
u(x) dx désigne la moyenne de u sur Ω.
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Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe une constante CΩ > 0 (qui ne dépend que de la
dimension et Ω) telle que pour tout u ∈ BV (Ω),

‖u− uΩ‖L1(Ω) ≤ CΩ|Du|(Ω),

On raisonne par contradiction en supposant qu’il existe une suite {uk}k∈N dans BV (Ω) telle que∫
Ω

uk dx = 0,

∫
Ω

|uk| dx = 1, |Duk|(Ω) ≤ 1

k
.

D’après le théorème de Rellich, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il existe une
fonction u ∈ BV (Ω) telle que uk → u dans L1(Ω). De plus, les propriétés précédentes montrent
que ∫

Ω

u dx = 0,

∫
Ω

|u| dx = 1, |Du|(Ω) = 0.

On en déduit, Ω étant connexe, que u ≡ c est constante sur Ω et par la propriété de la moyenne,
que c = 0, ce qui contredit le fait que ‖u‖L1(Ω) = 1.

D’après le théorème 2.3.2 ainsi que le cas précédent, il vient

‖u− uΩ‖
L

N
N−1 (Ω)

≤ C‖u− uΩ‖BV (Ω) ≤ C(CΩ + 1)|Du|(Ω),

ce qui termine la preuve du théorème.

2.4 Applications

2.4.1 Le modèle de Rudin-Osher-Fatemi

Un problème classique en traitement d’image concerne le débruitage d’une image au moyen de sa
régularisation par variation totale. On suppose qu’une image est donnée par une fonction g ∈ L2(Ω)
définie sur un ouvert borné Ω de R2. On cherche à régulariser l’image en pénalisant les trop grandes
variations. Pour ce faire on introduit le problème variationnel suivant, dit de Rudin-Osher-Fatemi :

α := inf
u∈BV (Ω)

{
|Du|(Ω) +

λ

2

∫
Ω

|u− g|2 dx
}
,

où λ > 0 est un terme de pénalisation.
Montrons que ce problème est bien posé. Pour ce faire on considère une suite minimisante

{uk}k∈N dans BV (Ω) telle que

|Duk|(Ω) +
λ

2

∫
Ω

|uk − g|2 dx→ α.

Notons que α ∈ [0,+∞) car en choisissant le compétiteur u = 0, on obtient que

0 ≤ α ≤ λ

2

∫
Ω

|g|2 dx <∞.

Par conséquent, la suite {uk}k∈N est bornée dans BV (Ω)∩L2(Ω). On peut donc extraire une sous-
suite (toujours notée {uk}k∈N) telle que uk ⇀ u∗ faiblement dans L2(Ω) et Duk ⇀ Du∗ faible*
dans M(Ω;R2) avec u∗ ∈ BV (Ω) ∩ L2(Ω). Par semicontinuité inférieure de la norme L2(Ω) (pour
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la convergence faible de L2(Ω)) ainsi que la semicontinuité inférieure de la variation totale, on
obtient que

α ≤ |Du∗|(Ω) +
λ

2

∫
Ω

|u∗ − g|2 dx ≤ lim inf
k→∞

{
|Duk|(Ω) +

λ

2

∫
Ω

|uk − g|2 dx
}

= α,

ce qui montre que u∗ est un minimiseur de la fonctionnelle de Rudin-Osher-Fatemi.
Ce problème peut être également interprété comme un modèle simplifié scalaire de fluide de

Bingham plastique, parfois connu sous le nom de problème de Mosolov sans viscosité.

2.4.2 Elasto-plasticité parfaite

Un modèle simplifié d’élasto-plasticité parfaite consiste à déterminer un champ de contrainte
σ : Ω → R2 ainsi qu’un déplacement scalaire u : Ω → R, définis sur un ouvert borné Ω ⊂ R2,
tels que, en notant p := ∇u− σ le vecteur des déformations permanentes (ou plastiques), (u, σ, p)
minimise la fonctionnelle d’énergie

J(v, τ, q) :=
1

2

∫
Ω

|v|2 dx+
1

2

∫
Ω

|τ |2 dx+

∫
Ω

|q| dx−
∫

Ω

fv dx

parmi tous les triplets (v, τ, q) ∈W 1,1(Ω)×L2(Ω;R2)×L1(Ω;R2) qui satisfont la condition ∇v =
τ + q dans Ω. Le premier terme représente l’énergie cinétique en régime stationnaire, le deuxième
est l’énergie élastique, le troisième est l’énergie de dissipation plastique et enfin le quatrième n’est
autre que le travail des efforts extérieurs dans lequel on suppose que f ∈ L2(Ω).

On pose

α := inf
{
J(v, τ, q) : (v, τ, q) ∈W 1,1(Ω)× L2(Ω;R2)× L1(Ω;R2), ∇v = τ + q dans Ω

}
et on considère une suite minimisante {(uk, σk, pk)}k∈N telle que

J(uk, σk, pk)→ α.

Remarquons que− 1
2‖f‖

2
L2(Ω) ≤ α ≤ J(0, 0, 0) de sorte que {uk}k∈N est bornée dans L2(Ω), {σk}k∈N

est bornée dans L2(Ω;R2) et {pk}k∈N est bornée dans L1(Ω;R2). Quitte à extraire une sous-suite,
on peut supposer que 

uk ⇀ u faiblement dans L2(Ω),

σk ⇀ σ faiblement dans L2(Ω;R2),

pk ⇀ p faible* dans M(Ω;R2),

où (u, σ, p) ∈ L2(Ω)×L2(Ω;R2)×M(Ω;R2). De plus en utilisant que ∇uk = σk +pk, on en déduit
que ∇ukL2 ⇀ σL2 + p faible* dans M(Ω;R2), ce qui montre que u ∈ BV (Ω) avec Du = σL2 + p.
De plus, par semicontinuité inférieure de la variation totale

lim inf
k→∞

J(uk, σk, pk) ≥ J̃(u, σ, p),

où l’on a posé

J̃(v, τ, q) :=
1

2

∫
Ω

|v|2 dx+
1

2

∫
Ω

|τ |2 dx+ |q|(Ω)−
∫

Ω

fv dx

pour tout (v, τ, q) ∈ BV (Ω)×L2(Ω;R2)×M(Ω;R2) tels que Dv = τL2 + q dans Ω. Montrons que
(u, σ, p) minimise la fonctionnelle J̃ .
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Soit (v, τ, q) ∈ BV (Ω) × L2(Ω;R2) ×M(Ω;R2) tel que Dv = τL2 + q dans Ω. En adaptant la
preuve du théorème d’Anzellotti-Giaquinta (exercice), on montre l’existence d’une suite {vk}k∈N
dans C∞(Ω) ∩ BV (Ω) telle que vk → v fortement dans L2(Ω), Dvk ⇀ Dv faible* dans M(Ω;R2)
et |Dvk − τL2|(Ω)→ |Dv − τL2|(Ω). On pose alors qk := Dvk − τ ∈ L1(Ω;R2) de sorte que

J(vk, τk, qk)→ J̃(v, τ, q).

Par conséquent,

J̃(u, σ, p) ≤ lim inf
k→∞

J(uk, σk, pk) = α ≤ lim sup
k→∞

J(vk, τk, qk) ≤ J̃(v, τ, q),

ce qui montre effectivement que (u, σ, p) minimise l’énergie, dite relaxée, J̃ .
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Chapitre 3

Mesures de Hausdorff

3.1 Les mesures extérieures

Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par P(X) l’ensemble des parties de X.

Définition 3.1.1. Une application µ∗ : P(X) → [0,+∞] est appelée mesure extérieure si elle
vérifie

(i) µ∗(∅) = 0 ;
(ii) Pour tout A, B ∈ P(X), on a µ∗(A) ≤ µ∗(B) ;
(iii) Pour toute suite {An}n∈N de P(X), on a

µ∗

( ∞⋃
n=0

An

)
≤
∞∑
n=0

µ∗(An).

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre µ∗ à une tribu sur laquelle µ∗ est une
mesure.

Définition 3.1.2. Un ensemble A ∈ P(X) est dit µ∗-mesurable si pour tout E ∈ P(X), on a

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A).

Par la sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu’un ensemble A est µ∗-mesurable,
il suffit de montrer que

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A)

pour tout E ∈ P(X) tel que µ∗(E) < ∞. De plus, par définition, on a que tout ensemble A ⊂ X
tel que µ∗(A) = 0 est µ∗-mesurable.

Théorème 3.1.3. (de Carathéodory) Soit µ∗ une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles µ∗-mesurables est une tribu et la restriction de µ∗ à A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a ∅ ∈ A car µ∗(∅) = 0.
Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque E∩(X\A) = E\A et E\(X\A) =
E ∩A. Il reste donc à montrer que A est stable par union dénombrable.

37
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Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algèbre).
Si A1 et A2 sont µ∗-mesurables, par sous-additivité de µ∗, on a pour tout E ∈ P(X),

µ∗(E) = µ∗(E ∩A1) + µ∗(E \A1)

= µ∗(E ∩A1) + µ∗((E \A1) ∩A2) + µ∗((E \A1) \A2)

= µ∗(E ∩A1) + µ∗(E ∩A2 \A1) + µ∗(E \ (A1 ∪A2))

≥ µ∗(E ∩ (A1 ∪A2)) + µ∗(E \ (A1 ∪A2)),

ce qui montre que A1 ∪ A2 ∈ A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A1 ∩ A2 ∈ A,
puis que A1 \A2 ∈ A.

Soit maintenant {An}n∈N une suite d’éléments de A, posons A =
⋃
nAn et montrons que A ∈ A.

On définit A′0 = A0 puis A′n = An\
⋃
m<nAm pour tout n ≥ 1 ;A étant une algèbre, on obtient ainsi

une suite {A′n}n∈N d’ensembles dans A disjoints deux à deux et de réunion
⋃
nA
′
n =

⋃
nAn = A.

Posons Bn =
⋃
k≤nA

′
k ∈ A, on obtient alors pour tout E ∈ P(X)

µ∗(E ∩Bn+1) = µ∗(E ∩Bn+1 ∩Bn) + µ∗(E ∩Bn+1 \Bn)

= µ∗(E ∩Bn) + µ∗(E ∩A′n+1),

car les A′n sont deux à deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n ∈ N,

µ∗(E ∩Bn) =

n∑
k=0

µ∗(E ∩A′k). (3.1.1)

Les ensembles Bn étant µ∗-mesurables, on a

µ∗(E) = µ∗(E ∩Bn) + µ∗(E \Bn)

ce qui implique, par (3.1.1) et croissance de µ∗ (Bn ⊂ A), que

µ∗(E) ≥
n∑
k=0

µ∗(E ∩A′k) + µ∗(E \A).

Par passage à la limite quand n→∞ et sous-additivité de la mesure extérieure µ∗, il vient

µ∗(E) ≥
∞∑
k=0

µ∗(E ∩A′k) + µ∗(E \A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A), (3.1.2)

ce qui montre que A ∈ A et donc que A est une tribu.
Si les An sont disjoints deux à deux, alors A′n = An pour tout n ∈ N. En prenant E = A dans

(3.1.2), on obtient
∞∑
k=0

µ∗(Ak) = µ∗(A),

ce qui montre que µ∗ est une mesure sur A.

Si à présent (X, d) est un espace métrique (que l’on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critère assurant la µ∗-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 3.1.4. Si, pour tout A, B ⊂ X avec dist(A,B) > 0, on a

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B), (3.1.3)

alors B(X) ⊂ A.
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Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est aussi engendrée par les fermés, il suffit de
montrer que tous les fermés de X sont µ∗-mesurables. Soit E ⊂ X tel que µ∗(E) < ∞. On pose
pour tout n ≥ 1,

Cn =

{
x ∈ X : dist(x,C) ≤ 1

n

}
.

Comme dist(E \ Cn, E ∩ C) ≥ 1/n > 0, l’hypothèse montre que

µ∗(E \ Cn) + µ∗(E ∩ C) = µ∗((E \ Cn) ∪ (E ∩ C)) ≤ µ∗(E). (3.1.4)

Posons

Rk :=

{
x ∈ E :

1

k + 1
< dist(x,C) ≤ 1

k

}
.

Comme dist(Ri, Rj) > 0 dès que |j − i| ≥ 2, on a

m∑
k=1

µ∗(R2k) = µ∗

(
m⋃
i=1

R2k

)
≤ µ∗(E) <∞,

et
m∑
k=1

µ∗(R2k+1) = µ∗

(
m⋃
i=1

R2k+1

)
≤ µ∗(E) <∞,

pour tout m ≥ 1, d’où
∑∞
k=1 µ

∗(Rk) ≤ 2µ∗(E) <∞. Comme C est fermé, on a E \C = (E \Cn)∪⋃
k≥nRk, et donc, par sous-additivité de µ∗,

µ∗(E \ Cn) ≤ µ∗(E \ C) ≤ µ∗(E \ Cn) +
∑
k≥n

µ∗(Rk),

puis par passage à la limite quand n → ∞, µ∗(E \ Cn) → µ∗(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n→∞ dans (3.1.4), il vient

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ C) + µ∗(E \ C)

ce qu’il fallait démontrer.

Exemple 3.1.5. Soit Qr(x) = {y ∈ RN : maxi |xi− yi| < r} le cube ouvert centré en x et de côté
2r. Pour tout A ⊂ RN , on pose

LN (A) := inf

{ ∞∑
i=0

(2ri)
N : A ⊂

∞⋃
i=0

Qri(xi)

}
.

On montre facilement que LN est une mesure extérieure. De plus comme tous les cubes Qi =
Qri(xi) peuvent être subdivisés en une union finie disjointe de plus petits cubes de côtés arbitrai-
rement petits, on en déduit que la propriété (3.1.3) est vérifiée. Ceci montre que (la restriction à
B(RN ) de) LN est une mesure Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, LN est
une mesure de Radon positive, appelée mesure de Lebesgue.
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3.2 Définition et propriétés des mesures de Hausdorff

Définition 3.2.1. (i) Soient A ⊂ RN , 0 ≤ s <∞ et δ > 0. On définit

Hsδ(A) := inf

{∑
i∈I

ωs

(
diam(Ai)

2

)s
: I ⊂ N, A ⊂

⋃
i∈I

Ai, diam(Ai) ≤ δ

}
,

où

ωs :=
πs/2

Γ( s2 + 1)

et Γ(t) :=
∫∞

0
e−xxt−1 dx est la fonction Gamma d’Euler.

(ii) Pour A ⊂ RN et s ≥ 0, on pose

Hs(A) := sup
δ>0
Hsδ(A) = lim

δ→0
Hsδ(A).

On appelle Hs la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle sur RN .

Remarque 3.2.2. (i) La limite définissant Hs(A) existe et est donnée par le supremum car si
δ1 ≤ δ2, alors Hsδ1(A) ≥ Hsδ2(A).

(ii) Si s = k ∈ N, La constante de renormalisation ωk cöıncide avec le volume de la boule unité
dans Rk, i.e.

ωk = Lk({x ∈ Rk : x2
1 + · · ·+ x2

k ≤ 1}).

(iii) Comme diam(A) = diam(A), on peut supposer que les ensembles Ai sont fermés dans la
définition de Hsδ(A).

Théorème 3.2.3. Pour tout 0 ≤ s <∞ et tout δ > 0, Hsδ et Hs sont des mesures extérieures. De
plus, la restriction de Hs est à B(RN ) est une mesure Borélienne.

Démonstration. Si A ⊂ B, on a clairement que Hsδ(A) ≤ Hsδ(B) puis, par passage à la limite
quand δ → 0, on en déduit que Hs(A) ≤ Hs(B). Soit maintenant {An}n∈N une suite de parties
de RN . Pour tout ε > 0 et n ∈ N, il existe In ⊂ N et un recouvrement {Bni }i∈In de An tel que
diam(Bni ) ≤ δ et

Hsδ(An) ≥
∑
i∈In

ωs

(
diam(Bni )

2

)s
− 2−n−1ε.

Comme
⋃
nAn ⊂

⋃
n,iB

n
i , il vient

Hsδ

( ∞⋃
n=0

An

)
≤
∞∑
n=0

∑
i∈In

ωs

(
diam(Bni )

2

)s
≤
∞∑
n=0

Hsδ(An) + ε

et la sous-additivité

Hsδ

( ∞⋃
n=0

An

)
≤
∞∑
n=0

Hsδ(An)

de Hsδ suit par passage à la limite quand ε → 0. Par suite, Hs est également sous-additive par
passage au supremum en δ dans l’inégalité précédente.

Pour montrer que Hs est une mesure de Borel, en vertu de la Proposition 3.1.4, il suffit de
montrer que Hs(A ∪ B) ≥ Hs(A) +Hs(B) pour tout A, B ⊂ RN tels que dist(A,B) > 0. Soient
0 < δ < dist(A,B)/4, I ⊂ N et {Ci}i∈I une recouvrement de A∪B avec diam(Ci) ≤ δ. On définit
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IA := {i ∈ I : Ci∩A 6= ∅} et IB := {j ∈ I : Cj∩B 6= ∅} de sorte que A ⊂
⋃
i∈IA Ci, B ⊂

⋃
j∈IB Cj

et Ci ∩ Cj = ∅ si i ∈ IA et j ∈ IB . Alors∑
i∈I

ωs

(
diam(Ci)

2

)s
≥

∑
i∈IA

ωs

(
diam(Ci)

2

)s
+
∑
j∈IB

ωs

(
diam(Cj)

2

)s
≥ Hsδ(A) +Hsδ(B).

Par passage à l’infimum sur tous les recouvrements {Ck}i∈I de A ∪B dans le membre de gauche,
il vient

Hsδ(A ∪B) ≥ Hsδ(A) +Hsδ(B),

puis, par passage à la limite quand δ → 0,

Hs(A ∪B) ≥ Hs(A) +Hs(B).

L’autre inégalité est une conséquence immédiate de la sous-additivité de la mesure extérieure Hs.
Une application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que Hs est une mesure de Borel.

Montrons à présent des proprités basiques des mesures de Hausdorff.

Proposition 3.2.4. (i) H0 est la mesure de comptage dans RN ;
(ii) H1 = L1 dans B(R) ;
(iii) Hs(λA) = λsHs(A) pour tout λ > 0 et tout A ⊂ RN ;
(iv) Hs(L(A)) = Hs(A) pour toute isométrie affine L : RN → Rd et tout A ⊂ RN ;
(v) Si f : RN → Rd est une fonction Lipschitzienne, alors

Hs(f(A)) ≤ [Lip(f)]sHs(A) pour tout A ⊂ RN ;

(vi) Si t > s et A ⊂ RN , alors

Ht(A) > 0 =⇒ Hs(A) =∞.

Démonstration. (i) Si {a} est un singleton, pour tout δ > 0, on a a ∈ Bδ/2(a) de sorte que
H0
δ({a}) ≤ ω0(δ/2)0 = 1 et donc, en faisant tendre δ → 0, H0({a}) ≤ 1. Si I ⊂ I et {Ai}i∈I est un

recouvrement de {a} par des ensembles de diamètre plus petit que δ, alors il existe i0 ∈ I tel que
a ∈ Ai0 , d’où

ω0

∑
i∈I

(
diam(Ai)

2

)0

≥ ω0

(
diam(Ai0)

2

)0

= 1.

Par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements, il vient H0({a}) ≥ H0
δ({a}) ≥ 1. Par

conséquent, H0({a}) = 1. Si A = {a1, . . . , ak} est un ensemble fini, H0(A) =
∑k
i=1H0({ai}) =

k = #(A) et, si A est un ensemble infini H0(A) =∞ = #(A).

(ii) Soit A ⊂ R un ensemble Borélien et A ⊂
⋃∞
i=0]ai, bi[, pour tout δ > 0 on peut décomposer

chacun des intervalles [ai, bi] en une union finie de sous intervalles d’intérieurs disjoints et de
diamètre plus petit que δ, i.e. [ai, bi] =

⋃
j∈Ii [α

j
i , β

j
i ] avec βji − α

j
i ≤ δ. Par conséquent,

H1
δ(A) ≤ ω1

∞∑
i=0

∑
j∈Ii

diam([αji , β
j
i ])

2
=

∞∑
i=0

(bi − ai),

où l’on a utilisé le fait que ω1 = 2. Par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements (]ai, bi[)i∈N,
on obtient, par définition de la mesure de Lebesgue, que H1

δ(A) ≤ L1(A), puis, par passage à la
limite quand δ → 0, H1(A) ≤ L1(A)
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Pour montrer l’autre inégalité, considérons I ⊂ N et un recouvrement {Ai}i∈I de A avec
diam(Ai) ≤ δ, on pose si = inf Ai et ti = supAi de sorte que Ai ⊂ [si, ti] et ti−si = diam(Ai) ≤ δ.
Par définition de la mesure de Lebesgue, on a donc que

L1(A) ≤
∑
i∈I

(ti − si) = ω1

∑
i∈I

diam(Ai)

2
,

puis, par passage à l’infimum par rapport à tous les recouvrements (Ai)i∈I , il vient

L1(A) ≤ H1
δ(A) ≤ H1(A).

(iii) Si I ⊂ N et {Ai}i∈I est un recouvrement de A avec diam(Ai) ≤ δ, alors {λAi}i∈I est un
recouvrement de λA avec diam(λAi) ≤ λδ, d’où

Hsλδ(λA) ≤ λs
∑
i∈I

ωs

(
diam(Ai)

2

)s
puis, par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements {Ai}i∈I de A,

Hsλδ(λA) ≤ λsHsδ(A) ≤ λsHs(A).

Par passage à la limite quand δ → 0, on obtientHs(λA) ≤ λsHs(A). Pour montrer l’autre inégalité,
on note simplement que

Hs(A) = Hs(λ−1(λA)) ≤ λ−sHs(λA).

(iv) Si L : RN → Rd est une isométrie linéaire, I ⊂ N et {Ai}i∈I est un recouvrement de A avec
diam(Ai) ≤ δ, alors {L(Ai)}i∈I est un recouvrement de L(A) avec diam(L(Ai)) = diam(Ai) ≤ δ.
Par conséquent,

Hsδ(L(A)) ≤
∑
i∈I

ωs

(
diam(L(Ai))

2

)s
=
∑
i∈I

ωs

(
diam(Ai)

2

)s
puis, par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements {Ai}i∈I de A et passage au supremum
en δ, on obtient

Hs(L(A)) ≤ Hs(A).

Comme L−1 : L(RN )→ RN est une isométrie linéaire, il vient

Hs(A) = Hs(L−1(L(A))) ≤ Hs(L(A)),

ce qui montre l’autre inégalité.

(v) Si f : RN → Rd est une fonction Lipschtzienne, I ⊂ N et {Ai}i∈I est un recouvrement
de A avec diam(Ai) ≤ δ, alors {f(Ai)}i∈I est un recouvrement de f(A) avec diam(f(Ai)) ≤
Lip(f)diam(Ai) ≤ Lip(f)δ. Par conséquent,

HsLip(f)δ(f(A)) ≤
∑
i∈I

ωs

(
diam(f(Ai))

2

)s
≤ [Lip(f)]s

∑
i∈I

ωs

(
diam(Ai)

2

)s
puis, par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements {Ai}i∈I de A et passage au supremum
en δ, on obtient

Hs(f(A)) ≤ [Lip(f)]sHs(A).
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(vi) est une conséquence du fait que, par définition de la mesure de Hausdorff, pour tout δ > 0,
on a

Htδ(A) ≤ ωt
ωs

(
δ

2

)t−s
Hsδ(A) ≤ ωt

ωs

(
δ

2

)t−s
Hs(A).

Par passage à la limite quand δ → 0, on en déduit que si Hs(A) <∞, alors Ht(A) = 0.

Définition 3.2.5. La dimension de Hausdorff d’un ensemble A ⊂ RN est définie par

dimH(A) := inf{s ≥ 0 : Hs(A) = 0}.

Par définition de la dimension de Hausdorff, on a que Hs(A) = 0 pour tout s > dimH(A) et,
d’après la Proposition 3.2.4(v), il vient que Hs(A) =∞ pour tout s < dimH(A).

Un outil très utile concerne les densités s-dimensionnelles d’une mesure de Radon positive.

Définition 3.2.6. Soit µ une mesure de Radon positive finie sur un ouvert Ω ⊂ RN . On définit
les densités s-dimensionnelles inférieures et supérieures en x ∈ Ω par

Θs,∗(µ, x) := lim inf
%→0

µ(B%(x))

ωs%s
, Θ∗s(µ, x) := lim sup

%→0

µ(B%(x))

ωs%s
.

Si Θs,∗(µ, x) = Θ∗s(µ, x) on notera Θs(µ, x) la valeur commune.

Proposition 3.2.7. Soit µ une mesure de Radon positive finie sur un ouvert Ω ⊂ RN , t > 0 et
A ⊂ Ω un Borélien. Si Θ∗s(µ, x) ≥ t pour tout x ∈ A, alors

µ ≥ tHs A.

De plus, si E ⊂ Ω est un Borélien tel que Hs(E) <∞, alors

lim
%→0

Hs(E ∩B%(x))

%s
= 0 pour Hs-presque tout x ∈ Ω \ E.

Démonstration. Soient U un ouvert contenant A, t′ < t et δ > 0. Par définition de la lim sup, pour
tout x ∈ A et tout 0 < ε < δ, il existe %x ∈ (0, ε/2) tel que B%x(x) ⊂ U et

µ(B%x(x)) ≥ t′ωs%sx.

Soit F la famille des boules fermées B contenues dans U et telles que diam(B) ≤ δ et µ(B) ≥
t′ωs(diam(B)/2)s. Il s’agit d’un recouvrement (fin) de A et le théorème de recouvrement de Besi-
covitch montre alors l’existence de ξ sous-familles F1, . . . ,Fξ telles que chacunes des sous familles

Fi = {Bki }k∈N est dénombrable et disjointe et

A ⊂
ξ⋃
i=1

⋃
B∈Fi

B.

Par conséquent, par définition de la mesure de Hausdorff, il vient

Hsδ(A) ≤
ξ∑
i=1

∞∑
k=0

ωs

(
diam(B

k

i )

2

)s
≤ 1

t′

ξ∑
i=1

∞∑
k=0

µ(B
k

i ) ≤ ξ

t′
µ(U).

Par passage à la limite quand δ → 0 et t′ → t, on en déduit que Hs(A) ≤ ξ
tµ(U) <∞.
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D’après le Corollaire 1.4.2, comme F est un recouvrement fin de A, il existe une sous-famille
{Bj}j∈N de F dénombrable et disjointe telle

Hs
A \ ⋃

j∈N
Bj

 = 0.

Par conséquent, comme Hsδ est une mesure extérieure et Hsδ ≤ Hs, il vient

Hsδ(A) ≤
∞∑
j=0

ωs

(
diam(Bj)

2

)s
≤ 1

t′

∞∑
j=0

µ(Bj) ≤
1

t′
µ(U).

Par passage à la limite quand δ → 0 et t′ → t, puis passage à l’infimum parmi tous les ouverts U
contenant A, obtient que Hs(A) ≤ t−1µ(A). On peut répéter le même argument en remplaçant A
par n’importe quel sous ensemble Borélien de A et établir ainsi que µ ≥ tHs A.

Si E ⊂ Ω est un Borélien tel queHs(E) <∞, on applique ce résultat à la mesure finie µ = Hs E
avec A = An = {x ∈ Ω \ E : Θ∗s(µ, x) > 1/n} et t = 1/n. On obtient alors que 0 = µ(An) ≥
1
nH

s(An). Comme
⋃
nAn = {x ∈ Ω \ E : Θ∗s(µ, x) > 0}, on en déduit que Hs({x ∈ Ω \ E :

Θ∗s(µ, x) > 0}) = 0.

3.3 Mesure de volume et mesure de surface

3.3.1 Mesure de volume

Nous allons à présent montrer que la mesure de Hausdorff N -dimensionnelle dans RN cöıncide
avec la mesure de Lebesgue LN . La démonstration repose sur l’inégalité isodiamétrique qui stipule
que le plus grand volume parmi tous les sous ensembles de diamètre d est ωN (d/2)N , i.e. le volume
de la boule. Remarquons que cette inégalité n’est pas complètement évidente car, comme le montre
l’exemple d’un triangle équilatéral, il n’est pas vrai qu’un ensemble quelconque est contenu dans
une boule de même diamètre.

Proposition 3.3.1 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble LN -mesurable A ⊂ RN ,
on a

LN (A) ≤ ωN
(

diam(A)

2

)N
.

Démonstration. La preuve repose sur le principe de symétrisation de Steiner. Pour tout ξ ∈ RN
avec |ξ| = 1, on note Πξ l’hyperplan orthogonal à ξ. Si B ⊂ RN est un ensemble LN -mesurable,

Bξy := {t ∈ R : y + tξ ∈ B}

désigne la section de B dans la direction ξ passant par le point y. D’après le théorème de Fubini,
l’application y 7→ L1(Bξy) est LN−1-mesurable dans Πξ. Par conséquent l’ensemble

Sξ(B) := {y + tξ : y ∈ Πξ, |t| ≤ L1(Bξy)/2}

est toujours LN -mesurable. De plus, une nouvelle utilisation du théorème de Fubini montre que
LN (Sξ(B)) = LN (B).

Par ailleurs, si B est symétrique par rapport à Πν avec ν · ξ = 0, alors Sξ(B) conserve cette
propriété. Pour voir cela, notons σ la symétrie par rapport à Πν , i.e. σ(x) = x − 2(x · ν)ν, qui
satisfait σ2 = id. Alors, on a que

σ(y +Bξyξ) = σ(y) +Bξσ(y)ξ.
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En effet, si x ∈ σ(y + Bξyξ), alors il existe t ∈ Bξy tel que x = σ(y + tξ) = σ(y) + tξ car ξ · ν = 0.
Comme y + tξ ∈ B et σ(B) = B, on en déduit que σ(y) + tξ = x = σ(y + tξ) ∈ B, ce qui montre

que t ∈ Bξσ(y) et donc que x ∈ σ(y) +Bξσ(y)ξ. Pour montrer l’autre inclusion, on utilise l’inclusion

précédente pour obtenir que

σ(σ(y) +Bξσ(y)ξ) ⊂ σ
2(y) +Bξσ2(y)ξ) = y +Bξyξ,

soit, en appliquant σ à l’inclusion précédente, σ(y) + Bξσ(y)ξ ⊂ σ(y + Bξyξ). Soit x ∈ Sξ(B), alors

x = y+ tξ avec y ∈ Πξ et |t| ≤ L1(Bξy)/2. En utilisant la Proposition 3.2.4 (ii) et (iv), on en déduit
que

L1(Bξy) = H1(Bξy) = H1(y +Bξyξ) = H1(σ(y +Bξyξ))

= H1(σ(y) +Bξσ(y)ξ) = H1(Bξσ(y)) = L1(Bξσ(y)).

Par conséquent, σ(x) = σ(y) + tξ avec σ(y) ∈ Πξ et 2|t| ≤ L1(Bξy) = L1(Bξσ(y)), ce qui montre que

σ(x) ∈ Sξ(B) et donc que Sξ(B) est symétrique par rapport à Πν .
Montrons à présent que la symétrisation diminue le diamètre. Pour ce faire, pour tout ε > 0, on

considère x et x′ ∈ Sξ(B) tels que

diam(Sξ(B)) ≤ |x− x′|+ ε.

Soient y = x− (x · ξ)ξ et y′ = x′ − (x′ · ξ)ξ ∈ Πξ et posons

r := inf{t : y + tξ ∈ B}, s := sup{t : y + tξ ∈ B},

et
r′ := inf{t : y′ + tξ ∈ B}, s′ := sup{t : y′ + tξ ∈ B}.

Supposons, sans restreindre la généralité que s′ − r ≥ s− r′. Alors

s′ − r ≥ 1

2
(s′ − r) +

1

2
(s− r′) =

1

2
(s− r) +

1

2
(s′ − r′) ≥ 1

2
L1(Bξy) +

1

2
L1(Bξy′).

Comme |x · ξ| ≤ 1
2L

1(Bξy) et |x′ · ξ| ≤ 1
2L

1(Bξy′), il vient

s′ − r ≥ |x · ξ|+ |x′ · ξ| ≥ |x · ξ − x′ · ξ|.

Par conséquent, comme y + rξ et y′ + s′ξ ∈ B,

(diam(Sξ(B))− ε)2 ≤ |x− x′|2 = |y − y′|2 + |x · ξ − x′ · ξ|2

≤ |y − y′|2 + (s′ − r)2 = |(y + rξ)− (y′ + s′ξ)|2 ≤ (diam(B))2 = (diam(B))2,

ce qui montre effectivement que diam(Sξ(B)) ≤ diam(B).

Nous sommes à présent en mesure de montrer l’inégalité isodiamétrique. Si diam(A) = ∞, il
n’y a rien à montrer. Sinon, on considère une base orthonormée {e1, . . . , eN} de RN . On définit
A1 = Se1(A), A2 = Se2(A1), . . . , AN = SeN (AN−1) et on pose A∗ = AN . Par construction,
LN (A∗) = LN (A), diam(A∗) ≤ diam(A) et A∗ est symétrique par rapport à Πek pour tout k =
1, . . . , N . Par conséquent, si x ∈ A∗, alors −x ∈ A∗ de sorte que A∗ ⊂ Bdiam(A∗)/2(0), soit

LN (A) = LN (A∗) ≤ LN (Bdiam(A∗)/2(0)) = ωN

(
diam(A∗)

2

)N
≤ ωN

(
diam(A)

2

)N
,

ce qui conclut la preuve de l’inégalité.
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L’inégalité isodiamétrique permet montrer que la mesure de HausdorffN -dimensionnelle cöıncide
avec la mesure de Lebesgue dans RN , généralisant ainsi la Proposition 3.2.4 (ii).

Théorème 3.3.2. HN = LN dans B(RN ).

Démonstration. Soit A ∈ B(RN ). Pour tout δ > 0 il existe I ⊂ N et un recouvrement {Ai}i∈I tel
que diam(Ai) ≤ δ et

ωN
∑
i∈I

(
diam(Ai)

2

)N
≤ HNδ (A) + δ ≤ HN (A) + δ.

Rappelons que, sans restreindre la généralité, on peut supposer que les Ai sont fermés. Comme
A ⊂

⋃
iAi, on obtient grâce à l’inégalité isodiamétrique que

LN (A) ≤
∑
i∈I
LN (Ai) ≤ ωN

∑
i∈I

(
diam(Ai)

2

)N
≤ HN (A) + δ.

On obtient que LN (A) ≤ HN (A) par passage à la limite quand δ → 0.

Pour montrer l’autre inégalité, on commence par établir que HN est une mesure de Radon.
Pour ce faire, on remarque que si Q est un cube de RN , alors diam(Q) =

√
NLN (Q)1/N . Soit donc

{Qi}i∈N un recouvrement de A par des cubes. Si δ > 0, quitte à subdiviser chaque cubes Qi en
plus petits cubes, on peut supposer que diam(Qi) ≤ δ. Par définition de la mesure de Hausdorff, il
vient

HNδ (A) ≤ ωN
∞∑
i=1

(
diam(Qi)

2

)N
= ωN

(√
N

2

)N ∞∑
i=0

LN (Qi).

Par passage à l’infimum parmi tous les recouvrements {Qi}i∈N de A et par passage à la limite
quand δ → 0, il vient HN (A) ≤ CNLN (A), ce qui montre effectivement que HN est finie sur les
compacts et donc que HN est une mesure de Radon.

Soit U un ouvert contenant A et δ > 0. Pour tout x ∈ A, il existe %x ∈ (0, δ/2) tel que B%(x) ⊂ U
pour tout % ≤ %x de sorte que F = {B%(x)}x∈A, 0<%≤%x forme un recouvrement fin de A. D’après
le théorème de recouvrement de Besicovitch (Corollaire 1.4.2), il existe une famille dénombrable
{Bk}k∈N ⊂ F de boules fermées deux à deux disjointes, de diamètre plus petit que δ et contenues
dans U telles que

HN
(
A \

∞⋃
k=0

Bk

)
= 0.

Par σ-sous additivité de HNδ il vient

HNδ (A) ≤
∞∑
k=0

HNδ (Bk) ≤
∞∑
k=0

ωN%
N
k =

∞∑
k=0

LN (Bk) = LN
( ∞⋃
k=0

Bk

)
≤ LN (U).

Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue et passage à la limite quand δ → 0, il vient
HN (A) ≤ LN (A).

Remarque 3.3.3. Le résultat précédent montre que, pour tout s < N , la mesure de Hausdorff
Hs n’est jamais une mesure de Radon dans RN
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3.3.2 Mesure de surface et formule de l’aire

Nous nous intéressons à présent à l’interprétation de la mesure de Hausdorff Hk pour k ∈ N
avec 1 ≤ k ≤ N − 1. La formule de l’aire va nous permettre de montrer que Hk cöıncide avec
la mesure de volume sur les sous-variétés de dimension k dans RN . On rappelle la définition des
sous-variétés de RN .

Définition 3.3.4. Un sous ensemble M ⊂ RN est une sous-variété de RN de dimension k et de
classe C1 si, pour tout x0 ∈M , il existe un voisinage V de x0 dans RN , un voisinage U de 0 dans Rk
et une fonction f : U → V de classe C1 et injective telle que f(0) = x0, ∇f(0) est une application
linéaire injective de Rk dans RN et f est un homéomorphisme de U sur M ∩ V . On appelera f un
paramétrisation locale de M en x0.

Remarque 3.3.5. Notons qu’une application linéaire L : Rk → RN (avec k ≤ N) est injective
si et seulement det(LTL) > 0. En particulier, comme le déterminant est une application continue,
on peut supposer dans la définition précédente que ∇f(x) est injective pour tout x ∈ U , quitte à
diminuer l’ouvert U .

De même, quitte à réduire encore l’ouvert U , on peut également supposer que la fonction x 7→
∇f(x) est bornée sur U de sorte que, par le théorème des accroissements finis, la fonction f est
Lipschitzienne sur U .

Théorème 3.3.6 (Formule de l’aire). Soient U ⊂ Rk et f : U → RN (avec k ≤ N) une fonction
Lipschitzienne, de classe C1 et injective telle que, pour tout x ∈ U , ∇f(x) est une application
linéaire injective de Rk dans RN . Alors pour tout ensemble Borélien E ⊂ U , on a

Hk(f(E)) =

∫
E

√
det(∇f(x)T∇f(x)) dx.

Démonstration. Etape 1. Commençons par établir que f(E) est Hk-mesurable. Par régularité
intérieure de la mesure de Lebesgue, il existe une suite de compacts Ki ⊂ E telle que Lk(E \Ki)→
0. Par conséquent, f étant de classe C1, il vient

Hk
(
f(E) \

∞⋃
i=0

f(Ki)

)
≤ Hk

(
f

(
E \

∞⋃
i=0

Ki

))
≤ [Lip(f)]kLk

(
E \

∞⋃
i=0

Ki

)
= 0.

Comme f est continue et Ki compact, f(Ki) ⊂ RN est compact et
⋃
i f(Ki) ∈ B(RN ). Par

conséquent f(E) est Hk-mesurable comme union d’un ensemble Borélien et d’un ensemble de
mesure Hk nulle.

Etape 2. Supposons d’abord que f = L est une application linéaire injective. On utilise la
décomposition polaire pour décomposer L = O ◦ S où S : Rk → Rk est une application linéaire
inversible, symétrique, définie positive et O : Rk → RN est une application orthogonale. En
effet, l’application linéaire LTL : Rk → Rk est inversible (car injective), symétrique et définie
positive. Par le théorème de décomposition spectrale, il existe une base orthonormée {e1, . . . , ek}
de Rk et des réels λ1, . . . , λk > 0 tels que (LTL)ei = λiei pour tout i = 1, . . . , k, de sorte que

LTL =
∑k
i=1 λiei ⊗ ei. On pose alors

S :=

k∑
i=1

√
λiei ⊗ ei

qui définit une application linéaire S : Rk → Rk inversible, symétrique et définie positive. Posons
alors O := L ◦ S−1 et vi := O(ei) = 1√

λi
L(ei) ∈ RN . Par construction, {v1, . . . , vk} forme un

système orthonormé de RN ce qui montre que O est une application orthogonale.
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On définit la mesure de Radon positive ν(E) := Hk(L(E)) pour tout Borélien E ⊂ U . Comme
ν(E) ≤ [Lip(L)]kLk(E), on en déduit que ν est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue Lk et le théorème de différentiation de Besicovitch montre que ν = κLk où

κ(x) = lim
%→0

ν(B%(x))

ωk%k
pour Lk-presque tout x ∈ U.

Or
ν(B%(x)) = Hk(L(x) + %L(B1)) = %kHk(L(B1))

d’où κ(x) = Hk(L(B1))/ωk est constante. Montrons à présent que κ =
√

det(LTL). En utilisant
la décomposition polaire et le fait que O est une rotation (en particulier une isométrie),

κ =
Hk(O ◦ S(E))

Lk(E)
=
Hk(S(E))

Lk(E)
=
Lk(S(E))

Lk(E)

car S(E) ⊂ Rk et Hk = Lk sur Rk. En choisissant en particulier

E = Q = {x ∈ Rk : 0 ≤ x · ei ≤ 1 pour tout 1 ≤ i ≤ k}

(le cube unité de Rk orienté suivant la base {e1, . . . , ek}), on a que

S(Q) = {y ∈ Rk : 0 ≤ y · ei ≤
√
λi pour tout 1 ≤ i ≤ k}

et donc Lk(S(Q)) =
∏k
i=1

√
λi = det(S) =

√
det(LTL) ce qui conclut la preuve de la formule de

l’aire dans le cas linéaire.

Etape 3. Considérons enfin le cas général d’une fonction f : U → RN de classe C1 in-
jective telle que ∇f(x) est injective pour tout x ∈ U . Pour simplifier les notations, on pose
Jf :=

√
det(∇fT∇f). Soit K un compact tel que K ⊂ U . Comme f est de classe C1 sur U ,

pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que si x, y et z ∈ K satisfont |x− y| ≤ δ et |x− z| ≤ δ, alors

|Jf (x)− Jf (y)| ≤ ε, |f(x)− f(y)−∇f(z)(y − x)| ≤ ε|∇f(z)(x− y)|.

En effet, la première condition résulte de l’uniforme continuité de Jf sur le compact K. La deuxième
condition se démontre par l’absurde sur supposant l’existence de ε0 > 0 et de trois suites {xn}n∈N,
{yn}n∈N et {zn}n∈N dans K telles que |xn− yn| ≤ 1/n→ 0, |xn− zn| ≤ 1/n→ 0 et o(|xn− yn|) =
|f(xn)− f(yn)−∇f(zn)(xn − yn)| > ε0|∇f(zn)(yn − xn)|. On a en particulier que xn 6= yn pour
tout n ∈ N. De plus, quitte à extraire une sous-suite (car K est compact), on peut supposer que
xn → x, yn → y, zn → z (avec x = y = z) et vn = (xn − yn)/|xn − yn| → v avec |v| = 1. D’ou
o(1) ≥ ε0|∇f(zn)(vn)| puis par passage à la limite 0 = ε0|∇f(x)(v)|. Par conséquent, v ∈ SN−1

appartient au noyau de ∇f(x), ce qui est impossible par injectivite de ∇f(x).
En particulier, pour ε < 1, on a

|f(x)− f(y)| ≥ |∇f(z)(x− y)| − |f(x)− f(y)−∇f(z)(y − x)| ≥ (1− ε)|∇f(z)(y − x)|

et

|f(x)− f(x)| ≤ |∇f(z)(x− y)|+ |f(x)− f(y)−∇f(z)(y − x)| ≤ (1 + ε)|∇f(z)(y − x)|.

Soit K =
⋃m
i=1Ai une partition Borélienne de K telle que diam(Ai) ≤ δ. On fixe zi ∈ Ai et on

pose Li := ∇f(zi). Par hypothèse Li : Rk → RN est une application linéaire injective et pour tout
x, y ∈ Ai,

(1− ε)|Li(x− y)| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ (1 + ε)|Li(x− y)|,
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ce qui montre que

LipLi(Ai)(f |Ai ◦ L
−1
i ) ≤ 1 + ε, Lipf(Ai)(Li ◦ (f |Ai)−1) ≤ 1

1− ε
.

En utilisant le fait que f est injective, on en déduit que f(E ∩K) =
⋃m
i=1 f(E ∩Ai) d’où

Hk(f(E ∩K)) =

m∑
i=1

Hk(f(E ∩Ai)) =

m∑
i=1

Hk((f ◦ L−1
i )(Li(E ∩Ai)))

≤ (1 + ε)k
m∑
i=1

Hk(Li(E ∩Ai)) = (1 + ε)k
m∑
i=1

∫
E∩Ai

Jf (zi) dx

≤ (1 + ε)k
m∑
i=1

∫
E∩Ai

Jf (x) dx+ ε(1 + ε)kLk(K)

= (1 + ε)k
∫
E∩K

Jf (x) dx+ ε(1 + ε)kLk(K).

De même,∫
E∩K

Jf (x) dx =

m∑
i=1

∫
E∩Ai

Jf (x) dx ≤
m∑
i=1

∫
E∩Ai

Jf (zi) dx+ εLk(K)

=

m∑
i=1

Hk(Li(E ∩Ai)) + εLk(K) =

m∑
i=1

Hk((Li ◦ (f |Ai)−1)f(E ∩Ai)) + εLk(K)

≤ 1

(1− ε)k
m∑
i=1

Hk(f(E ∩Ai)) + εLk(K) =
1

(1− ε)k
Hk(f(E ∩K)) + εLk(K).

Par passage à la limite quand ε→ 0, on obtient

Hk(f(E ∩K)) =

∫
E∩K

Jf (x) dx,

puis, en choisissant W = Kn où Kn une suite croissante de compacts tels que
⋃
nKn = U et en

passant à la limite quand n→∞, on en déduit que

Hk(f(E)) =

∫
E

Jf (x) dx,

ce qui conclut la preuve de la formule de l’aire.

Remarque 3.3.7. (i) Si k = 1, la formule de l’aire permet de retrouver la formule du calcul de la
longueur d’une courbe

H1(f(E)) =

∫
E

|f ′(t)| dt.

(ii) Si k = N − 1 et f(x) = (x, a(x)) où a : RN−1 → R est une fonction de classe C1, la formule
de l’aire permet de retrouver la formule de l’aire du graphe de a

HN−1({(x, a(x)) : x ∈ E}) =

∫
E

√
1 + |∇a(x)|2 dx.

Cette formule (de même que la formule de l’aire en général) reste vraie pour des fonctions a
seulement Lipschitziennes en utilisant le théorème de Rademacher qui stipule qu’une fonction
Lipschtzienne est différentiable presque partout.
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On rappelle la définition d’espace tangent à une sous-variété ainsi qu’une caractérisation en
terme de paramétrisation locale.

Définition 3.3.8. Soit M une sous-variété de RN de dimension k et de classe C1. Pour tout
x0 ∈M , l’espace tangent à M en x0, noté Tx0

M , est défini par

Tx0M :=
{
v ∈ RN : il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et

γ ∈ C1(I;RN ) tels que γ(I) ⊂M, γ(0) = x0, γ
′(0) = v

}
.

Proposition 3.3.9. Soit M une sous-variété de RN de dimension k et de classe C1. Alors, pour
tout x0 ∈ M , Tx0M est un sous-espace vectoriel de RN de dimension k et si f désigne une
paramétrisation locale de M en x0 = f(0), alors

Tx0
M = ∇f(0)(Rk).

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans Rk, V un voisinage ouvert de x0 dans RN
et f : U → V une fonction de classe C1, injective telle que f(0) = x0, ∇f(0) est une application
linéaire injective et f : U → V ∩M est un homéomorphisme. On commence par montrer qu’il
existe un ouvert W contenant x0 dans RN et un C1-difféomorphisme ϕ : W → RN tels que

ϕ(M ∩W ) = ϕ(W ) ∩ (Rk × {0}). (3.3.1)

En effet, pour tout (x, y) ∈ U × RN−k, on pose g(x, y) = f(x) + (0, y) ce qui définit une fonction
de classe C1 sur U × RN−k. De plus, g(0, 0) = x0 et ∇g(x, y)(h1, h2) = ∇f(x)(h1) + (0, h2) pour
tout (x, y) ∈ U ×RN−k et tout h = (h1, h2) ∈ Rk×RN−k. En particulier ∇f(0) étant injective, on
obtient que l’application linéaire ∇g(0, 0) : RN → RN est injective et donc bijective. Le théorème
d’inversion locale montre alors que g est un C1-difféomorphisme local au voisinage de (0, 0). En
particulier, il existe donc un ouvert U ′ ⊂ U contenant 0 dans Rk, un ouvert V ′ contenant 0 dans
RN−k un ouvert W contenant x0 dans RN et un C1-difféomorphisme ϕ : W → U ′ × V ′ tels que

ϕ(f(x) + (0, y)) = (x, y) pour tout (x, y) ∈ U ′ × V ′.

En particulier, en prenant y = 0, on obtient que ϕ(f(U ′)) = (U ′× V ′)∩ (Rk ×{0}), ce qui montre
effectivement (3.3.1).

Montrons maintenant que Tx0
M est un sous espace vectoriel de dimension k dans RN . Si v ∈

Tx0
M , il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et γ ∈ C1(I;RN ) tels que γ(I) ⊂M , γ(0) = x0 et

γ′(0) = v. Quitte à restreindre l’intervalle I, on peut supposer que γ(I) ⊂W . On peut alors définir
γ̃(t) = ϕ(γ(t)) pour tout t ∈ I de sorte que γ̃ est de classe C1 sur I. Comme γ(t) ∈M∩W pour tout
t ∈ I, alors γ̃(t) ∈ ϕ(W ) ∩ (Rk × {0}) et donc γ̃′(0) = ∇ϕ(γ(0))(γ′(0)) = ∇ϕ(x0)(v) ∈ Rk × {0}.
On en déduit que v ∈ (∇ϕ(x0))−1(Rk × {0}), soit Tx0

M ⊂ (∇ϕ(x0))−1(Rk × {0}).
Pour montrer l’autre inclusion, fixons un élément w ∈ Rk × {0}. Comme ϕ(W ) est ouvert

contenant ϕ(x0), il existe ε > 0 tel que ϕ(x0) + tw ∈ ϕ(W ) pour tout t ∈ (−ε, ε). On définit alors

γ : (−ε, ε) → RN

t 7→ ϕ−1(ϕ(x0) + tw)

qui est une fonction de classe C1. Comme ϕ(x0) + tw ∈ ϕ(W ) ∩ (Rk × {0}) pour tout t ∈ (−ε, ε)
et ϕ(M ∩W ) = ϕ(W ) ∩ [Rk × {0}], on en déduit que γ(t) ∈ M ∩W pour tout t ∈ (−ε, ε). De
plus γ(0) = x0. Par définition de l’espace tangent, on doit avoir que γ′(0) = ∇(ϕ−1)(ϕ(x0))(w) =
(∇ϕ(x0))−1(w) ∈ Tx0

M . On a donc bien établi que ∇ϕ(x0)−1(Rk × {0}) ⊂ Tx0
M .
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Comme Tx0
M = (∇ϕ(x0))−1(Rk ×{0}) et ∇ϕ(x0) est une application linéaire inversible de RN

dans RN , on en déduit que Tx0
M est un sous-espace vectoriel de dimension k dans RN .

Montrons enfin la caractérisation en terme de paramétrisation locale. Soit v ∈ Rk, comme U est
un ouvert de Rk contenant 0, il existe ε > 0 tel que tv ∈ U pour tout t ∈ (−ε, ε). On définit alors

γ : (−ε, ε) → RN

t 7→ f(tv).

Comme f(U) = M ∩ V , on en déduit que γ(t) ∈ M pour tout t ∈ (−ε, ε). De plus, la fonction
γ est de classe C1 et satisfait γ(0) = f(0) = x0. Par définition de l’espace tangent, on a γ′(0) =
∇f(0)(v) ∈ Tx0

M , ce qui montre que Im(∇f(0)) ⊂ Tx0
M . On sait déjà que Tx0

M est un sous espace
vectoriel de dimension k dans RN . Comme, par ailleurs, ∇f(0) : Rk → RN est une application
linéaire injective, on en déduit que Im(∇f(0)) est un sous-espace vectoriel de dimension k dans
RN . On a donc montré que Tx0M = Im(∇f(0)).

Il est possible de caractériser l’espace tangent en terme de limite faible* de mesure.

Proposition 3.3.10. Soit M une sous-variété de classe C1 de RN de dimension k. Pour tout
x0 ∈M , la famille de mesures {µx0,%}%>0 définie par∫

RN
ϕdµx0,% :=

1

%k

∫
M

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x) pour tout ϕ ∈ Cc(RN ),

converge localement faible* dans Mloc(RN ) vers la mesure Hk Tx0
M .

Démonstration. Soit x0 ∈ M , U un voisinage ouvert de 0, V un voisinage ouvert de x0 dans RN
et f : U → V une fonction de classe C1, injective telle que f(0) = x0, ∇f(0) est une application
linéaire injective et f : U → V ∩M est un homéomorphisme. Pour tout ϕ ∈ Cc(RN ), on considère
% > 0 assez petit de sorte que x0 + %Supp(ϕ) ⊂ V , d’où∫

RN
ϕdµx0,% =

1

%k

∫
M

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x) =

1

%k

∫
f(U)

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x).

D’après la formule de l’aire et la formule de changement de variable, on obtient en posant Jf :=√
det(∇fT∇f)∫

RN
ϕdµx0,% =

1

%k

∫
U

ϕ

(
f(y)− f(0)

%

)
Jf (y) dy =

∫
Rk

1U (%z)ϕ

(
f(%z)− f(0)

%

)
Jf (%z) dz.

Comme U est ouvert, ϕ est continue et f est de classe C1, il vient pour tout z ∈ Rk,

u%(z) := 1U (%z)ϕ

(
f(%z)− f(0)

%

)
Jf (%z)→ ϕ(∇f(0)(z))Jf (0).

Afin de passer à la limite sous le signe intégral, il convient de montrer que u% satisfait la propriété
de domination. Par injectivité de ∇f(0), on a que

m = min
w∈SN−1

|∇f(0)(w)| > 0.

La différentiabilité de f en 0 montre que pour tout ε ∈ (0,m/2), il existe r0 > 0 tel que pour tout
y ∈ Br0

|f(y)− f(0)| ≥ |∇f(0)(y)| − ε|y| ≥ (m− ε)|y| ≥ m

2
|y|.
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Par ailleurs, l’injectivité de f montre que

ε0 := inf
y∈U\Br0

|f(y)− f(0)| > 0

de sorte que, pour tout y ∈ U ,

|f(y)− f(0)| ≥ λ|y| où λ := min

{
m

2
,

ε0

diam(U)

}
.

Soit R > 0 tel que Supp(ϕ) ⊂ BR. Alors, Supp(u%) ⊂ BR/λ et donc |u%| ≤ ‖ϕ‖∞‖Jf‖∞1BR/λ .
Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théorème de la convergence dominée qui implique que∫

RN
ϕdµx0,% →

∫
Rk
ϕ(∇f(0)(z))Jf (0) dz =

∫
∇f(0)(Rk)

ϕ(x) dHk(x) =

∫
Tx0M

ϕdHk,

où l’on a de nouveau utilisé la formule de l’aire appliquée à l’application linéaire z 7→ ∇f(0)(z).

3.4 Ensembles rectifiables

Nous allons à présent introduire la notion d’ensemble rectifiable qui généralise celle de sous-
variété et sur laquelle il est toujours possible de définir un plan tangent au sens de la mesure.

Définition 3.4.1. Un sous ensemble M de RN est (dénombrablement) Hk-rectifiable s’il existe un
ensemble exceptionnel Z ⊂ RN tel que Hk(Z) = 0 et des sous-variétés Mi de RN de dimension k
et de classe C1 tels que

M ⊂
⋃
i∈N

Mi ∪ Z.

Définition 3.4.2. Soit M ⊂ RN un ensemble Hk-rectifiable tel que Hk(M ∩K) < ∞ pour tout
compact K ⊂ RN et x0 ∈M . Pour tout % > 0, on définit la mesure µx0,% par∫

RN
ϕdµx0,% :=

1

%k

∫
M

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x) pour tout ϕ ∈ Cc(RN ).

On dit que M admet un espace tangent approché en x0 s’il existe un sous-espace vectoriel πx0
de

RN de dimension k, tel que µx0,% ⇀ Hk πx0 localement faible* dans Mloc(RN ).

Théorème 3.4.3. Soit M ⊂ RN un ensemble Hk-rectifiable tel que Hk(M ∩K) < ∞ pour tout
compact K ⊂ RN . Alors, M admet un espace tangent approché en Hk-presque tout x ∈M et

lim
%→0

Hk(M ∩B%(x))

ωk%k
= 1 Hk-p.p. tout x ∈M.

Démonstration du théorème 3.4.3. Sans restreindre la généralité, on suppose que Hk(M) < ∞.
On écrit M sous la forme M ⊂

⋃
i∈NMi ∪ Z, où Hk(Z) = 0 et, pour tout i ∈ N, Mi est une

sous-variété de RN , de dimension k et de classe C1. On sait déjà d’après la Proposition 3.3.10 que
pour tout i ∈ N, tout x0 ∈Mi et pour tout ϕ ∈ Cc(RN ),

1

%k

∫
Mi

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x)→

∫
Tx0Mi

ϕdHk,
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On sait par ailleurs d’après la Proposition 3.2.7 que pour tout i ∈ N, il existe un ensemble Zi ⊂ RN
(indépendant de ϕ) tel que Hk(Zi) = 0 et, pour tout x0 ∈ (M ∩Mi) \ Zi,

Hk(B%(x0) ∩ (M4Mi))

%k
→ 0

et donc, en particulier pour tout ϕ ∈ Cc(RN ),

1

%k

∫
M4Mi

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x)→ 0.

Par conséquent, pour tout x0 ∈ (M ∩Mi) \ Zi, on a∫
RN

ϕdµx0,% =
1

%k

∫
M

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk(x)→

∫
Tx0Mi

ϕdHk.

Soit donc Z∗ := Z∪
⋃
i Zi qui satisfaitHk(Z∗) = 0. On a donc montré que pour tout x0 ∈M \Z∗,

il existe un sous-espace vectoriel πx0
de RN de dimension k tel que µx0,% ⇀ Hk πx0

localement
faible* dans Mloc(RN ). Comme en particulier Hk(πx0

∩ ∂B1) = 0, on en déduit que

Hk(B%(x0) ∩M)

%k
= µx0,%(B1)→ Hk(πx0 ∩B1) = ωk,

ce qui conclut la preuve du résultat.

La proposition suivante établit une propriété de localité de l’espace tangent approché.

Proposition 3.4.4. Soient M1 et M2 deux ensembles Hk-rectifiables tels que Hk(M1 ∩K) < ∞
et Hk(M2 ∩K) <∞ pour tout compact K ⊂ RN . Alors, pour Hk-presque tout x ∈M1 ∩M2,

TxM1 = TxM2.

Démonstration. On suppose sans restreindre la généralité queHN−1(M1) <∞ etHN−1(M2) <∞.
D’après la Proposition 3.2.7, pour Hk-presque tout x ∈M1 ∩M2, on a

lim
%→0

Hk((M14M2) ∩B%(x))

%k
= 0.

Par conséquent, pour tout ϕ ∈ Cc(RN ), si Supp(ϕ) ⊂ BR, on a∣∣∣∣ 1

%k

∫
M1

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk − 1

%k

∫
M2

ϕ

(
x− x0

%

)
dHk

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖∞Hk((M14M2) ∩B%R(x0))

%k
→ 0.

Comme TxM1 existe Hk-p.p. tout x ∈M1 et TxM2 existe Hk-p.p. tout x ∈M2, on en déduit que
TxM1 = TxM2 Hk-p.p. tout x ∈M1 ∩M2.
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Chapitre 4

Ensembles de périmètre fini

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.1. Soit Ω ⊂ RN un ouvert. Un ensemble Lebesgue mesurable E ⊂ RN est de
périmètre fini dans Ω si DχE ∈M(Ω;RN ). On définit alors le périmètre de E dans Ω par

P (E,Ω) := |DχE |(Ω) = sup

{∫
E

divϕdx : ϕ ∈ C1
c (Ω;RN ), |ϕ| ≤ 1

}
.

Exemple 4.1.2. Si E ⊂ RN est un ouvert borné de frontière de classe C1 (par morceaux), alors
E est de périmètre fini dans Ω et DχE = νEHN−1 (∂E ∩ Ω) où νE désigne la normale unitaire
intérieure à E. En effet, si ϕ ∈ C1

c (Ω;RN ), en utilisant la formule de la divergence, il vient∫
E

divϕdx = −
∫
∂E∩Ω

ϕ · νE dHN−1,

ce qui montre bien que DχE = νEHN−1 (∂E ∩Ω). Par ailleurs, une application immédiate de la
Proposition 1.1.9 montre que |DχE | = HN−1 (∂E ∩ Ω) si bien que

P (E,Ω) = |DχE |(Ω) = HN−1(∂E ∩ Ω).

En appliquant l’injection de Sobolev (théorème 2.3.1) aux fonctions caractéristiques d’ensembles
de périmètre fini on obtient la fameuse inégalité isopérimétrique.

Théorème 4.1.3 (Inégalité isopérimétrique). Il existe une constante γN > 0 qui ne dépend
que de la dimension telle que pour tout ensemble E de périmètre fini dans RN avec LN (E) <∞,

LN (E)
N−1
N ≤ γNP (E,RN ).

Le résultat suivant de compacité est une conséquence immédiate du théorème de Rellich pour
les fonctions BV .

Théorème 4.1.4 (Rellich). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. De toute suite {Ek}k∈N d’ensembles
de périmètre fini dans Ω telle que

sup
k∈N

{
LN (Ek) + P (Ek,Ω)

}
<∞,

on peut extraire une sous-suite {Ekj}j∈N telle que χEkj → χE fortement dans L1(Ω) et DχEkj ⇀

DχE faible* dans M(Ω;RN ), où E est un ensemble de périmètre fini dans Ω tel que LN (E) <∞.
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Démonstration. Si uk = χEk , le théorème 2.3.3 montre que χEkj → u dans L1
loc(Ω) (en donc

aussi LN -presque partout quitte à extraire une sous-suite) et Duk ⇀ Du faible* dans M(Ω;RN ).
Par conséquent, u(x) ∈ {0, 1} pour LN -presque tout x ∈ Ω et donc, il existe un ensemble E
mesurable tel que u = χE . D’après le Lemme de Fatou, il vient LN (E) <∞. Comme par ailleurs
P (E,Ω) <∞, on en déduit que u = χE ∈ BV (Ω).

Il reste à montrer la convergence dans tout L1(Ω). Pour ce faire, pour tout ε > 0, il existe un
compact K ⊂ Ω tel que LN (Ω \K) ≤ ε. On considère alors un ouvert borné et Lipschitzien ω tel
que K ⊂ ω ⊂ ω ⊂ Ω. Alors, on a∫

Ω

|χEk − χE | dx ≤
∫
ω

|χEk − χE | dx+ 2LN (Ω \ ω) ≤
∫
ω

|χEk − χE | dx+ 2ε.

Par passage à la limite quand k →∞ puis ε→ 0, on obtient bien que χEk → χE dans L1(Ω).

Un cas particulier de l’inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger dans BV est le cas où Ω = B%(x0)
et u est la fonction caractéristique d’un ensemble de périmètre fini. On obtient une version localisée
de l’inégalité isopérimétrique.

Théorème 4.1.5 (Inégalité isopérimétrique relative). Il existe une constante CN > 0, ne
dépendant que de la dimension, telle que pour tout ensemble E de périmètre fini dans RN , pour
tout x0 ∈ RN et tout % > 0,

min{LN (B%(x0) ∩ E),LN (B%(x0) \ E)}
N−1
N ≤ CNP (E,B%(x0)).

Démonstration. Si E est un ensemble de périmètre fini dans RN , alors u := χE ∈ BV (B%(x0)).
Posons v(y) := u(x0 + ρy) pour y ∈ B1 de sorte que v ∈ BV (B1). D’après l’inégalité de Sobolev-
Poincaré-Wirtinger, il existe une constante dimensionnelle CN > 0 telle que

‖v − vB1‖
L

N
N−1 (B1)

≤ CN |Dv|(B1).

Par changement de variable, il vient

‖u− uB%(x0)‖
L

N
N−1 (B%(x0))

≤ CN |Du|(B%(x0)),

ou encore

LN (B%(x0) ∩ E)
N−1
N

(
LN (B%(x0) \ E)

LN (B%(x0))

)
+ LN (B%(x0) \ E)

N−1
N

(
LN (B%(x0) ∩ E)

LN (B%(x0))

)
≤ CNP (E,B%(x0)).

Si LN (B%(x0) ∩ E) ≤ LN (B%(x0) \ E), alors LN (B%(x0) \ E) ≥ 1
2L

N (B%(x0)) et il vient

CNP (E,B%(x0)) ≥ LN (B%(x0) ∩ E)
N−1
N

(
LN (B%(x0) \ E)

LN (B%(x0))

)
≥ 1

2
LN (B%(x0) ∩ E)

N−1
N .

L’autre cas se démontre de manière analogue.
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4.2 Applications

4.2.1 Le problème isopérimétrique

Le problème isopérimétrique consiste à minimiser le périmètre d’un ensemble à volume prescrit.
Soient Ω ⊂ RN un ouvert borné et 0 < m ≤ LN (Ω), on cherche à résoudre le problème de
minimisation

α := inf
{
P (E,Ω) : E ⊂ Ω mesurable tel que LN (E) = m

}
.

En choisissant r > 0 tel que LN (Ω ∩Br) = m, on a alors que

0 ≤ α ≤ P (Ω ∩Br,Ω) = P (Br,Ω) = HN−1(Ω ∩ ∂Br) <∞.

Par la méthode directe du calcul des variations, si {Ek}k∈N est une suite minimisante, le théorème
de Rellich montre qu’à extraction d’une sous-suite près, on a χEk → χE dans L1(Ω) où E ⊂ Ω est
un ensemble de périmètre fini dans Ω satisfaisant LN (E) = m et P (E,Ω) = α.

Si Ω = RN , il est possible de montrer que le problème de minimisation précédent admet toujours
des solutions données par les boules de volume m.

4.2.2 Le problème de Cheeger

Un autre exemple d’application est le problème de Cheeger. Soient p > 0, N ≥ 2 et Ω ⊂ RN un
ouvert borné. Le p-problème de Cheeger dans Ω est le problème variationnel suivant :

Cp(Ω) := inf

{
P (E,RN )

LN (E)p
: E ⊂ Ω

}
,

avec la convention P (E,RN )
LN (E)p

= ∞ si LN (E) = 0. Toute solution de ce problème de minimisation

est appelé un p-ensemble de Cheeger. Notons tout d’abord que Cp(Ω) < ∞, ce qui se vérifie en
prenant E = B une boule contenue dans Ω.

Si p < (N − 1)/N , alors Cp(Ω) = 0. En effet, si Bε ⊂ Ω est une boule de rayon ε > 0, alors

Cp(Ω) ≤ P (Bε,RN )

LN (Bε)p
= εN−1−NpP (B,RN )

LN (B)p
→ 0

quand ε→ 0. Par conséquent, s’il existait un ensemble E ⊂ Ω (de périmètre fini dans RN ) tel que

0 = Cp(Ω) =
P (E,RN )

LN (E)p
,

alors P (E,RN ) = |DχE |(RN ) = 0 et donc χE serait constant sur RN . Si χE = 1, on aurait alors
que E = RN ce qui est impossible puisque E ⊂ Ω et Ω est borné. Si en revanche χE = 0, alors
LN (E) = 0 ce qui est également impossible. Ceci montre qu’un p-ensemble de Cheeger ne peut pas
exister quand p < (N − 1)/N .

Supposons maintenant que p ≥ (N − 1)/N . Si E ⊂ Ω, en utilisant l’inégalité isopérimétrique,
on obtient que

LN (E)p ≤ LN (E)
N−1
N LN (Ω)p−

N−1
N ≤ γNP (E,RN )LN (Ω)p−

N−1
N ,

où γN > 0 est une constante dimensionnelle, ce qui montre que

Cp(Ω) ≥ L
N (Ω)

N−1
N −p

γN
> 0.
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Considérons alors une suite minimisante {Ek}k∈N tels que Ek ⊂ Ω pour tout k ∈ N et

P (Ek,RN )

LN (Ek)p
→ Cp(Ω).

Comme Ω est borné, on a LN (Ek) ≤ LN (Ω), et P (Ek,RN ) ≤ (Cp(Ω) + 1)LN (Ek)p ≤ (Cp(Ω) +
1)LN (Ω)p pour k assez grand. On en déduit que {χEk}k∈N est bornée dans BV (RN ). D’après
le théorème de Rellich, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que χEk → χE dans
L1

loc(RN ) où χE ∈ BV (RN ). Comme Ek ⊂ Ω, alors LN (Ek \ Ω) = 0 pour tout k ∈ N puis,
par passage à la limite quand k → ∞, on obtient que LN (E \ Ω) = 0. Par conséquent, on peut
modifier E sur un ensemble de LN -mesure nulle près (et donc sans changer sa mesure de Lebesgue
ni son périmètre) pour assurer que E ⊂ Ω. De plus, on a LN (Ek)→ LN (E) et, par semicontinuité
inférieure du périmètre P (E,RN ) ≤ lim infk P (Ek,RN ). Par conséquent,

Cp(Ω) ≤ P (E,RN )

LN (E)p
≤ lim inf

k→∞

P (Ek,RN )

LN (Ek)p
= Cp(Ω),

ce qui montre que E est un p-ensemble de Cheeger. Si p = N/(N − 1), il est possible de montrer
que toutes les boules contenues dans Ω sont les seuls p-ensembles de Cheeger.

4.3 Formule de la co-aire

La formule de la co-aire permet de reconstruire l’intégrale
∫

Ω
|∇u| dx pour une fonction (régulière)

u à partir de la mesure de ses ensembles de niveau. Nous donnons ici une version “faible” pour les
fonctions à variation bornée pour calculer la variation totale |Du|(Ω) d’une fonction u ∈ BV (Ω)
où la mesure des ensembles de niveau est remplacée par le périmètre des ensembles {u > t}.

Théorème 4.3.1 (Fleming-Rishel). Soit Ω ⊂ RN un ouvert et u ∈ BV (Ω). Alors les ensembles
{u > t} sont de périmètre fini dans Ω pour L1-presque tout t ∈ R et, pour tout Borélien A ⊂ Ω,

|Du|(A) =

∫
R
|Dχ{u>t}|(A) dt, (4.3.1)

Du(A) =

∫
R
Dχ{u>t}(A) dt. (4.3.2)

Démonstration. On pose Et := {u > t}. Quitte à modifier u sur un ensemble de mesure LN nulle,
on peut supposer que u est une fonction Borélienne sur Ω, ce qui fait de {u > t} un Borélien de Ω.
Il vient alors que les fonctions (x, t) 7→ u(x)− t et (x, t) 7→ χ{u>t}(x) sont Boréliennes sur Ω× R.
D’après le théorème de Fubini, pour tout ϕ ∈ C1

c (Ω;RN ) avec |ϕ| ≤ 1, la fonction

t 7→
∫

Ω

χEt(x) divϕ(x) dx

est alors Borélienne sur R. Si D est un ensemble dénombrable dense dans C1
c (Ω;RN ), on en déduit

que

t 7→ P (Et,Ω) = sup
ϕ∈D, |ϕ|≤1

{∫
Ω

χEt(x) divϕ(x) dx

}
est Borélienne sur R.

Etape 1. Pour tout x ∈ Ω, on a

u(x) =

∫
R+

χEt(x) dt−
∫
R−

(1− χEt(x)) dt.
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Par conséquent, pour tout ϕ ∈ C1
c (Ω;RN ) avec |ϕ| ≤ 1, on obtient que∫

Ω

u(x) divϕ(x) dx =

∫
R

∫
Ω

χEt(x) divϕ(x) dx dt ≤
∫
R
P (Et,Ω) dt. (4.3.3)

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions test ϕ, il vient

|Du|(Ω) ≤
∫
R
P (Et,Ω) dt.

Etape 2. Pour montrer l’autre inégalité, on suppose d’abord que u est une fonction affine et
continue par morceaux. Il existe alors une partition de RN en N -simplexes A1, . . . , Am d’intérieurs
deux à deux disjoints et des fonctions affines x 7→ fi(x) := ai · x+ bi telles que

u(x) = fi(x) pour tout x ∈ Ai.

On a alors d’une part que ∫
Ω

|∇u| dx =

m∑
i=1

LN (Ai ∩ Ω)|ai|.

D’autre part, notant alors ei := ai/|ai|, la formule changement de variable donne∫
R
HN−1(Ω ∩ {u = t}) dt =

m∑
i=1

∫
R
HN−1(Ai ∩ Ω ∩ {u = t}) dt

=

∫
R
HN−1({x ∈ Ai ∩ Ω : ai · x+ bi = t}) dt

= |ai|
∫
R
HN−1({x ∈ Ai ∩ Ω : ei · x = s}) ds,

puis, en vertu du théorème de Fubini,∫
R
HN−1(Ω ∩ {u = t}) dt = |ai|LN (Ai ∩ Ω),

ce qui montre que ∫
Ω

|∇u| dx =

∫
R
HN−1(Ω ∩ {u = t}) dt.

L’ensemble {u > t} étant un ouvert à frontière polyhédrique, on a |Dχ{u>t}|(Ω) = HN−1(Ω∩{u =
t}) et donc ∫

Ω

|∇u| dx =

∫
R
|Dχ{u>t}|(Ω) dt.

On suppose maintenant que u ∈W 1,1(Ω). Si U est un ouvert borné tel que U ⊂ Ω, on approche
u par une suite {uj}j∈N de fonctions continues affines par morceaux dans W 1,1(U). On a alors que
pour tout j ∈ N, ∫

U

|∇uj | dx =

∫
R
|Dχ{uj>t}|(U) dt.

Comme∫
R

∫
Ω

|χ{uj>t} − χ{u>t}| dx dt =

∫
R
LN ({u > t}4{uj > t}) dt =

∫
Ω

|uj − u| dx→ 0,
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on en déduit que, pour une sous-suite et pour tout L1-presque tout t ∈ R, on a χ{uj>t} → χ{u>t}
dans L1(Ω). Par passage à la limite quand j → ∞, en utilisant la semi-continuité inférieure du
périmètre et le Lemme de Fatou, on obtient que∫

R
P ({u > t}, U) dt ≤

∫
R

lim inf
j→∞

P ({uj > t}, U) dt

≤ lim inf
j→∞

∫
R
P ({uj > t}, U) dt

= lim
j→∞

∫
U

|∇uj | dx =

∫
U

|∇u| dx.

Enfin, en considérant une suite croissante {Un}n∈N d’ouverts bornés tels que Un ⊂ Un+1 et
⋃
n Un =

Ω, on obtient par convergence monotone quand n→∞∫
R
P ({u > t},Ω) dt ≤

∫
Ω

|∇u| dx.

Enfin, si u ∈ BV (Ω), on considère une suite {uk}k∈N ⊂ C∞(Ω) ∩ BV (Ω) ⊂ W 1,1(Ω) telle que
uk → u dans L1(Ω) et |Duk|(Ω)→ |Du|(Ω). Par le même raisonnement que précédemment, on a∫

R
P ({u > t},Ω) dt ≤

∫
R

lim inf
k→∞

P ({uk > t},Ω) dt

≤ lim inf
k→∞

∫
R
P ({uk > t},Ω) dt

= lim
k→∞

∫
Ω

|∇uk| dx = |Du|(Ω).

Cette deuxième inégalité montre que, si u ∈ BV (Ω), alors P (Et,Ω) < ∞ pour L1-presque tout
t ∈ R, et donc que {u > t} est de périmètre fini dans Ω pour L1-presque tout t ∈ R.

Etape 3. Si A ⊂ Ω est un Borélien, par régularité extérieure, pour tout ε > 0 il existe un ouvert
U ⊃ A tel que |Du|(U \A) ≤ ε. En reprenant la démonstration précédente, on obtient que∫

R
|Dχ{u>t}|(A) dt ≤

∫
R
|Dχ{u>t}|(U) dt = |Du|(U) ≤ |Du|(A) + ε

puis, en faisant tendre ε→ 0, que∫
R
|Dχ{u>t}|(A) dt ≤ |Du|(A).

Comme

A ∈ B(Ω) 7→ |Du|(A)−
∫
R
|Dχ{u>t}|(A) dt

est une mesure positive et de masse totale nulle, il vient finalement que∫
R
|Dχ{u>t}|(A) dt = |Du|(A),

ce qui établit (4.3.1). Enfin, (4.3.3) implique que∫
Ω

ϕ · dDu = −
∫

Ω

udivϕdx = −
∫
R

∫
Ω

χEt divϕdx dt =

∫
R

(∫
Ω

ϕ · dDχEt
)
dt

pour tout ϕ ∈ C1
c (Ω;RN ) ce qui montre (4.3.2).
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Un cas particulier important concerne le cas où u(x) = |x| qui est une fonction appartenant à
BV (BR) pour tout R > 0 dont la dérivée distributionnelle est donnée par la fonction ∇u(x) =
x/|x|. Donc ce cas, les ensembles de sur-niveau de u sont donnés par

{u > r} = RN \Br.

Comme ces ensembles sont réguliers, pour tout r < R et tout Borélien A ⊂ BR, on a

|Dχ{u>r}|(A) = HN−1(∂Br ∩A) = rN−1HN−1(SN−1 ∩ (A/r)).

Une application immédiate de la formule de la co-aire donne alors que pour tout Borélien borné
A ⊂ RN ,

LN (A) =

∫
R+

HN−1(∂Br ∩A) dr =

∫
R+

∫
∂Br

χA(x) dHN−1(x) dr

=

∫
R+

∫
SN−1

χA(ry)rN−1 dHN−1(y) dr.

Par approximation, si g : RN → R+ est une fonction Borélienne, on a∫
RN

g(x) dx =

∫
R+

∫
∂Br

g(x) dHN−1(x) dr =

∫
R+

∫
SN−1

g(ry)rN−1 dHN−1(y) dr,

ce qui correspond à la formule de changement de variables en coordonnées polaires en dimension
quelconque.

4.4 Frontière réduite

Nous allons montrer que tout ensemble de périmètre fini possède une structure similaire à
un ensemble régulier au sens où sa dérivée distributionnelle est concentrée sur un sous-ensemble
dénombrablement HN−1-rectifiable sur lequel il est possible de définir une normale approchée.

Dans la suite de cette section, Ω ⊂ RN est un ouvert et E est un ensemble de périmètre fini
dans Ω.

Définition 4.4.1. La frontière réduite ∂∗E est l’ensemble des points x0 ∈ Ω ∩ Supp(|DχE |) tels
que la limite

lim
%→0

DχE(B%(x0))

|DχE |(B%(x0))
=: νE(x0)

existe et satisfait |νE(x0)| = 1. La fonction νE : ∂∗E → SN−1 s’appelle la normale intérieure
généralisée.

Remarque 4.4.2. (i) D’après le Corollaire 1.4.7 sur la décomposition polaire d’une mesure vec-
torielle, on a

|DχE |(Ω \ ∂∗E) = 0,

autrement dit, DχE est concentrée sur ∂∗E, et

DχE = νE |DχE |.

(ii) Comme Supp(|DχE |) ⊂ ∂E, on en déduit que ∂∗E ⊂ ∂E.
(iii) Comme les fonctions x 7→ DχE(B%(x)) et x 7→ |DχE |(B%(x)) sont Boréliennes sur Ω, on en

déduit que ∂∗E est un Borélien de Ω et que la fonction νE : ∂∗E → SN−1 est Borélienne.
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Lemme 4.4.3. Il existe des constantes A1, . . . , A5 > 0 telles que pour tout x0 ∈ ∂∗E,

(i) lim inf
%→0

LN (B%(x0) ∩ E)

%N
> A1,

(ii) lim inf
%→0

LN (B%(x0) \ E)

%N
> A2,

(iii) lim inf
%→0

|DχE |(B%(x0))

%N−1
> A3,

(iv) lim sup
%→0

|DχE |(B%(x0))

%N−1
≤ A4,

(v) lim sup
%→0

|DχE∩B%(x0)|(RN )

%N−1
≤ A5.

Démonstration. Etape 1. Soit x0 ∈ ∂∗E, on pose δ := dist(x0, ∂Ω). On commence par montrer
que pour L1-presque tout % ∈ (0, δ),

|DχE∩B%(x0)|(RN ) ≤ |DχE |(B%(x0)) +HN−1(E ∩ ∂B%(x0)). (4.4.1)

Soit ϕ ∈ C1
c (RN ;RN ) et g(t) = χ[0,%)(t) de sorte que χB%(x0)(y) = g(|y − x0|). On régularise la

fonction caractéristique en posant

gε(t) =


1 si 0 ≤ t ≤ %,
%+ε−t
ε si % ≤ t ≤ %+ ε,

0 si t ≥ %+ ε,

de sorte que

g′ε(t) =


0 si 0 ≤ t < %,

− 1
ε si % < t < %+ ε,

0 si t > %+ ε.

On pose alors hε(y) = gε(|y − x0|) qui définit une fonction Lipschitzienne et satisfait

∇hε(y) =

{
0 si 0 ≤ |y − x0| < % ou |y − x0| > %+ ε,

− 1
ε
y−x0

|y−x0| si % < |y − x0| < %+ ε.

Par conséquent, comme hεϕ est Lipschtzienne et Supp(hεϕ) ⊂ Ω, on a

−
∫

Ω

hεϕ · dDχE =

∫
E

div(hεϕ) dy =

∫
E

hεdivϕdy − 1

ε

∫
E∩{y∈Ω:%<|y−x0|<%+ε}

ϕ(y) · y − x0

|y − x0|
dy.

D’après la formule de la co-aire et le théorème de différentiation de Besicovitch, on a pour L1-
presque tout % > 0

1

ε

∫
E∩{y∈Ω:%<|y−x0|<%+ε}

ϕ(y) · y − x0

|y − x0|
dy =

1

ε

∫ %+ε

%

∫
E∩∂Br(x0)

ϕ(y) · y − x0

|y − x0|
dHN−1(y) dr

→
∫
E∩∂B%(x0)

ϕ(y) · y − x0

|y − x0|
dHN−1(y).

Par passage à la limite quand ε→ 0, on en déduit que∫
E∩B%(x0)

divϕdy = −
∫
B%(x0)

ϕ · dDχE +

∫
E∩∂B%(x0)

ϕ(y) · y − x0

|y − x0|
dHN−1(y). (4.4.2)
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Par passage au supremum par rapport à ϕ ∈ C1
c (RN ;RN ) tels que |ϕ| ≤ 1, on en déduit (4.4.1).

Etape 2. Dans (4.4.2), on choisit ϕ = νE(x0) dans B%(x0). On obtient alors

νE(x0) ·DχE(B%(x0)) =

∫
E∩∂B%(x0)

νE(x0) · ν(y) dHN−1(y).

Comme x0 ∈ ∂∗E,

lim
%→0

νE(x0) · DχE(B%(x0))

|DχE |(B%(x0))
= |νE(x0)|2 = 1.

Il existe donc %0 = %0(x0) ∈ (0, δ) tel que pour L1-presque tout % < %0, |νE(x0) ·DχE(B%(x0))| ≥
1
2 |DχE |(B%(x0)) de sorte que

|DχE |(B%(x0)) ≤ 2HN−1(E ∩ ∂B%(x0))

puis, en reportant dans (4.4.1),

|DχE∩B%(x0)|(RN ) ≤ 3HN−1(E ∩ ∂B%(x0)).

CommeHN−1(E∩∂B%(x0)) ≤ HN−1(∂B%(x0)) = %N−1HN−1(∂B1(0)), les deux dernières inégalités
donnent (iv) et (v).

Etape 3. D’après la formule de la co-aire, on a

g(%) :=

∫ %

0

HN−1(∂Br(x0) ∩ E) dr = LN (E ∩B%(x0)) <∞,

et en vertu du théorème de différentiation de Besicovitch, pour L1-presque tout % > 0,

g′(%) = HN−1(∂B%(x0) ∩ E).

D’après l’inégalité isopérimétrique,

g(%)
N−1
N = LN (E ∩B%(x0))

N−1
N

≤ γN |DχE∩B%(x0)|(RN )

≤ 3γNHN−1(E ∩ ∂B%(x0))

= 3γNg
′(%).

Par conséquent,
1

3γN
≤ g(%)

1−N
N g′(%) = N [g(%)

1
N ]′

de sorte que

g(%)
1
N ≥ %

3NγN
.

On en déduit que pour L1-presque tout % ∈ (0, %0)

LN (E ∩B%(x0)) = g(%) ≥ %N

(3NγN )N
,

ce qui établit (i). Comme pour tout ϕ ∈ C1
c (Ω;RN )

0 =

∫
Ω

divϕdy =

∫
E

divϕdy +

∫
Ω\E

divϕdy,
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on en déduit que DχE = −DχΩ\E et de que P (Ω\E,Ω) = P (E,Ω) <∞, ce qui montre que Ω\E
est un ensemble de périmètre fini dans Ω. Comme ∂∗(Ω\E) = ∂∗E, l’argument précédent appliqué
à Ω \ E montre alors la validité de (ii).

L’inégalité isopérimétrique relative montre ensuite que

lim inf
%→0

|DχE |(B%(x0))

%N−1
≥ C min

{
lim inf
%→0

LN (E ∩B%(x0))

%N
, lim inf
%→0

LN (B%(x0) \ E)

%N

}N−1
N

≥ C min{A1, A2}
N−1
N ,

ce qui implique (iii).

Le résultat suivant permet de montrer que HN−1 ∂∗E est une mesure absolument continue
par rapport à |DχE |.

Lemme 4.4.4. Il existe une constante cN > 0 telle que pour tout Borélien A ⊂ Ω,

HN−1(A ∩ ∂∗E) ≤ cN |DχE |(A).

Démonstration. On utilise un argument de recouvrement. Par régularité extérieure de |DχE |, pour
tout ε > 0, il existe un ouvert U ⊂ Ω contenant A tel que

|DχE |(U) ≤ |DχE |(A) + ε.

D’après le Lemme 4.4.3-(iii), pour tout x ∈ A ∩ ∂∗E et tout δ > 0, il existe %x ∈ (0, δ) tel que
B%x(x) ⊂ U et |DχE |(B%x(x)) > A3%

N−1. On pose

F := {B%(x) : x ∈ A ∩ ∂∗E, 0 < % < δ, B%(x) ⊂ U, |DχE |(B%(x)) > A3%
N−1},

ce qui définit un recouvrement de A ∩ ∂∗E. D’après le théorème de recouvrement de Besicovitch,
il existe ξ sous-recouvrements dénombrables disjoints F1, . . . ,Fξ tels que

A ⊂
ξ⋃
i=1

⋃
B∈Fi

B.

En particulier,

HN−1
2δ (A ∩ ∂∗E) ≤ ωN−1

ξ∑
i=1

∑
B∈Fi

(
diam(B)

2

)N−1

=
ωN−1

A3

ξ∑
i=1

∑
B∈Fi

|DχE |(B)

≤ ωN−1

A3

ξ∑
i=1

|DχE |(U)

≤ ξωN−1

A3
(|DχE |(A) + ε).

La conclusion suit par passage à la limite quand ε→ 0 et δ → 0.

Nous allons à présent améliorer le résultat précédent en montrant qu’en fait |DχE | = HN−1 ∂∗E.
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Théorème 4.4.5 (De Giorgi - 1). Soit x0 ∈ ∂∗E, on pose Ex0,% := (E − x0)/% et

H±(x0) := {y ∈ RN : ±νE(x0) · (y − x0) > 0}.

Alors
χEx0,% → χH+(0) dans L1

loc(RN ).

De plus,

(i) lim
%→0

LN (B%(x0) ∩ E ∩H−(x0))

%N
= 0 ;

(ii) lim
%→0

LN (B%(x0) \ E ∩H+(x0))

%N
= 0 ;

(iii) lim
%→0

|DχE |(B%(x0))

ωN−1%N−1
= 1.

Démonstration. On suppose pour simplifier que x0 = 0, νE(0) = eN = (0, . . . , 0, 1) et on pose
E% := E0,%, H

± := H±(0), H0 = e⊥N .
Soit R > 0. Pour tout ϕ ∈ C1

c (BR;RN ) avec |ϕ| ≤ 1, on a∫
E%

divϕ(x) dx =
1

%N

∫
E

divϕ

(
y

%

)
dy =

1

%N−1

∫
E

divϕ%(y) dy ≤ |DχE |(BR%)
%N−1

≤ CR

d’après le Lemme 4.4.3-(iv), où l’on a posé ϕ% := ϕ( ·% ) ∈ C1
c (BR%;RN ). Par conséquent, P (E%, BR) ≤

CR, ce qui montre que la suite {χE%}%>0 est bornée dans BV (BR) pour tout R <∞. En utilisant le
théorème de Rellich et un principe d’extraction diagonal, il existe une sous-suite et un ensemble de
périmètre localement fini F ⊂ RN tels que χE%j → χF dans L1

loc(RN ) et DχE%j ⇀ DχF localement

faible* dansMloc(RN ;RN ). Quitte à extraire une nouvelle sous-suite, on peut également supposer
que |DχE%j | ⇀ λ localement faible* dans Mloc(RN ) où λ est une mesure de Radon positive sur

RN .
Pour tout R > 0, on a

|DχE%j |(BR) =
|DχE |(BR%j )

%N−1
j

, DχE%j (BR) =
DχE(BR%j )

%N−1
j

, (4.4.3)

de sorte que

eN = νE(0) = lim
j→∞

DχE(BR%j )

|DχE |(BR%j )
= lim
j→∞

DχE%j (BR)

|DχE%j |(BR)
.

Si on choisit R > 0 tel que λ(∂BR) = 0 (ce qui est satisfait sauf pour un ensemble dénombrable de
rayons R), d’après la Proposition 1.3.4, on a DχE%j (BR)→ DχF (BR). Par ailleurs, la semiconti-

nuité inférieure de la variation totale assure que

|DχF |(BR) ≤ lim inf
j→∞

|DχE%j |(BR)

≤ lim sup
j→∞

|DχE%j |(BR)

= lim
j→∞

eN ·DχE%j (BR)

= eN ·DχF (BR) ≤ |DχF |(BR), (4.4.4)

ce qui montre que |DχF |(BR) = eN ·DχF (BR) =
∫
BR

(eN · νF ) d|DχF |. Comme 1 − eN · νF ≥ 0,

|νF | = 1 et |eN | = 1 |DχF |-p.p. dans RN , on en déduit que

νF = eN |DχF |-p.p. dans RN .
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En particulier, du fait que DχF = eN |DχF |, il vient que DiχF = 0 dans D′(RN ) pour tout
1 ≤ i ≤ N − 1, ce qui montre que la fonction χF ne dépend que de la variable xN . Comme de plus
DNχF = |DχF | ≥ 0 dans D′(RN ), on en déduit que χF est en fait une fonction croissante de la
variable xN . Comme χF est une fonction caractéristique, il existe une constante a ∈ R telle que

F = {x ∈ RN : xN > a}.

Si a < 0, alors B|a| ∩ F = ∅ et donc

0 = LN (B|a| ∩ F ) = lim
j→∞

LN (B|a| ∩ E%j ) = lim
j→∞

LN (B|a|%j ∩ E)

%Nj
,

ce qui rentre en contradiction avec le Lemme (4.4.3)-(i). Par conséquent a ≥ 0 et un argument
analogue montre que a ≤ 0, soit a = 0. Il vient alors que F = H+ et comme la limite est
indépendante de la sous-suite extraite, il n’y a pas besoin d’extraire de sous-suite.

Comme χE% → χH+ dans L1
loc(RN ), on a alors

lim
%→0

LN (B% ∩ E ∩H−)

%N
= lim
%→0
LN (B1 ∩ E% ∩H−) = LN (B1 ∩H+ ∩H+−) = 0.

De même

lim
%→0

LN (B% \ E ∩H+)

%N
= lim
%→0
LN (B1 \ E% ∩H+) = LN (B1 \H+ ∩H+) = 0.

Enfin, on utilise (4.4.4) et il vient que

lim
%→0

|DχE |(BR%)
%N−1

= lim
%→0
|DχE% |(BR) = |DχH+ |(BR) = HN−1(H0 ∩BR) = ωN−1R

N−1,

ce qui conclut la preuve du théorème.

Nous allons à présent montrer un résultat de structure des ensembles de périmètre fini. Celui-ci
repose sur le résultat suivant que nous admettons (voir [2, Theorem 6.5-1]).

Théorème 4.4.6 (Extension de Whitney). Soient K ⊂ RN un compact et f : K → R,
d : K → RN des fonctions continues. On suppose que

ρ(δ) := sup

{
|f(y)− f(x)− d(x) · (y − x)|

|y − x|
: x, y ∈ K, 0 < |x− y| < δ

}
→ 0

quand δ → 0. Alors il existe une fonction f̃ : RN → R de classe C1 telle que

f̃ = f, ∇f̃ = d sur K.

Théorème 4.4.7 (De Giorgi - 2). Soit E ⊂ RN un ensemble de périmètre fini dans Ω. Alors
(i) la frontière réduite ∂∗E est un ensemble dénombrablement HN−1-rectifiable ;
(ii) Tx(∂∗E) = νE(x)⊥ pour HN−1-presque tout x ∈ ∂∗E ;
(iii) |DχE | = HN−1 ∂∗E, DχE = νEHN−1 ∂∗E ;

Démonstration. D’après le théorème 4.4.5, on a pour tout x ∈ ∂∗E,

lim
%→0

LN (B%(x) ∩ E ∩H−(x))

%N
= 0, lim

%→0

LN (B%(x) \ E ∩H+(x))

%N
= 0. (4.4.5)
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D’après le théorème d’Egoroff, il existe des ensembles Boréliens deux à deux disjoints {Fi}i∈N tels
que

|DχE |

(
∂∗E \

⋃
i∈N

Fi

)
= 0

et les convergences (4.4.5) sont uniformes pour x ∈ Fi. D’après le théorème de Lusin, pour tout
i ∈ N, il existe des ensembles compacts deux à deux disjoints {Gji}j∈N tels que

|DχE |

Fi \ ⋃
j∈N

Gji

 = 0

et νE |Gji est continue sur Gji . On réindexe les ensembles {Gji}i,j∈N en une famille de compacts

{Kj}j∈N deux à deux disjoints tels que

∂∗E =
⋃
j∈N

Kj ∪ Z, |DχE |(Z) = 0,

les convergences (4.4.5) sont uniformes dans Kj et νE |Kj est continue sur Kj . D’après le Lemme
4.4.4, on a HN−1(Z) = 0.

Pour tout j ∈ N et δ > 0, on définit la quantité

ρj(δ) := sup

{
|νE(x) · (y − x)|

|y − x|
: x, y ∈ Kj , 0 < |x− y| < δ

}
.

Montrons que ρj(δ)→ 0 quand δ → 0. Soit ε ∈ (0, 1), il existe alors δ ∈ (0, 1) tel que pour z ∈ Kj

et tout % < 2δ,

LN (B%(z)∩E∩H−(z)) <
εN

2N+2
ωN%

N , LN (B%(z)∩E∩H+(z)) >

(
1

2
− εN

2N+2

)
ωN%

N . (4.4.6)

Soient x, y ∈ Kj tels que 0 < |x− y| < δ.
Supposons que νE(x) · (y − x) < −ε|x− y|. Alors, du fait que ε < 1, on a

Bε|x−y|(y) ⊂ H−(x) ∩B2|x−y|(x). (4.4.7)

En effet, si z ∈ Bε|x−y|(y), alors |z − x| ≤ |z − y| + |y − x| < (1 + ε)|x − y| < 2|x − y| et donc
z ∈ B2|x−y|(x). De plus

νE(x) · (z − x) = νE(x) · (y − x) + νE(x) · (z − y) < −ε|x− y|+ |z − y| < 0,

soit z ∈ H−(x). Par conséquent, en prenant z = x et % = 2|x− y| < 2δ dans (4.4.6), on a

LN (B2|x−y|(x) ∩ E ∩H−(x)) <
εN

2N+2
ωN (2|x− y|)N =

εNωN
4
|x− y|N ,

et en prenant z = y et % = ε|x− y| < 2δ dans (4.4.6), il vient

LN (E∩Bε|x−y|(y)) ≥ LN (E∩Bε|x−y|(y)∩H+(y)) ≥
(

1

2
− εN

2N+2

)
ωN (ε|x−y|)N >

εNωN
4
|x−y|N .

On obtient alors une contradiction en appliquant la mesure LN E à l’inclusion (4.4.7). De manière
analogue, on aboutit à une contradiction si νE(x) · (y − x) > ε|x− y|. Par conséquent, le seul cas
possible est |νE(x) · (y − x)| ≤ ε|x− y| et on obtient alors que ρj(δ) ≤ ε.
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Montrons que, pour tout j ∈ N, il existe une hypersurface Mj de classe C1 telle que Kj ⊂Mj , ce
qui démontrera la rectifiabilité de ∂∗E. Du fait que ρj(δ)→ 0 quand δ → 0, le théorème d’extension
de Whitney montre alors l’existence d’une fonction fj ∈ C1(RN ) telle que fj = 0 et ∇fj = νE sur
Kj . Soit alors

Mj =

{
x ∈ RN : fj(x) = 0, |∇fj(x)| ≥ 1

2

}
.

D’après le théorème des fonctions implicites,Mj est une hypersurface de classe C1. De plusKj ⊂Mj

puisque fj = 0 et |∇fj | = |νE | = 1 ≥ 1
2 sur Kj . On a donc établi la rectifiabilité de ∂∗E. De plus,

comme TxMj = (∇fj(x))⊥ pour tout x ∈ Mj , il vient par localité de l’espace tangent approché
que

Tx(∂∗E) = TxMj = (∇fj(x))⊥ = νE(x)⊥ pour HN−1-presque tout x ∈ ∂∗E ∩Kj ,

ce qui montre que Tx(∂∗E) = νE(x)⊥ pour HN−1-presque tout x ∈ ∂∗E.

Enfin, d’après le théorème 3.4.3 et le théorème 4.4.5, pour HN−1-presque tout x ∈ ∂∗E, on a

lim
%→0

HN−1(∂∗E ∩B%(x))

ωN−1%N−1
= lim
%→0

|DχE |(B%(x))

ωN−1%N−1
= 1

ce qui implique que

lim
%→0

HN−1(∂∗E ∩B%(x))

|DχE |(B%(x))
= 1.

Comme HN−1 ∂∗E est absolument continue par rapport à |DχE |, le théorème de différentiation
de Besicovitch montre que HN−1 ∂∗E = |DχE |, puis DχE = νE |DχE | = νEHN−1 ∂∗E.

4.5 Frontière essentielle

Si E ⊂ RN est un ensemble mesurable, on sait d’après le théorème des points de Lebesgue, que
pour LN -presque tout x ∈ E,

lim
%→0

LN (B%(x) ∩ E)

ωN%N
= 1

et pour LN -presque tout x ∈ Ω \ E,

lim
%→0

LN (B%(x) ∩ E)

ωN%N
= 0.

Définition 4.5.1. Soit Ω ⊂ RN un ouvert et E ⊂ RN un ensemble mesurable. La frontière
essentielle de E, notée ∂∗E, est l’ensemble des points x0 ∈ Ω tels que

lim sup
%→0

LN (B%(x0) ∩ E)

ωN%N
> 0 et lim sup

%→0

LN (B%(x0) \ E)

ωN%N
> 0.

Lemme 4.5.2. L’ensemble ∂∗E est un Borélien de Ω. Si de plus E est de périmètre fini dans Ω,
alors ∂∗E ⊂ ∂∗E et HN−1(∂∗E \ ∂∗E) = 0.

Démonstration. Pour tout % > 0, les fonctions

x 7→ L
N (B%(x) ∩ E)

ωN%N
, x 7→ L

N (B%(x) \ E)

ωN%N
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sont Boréliennes. Par continuité par rapport à %, on en déduit que les fonctions

x 7→ lim sup
%→0

LN (B%(x) ∩ E)

ωN%N
, x 7→ lim sup

%→0

LN (B%(x) \ E)

ωN%N

sont également Boréliennes. Ceci montre que ∂∗E est un ensemble Borélien.
Si E est de périmètre fini dans Ω, les items (i) et (ii) du Lemme 4.4.3 montrent que ∂∗E ⊂ ∂∗E.

De plus, comme HN−1(∂∗E) = |DχE |(Ω) < ∞, la Proposition 3.2.7 montre que pour HN−1-
presque tout x 6∈ ∂∗E

lim
%→0

|DχE |(B%(x))

%N−1
= lim
%→0

HN−1(∂∗E ∩B%(x))

%N−1
= 0.

Par conséquent, en notant

α(%) :=
LN (B%(x) ∩ E)

ωN%N
,

l’inégalité isopérimétrique relative implique que pour HN−1-presque tout x 6∈ ∂∗E,

lim
%→0

min{α(%), 1− α(%)} = 0.

La fonction α étant continue, il vient soit α(%) → 0 soit α(%) → 1. On a donc montré qu’il
existe un ensemble HN−1-négligeable Z ⊂ Ω tel que Ω \ ∂∗E ⊂ (Ω \ ∂∗E) ∪ Z, autrement dit
HN−1(∂∗E \ ∂∗E) = 0.

Pour finir ce chapitre, notons que les notions de frontières réduites et essentielles permettent de
montrer une formule de Gauss-Green généralisée pour les ensembles de périmètre fini.

Théorème 4.5.3. Soit Ω ⊂ RN un ouvert et E un ensemble de périmètre fini dans Ω. Pour toute
fonction ϕ ∈ C1

c (Ω;RN ), on a∫
E

divϕdx = −
∫
∂∗E

ϕ · νE dHN−1 = −
∫
∂∗E

ϕ · νE dHN−1.

Démonstration. Par définition de la dérivée distributionnelle et d’après le théorème de De Giorgi,
théorème 4.4.7, on a∫

E

divϕdx = −
∫

Ω

ϕ · dDχE = −
∫
∂∗E

ϕ · νE dHN−1 = −
∫
∂∗E

ϕ · νE dHN−1,

le dernière égalité étant une conséquence du fait que HN−1(∂∗E \ ∂∗E) = 0.
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Chapitre 5

Propriétés fines des fonctions à
variation bornée

Dans ce chapitre, Ω ⊂ RN désigne un ouvert et u ∈ BV (Ω).

5.1 Différentiabilité approchée

D’après le théorème de différentiation de Besicovitch, on peut décomposer la mesure Du en

Du = Dau+Dsu

où Dau est une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue LN et Dsu
est étrangère par rapport à LN . Le théorème de Radon-Nikodym donne l’existence d’une densité
∇u ∈ L1(Ω;RN ), appelée gradient approché, telle que

Dau = ∇uLN .

De plus, le théorème de différentiation de Besicovitch montre que

∇u(x) = lim
%→0

Du(B%(x))

ωN%N
pour LN -presque tout x ∈ Ω.

Le résultat suivant caractérise le gradient approché d’une fonction BV .

Théorème 5.1.1 (Calderon-Zygmund). Pour LN -presque tout x ∈ Ω, on a

lim
%→0

1

%N

∫
B%(x)

|u(y)− u(x)−∇u(x) · (y − x)|
%

dy = 0.

Démonstration. Soit x ∈ Ω tel que

(a) lim
%→0

1

%N

∫
B%(x)

|u(y)− u(x)| dy = 0;

(b) lim
%→0

1

%N

∫
B%(x)

|∇u(y)−∇u(x)| dy = 0;

(c) lim
%→0

|Dsu|(B%(x))

%N
= 0.

71
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D’après le théorème des points de Lebesgue et comme les mesures |Dsu| et LN sont étrangères, il
s’avère que LN -presque tous les points x ∈ Ω satisfont ces propriétés.

Supposons sans restreindre la généralité que x = 0. Soit ε0 > 0 assez petit de sorte que Bε0(0) ⊂
Ω. Pour ε < ε0 et y ∈ Ωε := {z ∈ Ω : dist(z, ∂Ω) > ε}, on considère la convolution uε(y) :=
(u ∗ ηε)(y). D’après le théorème fondamental de l’analyse, on a

uε(y) = uε(0) +

∫ 1

0

∇uε(ty) · y dt

= uε(0) +∇uε(0) · y +

∫ 1

0

[∇uε(ty)−∇uε(0)] · y dt.

Pour % < ε0, on multiplie cette égalité par ϕ ∈ C1
c (B%(0)) avec |ϕ| ≤ 1 et on obtient d’après le

théorème de Fubini et la formule de changement de variables∫
B%(0)

ϕ(y)[uε(y)− uε(0)−∇uε(0) · y] dy

=

∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
[∇uε(y)−∇uε(0)] · y dy ds. (5.1.1)

Par suite, on a pour tout s ∈ (0, 1),

gε(s) :=

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
∇uε(y) · y dy = −

∫
Bs%(0)

div
(
ϕ
(y
s

)
y
)
uε(y) dy

→ −
∫
Bs%(0)

div
(
ϕ
(y
s

)
y
)
u(y) dy =

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
y · dDu(y)

=

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
y · ∇u(y) dy +

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
y · dDsu(y).

De plus, d’après les propriétés de la convolution de mesure, on a pour tout s ∈ (0, 1),

gε(s)

sN+1
≤ %

sN

∫
Bs%(0)

|∇uε(y)| dy

≤ %

sN

∫
Bs%(0)

∫
Bε(y)

ηε(y − z) d|Du|(z) dy

≤ %

sN

∫
Bs%+ε(0)

∫
Bs%(0)∩Bε(z)

ηε(y − z) dy d|Du|(z)

≤ C
min{(s%)N , εN}

εNsN
|Du|(Bs%+ε(0))

≤ C
min{(s%)N , εN}

εNsN
(s%+ ε)N ≤ C,

où on a utilisé (b) et (c) dans l’avant dernière inégalité. Par convergence dominée, il vient alors
que∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
∇uε(y) · y dy ds

→
∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
∇u(y) · y dy ds+

∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
y · dDsu(y) ds. (5.1.2)
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Par ailleurs, comme 0 est un point de Lebesgue de u et ∇u, on en déduit que uε(0) → u(0) et
∇uε(0)→ ∇u(0). Par passage à la limite quand ε→ 0 dans (5.1.1) et en utilisant (5.1.2) ainsi que
(a) et (b), on en déduit que∫

B%(0)

ϕ(y)[u(y)− u(0)−∇u(0) · y] dy

≤
∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
[∇u(y)−∇u(0)] · y dy ds+

∫ 1

0

1

sN+1

∫
Bs%(0)

ϕ
(y
s

)
y · dDsu(y) dt

≤ C%
∫ 1

0

1

sN

∫
Bs%(0)

|∇u(y)−∇u(0)| dy ds+ C%

∫ 1

0

|Dsu|(Bs%(0))

sN
ds.

En passant au supremum parmi toutes les fonctions ϕ, il vient

1

%N+1

∫
B%(0)

|u(y)− u(0)−∇u(0) · y| dy

≤ C
∫ 1

0

1

(s%)N

∫
Bs%(0)

|∇u(y)−∇u(0)| dy ds+ C

∫ 1

0

|Dsu|(Bs%(0))

(s%)N
ds.

Par passage à la limite quand %→ 0, on obtient bien la propriété souhaitée.

La proposition suivante traduit une propriété de localité du gradient approché.

Proposition 5.1.2. Soient u et v ∈ BV (Ω). Alors

∇u = ∇v LN -p.p. sur {u = v}.

Démonstration. Soit x0 ∈ {u = v} un point de Lebesgue de u et v tel que u(x0) = v(x0),

lim
%→0

1

%N

∫
B%(x0)

|u(y)− u(x0)−∇u(x0) · (y − x0)|
%

dy = 0,

lim
%→0

1

%N

∫
B%(x0)

|v(y)− v(x0)−∇v(x0) · (y − x0)|
%

dy = 0

et

lim
%→0

LN ({u = v} ∩B%(x0))

ωN%N
= 1.

Notons que LN -presque tous les points x0 ∈ {u = v} satisfont ces propriétés.
Pour z ∈ B1, posons

u%(z) :=
u(x0 + %z)− u(x0)

%
, v%(z) :=

v(x0 + %z)− v(x0)

%

de sorte que u%(z) → ∇u(x0) · z et v%(z) → ∇v(x0) · z dans L1(B1;RN ). En particulier, u%(z) −
v%(z)→ ∇u(x0) · z −∇v(x0) · z en mesure dans B1 et donc, pour tout ε > 0, on a

LN ({z ∈ B1 : |∇u(x0) · z −∇v(x0) · z| ≥ ε}) ≤ lim sup
%→0

LN ({|u% − v%| ≥ ε/4} ∩B1)

≤ lim sup
%→0

LN ({u 6= v} ∩B%(x0))

%N
= 0.

On en déduit que ∇u(x0) ·z = ∇v(x0) ·z pour LN -presque tout z ∈ B1, soit ∇u(x0) = ∇v(x0).
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5.2 Continuité approchée

On souhaite désormais aller plus loin dans la compréhension de la structure du gradient d’une
fonction BV .

Définition 5.2.1. On définit les limites approximatives supérieures u+(x) et inférieures u−(x) en
x ∈ Ω par

u+(x) := inf

{
t ∈ R : lim

%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= 0

}
,

u−(x) := sup

{
t ∈ R : lim

%→0

LN ({u < t} ∩B%(x))

%N
= 0

}
.

Remarquons que si t > u+(x), alors

lim
%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= 0,

et si t < u−(x), on a

lim
%→0

LN ({u < t} ∩B%(x))

%N
= 0.

Lemme 5.2.2. Les fonctions u± sont Boréliennes sur Ω.

Démonstration. En constatant que u− = −(−u)+, il suffit de montrer que u+ est Borélienne. On
remarque d’abord que u+(x) < s si et seulement s’il existe un t ∈ Q avec t < s tel que

lim
%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= 0.

Par conséquent

{u+ < s} =
⋃

t∈Q, t<s

{
x ∈ Ω : lim

%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= 0

}
.

Comme l’application x 7→ LN ({u > t} ∩ B%(x)) est Borélienne et % 7→ LN ({u > t} ∩ B%(x)) est
continue, on en déduit que

x 7→ lim
%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= lim
%→0,%∈Q+

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N

est Borélienne, ce qui montre que {u+ < s} est un Borélien de Ω, et donc que u+ est une fonction
Borélienne sur Ω.

On a toujours l’inégalité u−(x) ≤ u+(x). Si u−(x) = u+(x), on notera ũ(x) la valeur commune
et on dira que x est un point de continuité approché pour u. Dans ce cas, ũ(x) satisfait pour tout
ε > 0,

lim
%→0

LN (B%(x) ∩ {|u− ũ(x)| > ε})
%N

= 0.

En particulier, si x est un point de Lebesgue de u, alors x est un point de continuité approché car

LN (B%(x) ∩ {|u− ũ(x)| > ε})
%N

≤ 1

ε%N

∫
B%(x)

|u(y)− ũ(x)| dy → 0.
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On déduit du théorème des points de Lebesgue que u(x) = ũ(x) pour LN -presque tout x ∈ Ω.
Autrement dit, en notant

Su := {x ∈ Ω : u−(x) < u+(x)}

l’ensemble singulier de u, on a LN (Su) = 0.

Théorème 5.2.3. L’ensemble Su est Borélien, dénombrablement HN−1-rectifiable et σ-fini pour la
mesure HN−1. De plus, il existe une fonction Borélienne νu : Su → SN−1 telle que pour L1-presque
tout t ∈ R,

νu = ν{u>t} HN−1-presque partout sur Su ∩ ∂∗{u > t}.

Démonstration. Les fonctions u± étant Boréliennes, on obtient immédiatement que Su est Borélien.
D’après la formule de la co-aire, les ensembles {u > t} sont de périmètre fini pour L1-presque

pour tout t ∈ R. Par ailleurs, les ensembles {u = t} étant deux à deux disjoints, on a également que
LN ({u = t}) = 0 pour L1-presque tout t ∈ R. Par conséquent, il existe un ensemble D dénombrable
et dense dans R tel que {u > t} est de périmètre fini et LN ({u = t}) = 0 pour tout t ∈ D.

Si x ∈ Ju, il existe alors t ∈ D tel que u−(x) < t < u+(x). Par définition des limites approxima-
tives supérieures et inférieures, on a

lim sup
%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
> 0, lim sup

%→0

LN ({u ≤ t} ∩B%(x))

%N
> 0,

d’où x ∈ ∂∗{u > t}. On en déduit alors que

Su ⊂
⋃
t∈D

∂∗{u > t},

ce qui montre que Su est dénombrablement HN−1-rectifiable. Par ailleurs, comme pour tout t ∈ D,

HN−1(∂∗{u > t}) = HN−1(∂∗{u > t}) = |Dχ{u>t}|(Ω) <∞,

on en déduit que Su est σ-fini pour la mesureHN−1. De plus, comme pour t ∈ D, on aHN−1(∂∗{u >
t} \ ∂∗{u > t}) = 0, l’ensemble Z :=

⋃
t∈D(∂∗{u > t} \ ∂∗{u > t}) ⊂ Ω est un Borélien HN−1-

négligeable tel que

Su ⊂
⋃
t∈D

∂∗{u > t} ∪ Z.

Montrons que si s, t ∈ D avec s < t, on a

ν{u>s}(x) = ν{u>t}(x) pour tout x ∈ ∂∗{u > s} ∩ ∂∗{u > t}.

Soit donc x0 ∈ ∂∗{u > s}∩∂∗{u > t}. D’après le théorème de De Giorgi (théorèmes 4.4.5 et 4.4.7)
les normales approchées ν{u>s}(x0) et ν{u>t}(x0) sont bien définies. On définit les demi-espaces

H±s := {x ∈ RN : ±ν{u>s}(x0) · (x− x0) > 0}, H±t := {x ∈ RN : ±ν{u>t}(x0) · (x− x0) > 0}.

Comme {u > t} ⊂ {u > s}, le théorème 4.4.5 montre que

LN (B1 ∩H−t ∩H+
s ) = lim

%→0

LN (B%(x0) ∩ {u > t} ∩H+
s )

%N
≤ lim
%→0

LN (B%(x0) ∩ {u > s} ∩H+
s )

%N
= 0

et

LN (B1 \H−s ∩H−t ) = lim
%→0

LN (B%(x0) \ {u > s} ∩H−t )

%N
≤ lim
%→0

LN (B%(x0) \ {u > t} ∩H−t )

%N
= 0.
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Il vient alors que H±t = H±s et donc que ν{u>s}(x0) = ν{u>t}(x0). On a donc montré que pour
tout x ∈ Su \ Z, il existe un vecteur unitaire νu(x) ∈ SN−1 tel que νu(x) = ν{u>t}(x) si t ∈ D et
x ∈ Su ∩ ∂∗{u > t}.

Si t 6∈ D et {u > t} est de périmètre fini dans Ω, on peut trouver t1 et t2 ∈ D tels que t1 < t < t2.
En raisonnant comme précédemment, on montre que pour tout x ∈ ∂∗{u > t1}∩∂∗{u > t}∩∂∗{u >
t2}, on a

ν{u>t}(x) = ν{u>t1}(x) = ν{u>t2}(x) = νu(x).

On obtient ainsi une application Borélienne νu : Su → SN−1 telle que pour L1-presque tout t ∈ R,
νu = ν{u>t} HN−1-p.p. sur Su ∩ ∂∗{u > t}.

Montrons à présent que les fonctions Boréliennes u± sont essentiellement finies.

Proposition 5.2.4. Pour HN−1-presque tout x ∈ Ω, on a

−∞ < u−(x) ≤ u+(x) < +∞.

Démonstration. Etape 1. Montrons que HN−1({u− = +∞}) = HN−1({u+ = −∞}) = 0. Comme
u+ = −(−u)−, il suffit de vérifier que HN−1({u− = +∞}) = 0.

Soient U ⊂ RN un ouvert borné tel que U ⊂ Ω et V un ouvert tel que U ⊂ V ⊂ V ⊂ Ω. Soit
ζ ∈ C∞c (RN ) une fonction telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1 dans RN , ϕ = 1 sur U et Supp(ϕ) ⊂ V . On pose
v := ϕu ∈ BV (RN ) qui est donc à support compact K, avec v± = u± sur U .

Soient Et = {x ∈ RN : v(x) > t} et Ft := {x ∈ RN : v−(x) > t}. Comme LN (Sv) = 0, on en
déduit que v = v− LN -p.p. dans RN si bien que Et et Ft diffèrent d’un ensemble LN -négligeable.
Par conséquent, on a P (Ft,RN ) = P (Et,RN ) et par la formule de la co-aire,∫

R
P (Ft,RN ) dt = |Dv|(RN ) <∞,

ce qui montre que

lim inf
t→+∞

P (Ft,RN ) = 0.

Comme v est à support compact K, il existe d > 0 tel que pour tout % > d, tout x ∈ RN et tout
t > 0,

LN (B%(x) ∩ Ft)
ωN%N

≤ L
N (K)

ωN%N
≤ 1

8
.

Par ailleurs, si v−(x) > t, il vient par définition de v−(x) que

lim
%→0

LN (B%(x) ∩ Ft)
ωN%N

= lim
%→0

LN (B%(x) ∩ Et)
ωN%N

= 1.

Par continuité de la fonction % 7→ LN (B%(x)∩Ft)
ωN%N

, il existe %(x) ∈ (0, d) tel que

LN (B%(x)(x) ∩ Ft) =
1

4
ωN%(x)N

et l’inégalité isopérimétrique relative montre alors que

CN |DχFt |(B%(x)(x)) ≥
(ωN

4

)N−1
N

%(x)N−1.
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La famille F = {B%(x)(x)}x∈Ft forme un recouvrement de Ft et le théorème de recouvrement de
Besicovitch montre l’existence de ξ sous-familles F1, . . . ,Fξ dénombrables et disjointes telles que

Ft ⊂
ξ⋃
i=1

⋃
B∈Fi

B.

Par conséquent,

HN−1
2d (Ft) ≤

ξ∑
i=1

∑
B∈Fi

ωN−1

(
diam(B)

2

)N−1

≤ c
ξ∑
i=1

∑
B∈Fi

|DχFt |(B) ≤ c|DχFt |(RN ) = c P (Ft,RN )→ 0

quand t → +∞, d’où HN−1
2d ({v− = +∞}) = 0. Pour tout ε > 0 il existe donc un recouvrement

{Ai}i∈N de {v− = +∞} tel que diam(Ai) ≤ 2d pour tout i ∈ N et

ωN−1

∞∑
i=0

(
diam(Ai)

2

)N−1

≤ ε.

L’inégalité précédente implique que diam(Ai) ≤ 2( ε
ωN−1

)
1

N−1 = δ(ε) de sorte que HN−1
δ(ε) ({v− =

+∞}) ≤ ε et donc HN−1({v− = +∞}) = 0 par passage à la limite quand ε→ 0. Comme v− = u−

dans U , on en déduit que HN−1(U ∩ {u− = +∞}) = 0. En considérant une suite croissante
d’ouverts {Un}n∈N telle que Un ⊂ Un+1 et

⋃
n Un = Ω, on en déduit par passage à la limite quand

n→∞ que HN−1({u− = +∞}) = 0.

Etape 2. Montrons que u+ − u− <∞ HN−1-p.p. dans Ω.
Comme Su est σ-fini pour la mesure HN−1 on peut appliquer le théorème de Fubini à la mesure

produit HN−1 ⊗ L1 sur Su × R qui implique que

(HN−1 ⊗ L1)({(x, t) ∈ Su × R : u−(x) < t < u+(x)}

=

∫
Su

(u+ − u−) dHN−1 =

∫
R
HN−1({x ∈ Su : u−(x) < t < u+(x)}) dt.

Or si u−(x) < t < u+(x), alors x ∈ ∂∗{u > t} et donc, d’après la formule de la co-aire,∫
Su

(u+ − u−) dHN−1 ≤
∫
R
HN−1(∂∗{u > t}) dt =

∫
R
|Dχ{u>t}|(Ω) dt = |Du|(Ω) <∞,

ce qui montre effectivement que u+ − u− <∞ HN−1-p.p. dans Ω.

Etape 3. On a u+ = (u+−u−)+u− < +∞HN−1-p.p. dans Ω et u− = −(u+−u−)+u+ > −∞
HN−1-p.p. dans Ω.

On décompose à présent la partie singulière Dsu en

Dsu = Dju+Dcu,

où Dju := Dsu Su est la partie saut de Du et Dcu := Dsu (Ω \Su) est la partie Cantor de Du.
Remarquons que, du fait que LN (Su) = 0, alors Dju = Du Su.
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Théorème 5.2.5. La partie saut Dju de Du est absolument continue par rapport à HN−1 et on
a la représentation

Dju = (u+ − u−)νuHN−1 Su.

De plus la partie Cantor Dcu est étrangère par rapport à HN−1, i.e.

HN−1(A) <∞ =⇒ |Dcu|(A) = 0

pour tout Borélien A ⊂ Ω.

Démonstration. Pour tout t ∈ R, on notera pour simplifier Et := {u > t} = {x ∈ Ω : u(x) > t}.
On remarque d’abord que si x ∈ Su, alors

(u−(x), u+(x)) ⊂ {t ∈ R : x ∈ ∂∗Et} ⊂ [u−(x), u+(x)]

de sorte que L1({t ∈ R : x ∈ ∂∗Et}) = u+(x) − u−(x). D’après la formule de la co-aire dans BV
et le théorème de Fubini, il vient pour tout Borélien A ⊂ Ω,

Dju(A) = Du(A ∩ Su) =

∫
R
DχEt(A ∩ Su) dt

=

∫
R

(∫
∂∗Et∩A∩Su

νEt dHN−1

)
dt

=

∫
R

(∫
∂∗Et∩A∩Su

νu dHN−1

)
dt

=

∫
A∩Su

(∫
R
χ{t∈R: x∈∂∗Et} dt

)
νu dHN−1

=

∫
A∩Su

(u+ − u−)νu dHN−1,

ce qui montre effectivement que Dju = (u+ − u−)νuHN−1 Su.

Si A ⊂ Ω est un Borélien tel que HN−1(A) <∞, on a en particulier que LN (A) = 0 et donc

|Dcu|(A) = |Du|(A \ Su) =

∫
R
HN−1(∂∗Et ∩A \ Su) dt.

Or, si x ∈ ∂∗Et ∩A \ Su, alors ũ(x) = t. En effet, si t > ũ(x) = u+(x), on aurait alors que

lim
%→0

LN ({u > t} ∩B%(x))

%N
= 0,

ce qui contredirait le fait que x ∈ ∂∗Et. Par conséquent, t ≤ ũ(x) et on montre de même que
t = ũ(x). Par conséquent,

∂∗Et ∩A \ Su ⊂ {ũ = t}

et comme les ensembles {ũ = t} sont deux à deux disjoints et la mesure HN−1 A est finie, on en
déduit que

HN−1(A ∩ {ũ = t}) > 0

pour au plus une quantité dénombrable de t ∈ R. En particulier HN−1(∂∗Et∩A\Su) ≤ HN−1(A∩
{ũ = t}) = 0 pour L1-presque tout t ∈ R, ce qui montre bien que |Dcu|(A) = 0.
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La dénomination de partie Cantor provient de l’exemple de la fonction de Cantor-Vitali u :
[0, 1] → R. Il s’agit d’une fonction continue et croissante sur [0, 1] qui satisfait u(0) = 0, u(1) = 1
et u′ = 0 L1-p.p. sur (0, 1). D’après l’exemple 2.1.4, il s’agit d’une fonction à variation bornée dans
l’intervalle (0, 1) telle que |Du|((0, 1)) ≤ 1, dont nous allons montrer que la dérivéee distribution-
nelle est purement de type Cantor. En effet, cette fonction étant continue, on a que Su = ∅ de sorte
que la partie saut Dju = 0. Montrons par ailleurs que la partie absolument continue Dau = 0.
Pour ce faire, on considère la fonction auxiliaire v : [0, 1]→ R définie par

v(x) = Du((0, x)) pour tout x ∈ [0, 1].

Comme u est croissante et bornée, la mesure Du est positive et finie, ce qui montre que v est une
fonction croissante et bornée. Par ailleurs, pour toute fonction test ϕ ∈ C∞c ((0, 1)), le théorème de
Fubini montre que∫ 1

0

v(x)ϕ′(x) dx =

∫ 1

0

(∫ x

0

dDu(y)

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

y

ϕ′(x) dx

)
dDu(y) = −

∫ 1

0

ϕ(y) dDu(y).

On en déduit que Dv = Du et comme u(0) = 0 = v(0), il vient que u = v. Par conséquent, comme
u′(x) = 0 pour L1-presque tout x ∈ (0, 1), on en déduit que pour L1-presque tout x ∈ (0, 1),

0 = lim
h→0+

u(x+ h)− u(x)

h
= lim
h→0+

v(x+ h)− v(x)

h
= lim
h→0+

Du([x, x+ h))

h
= ∇u(x)

ce qui montre que Dau = 0. On en déduit que Du = Dcu. Par ailleurs, si Du = 0 on aurait
que u est constant sur [0, 1] ce qui n’est pas possible puisque u(0) = 0 et u(1) = 1. On peut en
fait montrer que Dcu est une mesure portée par la mesure de Hausdorff Hs C où C ⊂ [0, 1] est
l’ensemble triadique de Cantor et s = ln 2

ln 3 est sa dimension de Hausdorff.

Théorème 5.2.6 (Chain rule). Soit u ∈ BV (Ω) et ψ ∈ C1(R) une fonction Lipschitzienne telle
que ψ(0) = 0 si LN (Ω) =∞. Alors v = ψ ◦ u ∈ BV (Ω) et

Djv = (ψ(u+)− ψ(u−))νuHN−1 Su, ∇v = ψ′(u)∇u, Dcv = ψ′(ũ)Dcu.

Démonstration. D’après le théorème d’approximation d’Anzellotti-Giaquinta, il existe une suite
{uk}k∈N dans C∞(Ω)∩BV (Ω) telle que uk → u dans L1(Ω) et |Duk|(Ω)→ |Du|(Ω). En particulier,
vk := ψ ◦ uk est de classe C1 sur Ω et ∇vk = ψ′(uk)∇uk. Comme ψ(0) = 0 si LN (Ω) = ∞, on
obtient que vk et v ∈ L1(Ω). En notant L > 0 la constante de Lipschitz de ψ, on obtient que
|∇vk| ≤ L|∇uk|. Comme∫

Ω

|vk − v| dx =

∫
Ω

|ψ(uk)− ψ(u)| dx ≤ L
∫

Ω

|uk − u| dx→ 0,

on en déduit que vk → v dans L1(Ω). Par semicontinuité inférieure de la variation totale, il vient

TV (v,Ω) ≤ lim inf
k→∞

TV (vk,Ω) = lim inf
k→∞

∫
Ω

|∇vk| ≤ L lim inf
k→∞

∫
Ω

|∇uk| dx = L|Du|(Ω),

ce qui montre, du fait que TV (v,Ω) <∞, que v ∈ BV (Ω).

Comme toute fonction ψ ∈ C1(R) peut s’écrire comme la différence de deux fonctions Lipschitz
ψ1, ψ2 ∈ C1(R) avec ψ′i ≥ 1 pour i = 1, 2 1, on ne restreint pas la généralité en supposant dès le
départ que ψ ∈ C1(R) satisfait ψ′ ≥ 1. Comme ψ est continue et strictement croissante, on a que

v+ = ψ(u+), v− = ψ(u−), Sv = Su, νu = νv.

1. Il suffit de poser ψ2(t) := (1 + ‖ψ′‖∞)t et ψ1 := ψ + ψ2
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Par conséquent,

Djv = Dv Sv = (v+ − v−)νvHN−1 Sv = (ψ(u+)− ψ(u−))νu HN−1 Su,

ce qui démontre la représentation de la partie saut.
Soit A ⊂ Ω un Borélien, d’après la formule de la co-aire dans BV , on a

Dv(A \ Sv) = Dv(A \ Su) =

∫
R
Dχ{v>t}(A \ Su) dt

=

∫
R
Dχ{u>ψ−1(t)}(A \ Su) dt

=

∫
R
Dχ{u>s}(A \ Su)ψ′(s) ds

=

∫
R

∫
∂∗{u>s}∩A\Su

ψ′(s)ν{u>s}(x) dHN−1(x) ds.

Nous avons déjà vu que si x ∈ ∂∗{u > s} \ Su, alors ũ(x) = s, par conséquent

Dv(A \ Sv) =

∫
R

∫
∂∗{u>s}∩A\Su

ψ′(ũ(x))ν{u>s}(x) dHN−1(x) ds

=

∫
R

∫
A\Su

ψ′(ũ(x)) dDχEs(x) ds

=

∫
A\Su

ψ′(ũ) dDu,

où nous avons de nouveau appliqué la formule de la co-aire dans la dernière égalité. Comme
Dv (Ω \ Sv) = Dav +Dcv et Du (Ω \ Su) = Dau+Dcu, il vient

Dav +Dcv = ψ′(ũ)Dau+ ψ′(ũ)Dcu.

Enfin, comme les mesures Dav − ψ′(ũ)Dau et Dcv − ψ′(ũ)Dcu sont étrangères (la première étant
absolument continue par rapport à LN et la deuxième étant singulière par rapport à LN ), on en
déduit finalement que Dav = ψ′(ũ)Dau et Dcv = ψ′(ũ)Dcu.



Chapitre 6

Fonctions spéciales à variation
bornée

6.1 Definition et caractérisation

Définition 6.1.1. L’espace SBV (Ω) des fonctions spéciales à variation bornée dans un ouvert
Ω ⊂ RN est défini comme étant l’ensemble des fonctions u ∈ BV (Ω) telles que Dcu = 0.

Autrement dit, si u ∈ SBV (Ω), la partie singulière du gradient de u est purement de type saut
et

Du = ∇uLN + (u+ − u−)νuHN−1 Su.

Il s’agit d’un sous-espace strict de BV (Ω).

Exemple 6.1.2. (i) W 1,1(Ω) ⊂ SBV (Ω) car si u ∈W 1,1(Ω), Du = ∇uLN et donc, en particulier
Dcu = 0.

(ii) Si E ⊂ Ω est un ensemble mesurable tel que LN (E) + P (E,Ω) < ∞, alors χE ∈ SBV (Ω)
car DχE = −νEHN−1 ∂∗E. Par conséquent, comme ∂∗E = SχE , on en déduit que DχE =
DχE SχE =: DjχE et donc DcχE = 0.

(iii) Crack tip. En dimension N = 2, la fonction définie en coordonnées polaire par

u(r, θ) :=
√
r sin

(
θ

2

)
, 0 ≤ r < 1, θ ∈ (−π, π)

appartient à SBV (B1) avec Su = (−1, 0)× {0}.
(iv) En dimension N = 1, la fonction de Cantor-Vitali u (qui est une fonction dans BV (0, 1)

puisque croissante) n’appartient pas à SBV (0, 1) car on a déjà vu que Du = Dcu 6= 0.

Nous allons commencer par donner une caractérisation de cet espace. Pour ce faire, pour toute
fonction Lipschtzienne ψ ∈ C1(R) on introduit la notation

‖ψ‖∗ := sup{|ψ(t)− ψ(s)| : s, t ∈ R}.

De plus, on vérifie aisément que pour tout s, t ∈ R avec s 6= t,

sup
ψ∈X

|ψ(s)− ψ(t)|
‖ψ‖∗

= 1,

où X := {ψ ∈ C1(R) : ψ′ ∈ Cc(R), ψ non constante}.

81
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Proposition 6.1.3 (Caractérisation de SBV ). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et u ∈ BV (Ω).
Supposons qu’il existe une fonction a ∈ L1(Ω;RN ) et une mesure positive finie µ sur Ω telle que
pour toute fonction Lipschitzienne ψ ∈ C1(R)

|Dψ(u)− ψ′(u)aLN | ≤ ‖ψ‖∗µ. (6.1.1)

Alors u ∈ SBV (Ω), a = ∇u LN -p.p. dans Ω et µ ≥ HN−1 Su.
Réciproquement si u ∈ SBV (Ω) et HN−1(Su) < ∞, alors (6.1.1) est satisfait avec a = ∇u et

µ = HN−1 Su.

Démonstration. On montre d’abord la condition nécessaire. Si u ∈ SBV (Ω) et ψ ∈ C1(R) est une
fonction Lipschitz, le théorème 5.2.6 montre que ψ(u) ∈ SBV (Ω) avec

Dψ(u) = ψ′(u)∇uLN + (ψ(u+)− ψ(u−))νuHN−1 Su

et donc
|Dψ(u)− ψ′(u)∇uLN | ≤ ‖ψ‖∗HN−1 Su,

ce qui montre bien (6.1.1) avec a = ∇u et µ = HN−1 Su.

Pour la condition suffisante, on considère x0 ∈ Ω un point de Lebesgue de a et u, qui est aussi
un point de différentiabilité approché de u et tel que la limite

lim
%→0

µ(B%(x0))

%N

existe et est finie. D’après le théorème de différentiation de Besicovitch et le théorème de Calderon-
Zygmund, LN -presque tous les points x0 ∈ Ω satisfont ces propriétés.

On pose u0(y) = ∇u(x0) · y et on considère une fonction ψ ∈ C1
c (R) telle que ψ(t) = t si

t ∈ u0(B1) et une fonction test ϕ ∈ C1
c (B1). Pour tout % > 0 tel que B%(x0) ⊂ Ω, on pose alors

ψ%(t) := ψ

(
t− u(x0)

%

)
, ϕ%(x) = ϕ

(
x− x0

%

)
.

On note tout d’abord que

‖ψ%‖∗µ(B%(x0))

%N−1
= %
‖ψ‖∗µ(B%(x0))

%N
→ 0.

En changeant de variable, on obtient d’une part∫
Ω

ψ%(u)∇ϕ% dx =
1

%

∫
Ω

ψ

(
u(x)− u(x0)

%

)
∇ϕ

(
x− x0

%

)
dx

= %N−1

∫
B1

ψ(u%(y))∇ϕ(y) dy, (6.1.2)

où u%(y) = [u(x0 + %y)− u(x0)]/%. D’autre part,∫
Ω

ψ%(u)∇ϕ% dx = −
∫

Ω

ϕ% dDψ%(u)

= −
∫

Ω

ϕ% d[Dψ%(u)− aψ′%(u)LN ]−
∫

Ω

ϕ%aψ
′
%(u) dx

= o(%N−1)− %N−1

∫
B1

ϕ(y)a(x0 + %y)ψ′(u%(y)) dy (6.1.3)
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car ∣∣∣∣∫
Ω

ϕ% d[Dψ%(u)− aψ′%(u)LN ]

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖∞‖ψ%‖∗µ(B%(x0)) = o(%N−1).

En regroupant (6.1.2) et (6.1.3), il vient∫
B1

ψ(u%(y))∇ϕ(y) dy = o(1)−
∫
B1

ϕ(y)a(x0 + %y)ψ′(u%(y)) dy.

D’après le choix du point x0, on obtient par passage à la limite quand %→ 0 que∫
B1

ψ(u0(y))∇ϕ(y) dy = −
∫
B1

ϕ(y)a(x0)ψ′(u0(y)) dy,

puis, suite à une intégration par partie dans le membre de gauche de la précédente inégalité
∇[ψ(u0(y))] = a(x0)ψ′(u0(y)) pour LN -presque tout y ∈ B1. Comme ψ est l’identité sur u0(B1),
il vient que ∇u(x0) = a(x0).

D’après le théorème 5.2.6, Daψ(u) = ψ′(u)∇uLN et donc pour toute fonction Lipschitz ψ ∈
C1(R), on a

|Dsψ(u)| ≤ ‖ψ‖∗µ. (6.1.4)

En particulier, une nouvelle utilisation du théorème 5.2.6 montre que

|ψ′(ũ)Dcu| = |Dcψ(u)| = |Dsψ(u)| (Ω \ Su) ≤ ‖ψ‖∗µ (Ω \ Su).

En choisissant ψ1
ε(t) = sin(t/ε) et ψ2

ε(t) = cos(t/ε), on obtient en utilisant que | cos t|+ | sin t| ≥ 1

|Dcu| ≤ 4εµ (Ω \ Su),

puis que |Dcu| = 0 en faisant tendre ε→ 0. On a donc bien montré que u ∈ SBV (Ω).
D’après (6.1.4) et le théorème 5.2.6,

|ψ(u+)− ψ(u−)|HN−1 Su = |Dsψ(u)| Su ≤ ‖ψ‖∗µ Su.

Soit X := {ψ ∈ C1(R) : ψ′ ∈ Cc(R), ψ non constante} qui est un sous-espace séparable de
W 1,∞(R) car la dérivé d’une fonction ψ ∈ X appartient à Cc(R) qui est lui même séparable.
On considère alors un sous-ensemble D dénombrable dense dans X. D’après le théorème de
différentiation de Besicovitch et le fait que Su est rectifiable (voir théorème 3.4.3), pour tout
ψ ∈ D, il existe un ensemble Zψ ⊂ Su Borélien HN−1-négligeable tel que

|ψ(u+(x0))− ψ(u−(x0))| ≤ ‖ψ‖∗ lim sup
%→0

µ(B%(x0))

ωN−1%N−1
pour tout x0 ∈ Su \ Zψ.

En posant Z =
⋃
ψ∈D Zψ qui reste un Borélien HN−1-négligeable, l’inégalité précédente reste vraie

pour tout x0 ∈ Su \ Z et pour tout ψ ∈ D. Comme

1 = sup
ψ∈X

|ψ(u+(x0))− ψ(u−(x0))|
‖ψ‖∗

= sup
ψ∈D

|ψ(u+(x0))− ψ(u−(x0))|
‖ψ‖∗

,

on en déduit que

lim sup
%→0

µ(B%(x0))

ωN−1%N−1
≥ 1 pour tout x0 ∈ Su \ Z.

La Proposition 3.2.7 montre alors que µ ≥ µ (Su \ Z) ≥ HN−1 (Su \ Z) = HN−1 Su, ce qui
conclut la preuve du résultat.
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Nous allons nous intéresser à des propriétés de fermeture de cet espace. Notons que si {uk}k∈N est
une suite de fonctions dans SBV (Ω) telles que supk ‖uk‖BV (Ω) < ∞, alors, quitte à extraire une
sous-suite uk → u dans L1(Ω) avec u ∈ BV (Ω), mais en général, u 6∈ SBV (Ω). Par exemple,
en dimension N = 1, la fonction de Cantor-Vitali est la limite (uniforme) dans (0, 1) d’une
suite {uk}k∈N de fonctions Lipschitziennes croissantes sur (0, 1). En particulier uk ∈ SBV (Ω)
et ‖uk‖BV (Ω) ≤ uk(1)− uk(0) = 1, mais u 6∈ SBV (0, 1) car Du = Dcu 6= 0.

Nous allons montrer un résultat de compacité “faible” dans l’espace SBV .

Théorème 6.1.4 (Ambrosio). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et {uk}k∈N une suite dans SBV (Ω)
telle que

sup
k∈N

{
‖uk‖∞ + ‖∇uk‖2 +HN−1(Suk)

}
<∞.

Alors, il existe une sous-suite {ukj}j∈N et une fonction u ∈ SBV (Ω) telles que
ukj ⇀ u faible* dans L∞(Ω),

∇ukj ⇀ ∇u faiblement dans L2(Ω;RN ),

HN−1(Su) ≤ lim infj HN−1(Sukj ).

Démonstration. D’après les définitions des limites approximatives, on a clairement que |u±k | ≤
‖uk‖∞ de sorte que

|Duk|(Ω) =

∫
Ω

|∇uk| dx+

∫
Suk

|u+
k − u

−
k | dH

N−1 ≤
√
LN (Ω)‖∇uk‖2 + 2‖uk‖∞HN−1(Suk) ≤ C.

D’après les hypothèses (on rappelle que Ω est borné), la suite {uk}k∈N est bornée dans BV (Ω) ∩
L∞(Ω), la suite {∇uk}k∈N est bornée dans L2(Ω;RN ) et la suite de mesures {HN−1 Suk}k∈N est
bornée dansM(Ω). On peut donc extraire une sous-suite, toujours notée {uk}k∈N pour simplifier,
telle que 

uk ⇀ u faible* dans L∞(Ω),

∇uk ⇀ a faiblement dans L2(Ω;RN ),

HN−1 Suk ⇀ µ faible* dans M(Ω),

où u ∈ BV (Ω), a ∈ L2(Ω;RN ) et µ ∈ M(Ω) est une mesure positive. De plus, par injection
compacte de Rellich on a également que uk → u fortement dans L1

loc(Ω). En utilisant de nouveau
la borne L∞(Ω) sur {uk}k∈N on en déduit que uk → u fortement dans Lp(Ω) pour tout 1 ≤ p <∞.

Soit ψ ∈ C1(R) une fonction Lipschitzienne. En particulier, Dψ(uk) ⇀ Dψ(u) faible* dans
M(Ω;RN ). Comme ψ′(uk) → ψ′(u) fortement dans L2(Ω) et ψ′ est une fonction bornée, on en
déduit que ψ′(uk)∇uk ⇀ ψ′(u)a faiblement dans L2(Ω;RN ). Par ailleurs, comme en vertu du
théorème 5.2.6, on a

Dψ(uk) = ψ′(uk)∇ukLN + (ψ(u+
k )− ψ(u−k ))νukHN−1 Suk ,

il vient
|Dψ(uk)− ψ′(uk)∇ukLN | ≤ ‖ψ‖∗HN−1 Suk ,

puis par semicontinuité inférieure de la variation totale

|Dψ(u)− ψ′(u)aLN | ≤ ‖ψ‖∗µ.

Par application du théorème 6.1.3, on en déduit que a = ∇u, HN−1 Su ≤ µ et, en particulier,

HN−1(Su) ≤ µ(Ω) ≤ lim inf
k→∞

HN−1(Suk),

ce qui conclut la preuve du théorème de compacité.
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6.2 Le problème de Mumford-Shah

On considère une image donnée par un niveau de gris g : Ω→ [0, 1], Ω ⊂ R2 est un ouvert borné,
que l’on cherche à segmenter, i.e., trouver une bonne approximation des contours. Un problème
variationnel proposé par Mumford-Shah consiste à déterminer un ensemble K ⊂ Ω (correspondant
aux contours) de longueur minimale et une fonction u : Ω \K → R “proche” de g et “régulière”
en dehors de K. On considère alors le problème de minimisation suivant :

inf

{∫
Ω\K
|∇u|2 dx+H1(K) +

∫
Ω

|u− g|2 dx

}
,

où l’infimum est pris parmi tous les ensembles fermés K ⊂ Ω et toutes les fonctions u ∈ H1(Ω\K).
Une formulation faible, proposée par Ambrosio et De Giorgi, consiste à assimiler K à l’ensemble
des sauts de u. Le problème peut alors se reformuler dans le cadre des fonctions à variation bornée

α := inf
u∈BV (Ω)

{∫
Ω

|∇u|2 dx+H1(Su) +

∫
Ω

|u− g|2 dx
}
.

Il s’avère que l’espace BV (Ω) est trop grand car on peut montrer, par exemple en dimension 1,
que toute fonction g ∈ L∞(Ω) peut être approchée dans L2(Ω) par une suite de fonctions {uk}k∈N
dans BV (Ω) telles que ∇uk = 0 et HN−1(Suk) = 0 pour tout k ∈ N, de sorte que α = 0.

C’est précisément pour cette raison que l’espace SBV (Ω) a été introduit par Ambrosio et De
Giorgi. On définit alors la fonctionnelle de Mumford-Shah

F (u) :=

∫
Ω

|∇u|2 dx+HN−1(Su) +

∫
Ω

|u− g|2 dx, u ∈ SBV (Ω)

où Ω ⊂ RN est un ouvert borné et g ∈ L∞(Ω). Nous allons montrer qu’il existe une fonction
u ∈ SBV (Ω) telle que

F (u) ≤ F (v) pour tout v ∈ SBV (Ω).

Notons
I := inf{F (v) : v ∈ SBV (Ω)},

de sorte que 0 ≤ I ≤ F (0) ≤
∫

Ω
|g|2 dx. On considère une suite minimisante {uk}k∈N dans SBV (Ω)

telle que F (uk) → I. On note M := ‖g‖∞ et on pose ψ(t) = min(max(t,−M),M) qui est une
fonction 1-Lipschitz, croissante et borné. On régularise ensuite ψ en posant ψε := ψ ∗ηε qui est une
fonction croissante, bornée, de classe C∞ et 1-Lipschtzienne. Comme ψε → ψ ponctuellement sur
R, on en déduit que ψε(uk)→ ψ(uk) LN -p.p. dans Ω, puis que ψε(uk)→ ψ(uk) dans L1(Ω) quand
ε → 0, par convergence dominée. De plus, |Dψε(uk)|(Ω) ≤ |Duk|(Ω), ce qui montre que la suite
{Dψε(uk)}ε>0 est bornée dansM(Ω;RN ) et donc que Dψε(uk) ⇀ Dψ(uk) faible* dansM(Ω;RN ).
Il vient alors que vk := ψ(uk) ∈ BV (Ω) puis, par semicontinuité inférieure de la variation totale, on
a aussi que |Dvk| ≤ |Duk|. La fonction ψ étant 1-Lipschitz, on a que Svk ⊂ Suk . Par conséquent,

|Dcvk| = |Dsvk| (Ω \ Svk) ≤ |Dsuk| (Ω \ Svk) = |Djuk| (Suk \ Svk).

Comme d’après le théorème 5.2.3, l’ensemble Suk \Svk est σ-fini par rapport à la mesure HN−1, le
théorème 5.2.5 montre que |Dcvk| = 0 et donc que vk ∈ SBV (Ω). Par construction ‖vk‖∞ ≤ M .
De plus, par la propriété de localité du gradient approché, on a{

∇vk = ∇uk LN -p.p. sur {uk = vk},
∇vk = 0 LN -p.p. sur {vk = −M} ∪ {vk = M},
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de sorte que |∇vk| ≤ |∇uk|. Par conséquent, en utilisant également le fait que ψ est 1-Lipschitz,
on en déduit que

I ≤ F (vk) ≤ F (uk)→ I,

et donc {vk}k∈N est une nouvelle suite minimisante. Comme I <∞, on en déduit que

sup
k∈N

{
‖vk‖∞ + ‖∇vk‖2 +HN−1(Svk)

}
<∞

et le théorème de compacité d’Ambrosio montre l’existence d’une sous-suite {vkj}j∈N et une fonc-
tion u ∈ SBV (Ω) telles que

vkj ⇀ u faible* dans L∞(Ω),

∇vkj ⇀ ∇u faiblement dans L2(Ω;RN ),

HN−1(Su) ≤ lim infj HN−1(Svkj ).

Par conséquent
I ≤ F (u) ≤ lim inf

j→∞
F (vkj ) = I,

ce qui montre effectivement que F (u) = I et donc que u est une solution du problème de minimi-
sation de Mumford-Shah.
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