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Chapitre 1

Bases de la théorie des probabilités

L’objet de la théorie des probabilités est de fournir un formalisme mathématique précis, propre a
décrire des situations dans lesquelles intervient le “hasard”, ¢’est-a-dire des situations dans lesquelles
un certain nombre de conditions étant réunies (les causes), plusieurs conséquences sont possibles
(les effets) sans que 1'on puisse a priori savoir laquelle sera réalisée. Une telle situation apparait
lors d’'une expérience aléatoire ou stochastique (par opposition a une expérience déterministe pour
laquelle l'issue est certaine).

1.1 Espaces probabilisables

On expose ici la formalisation d'une expérience aléatoire.

1.1.1 Expérience aléatoire et événements

Intuitivement, on a vu qu’une expérience est aléatoire si on ne peut prévoir par avance son résultat
et si, répétée dans des conditions “parfaitement” identiques, elle peut donner lieu a des résultats
différents. On veut modéliser des expériences telles que celles décrites par les exemples suivants :

Exemple 1.1. 1. On jette un dé et I'on observe le numéro de la face obtenue.

2. On lance trois fois de suite la méme piece de monnaie. Si 'on désigne par P la sortie du coté
“pile” et par F la sortie du c6té “face”, on peut distinguer huit cas possibles:

PPP, PPF, PFP, .-, FFF.

3. Dans un lot de pieces fabriquées dans une usine et comprenant un certain nombre de piéces
défectueuses, on préleve au hasard n pieces et I’on s’intéresse au nombre des pieces défectueuses
contenues dans cet échantillon.

4. On joue aux fléchettes. On s’intéresse au nombre d’essais nécessaires pour atteindre la cible.

5. On mesure la durée du bon fonctionnement d’un dispositif technique choisi au hasard parmi un
grand nombre de dispositifs identiques.

6. On observe, entre les instants 0 et T, I'intensité d’un signal électrique continu.

En conclusion, parler d'une expérience aléatoire, ¢’est en particulier donner les résultats possibles
de cette expérience.
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,—[Déﬁnition 1 (Univers des possibles).}

On représente le résultat de cette expérience comme un élément w de I’ensemble 2 de tous
les résultats possibles. On appelle I’ensemble €2 I’espace des éventualités, ou 'univers
des possibles.

\.

Avec les exemples 1.1, on constate que 1'univers {2 peut étre :

e fini (trois premiers exemples),

e infini dénombrable (quatriéme exemple),

e infini et ayant la puissance du continu (cinquieme et sixieme exemples).

Il convient de noter ici qu’il n’y a pas unicité de ’ensemble €2. Une des principales difficultés dans
la modélisation d’un phénomene concret est de déterminer un univers €2 adapté au probleme.

Exemple 1.2. Ainsi a I'expérience aléatoire qui consiste a lancer deux dés, on peut associer :

e l'ensemble 2 des couples (i.e avec ordre) formés par les deux chiffres
Q={(11),(1,2),---,(21),---,(6,5),(6,6)}
e l'ensemble ' des ensembles (i.e sans ordre) formés par les deux chiffres
O ={{1,1},{1,2},--- ,{5,6},{6,6}}

e ct, si I'on convient une fois pour toutes qu’on ne retiendra que la somme des points affichés, on
peut associer I’ensemble des sommes possibles

Q' ={2,3,---,12}

Intuitivement, un événement aléatoire (ou plus simplement un événement) est une assertion
ou proposition logique relative au résultat de 1’expérience (par exemple, la somme des points est
paire). On dira qu'un événement est réalisé ou non suivant que la proposition est vraie ou fausse
une fois I’expérience accomplie. Donc, a un événement, on peut associer la partie de {2 constituée de
tous les résultats réalisant 1’événement. Nous décidons :

Définition 2 (Evénement).}

Un événement A est une partie de 2, c’est-a-dire A € P(Q).
Si 'événement est réduit a un seul élément, on parle d’événement élémentaire.

Exemple 1.3. e Prenons le cas du jet d'un seul dé. L’espace des éventualités est défini par
2=1{1,2,3,4,5,6}
Considérons les événements suivants:
A = {6}, B = “numéro pair” = {2,4,6} et C = “numéro > 4" = {4,5,6}

A est un événement élémentaire. On jette le dé, le « 6 » apparait. Les événements A, B, C et
Q) se trouvent réalisés. Dans ce cas, 'espace {2 est fini, un événement quelconque peut se définir
par une simple énumération.
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e Mais dans le cas ou €2 n’est pas fini, on doit définir un événement par une propriété caractéris-
tique. Ainsi dans le sixieme exemple 1.1, 'espace €2 peut étre ’ensemble des fonctions continues
sur l'intervalle [0, T]. Cet ensemble peut étre noté C°([0, T]) et si 'on s’intéresse a I'événement
A défini de la maniére suivante :

A = “le courant moyen est supérieur a 3 amperes”
On écrira Q=C%0,T]) et A= {I € C°([0,T]) T/ }

1.1.2 Les événements

Les événements A résultant d’'une expérience aléatoire étant par définition des parties de €2, I’ensemble
des événements est un sous-ensemble de P(€2). Il est possible d’appliquer aux événements les opéra-
tions de la théorie des ensembles en employant une terminologie adaptée.

Terminologie des événements aléatoires

e Un événement A est certain si
A=Q

e Un événement A est impossible si
A=10

e A est I’événement contraire d'un événement A si
A=0Q\A
A est réalisé si A ne l'est pas, et réciproquement :

w€A sietseulementsi w¢ A

e Deux événements A; et Ay sont incompatibles (ou mutuellement exclusifs) si
AiNAy =0
Ils n’ont aucune éventualité en commun.

e L’intersection (conjonction) de deux événements A; et Ay est I'événement “A; et Ay” qui est
réalisé si A; et Ay le sont. La conjonction de Ay et A, est représentée par

AiNA, : we€A; NAy sietseulementsi we€ Ajetw € Ay

e L’union de deux événements A; et Ay est 'événement “A; ou Ay” qui est réalisé si I'un au
moins de ces événements 'est. L’'union de A; et A, est représentée par

ATUA, : w€ A UAy sietseulement si w€ Aj ouw € Ay

e [’événement A; implique I'événement A, si
Ay C Ay

A, étant réalisé, Ay I'est aussi weEA = weA,
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e Un systéme complet (ou exhaustif) d’événements de €2 est une famille finie ou dénombrable
(A,)nen d’événements différents de () et deux a deux incompatibles, telle que

JA, =0
n
Cette famille forme une partition de €.
Résumons le tout dans un tableau:
Langage probabiliste \ Notation \ Langage ensembliste
Issue ou résultat w (weQ) élément de )
Evénement A AcCQ partie de 2
A est réalisé weA appartenance
Evénement contraire (non-A) A=0\A complémentaire
AetB ANB intersection
AouB AUB union
Evénements incompatibles ANB=10 disjoints
A implique 'événement B ACB inclusion
Evénement impossible 0 ensemble vide
Evénement certain Q partie pleine
Systeme complet Q=U,A,
d’événements A, et A;NA; =0 partition
pour i # j

Exemple 1.4. Lors du jet d’'un dé, définissons un événement A; = {2,4,6} comme la sortie d’'un
numéro pair et Ay = {4,5,6} comme la sortie d'un numéro supérieur ou égal a 4. On a

A NAy ={4,6},

ATUA, ={2,4,5,6}

et A;={1,3,5)}

Notons que les événements A; et A; forment un systeme exhaustif d’événements.

Exemple 1.5. Considérons le cas du fonctionnement de deux machines automatiques, chacune
d’elles pouvant tomber en panne au cours d’un laps de temps donné. Sans expliciter €2, considérons

les événements suivants:
e A; : “la premiere machine fonctionne”,

e A, : “la seconde machine fonctionne”,

e B, : “exactement k£ machines fonctionnent”,

e C : “au moins une machine fonctionne”.

On a

BOZEOKQ, B1:<A71QA2>U(A72ﬂA1) BQZAlﬂAQ et

C:A1UA2

Opérations élémentaires sur les événements

Les opérations élémentaires sur les événements possédent bien évidemment les propriétés fonda-

mentales des opérations sur les ensembles

ANQ=0,

AUud=A

et

A=A

(1.1)
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Al N (A2 N Ag) == (Al N Ag) N A3
associativité (1.2)
AjU(AyUA3) = (AJUA)UA;
A1 N A2 = A2 N A1
commutativité (1.3)
A1 U Ag = AQ U Al
A1 N (AQ U Ag) = (Al U AQ (Al U Ag)
distributivité (1.4)
AtUA3NA) = (A1NA)U (A1 NA;3)
A1 N Ag = E U Aig
o lois de MORGAN (1.5)
AJUA, = A1NA,

Afin de définir proprement la notion d’ensemble mesurable et donc la notion de probabilité, nous
auront besoin de considérer un sous-ensemble des parties de €.

~ Définition 3 (Tribu). .

Une tribu ou o-algebre sur €2 est un ensemble &£ vérifiant les propriétés suivantes

1. Q€€

2. Stabilité par passage au complémentaire

VAe&,  A=Q\Ae€& (1.6)

3. Stabilité par union finie ou dénombrable

VA, €E, UJA, €€ (1.7)

\ J

Il est facile de vérifier a partir des opérations élémentaires précédentes que ’ensemble & des
événements constitue une tribu de €2. Ces trois propriétés ont deux conséquences immédiates

e Stabilité par intersection finie ou dénombrable.
e et

Sur un méme ensemble 2 des éventualités, on peut définir de nombreuses tribus £ d’événements
différentes.

Exemple 1.6. e La tribu £ contenant le plus d’événements est la tribu P(£2) de toutes les parties
de Q. Toutes les autres tribus sur €2 sont des sous-tribus de P(£2).

e La tribu £ contenant le moins d’événements est la tribu réduite aux deux seules parties et ().
Elle est contenue dans toutes les autres.

e Si F est une famille de parties de €2, on appelle tribu engendrée par F, la plus petite tribu
contenant tous les éléments de F. Ainsi la tribu engendrée par une partie A de €2, est formée
des éléments

{0,Q,A, A}

On peut maintenant donner la définition
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Définition 4 (Espace probabilisable).}

On appelle espace probabilisable le couple (€2, £) ou £ constitue une tribu de parties de

Q.

1.2 Espace probabilisé (2, &, P)

1.2.1 L’axiomatique de KOLMOGOROV

,—[Déﬁnition 5 (Une probabilité).} \

Soit (€2, ) un espace probabilisable. Une probabilité est une application P réelle définie
sur £ vérifiant les trois axiomes suivants appelés axiomes de KOLMOGOROV

1. P: £€— RT
2. P =1

3. Pour toute suite finie ou dénombrable d’événements deuzr a deux incompatibles

nel

P (U An) =Y P(A,) (1.8)

,—[Déﬁnition 6 (Espace probabilisé).} .

Un espace probabilisé est la donnée d’un triplet (2, &, P) avec
e (£, &) un espace probabilisable,

e P une probabilité sur £.

Remarque 1.7. La théorie des probabilités s’inscrit dans le cadre de la théorie de la mesure : une
loi de probabilité n’est rien d’autre qu'une mesure positive de masse totale 1.



1.2. ESPACE PROBABILISE (£2,&,P) 11

1.2.2 Propriétés élémentaires

,—[Proposition 7.} \

On a les propriétés suivantes pour tout (A, B) € &2

L. P(Q)=1,P@) =0, 4. P(AUB) =P(A) +P(B) - P(ANB),
2. P(A)=1-P(A),
3. P(A) € ]0,1], 5. A C B implique P(A) < P(B).

Théoreme des probabilités totales.
Soit {B; : 7 € I} un systeme complet d’événements, alors

P(A) =S P(ANB) (1.9)

i€l

Preuve. Elles découlent directement des axiomes de KOLMOGOROV. En effet, A et A étant incom-
patibles, par I'axiome (1.8)

P@A)+P(A) =P(Q) =1

En particulier cela démontre que la probabilité d'un événement est toujours comprise dans [0, 1].
Le résultat 4 provient du fait que si A et B ne sont pas disjoints, on peut toujours écrire A U B =
AU B\ (ANB)). Puis 4 implique 5.

1.2.3 Equiprobabilité

Un cas particulier important est le cas d’équiprobabilité quand €2 est de cardinal fini. On dit qu’il y a
équiprobabilité dans le cas ou les événements élémentaires ont tous la méme probabilité.
On a alors les résultats suivants, si Q = {wy,wq, - ,wp}

Vie[Ln], P({w)) = 711 (1.10)

et plus généralement,

~ Card(A) Nombre de cas favorables
~ Card(Q)  Nombre de cas possibles

VAeE P(A) (1.11)

Le calcul des probabilités peut, alors, se ramener a des calculs de dénombrement, il faut déterminer
le cardinal d’ensembles. On pourra se reporter a 'annexe A.1.

Exemple 1.8. Si l'on jette un dé unique, on a
Q={1,2,3,4,5,6}

et si le dé n’est pas pipé, il est raisonnable de considérer tous les événements élémentaires comme
équiprobables. On a alors

P({1}) = P({2}) = -+ = P({6}) = 5

L’événement A = {1,5} a pour probabilité 1/3.
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Exemple 1.9. Si maintenant on jette deux dés (un bleu et un rouge pour fixer les idées) et que
chaque éventualité est constituée par la somme k£ des deux numéros indiqués par les faces, on a au
moins (voir I'exemple 1.2) trois univers possibles :

Le plus naturel Q" = {2,3,4,--- 12}, a le désavantage que les événements élémentaires ne sont
pas équiprobables.

En revanche, le fait de pouvoir distinguer les deux dés (par leur couleur, par leur ordre, par
exemple) nous permet de considérer I’ensemble €2 des couples de deux chiffres

Q= {(1’ 1)7 (17 2)7 T (67 5)7 (67 6)}
ou il y a équiprobabilité. Dans I’ensemble
Q= {{L 1}7 {17 2}7 T {57 6}7 {67 6}}

des ensembles formes par les deux chiffres, il n’y aurait pas non plus équiprobabilité. Il vient, a I'aide
de la modélisation d’équiprobabilité dans €2

P(k=2)=P(k=12) = P(k=3)=P(k=11)= =
P(k=4)=P(k=10) = = P(k=5)=P(k=0) = - = ¢
P(k=5)=P(k=8) = - ot P(h=T)= =

1.3 Lois de probabilités conditionnelles, indépendance
1.3.1 Introduction et définitions
Le but de ce paragraphe est de modéliser ce que 'on entend par

e deux événements sont indépendants.

e la réalisation d’un événement conditionne la réalisation d’un autre.

La notion de probabilité conditionnelle peut étre nécessaire a chaque fois que pendant le déroulement
d’une expérience aléatoire, on dispose d’une information partielle. Si on sait que I’événement A
est réalisé, pour que I’événement B se réalise, on est amené a regarder I’événement A N B, puis a
normaliser. Nous prenons la propriété-définition suivante :

,—[Déﬁnition 8 (Probabilité conditionnelle).} N

Soit (2, €, P) un espace probabilisé et A un événement possible (P(A) # 0). L’application
E — [0,1]

est une probabilité sur (€2, £) appelée probabilité conditionnelle sachant A.
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Preuve. Prouvons que P, définie bien une probabilité. On a P (2) = 1 et pour tout B € £
0<PA(B)<1

D’autre part 'additivité dénombrable est évidente, cela résulte de la distributivité de 'intersection
par rapport a la réunion. Pour toute suite finie ou dénombrable (B;);, d’événements deux a deux
incompatibles, on a

P, (U Bi) =3 PA(B)

i€l i€l
Remarque 1.10. e P,(B) peut se lire aussi “probabilité de B quand A” ou “probabilité de B
si A7,

e Une autre notation est souvent utilisée : P(B|A). Elle a I'inconvénient que “B|A” n’est pas un
événement et que P est définie pour une partie de §2; mais cette notation a ’avantage d’étre
“parlante”. Dans la suite de ce polycopié, on utilisera dorénavant cette notation.

e Il sera nécessaire d’étendre ultérieurement la notion de probabilité conditionnelle lorsque A est
de probabilité nulle.

Exemple 1.11. Reprenons I'exemple 1.9 du jet de deux dés (de couleurs différentes). Dans

0= {(17 1)7 (17 2)7 B (67 5)? (676>}7

il y a équiprobabilité. Considérons les événements :

e A : “la somme des points obtenues est au moins égale a 10”
e B : “le dé bleu amene un 3”

e C: “le dé bleu amene un 6”
C’est-a-dire
e A={(46),(55),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}
e B={(3,1),(3,2),(3,3),(3.),(3,5), (3,6)}
o C=1{(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
D’apres les calculs faits dans 'exemple 1.9 , P(A) = 1/6.

Mais si on connait le nombre amené par le dé bleu, la probabilité que A soit réalisé dépend du
résultat du dé bleu. Par exemple, on a :

e sachant que I’événement B est réalisé, ’événement A ne peut pas se réaliser, car ANB = (). La
probabilité de A sachant que B est réalisé, est nulle. Par ailleurs,

P(ANB)

PAIB) = 5

=0

e sachant que I’événement C est réalisé, parmi les 6 éléments de C, 3 réalisent 1’événement A,
I’évenement A a 3 chances sur 6 de se réaliser alors
P(ANC) 1

PAIO) = —Fa =5
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Une conséquence immédiate de la définition est la formule des probabilités composées
P(AnB)=P(A)-P(B|A) (1.12)

C’est souvent sous cette forme que sera utilisé le conditionnement, ainsi que sous sa forme généralisée.

,—[Proposition 9.}

Soient Ay, Ag,--- , A, des événements d’'un espace probabilisé vérifiant
P(AiNAyn---NA, 1)#0 (1.13)

On a alors

P(AiNAN--NA) =P(A) P (A1A) - P (As]A N As) - P (ApJA NN A,)

Preuve. La démonstration se fait facilement par récurrence, en observant que 'hypothese (1.13)
implique que pour tout indice i € [1,n — 1], P(A1NAyN---NA;) # 0 par croissance de la
probabilité.

Exemple 1.12. Une urne contient 15 boules : 6 sont rouges, 4 sont blanches et 5 sont bleues. On se
propose de trouver la probabilité pour que, en tirant 3 boules successivement de 1'urne, la premiere
soit rouge, la seconde soit blanche et la troisieme soit bleue. Introduisons les événements suivants

e R; : { la i-éme boule est rouge },
e W, : { la j-éme boule est blanche },
e By : { la k-éme boule est bleue }.

On cherche P(R; N Wy N By). Si apres chaque tirage, les boules sont remises dans 1'urne et
parfaitement mélangées, on a :

6 4 5)
P(Rl) = -, P(W2|R1) = — et P(B3|W2 N R1> = —

15 15 15
P(Ry N'Wa N By) = P(Ry) - P(WaRy) - P(Ry) - P(WalRy) - P(B[Ry N W) = — x o x 2=
1 2 3) = 1 2|y 1 21y 3/u =X 1T o5
Si apres chaque tirage, les boules ne sont pas remises dans I'urne, on a
P(Ry) = . P(WolRy)= . P(BsfRinWy) = >
1) — 157 2(1v2) — 147 31 2) — 13
6 4 5 4
et P(R; NW,NB3) =P(Ry) - P(W3|R;) - P(B3|Ry N W) = — x a

— X — =
15 14 13 91
Une autre conséquence tres importante est la formule des probabilités totales

,—[Proposition 10 (Formule des probabilités totales).} N

Soient (2, &, P) un espace probabilisé et {A;} un systéme complet d’événements tous de
probabilité non nulle. Alors, pour tout événement B on a :

n

P(B) = 3" P(A)P(B|A;) = P(A)P(BJA)) + - + P(A,)P(B|A,) (1.14)

=1
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Preuve. On sait :
PB)=PBNA)+PBNA)+---+P(BNA,)

et, en appliquant la formule des probabilités composées, on obtient le résultat énoncé.
Exemple 1.13. Trois usines fabriquent des pieces de méme nature. Dans l'usine A, 1% des piéces
sont défectueuses, dans 1'usine B, 10% des piéces sont défectueuses et dans 1'usine C, 3% des piéces
sont défectueuses. On mélange en proportions égales, les productions en provenance de chacune des

trois usines et l'on en tire une piece au hasard. L’espace () est formé des pieces, c’est un ensemble
fini, il est acceptable de supposer qu’il y a équiprobabilité. Introduisons les événements suivants

e D : { la piece tirée est défectueuse },
e A, : { la piece provient de l'usine A },
e A, : { la piece provient de l'usine B },

e Aj: { la piece provient de l'usine C }.

1
P(A1) = P(A2) =P(A;) = 5
P(DIA) = —,  P(DJAs) = — et P(D|Ay) = —
Y1000 =7 © 3) = 100
d’apres la formule des probabilités totales, la probabilité pour que la piece tirée soit défectueuse est
P(D)=P(DNA)+P(DNA,)+PDNA,) = 1;)

1.3.2 Indépendance (stochastique)
Si le fait que A est réalisé ne change pas la probabilité de B, autrement dit si
P(B[A) = P(B)
P(ANB)
P(B)

D’ot le choix de la définition pour I'indépendance de deux événements :

alors = P(A)

,—[Déﬁnition 11 (indépendance deux a deux).} .

Soient A et B deux événements appartenant a la méme algebre £, on dit que A et B sont
deux événements (stochastiquement) indépendants pour la probabilité P si

P(ANB) = P(A) x P(B) (1.15)

\ J

Remarque 1.14. Si l'une des paires {A, B}, {A, B}, {A, B}, {A, B} est constituée d’événements in-
dépendants, alors les trois autres le sont aussi. En effet, supposons, par exemple que les événements
A et B soient indépendants. Montrons que A et B le sont aussi. Ecrivons :

A=(ANB)U(ANB) et 0=(ANB)N(ANB)
de I'additivité de la probabilité, il résulte que :
P(A)=P(ANB)+P(ANB)
alors P(ANB)=P(A)-P(AnB)=P(A) (1 -P(B)) =P(A)-P(B)

@Deux événements peuvent étre indépendants pour une certaine loi et ne pas I’étre pour une autre...
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Donnons maintenant une généralisation avec plusieurs événements.

,—[Déﬁnition 12 (Indépendance mutuelle).} N
Soient des événements A;, Ay, -+, A,. Ils sont dits mutuellement indépendants si

pour toute partie non vide I de I'’ensemble des indices allant de 1 a n on a :

P (ﬂ Az) =TIPa) (1.16)

i€l 1€l

\ J

Remarque 1.15. Cette condition est beaucoup plus forte que l'indépendance deux a deux, comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple 1.16. Sur 'exemple 1.2 du jet de deux dés, montrons que le fait que trois événements A,
B, C soient deux a deux indépendants n’implique pas que 'on ait

P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C)

ni vice versa, le fait que I’égalité précédente se trouve vérifiée n’implique pas que les trois événements
soient deux & deux indépendants. Ici, Q = {(1,1),(1,2),---,(6,5),(6,6)}, et il y a équiprobabilité.
Soient 7 et j étant deux nombres entiers compris entre 1 et 6, on a

P g} = o

Considérons maintenant les trois événements suivants

A: “7 est pair”; B : “ j est impair”; C: “4 4+ j est pair”
1
On vérifie aisément (en comptant) que P(A)=PB)=P(C) = 5

D’autre part, on a

e ANB: “iest pair, j est impair”

e BN C: “i est impair, j est impair”

e ANC : “iest pair, j est pair”
et P(AﬂB):;:i:P(A)-P(B)
De méme P(BNC) =P(B)-P(C) et P(ANC) =P(A)-P(C). On en conclut que pris deux a deux
les événements A, B, C sont indépendants (pour la probabilité P). Cependant

P(ANBNC)#P(A)-P(B)-P(C)
Considérons maintenant 1’événement
D="%1<ij<3 ={(1,2),(21),(3,1),(1,3)}
4

ou 7 - j représente le produit des indices i et j. On a P(D) = 5z = %. D’autre part,

ANBND={21)} = P(AmBﬁD):316:P(A)-P(B)-P(D)

Cependant BNnD=1{(2,1),(3,1),(1,3)} e PBND)= 12 #P(B)-P(D)

Les événements B et D ne sont pas indépendants.
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1.3.3 Formules de BAYES

Ces formules ont pour but d’exprimer P(A|B) en fonction de P(B|A). Etant donnés deux événements
A et Bavec P(A) #0et P(B)#0, on a:

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(AB)

Ce qui donne la premiere formule de BAYES

,—[Proposition 13 (Formule de BAYES).}

Si P(A) # 0 et P(B) # 0, alors

P(AB) = (1.17)

J

.

Plus généralement, en considérant {A;} un systéme complet d’événements tous de probabilité
non nulle, et en utilisant la formule des probabilités totales on obtient une deuxiéme formule de

BAYES:

,—[Proposition 14 (Deuxieme formule de BAYES).}

Soit {A;} un systéme complet d’événements tous de probabilité non nulle, pour tout événe-
ment B de probabilité non nulle, on a :
P(AyNB)  P(Ay) - P(BJA)

P(A;|B) = = 1.18
R 1 X P(4;) - P(BJA;) e

Exemple 1.17. Reprenons l'exemple 1.13. On tire au hasard une piece, qui se trouve étre dé-
fectueuse. La probabilité que cette piece ait été fabriquée par I'usine A vaut P(A;|D). Selon la
formule de BAYES

P(A)) - P(DIA) |

PP = B A P(DAL) + P(Ay) - P(DIAy) + P(As) - P(D[A,) 14







Chapitre 2

Variables aléatoires réelles

Dans de nombreuses situations, on ne s’intéresse pas directement aux événements aléatoires eux-
mémes, mais a des grandeurs numériques qui leur sont associées : nombre de particules émises par
un élément radioactif, dans une direction et durant un intervalle de temps donné, puissance moyenne
d’un “bruit” accompagnant la réception d’un signal radio, etc. Ainsi, si I'on cherche a définir la
probabilité pour que, dans une population donnée, un individu ait une taille comprise entre 1 m 74
et 1 m 76, on est amené a introduire un espace des éventualités 2 dont les éléments - en 'occurrence,
les tailles - varient continiment entre deux bornes précises: la taille du plus petit et celle du plus
grand individu. Autrement dit, 2 est un intervalle de R.

2.1 Loi de probabilité et moments d’une variable aléatoire

2.1.1 Définition et fonction de répartition

,—[Déﬁnition 15 (Variable aléatoire réelle).} .

Etant donné un espace probabilisé (Q,&,P), on appelle variable aléatoire réelle une
application X définie sur 2 a valeurs dans R, telle que I'image réciproque par X de tout
intervalle ]a,b] de R soit un élément de la tribu &.

Q — R
Autrement dit, X: et X '(a,b) €&
w = X(w)
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On dit aussi que X est une fonction mesurable de (2,E,P) dans (R, B), ou B est la tribu des
boréliens. Cette derniére étant la tribu engendrée par les intervalles |a,b] (a et b étant des nombres
réels quelconques). C’est aussi la tribu engendrée par les demi-droites | — oo, a] car

la,b] =] — 00, b]\] — o0, d (2.1)

Remarque 2.1. L’expression “variable aléatoire” remonte a une époque ou sa définition précise
n’était pas encore connue. D’apres la définition donnée ci-dessus, une “variable aléatoire” n’est ni
une variable, ni aléatoire: c¢’est une fonction définie sur un ensemble.

La définition de la variable aléatoire X permet de “probabiliser” 1’espace probabilisable (R, B),
c’est-a-dire de définir sur (R, B) une probabilité Q. Pour cela, on pose

VBeB, Q(B)=P(X'(B))

Définition 16 (Probabilité image).}

On appelle loi de probabilité de X la probabilité Q, probabilité image de P par X.

En général la probabilité Q est notée Px. D’apres la remarque du paragraphe précédent, on a
alors d’apres (2.1)
PX (](l, b]) =P (X_l]a7 b])

C’est-a-dire Px (Ja,b]) = Px (] — 00,b]\|] — 00,a]) = Px (] — 00,b]) — Px (] — o0, al)
Si 'on pose maintenant Vy e R, Fx(y) = Px(] — 00, y])
alors
Px(la,b]) = Fx(b) — Fx(a) (2.2)
Ce calcul amene la définition suivante
,—[Déﬁnition 17 (Fonction de répartition).} N

La fonction Fx définie sur R par
VyeR,  Fx(y) =Px(]—o0,y) (2:3)

est la fonction de répartition de variable aléatoire X.

\ J

Pour simplifier les notations de ce polycopié, s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera P et F au lieu de
PX et Fx.

Propriétés de la fonction de répartition

La fonction F est monotone croissante. En tant que fonction monotone, elle admet un ensemble
de points de discontinuité fini ou dénombrable. Elle est continue a droite par la propriété d’addivité
(1.8). Réciproquement toute fonction monotone croissante continue a droite telle que F(—o0) = 0 et
F(+00) = 1 définit une loi de probabilité unique sur R.

F(z) est la probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur inférieure ou égale a x,
ce qui se note :

F(z) =P(X < 2)

on a alors P(a < X < b) = F(b) — F(a). Résumons ces propriétés dans une proposition
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,—{Proposition 18 (Propriétés de la fonction de répartition).}

o F(—0) =0et F(+00) =1,
o I est croissante, c’est-a-dire y >z = F(y) > F(x),

e I est continue & droite, c’est-a-dire  lim F(y) = F(z),
y—x

e Pour tout (a,b) € R?
P(a < X < b) =F(b) — F(a). (2.4)

Deux cas particuliers importants

Le cas d’une variable aléatoire discréte

Définition 19 (Variable aléatoire discréte).}

Si X(€2) est fini ou dénombrable, X définit une variable aléatoire discréte.

C’est en particulier le cas si 'espace des éventualités €2 est lui-méme fini ou dénombrable. La loi
de P est constituée de masses ponctuelles :

X(Q) = {x17x27"' an} et P(Xil'l) = p;

Exemple 2.2. Considérons quatre épreuves répétées, identiques et indépendantes, telles qu’au cours
de chacune d’elles, un événement A a une probabilité de se réaliser égale a p = P(A) = 0,3 (et donc
une probabilité de ne pas se réaliser égale & ¢ = P(A) =1 —p = 0,7). Désignons par X la variable
aléatoire ayant pour valeur le nombre de réalisations de I’événement A au cours des quatre expériences

aléatoires.! On a

4
1

P(X=0)=q¢"=(0,7)*=0,2401, PX=1)= < >pq3 =4-(0,3)-(0,7)* =0,4116

4

P(X=2)= <2>p2q2 =6-(0,3)%-(0,7)% = 0, 2646

4

P(X=3) = <3>p3q =4-(0,3)*-(0,7) = 0,0756, P(X=4)= (4

0>p4q0 = (0,3)* = 0,0081

Notons que 'on a bien PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)+PX=4)=1.

La fonction de répartition F de la variable aléatoire X est définie par

0 si z <0 0,9163 si 2<x <3
F(z)=1¢ 0,2401 si 0<z<1l et F(z)= 14 0,9919 si 3<zx <4
0,6517 si 1<z<?2 1 si 4<x

La fonction de répartition F et la loi de probabilité P admettent les représentations graphiques
suivantes

1. Voir loi binomiale pour la justification des calculs
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Le cas d’une variable aléatoire continue

,—[Déﬁnition 20 (Densité de probabilité).} N

Si la fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est continue et dérivable presque
partout, on dit que X est continue (ou plus exactement absolument continue) et sa dérivée
f est la densité de probabilité.

Remarque 2.3. L’expression “densité de probabilité” devient évidente si I’on considere les variations
de la fonction de répartition d’une variable aléatoire continue entre x et x + h. On a alors

A(F,z,h) = Flz+ h})l —F(z) _ P(x < th x + h)

A(F,x,h) est la densité de probabilité de la variable aléatoire X dans U'intervalle |z, x + h]. Sa limite,
quand h tend vers 0, est le nombre dérivé F'(z) = f(x), c’est la densité “ponctuelle” de probabilité
en x.
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,—[Proposition 21 (Propriétés de la densité de probabilité).} \
Si f est une densité de probabilité alors
e f est une fonction positive: V. > 0, f(z) >0,
T +oo
.F@y:/ £(£) dt, .‘/ Ft)dt = 1.

Ces propriétés découlent directement de celles de la fonction de répartition F. Par exemple pour la
premiere : la densité de probabilité f, en tant que dérivée d’une fonction croissante, ne peut pas
prendre de valeurs négatives.

La premiere et la troisieme conditions sont nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction f
quelconque soit la densité de probabilité d’une variable aléatoire continue. Pour une variable aléatoire
continue, de densité de probabilité f, on a donc :

b
ngxgmsz@a (2.5)
En particulier pour une variable a densité
Vz e R, PX=z)=0 (2.6)

Les deux figures suivantes représentent les graphes types de la fonction de répartition d’une vari-
able aléatoire continue et de la densité de probabilité correspondante. L’aire en pointillé représente
la probabilité pour que X se trouve comprise entre x et x + Az. L’aire totale de la surface limitée
par la courbe de densité et I'axe des x est toujours égale a 1.

0.24

0

Médiane |

Donnons quelques définitions valables pour une variable aléatoire continue.
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,—[Déﬁnition 22 (modes, médiane et quartiles).

S

e [’abscisse x); pour laquelle la loi ou la densité de probabilité présente un maximum
local est appelée mode. Il peut y avoir plusieurs modes.

e L’abscisse z,, pour laquelle on a F(z,,) = %, s’appelle la médiane.

e On appelle quantiles d’ordre p, pour p € N*| les abscisses xy avec k € [1,p— 1] pour
lesquelles

Fuwzﬁ 2.7)

\. J

Pour une variable continue: I'aire de la surface limitée par la courbe de densité de probabilité et
I’axe des x est divisée en deux parties égales au niveau de la médiane.
Par exemple, les quartiles sont les quantiles d’ordre 4. Le premier quartile est z; avec

1
F(xl) = 1
.\ . 2 1 , s
Le deuxieme quartile est x5 avec F(zy) = 1= c’est la médiane.
N . 3
Le troisieme quartile est x3 avec F(z3) = 1

ans le cas d’une variable discrete, ces définitions son us difficiles & mettre en oeuvre pour des
D l d’ ble d te, définit t plus difficil tt d
questions d’unicité. On peut prendre comme définition de la médiane par exemple

z, = Inf{t : F(t) > 0,5} (2.8)

ou encore la médiane est tout nombre x tel que P(X < z) > 0,5 et P(X > x) > 0,5. Avec cette
définition, la médiane n’est pas unique.

Le cas général

Plus généralement, en utilisant la théorie des distributions, on peut considérer des variables aléatoires
ni discrétes ni continues. Voici quelques notions sur ce sujet qui peuvent étre réservées a une seconde
lecture. Lorsque la variable aléatoire X n’est pas continue, F possede au moins une discontinuité
en un point d’abscisse xj. Ses propriétés font qu’en ce point F effectue un saut fini o défini par
o = F(ag) — Flrp).

On peut encore définir une densité de probabilité a condition de dériver la fonction de répartition F
au sens des distributions ce qui fait apparaitre la distribution de DIRAC ¢,,. La densité de probabilité
est alors une distribution singuliere. On peut généraliser au cas ot il existe un nombre dénombrable
de points de discontinuités z; ou F effectue des sauts oy, (finis positifs). On écrit :

. 1 si x>
F(z) =F(z) + > opH(z —ax) avec H(z) = { 0 ot SiI;fOIl 0
k

ou H est la fonction de HEAVISIDE. On en déduit par la formule des sauts que

k

F et f représentent respectivement les “parties continues” de F et de f.
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0.51

g1

-1.54

D’une maniere générale, toute distribution S de la forme
S:f—i-ch(Szk avec ¢, >0 et f>0
k

vérifiant (S,1) = 1 définit une densité de probabilité. Ceci implique la sommabilité de f et la
convergence de la série de terme général ¢, car

(S,1) = | fllrmy + Y e =1
k

Ainsi, 'emploi de la théorie des distributions permet de traiter le cas discret et le cas continu dans
un seul et méme formalisme.

2.1.2 Loi d’une fonction d’une variable aléatoire Y = ¢(X)

On suppose X continue avec une densité f et une fonction de répartition F. Soit ¢ une fonction
dérivable. On cherche a expliciter g et G, densité et fonction de répartition de Y = ¢(X).

Si ¢ est bijective. ¢ est monotone, par exemple si ¢ est croissante, on a :
Y <y sietseulement si o(X) <y sietseulementsi X <o ()

D’ou G(y) = F(¢!(y)), ou encore G(p(x)) = F(z). En dérivant, on obtient :

soit gly) = =
W= @ T 2o w)
Si ¢ est décroissante, on a de méme
f(x) fle™ ()

1) == 0w T P (w)

Puisque ¢ est décroissante, ¢’ < 0, et on a la formule générale pour une application bijective ¢
quelconque:

(2.9)
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Cas général. Le principe consiste toujours a identifier la fonction de répartition G, en recherchant
I’antécédent pour X de I'événement “Y < y”.

Exemple 2.4. Considérons le cas Y = X?

Y <y sietseulement si  |X| <y

— Gl — 0 si y<O0

n obtient (y) = F(ﬂ)—F(—\/ﬂ) sioy>0
0 si y<O0

et enfin 9(y) =

s TV =1 (V) s w>0

Si de plus, on suppose que X suit une loi normale centré réduite (i.e f(z) = \/%6’5”2/ %) alors pour

y>0,9(y) = ﬁeﬂfﬂ_ Cette loi est trés importante en statistique, c’est la loi du x2.

2.1.3 Indépendance de deux variables aléatoires

Donnons a présent une définition de I'indépendance de deux variables aléatoires.

,—[Déﬁnition 23 (Indépendance de deux variables aléatoires).} \

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé. X
et Y sont indépendantes si pour tout couple d’intervalles I et J de R, on a

PXeletYel])=PXel)-P(Yel) (2.10)

\ J

Exemple 2.5. Considérons un jet de deux dés. Soit X et Y les variables aléatoires représentant
respectivement la valeur du premier dé et leur somme. On constate que

0=P(Y=12et X=1)#P(Y=12)- PX=1)= —

Les deux variables ne sont pas indépendantes.

2.1.4 Espérance, variance, moments d’une variable aléatoire
Espérance

Dans de nombreux cas, il n’est pas nécessaire de connaitre une propriété de la variable aléatoire aussi
précise que sa fonction de répartition. Certains parametres numériques caractérisent parfois cette
variable aléatoire. L’étude de quelques-uns de ces parametres fait 'objet du présent paragraphe.

Soit X une variable aléatoire discréte pouvant prendre un nombre fini de valeurs z1, xg9, -+, T,
avec les probabilités respectives py, po,- -+, pn. On définit une moyenne arithmétique des différentes
valeurs de X pondérées par leurs probabilités py. Cette moyenne pondérée est appelée espérance
mathématique (ou moyenne stochastique) et elle est notée E(X). On a :

plml—i__'_pnxn
Pt

E(X) =
Orpr+---+p, =1. 1l vient
E(X) =p1&1 + - 4 Pan = Y pitls
i—1

La formule s’étend aux variables aléatoires non finies.
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,—[Déﬁnition 24 (Espérance) } \

X étant une variable aléatoire réelle, on appelle espérance mathématique de X le nombre
E(X), si il existe, défini par

e si X est une variable aléatoire finie

E(X) =) z,P(X =) (2.11)
k=1
e si X est une variable aléatoire discréte dénombrable (sous réserve de convergence)
+o0
E(X) =) . P(X = ay) (2.12)
k=1

e si X est une variable aléatoire continue, f étant la densité de probabilité, on a (sous
réserve de convergence)

E(X) = /Rt CF(t) dt (2.13)

\. J

Remarque 2.6. Pour une variable aléatoire discréte, on peut aussi revenir a ’ensemble €2 pour faire

la. sommation
E(X) =) X(w)P({w}) (2.14)

weN
Exemple 2.7. e Au cours d'un jeu de dés, un joueur gagne 20 euros s’il tire le 4, gagne 40 euros
s’il tire ’as, perd 30 euros s’il tire le 6 et ne gagne ni ne perd dans les autres cas. On a
1 1 1 1
EX)==-x40+=-x0+=-x204+-x30=5
(X) 5 x 40 + 5 x 0+ 5 x 20 + 5 X

Ainsi, le joueur peut espérer gagner 5 euros en moyenne a chaque lancer de dé.

e La variable aléatoire X ayant pour densité la fonction f définie par

1

f(t):m

ne possede pas de moyenne car la fonction t — ¢ - f(¢) n’est pas intégrable sur R.

e La variable aléatoire X ayant pour densité la fonction f définie par

()2 s 0<t<?
f(t)_{ 0 sinon

a pour espérance mathématique
= g dt =
2

E(X) S

0
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Propriétés élémentaires de ’espérance mathématique

,—[Proposition 25.} \

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles d’espérances finies et A € R, alors

e Linéarité de 'espérance

E(X + \Y) = E(X) + AE(Y) (2.15)
o Positivité : [E(X)| < E(X])
o Si X et Y sont indépendantes
E(X x Y) = E(X) x E(Y) (2.16)
e Pour toute fonction i : R — R avec E(|h(X)|) < +oc:
/R h(t) fx(t) dt en continu
)= > (X)) Px({w}) - en discret 2:4)

Ou fx désigne la densité de probabilité de X. C’est la formule de transfert.
Pour tout A € £

P(X € A) = Px(A) = E(14(X)) (2.18)

. J

Preuve. Donnons la preuve de la linéarité pour une variable aléatoire discrete

EX+1Y) = ¥ (X+AY)(@)P({w)

we

= 2 (X(w)+AY(w) P({w})

weN

= % X@P({wh) +A ¥ Y(@P({w})

wes

E(X+\Y) = E(X)+AE(Y)

La propriété de positivité est immédiate a partir de la définition. On verra la preuve de la pro-
priété (2.16) au chapitre 3, quand on parlera de loi conjointe d’un couple de variables aléatoires
(indépendantes ou non) et de la covariance. Quant a la formule de transfert, elle se montre avec la
définition de I'espérance. La derniére assertion découle de la formule de transfert en considérant la
fonction indicatrice f = 1,4.

La formule de transfert permet le constat suivant:

Il n’est pas nécessaire de déterminer la loi de probabilité de Y = ¢(X) pour calculer
son espérance: la connaissance de ¢ et de la loi de probabilité de X peut suffire.

Remarque 2.8. Etant données une variable aléatoire X et son espérance mathématique E(X), on
appelle variable aléatoire centrée, la variable aléatoire

Y =X - E(X) (2.19)

En effet, il est facile de vérifier que l'espérance mathématique d’une variable aléatoire centrée est
nulle.
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Moments, variance, écart-type

Pour tout entier naturel s, on appelle moment d’ordre s d’une variable aléatoire X et I’'on note m,(X),
I’espérance mathématique de X a la puissance s.

my(X) = E(X?) (2.20)

En particulier pour s = 1, on retrouve l'espérance mq(X) = E(X). Comme on ’a remarqué, on n’a
pas besoin de connaitre la loi de probabilité de X*® pour calculer son espérance, la loi de X seule suffit.

e dans le cas d’une variable aléatoire discrete, on a

ms(X) = zk:xks P(X = xy) (2.21)

e dans le cas d'une variable aléatoire continue, on a
my(X) = / £ f(1) dt (2.22)
R

On appelle moment centré d’ordre s d’une variable aléatoire X, I’espérance mathématique de la
s'™¢ puissance de la variable centrée associée a X. On écrit :

1(X) = E((X - E(X))") (2.23)

~ Définition 26. ] .

On appelle variance d’une variable aléatoire, son moment centré d’ordre 2. On la note
Var(X).
Var(X) = 12(X) = E (X - E(X))?) (2.24)

La variance est un nombre positif. Sa racine carrée définit ’écart-type dont I'expression

est
ox = 1/ Var(X) (2.25)

Exemple 2.9. La variance et 1’écart-type de la variable aléatoire du troisieme exemple de 2.7 sont

données par
R IVACE FTUS O

L’écart type vaut alors ?

La variance (comme ’écart-type) est une mesure de la dispersion (nom parfois donné a la variance)
des valeurs de la variable aléatoire autour de son espérance mathématique E(X) = p. Si ces valeurs
tendent a se concentrer au voisinage de u, la variance est faible. Au contraire, si ces valeurs ont
une tendance a la dispersion, la variance est grande. Ces situations sont représentées par la figure
suivante, dans le cas de deux densités de probabilité ayant la méme espérance mathématique
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1.5

Variance faible

1‘ 7

Variance forte

Propriétés élémentaires de la variance

,—[Proposition 27.}

e La variance est toujours positive

Var(X) > 0 (2.26)

e Pour tout a,b € R, on a
Var(aX + b) = a* Var(X) (2.27)

e Var(X) = E (X?) — E(X)2
e Si X; et Xy sont deux variables aléatoires indépendantes

Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(Xy) (2.28)

Preuve. Les deux premieres propriétés résultent directement de la définition de la variance. Pour
la troisieme, on a

Var(X) = E (X - E(X))?) = E (X* - 2E(X) - X + E(X)?) = E(X?) - E(X)?

Cette formule est aussi la formulation en termes de probabilité du théoreme de cinétique de KOENIG-
HuvcGeNs. Elle s’écrit avec les notations des moments : ps = mo —m;. Pour la quatrieme, on peut
supposer que E(X;) = E(X;) =0 et

Var(X; +Xp) = E ((X; + X2)?) = (B(X1 +X2))* = B(X}) + E(X3) + E(X; x Xy)

Or par indépendance E(X; x X3) = E(X;) x E(X3) = 0. D’ou le résultat.

Inégalités de MARKOV et BIENAYME-TCHEBYSHEV

L’espérance E(X) et Iécart-type o sont liés par I'inégalité de BIENAYME- TCHEBYSHEV
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,—[Proposition 28 (Inégalité de MARKOV et de BIENAYME-TCHEBYSHEV).

e Soit Z une v.a positive, alors

Ve >0, P(Z>¢) <

2
g
Ve >0, P@X—MXM>@<E§

.

e Soit X une v.a.r admettant un moment d’ordre 2 (E(X?) < +00) alors

(2.29)

(2.30)

J

Preuve. Notons que pour toute variable aléatoire positive Z > €1yz>.;. On en déduit la premiere
inégalité en utilisant la relation (2.18). La seconde inégalité en découle directement en considérant

7 =(X-EX)).

Exemple 2.10. Si E(X) = 10 et 0 = 0.1 sont les valeurs exactes de la moyenne et de 1’écart-type
d’une variable aléatoire X, sans aucune indication particuliere sur la loi de X, on sait que X prendra
des valeurs entre 9.7 et 10.3 avec une probabilité supérieure a 88%. Si on connait la loi de X, on a

des estimations beaucoup plus précises.

Remarque 2.11. Ces inégalités ont peu d’applications pratiques, car la majoration qu’elles four-
nissent est la plupart du temps excessive, mais elles sont valables quelle que soit la loi de X pourvu que
I'on puisse définir une espérance et une variance... L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYSHEV permet

toutefois de démontrer la loi faible des grands nombres (voir théoreme 42).

2.2 Lois de probabilité d’usage courant

2.2.1 Lois discrétes

Loi discréte uniforme

C’est la loi d’une variable aléatoire X équiprobable sur 'ensemble Q@ = {1,2,--- n}
X(©) = [1,n]

1

PX=k) = —

X=k) = -

Un calcul direct donne
1 21
mm:”; ot wmm=”2

(2.31)

Exemple 2.12. Soit X suivant une loi uniforme sur U 255. En chaque point (4,7) € [1,100]?, on

représente une réalisation X(w) en niveau de gris
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Loi de BERNOULLI

C’est la loi d’une variable aléatoire X ne pouvant prendre que les deux valeurs 1 ou 0 avec les
probabilités p et 1 — p.

X(@) = {01}
P(X=1) = p
PX=0) = 1—-p=gq
De méme, un calcul direct donne
E(X)=p et Var(X)=pqg (2.32)

Loi binomiale

Soient n un entier non nul et p un réel tel que 0 < p < 1. On dit que X suit la loi binomiale de
parametres n et p notée B(n,p) si

X(Q) = [[O,n]]
N

On modélise ainsi le cas ou une méme expérience aléatoire est répétée plusieurs fois. Chaque
expérience peut réaliser ou ne pas réaliser un événement. Les expériences sont indépendantes,
c’est a dire que le résultat obtenu au cours de chacune d’elles, A ou A, ne dépend pas des résultats
des autres.

On envisage donc n expériences aléatoires identiques et indépendantes appelées épreuves répétées
et pouvant chacune soit réaliser 1’événement avec la probabilité p, soit ne pas le réaliser avec la
probabilité ¢ = 1 — p. La probabilité pour que I'événement A se réalise k fois au cours de n
expériences aléatoires indépendantes, est donnée par

n _
Pk = <k>p’“q" g (2.33)

En effet, désignons par By I’'événement correspondant a la réalisation de A exactement k fois au cours
de n épreuves répétées et par A; (resp. A;) la réalisation (resp. la non réalisation) de 1’événement
au cours de la i-eme épreuve. Il vient

1 <io<---<ig VEST)

Dans chaque terme, la réalisation de A doit figurer k fois et sa non-réalisation n — k fois, le nombre
de combinaison de ce genre est (Z) C’est le nombre de manieres de choisir les k épreuves parmi n
expériences répétées. Or par indépendance

P(AhmAil"'mAik) :P<A11>P(A2k):pk ct P (m AJ) :qnik
J#ie
Finalement, on retrouve bien I’expression (2.33).
Remarque 2.13. La loi de BERNOULLI est la loi binomiale B(1,p).

Exemple 2.14. Donnons I'histogramme de la loi 5(20;0, 3), c’est-a-dire, pour chaque valeur k €
[0,20], la valeur P(X = k)
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n=20
p=0,3
i I —
k.. 3 4 5 6 7 8 9 10 11
P(X = k) 0,0278 0,0716 0,1304 0,1789 0,1916 0,1643 0,1144 0,0654 0,012

Remarque 2.15. La loi est appelée loi binomiale dans la mesure ou les probabilités correspondent
aux termes du développement du binéme de NEWTON.

Calculons I'espérance

BX) = Yk (Z)p’“q"’“ = é:l k (Z) g

k=0

o LA WS S R (n - 1) n
= np Z ( )p q car n =k
i \k—1 k—1 k
EX) = nplp+q"" = np

Pour le calcul de la variance Var(X) = E(X?) — E(X)?
E(X?) = Y ¥ (Z)pkan car K> =k(k—1)+k
k=0
" -1
= np)y (k—1) (n )p’“‘lq"‘l‘(’“‘”
k=1 k=1

“(n =1\ o (ke
+np Y (k 1)1)’“ gt
k=1 -
E(X?) = np(n—1)p+np

Finalement, on trouve

E(X)=np et Var(X)=npq (2.34)

Loi de Po1ssoN

Soit A un réel positif. On dit que X suit la loi de POISSON de parametre A notée P(A) si

X(Q) = N

)\k
_ _ -
PX=k) = 7



34 CHAPITRE 2. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Rapelons le développement en série de ’exponentielle

+00 "
Vo € R, e’ = —
n=0 n!
“+oo “+oo )\n
De sorte que > PX=n)=) e_’\—' —e et =1
n=0 n=0 n.
L’espérance mathématique de X est donnée par
+o00 )\)\n 400 N )\nfl N
EX)=) nxe?—==X> e’ ———=Xe e =]
n=0 n! n=1 (n - 1)'

Pour calculer la variance, commengons par calculer E(X(X — 1))

EXX ) _+oo _)\)\n_)\2+oo . )\n—2 _)\2 _)\)\_)\2
( ( — ))—ngon(n—l)xe ﬁ_ 7;26 m— e =
Or EX(X-1)=EX?)-EX) = EX?)=M+)\
D’ott Var(X) = E(X?) —EX)? =X+ X -\ =)

En résumé

EX)=X et Var(X)=A\

(2.35)

(2.36)

La loi de Po1ssoN modélise des comptages qui suivent un processus de POISSON. Par exemple, le
nombre d’appels a un central téléphonique pendant une période donnée, le nombre de voitures qui
passent a un carrefour en un temps donné... On parle “d’événements rares”. De plus, I'utilisation
la plus fréquente de la loi de POISSON est comme approximation de la loi binomiale (voir théoréme

46).

Exemple 2.16. Un central téléphonique recoit en moyenne 100 appels par heure. En supposant que

le nombre d’appels durant un intervalle de temps quelconque suit une loi de POISSON,
1. quelle est la probabilité que le central recoive trois appels en deux minutes?
2. quelle est la probabilité pour qu’en deux minutes, il recoive au moins un appel?

En deux minutes, on peut s’attendre a ce que le nombre d’appel soit

~ 2x100 10

A =E(X) 50 3

Ainsi, la probabilité d’obtenir trois appels en deux minutes est

()

10
2l exp -3 ~ (0,220

et la probabilité d’obtenir au moins un appel en deux minutes est

P(X=3) =

10
PX>1)=1—-exp <—3> ~ 0,964
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Lois géométrique et hypergéométrique

Pour p € [0,1], A € N et m < A, on définit la loi géométrique, notée G(p), par

{ X(Q) = N
PX=Fk) = (1-p*'p=¢""p

On montre que

E(X)=- et Var(X)=

; qu (2.37)

Par exemple, la probabilité ¢*~'p correspond & la probabilité d’obtenir dans une succession de k
épreuves de BERNOULLI indépendantes, £ — 1 échecs suivis d’un succes. De plus, la loi géométrique
est le premier modele discret de la mort d’une particule radioactive. En effet, la durée de vie de la
particule radioactive, notée T, suit la loi de probabilité pour £ € N

P(T=k)=¢"p
On définit aussi la loi hypergéométrique, notée H(n,p, A) par
X(Q) < [0,n]

o ()

()

avec g=1-—p

On prouve que

(A —n)
(A-1)

E(X)=np et Var(X)=npq (2.38)

Exemple 2.17. On tire n boules (sans remise) dans une urne contenant pA boules rouges et gA
boules bleues, soit un nombre total de boules de A = pA + ¢A. Alors la variable aléatoire donnant
le nombre de boules rouges suit une loi hypergéométrique H(n,p, A).

2.2.2 Lois continues

Loi uniforme

On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b], notée Uy, ), si

X(Q) = [a,)
f) = ()
On a
E(X):a;b ot Var(X):(bI;) (2.39)

En effet, il suffit de calculer les intégrales

1 b 1 b b\’
E(X):b_a/atdt ot Var(X):b_a/a <t—a;> dt
1

Remarque 2.18. Le facteur
d’intégrale 1 (fg f =1).

est imposé par le fait qu'une fonction de densité est toujours
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Loi exponentielle

On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre A, notée E(\), si

{ X(Q) R+

H(x) = Xe Mgy ()

On a par intégration par parties

et Var(X)=— (2.40)

La densité et la fonction de répartition de P(2).

A=2

flz) = { 2exp(—2z) si x>0

0 sinon

0.5 _ 0 si z<0
Flz) = 1 —exp(—2x) sinon

0 0.5 1 15 2 25 3 [) 0.5 1 15 2 2s 3 35 4

La loi exponentielle intervient dans les processus continus sans mémoire comme la désintégration
d’un noyau atomique, 1’émission d’un électron... Elle généralise au cas continu la loi géométrique.

Loi normale (de LAPLACE-GAUSS)

On dit que X suit la loi normale de parameétre (u, o), notée N (u, o), si

X(@Q) = R
fuo(t) = e <_(752_J,;)2>

o\ 21

Ci-dessous, I'allure caractéristique en cloche de la densité de la loi normale

oV 2T

f(z)

/

E(X) z

Remarque 2.19. Notons que f est bien une densité puisque

(t—p?\ .,
/Re){p(—%‘2 dt = ov271
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(t—p)

VoA il suffit de retrouver la valeur de l'intégrale de
o

I— / ) du = 2.41
| exp ( u ) u=+7 (2.41)
Pour cela, effectuons un changement de variable en coordonnées polaires
12:/ —2d></ —2d:/ _ 2) dzd
Rexp( x) x Rexp( y) y RQexp( (x—i—y)) xdy

“+o0o
= /9 / exp(—r?)rdrdd 2 / exp(—r?)rdr
r= 0

= — [exp(—r )]30o =7

En effet, par le changement de variable u =

GAUSS

(t —p)
V20

E(X) = /Rt - fuo(t)dt = ! / t - exp (—W) dt

Calculons 'espérance et la variance par le changement de variable u =

o\V2m JR 20
2 2 2
= /R\/_i;;fﬂe_“ du = \/\/—; ue ™ du—i——/ “du = pu
0 par imparité n d’apres (2.41)
1 (t - p)?
et Var(X) = /R(t—u)2~f%g(t) dt = T R(t—u)2~exp (— 53 dt

. 20'2 2 7u2d . 20'2 1 —u2 1 7u2d . 2
= FRUG u = \/E2[—U€ ]R+§/[R€ u = g

E(X)=p et Var(X)=o" (2.42)

En résumé

En utilisant les résutats du paragraphe 2.1.2 avec ¢(x) = oz + p et o # 0, on obtient

,—[Proposition 29 (Loi normale et transformation afﬁne).} \

Si X suit une loi normale A/(0; 1), alors pour o # 0, la variable aléatoire Y = oX + p suit
une la loi normale N (y; o).
Plus généralement, toute transformation affine d’une loi normale est encore une loi normale.

. J

Cette propriété justifie 'intérét particulier donné a la la loi normale centrée réduite N (0;1).
Son espérance est nulle (“elle est centrée”) et son écart type est de 1 (“elle est réduite”), sa densité
est donnée par

Elle admet des moments a tout ordre. Par parité, ils sont nuls pour les ordres impairs et

2" 1 (2k)!
ma = 7=l (k * 2) = okl

Remarque 2.20. Afin de calculer les probabilité d’un événement pour une variable aléatoire suivant
une loi normale, on utilisera des tables (voir I'annexe A.4.2) ou sa calculatrice.
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Loi Gamma

On dit que X suit la loi Gamma de parametre («, 3), notée I'(a, 3), si
X(Q) = RT

faﬁ(t) _ ta_lﬁae—ﬁt

()

pour t > 0.

La loi Gamma généralise la loi exponentielle. Un calcul d’espérance et variance donne

E(X)=aB8 et Var(X)=ap’

Tracons la densité pour o = 3 et § = 2.

La densité de I'(3, 2)

Remarque 2.21. On rappelle que la fonction Gamma est définie par
+o00 1
F:zn—>/ tletdt
0

C’est un prolongement de la factorielle. Par exemple, on a les relations

VneN, T'(n+1)=n! et T(1/2)=+/7

Loi du x?

On dit que X suit la loi du x? (“khi-deux”) & k degré(s) de liberté si

X(Q) = Rt
1 k ¢
t) = t2"te™2 pour t > 0.
MU= gt T

(2.43)

(2.44)

La loi du x? est une loi trés classique en statistique. Elle est 1ié au test du y? qui permet, par exemple,
de savoir si un échantillon donné est en adéquation avec une loi de probabilié définie a priori. De

plus,

E(X)=Fk et Var(X)=2k

(2.45)

Exemple 2.22. Nous avons vu a 'exemple 2.4 que la loi du x? a 1 degré de liberté est la loi du carré
d’une loi normale centrée réduite. Plus généralement, la somme de £ lois normales centrées réduites

indépendantes suit une loi du x? & k degré de liberté (voir exemple 2.26).
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2.3 Convolution, loi d’une somme

Un probleme courant consiste a trouver la loi de probabilité d’une somme de deux variables indépen-
dantes Z =X +Y.

2.3.1 Cas discret

Le théoreme des probabilités totales donne la solution du probléme
PZ=2)=> PX=z e Y=z—-2)=) PX=z—y et Y=y
T Yy

Lorsque X et Y sont indépendantes, on a

PZ=2)=) PX=z2)-PY=2-—2)=> PX=z-y)-P(Y=y) (2.46)

Remarque 2.23. Certains termes peuvent étre nuls. x ne prend pas nécessairement toutes les
valeurs possibles de X mais uniquement celles compatibles avec 1’événement Z = z (de méme pour y
valeurs de Y).

Proposition 30.}

La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois de Po1ssoN P(\) et P(u)
suit la loi de POISSON P(\ + p).

Preuve. Soient X une variable aléatoire de loi P(A), Y une variable aléatoire de loi P(u), avec X et
Y indépendantes. Soit Z = X 4 Y, la variable aléatoire somme. X et Y prennent toutes les valeurs

entieres positives, Z prend donc aussi toutes les valeurs entieres positives. Pour tout entier positif

k
P(Z=k) = S PX=1i)-P(Y=k—1i)

iEkN ) ki
)\7» —1
= Z 6_)\‘7 X 6_” a ;
= 7! (k —1)!
e_(>‘+.“‘) k k‘

TR EaE—)r

— b\ k—i
S (z) s

=0
e_(/\+ﬂ)

P(Z=k) = 1 A+ )" par le bindme de NEWTON

Donc Z suit la loi de POISSON P (A + p).

On a un résultat analogue pour la somme de loi binomiale. On démontrerait

Proposition 31.}

La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois binomiale B(n, p) et B(m, p)
suit une loi binomiale B(n + m, p).
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La loi B(n,p) peut étre considérée comme la somme de n variables aléatoires mutuellement in-
dépendantes de BERNOULLI B(1,p). Des lors, si X; désigne n variables aléatoires indépendantes,

alors S, = > | X; suit une loi binomiale et on retrouve
E(S,) =Y EX;)=> p=np et Var(S ZVar = npq
i=1 i=1

2.3.2 Cas continu

Avant de poursuivre, rappelons la définition d’un produit de convolution *. Sous réserve de conver-
gence

(f*g)(x /f —)g (2.47)

,—[Proposition 32.} \

La densité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes
est le produit de convolution des densités des deux variables aléatoires. C’est a dire

x4y = fx * fy (2.48)

. J

La démonstration complete utilise la théorie de la mesure, donc n’est pas exposée dans le cadre
de ce cours. Nous admettrons ce résultat.

Remarque 2.24. Cette formule est la traduction “continue” de la formule du cas discret. Pour la
loi (fonction de densité ou probabilité ponctuelle) de Z en z, on ajoute (intégrer ou sommer) tous les
produits (des fonctions de densité ou des probabilités ponctuelles) pour les valeurs = et y de X et Y
telles que x +y = 2.

Exemple 2.25. Soient X et Y deux variables aléatoires de loi respective I'(r, A) et I'(s, \) avec X et
Y indépendantes. Soit Z = X + Y, la variable aléatoire somme. X et Y prennent toutes les valeurs
réelles positives, Z prend donc aussi toutes les valeurs réelles positives. Pour tout réel z

0 si z2<0
*
fulz) = (Fxx fo)lz / fx(t) - fy(z—t)dt sinon
La fonction f7 n’est pas forcément définie en 0, on peut choisir f7(0) =0 et si z >0
fZ(Z) — AT /z trflef)\t (Z . t)sflef)\(zft) dt
[(r)-T'(s)
)\T—l—s —Az
— / = 1 . s 1 dt
)\r—i-s —)\z
= F(T)F(S)/O (uz) "Nz —uz)* 'zdu par t = uz
)\r+szr+s—le—)\z 1
fz(z) = o0 1) B(r,s) ou f(r,s) :/0 W1 — w) du

fz est une densité, la valeur du réel 5(r, s) est telle que / fz =1, donc la fonction béta est
R

L(r) - T'(s)

Blr.s) = T(r +s)

(2.49)



2.4. FONCTIONS CARACTERISTIQUES 41

0 si z2<0
) o - r+s—1_-—\z
En conclusion fZ(Z) = (fX * fY>(Z) - res? € sinon
L(r+s)

La loi de Z est donc la loi I'(r + s, A). On retindra donc

La somme de deux lois Gamma indépendantes I'(r, \) et I'(s, \) suit la loi
Gamma I'(r +s, \).

Exemple 2.26. Soient Yq,---,Y, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales
centrées réduites et Z définie par

Z=Y?+.--4+Y?
Nous avons vu a l'exemple 2.4 que Y; suit une loi du x? & 1 degré de liberté. Or cette derniére
est aussi une loi Gamma de parametre (3; %) D’apres ce qui précede, Z suit donc une loi F(g; 3)-
C’est I'expression de la loi du x? a k degré de liberté. En particulier, on en déduit I'expression de

I'espérance et de la variance pour la loi du y?
E(Z) = kE(Y}) =k et Var(Z) =k Var(Y?) =2k

De méme que pour la somme de loi I', on démontrerait le résultat fondamental suivant

Proposition 33.}

La somme de deux lois normales indépendantes N (p,0) et N(p/,0’) suit la loi nor-
male N (u + Vo2 + 0’2).

Ce résultat se démontre en faisant le produit de convolution de deux gaussiennes, ou plus simple-
ment en utilisant les résultats connus sur la transformation de FOURIER (voir le paragraphe suivant).

2.4 Fonctions caractéristiques

2.4.1 Définition et principales propriétés

Tout d’abord la notion de variable aléatoire réelle s’étend au cas complexe en considérant X a valeurs
dans C et non plus seulement dans R. Ainsi si X est une variable aléatoire réelle et ¢ un parametre
réel, e™® définit une variable aléatoire complexe définie sur (€, ).

,—[Déﬁnition 34 (Fonction caractéristique).} \

On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire X la fonction px de la
variable ¢ définie par I’espérance mathématique de la variable aléatoire e*.

px(t) = E (¢) (2.50)

e si X est une variable aléatoire discrete, alors

px(t) =Y "™ P(X = xy) (2.51)

e si X est une variable aléatoire continue ayant pour densité f, alors

ox(t) = /]R ¢t f(z) dz (2.52)
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Remarque 2.27. Dans le cas continu, px coincide avec la transformée de FOURIER (inverse) de la
densité f pour un choix particulier des parametres. Pour rappel, la transformée de f est

F()(u) = / T it £ () dt (2.53)

—00

et elle transforme le produit de convolution en produit F(f * g) = F(f) x F(g)-
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Propriétés élémentaires de la fonction caractéristique

,—[Proposition 35.} \

e px est continue sur R et bornée par px(0) = 1.
e Pour tout couple (a,b) € R?, on a p.xis(t) = e px(at).

e Si X et Y sont indépendantes alors

| Px+Y = Px PY | (2.54)

Preuve. La premiere propriété provient du fait que X étant une variable aléatoire réelle alors
[E(e™)] < E(je"]) = B(1) = P(Q2) = 1 = px(0)

Les autres propriétés sont immédiates, en utilisant les résultats connus sur la transformée de
FOURIER et celui sur la somme de variables aléatoires indépendantes (voir la propriété 32).

2.4.2 Fonctions caractéristiques et moments

,—[Proposition 36.} \
e Si E(X®) < +o0 pour s € N* alors
pR(0) = PE(X) (2.55)
e En particulier
E(X) = —ipk(0) et Var(X) = pi’(0) — p%(0) (2.56)

Preuve. La condition E(X®) < +o0 permet de dériver s fois la fonction caractéristique. Par exemple,
dans le cas continu, on a

px(t) = /Remf(:v) dx

o ,
D’ou pgf) (t) = / (emf(x)) dz = is/ 2™ f(x) da
R 05t R
En particulier p2(0) = is/ - f(z)de = i*E(X?)
R

La seconde relation découle des définitions.

Remarque 2.28. Si la fonction caractéristique est développable en série entiere, alors par la formule
de TAYLOR

px(t) = Y I B(X) (2.57)
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En particulier

px(t) =1+ itE(X) — t;E(XQ) +t%(t) avec e(t) — 0 (2.58)

t—0

Réciproquement, par injectivité de la transformée de FOURIER, deux variables aléatoires ayant
la méme fonction caractéristique, ont méme loi de probabilité: on retiendra donc que

la fonction caractéristique détermine la loi de la variable aléatoire X.

En pratique, pour montrer que deux variables aléatoires ont méme loi, on peut tenter de prouver
qu’elles ont méme fonction caractéristique. C’est ainsi que I’on démontera le théoreme central-limite.
De plus, il existe des formules permettant connaissant px de déterminer la loi de X. Elles ne seront
pas utilisées dans ce cours.

2.4.3 Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi Binomiale B(n;p) px(t) = (¢ + pe™)"
Loi de POI1sSON P(N) exp(A(e — 1))
o pe”
Loi géométrique G(p) —_—
1—qet
Loi wnif discret U e bca
oi uniforme discrete [a,0] mkgo e
eitb o eita
Loi uniforme continue Ujap) _—
’ it(b—a)
it\
Loi exponentielle EN) (1 — )\)
Loi normale N(p, o) exp (,uzt — —)

Justifions rapidement ces valeurs. Pour la loi binomiale
_n nknkztk (N ik ek
px(t)=>_ 1, |pq => 1, | )q" " = (g + pe™)"
o \F o \F

+00 )\]g —+o00 zt)\)
. —/\
Pour la loi de POISSON, Z € Z

— exp(A(ef - 1))
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+o00 ) foo eit
Pour la loi géométrique, px(t) = Z pg" ettt = pett Z(e”)k = pi
k=1 k=0 l—qge®
1 ) eitb _ eim
Pour la loi unif tinue, £) = / ity — & ¢
our la loi uniforme continue px(t) b ol € dr i —a)
+o0 Aei A
Pour la loi exponentielle, px(t) = )\/ e AT dg = i
0 —1

Terminons par la loi normale centrée réduite. Nous savons que la transformée de FOURIER d’une
fonction gaussienne est encore de type gaussien (voir (2.53) pour la définition). Plus précisement, on
prouve que la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite est

px(t) = exp (-;) (259

En utilisant les propositions 29 et 35, on obtient la fonction caractéristique d’une loi normale NV (u, o).
Remarque 2.29. En utilisant les fonctions caractéristiques, on retrouve les résultats suivants.

e La somme de deux lois binomiales B(n, p) et B(n', p) indépendantes est une loi binomiale B(n +
n',p).

e La somme de deux lois de PoissoN P(A) et P()\) indépendantes est une loi de POISSON
PA+N).

e La somme de deux lois normales indépendantes est encore une loi normale.

2.5 Convergences des suites de variables aléatoires

Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires, ¢’est une suite de fonctions de 2 dans R: le caractere aléa-
toire des résultats des expériences rend nécessaire l'introduction de nouvelles notions de convergence
et de limite, différentes de celle de 'analyse mathématique classique.

2.5.1 Différents type de convergence

La convergence en probabilité

,—[Déﬁnition 37 (Convergence en probabilité).} \
La suite (X,,),, converge en probabilité vers la variable aléatoire X si pour tout nombre réel
e>0,o0na

ngrfooP(]Xn —X|=2e)=0 (2.60)
On note X, '

Exemple 2.30. Par une application directe de I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYSHEV, on montre
que si E(X,) — a € R et Var(X,,) — 0 alors

X, = a (2.61)
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La convergence presque siire

Définissons d’abord 1’égalité presque stire de deux variables aléatoires :
X et Y sont égales presque sirement si P({w : X(w) # Y(w)}) =0

C’est I’égalité presque partout des fonctions mesurables. On définit alors la convergence presque-stire.

,—[Déﬁnition 38 (Convergence presque—sﬁre).} \

La suite (X,), converge presque stirement vers la variable aléatoire X si

P ({w - lim X,(w) # X(w)}) ) (2.62)
On note X, 2% X

La convergence en moyenne quadratique

,—[Déﬁnition 39 (La convergence en moyenne quadratique).} \
La suite (X,,),, converge en moyenne quadratique vers la variable aléatoire X si
lim E[X, —X[*=0 (2.63)
n—-+0o0o
1.2
On note X, — X
La convergence en loi
,—[Déﬁnition 40 (Convergence en loi).} \

La suite (X,), converge en loi vers la variable aléatoire X de fonction de répartition F, si,
en tout point de continuité de F, la suite (F,,),, des fonctions de répartition des X,, converge
vers F.

On note X, Lo x

Exemple 2.31. Pour les lois discretes, on montre que la convergence en loi vers une variable discrete
est équivalente a
VreR, PX,=12)>PX=x) (2.64)

Mais une variable discréte peut converger vers une loi continue... Et, pour les lois a densité, on
montre que la convergence en loi implique la convergence simple de la suite des fonctions de densité

VzeR, fo(z) = f(x) (2.65)

La convergence en loi est intimement liée a la convergence des fonctions caractéristiques comme
le précise le théoréme suivant qui nous sera tres utile pour prouver le théoréme central-limite.
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[Théoréme 41 (de LEVY).J

Soit (X,,), une suite de variable aléatoire réelle, alors les fonctions caractéristiques px,
convergent simplement vers px la fonction caractéristique de X si et seulement si (X,,),
converge en loi vers la variable aléatoire X.

2.5.2 Hiérarchie des différentes convergences

La figure suivante résume les implications des différents modes de convergence probabilistes.
convergence en loi est la plus faible, c’est la plus utilisée.

Convergence

en loi

Convergence
presque sire

Convergence
en

probabilité

Convergence [2

2.6 Applications: loi des grands nombres, théoreme central-limite

2.6.1 Lois des grands nombres

Il existe plusieurs théoremes appelés “lois des grands nombres”.

[Théoréme 42 (Loi faible des grands nombres).}

Si X admet un moment d’ordre 2, la variable aléatoire X,,, moyenne arithmétique de n
variables aléatoires indépendantes X, Xy, ---,X,, de méme loi que la variable aléatoire X
converge en probabilité vers son espérance mathématique E(X). Autrement dit

X, = ﬁZXn e E(X) (2.66)

=1
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Preuve. Calculons 'espérance mathématique et la variance de la moyenne arithmétique de X,,. On

a par linéarité de 'espérance sachant que les X; ayant méme loi, ils ont méme espérance E(X)

- 1 nE(X)
EX,) =) EX) = = E(X)
ni= n
- " Var(X
Par indépendance Var(X,,) = EZVar(X,) = a;;( )
i=1

Donc la variable aléatoire X,, vérifie E(X,,) - E(X) et Var(X,,) - 0, ce qui suffit & établir
le résultat d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYSHEV.

Considérons une expérience aléatoire, et un événement A de probabilité théorique p. Répéetons n
fois I'expérience et désignons par Xy, la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si A se réalise a la
k-ieme épreuve, 0 sinon. Xy suit la loi de BERNOULLI B(1,p). On a alors

S-X. et B -

Par la loi des grands nombres, on en déduit I’énoncé suivant

|
)

,—[Corollaire 43 (Théoreme de BERNOULLI)
la fréquence

Lorsque le nombre d’expériences aléatoires augmente indéfiniment
d’apparition F,,(A) d’'un événement A converge en probabilité vers sa probabilité théorique

|>¢e) — 0

p. Autrement dit
Ve>0, P(|F.(A)—p -

\.

Donnons maintenant une version plus précise de la loi des grands nombres mais sans preuve

[Théoréme 44 (Loi forte des grands nombres).}

)ien= une suite v.a.r indépendantes et de méme loi. Si de plus E(X%) < +o00, alors

Soit (X;

on a

On en déduit donc

Corollaire 45.}

Ce résultat prouve la pertinence du formalisme des variables aléatoires et de I'axiomatique de
KoLMOGOROV puisqu’elle fait le lien avec I'approche fréquentielle d’une probabilité d’un événement!

Application 2.32. La méthode de Monte-Carlo est une application directe de la loi des grands
nombres pour le calcul d’intégrales ayant un tres grand nombre de parametres.
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2.6.2 Autres types de théoremes

[Théoréme 46 (Convergence de la loi binomiale vers la loi de POISSON).J

Soit (X,,), une suite de variables aléatoires de lois binomiales B(n, p,,) telles que
+
P AeR (2.67)
Alors la suite (X,,),, converge en loi vers une variable de POISSON P()).

B(n,p,) =% PN (2.68)

Preuve. Soient k un entier naturel fixé et n un entier supérieur a k

P(X,=k) = (Z)p'“q”‘k

nn—1)---(n—k+1)
= X "Pq

P(X,=k) = 1~<1—1>...<1_k_1> (pn)*q"*

n n k!

Or lorsque n tend vers +oo,

1 k—1
1-(1—)---(1— >—>1 et (1—p)"F e
n n

D’ot P(X, = k) )\’“S
ou Xn=k) 7 X

En pratique 'approximation d’une loi binomiale par une loi de POISSON est “acceptable” si “n
est grand, p petit et np pas trop grand”, la loi de POISSON reste associée a des phénomenes rares.
Les valeurs limites qui permettent I’approximation different suivant les utilisateurs, les branches
professionnelles, etc. Fréquemment, elles sont :

n grand : n > 30 ; p petit : p < 0,1 ; et np pas trop grand : np < 10.

[Théoréme 47 (Convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale).}

Soit (Xy)n une suite de variables aléatoires hypergéométriques H(N, n,p). Alors la suite

de variables aléatoires (Xy)n converge en loi vers une variable binomiale B(n, p) lorsque N
tend vers +o00. Ce qui se note

H(N,n,p) Nﬂ B(n,p) (2.69)

——+o00

La démonstration se fait sans difficulté avec les probabilités ponctuelles. En pratique, I’'approximation
est “acceptable” des que ¢ < 10%, c’est a dire des que la population est 10 fois plus grande que
I’échantillon, ce qui arrive fréquemment (sondages, controle qualité, etc). Par exemple, un échantil-
lon de 2 000 individus conviendra aussi bien pour faire un sondage dans un population de 200 000
habitants, que dans un population de 2 millions d’habitants.
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[Théoréme 48 (De MOIVRE-LAPLACE).]

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires binomiales B(n, p), alors

Xn — NP Lo
_— =
npq n—-+o0o

N(0; 1) (2.70)

Preuve. On passe par les fonctions caractéristiques. Posons

B X, —np
npq

Yn

On sait que px, (t) = (pe + ¢)", donc

n

1-1

np-t Da
PY, = €Xp <Z \/p ) N peVIPL g | — et
npq

On reconnait la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite, ce qui termine la démon-
stration par le théoréme de LEVY.

Application en pratique. Lorsque n est assez grand, on peut approximer la loi binomiale B(n, p)
par la loi normale A (np;npq). On donne parfois comme condition np et ng > 5. Plus généralement
les conditions d’approximation sont

n « grand » : n > 30, p pas « trop petit » : p > 0,1 et np « assez grand » : np > 10.

Correction de continuité. Il convient cependant d’effectuer ce que 1'on appelle une correction de
continuité: la convergence de la loi binomiale vers la loi normale se traduit par le fait que les extrémités
supérieures des batons du diagramme de la loi binomiale B(n, p) sont voisines de la courbe de densité
de la loi N(np;npq). On obtient donc une valeur approchée de P(X = k) par la surface sous la
courbe de densité comprise entre les droites d’abscisse k — % et k+ 3. Si U suit une loi A’(0;1), on a

T — L —np x—i—l—np)
PX=z2)P| —2——— < U< —2—— 2.71
x=n)=P ("1 - (271)
On prendra garde aux inégalités strictes et aux j:%
P(X < ) P(U<x+§_”p> t P(X <) P<U<x_;_np> (2.72)
<)~ —= e T) =~ —_— :
/D /P

Exemple 2.33. Approximation de la loi binomiale B(50, 3) par la loi normale N(25; %) Le cal-

cul de P(24 > X > 26) par la loi binomiale exacte donne a peu pres 0,3282. A comparer avec
I’approximation par la loi normale

e sans correction de continuité 0,223,

e avec correction de continuité 0,328.
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[Théoréme 49 (Convergence en loi de la loi de POISSON vers la loi normale).}

Soit (X, ), une suite de variables aléatoires de PO1sSON P()\), quand A — +oo,

L% N(0;1) (2.73)

La démonstration passe par les fonctions caractéristiques. Pour 'application en pratique, A doit
étre assez grand, afin d’approximer la loi de PO1ssON P (), par la loi normale N'(\; \). L’approximation
est en général acceptée dés que A > 10, elle est tres satisfaisante pour A\ > 18. Il faut encore faire
une correction de continuité car on passe d’une loi discrete a une loi continue. L’approximation par
une loi de POISSON permet ainsi d’éviter le calcul pénible des coefficients binomiaux.

2.6.3 Somme de variables aléatoires et théoréme central-limite

Le théoreme suivant est connu sous le nom de “théoreme central-limite” parfois noté en abrégé TCL,
aussi appelé a tort théoreme de la limite centrée. Il établit la convergence en loi d’'une somme de
variables aléatoires indépendantes vers la loi normale. Ce théoréme d’une tres grande généralité a
un role capital en statistique.

[Théoréme 50 (Théoreme central—limite).}

Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espérance u et
d’écart-type o. Alors

Xi+Xg+- -+ Xy =Nl Lo
=

T 5 N(0;1) (2.74)

Autrement dit, la variable aléatoire X,, = %(Xl +Xo+- - -+X,) suit approximativement la loi normale
N (1 57)- . 1
Preuve. Posons pour tout entier k, Y, = — u, de sorte que E(Y;) = 0 et Var(Yy) = —

n

a\/n

Considérons de plus Z, une variable centrée réduite

n n X, —
Z, =Y, =Y 22" H o BZ,)=0 et Var(z,)=1
k=1 k=1 VT
Il faut montrer que Z, tend en loi vers la loi normale. Les variables X, Xy, -+ ayant méme loi,

elles ont méme fonction caractéristique px. D’apres la proposition 35

pv, (1) = exp (‘itg%)-px (;ﬁ)

Comme X admet un moment d’ordre 2, on obtient un développement limité & ’ordre 2 en 0 (voir
(2.58)) lorsque n — +o0 :

Px (U\t/ﬁ> = 14 (;ﬁ) E(X) - ; ((7%)2 E(X?) +o0 (i)
B t2(02+u2)+0<1>
o\v/n 2no?2 n

= 1+t
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En effectuant un développement limité de exp (—z’t K ), on a

ov/n

L poo 1
—it =1t -
P < ! aﬁ) oy/n  2no? To (n

On en déduit celui de py,

o t2(a? + p?) 1 o 212 1
) = [1+it——— I QA =
Py (1) ( o o\/n 2no? o n " oyn 2n02+0 n

L £2,2 t2’u2_t2<0.2_'_lu2) 0<1>
2no?  no? 2no? n
t? 1
pye(t) = 1= +o (n)

La fonction caractéristique de Z,, est, comme les variables Y, sont indépendantes, donnée par

oy (¢ prk = (pv. ()" = (1—;2“@)”

Afin d’appliquer le théoréme de LEVY, il faut étudier la différence

R

On va utiliser le lemme suivant

~ Lemme 51. N

Sizy, - 2p, Y1, ,Yp sont des complexes de modules inférieur ou égal a 1, on a

- H Yi
i=1

<D lz —wil (2.76)
=1

\.

La preuve se fait par récurrence, en écrivant que

n n n—1
(Hzl_Hyl>:<HZl Hyz>xzn+Hyz Zn n
i=1 i=1 i=1

[T v

=1

|Zn|+ X|Zn_ |

<1

=

n—1
< T 2 — H Yi
i=1

n n
H Zi H Yi
i=1 i=1

Appliquons ce lemme a la relation (2.75)

et zen () < oz )) - (ol5)
S
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Car pour tout réel x inférieur a 1,
lexp(z) — 1 — 2| < C**2? (2.77)

On démontre ainsi que py, converge simplement vers la fonction caractéristique de la loi normale
centrée réduite. Ce qui conclut la preuve par le théoréme de LEVY.

Remarque 2.34. On remarque si les variables aléatoires sont des variables de BERNOULLI, on
retrouve le cas particulier du théoreme de MOIVRE-LAPLACE et la convergence de la loi binomiale
vers la loi normale.

Application 2.35. Lorsque n est assez grand, on peut approximer la loi de la somme X;+Xo+- - -+X,,
par la loi normale NV (nu;no). L’approximation est en général acceptée pour n > 30.

Exemple 2.36. 120 personnes s’adressent a un méme guichet de Sécurité Sociale pour se faire
rembourser des frais de maladie. Soit Xj la somme versée a la k-ieme personne. On sait, d’apres
des études statistiques, que I'espérance mathématique de Xj est mx, = 50 euros avec un écart-type

ox, = 30 euros. Le guichet dispose au total de 6500 euros, calculons la probabilité pour que cette
120

somme d’argent suffise a rembourser les 120 personnes. Posons X = ZXk et supposons les Xy
k=1
indépendantes, on a

E(X) =120 x 50 = 6000;  Var(X) = 120 x (30)2 = 10800; et ox ~ 329

Sans aucune autre information sur la loi des Xy, le nombre de termes étant grand, le théoreme
central-limite s’applique et la loi de X est voisine de la loi normale. La probabilité cherchée est alors
donnée par

6500 — 6000

329

On peut démontrer un théoréme plus général dii a LINDEBERG.

P(X<6500):P<U< )20,935

[Théoréme 52 (de LINDELBERG).J

Soit (X;,) une suite de variables aléatoires indépendantes d’espérance p,, et d’écart-type o,,.

n
Soit s,% = Z o;2. Si pour tout € > 0
i=1

. 1 &
nl_lf_{loo g ;E ((Xz - ,Ui)Z ) 1{|er|>ssn}) =0 (2'78>
alors on a .
pa (Xi — ) -
=l Lo Af(0:1) (2.79)
Sn n—-+00

La condition de LINDEBERG (2.78) exprime que les variables sont “uniformément proches de
I'espérance” avec une grande probabilité. Le théoreme dit qu’a force d’ajouter de telles variables, on
finit par obtenir une loi normale.

Exemple 2.37. L’existence des moments E(X) et Var(X), espérance et variance de X, sont indis-
pensables pour ces théoremes. La loi de CAUCHY de densité
1

Vte R, f(t):m
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n’admet aucun moment et on peut prouver que X,, suit la loi de CAUCHY pour tout n et non une loi
normale approximativement.

Application 2.38. La mesure d’une grandeur physique (pression, température..) est soumise a un
tres grand nombre d’erreurs accidentelles provenant de causes diverses et variées. On peut faire
I’hypothese raisonnable que l'erreur totale est la somme d’un tres grand nombre de petites erreurs
élémentaires et indépendantes. Cette erreur se représente donc comme une variable aléatoire, somme
de variables aléatoires indépendantes, dont la loi suit approximativement une loi normale d’apres les
deux derniers théoremes. Ce que 'on vérifie expérimentalement...



Chapitre 3

Couples de variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (2, &, P).
A chaque événement w de €, on associe le couple (X(w),Y(w)) € R% On a défini ainsi un couple

(X,Y) de variables aléatoires réelles, aussi appelé vecteur aléatoire.

3.1 Lois conjointes et lois marginales

3.1.1 Fonction de répartition conjointe et marginales

,—[Déﬁnition 53 (Fonction de répartition conjointe).}

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabil-
isé (2,€,P). On appelle fonction de répartition conjointe de X et Y, ou fonction
de répartition du couple (X,Y), la fonction Fx y de deux variables définie par

Fxy(z,y) =P(X<z et Y<y) (3.1)

La fonction Fx y possede les propriétés suivantes

ijy(ZE, —OO) = Fx7y(y, —OO) =0 et FX,Y<+OO, +OO) =1

En faisant tendre x ou y indépendamment vers 'infini:

(3.2)

,—[Déﬁnition 54 (Fonctions de répartition marginales).}

On définit les fonctions de répartition marginales de X et Y, notées Fx et Fy:

Fx(z) = lim Fxy(z,y) =P(X<z) et Fy(y) = xgglw Fxvy(z,y) =P(Y <y) (3.3)

Y—r+00

Connaissant Fxy , on peut déterminer Fx et Fy par les formules ci dessus. La réciproque est
fausse, il faut avoir des informations sur le conditionnement des deux variables. De plus, si les deux

variables aléatoires sont indépendantes alors :
PX<zetY<y =PX<2)-P(Y<y)

Cela donne la propriété
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,—[Proposition 55.} \

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout couple de
réels (z,y)
Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) (3.4)

. J

L’objet de ce chapitre est d’étudier le cas des variables “liées”. Tout d’abord, il faut définir des
notions de probabilité ponctuelle d’un couple dans le cas discret, ou de fonction de densité d'un
couple dans le cas continu. Il est possible de considérer un couple composé d’une variable aléatoire
discrete et d’'une variable aléatoire continue, mais ce n’est pas étudié dans le cadre de ce cours.

Lois conjointes et lois marginales. Cas discret

 Définition 56 (Loi conjointe). | .

Si X et Y prennent des valeurs z; et y; en nombre fini ou dénombrable, la loi conjointe du
couple (X,Y), notée Px vy, est entierement définie par ’ensemble des nombres

Pxﬂy(ffi, y]) = P(X = T; et Y = y]) (35)

On note p; ; = P(X =z; et Y = y;).

\ J

On a bien sfiir

2%

Dans le cas fini, cette loi de probabilité conjointe peut se mettre sous la forme d’un tableau. Par
exemple

Y X T = 0 To = 1 T3 = 2
n=1 ] 01 0.2 0.2
yQ = 2 0,1 0’3 071
,—[Déﬁnition 57 (Lois marginales).} N

On appelle lois marginales les lois de probabilité de X et de Y prises séparément.
e Loi marginale de X : P(X = ;) = X, p; ; := pi,
e Loi marginale de Y : P(Y =y;) = > Dij = Dj-

\ J

Dans I'exemple ci-dessus, on les trouve dans les “marges” du tableau :

21=0|29=11] 23 =2 | Total

=1 0,1 0,2 0,2 0,5 Loi

Yo = 2 0,1 0,3 0,1 0,5 de

Total 0,2 0,5 0,3 1 X
Loi marginale de Y
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Cas particulier des variables aléatoires indépendantes.

,—[Proposition 58.}

Deux variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes si et seulement si

pour tout couple (4, j), on a p;; = p; - p;.

.

J

Dans I'exemple précédent, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes avec les mémes

lois marginales, la loi conjointe du couple est

% X Ty = 0 To = 1 T3 = 2 | Total
=11 01 | 025 | 0,156 | 05
yp=2 | 01 | 025 | 015 | 05

Total 0,2 0,5 0,3 1

Sur cet exemple, on voit bien que les lois marginales ne suffisent pas a déterminer la loi du couple.

Lois conjointes et lois marginales. Cas continu

Reprenons la fonction de répartition conjointe Fx y.

,—[Déﬁnition 59 (densité de probabilité d'un Couple).}

Soit un couple de v.a. (X,Y) de fonction de répartition conjointe Fx y. Lorsque Fx y est
une fonction de classe C?, on définit la densité du couple (X,Y), notée fxy, par

= : 3.7
Ixy 2y (3.7)
de sorte que
x oy
Fxy(@y) = [ [ fxv(uv)dudo (3.8)

\

On a bien siir /2 fxy(u,v)dudv = 1.
R

,—[Proposition 60.}

On a alors, pour les fonctions de répartition marginales

Fx(x) :/_;/foy(u,v) dvdu et Fy(y) :/_yoo/RfX’Y(u’U) dv du (3.9)

.

J

La probabilité d'un événement se calcule alors par une intégrale (double). Soit A un événement,

et soit D la partie de R? correspondante ; c’est-a-dire A = {(u,v) € D}. On a

P(A) = //D fxy (3.10)

On définit les fonctions de densité marginales.
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,—[Déﬁnition 61 (Densités marginales).w

J A

Soit un couple de variables aléatoires (X,Y) de fonction de répartition conjointe Fx y de
classe C%. Les fonctions fx et fy définies par

fule) = [ Frx(etydt et fr(®)= [ frv(ty)de (3.11)

sont les densités marginales de probabilité de X et Y respectivement.

Cas particulier des variables aléatoires indépendantes.

\.

,—[Proposition 62.} \

Deux variables aléatoires continues X et Y sont indépendantes si et seulement si pour
presque tout couple (u,v) de réels, on a :

fxx(u,0) = fx(u) - fy(v) (3.12)

J

Exemple 3.1. L’aiguille de Buffon. Les lames d’un parquet sont disposées parallelement et ont
toutes une largeur égale a £. On laisse tomber sur ce parquet une fine aiguille de longueur a < /¢
de facon aléatoire. On se propose de calculer la probabilité p pour que, apres sa chute, 'aiguille
coupe la ligne de séparation entre deux lames du parquet. Soit X la variable aléatoire représentant
la distance du milieu de l'aiguille a la plus proche ligne de séparation des lames du parquet et © la
variable aléatoire représentant I’angle aigu que fait la direction de I'aiguille et la ligne de séparation.
Nous noterons x et 6 les valeurs prises par X et ©. On peut vérifier que x peut prendre toutes les
valeurs comprises entre 0 et £/2 et que © peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et 7/2.

On émet 'hypothese que ce sont deux variables aléatoires indépendantes, chacune de loi uniforme.
X suit la loi continue uniforme de l'intervalle [0, ¢/2] et © suit la loi continue uniforme de U'intervalle
[0,7/2]. Autrement dit, les densités marginales de probabilités de X et © valent respectivement

Vae[0,6/2], fx(x):ﬁ et Vel0,m/2, f@(e):i (3.13)
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et 0 sinon. Comme les variables aléatoires X et © sont indépendantes, la densité de probabilité jointe
est donnée par

2 2
l

Sur la figure, on remarque que l'aiguille touche effectivement la ligne de séparation des lames de
parquet lorsque x > §sinf. La probabilité de cet événement est donc

4 Z r%sind 2
p:—/Q/Q ldrdg = & (3.15)
-LJo Jo 14

s -

V(2,0) €[0,6/2] x [0,7/2],  fxelx,0) = (3.14)

Avec la loi des grands nombres, on peut faire une approximation de I’expression ci-dessus avec la
fréquence expérimentale des chutes apres lesquelles I'aiguille coupe le ligne de séparation des lames
du parquet, on obtient des valeurs approximatives de 7. La convergence est trés mauvaise.

3.1.2 Covariance et coeflicient de correlation

Les définitions introduites, dans le chapitre précédent, sur les moments d’une variable aléatoire
peuvent étre étendues a deux variables aléatoires X et Y (et plus) définies sur un méme espace
probabilisé (€2, E,P). Dans la pratique, on utilise seulement les moments du premier ordre et les
moments centrés du second ordre.

Espérances
Les moments d’ordre un sont les espérances mathématiques des variables aléatoires X et Y, soit E(X)
et E(Y).
Variances, covariances et coefficient de corrélation
Les moments centrés d’ordre deux sont:
2

e les variances des variables aléatoires X et Y, soit Var(X) = 0% et Var(Y) = o2.

e le moment centré mixte d’ordre deux. Il joue un rdle particuliecrement important: c’est la
covariance des variables aléatoires X et Y.

,—[Déﬁnition 63 (Covariance). } N

Pour un couple de variables aléatoires réelles, on définit la covariance du couple par

cov(X,Y) = E((X - E(X)) - (Y — E(Y)) (3.16)

\. J

C’est “la moyenne du produit des écarts aux moyennes”. On peut calculer la covariance par 1'une
des formules suivantes :

e si c’est un couple de variables discretes

cov(X,Y) = _pij (2 — B(X)) - (4 — E(Y)) (3.17)

e si c’est un couple de variables continues

cov(X,Y) = /R? fxy(u,v) (u—E(X)) - (v—E(Y)) dudv (3.18)
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Remarque 3.2. On note aussi oxy la covariance de X et Y. Notons aussi que
cov(X, X) = Var(X)

Pour toutes variables aléatoires X et Y, on a les propriétés :

,—[Proposition 64.} \

o cov(X,Y) = E(XY) - E(X) - E(Y),
e Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) £+ 2cov(X,Y),
e cov(X,Y)=0si X et Y sont indépendants,

e |cov(X,Y)| < ox X oy. Clest I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Preuve. La premiere propriété se démontre de la maniere suivante en utilisant la linéarité de
I’espérance

cov(X,Y) = E((X-EX))-(Y-E(Y)))

E (XY - E(X)Y — E(Y)X + E(X) - E(Y))

= E(XY)-E(X)-E(Y) - E(Y) - E(X) + E(X) - E(Y)
cov(X,Y) = E(XY)-E(X)-E(Y)

La deuxieme propriété de la covariance résulte des définitions de la variance et de la covariance.
Pour la troisieme, il suffit de prouver qu si X et Y sont indépendantes, alors

E(XY) = E(X) - E(Y)
Ce fait résulte des propositions 58 et 62 respectivement dans le cas discret et continu. En effet,

E(XY) = Zpijxiyj = Zpi'pjl'iyj
= (sz%)(zpﬂlﬂ) = EX)-E(Y)

Le cas continu est similaire, le regroupement étant licite par le théoreme de FUBINI. La quatrieme
propriété provient du fait qu’on travaille, en réalité, avec un produit scalaire dans un espace vec-
toriel. La covariance définit un produit scalaire sur I’espace vectoriel réel des variables aléatoires
centrées d’ordre 2 (c’est-a-dire admettant une variance).

Remarque 3.3. La premiere égalité donne un deuxieme moyen de calculer la covariance. Il faut
calculer E(XY). Ce qui se fait avec I'une des deux formules

e si c’est un couple de variables discretes

XY) = pijriy (3.19)
1,J

e si c’est un couple de variables continues

E(XY) = /R2 wo fx y (u, v) dudv (3.20)
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Puisque la covariance est nulle si les variables sont indépendantes. La covariance est un indicateur
du fait que les variables sont liées ou non.

,—[Déﬁnition 65 (Coefficient de Corrélation).} .

Pour caractériser seulement la liaison des variables X et Y on utilise le coefficient de
corrélation défini par

cov(X,Y)

pxy = ——"> (3.21)
ox 0y

C’est un nombre sans dimension, compris entre -1 et 1. C’est le “cosinus” de I’angle obtenu par
les deux vecteurs formés par les variables aléatoires centrées X — E(X) et Y — E(Y) pour le produit
scalaire défini ci-dessus. En utilisant les résultats connus des espaces préhilbertiens réels, on sait que,
si pxy = £1, les “vecteurs” sont liés, I'un est multiple de I'autre. Il existe un lien linéaire entre les
variables centrées X — E(X) et Y —E(Y), donc un lien affine entre les variables X et Y : Y = aX +b.
Si pxy = 0, les vecteurs sont orthogonaux. On dit que les variables sont décorrélées. On a donc la
propriété suivante.

,—[Proposition 66.} \

Si deux variables X et Y indépendantes, alors elles sont décorrélées
pxy =0

mais attention, la réciproque est fausse.

Preuve. On sait que deux variables indépendantes vérifient
EXxY)=EX)xE(Y) = pxy=0

Donnons un contre-exemple a une éventuelle réciproque. Considérons un systeme formé par deux
variables aléatoires continues X et Y avec X ~ N(0;1) et Y = X2. On a bien

oxy =EXY)-EX)-E(Y)=0 = pxy=0

Les variables aléatoires sont décorrélées bien qu’elles soient dépendantes.

Cas d’un vecteur gaussien

On dit qu’un couple ou vecteur (X,Y) est gaussien si pour tout couple (a, 8) € R*\ (0,0), aX + 8Y
suit une loi normale .

On démontre que pour un vecteur gaussien la réciproque de la propriété précédente est vraie.
C’est-a-dire

Proposition 67.}

Si (X,Y) est un vecteur gaussien tel que pxy = 0, alors X et Y sont indépendantes.
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3.2 Lois conditionnelles

Dans ce paragraphe, pour alléger les notations, les fonctions fx y et Fx v seront notées f et F, siiln’y
a pas d’ambiguité. Si deux variables X et Y sont dépendantes, on peut considérer que la probabilité
pour que “Y < y” est conditionnée par le fait que x se trouve dans l'intervalle |a, b]. Ceci s’exprime
au moyen de la formule des probabilités conditionnelles

Pla<X<b, Y <y)
Pla < X <))

P(Y<yla<X<b) =

by dud
d’ou P(Y<yla<X<b) = fabffoof(“’” v
[ Jg flu,v) dudo

Si l'on fait tendre a et b vers z, on obtient alors (quand la limite existe)
. Y f(x,t)de 1 y
Flylz)= lim P(Y <yla<X<bh) =—"2 = /
(y[ o) = lim P(Y <y]| ) @ d T

F(y | z) définit la fonction de répartition conditionnelle de la variable aléatoire y pour X = z.
Si cette fonction admet une dérivée par rapport a vy,

fla,t)dt  (3.22)

ol r) = T

f(y| x) définit la densité de probabilité conditionnelle de la variable aléatoire Y pour X = z.
Les densités de probabilité conditionnelles ont la méme propriété que les densités de probabilité
unidimensionnelles, a savoir

(3.23)

| fle)dy =1 (3.24)
En dérivant F(y | x) par rapport a y, la formule (3.23) donne
Flo) =250 s ) = ) 101 ) (329
On obtient alors
o) = [ f@y)de = [ o) fy] o) da (3.26)

Cette formule permet d’exprimer la densité de probabilité marginale de Y en fonction de la densité
de probabilité marginale de X et de la densité de probabilité conditionnelle de Y lorsque X est donné.
On définit de méme la répartition conditionnelle de la variable aléatoire X pour une valeur donnée
de Y. Ainsi la densité de probabilité conditionnelle de X pour Y = y est donnée par

f(x,y)
fY(y)

Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a f(z,y) = fx(z) - fy(y) . Comme le
montrent les formules (3.25) et (3.27), la densité de probabilité conditionnelle coincide avec la densité
de probabilité marginale de la variable aléatoire.

En utilisant (3.25), (3.26) et (3.27), on peut aisément établir une relation entre les densités de
probabilité marginale et conditionnelle des variables aléatoires

flzly) = (3.27)

T@) = oy o) e (3.28)




Annexe A

A.1 Rappels sur le dénombrements

Nombre de permutations d’un ensemble a n éléments: n!

Nombre de p-uplets d’un ensemble a n éléments: n?

Nombre de p-arrangements d’un ensemble a n éléments: AP := ( I
n—p)!

Nombre de parties d’'un ensemble a n éléments: 2"

n!

kl(n —k)!

n
Nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n éléments: ( k‘) =

Rappelons la formule du bindme de Newton: (a +b)" =) (n) akpr

Et la formule de Stirling: n! ~ v27mn (n)
e
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A.2 Lois discretes classiques

Nom Notation Q Loi Espérance Variance
Binomiale B(n;p) [0,n] (H)pFqF np npq
Bernoulli B(1;p) {0;1} { EE§ _ (1); _ ; P Pq

Poisson P(N) [0, n] e /I\TI,C A A
Géométrique G(p) N* pght p! q-p?
(V) - (o) N-n
Hypergéométrique H(N,n,p) [0,N] T)" np nPANT
1 n+1 n?—1
Uniforme U1 ,n] [1,n] - 5 5
Pascal P(r,p) [r, +oo] (f:})pqu”’ ropt rq-p2
Binomiale négative J(r,p) N (k+]:_1)pqu ropt rq-p 2
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A.3 Lois continues classiques

Nom et Notation Q

Densité Espérance Variance
) 1 a+b (a—b)?
Uniforme Ula,b) [a, b] b —q @Y () 9 192
Exponentielle £()\) R* e /\ler (x) AL A2
1 x — p)?
Normale N (p, o) R T P <(202M)) w o?
o ey
Log-Normale LN (p, o R* 20 1o (z ehto’/2 e’ — 1)e2uto’
5 o) R ne (€= 1)
Gamma I'(«, ) R* xo L b 6_511R+ (x) af™! af?
’ " I'(a)
a
Cauchy C(a) R T2 (a® 7 29 X X
a+1 aa aa2
afa
Pareto [a, +o00] o <x> 1ja,400[(T) a—1 (@ =1)*a—2)
sia>1 sia>2
x? T T
Rayleigh R+ zexp | — - 2— —
2 2
1/2)k/2
X2 R+ ( / ) %—1 —x/2 k 2k,
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A.4 Tables de probabilité et statistiques

A.4.1 La loi de POIsSsON

‘Probabilité et fonction de répartition de la loi de PoissoN 73(/\).‘

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi P(a). On pose

Pa(k) =P(X=k) et Fo(k)=P(X<k)

a=1 a= a=3 a=4 a=25

k|l pa(k) | Fa(k) || pa(k) | Falk) || pa(k) | Fa(k) || pa(k) | Fa(k) pa(k) | Fa(k)

0 |[ 0,36788 | 0,36788 || 0,13534 | 0,13534 || 0,04979 | 0,04979 || 0,01832 | 0,01832 || 0, 00674 | 0,00674
1 || 0,36788 | 0,73576 || 0,27067 | 0,40601 || 0,14936 | 0,19915 || 0,07326 | 0,09158 || 0,03369 | 0,04043
2 0,18394 | 0,91970 || 0,27067 | 0,67668 || 0,22404 | 0,42319 || 0,14653 | 0,23810 || 0,08422 | 0,12465
3 0,06131 | 0,98101 || 0,18045 | 0,85712 || 0,22404 | 0,64723 || 0,19537 | 0,43347 || 0,14037 | 0,26503
4 1] 0,01533 | 0,99634 || 0,09022 | 0,94735 || 0,16803 | 0,81526 || 0,19537 | 0,62884 || 0,17547 | 0,44049
5 || 0,00307 | 0,09941 || 0,03609 | 0,98344 || 0,10082 | 0,91608 || 0,15629 | 0,78513 || 0,17547 | 0,61596
6 0,00051 | 0,99992 || 0,01203 | 0,99547 || 0,05041 | 0,96679 || 0,10420 | 0,88933 0,14622 | 0,76218
7 0,00007 | 0,99999 || 0,00344 | 0,99890 || 0,02160 | 0,98810 || 0,05954 | 0,94887 || 0,10444 | 0,86663
8 0,00001 | 1,00000 || 0,00086 | 0,99976 || 0,00810 | 0,99620 || 0,02977 | 0,97864 || 0,06528 | 0,93191
9 0,00019 | 0,99995 || 0,00270 | 0,99890 || 0,01323 | 0,99187 || 0,03627 | 0,96817
10 0,00004 | 0,99999 || 0,00081 | 0,99971 || 0,00529 | 0,99716 || 0,01813 | 0,98630
11 0,00001 | 1,00000 || 0,00022 | 0,99993 || 0,00192 | 0,99908 || 0,00824 | 0,99455
12 0,00006 | 0,99998 || 0,00064 | 0,99973 0,00343 | 0,99798
13 0,00002 | 1,00000 || 0,00020 | 0,99992 0,0132 0,99930
14 0,00006 | 0,99998 0,00047 | 0,99977
15 0,00002 | 1,00000 || 0,00016 | 0,99993
16 0,00005 | 0,99998
17 0,00001 | 0,99999
18 0,00001 | 1,00000




A.4. TABLES DE PROBABILITE ET STATISTIQUES

A.4.2 La loi normale

‘Fonction de répartition de la Loi Normale Centrée Réduite N (0; 1). ‘

H(t):P(th)=\/127T/_t =T dr et I(—t) =1 - 1I(2).

t 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389

1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 1 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767

2.0 | 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 1 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 | 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 1 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 1 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 1 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 1 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 1 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986

3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 109990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 1 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 | 09997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 1 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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Quantiles de la loi normale centrée réduite N (0; 1)‘

o 0,00 | 001 | 002 | 003 | 004 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,0
0,5 | 0,0000 | 0,0251 | 0,0502 | 0,0753 | 0,1004 | 0,1257 | 0,1510 | 0,1764 | 0,2019 | 0,2275
0,6 |0,2533|0,2793 | 0,3055 | 0,3319 | 0,3585 | 0,3853 | 0,4125 | 0,4399 | 0,4677 | 0,4959
0,7 |0,5244 | 0,5534 | 0,5828 | 0,6128 | 0,6433 | 0,6745 | 0,7063 | 0,7388 | 0,7722 | 0,8064
0,8 |0,8416 | 0,8779 | 0,9154 | 0,9542 | 0,9945 | 1,0364 | 1,0803 | 1,1264 | 1,1750 | 1,2265
0,9 |1,2816|1,3408 | 1,4051 | 1,4758 | 1,5548 | 1,6449 | 1,7507 | 1,8808 | 2,0537 | 2,3263
o« | 0990 | 0,991 | 0,992 | 0,993 | 0,994 | 0,995 | 0,996 | 0,997 | 0,998 | 0,999
d-1(a) | 2,3263 | 2,3656 | 2,089 | 2,4573 | 2,5121 | 2,5758 | 2,6521 | 2,7478 | 2,8782 | 3,0902
o | 0,9990 | 0,9991 | 0,0992 | 0,0993 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9997 | 0,9998 | 0,9999
d~1(a) | 3,0002 | 3,1214 | 3,1559 | 3,1947 | 3,2389 | 3,2905 | 3,3528 | 3,4316 | 3,5401 | 3,7190
o | 0,00 [ 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 0,00
0,0 oo |25758 |2,3263 | 2,1701 | 2,0537 | 1,9600 | 1,8808 | 1,8119 | 1,7507 | 1,6954
0,1 | 1,6449 | 1,5082 | 1,5548 | 1,5141 | 1,4758 | 1,4395 | 1,4051 | 1,3722 | 1,3408 | 1,3106
0,2 | 1,2816 | 1,2536 | 1,2265 | 1,2004 | 1,1750 | 1,1503 | 1,1264 | 1,1031 | 1,0803 | 1,0581
0,3 | 1,0364 | 1,0152 | 0,9945 | 0,9741 | 0,9542 | 0,9346 | 0,9154 | 0,8965 | 0,8779 | 0,8596
0,4 | 0,8416 | 0,8239 | 0,8064 | 0,7892 | 0,7722 | 0,7554 | 0,7388 | 0,7225 | 0,7063 | 0,6903
0,5 | 0,6745 | 0,6588 | 0,6433 | 0,6280 | 0,6128 | 0,5978 | 0,5828 | 0,5681 | 0,5534 | 0,5388
0,6 | 0,5244 | 0,5101 | 0,4959 | 0,4817 | 0,4677 | 0,4538 | 0,4399 | 0,4261 | 0,4125 | 0,3989
0,7 | 0,3853 | 0,3719 | 0,3585 | 0,3451 | 0,3319 | 0,3186 | 0,3055 | 0,2924 | 0,2793 | 0,2663
0,8 | 0,2533 | 0,2404 | 0,2275 | 0,2147 | 0,2019 | 0,1891 | 0,1764 | 0,1637 | 0,1510 | 0,1383
0,9 | 0,1257 | 0,1130 | 0,1004 | 0,0878 | 0,0753 | 0,0627 | 0,0502 | 0,0376 | 0,0251 | 0,0125

a 103 10~4 105 106 107 10-8 1072
Zap | 3,2905 | 3,8906 | 44172 | 4,8016 | 53267 | 57307 | 6,1094




Annexe B

Compléments en probabilité

Cette partie donne quelques définitions et exemples d’outils importants en probabilité.

B.1 Lemme de BOREL-CANTELLI

Soit (A )nen une suite d’événements, on pose limsup A,, = m ( U Ap).
neN n>0 k>n

[Théoréme 68 (De Borel—Cantelli).}

e Si > P(A,) < 400 alors P(limsup A,) = 0.
neN neN

e Si les événements sont indépendants alors > P(A,) < 4+oco implique
neN

P(limsupA,) =1
neN

Exemple B.1. Le singe dactylographe. Supposons qu’un singe, placé devant une machine a écrire, tape au hasard
sur toutes touches. Supposons que ce singe appuie sur chaque touche avec une fréquence égale. Alors, t6t ou tard, il
tapera n’importe quel texte choisi a 'avance.

“ Parce que le hasard, il a bon dos. Prenons un des singes, ld. Objectivement, quelles sont ses chances de sortir
un livre de 200 pages au hasard ? Mettons que ¢a fasse une combinaison de 400 000 signes. 100 caractéres sur un
clavier, en général. Donc ¢a fera 100 puissance 400 000 possibilités. Un “ 17 avec 800 000 zéros derriére. En gros, si
un milliard d’ordinateurs essayaient chacun un milliard de combinaisons par seconde depuis le big bang, ils auraient
a peine eu le temps de faire suffsamment d’essais pour tomber sur le titre. Tous ces efforts pour 200 pages. Le livre a
intérét a étre bon. La haine si tu tombes sur du DAN BROWN.” Boulet, Notes.

B.2 Fonctions génératrices

,—[Déﬁnition 69 (Fonction génératrice).} \

La fonction génératrice Gx d’une variable aléatoire réelle discrete X est donnée par

+oo
Gx(t) =E (%) => t* pi
k=0

Gx est bien définie pour tout t € [—1;1] et elle caractérise la loi de X. Si X et Y sont indépendantes alors

Gxty = Gx Gy
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B.3 Espérances conditionnelles et martingales

On se place dans le cas général d’un espace de probabilité (Q,E,P). Soit F C £ une sous-tribu, ainsi qu’une variable
aléatoire intégrable X. Alors il existe une variable aléatoire Z, F-mesurable et LEBESGUE-intégrable, telle que, pour
toute variable aléatoire U bornée et F-mesurable,

E(XU) = E(zU)
On note alors Z = E(X|F). De plus, si Y est une seconde v.a engendrant la tribu ¢(Y), on note

EX]Y) = E(X|o(Y))

,—[Déﬁnition 70 (Martingale) } |

Soit (£2,&,P) un espace probabilisé. Considérons (X,,), une suite de v.a.r et (£,), une suite croissante de
tribus inclus dans £ (on parle de filtration). On dit que (X,,), est une martingale si

e E(X,) < +o0 et X, est &,-mesurable pour tout n .
e On a pour tout n, E(X,,11|&,) = X,.

B.4 Chailnes de MARKOV

Une chaine de MARKOV est une suite Xg, Xy, ... de variables aléatoires & valeurs dans un ensemble E (dit ensemble
des états) ot I'avenir ne dépend que du présent. Autrement dit, pour tous états xg, ..., n4+1 € E,

P(Xn+1 = xn+1|Xn = x'ran—l = Tn-1, ~-~7XO = .1'0) = P(Xn+l = mn+l|Xn = l‘n)

On rajoute souvent I’hypotheése supplémentaire que la chaine est indépendante du temps, c’est-a-dire que les proba-
bilités conditionnelles ne dépendent pas de n,

P(Xnq1 =jIXa =1) =pi;
On parle de chaines de MARKOV homogenes. La matrice P = (p;;); ; s’appelle la matrice de transition.

Exemple B.2. e Un canal de transmission transmet des bits avec erreur selon le modele suivant: il transmet
fidelement un bit avec probabilité p et de fagon erronée avec probabilité 1 — p avec p € [0,1]. On considére n
canaux en série, et que chaque canal fonctionne indépendamment des autres. On note Xy le bit recu en sortie
du k-ieme canal et Xy le bit a 'entrée du premier canal. On désire calculer la probabilité qu’au bout des n
canaux, le signal reste inchangé. Cette situation se modélise par une chaine de MARKOV a 2 états:

P(Xk+1 = 1|Xk =0)=1—p et P(Xk+1 = 1|Xk = 1) =p

et P= ( p 1= p) € M3(R). Il est commode de modéliser cela par un graphe

I-p p
1-p
@ @
1-p

Le calcul des puissances de la matrice P donne la probabilité qu’un bit soit fidelement transmis au bout de n
canaux
1+2p—1)"

2 n—+o00

P(X, = Xo)

A la limite, on ne transmet rien...

e [’algorithme PageRank utilisé par GOOGLE donnant un indice de popularité d’'une page Web.
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e [’exemple proposé par d’Andrei Andreevich MARKOV, en 1913. On consideére une suite de 20 000 caracteres pris
dans Fugéne Onegin d’Alexandre POUCHKINE, et on regarde la succession entre les voyelles et les consonnes.
En russe, ce dernier avait obtenu la matrice de transition suivante

p_ 12,8 87,2
- \66,3 33,7
Par exemple, la probabilité qu’une voyelle soit suivie d’une consonne est de 87,2%.

B.5 Un exemple d’inégalité de concentration

(Théoréme 71 (Inégalité de HORFFDING - 1963). |

Soit (X;,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans [a, b], alors pour tout € > 0
n

avec X, = Z X,
i=1

P (X, > EX,)+¢) <exp <—2(b"_€z)2> (B.1)

B.6 Entropie (de SHANNON)

,—[Déﬁnition 72 (Entropie) } N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes finies. On définit
n
e l'entropie de X par H(X) = — Zpi log, pi.
i=1

e l'entropie conjointe des variables X et Y

HX,Y) ==Y P(X=2;,Y =y;)log, P(X =;,Y =)
,J

L’entropie dépend que de la loi de X. On vérifie que si X, et X4 suivent respectivement une loi certaine et une loi
équiprobable alors 0 = H(X,) < H(X) < H(X).

Interprétation en théorie de l’information. Supposons qu'un recepteur ignore ce que I'emetteur va lui
envoyer. Toutefois, le recepteur connait la probablité de chaque message possible. Par exemple, le recepteur connait
chaque p;, la probabilité d’'un mot z; pris dans un dictionnaire x = {z1,...,z,}. Alors H(p) = — Y1, p;log, p;
mesure en un certain sens l'incertitude lors de I’envoi du message. La relation précédente confirme cette intuition,
I’entropie est nulle pour un message certain alors qu’elle est maximale pour le cas d’équiprobabilité. On vérifie aussi
que

H(X,Y) < H(X) + H(Y)

Si X et Y sont indépendants, on a égalité. Citons aussi une phrase de John vON NEUMANN & Claude SHANNON
en 1949 justifiant le terme d’entropie: “La théorie est excellente mais elle a besoin d’un bon nom pour “information
perdue”. Pourquot ne l'appelles-tu pas entropie? Premiérement, un développement mathématique ressemblant fort au
tien existe déja dans la mécanique statistique de BOLTZMANN, et deuxiémement, personne ne comprend vraiment bien
Uentropie, donc dans une discussion tu te trouverais dans une position avantageuse.”






