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Introduction

Cette these est consacrée a ’étude de mélanges gazeux réactifs dissipatifs partiel-
lement ionisés. Nous élaborons pour de tels mélanges des modeles macroscopiques
d’équations aux dérivées partielles et nous effectuons diverses études mathématiques
puis quelques simulations numériques dans différents contextes.

L’ionisation des mélanges gazeux réactifs est un phénomene abondamment étudié
actuellement tant du point de vue de la modélisation physique que de ’étude mathé-
matique ou de la simulation numérique. Les plasmas réactifs sont en effet des milieux
qu’il est important d’apprendre a maitriser qu’ils nous soient imposés, comme dans
le cas de 'ionisation devant le nez d’'une navette rentrant dans I’atmosphere, ou que
I’on cherche au contraire a les utiliser pour résoudre des problemes scientifiques et in-
dustriels, tels que la stabilisation des flammes pauvres ou encore le dépot chimique en
phase vapeur pour fabriquer des films minces. Nous nous sommes intéressés durant
cette these aux trois versants de ce probleme, la modélisation, I’étude mathématique
des modeles obtenus et la simulation numérique.

Cette these est donc formée de trois parties, la premiére constituée du chapitre I cor-
respondant a la modélisation des mélanges gazeux réactifs ionisés soumis a un champ
électromagnétique. La seconde, ot nous étudions mathématiquement divers modeles,
regroupe les chapitres[II et III. Dans la derniere partie, formée du chapitre nous
effectuons quelques simulations numériques. Nous avons essayé de rendre chacun de
ces quatre chapitres formellement indépendant des autres en rappelant les notations
et les hypotheses considérées.

La partie modélisation a consisté a déterminer les équations macroscopiques régis-
sant les mélanges gazeux réactifs partiellement ionisés a partir d’'un modele molécu-
laire de type Boltzmann. L’objectif est de prendre en compte des mélanges partiel-
lement ionisés d’especes polyatomiques ainsi qu'un nombre arbitraire de réactions
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chimiques entre ces especes, dans un cadre monotempérature et sans micropolari-
sation. S. Chapman et T.G. Cowling se sont intéressés aux mélanges binaires de
gaz monoatomiques [CC70] et J.H. Ferziger et H.G Kaper ont ensuite completement
étudié le cas des mélanges multiespeces monoatomiques non réactifs [FK72]. Ces
auteurs ont montré qu'un champ magnétique intense engendre une anisotropie du
milieu qui se traduit par une anisotropie des coefficients de transport.

Pour dériver des modeles macroscopiques du modele microscopique, nous effectuons
un développement de Enskog a l'ordre zéro et a I'ordre un, en considérant les inter-
actions électromagnétiques entre les particules ionisées et en distinguant deux cas
selon l'intensité du champ magnétique. Cette analyse asymptotique nous permet
d’obtenir les équations macroscopiques aux régimes d’ordre zéro et d’ordre un, ainsi
que des expressions des flux de transport et les relations thermochimiques. En ce qui
concerne les coefficients de diffusion, leurs expressions sous forme de crochets inté-
graux selon chaque direction spatiale font intervenir des termes qui n’apparaissent
pas dans [FK72]. Nous donnons également pour la premiére fois la structure des ma-
trices de diffusion multiespeces. Pour les coefficients de viscosité, nous distinguons
classiquement la viscosité volumique ainsi que cinq viscosités de cisaillement a cause
de I'anisotropie. Nous exprimons également ces coefficients sous forme de crochets in-
tégraux et nous donnons les propriétés de positivité associées. A notre connaissance,
c’est la premiere fois que ces propriétés non intuitives des coefficients de transport
sont exposées tant pour la partie diffusive que pour la partie visqueuse. A l'aide
de ces dernieres, nous établissons ensuite la positivité de la production d’entropie
macroscopique.

Nous nous intéressons enfin a 1’évaluation des coefficients de transport par la réso-
lution de systemes linéaires. Nous étudions la structure de ces systemes linéaires de
transport et la convergence des méthodes itératives de résolution. Nous en déduisons
une expression des coefficients de transport sous la forme de séries convergentes.

Concernant ’étude mathématique des divers modeles obtenus, nous avons déterminé
la structure des systemes d’équations aux dérivées partielles obtenus en utilisant les
propriétés de symétrie et nous en avons déduit des théoremes d’existence et d’unicité
de solutions. A.I. Vol'Pert et S.I. Hudjaev ont étudié la résolution locale du probleme
de Cauchy dans un espace de fonctions régulieres pour des systemes composites
hyperboliques-paraboliques d’équations non-linéaires. Ils appliquent notamment leur
théorie au systeme d’équations d’un fluide visqueux compressible et a celui de la
dynamique des gaz [VH72]. S. Kawashima s’est intéressé a l'existence globale en
temps et a la stabilité asymptotique de solutions régulieres du probleme de Cauchy
pour une classe de systemes quasi-linéaires symétriques hyperboliques-paraboliques.
Les systemes qu’il considere ne tiennent pas compte de phénomenes non isotropes,
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ni de courant de conduction, ni de réactions chimiques entre les especes. Il montre
en particulier que les solutions constantes sont asymptotiquement stables en temps
pour de petites perturbations a I'instant initial et il applique ces résultats au systeme
de Navier-Stokes et aux équations des fluides conducteurs en présence d’un champ
électromagnétique [Kaw84|. V. Giovangigli et M. Massot ont établi des résultats
de stabilité asymptotique dans le cas des mélanges gazeux réactifs non ionisés avec
des mécanismes réactionnels quelconques [GM98a]. Ils consideérent également des
mélanges réactifs de gaz polyatomiques dilués en déséquilibre vibrationnel complet
et prouvent le caractere bien posé du probleme de Cauchy local en temps pour
des conditions initiales régulieres [GM98b]. V. Giovangigli s’intéresse par ailleurs
aux équations des mélanges gazeux qui sont localement a ’équilibre chimique et
démontre des résultats d’existence globale en temps et de stabilité asymptotique
autour des états d’équilibre constant [Gio99]. Enfin, V. Giovangigli et M. Massot ont
plus récemment étudié des mélanges réactifs dans la limite des équilibres chimiques
partiels pour distinguer les réactions lentes des réactions rapides [GMO04].

Nous avons étudié dans les chapitres 11| et [IIT deux modeles de mélanges gazeux
réactifs ionisés.

Le premier modele est celui obtenu dans le chapitre T pour les mélanges ionisés
dissipatifs soumis a un champ électromagnétique. A notre connaissance, ce type de
modele n’a jamais été étudié et possede une structure inhabituelle. En effet, les co-
efficients de diffusion multiespeces des mélanges non ionisés sont isotropes, tandis
que ceux de notre modele sont différents selon chaque direction spatiale ot pour un
vecteur donné, les trois directions sont celle parallele au champ magnétique, celle
orthogonale au champ magnétique dans le plan engendré par le champ magnétique
et ce vecteur et la direction orthogonale aux deux précédentes. Ces flux diffusifs
contiennent aussi des termes d’ordre zéro. Par ailleurs, le tenseur de viscosité fait
intervenir tous les tenseurs symétriques construits a partir du tenseur des taux de
déformation et de la matrice de rotation antisymétrique associée au champ magné-
tique. Enfin, notons également que le terme source du systéme obtenu contient des
termes linéaires en les gradients des variables macroscopiques qui proviennent de
la présence du courant de conduction dans I’équation de Maxwell-Ampere. En uti-
lisant les variables entropiques, nous récrivons le systeme de lois de conservation
tout d’abord sous une forme partiellement symétrique, puis sous une forme partiel-
lement normale, c¢’est-a-dire sous la forme d’un systéeme quasi-linéaire composé de
deux sous-systemes couplés, le premier symétrique hyperbolique et le second forte-
ment parabolique. Le systeme fortement parabolique n’est pas qualifié de symétrique
car, d'une part, les termes convectifs contiennent des termes non symétriques pro-
venant directement des contributions d’ordre zéro des flux diffusifs et, d’autre part,
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les termes dissipatifs ne sont pas symétriques. Ce défaut de symétrie est dia aux
relations de réciprocité de Onsager qui imposent de changer le champ magnétique
en son opposé lorsque 1'on effectue une transposition et les termes impairs en le
champ magnétique sont donc anti-symétriques. Une difficulté associée a 1’anisotro-
pie est d’établir la régularité des coefficients du systeme d’équations aux dérivées
partielles lorsque le champ magnétique tend vers zéro. Cette régularité est établie
grace au comportement asymptotique des coefficients de transport lorsque le champ
magnétique tend vers zéro obtenue au chapitre [I. Nous démontrons enfin un théo-
reme d’existence locale en temps et d'unicité d’une solution bornée et réguliere pour
le probleme de Cauchy en utilisant un résultat de A.I. Vol’Pert et S.I. Hudjaev.

Le second modele, que nous étudions au chapitre III, est un modeéle de plasma am-
bipolaire, obtenu a partir des équations des plasmas généraux lorsque la longueur de
Debye tend vers zéro. Celui-ci est un modele quasi-neutre ou la densité de courant
de conduction est prise nulle. Dans le cadre de cette approximation, il n’y a pas de
champ magnétique et le champ électrique est éliminé grace a la contrainte du cou-
rant nul. Le champ électrique peut alors s’exprimer sous la forme d’une combinaison
linéaire des gradients des variables macroscopiques et les flux de transport résultants
s’expriment a partir de nouveaux coefficients de transport effectifs. Pour étudier la
limite lorsque la masse de I’électron tend vers zéro, nous utilisons une formulation
molaire des équations et nous établissons la régularité des coefficients de transport
effectifs vis-a-vis de la masse de I’électron. Nous établissons que les équations gouver-
nant ce modele peuvent s’écrire sous une forme symétrique en utilisant les variables
entropiques. Les matrices de dissipation correspondantes satisfont la propriété d’in-
variance des noyaux et le systeme d’équations aux dérivées partielles peut étre écrit
sous forme normale, c¢’est-a-dire sous la forme d’un systeme composite symétrique
hyperbolique-parabolique. La structure de ce systeme est la méme que celle obtenue
pour les mélanges gazeux réactifs non ionisés en prenant le soin de modifier convena-
blement les termes sources chimiques et/ou les matrices de diffusion. La nouveauté
est apportée par la masse de I’électron qui est considérée comme un parametre de ce
systeme destiné a tendre vers zéro. Nous établissons un résultat d’existence locale
pour un systéme avec un parametre, puis, en utilisant des estimations uniformes
en ce parametre, nous obtenons l'existence globale et la stabilité asymptotique des
états d’équilibre ainsi que des estimations de décroissance uniformes par rapport
au parametre et la continuité par rapport a ce parametre. Nous démontrons alors
que, pour les plasmas ambipolaires, la solution globale est continue par rapport a la
masse de 1’électron lorsque celle-ci s’annule.

Pour la partie simulation numérique, nous avons calculé des flammes ionisées planes
et étirées d’'un mélange hydrogene-air. Ces flammes sont un parfait exemple de mé-
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lange gazeux réactifs et 'ionisation dans les flammes est un théme de recherche tres
actif dans le contexte actuel des préoccupations environnementales et le souci de
réduire les émissions de polluants lors de la combustion. Dans ce but, les industriels
cherchent a utiliser des flammes pauvres en combustible qui émettent peu de pol-
luants, mais dont I'inconvénient majeur est d’étre difficiles a allumer puis a stabiliser.
Un moyen de stabilisation envisagé actuellement est le bombardement de la flamme
par des ions. Nous avons éprouvé des difficultés pour obtenir les données thermo-
chimiques et les données de transport pour toutes les especes ionisées. L’ionisation
dans une flamme d’hydrogene a assez peu été étudiée et il en est de méme pour les
flammes d’hydrocarbures. En particulier, la seule réaction d’ionisation intervenant
pour ’hydrogene
H;O"+FE = H,O+ H,

est tres mal connue. En ce qui concerne le calcul de lamme de méthane par exemple,
¢’est encore pire car la plupart des données thermochimiques des ions carbonnés n’a
pas été évaluée, notamment pour les ions CHS , CsHy et CoH30™T.

Nous effectuons des simulations numériques de flammes planes laminaires et de
flammes laminaires étirées d’'un mélanges ionisé hydrogene-air, pour lesquelles les
équations considérées ne font apparaitre qu’une seule variable d’espace. Nous utili-
sons une méthode de Newton modifiée pour résoudre les équations discrétisées par
différences finies sur une grille adaptative. Pour évaluer les propriétés thermochi-
miques et les propriétés de transport, nous avons recours a des librairies externes
CHEMKIN II pour la thermochimie [KMJ80, KRM89| et EGLIB pour le transport
[EG94, EG95, EG96, EG97]. Nous obtenons des structures de flammes planes ty-
piques d'un mélange hydrogene-air et nous observons que l'impact de 1’ionisation
pour 'hydrogene est faible. Nous obtenons aussi des structures de flammes étirées
pour un étirement fort et pour un étirement faible, 'ionisation de la flamme modi-
fiant également peu ces structures.

Nous envisageons certaines suites a ce travail tant du point de vue de la modélisation,
de I’étude mathématique que des simulations numériques.

Il serait extrémement souhaitable, dans un premier temps, d’évaluer numériquement
les coefficients de transport pour les mélanges ionisés magnétisés. Ces développe-
ments pourraient conduire a I’écriture de modules que 'on ajouterait a la librairie
EGLIB et qui prendraient en compte l'ionisation et/ou l’anisotropie provoquée par
le champ magnétique.

Il serait par ailleurs envisageable de simuler des flammes ionisées multidimension-
nelles par la méthode des éléments finis, en utilisant des expressions des coefficients
de transport valables pour les mélanges ionisés. On pourrait par exemple effectuer
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des simulations de l'ionisation dans une flamme laminaire de type Bunsen.

Il serait également tres intéressant de généraliser le modele obtenu a partir de la
théorie cinétique des mélanges gazeux réactifs ionisés a des modeles multitempéra-
tures. Pour ce type de modele, les fonctions de répartition a ’ordre zéro des especes
lourdes et des électrons sont des maxwelliennes dont les températures peuvent étre
différentes [CF67, LD98]. 11 serait alors possible d’obtenir des expressions de coeffi-
cients de transport—ainsi qu'une chimie—multitempératures et éventuellement de
les évaluer numériquement. On en déduirait les hypotheses mathématiques satis-
faites par ces coefficients afin d’effectuer une étude des propriétés de symétrie des
modeles macroscopiques obtenus pour établir des résultats d’existence de solutions.

La stabilité asymptotique des états d’équilibre constants pour les mélanges réac-
tifs ionisés magnétisés dissipatifs est également un sujet de recherche qu’il faudrait
aborder. La structure du systéme obtenue au chapitre II ne permet pas I'application
des théoremes [Kaw84, GM98a, Gio99]. En effet, en considérant un état d’équi-
libre constant avec un champ électromagnétique et une vitesse nulle, les matrices
de convection a l’équilibre possedent une partie antisymétrique. Pour obtenir des
théoremes de stabilité asymptotique, il sera donc nécessaire d’établir de nouvelles
estimations a priori.

Enfin, un autre axe de recherche est la détermination de I’existence d’une solution au
probleme d’onde pour les flammes ionisées planes et étirées sans champ magnétique.
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Chapitre |

Théorie cinétique des
mélanges gazeux
polyatomiques ionisés

Ce chapitre reprend et détaille un article paru dans Physica A, volume 327 (2003),
pages 313-348.

Résumé

On s’intéresse aux mélanges gazeux réactifs partiellement ionisés en présence d'un
champ électromagnétique en partant d'une équation de Boltzmann généralisée com-
prenant un terme source valide pour un mécanisme réactionnel quelconque. On étu-
die le développement de Enskog de cette équation et on obtient les équations de
conservation macroscopiques pour les régimes d’ordre zéro et d’ordre un, ainsi que
les expressions des flux de transport et des coefficients de transport. On écrit sous
forme de crochets intégraux les coefficients de diffusion perpendiculaire/transverse,
de diffusion thermique et de viscosité de cisaillement et on introduit une nouvelle
définition des taux de diffusion thermique, ces nouvelles expressions se réduisant aux
expressions habituelles lorsque le champ magnétique est nul. On étudie les propriétés
de positivité des matrices de diffusion multiespeces et on montre que la production
d’entropie macroscopique est positive. On s’intéresse enfin a la structure mathé-
matique des systemes linéaires de transport qui doivent étre résolus pour évaluer
les coefficients de transport. En particulier, on exprime tous ces coefficients sous la
forme de séries convergentes, ces séries fournissant par troncature des coefficients
approchés précis utiles pour les modeles numériques.
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1.1

Chapitre | Théorie cinétique des mélanges gazeux polyatomiques ionisés

Introduction

On observe un intérét grandissant pour la théorie cinétique des mélanges ionisés
réactifs. Le sujet possede en effet de nombreuses applications, notamment les plasmas
froids hautes densités utilisés dans les laboratoires, les écoulements de gaz a tres
hautes vitesses, les phénomenes de rentrée d’objets dans ’atmospheres et les flammes
ionisées.

L’application d’'une méthode d’Enskog aux gaz partiellement ionisés permet de mo-
déliser les plasmas a haute densité et basse température [FK72, Rai87|. Les effets
du champ électromagnétique sont décomposés en deux contributions différentes.
Lorsque deux particules sont a des distances inférieures a la longueur de Debye,
leur interaction est modélisée par une collision tandis que lorsque la distance est
supérieure a la longueur de Debye, leur interaction se fait grace au champ électro-
magnétique moyen créé par ces particules [FK72]. Pour la validité de ce modele, le
nombre de particules se trouvant dans une sphere de diametre la longueur de Debye
doit étre grand et le rayon cyclotron et la longueur d’onde des ondes électromagné-
tiques doivent étre supérieurs a la longueur de Debye. Pour les gaz partiellement
ionisés, 'opérateur approprié est 'opérateur de collision de Boltzmann avec des po-
tentiels d’écran [CEF67]. Pour le cas particulier des gaz completement ionisés, on peut
également utiliser I'opérateur de Fokker-Planck qui fournit des résultats quasiment
identiques [FKT72|. L'opérateur de Fokker-Planck peut en effet étre obtenu a partir
de l'opérateur de Boltzmann en passant a la limite pour des collisions rasantes et,
pour la plupart des particules, les collisions multiples impliquant de faibles forces

sont statistiquement équivalentes a des successions de collisions binaires de petit
angle [CDG69].

Chapman et Cowling ont été les premiers a appliquer la théorie de Chapman et Ens-
kog aux mélanges ionisés dans le cas des mélanges binaires monoatomiques [CC70].
Kaneko et coauteurs ont proposé des évaluations d’ordres plus élevés des coefficients
de transport pour des mélanges neutres binaires soumis a un champ magnétique
uniforme dans un cadre cinétique simplifié [Kan60, KT78, KY80]. Le cas des mé-
langes de plusieurs gaz monoatomiques a été étudié en détails par Ferziger et Kaper
[FK72]. Dans ce chapitre, on considere le cas général des mélanges gazeux poly-
atomiques et réactifs. Le mélange d’especes polyatomiques est décrit dans un cadre
semi-classique en utilisant les équations de Wang Chang, Uhlenbeck et de Boer, dans
lesquelles les sections efficaces de collision sont moyennées sur les dégénérescences
[Rai87, EG94]. Les termes sources chimiques qui apparaissent dans les équations de
Boltzmann sont essentiellement tirés des travaux de Ludwig et Heil [LH60], Alexeev
et coauteurs [ACG94], Ern et Giovangigli [EG9I8| et Griinfeld [Grii93], et sont va-
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Introduction Section 1.1

lides pour des mécanismes réactionnels quelconques. On supposera également que
les fonctions de répartition ne dépendent pas des moments angulaires [MMSS].

On considere un mélange monotempérature et on suppose que le champ électrique
n’est pas trop intense [FK72]. Cette situation se rencontre dans de nombreuses ex-
périences de laboratoire et dans des plasmas atmosphériques comme, par exemple,
les torches a plasma couplées par induction, les plasmatrons a micro-ondes ou les
décharges optiques continues [Rai87, FK72]. La généralisation aux mélanges réac-
tionnels multitempératures, dont les équations résultent d’un passage a la limite
vers zéro du rapport entre la masse des électrons et celle des ions, sort du cadre de
cette these. On suppose également qu’il n’y a qu’une seule vitesse dans le mélange
et on écarte les modeles multifluides ou chaque espece possede sa propre vitesse
[Bra65]. On note au passage que les équations de conservation macroscopiques pour
les modeles multifluides conduisent a de sérieux problemes mathématiques.

On effectue un développement de Enskog et on obtient les équations de conserva-
tions macroscopiques correspondant aux régimes d’ordre zéro et d’ordre un, ainsi
que les flux de transport et les coefficients de transport dans ces deux cas. Les ex-
pressions sous forme de crochets intégraux des coefficients de transport orthogonaux
et transverses au champ magnétique incluent des termes quadratiques négligés dans
[FK72]. On exprime également pour la premiere fois les viscosités de cisaillement
grace a des crochets intégraux. Une nouvelle définition des taux de diffusion ther-
mique est introduite qui se réduit a la définition habituelle en ’absence de champ
magnétique. On étudie ensuite les propriétés de positivité des matrices de diffusion
multiespeces parallele, orthogonale et transverse qui en résultent. Ces propriétés,
établies ici pour les matrices exactes provenant de la théorie cinétique des gaz, sont
un point-clé pour les approximations numériques de la diffusion multiespeces : les
algorithmes utilisés pour évaluer les coefficients de transport doivent préserver ces
propriétés. A I'aide de ces propriétés de positivité, on établit ensuite la positivité de
la production d’entropie macroscopique. Ce résultat, paru pour la premiere fois dans
|[GGO3], est important tant du point de vue thermodynamique que mathématique et
numérique [Gio99]. Pour ce faire, on généralise 1'utilisation des quantités complexes
introduites en [CC70, FK72] qui permettent de réduire les produits de vecteurs a
des multiplications scalaires par des nombres imaginaires.

En utilisant des approximations matricielles de l'opérateur de collision, on peut
évaluer les coefficients de transport par la résolution de grands systemes linéaires.
On s’intéresse a la structure mathématique de ces systemes linéaires de transport.
Bien qu’une inversion directe de ces systemes linéaires soit envisageable, celle-ci a
un cotlt prohibitif pour de nombreuses applications pratiques impliquant des flux
multiespeces. Afin de diminuer le cout effectif des approximations des coefficients de
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1.2

Chapitre | Théorie cinétique des mélanges gazeux polyatomiques ionisés

transport, il faut développer des modeles numériques détaillés respectant la théorie
cinétique plutot qu’utiliser des moyennes empiriques. On étudie ici le caractere bien
posé des systemes linéaires de transport et on établit la convergence de méthodes
itératives. Il en résulte une expression des coefficients de transport sous la forme de
séries convergentes qui fournissent par troncature des suites d’approximations de ces
coefficients généralisant ainsi des propriétés établies dans le cas des mélanges non
ionisés [EG95, EGI6].

La deuxieme section présente les équations cinétiques des mélanges réactifs ionisés.
La troisieme partie est consacrée a I’entropie cinétique. On présente dans une qua-
trieme section le développement de Enskog qui permet de déterminer une solution
approchée de I’équation de Boltzmann. La cinquieme partie concerne 1’approxima-
tion d’ordre zéro et la sixieme partie 'approximation d’ordre un dans le cas d'un
champ magnétique intense, ot I’on détaille les équations de conservations macrosco-
piques d’ordre un ainsi que les expressions des coefficients de transport d’ordre un.
Dans la septieme section, on étudie la structure des systemes linéaires de transport
qui déterminent ces coefficients de transport. On termine en présentant brievement
dans la huitieme section I’approximation d’ordre un pour le régime du champ ma-
gnétique faible.

Cadre théorique

Dans cette section, on décrit un modele cinétique pour les mélanges gazeux poly-
atomiques réactifs en présence d’un champ électromagnétique dans un cadre semi-
classique avec une équation de Boltzmann généralisée dérivée de [Wal58]. Ce modele
moyenne les parametres d’impact sur les différentes dégénérescences quantiques et
peut étre dérivé de 1’équation de Boltzmann obtenue dans le cadre de la mécanique

quantique par Waldmann-Snider [Wal58]. Les expressions des termes sources sont
donnés en [LH60, ACG94, EGIS8, Griid3].

1.2.1 Fonctions de répartitions

On considere un mélange gazeux dilué, réactif et ionisé composé de n’ especes chi-
miques ayant des degrés internes de liberté et on note S = {1,...,n*}, 'ensemble des
indices de ces especes et 1Q;, ’ensemble des indices des états énergétiques quantiques
de la ¢ espece, ¢ € S. L’état du mélange est décrit par les fonctions de répartition
des especes notées f; (t,x, ¢;,1), ou i € S est U'indice de I'espece, t € R le temps,
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Cadre théorique Section 1.2

x € R? le vecteur position de dimension trois, ¢; € R? le vecteur vitesse et I € £,
I'indice de I’état énergétique quantique.

La quantité f; (¢, x, ¢;, 1)0xdc; représente le nombre probable de molécules de type i
dans I’état quantique indexé par I attendues dans 1’élément de volume dx centré en
x dont les vitesses sont dans 1’élément dc; centré en ¢;, au temps t.

1.2.2 Propriétés macroscopiques

Les quantités macroscopiques sont aisément obtenues a partir des fonctions de ré-
partition. On note n; la densité moléculaire de la i® espece, n la densité moléculaire
totale, p; la densité massique de la i® espece, p la densité massique totale, m; la
masse moléculaire de la ¢ espece, z; la charge de la ¢ espece par unité de masse, g;
la charge de la ¢ espece par unité de volume, ¢ la charge totale par unité de volume,
v la vitesse hydrodynamique, £ I’énergie interne par unité de volume et &; I’énergie
interne de la ¢° molécule dans le 1° état quantique. On a en particulier les expressions
de la densité moléculaire de la ® espece n; et celle de la densité moléculaire totale n

n, = Z / fide;, n= Zni. (I.1a)

1€9); €S

La densité massique de la ¢® espece p; et la densité massique totale p s’écrivent
1€9); 1€S
la charge totale ¢

q= Z / fimizide; = Zpizi = Zqi, (I.1c)

1€S 1€S 1€S
1€8;

la vitesse hydrodynamique v

pv = Z/ﬁmici de;, (I.1d)

1€S
1€9;

et I'énergie totale,
v+ E = Z/ﬁ (Amycici + &) de. (I.1e)

1€3
IEQi
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Chapitre | Théorie cinétique des mélanges gazeux polyatomiques ionisés

Dans ce chapitre, on obtiendra des équations aux dérivées partielles qui régissent
ces quantités macroscopiques (Cf équations (I.85]) page 62).

1.2.3 Réactions chimiques

Le mélange gazeux est supposé étre le lieu de réactions chimiques. Ces mécanismes
réactionnels sont constitués d’un nombre arbitraire de réactions élémentaires réver-
sibles. Celles-ci sont indexées par r € SR et sont écrites sous la forme

D= > M, reR,

1€FT keBr

ou F" et B" sont respectivement les indices des especes sources et des especes pro-
duits de la r® réaction, r € R, comptés avec leur multiplicité et IM; et My sont les
symboles chimiques des especes. On note v et 11> les coefficients stoechiométriques
respectivement directs et inverses de la réaction r € R, c¢’est-a-dire les multiplicités
avec lesquelles les especes apparaissent en temps que source et produit de réaction.
On définit également 1., les coefficients stoechiométriques totaux de la réaction r
par

=~V

i)

1%

ir

1 €S, rEeR.

Les indices des états quantiques des especes sources et produits seront notés F” et
B". Enfin, on pose F] = F"\{i}, c’est-a-dire que F; comprend une occurrence de i
de moins que F" et on prend des notations similaires pour By, F] et B..

1.2.4 Equations de Boltzmann

La famille f = (f;),.q des fonctions de répartition des especes est solution de 1’équa-
tion de Boltzmann généralisée suivante

-@z(ﬁ):t%(f)‘l'cé(f)? i €5, (12>

ou Z(f;) est Vopérateur différentiel usuel, .#(f) le terme source non réactif et %(f)
le terme source réactif. L’opérateur différentiel Z,(f;) peut s’écrire sous la forme

ou b; est la force qui s’exerce sur la i¢ espece. Dans ce modele, on suppose que
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Cadre théorique Section 1.2

ol g est une force extérieure indépendante de I'espece, E le champ électrique et B
le champ magnétique. On définit également B comme la norme du vecteur B.

L’expression du terme source non réactif est la suivante

Q0 Iy
=> Y / <f [ fj)w;; " de;dcde;, (15)
i’ Ceggy!

JES e,
1,0/ €Q;

ol «y; est la dégénérescence du 1° état quantique de la ° espece et W”I 7 les probabi-
lités de transition pour les collisions non réactives. On utilise ici la notation usuelle
qui consiste a ajouter un prime a une fonction, par exemple f/, pour signifier que
I'on prend la valeur de la fonction apres la collision : f = fi(t,x,c,,1') ou ¢} et I
sont la vitesse et l'indice de I’état quantique apres collision. Le choix de travailler
avec les probabilités de transition plutot qu’avec les parametres d’impact est justi-
fié par le fait que les termes de collisions réactives sont alors plus simples a écrire
[ACG94, Gio99, LH60]. Les probabilités de transition WZ-I/"/ vérifient les relations de
réciprocité suivantes [Wal58|

oz“oz],wm V= ozurozﬂwl 7' (1.6)

On écrit le terme source réactif sous la forme

=> () (L.7)

reR

ou € (f) est le terme source de la i® espece du a la ¢ réaction dont I'expression est

kle_ZIBTﬁkK . . .
=i [\ T a5 - T 6 |wess T des T] e

T T ™ y T y T T
F7,B keB jeFr JEF JEF] keB

kle_ZIS’TﬂkK -
Z/ II "5 07, — I # | W T de I de. (18)

T BT T y i y i T
F7 B! Y jEF jEF keB!

ot B = hi/(azm?) et hp est la constante de Planck. Les quantités WiE. sont
les probabilités de transition des collisions réactives pour lesquelles les réactifs F"
dans les états énergétiques F” sont transformés en les produits B” dans les états
énergétiques B". La somme sur B” dans (I.8) représente la somme sur les états quan-
tiques K € 9y, pour tout k € B", des notations similaires étant utilisées pour les
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sommes sur By, F" et F]. Finalement, les probabilités de transition réactive vérifient
les relations de réciprocité suivantes [LH60, ACG94, EGIS]

wis TT TT B = wese T T 80 (19)

keBT KeQy, JEFT IEQ,

Entropie cinétique

Dans cette section, on détermine I’équation de conservation de I’entropie cinétique
et on calcule son terme de production. On montre alors que le terme source non
réactif #(f), donné en (L.5), et le terme source réactif € (f), donné en (1.7), sont
tous les deux compatibles avec le théoreme H [EG9S8]. C’est-a-dire que la production
d’entropie cinétique associée est positive.

1.3.1 Définition

On définit I'entropie cinétique par unité de volume par

S = iy 3 / £ llog(Buf) — 1] des, (1.10)
€S
1€9;

ou kg est la constante de Boltzmann. Pour la justification de cette définition, voir
la section 4.2 de [FKT72].

1.3.2 Equation de conservation de I’entropie cinétique

En multipliant I’équation de Boltzmann (I.2) par log(8; f; ), on obtient, apres inté-
gration sur ¢; et sommation sur ¢ € S et 1 € ;,
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En remplagant Z(f;) par sa valeur donnée en (I.3) et en utilisant les relations sui-
vantes

O, [fi (log(Bufi) — 1] = (9fi ) log(Baf; ),
Oy [ fi (log(Bufi) — 1)ei] = (€0 f; ) log(Bunf; ),
bi-Oc, fi = Oc,+(bifi),

la derniere relation étant due a la forme particuliere de b;, on obtient ’équation de
conservation de I’entropie cinétique

atSkin + 8m‘(8kin’v) + 8m'Jkin _ Ukin’ (111a>

olt K est le flux diffusif d’entropie cinétique défini par

T = 1, 3 / i (c: — ) og(Bufi) — 1] de, (111b)
1€S
1€

et 0¥ le terme source d’entropie cinétique. On décompose ce dernier en deux termes
sources, I'un correspondant & la contribution non réactive v et l'autre & la contri-
bution réactive v¢. On écrit donc

s (I.11c)

avec

v’ = —kBZ/%(f) log(Buf) de; (I.11d)
i€S
IEQi

et

1€3
IEQi

1.3.3 Positivité de la production d’entropie cinétique

On montre & présent que la production d’entropie cinétique, notée v*®, est positive.

Pour cela, on utilise les relations de réciprocité (1.6) et (I.9) des probabilités de
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transition et on met les termes de production d’entropie cinétique v et v¢ sous la
forme symétrisée

y kB Z Z / m f f ﬁ f7 >W3I,J,ai1aj,] dcz'dc]'dc;dc;-’

azl’ajl’ Q10

1,J€S 1,I'eN;
3,0 €Q;
k WE "B”
((qﬁ B TRT
kK Jk 5 535 J k>
£ 2 B ok T10nfs ) 775 I de; IT de
em keBr jEFT H @weff keBr
F7,B" JEFT

ou P(x,y) = (x—y) log(x/y) est une fonction positive. On obtient donc que la pro-
duction d’entropie est positive, c’est-a-dire 0¥ > 0. Notons que toutes les collisions,
réactives et non réactives, ont une contribution positive pour la production d’en-
tropie cinétique. L’équation de Boltzmann généralisée est donc compatible avec le
théoreme H ou second principe de la thermodynamique.

L’importance de la positivité de la production d’entropie cinétique apparaitra dans
la suite de ce chapitre, par exemple pour déterminer l'expression (I.21) de la solution
a lordre zéro, mais également pour étudier les équations qui régissent les fonctions
¢; dans l’étude a l'ordre un. De plus, elle exprime l'irréversibilité des collisions.
Cette irréversibilité ne provient pas de chaque collision prise séparément puisque les
collisions sont microscopiquement réversibles mais d’un effet statistique global. En
effet, dans le cadre cinétique, les particules sont supposées non corrélées avant le choc
et corrélées apres. L'hypothese du chaos combiné aux lois de réciprocité impliquent
le second principe de la thermodynamique. Le lecteur pourra trouver plus de détail
dans [CC70] au chapitre 4.

Développement de Enskog

1.4.1 Présentation de la méthode

Le développement de Enskog est une méthode asymptotique qui permet de détermi-
ner une solution approchée de I’équation de Boltzmann (I1.2) ainsi que les équations
macroscopiques associées. Pour cela, on supposera que les temps caractéristiques des
réactions chimiques sont plus grands que les temps de relaxation de 1’énergie interne
et que les temps de libre parcours moyen des particules.

De plus, on distingue deux modeles, suivant 'intensité du champ magnétique. On
trouvera des justifications physiques de cette distinction dans les articles de S.I. Bra-
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ginskii, [Bra65, Bra58]. Lorsque le champ magnétique est intense, on doit supposer
que le terme E + vaB est petit devant le terme (¢; — v)AB, et cela engendre une
anisotropie du milieu. Dans le cas ou l'intensité du champ magnétique est faible, on
ne distingue pas ces deux termes.

1.4.2 Invariants de I'opérateur de collisions non réactives

Les invariants de collision scalaires jouent un role primordial dans la recherche de la
solution des équations de Boltzmann. On verra qu’ils permettent de calculer effecti-
vement la solution f° en utilisant la positivité de ’entropie cinétique.

Comme son nom l'indique, un invariant de collision u est une famille de fonctions
notée u = (u;);,cq OU U;, @ € S, est une fonction des variables ¢, x, ¢; et I, qui est
invariante lors d’une collision non réactive. Plus précisément, si ¢ et j sont deux
indices d’especes, on a
/ /
ui—i-uj:ui—i—uj,

pour toute collision non réactive entre deux particules de type ¢ et j. On dira qu'un
invariant de collision est scalaire lorsque les fonctions u; sont scalaires.

Les invariants de collision scalaires ! pour [ € {1,...,n° + 4} sont donnés par
W = (Oki)iess kes,
¢nS+V = (miciu)i687 IS {17 27 3}a (Il2>
Pt = (3mici-c; + gil)ies7

ol ¢;, est la 1®M¢ composante du vecteur ¢; et dj; est le symbole de Kronecker
associé a k et 1. Ces invariants engendrent 1’espace vectoriel des invariants de collision

scalaires.

Pour k € S, dire que ¥* est un invariant de collision signifie que lors d’une collision
non réactive, les especes chimiques ne changent pas; pour v € {1,2,3}, dire que
TV est un invariant de collision signifie que la quantité de mouvement se conserve
dans chaque direction ; enfin, dire que ¥ ** est un invariant de collision signifie que,
lors d’une collision non réactive, 1’énergie totale se conserve.

Il est a noter que dans le cas d’'un mélange micropolaire apparait un autre inva-
riant de collision vectoriel, linéairement indépendant, qui traduit la conservation du
moment angulaire. Mais sa contribution étant nulle dans le cas d'un mélange non
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micropolaire, on n’en parlera pas. On pourra trouver des précisions quant a son
influence par exemple dans les articles [KA61, VMS78, CS79].

Pour deux familles { = (&;),.q et ¢ = ((i),cg, On introduit le produit scalaire (., .))

(€0 =3 [aotde. (113)
i€
IEQi
ol & ®(; désigne la contraction maximale entre le tenseur ; et le complexe conjugué
du tenseur (;. Le tableau TAB. indique le résultat de 'action de ® suivant les
types de fonctions auxquelles elle s’applique.

&, fonction i fonction scalaire vectorielle matricielle
scalaire scalaire vecteur colonne matrice

vectorielle vecteur ligne scalaire vecteur ligne
matricielle matrice vecteur colonne scalaire

TAB. 1.1 — résultat de I'action de ©.

On a introduit ce produit scalaire pour des vecteurs ou des tenseurs a valeurs com-
plexes car on verra que de telles quantités apparaissent naturellement dans la solu-
tion de I’équation de Boltzmann linéarisée en présence d’un champ magnétique. Les
propriétés macroscopiques s’écrivent alors sous la forme

n, €S,
(f, o) =19 po, l=n+uv, ve {123} (L.14)
lpvv+ &, l=n+4.

On introduit également les familles suivantes, 2(§) = (Z(&)),cs, 7€) = (FE)) s
et €(&) = (6(£));eg O & = (&);cq est une famille de fonctions dépendant de (c;, 1).

1.4.3 Développement de Enskog

L’équation de Boltzmann est récrite sous la forme

DR) = AU + G, i€ (L15a)
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ol € est le parameétre formel associé a la méthode de Enskog et a dépend du régime
considéré. L’opérateur différentiel Z(f;) est également décomposé en deux opéra-
teurs

AE) = ) + 5 AF) (115D)

avec
~(fz) =0 fi + Ci' Bufy +b;-0c, f (I.15¢)
(ﬁ) (bi — b;)-Be, f;, (1.15d)

Le parametre b vaut 0 ou 1 suivant le modele considéré : b = 1 si le champ magnétique
est intense et b = 0 sinon. Le parametre € étant considéré comme petit devant 1,
il permet exactement d’ordonner les termes par ordre de grandeur : le terme non
réactif #(f) est plus grand que le terme réactif €(f), tandis que le terme Z(f;)
est plus petit que le terme .@Z( fi ). Dans ce chapitre, on considere a la fois le régime
champ magnétique intense, b = 1, et le régime champ magnétique faible, b = 0.
Les différents régimes associés au parametre a sont étudiés, en particulier, dans
[EG98, Gio99] et on ne considere que les régimes a = 1 et a = 0, le régime d’équilibre
chimique cinétique, a = —1, sortant du cadre de cette these. On introduit également

les familles 2(¢) = (% (51))2ES et 9(5) (2 (@))Zes, ot & = (&),cq est une famille

de fonctions dépendant de (¢;,1).

Dans le cadre de la méthode d’Enskog, les fonctions de répartition des especes f;,
1 € S, se développent selon le parametre e sous la forme

= (1+ep +0(e)), i€S, (I.16)

ott les fonctions d’ordre zéro f° ont les mémes moyennes macroscopiques que les
fonctions f;, ce qui s’écrit

(F 0N =(fh Te{l,... n+4}. (L.17)

En utilisant ’expression (1.5) et les relations de réciprocité des probabilités de tran-
sition (L.6), on obtient, pour £ = (§;),.q fonction de ¢;, la relation

A€ => > / Eit&—E—€0) {ff WL ff | W degde;delde,
i,5€S L,V e, Qv Qi
1,3'€0;
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en notant & = &;(c;, ). Ainsi, si € est un invariant de collision, le terme &;+&; —&;—¢;
s’annule et on obtient alors

(W, () =0, le{l,....n"+4}. (1.18)

En substituant 'expression de Z(f; ) fournie par (I.15b) dans I’équation (I.15a), on
obtient

(W 2 + %«wl, D) = (@ E(1), Lefl,...,n+4}. (1.19)

L’importance de cette formule réside dans le fait qu’elle contient les équations de
conservation macroscopiques d’ordre zéro et d’ordre un.

Dans les sections suivantes, on explicite I’équation vérifiée par f°, on écrit les équa-

tions d’ordre zéro, puis, en utilisant 'expression de f°, on détermine ¢; et on écrit
les équations d’ordre un.

Approximation d’ordre zéro

Dans cette section, on détermine I'expression de f°, i € S, et on présente les équa-
tions macroscopiques pour les mélanges de gaz polyatomiques qui résultent de 1’ap-
proximation d’Euler d’ordre zéro pour les deux régimes b =0 et b = 1.

1.5.1 Fonctions de répartition Maxwelliennes généralisées

En ne gardant que le terme en 1/e¢ dans I’équation (I.15a) ou 'on a substitué le
développement de f; donné par (I.16), on obtient I’équation vérifiée par la famille
des fonctions de répartition d’ordre zéro, f° = (f),cq

() = 0w %(f), i€S. (1.20)

En multipliant I’équation par log(3; /), puis en sommant sur ¢;, T € £; et
enfin sur ¢ € S, on obtient

> [tos(au s des = 003 [ 1og(5,10) A1) des.
Iiéegi Iieegi

32



Approximation d'ordre zéro Section 1.5

En utilisant la relation (I.15d) exprimant @i(fio), le second membre se met sous la
forme

3 / log(Buf) Z(£)) dei = 3 / log (B %)z l(e; — v)AB]-e, £ de,

Iiéegi Iléegi
= Z <i /[(Cz —v)nBJ-0,, [fio(log(ﬂilfio) - 1)} de;.

1€S

1€8;

Comme la fonction de répartition f° tend vers zéro lorsque la norme de la vitesse c;
tend vers l'infini, I'intégration par parties

>~ [l(es ~ 0)Bl-0, [£1os(5f) ~ 1)] des =
i€S
1€8;
5 [ Buclle— vl Bl Gog(uf) 1) des
i€
IEQi

permet alors de conclure a la nullité de ce terme car d,-((¢;—v)aB) = 0. On obtient
donc
> / log (B £°)-A(°)de; =0,
i€s

€8
et on est alors ramené au calcul standard de solution Maxwellienne de 1’équation
de Boltzmann qui est traité par exemple dans [FK72, Gio99]. Si on introduit la
production d’entropie cinétique non réactive d’ordre -1,

o0 =k Y [ () log(5u17) des,
IiEGQSi
on obtient donc 8D = 0. Le méme calcul que pour la positivité de v & la sous-
section [I.3.3 permet de montrer que cela n’est possible que si (log(ﬁiI in))ieS est un
invariant de collision. Donc d’apres 1’étude des invariants de collision scalaires, on

obtient I'existence de (a;),cq, de w € R? et de v € R tels que

lOg(ﬁiIin) = Q; — W-m;Cc; — 7y (%mici-ci + g“) s 1 €S.

On utilise alors les contraintes macroscopiques (I.17) sur les fonctions f°, i € S, pour
déterminer ces coefficients. On obtient que 'énergie € est une fonction croissante de
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1/~ et on définit la température cinétique 7" par T' = 1/(kg~). Il est alors possible
de déterminer les coefficients (a;);.q, W € R? et v € R. On parvient a I'expression
suivante de f°

1€S)

) 3/2  ——exp <— C-C - & )
=, (L" ) O Ll kT ies, (1.21)

27TkBT

ou C; = ¢; — v est la vitesse relative de I'espéce i. La fonction de répartition a 'ordre
zéro apparait donc comme une distribution Maxwellienne.

Il est possible d’identifier la température cinétique qui vient d’étre définie avec la
température thermodynamique du systeme. Pour plus de détails, on renvoie par
exemple le lecteur a 'ouvrage [CCT70].

On donne deux autres formulations équivalentes a I'expression (1.21) de la fonction

de répartition a l'ordre zéro en introduisant la fonction de partition de 1’énergie
interne de 'espece 7 Q™

7 )

int __ 21 .
Qi - § Qi €XP <_kBT) 9 (AS S7

IEQi

la fonction de partition de I’énergie de translation de I'espece ¢ par unité de volume
tr
ormkpT\*?
ot - (Em)” s
hp

ainsi que la fonction de partition de ’énergie totale de ’espece i par unité de volume
Qia
Q=QrQr, ies.

On a alors

o W oom e Ein .
fi _ﬂaQi exp( 2kBTCZ C; kBT)’ 1 €S,

ou encore

3/2
0o Qurly m; oom Ei ,
= (27rkBT) =P ( ST OO kBT) €5
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1.5.2 Equations macroscopiques d’ordre zéro

Les équations de conservation macroscopiques sont obtenues en prenant le produit
scalaire de ’équation de Boltzmann par les invariants de collision,

(W 2(H) + é«wl, D)) = (' EN), 1e{l,....n +4}.

En y substituant le développement de f; et en ne gardant que les termes
d’ordre zéro, on obtient

(W 2(f) + 60D (f) + 002 (f'0)) = dua (', C (), 1 {1,... w44},
Or, d’aprés Pexpression (1.21) de f°, Z(f°) = 0, car le vecteur 8., f° est colinéaire
au vecteur C;. L’équation précédente devient donc

(W DO + o, Z(£°9)) = ao (W € (f)), L€ L, ,m+4}.

En explicitant cette derniere relation, on déduit les équations macroscopiques d’ordre
zéro. Les équations de conservation de la masse des especes sont obtenues pour
[=1,...,n° et s’écrivent
8tpi + 8w(pl’l7) = aomiUiO, 1€ S, (122a)
oll ;" est le terme source chimique d’ordre zéro défini par
@ = (0,6 = Y [ () de (1.220)
1€8;
On obtient ensuite 1’équation de conservation de la quantité de mouvement pour
l=n+1,...,n°43,
Oy (pv) + Oy (pvev + pl) = pg + ¢(E +vaB) + 61,51 B, (I.22¢)

ol I est la matrice identité de taille 3 et p = nkgT la pression thermodynamique.
La densité de courant j dépend des fonctions de répartition des especes d’ordre un,

J= Z / [ pizim;C; de.

1€S
1€8;

Il y a donc un couplage entre les équations d’ordre zéro et celles d’ordre un, lorsque
b = 1. La derniere équation est ’équation de conservation de 1’énergie, obtenue pour
[ = n’+4,

O (3pv0+E) 40, [(3pv-v+E+p) v] = (pg+q(E+vnaB)) -v+81,(jaB)-v. (1.22d)
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Les équations macroscopiques d’ordre zéro apparaissent ainsi comme les équations
d’Euler réactives compressibles pour les gaz polyatomiques avec de nouveaux termes
exprimant les effets de la force de Lorentz sur I’ensemble du gaz. Pour le régime
b =1, ces équations forment, avec celles de Maxwell, les équations de la magnéto-
hydrodynamique, a condition que la densité de courant de conduction, 7, s’exprime
en fonction des variables naturelles. Bien que les équations moléculaires d’ordre zéro
puissent étre résolues en f et donner les distributions Maxwelliennes, les équations
macroscopiques d’ordre zéro contiennent des termes impliquant les perturbations
d’ordre un, ¢, lorsque b = 1. L’origine de la difficulté est que le terme Z(f°¢)
n’est pas orthogonal aux invariants de collision pour le produit scalaire {(f°-,-)). En
magnétohydrodynamique, la densité de courant de conduction s’exprime habituelle-
ment grace a la loi d’Ohm, j = o(E + vAB), ol o est le tenseur des conductivités
électriques. On verra dans les sections suivantes qu’a 'ordre un, la théorie cinétique
fournit des expressions plus complexes pour la densité de courant j.

1.5.3 Terme source chimique d’ordre zéro

On étudie a présent le terme source chimique d’ordre zéro, @;° défini en (I.22b) par

@ = (W, = Y [ ) de

1€9;

1.6.3.1 Expression du terme source chimique d’ordre zéro

En utilisant 'expression de £ pour calculer le terme 4" (f°), on peut écrire
le terme source chimique d’ordre zéro sous la forme

ol =) (4 — )%, (1.23)

reR

ou 7. est défini par

b

i) )] e

kes kes

avec

Ko=) /@ [Tde [ dex,
]:7“ B’r‘

F" BT
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et

8‘7:] WFTT%‘T
=11 eXp{ kg, TCJ'CJ - kBT] I 5

T
JjeEF jEFT

En utilisant la loi de réciprocité , on peut récrire ©, sous la forme

ng WB:FfTT

C.-C, — —=L

=11 eXp{ kg T k kBT] T e
keBr KeBr

Il est intéressant d’introduire les nouveaux coefficients XK' et KP définis par

i J[oc et K=o J[Q0

kes kes

car on peut mettre 7. sous la forme

=% ] w0 11 e, (1.25)

kes kes

Ces taux de réaction sont compatibles avec la loi d’action de masse, toutes les réac-
tions élémentaires sont réversibles et on a les relations K = befKeq, r € R, ou les
constantes d’équilibre sont données par

g =Tl Q" rem (1.26)

keS

On peut facilement adapter ces expressions des taux d’avancement chimique et des
constantes d’équilibre a d’autres systemes d’unité que les densités moléculaires.

1.L6.3.2 Conservation des espéces, de la masse et de la charge

Les especes du mélange sont constituées d’atomes et on note 2 = {1,...,n*} l'en-
semble des indices de ces atomes, n* le nombre d’atomes dans le mélange, m;, [ € 2,
la masse atomique du [ atome et a;; le nombre de [° atomes dans la k¢ espece. On
définit également la charge moléculaire a,y = myz,, My la masse d'un électron et

A={0}uA=1{0,1,...,n}.

On introduit a présent quelques notations vectorielles et matricielles qui permettront
d’alléger les équations a venir. On introduit tout d’abord les vecteurs des coefficients
steechiométriques directs et inverses pour la r¢ réaction, vf, v°, r € R,

Y= (Vlfr, Y )T, yP = (1/1'3“, ce V'Z,,)T, r € R,

) nfr T n
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et le vecteur des coefficients stoechiométriques pour la réaction r € $R,
U= Vs oy Upp) ' r €.
On introduit ensuite les vecteurs des atomes a;, [ € A, définis par
a; = (all,...,ansl)T, l Gﬁ,
le vecteur des masses m et le vecteur des charges z définis par
m=(my,..., mys)" et z=(21,...,2s),

u est le vecteur unitaire de taille n°, et la matrice de masse 9t définie par

my 0
M =

0 m,s

Les masses moléculaires des especes, m;, ¢ € S, sont données par les relations sui-
vantes
m; = Zfﬁlail — Moa, €S,
=
ce qui peut se récrire vectoriellement sous la forme

m = E fﬁlal - fﬁoao.
leA

On peut alors écrire les relations de conservation dans le mélange. Les vecteurs
atomiques a;, [ € 2, et les vecteurs des coefficients steechiométriques ., r € R,
satisfont les relations de conservation

() =0, reRile, (1.27)

ott {.,.) désigne le produit scalaire euclidien de R™ . Ces relations expriment la conser-
vation des atomes pour [ € 2 et la conservation de la charge pour [ = 0. On en déduit
la relation de conservation de la masse des especes lors de la réaction r € $R,

My, u) = (ym) =Y My, a) — (4.a0) =0, rER, (1.28)
let
et celle de conservation de la charge des especes lors de la réaction r € R,

Muy.,z) = (y,00) =0, refR (1.29)
Puis on en déduit, en utilisant I’expression de @, que

> m@® =) Ty, m) =0. (1.30)

€S reR
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1.6.3.3 Formulation symétrique des taux de réaction

On présente maintenant une formulation symétrique des taux de réaction chimique
7.. Pour cela, on doit introduire le potentiel chimique de 'espece i € S, noté 1, et le
potentiel chimique unitaire de I’espece ¢ € S, noté [}, qui sont définis par

1
it = ——logQ,,
i - log@

7

1
i = [ + —logn,.
m.

7

En utilisant ces définitions, on en déduit une expression des constantes d’équilibre
XKea, définie en , sous la forme

Kot =[] @ =exp (— > %Tmiﬁy> . (1.31)

1€S €S

Il faut noter que la loi de réciprocité de la réaction r € $R,

e _ XK

est une conséquence des lois de réciprocité moléculaires des réactions (1.9).

En définissant le vecteur des potentiels chimiques 1 et le vecteur des potentiels
chimiques unitaires 1" par

E= (o F)s B =0 )
la loi de réciprocité (1.32) permet d’écrire
log ;. — (My, i) = log K — (M1, 7).
On en déduit alors une nouvelle expression de la constante de réaction X,., r € R,
log K, = log K, — (M y), 1") = log K — (M1, 11"),

ainsi que la formulation symétrique suivante des taux de réaction chimique 7., r € ‘R,

7 = X (exp (M), 1) — exp (M, 7)) - (1.33)
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1.5.4 Equation de conservation de la température a I'ordre zéro

Au cours de I'étude a l'ordre un, on aura besoin de connaitre I'équation qui régit la
température. Celle-ci est obtenue en combinant les équations macroscopiques d’ordre

zéro (1.22).

On commence par donner une expression de ’énergie interne £. Celle-ci est obtenue
en injectant la forme (I1.21) de f° dans les expressions (I.1d) de la vitesse et (I.1e)
de I’énergie interne macroscopique,

= ni(3keT +&), (L.34a)
i€
ol &; est I'énergie interne moyenne de la i¢ espece définie par

— o ]_ g’iI
52' = W Z 0411521 exp <_kBT) . (I34b)

1€9;

On introduit a présent différentes chaleurs spécifiques correspondant aux différentes
contributions de I'énergie totale. On définit la chaleur spécifique moléculaire interne

de la i€ espece ¢! par ¢ = d&;/dT. Un calcul immédiat fournit la relation
cint — # Z ain(Eq — &) exp | — & 1€ 8. (1.35a)
A T keT )’

1€8;

La chaleur spécifique moléculaire interne du mélange ¢ est donnée par

=3 %c?‘t, (L.35b)
i€s
la chaleur spécifique moléculaire de translation & volume constant ¢ par
¢ = kg, (I.35¢)
et la chaleur spécifique moléculaire a volume constant du mélange ¢, par
¢, = ¢F 4 ¢, (1.35d)

Apres un peu d’algebre, on obtient 0r€ = nc,. En effectuant ensuite 'opération

%v-v 2%(1.228”2. — (L.22¢)-v + (1.22d), on obtient 1’équation de conservation de la
1€
température T a l'ordre zéro
ne, (0 +v-8,T) = —pdpv — s »_ (3kpT + &) . (1.36)

1€S
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Approximation d’ordre un dans le cas b =1

Dans cette section, on détermine les équations qui régissent les fonctions ¢;, i € S,
puis les équations de conservation macroscopiques d’ordre un, les expressions des
flux et des coefficients de transport, ainsi que les relations de thermochimie, dans le
cas b = 1, c’est-a-dire lorsque le champ magnétique B est intense. On distingue le
cas b = 1 du cas b = 0 (traité dans la section 1.8) car la structure des flux et des
coefficients de transport en dépend fortement. En effet, lorsque le champ magnétique
est intense, les flux et les coefficients ne sont plus isotropes.

On commence par introduire 'opérateur de Boltzmann linéarisé et par déterminer
ses principales propriétés. On écrit ensuite ’équation de Boltzmann linéarisée dont
on recherche une solution. Puis on écrit les équations de bilan d’ordre un ainsi que
des expressions des flux et des coefficients de transport. Enfin, on étudie ’entropie
macroscopique d’ordre un.

1.6.1 Opérateur de Boltzmann linéarisé

On introduit 'opérateur de Boltzmann linéarisé .#” = (%y )Z s obtenu a partir de
I'opérateur de collision rapide

6= ¥ / P+ 6 — & — )WY dejdeldd,, €S, (L37)
JES 1ef;
3,0’ ey

L’opérateur de Boltzmann linéarisé possede une propriété importante qui est appelée
isotropie et dont I’étude est détaillée dans I’Annexe[l.9 : .#” transforme toute famille
de fonctions du type (u;),.q ou u; est une fonction scalaire des variables C;-C;,
(B-C;)? multipliée par un vecteur ou un tenseur construit a partir des vecteurs C;
et B en une famille de fonctions du méme type.

Pour expliciter cette propriété, on note u; = u; T,; ol u; est une fonction scalaire des
variables C;-C;, (B-C;)? et T; un tenseur d’ordre a € {0, 1,2}, d’un espace vectoriel
qu’on notera E*. E* est engendré par

o lsia=0,

e C,, BetCianBsia=1 et

° Ti(l), . 1;(5) si a = 2, ou l'on définit les tenseurs Ti("), n € {l,...,5}, par

7

T = CeC - 1CC L
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1;(2) =1 [Cs(CinB) + (C;rB)aCy|

Ti(g) = (C;nB)e(C;nB) — %Ci'ci B-BI1+ (C-B)’/B-B BB,
T = 1¢-B[CisB + BC] — (C+B)?/B-B BsB,

T = 1¢,-B[Bx(CinB) + (CAB)=B].

ou l'on a utilisé la notation  pour désigner le produit tensoriel entre deux vecteurs
et définit les vecteurs vitesses renormalisées C;, i € S, par

[ my .
CZ' = mCZ, 1€ S.

I'isotropie de .#” se traduit par

%y(UT) = ViTi7 1€ S,

En notant uT = (UiTi>i€S’

ol v; est également une fonction scalaire des variables C;-C; et (B-C;)?. Cette pro-
priété aura un role tres important dans le développement de la solution de I’équation
de Boltzmann, notamment pour découpler certaines équations.

On introduit également 'opérateur crochet intégral associé a 'opérateur de Boltz-
mann linéarisé .#”

[€.¢1 = (f°6, F7 (), (L.38)
défini pour & = (&), €t ¢ = (Gi)yeg OU & et ¢, @ € S, sont des fonctions de ¢;
et de 1. Le crochet intégral est un opérateur hermitien, semi-défini positif dont le
noyau est exactement ’ensemble des invariants de collision. Ses propriétés peuvent
étre résumées ainsi :

e Pour tout £ = (&),cs et pour tout ¢ = (G),eq, [€,¢] = [¢,€], ou  signifie la
prise du complexe conjugué.

e Pour tout £ = (&),cq, [€,€] = 0.

o Soit & = (&),eq telle que [€,&] = 0. Alors £ est un invariant de collision (tenso-
riel), c’est a dire que ses composants sont des invariants de collision scalaires.

Pour montrer ces trois propriétés, il suffit d’écrire que

1 !4/
l&.cl=3> > / REE+E—6-€) 0 G+ G — = (g deide;dede.
i,j€S ,I'eN;

1.6.2 Equations de Boltzmann linéarisées

Pour déterminer les équations qui régissent les fonctions ¢;, on injecte le dévelop-
pement de f; donné par (1.16) dans I’équation (I.15a) pour ne garder que les termes
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en €’. On obtient alors que ¢ = (¢;), g vérifie

F(¢) = —2(CinB)-Be i + Uy, i €S, (1.39)

avec

(f°)
A

De plus, les relations fournissent les contraintes scalaires

U, = —Z(log £°) + dao i€S.

(fop, ') =0, le{l,...,n +4}. (1.40)

On doit a présent calculer le terme .@i(log 1) pour expliciter I’équation (I.39). Ce cal-
cul, long mais sans difficultés, repose sur I'expression (I.21) de f°, sur les équations
macroscopiques d’ordre zéro ([.22) et sur I’équation de conservation de la tempé-
rature (1.36) a l'ordre zéro. On souligne également le fait que, dans la méthode
de Enskog, l'opérateur de dérivée temporelle 0; doit étre développé par rapport au
parametre €. Plus précisément, on écrit

o =0'+0(e),

ott 92 peut étre évalué au moyen des équations d’ordre zéro. On renvoie le lecteur a
I'article [Wal58| pour les détails de ce calcul. On peut alors récrire I’équation (1.39
ainsi :

F7 () + 2(CinB) -0, i + Z zjc /f%sjc aBdc; = U/ +0,007, i€S8,

jGS

JEQ;
(1.41)
ou
s GO w 1 m,
yl =2 - = — SkpT — —C;-C; ; (3kpT
Z o pch(QB : +E - 5); T + &) 77,
(I.42a)
| N 1
U = -0 8 — WA —p Y U d; — U8, (ﬁ) , (1.42b)
B

JES

et ou p; = nkgT est la pression partielle due a 'espece i et d; = (Opp; — p,gl) /p la
force de diffusion de l'espece i.
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L’apparition du terme
m;m;
pkBT

Z]CZ / ]3-0¢jCj/\B de,
j€S

JGQ]‘
dans I’équation (1.41) est due au fait que b = 1, plus précisément, il résulte du terme
J des équations d’ordre zéro. On verra qu’il permet exactement de compenser les
projections sur les invariants de collision scalaires /' du terme 2i(CinB)-0¢, ;.

Les fonctions apparaissant dans le développement (1.42b) de U7, i € S, sont iden-

[

tiques a celles des mélanges non ionisés. Les fonctions W, i € S, sont des tenseurs

77

d’ordre deux symétriques a trace nulle dont I'expression est

v = — (CisC; — LC;-CT) (I.42¢)
kBT
les fonctions U¥, i € S, sont des fonctions scalaires de C;-C; et de I qui s’écrivent
U = 2 (im,C;-C; — 2kpT) + 26, (& — &) (1.42d)
i CkaT Phid At At 2B CUkBT 1 i)y .

et les fonctions \I'iD T et \Ilg\, 1 € S, sont des fonctions vectorielles construites a partir
d’une fonction scalaire des variables C;-C; et 1 multipliée par le vecteur C;,

| ;

) = (3kpT — ImiC-C + & — &) C. (L.42f)

On peut encore décomposer ¥¢ selon chaque réaction chimique
— r= y
= E Uiz, 1€S8,
reR

ol 7. est le taux d’avancement macroscopique d’ordre zéro de la réaction r et U7 est
donne par
b _ o f
Vi — 14 1

ro__ ir 3 m; ° 3 °
Vi = - n pe,T <§kBT - 701"02' + & — 51’1) ; (5ksT + &)y,

Yy / 9, Hdcj Hdck— vy / 9, Hdcj [[de: |- (142g)

F”,B[ F{,B"

f°9<

Les décompositions de W7 et U? permettront de simplifier 'étude de la solution de
I’équation (1.41).
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1.6.3 Remarque sur la solution de I'équation de Boltzmann li-
néarisée

Considérons deux fonctions '¢ et 2¢ supposées solutions des équations de Boltzmann

linéarisées (L.41)
T (9) + 2(CinB)- 8¢, i+ Z

Je£2

msz = Cr /fogb]C \Bdc; = U7 +6,0%, ic€S,

et vérifiant les contraintes scalaires

(fPp, 0™y =0, le{l,...,n° +4}.
Si on pose 6 = ¢ — 2¢, par linéarité, d¢ vérifie I'équation
T (6) + 2(CinB)-8e 0 + Z mzmﬂ = /foaquc \Bde; =0, ieS,
jES

JED;

et les contraintes scalaires

(%5, 0 ) =0, le{l,....n*+4}.

En sommant sur ¢;, sur 1 € £; puis sur i € S, apres avoir multiplié cette équation
par f25¢;, on obtient

[6¢,60] + > / F02(CinB)-(8¢,6¢:)5¢; de;

€S
1€9);

- Z Z mlmy /f0f05¢z5¢3 -(CjaB) de;de; = 0.

1,JES 1€Q;
Jeiy

Or par une intégration par parties, on obtient

> / F02(CiaB)-(8¢.66;:)0; de; = 0

€S
1€9);

car 8.,-(CinB) = 0. Par ailleurs, comme

(z'(CEAlg)ZZ'—(?f(C%AI;%
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une permutation des indices ¢ et j permet d’écrire

Z Z mlm) /fofoéﬁbzts% -(CjaB) de;de; = 0.

1,JES IEQ]
JED;

Ainsi, [d¢,0¢] = 0 et on déduit des propriétés de 'opérateur [.,.] que d¢ est un
invariant de collision. D’apres les contraintes scalaires, d¢ est donc nul, les deux
solutions sont donc égales.

1.6.4 Développement des ¢,

On recherche dans cette section une solution particuliere du systeme des équations
de Boltzmann. D’apres la forme de Uy et U¥ dans I'équation (I.41), on cherche une
solution ¢ = (¢;),q sous la forme

¢ = &7 + 0a0dy (I.43a)
avec
6f =D o, (1.43D)
reR
7 = -0, — —QS“(‘) v —p ; ¢) .d; — ¢) Oy (kBT) (1.43c)

Les fonctions ¢* pour p € {n, IQ,/):} U{D;,j € S} U{r,r € R} sont maintenant
tensorielles et vérifient les équations intégro-différentielles

F(¢") + 2(CinB)-0¢, ¢! + Z n;;m% 2;C;- /fOC rB¢fde; =Wy, i€S,
J”SSJ
(1.44a)
et les contraintes scalaires
(fop* !N =0, 1e{l,....,n°+4}. (1.44D)

1.6.4.1 Equations pour qbiX et q’)iDj

e , : A D; .
On étudie simultanément le cas des fonctions qbf‘ et ¢;” car elles sont du méme type
(tenseur d’ordre un colinéaire a C;). Les calculs sont explicités avec qb;\, mais ils se
. D;
transposent directement pour ¢;”.
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L’équation (I.44a)) s’écrit pour ¢*

F7($) + 2(CnB)-Do, ) + Z mlmf Z2,Cr /fOC \Bg de, = W, icS,
JEQ]
(1.45)
et on cherche une solution sous la forme
¢ =6}V C +6?CnB + 6" C-B B, (146)

ou les fonctions gzﬁl’-\(l), ¢;\(2) et ¢j‘(3) sont des fonctions scalaires qui ne dépendent
que de C;-C;, (Cyi-B)? et de B-B. En effet, la solution doit étre invariante par
changement de repere et la famille des vecteurs {C;, C;nB, C;- B B} forme une base
des vecteurs construits a partir de C;, i € S, et de B et qui vérifient cette propriété
d’invariance [Wan70a, Wan70b]. En utilisant cette base, on transforme cette équation
intégro-différentielle vectorielle (dans R3) en trois équations intégro-différentielles
scalaires.

Pour résoudre les équations intégro-différentielles en ¢ et qbz , on a besoin d'un
opérateur noté R qui transforme un vecteur a = (ay, as, az)™ en une matrice antisy-
métrique a trace nulle

0 —as a9

R(a) = as 0 —a

Pour deux vecteurs a et b de R3, on a alors les relations R(a)b = arb et b"R(a) =
(bra)T.

Le premier terme de I'équation .%” (qu) se projette directement selon les trois vec-
teurs Cj, C;nB et C;-B B en utilisant 'isotropie de l'opérateur de Boltzmann li-

néarisé (voir Annexe[1.9) et la forme (I1.46) de ¢
Pour le deuxieme terme, z;(C;aB)-0e, qb-x un calcul direct montre que
8o = 6}V + 20,6,V CiaC; + 0,6,V CraB
~ 3O R(B) + 20,6°? (CinB)aC; + 06" (C:nB)=B
+ 69 BeB +20,6:% (C,-B)BsC; + 0,6°%) (C,-B)BeB.
En multipliant scalairement par C;aB, on en déduit la relation suivante

(CinB)-8o,¢" = 6, VCAB + 6)?(C-BB — BC)), (1.47)
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en rappelant que B est la norme du vecteur B.

On étudie a présent le dernier terme. En remarquant que 'on a la relation antisy-
métrique C;-(CjaB) = —C;-(C;aB), on peut écrire

mszZ]C /f0¢ C/\Bde
jES
JEQJ‘
==Y e (CinB): / 12C;(6)C; + 6P CinB + )% C;-BB) de;.
jes pkT
JEQ;

En utilisant 'isotropie des fonctions qb?(l), gb;-(z) et qb;-(?’) et le fait que les seules
contributions non nulles sont apportées par les fonctions paires en chacune des com-
posantes de Cj, on obtient

/fo C;sCjde; = (/ j}o<b§.(1)Cj.Cj dcj) I,

[ 560 cie(058) e, = ( [pé@ere, dcj) R(B)

( / Jlentel dcj) BsB.

En utilisant la formule R(B)a = Baa, pour un vecteur a de R3, on obtient

Zﬂmlmfc /f%z) CinBde; = —1Y° ij”"‘JC B/fo 5,0 de;
B

/ j;%j.(?’)cj-B C;eBdc; =

JES s
JEQJ‘ ]EQ
2ty o 0 N\ 2)
i JZE; kBT (B C"_B'CiB)/ﬁ' ¢; " Cj-Cjde;, (L48)
JEQ;

le dernier terme de I’équation intégro-différentielle (I1.45) étant alors développé selon
les trois vecteurs C;, C;-B B et C;nB.

En utilisant les formules (I1.47) et ([.48) et l'isotropie de 'opérateur .#” (Voir An-
nexe .9), une projection sur les trois vecteurs formellement indépendants B, C; et
C;nB permet de scinder I'équation ([.45) en trois équations couplées

3pkpT

Jeiy

)\(1 _'_ Z ijzmy B2Q/,EO¢§(2)CJCJ de . ZZBQ¢ZX(2)CZ _ ‘I’ZX, i c S,

(I.49a)
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77 ($0CB) - Y zjmi“;j C\B / 20XV C;-C; de; + 200 VCinB =0, i€,

Z jes 3ok
JEQ;
(1.49D)
ﬁy(gbx(g)GBB) Zz]mzmjc BB/fO C -C; dc; +zq5 CBB—O i €S,
‘ 3pkpT s

JEQJ'
(1.49¢)
ou 'on a défini les familles de fonctions

PC = (@X(”CZ-) 7
1€S

P OCAB = (qSiX(Z)CiAB) ,

1€8

»IC.BB = (@X(?’)CZ--BB)

1€S

A ce stade, les équations intégro-différentielles pour q,’)f‘ sont réduites a des équations

intégrales couplées dont les inconnues sont scalaires et réelles. Pour les découpler,
A1) x(2)

on introduit les variables réelles ;" 7, i € S, et les variables complexes ¢; ", 7 € S,
définies par
o2 ® = g} 4 g2l >, i €8, (L.50a)
oD = )V L iBg® e, (1.50b)

ol i est une racine carrée de —1. On résout ainsi les équations découplées en ces
nouvelles variables et on en déduira l'existence des ¢, i € S, par la relation

6 = (L) VBB + R() D) (1 - BeB) — S(0}?)R(B)))C,, (L51)

Z

ou B est le vecteur unitaire défini par B = B/B et ou R(z) et J(z) désignent la
partie réelle et la partie imaginaire du complexe z = R(z) + iS(z).

En ajoutant les équations (1.49a)) et (I1.49¢) puis en prenant le produit scalaire avec

le vecteur B, on obtient les équations vérifiées par la famille de fonctions pr(l)C =
(Soa(l)ci)i687

2

F7(PV0) =¥, ies. (L52a)

De plus, en ajoutant le produit vectoriel de 1’équation par le vecteur B a
I’équation (1.49b) multipliée par le scalaire 1 B, on obtient les équations vérifiées par
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la famille gom C= (902\(2)01')@'637

F

7

7 (P BZ ZJ";Z“;ZC /fo XG0, de; + 1Bz C = ), ies.
P

JED
(L.52b)
Si les deux équations (I.52)) ont une solution alors les trois équations (1.49) en auront
une également.

A ot @ par les relations

by A1 by 2
PV = (2VC) . = (%)
1€8 1€8

En définissant les familles de fonctions vectorielles ¢

ies
1 Zimm; ,
F(u) = - Z okt O /fou] .C;de; + zu;, €S, (L.53)
Jeiy

ou u; est le produit du vecteur C; par une fonction scalaire (complexe) de C;-C;,
(C;-B)? et de B-B, les équations (1.52a)) et (I.52b) se récrivent sous la forme

F7 (o) = ¥, (L54a)

(ﬁyjtiBﬁ’ql) (P2 = o, (L54b)

On s’intéresse a present aux contraintes scalaires (1.44b). En utilisant la parité des

fonctions f°, ¢;\(1) qb)‘@ et gb en la variable C; et l'isotropie, on montre a partir
des relations ([.44b) que

(fPDIC, ) = (FPPPC, ) = (OO =0, Te{1,... .0 +4},

et on obtient donc, d’apres les définitions (I.50), que

«ﬂw?%¢»
(0 @, )

Le{l,...,m°+4}, (L55a)

0,
0, le{l,... . +4). (L55h)

. , 1 .
On remarque que les images des opérateurs .#” et .#9 sont orthogonales aux in-
variants de collision scalaires et ce grace a l'isotropie de 'opérateur de Boltzmann
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linéarisé et a la relation

> m? / f0C;-C; de; = 3pkgT.
1€S
1€9;

En mettant des hypotheses raisonnables sur les sections de collision, les équations
intégrales sont classiquement résolues car la famille de fonctions ¥ est orthogonale
aux noyau de .#” +iB.# ¢ [FK72, Cer88J. On pourrait aussi formaliser cela dans un
espace approprié en utilisant Lax-Milgram [Cer88, Wal58]. Par ziﬂleurs, l’isotropie
des opérateurs .Z7 et .Z4' permet de montrer que les fonctions go?(l) et go?@), 1 €S,
sont des fonctions des variables C;-C; et B-B—et non pas (C;- B)*—multipliées par
le vecteur C;.

A de I’équation (I.54a) ne dépend pas du champ magnétique B. On

X(2)

La solution ¢
s’'intéresse a présent a la dépendance de la solution ™% de I'équation (I.54b) vis
a vis du champ magnétique lorsqu’il tend vers zéro. Comme les opérateurs ?{ et
F1 ne dépendent pas du champ magnétique, on peut développer les fonctions cp?@),
1 € S, sous la forme R

0P =3 (1B)"e, (156)

neN

ou les familles de fonctions cpfn = (SOiX,”)ieS’ n € N, vérifient les équations intégrales

yy b — \IIX,
(%) o (L57)
<gsjﬂ((lo)\n—i—l) ﬁq (Sofn)? n 2 07
SOous les contraintes
(o) =0, 1e{0,... ,m+4}. (L58)

Ces équations définissent de maniere unique les fonctions réelles @7, i € S, n € N,

o\ . . . i\ (1
de maniere récursive. On remarque enfin que les fonctions 502\70 et goi( )

égales car elles sont définies par les mémes équations.

, 1 €S, sont

On peut effectuer un développement similaire pour ¢, j € S. L’équation vérifiée
par les fonctions cbzpj , pour i, j € S, correspondant a 1’équation (1.45), est

F7(¢P1) + 2(CinB)-Bod” + 3 mlm’“zkc /fk CinBo> de, =%, ices,

kesS
KEQ

(1.59)
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pour laquelle on cherche une solution sous la forme

P = ol e + PP caB + ¢ C-B B. (1.60)
. . . 1e . . Dj(l) Dj(?) .
On introduit alors les fonctions auxiliaires scalaires ¢, et p, par les relations
ol =l 4 B2 e, (L61a)
et
(pf)j@) — QSZDJ(I) ‘l‘ iB¢iDj(2)7 ’l c S, (IGlb)

D;(1)

et on définit les familles de fonctions vectorielles ¢ et P par

D) — (SDiDj(l)Ci) Cpli@) = (gpiDj@)Ci)
i€s

On résout les équations pour ces dernieres variables et on utilise les relations

ies

o7 = (¢ VBB +R(p )1~ BeB) - S P)R(B)) €. (L62)

pour revenir aux inconnues ¢ZDJ , 1,] €8S.
Ces fonctions vérifient alors les équations suivantes qui correspondent aux équations
.54) pour les variables e
(1.54) 1 iables 1) et 2
F7 (pPiVy = wPi, (1.63a)
(F7 +iBF V) (pPi ) = ©Pi (1.63b)

et les contraintes scalaires, correspondant aux équations (1.55),

(o™ wh)
(o™ wh)

pour tout j € S. En mettant des hypotheses raisonnables sur les sections de collision,
les équations intégrales sont classiquement résolues car les familles de fonctions W27,
j € S sont orthogonales aux noyau de .77 +iB.Z¢ [FK72, Cer88]. On pourrait
aussi formaliser cela dans un espace approprié en utilisant Lax-Milgram [Cer88,

Wal58]. Par ailleurs, I'isotropie des opérateurs .#” et .F 4" permet de montrer que
1 (2

0, le{l,...,n°+4}, (1.64a)
0, le{l,... . +4}, (L.64b)

les fonctions cpiD et QOZ-D 74,7 € S, sont des fonctions des variables C;-C; et
B-B——¢t non pas de (C;-B)*>—multipliées par le vecteur C;.

La solution P de I'équation (I.63a) ne dépend pas du champ magnétique B. En
ce qui concerne la solution i@ de équation (1.63b), les opérateurs #7 et F7
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D;(2)

7 )

ne dépendant pas du champ magnétique, on peut développer les fonctions ¢
1,7 € S, sous la forme

0P =3 "1B)¢ ), (1.65)

neN

ot les familles de fonctions cpf),{ = (Lpf ,{)ies, j €8S, n € N, vérifient les équations
intégrales

F7 (@g) =¥, (L66)
F (") = —F"(92), n=0, '
SOus kﬁ contraintes
(fopls, ') =0, 1€{0,...,w+4}, n=0. (1.67)

/ . , . o . . P D;, . .
Ces équations définissent de maniere unique les fonctions réelles ¢, ;4,7 € S, n € N,

S . . . D;
de maniere récursive. Et on remarque également que les familles de fonctions ¢;

ey

et goiDj , 1,7 €S, sont égales.

Les membres de droite W27 possedent une propriété importante qu'on peut écrire
> pj\I'Dj = 0, qui implique par linéarité que » qubDj = 0, et donc que

J€S J€Ss
Yoo =0, Y pe® =0, (1.68)
J€Ss J€Ss

Enfin, le rang des deux familles (gpx(l),ngf(l),j € S) et (@X(2),¢Dj(2),j € S) est
exactement n°, car c’est celui des membres de droite correspondant (\Il’\, whi je S).

1.6.4.2 Equations pour ¢/

D’apres , les fonctions ¢ pour i € S vérifient les équations

g m,m, .
F7 (") + z:(CinB)-8,d) + Z pkB%szi-/j;QCjAqu? de; =9], €S,
JJEEAQSJ'
(1.69a)
et les contraintes
(fPp" ') =0, le{l,....n°+4}. (1.69b)
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On introduit la vitesse renormalisée C;, i € S, définie par

[ my .
CZ' = mq, 1€ S.

L’équation (1.69a) se récrit alors, en utilisant expression (I1.21) de f°,

9y(¢n) i Z 2,/mm;n;z; exp <_k2] )

3/273. &
: pm3/23;, 4 _ &
j€Ss § : — €xXp
JEQJ‘ JEQJ' BJJ kpT

Ci-/exp(—Cj~Cj)Cj/\B¢;7 dCJ

On cherche une solution ¢”7 = (@), q invariante par changement de repere, telle
que les fonctions ¢, i € S, sont construites & partir de tous les tenseurs symétriques
d’ordre deux a trace nulle qui peuvent étre créés grace au vecteur C; et au pseudo-
vecteur B [Wan70a, Wan70b]. Comme l'espace de ces tenseurs est de dimension
5, il est suffisant de considérer 5 tenseurs linéairement indépendants et de déve-
lopper la solution sur cette base. Nous introduisons donc la famille des 5 tenseurs
T(l), ceey Ti(s), définis par

Ti(l) = CZ®CZ - %czcz I[7

1;(2) — % [CZ®(CZ/\B) + (CZ/\B)(XJCZ] ,

T = (CB)s(CinB) - 1C-C; B-B1 + (C;-B)?/B-B BB,

TZ,(E’) = %Ci-B [Be(CinB) + (CinB)2B] .
On remarque que J.H. Ferziger et H.G. Kaper ont trouvé plus judicieux de considérer
6 tenseurs et la relation linéaire qui les lie dans [FK72|. Cette représentation permet
d’obtenir les mémes résultats mais elle est certainement moins élégante car certaines

relations entre ces tenseurs ne sont pas linéaires et il est plus difficile de justifier les
changements de variables.

On développe les fonctions ¢}, i € S, par rapport a cette famille
5
ol =3 ¢l (L71)
n=1

Les fonctions qb?(") sont a priori des fonctions scalaires de C;-C;, de (C;-B)? et de
BB, car la solution ¢" doit étre invariante par changement de repere.
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Or les tenseurs T et les fonctions ¢! étant pairs en C;, tous les termes

/ eXp(—C]’ CJ)CJAB¢? de

qui apparaissent dans I’équation (I.69a) sont nuls. On doit donc s’intéresser aux
termes (C;anB)-0¢ ¢]. Comme les fonctions gb?(") sont des fonctions scalaires des
variables C;-C;, (C;-B)? et B-B, les vecteurs Oc, gﬁ?(") sont dans le plan engendré par
les vecteurs C; et B. Ainsi,

(CnB)-Bc,¢]™ =

et on obtient

(C:nB) ac¢"—2¢"")< AB)- aqﬂ")

Il reste donc a calculer les termes (C;nB)-Oc, 1;-(") et a les exprimer selon les tenseurs
'I;-("). Le résultat est le suivant

L’isotropie de I'opérateur de Boltzmann linéarisé .%” implique que, pour chaque
n € {1,...,5}, le tenseur Ti(") et son image par cet opérateur sont colinéaires. On
peut alors écrire les équations intégrodifférentielles correspondant selon chacun de
ces b tenseurs de base.

ﬁ;ﬁ”(gbn(l T ) — le-ng"(Z)Ti(l) _ 21-1,(1)7 ieS

F7($"OTH) + 240" — B-Be)T? =0, ies,

F7(@OTO) 4+ 261 TY =0, ies,

F7 (DT 4 23] — B-B!)TW =0, ies,
( )

7 ($"OTO) 4 22077 + 6/ T =0, ies.

X
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En utilisant les relations linéaires liant les tenseurs TZ-("), n € {2,3,4,5}, au tenseur
'I;-(l), pour i € S,

Ti(2) _ %(T(l)R(B) _ R(B)T-(l)),

3 3

T = —-R(B)T\"R(B) + 555 B«B T BsB,

(2

T = {(BeBT" + T BsB) — 55 B«BT,") BsB,

(2

T = }(B«BT" R(B) - R(B) T, BeB),

(2

on en déduit par isotropie de 'opérateur de Boltzmann linéarisé (voir Annexe [1.9)
que I'équation (I.70) est une conséquence des 5 équations couplées

F7(¢"V) — ,B-Bp!"” = 20!, icS (L.72a)
F7 (") + 22,(¢"" — B-B!P) =0, ies, (L72D)
F7(¢") + 9! =0, i€S, (L.72¢)
F7 (") + 2(¢]?P — B-Bg!”) =0, ieS, (L.72d)
77 (¢") + 220! + 1Y) =0, €S, (L.72¢)

en ayant posé
#1 = 41 (CioCi — §C:Cil).

Pour découpler ces équations, on fait intervenir a nouveau des variables complexes

qu'on notera "M 7 et " définies par

o = g1 + B, ies,

o1 = @1+ 1Bl — g, ies,

¢?(3) _ ¢?(1) + %quS?(Z) + %B2¢?(4) + %iB3¢>?(5), i €S,
ol B est la norme du vecteur B.

Les équations vérifiées par ces nouvelles variables sont les suivantes

F (") = 2w7 eS8, (1.73a)
F7 (") + 2iBzip!? = 2], €S, (1.73b)
F7 (") + iBzp!® = 2], i€s. (L73¢)

Pour u = (u;),_q, fonction scalaire des variables C;-C;, (C;-B)? et B-B multipliée par

1€S?

2
M on introduit alors I'opérateur F¢* = (%" )ies défini par

le tenseur T, z

f%qz(U) = Z;u;, 1€ S
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Les équations (1.73) se récrivent alors immédiatement sous la forme

F (")) = o, (1.74a)
(F7+2iBF) (") = @7, (L.74D)
(F7 +iBFT) (") = @, (1.74c)

De plus, les fonctions ¢, "2 et "3 vérifient les contraintes scalaires

(o™ ) =0, Le{l,...,n +4}, (1.75a)
(fop® Yy =0, Te{l,...,n° +4}, (1.75h)
(fo" Wy =0, le{l,....,n" +4}. (1.75¢)

En mettant des hypotheses raisonnables sur les sections de collision, les équations
intégrales sont classiquement résolues car la famille de fonctions ¥" est orthogonale
au noyau de .#/ +1B.F7" [Cer88, Walb8], ce qui peut se formaliser en utilisant Lax-
Milgram dans un espace approprié. De plus, lisotropie de 'opérateur .#” +iB.% ¢’

permet de montrer que les fonctions @', 7@ et "™ i € S, sont des fonctions

de C;-C; et de B-B multipliéees par le tenseur Ti(l).

La solution ¢ de I’équation (I.74a) ne dépend pas du champ magnétique B.
En ce qui concerne les solutions ") et ¢"® des équations (L.74b)) et (I.74c), les
opérateurs .ZF” et .F7 ne dépendant pas du champ magnétique, on développe les

fonctions @ et " i € S, sous la forme
ol” =D (21B)"¢l,. (1.762)
neN
ol =D _(1B)"el, (1.76D)
neN

ott les familles de fonctions ", = (¢7,) ., n € N, vérifient les équations intégrales

i€S’

F y(%"?o) = v,
{ P (@) = —F (@), n >0, -
sous les contraintes
(fP ") =0, 1€{0,....,n°+4}. (1.78)
Ces équations définissent de maniere unique les fonctions réelles ¢, i € S, n € N,
de maniere récursive. On remarque également que les fonctions goz(; et go?(l), 1 €8S,

sont égales car elles sont définies par les mémes équations.
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1.6.4.3 Equations pour ¢/

Le cas des fonctions ¢f, i € S, est identique a celui des mélanges neutre [Gio99.
D’apres (1.44), ces fonctions vérifient les équations

Z7(¢") + z1(CinB)- 0,9 + Z

mim; K Ko
kBjijjCi./];OCj/\Bqu de = \IIZ-, 1€ S,

jes P
JGQ]‘
(1.79a)
et les contraintes scalaires
(fo0" !N =0, le{l,....n +4}. (L.79Db)

On cherche une solution sous la forme ¢* = (¢f),.q ol ¢ est une fonction scalaire
des variables C;-C;, (C;-B)? et B-B. Par imparité, toutes les intégrales

/ J;OCjAB¢; de;

sont nulles. De plus, le vecteur 9., ¢} est dans le plan défini par les vecteurs C; et
B. On obtient donc
(CirB)-0e 6 = 0.

L’équation (I.79) se récrit alors

F7(¢F) = U~ (1.80)

On remarque que la fonction U* est orthogonale aux invariants de collision scalaire.
En effet, comme cette fonction est paire en la variable C;, il est suffisant de montrer

que
Z/ﬁ)\pfdci:o, i€S

1€8;
et que
Z/ﬁo‘l’f (3micic; + &) de; =0,

1€S
1€9);

ce qui s’obtient en utilisant les relations

v = 2 (GO = B T) + 2 (E g, e
;= amiLiCy — 3 i ci), U J
! CUkBT 2 2B CUkBT !
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avec nc'™ = Yond " = 3/2 kg, et ™ = dE;/dT qui se réerit (1.35a) sous la
=
forme

: 1 = &
int _ - 2 : ; gl o gz 2 & ]
K kBT2Q§m 1€£; %l )y e ( kBT)

Les équations intégrales (1.80) (1.79b) sont résolubles car la famille de fonctions W*
est orthogonale au noyau de .77 [FK72].

1.6.4.4 Equations pour des ¢!

Le cas des fonctions ¢}, i € S, est identique a celui des mélanges neutres. D’apres
(I1.44), ces fonctions vérifient les équations

F7 () +2(CinB)-Bodi+ > 2. / f°CinBe de; = W7, i€, (L8la)
— rksT
JJEQ]'
et les contraintes scalaires
<<f0¢"7¢l)> =0, le{l,...,n°+4}. (1.81Db)

On cherche une solution sous la forme ¢" = (¢}),.q oil ¢; est une fonction scalaire
des variables C;-C;, (C;-B)? et B-B. Par imparité, toutes les intégrales

/ ‘]ZOC]/\BQ%« de

sont nulles. De plus, le vecteur 8.,¢] est dans le plan défini par les vecteurs C; et
B. On obtient donc
(CiaB)-0¢,¢; = 0.

L’équation (I.81) se récrit alors
F7(¢7) = ", (1.82)

On montre a présent que la fonction W" est orthogonale aux invariants de collision
scalaires. On rappelle que

g ~t_ Tr ir
' io n;
1 3 < b f 3 m; =
v jes
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avec

‘I/;”:j% —%£Z/®rHdeHde+ViEZ/@erCdeCk
' Fr Br Fr B

F{l7BT F7‘7B{.

e On montre que {(fOU” ) =0,7 € {1,...,n'}.
Soit i € S. On a, apres un calcul rapide,

Ur
> [ 05 ae =+

IEQi

b f
e
0 "air ir _ f b
§ /-f; dci_—yi?"_'_yir
n;

1€8;
et

>[5 (ot - FOCi+ &~ &) de =0
1€89;

On en déduit alors que pour tout ¢ € {1,...,n*}, (fOU", ¥") = 0.

e On montre que {(fOU” ™) =0, v € {1,2,3}.
Soit v € {1,2,3}. Grace a ce qui précede, on déduit

> / fUrmcy, de; = Y / £o0rm, G, de;.

€S €S
1€9; 1€8;

Or cette derniere intégrale est nulle car la fonction W] est paire en la variable C;.
e On montre que ((fOU", ") = 0.

On commence par montrer que (¥", 1" +4) = 0. On a

~ b _ f TRT
<<\IIT7¢TLS+4>> = Z % Z / H .];-0 (%mici-ci -+ 521) W;.‘r%r H de H dck,

1€S r F",B" JEFT JEFT keB"
avec

( m; )3/2

J\ 2nkgT
j<:r = :K:r €
1 33

jeFr 2 g—ﬂeXP< K T)
IGQ]‘

60



Approximation d'ordre un dans le cas b =1 Section 1.6

= Z/ H P (3micic; + En) Wiipr H dc; H dey,

I‘ F" BT jEFT JEFT keBr
s'interprete comme la production d’énergie dans la réaction r correspondant aux

particules de type i. Ainsi, <<‘IIT,1/J”S+4)) = 0, par conservation de I'énergie dans la
réaction r.

Il reste a montrer que les contributions des deux autres termes s’annulent. Les deux
résultats suivants le montrent :

b f

S [ RE T (e + £) des = D (0 — ) (kaT + E)

€8 i i€S

1€8;

et

Z / fo %mzCZCZ _I_ ?Z - gll) (%miCi'Ci + g’“) dcz' - —nckaT2.
€S
1€9);

On a donc montré que la fonction W" vérifie les contraintes scalaires et les équations

1.81b) sont donc bien posées [FKT72].

1.6.5 Equations macroscopiques d’ordre un

Dans cette partie, on étudie les équations macroscopiques d’ordre un pour les mé-
langes de gaz polyatomiques dans le régime b = 1. Plus précisément, on étudie les
équations de conservation, les flux de transport, les coefficients de transport, les rela-
tions thermodynamiques et le terme source chimique. On s’intéresse en particulier a
la structure et aux propriétés des matrices de diffusion et des matrices de transport
de chaleur et de masse multiespeces qui en résultent. Ces propriétés sont fondamen-
tales pour étudier la production macroscopique d’entropie. De plus, ces propriétés,
établies ici pour les matrices exactes issues de la théorie cinétique des gaz, ont un role
important dans 1’étude des approximations numériques de la diffusion multiespeces.

1.6.5.1 Equations de conservation d’ordre un

Les équations macroscopiques de conservation d’ordre un sont obtenues en effectuant
le produit scalaire de ’équation de Boltzmann par les invariants de collision et en
gardant les termes d’ordre zéro et d’ordre un en e.
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En substituant le développement (1.16) des fonctions f; dans 1’équation (1.19

(W (D) + L', 2(0) = (@ €(N)), 1e{l,...,n+4},

on obtient

L', D) + (U D) + D(1°9)) + e, Z(f°9)) = e (¥, €(f)), (1.83)
pour I € {1,...,n° +4}.
D’apres (1.21), on a Z(f°) = 0. De plus, on peut écrire
G(f) = G(f°) + 0 G(f0) [0 + O(),
avec la notation

GO =D 05 CG(f)f¢5. (L.84)

JES

On obtient donc en ne gardant que les termes en €” et €

(W1 D(f°) + D(f°0) + D(f°0)) = (¢, C(f°) + Sa00s € (f0) 1°0),
pour [ € {1,...,7° + 4}, avec 0r€ (f°) [0 = (O G (f°) f°),cs-

On en déduit les équations de bilan macroscopiques d’ordre un. Les n® premieres
équations correspondent aux équations de conservation de la masse des especes,

ou V; est la vitesse de diffusion de I'espece i donnée par

V. = /Cf%l de;, 1 €8, (1.85Db)
' " 1e9;

et w; le terme de production chimique dont I'expression est

Z / O + 38,0056 (f°) f20) de;, i €S. (1.85¢)

1€9);

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit

O (pv) + Bz (pvev + pl) + 01T = pg + q(E + vaB)] + jAB, (1.85d)
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ou IT est le tenseur de viscosité qui s’écrit

IiEGQSi

et 7 la densité de courant de conduction

J= Zpizi‘/{- (1.85f)

IS

Enfin I’équation de conservation de I’énergie est

Oy (%p’u-'v + 5) + O [(%p’u-'v + & +p) v} + 0, (Q + ITv)
=[pg+q(E+vxB)|-v+jE, (18g)

ou IT est le tenseur de viscosité et @ le flux de chaleur donné par

Q=3 / (3miCi-C; + &) eif i de. (1.85h)
i€S
1€8;

En multipliant les équations (I.85a), par z; et en sommant sur ¢ € S, on obtient
I’équation de conservation de la charge

01(q) + Op(qv) + Bp-j = 0, (1.86)
car y | zzm;w; = 0, ce qui traduit I'absence de production de charge dans les réactions
i€s
chimiques.

On note qu’il devrait y avoir un terme supplémentaire dans le membre de gauche
de I’équation qui s’écrirait (¢!, 2(f0¢?)Y), ot @ est la contribution d’ordre
deux dans le développement de Enskog de f, mais ce terme est habituellement négligé
sans que son existence soit notifiée. La forme de sa contribution serait j @B dans
le membre de droite de I’équation de conservation de la quantité de mouvement
(1.85d) et j(2)-(B/\'v) dans celui de I’équation de conservation de 1’énergie (I.85g), ou
3® est le courant d’ordre deux [CD69]. Comme la charge converge habituellement
rapidement vers zéro dans les fluides réactifs ionisés globalement neutres, il est usuel
de négliger ce courant du second ordre.
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1.6.5.2 Expressions des vitesses de diffusion V,

D’apres I'équation (I1.85b), en rappelant que p, = ny kg7, k € S, on a

kT
v = B

/Cfogm de;, 1€8S.

pi 1€2;
En utilisant la relation (I.42e), \Illpj = (0,5 — pi/p)C;/pi, on obtient

kB

V= ks T(®D, o) + 20 §° / m,C; 2, de;.

JES

JED;
La famille (ijj>j cg €tant un invariant de collision vectoriel, le deuxieme terme de
cette expression disparait. La vitesse de diffusion peut alors se récrire

Vi=kpT (@™, fo0), i€S. (L.87)

On substitue alors le développement (1.43) des fonctions ¢; dans 'expression précé-
dente. Les fonctions \I’jD “ pour i, j € S sont des vecteurs de R3, ainsi que les fonctions

d)]’-ji et d);‘, tandis que les fonctions qz_’);? sont des tenseurs d’ordre deux a trace nulle

et les fonctions ¢} et ¢ des fonctions scalaires isotropes. Il en résulte que le produit

scalaire de ¢ avec WP ne fait intervenir que les fonctions ¢jD ‘et ¢)§‘. La vérification
ne présente pas de difficulté et pourra étre trouvée dans le livre [FK72] en annexe.
On obtient donc

Vi=—kpT Y (¥ pfogp"i-d;) — kgT (¥, f%xam(@%)».

jes

En utilisant les équations pour les variables () et P2 et 1a relation (I.62)
liant les fonctions ¢ et PV et i) on obtient

d.

7

<<qlDi’f0¢Dj‘d [Z/ 00“/ )®M”QO D;(1) dey,

keS

Z/fk +1B£Zq ) (P @) e(M* 1M®) dck] d;,

kes
ot les matrices Ml M+ et M© sont les matrices carrées de taille trois définies par

M =BsB, M!'=1-B«B, M°=R(B),
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on renvoie a 'annexe 1.10 pour plus de détails. Enfin, I'isotropie de 'opérateur de
Boltzmann linéarisé, .#, Annexe 1.9, et celle de l'opérateur .Z¢ , permettent de
récrire les termes (WP, foquJ'-dj», 1,7 € S, sous la forme

(w1000 ds) = R (1™, ™ VM
(9”@, @] + (™D, P @)) (M* = M) d;,

ou 'on a défini le produit ((.,.)) par

(&) =25 Z Zi / S &0 de;, (1.88)

ieS
pour § = (&),cq et ¢ = ((;);eq des fonctions de ¢; et de 1.

En effectuant le méme calcul sur le terme (UP7] f quA-Bm(kBLT))), on récrit les vitesses
de diffusion V;, ¢ € S, sous la forme

vi--% (D'.‘.d” + Didt + D.@.d@)

(V) LV} LV
JES

. (e,'.'(amlogT)“ + 0 (8,logT)* + e?(a,,,logT)@) . (1.89)

i,j €S, 0l 6+ et 67, i €S, sont définis

9 1) 7

N : ! 1L o
ou les coefficients de transport D;;, D;;, D3,

par
Dz”g _ %pkBT[[QODi(I), QODj(l)]], (I.90a)
Di; +iD§) = 3pkpT ([¢"®), P1O] + (7@, P51, (1.90Db)

et
el\ _ _%[[(PDi(l)7 90)\(1)]]7 (I.90C)
0 + 109 = L ([p"®, ] 1 1P, D)), (190d)

et les vecteurs dy, djL et d;f), J €S, sont définis a partir des vecteurs d;, j € S, par
I _ L _ o _
dj - :de :B, dj = dj - Bd] B, dj = B/\dj.

On note que la contribution due au produit scalaire ((.,.)) dans les expressions des
coefficients de transport D+, D® 6+ et ° n’apparait pas dans [FK72]. En sépa-
rant partie réelle et partie imaginaire dans les expressions (1.90b) et (1.90d), et en
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effectuant le produit scalaire (f°-,-) de la partie imaginaire des équations (I.54b)
et (1.63b) avec la famille de fonctions " i € S, ce qui fournit les relations

[SX®, REP D]+ (R D, ReP @) =0, €S,
[S2®, 3P O]+ (R, P @) =0, i€S,
[SpPi® REPA] 4+ (R @ RpPi D)) =0,  4,jeS,
[SpP® SP@] 4+ (R @, SpPi D) =0,  4,jeS,
on obtient
Di# _ %pkBTGﬁR‘PDi(?)’ RpPi D] + [SPi?), %chf(Q)]]), (1.90e)
D = LpknT (R @, R @) + (32D, 32 D)),  (1901)
et
o = —1 ([[%LpDi(Q), R @] + [SpPi@), %cp’\@)]]), (1.90g)
0 = 5 ((Re"® R + (367, 3°2)). (1.90h)

En définissant les coefficients de transport tensoriels D,

i,j €S,et0,i€S, par

D, = D), M + D M+ + DS M®, (1.91a)
6, = 0! M 6. M+ +6° M, (L91b)

on obtient une formulation compacte des vitesses de diffusion

Vi=-> D, d;—6,8,logT. (1.92)

jes

On remarque qu’il est également possible de donner des formulations des vitesses
de diffusion utilisant les nombres complexes. Ces formulations sont plus compactes
mais alourdissent les notations. Comme elles ne sont pas indispensables a la com-
préhension des calculs, on a choisi de les mettre dans ’annexe 1.10.

On s’intéresse a présent aux propriétés des matrices de diffusion multiespeces DIl =
[ 1 _ il o — ®

( ij)i,jes’ D - (DZ])Z,_]ES et D - (DZ])Z,jGS

pour établir la positivité de la production d’entropie macroscopique ainsi que pour

évaluer efficacement les coefficients de transport lors de simulations numériques mul-

tiespeces.

Ces propriétés sont fondamentales
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On notera (x,y) le produit scalaire euclidien des deux vecteurs x,y € R™, ou plus
généralement le produit scalaire hermitien des deux vecteurs x,y € C™ et on intro-
duit le vecteur masse ¢ = (p;),.s- En utilisant les propriétés de I'opérateur crochet,

les contraintes linéaires (1.68) sur les fonctions @i (M) pPi®) 5 € S| et les relations
(D, x) = IpkpT [[ S Py S ch’i(l)xiﬂ : (1.93a)
1€S 1€S
(D*x,x) = %pkBT< [[ S RPi @y, S %LpDi(Q)xiﬂ + [[2 S @x; S %chi(z)xi]] ),
= i€s i€S =

(1.93b)

pour x € R™ on établit, comme dans le cas non ionisé [Gio99], que les matrices D!
et D+ sont symétriques réelles semi-définies positives et leur noyaux sont engendrés
par le vecteur o € R™. Par ailleurs, la matrice D® est une matrice symétrique et
son noyau contient le vecteur o € R”. On en déduit que le noyau de la matrice
complexe D + iD® est engendré par le vecteur o € C™ et que son image est le
sous-espace de C™ orthogonal, au sens hermitien, & o. On remarque que la matrice
D® ne possede pas de propriété de positivité particuliere, et seule les matrices D!
et D+ sont utilisées pour établir la positivité de la production d’entropie.

Finalement, en utilisant & nouveau les contraintes scalaires (1.68) et la définition des
coefficients de diffusion thermique (1.90c), (I.90d), on obtient facilement que

<9”> Q> =0, <9la Q) =0, <9®a Q) =0, (194)

oit I'on a défini les vecteurs 0l = (eﬂ)ies, 0 = (6),cq et 0° = (6),s-

On déduit de ces propriétés sur les coefficients de transport que

> pVi=0. (1.95)

i€S
On introduit alors les taux de diffusion thermique ! = (XL')ZES, X" = (Xi)ies €t
X© = (x%) ses> définis & partir des systemes linéaires
DIl =01, [ (D*4+iD%) (x*+ix®) = 9-+i6°, (1.96)
(X u) =0, (X ix®,u) =0, '

ol u est le vecteur unitaire de taille n°, u = (1);cs. A partir de ces définitions, on
obtient apres quelques calculs une nouvelle expression des vitesses de diffusion V;,
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Vi=— 3" 0l (dl + x)(@slogT)!)

jES

- Z Dy; (dy + x5 (85logT) ™ + X7 (8xlogT)®)
JES

=Y D§ (d + X7 (BwlogT)® — X7 (BzlogT)") . (1.97)
JjES

Une autre définition des taux de diffusion thermique y* et x© est proposée par
Ferziger et Kaper [FKT72]. Cette définition est de la forme

DJ_XJ_ ZQJ_’ D(DX@ :‘9(9’

(X" u) =0, (x?,u) =0.
Il y a cependant plusieurs difficultés associées a cette définition. Tout d’abord, le
systeme linéaire D®x = 0, (x,u) = 0 n’est pas toujours bien posé. Par exemple,
lorsque le champ magnétique B tend vers zéro, la matrice D® tend vers la matrice
nulle et la contrainte (x®,u) = 0 est insuffisante pour déterminer que x® = 0. De
plus, les projections dj- et (8,logT)* des vecteurs d; et 8plogT ne sont pas nécessai-
rement colinéaires, il semble donc artificiel d’essayer de les regrouper avec un méme
coefficient. En revanche, les systemes sont toujours bien posés puisque le vec-
teur Al respectivement §-+10°, est dans I'image de la matrice DI, respectivement
DY+iD%, et le vecteur u est dans le complémentaire du noyau de la matrice DI,
respectivement Dl+iAD@. Par exemple, lorsque le champ magnétique B tend vers
zéro, on obtient (@) = 0 et J(pP @) = 0, et donc §° = 0 et D® = 0, ce
qui implique directement que D+x® = 0 et enfin que x® = 0 grace & la relation
(x®,u) = 0.

On s’intéresse a présent a la dépendance des coefficients de transport vis a vis du

champ magnétique. En utilisant les développements (1.65) des fonctions cpf)j (2), on

peut développer les coefficients de transport Dzw DZ#, DS , 1,] €S, sous la forme

D); = DY, (1.98a)
Dj; = Y B*™DZ, (1.98b)
NeN
DY = z BN+ DN (L.98c)
(S
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oll les coefficients DY, i,j € S, N € N, sont définis par

YR

DY = ()Ml Y0 (D[l %l + D (000,
n+m=2N n+m=2N-1

e G A 74 D DI G Vil P s R S G Vi O R B )

n+m=2N+1 n+m=2N

ou les fonctions 90?7{, 7 €8S, n €N, ne dépendent pas du champ magnétique B. On
en déduit qu’il existe des fonctions régulieres qbilj, ?j, 1,7 € S, telles que

D} — Dyj = B¢ (B, DY = B4 (B).

2)

De méme, en utilisant les développements (1.56) des fonctions cp;\ , on peut déve-

lopper les coefficients de transport 91', 0+, 67,0 €S, sous la forme

ol = 6", (1.99a)

0; = > B, (1.99b)
€

6)@@ — NE:N B2N+19i2N+1’ (199C)
€

ott les coefficients 8V, i € S, N € N, sont définis par

e C VLAl () DN CR I e N7 R S G A R ) §

n+m=2N n+m=2N-—1
e e A (D DI C VL PR R DI C VL )
n+m=2N+1 ntm=2N

ou les fonctions cpf’,;, 1 €8S, cp%n, n € N, ne dépendent pas du champ magnétique B.
On en déduit qu’il existe des fonctions régulieres i+, 99, i € S, telles que

6 =6, = BB, 67 = B7(B).

En utilisant ces développements des coefficients de transport et les systemes linéaires
(1.96) définissant les coefficients XL', Xis X7, @ € S, on obtient le développement
suivant

X =, (1.100a)
Xi =y BN, (1.100b)
NeN
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XJ = Y BV, (1.100¢)
NeN

ott les coefficients ¥, i € S, N € N, sont définis par les systemes récursifs

N-1
> DIXY =08 = (=1 " DN
JES n=0 JES
X; =0
; ;

Ces systemes définissent les coefficients ¥, i € S, N € N, de maniére unique d’apres
I’étude de la matrice DY = DIl et on obtient de plus qu’ils ne dépendent pas du champ
magnétique B. On en déduit enfin qu’il existe des fonctions régulieres ¥, ¥, i € S,

telles que
Xi—xl = BWH(BY),  x§ = ByP(BY).

Finalement, & partir des expressions des vitesses de diffusion, on peut directement
exprimer la densité de courant de conduction du premier ordre 3 en fonction des gra-
dients des variables macroscopiques, du champ électrique et du champ magnétique.
Apres quelques calculs, on obtient

Jj=- Z(al‘d;” + otdt 4+ 0PdP)

€S
+ol(E +vaB)l 4 0*(E 4+ vAB)* + 0®(E + vAB)®
— ol (BplogT)! — o (B,logT) " — 03 (8plogT)®, (1.101)

ol 'on a défini les vecteurs d; = (8,p; — pig)/p et les conductivités électriques o°,
o €], L,®}, les conductivités électro-thermiques o5, et les conductivités d’électro-
diffusion o7, i € S, o € {||, L, ®}, par

Z Dz]qZQJv Uf<l>“ = Zequ U - 2 DJZQJ

1,JES 1€S j€es

1.6.5.3 Expression du flux de chaleur Q

En utilisant la définition (1.85h) du flux de chaleur

o= [ (mcici+ ) eifode

1€S
1€9);
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et 'expression (1.42f) de \IIX, on obtient

Q= — (W f20) + > (3kuT + &) Vi

1€8

Le méme calcul que dans la section consacrée aux vitesses de diffusion V;, i € S,
permet de mettre le flux de chaleur Q sous la forme

Q = -\, 1) — M (8,T)* — \9(8,T)°
—p Y _(Old] +0FdF +07d?) + > (BkeT + &) ni Vi, (1102)
1€S 1€S

ot les coefficients de transport Al, A, A®, sont donnés par les relations

Al = 3k;T2 [[go)‘(l), Qo’\(l)]], (1.103a)

M40 = ([[30“2), @ D]+ i(*?, soA(Q)))) : (1.103b)

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient les nouvelles expressions
suivantes

3= gt (IR R O] 4 [370, 9570 (1105¢)
A0 = 5k (R, %) + (S92, 3p1@))). (1.103d)
On note que la contribution due au produit scalaire ((.,.)) dans les expressions des

coefficients de transport A\* et \® n’apparait pas dans [FK72].

En définissant le coefficient de transport tensoriel A par
A= Mngl 4 Mt + Ao, (1.104a)

et en utilisant I'expression (L.91b) de 6, obtient une formulation compacte du flux
de chaleur A o
Q=-38,T—p> 6di+> (3ksT+E&)nVi (1.105)

1€8 1€8

Les propriétés de positivité associées au flux de chaleur et aux vitesses de diffusion
peuvent s’écrire a l'aide des matrices de transport chaleur-masse

LAl glT LA\L gLt T O ot

P ;AL 1AY =[P +il? , (1.106)
9” DH QJ_ DJ_ 9@ D®

Al =
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ol 'exposant T indique une transposition. En procédant comme pour les matrices
de diffusion multiespeces, et en utilisant la relation

<A”X,7 X/> = %pkBT ”: Z XiQODi(l) - plngSOA(l)a Z XiQODi(l) - plngQOA(l)iH 9

1€S €S

\ S Ve . . .
ot X' = (x0,x")T € R”*! on peut alors établir que la matrice Al est une matrice
symétrique réelle semi-définie positive et que son noyau est un espace de dimension
un engendré par le vecteur (0, o7)T. De méme, on obtient

€S zES
+ LpkyT [[ Z % SpPi@) _ plnggLPA(z) 7 Z X SpPi ) _ pg;ToSOA@)ﬂ
1€S i€S

On en conclut que la matrice At est une matrice symétrique réelle semi-définie
positive et que son noyau est un espace de dimension un engendré par le vecteur
(0, o")T. Par ailleurs, la matrice A® est symétrique réelle et on peut ajouter que le
noyau de la matrice AL+ iA® est engendré par le vecteur (0, o")T dans C” ! tandis
que son image est I'orthogonal (au sens hermitien) du vecteur (0, ¢7)T dans C*1,

En utilisant les taux de diffusion thermique !, x*, x©, on obtient une nouvelle
expression du flux de chaleur Q,

9 = M@, 1)l — X\ (8,T)*" — A\°(8,T)°
Y OV V0V + Y GheT + &) mV, (L107)

€S 1€S

ot lon a défini les conductivités thermiques A, A et A\® par

b
A== DX, (1.108a)
,JGS
. 3 . P . . .
A HAAY = A 4109 — T Z(D$ + 1D§)(XjL + 1)(?)()@L +ix?).  (1.108b)
ij€S

On remarque que J.H. Ferziger et H.G. Kaper n’obtiennent pas exactement la méme

expression pour le flux de chaleur [FK72]. Leur formulation contient en effet un terme
erroné (2kpT + &)n,V®.

On s’intéresse a présent a la dépendance des coefficients de transport vis a vis du
champ magnétique B. En utilisant les développements (1.65) et (1.56) des fonctions
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goiDj@), 1,7 €85, et QO?Q), i € S, on peut développer les coefficients de transport Al
AL, A9, sous la forme
Al =)0, (1.109a)
A= S0 BNV )N (1.109D)
NeN
\© — S B2N+1§\2N+17 (1.109¢)
NEN

ot les coefficients AV , N € N, sont définis par

G A o1 () DN Ca Vil 7o ES S GV (S~ )

n+m=2N n+m=2N-—1
s Vs (0 (ORI Y (D (@R ).
n+m=2N+1 ntm=2N

ou les fonctions cpfn, n € N, ne dépendent pas du champ magnétique B. On en
déduit qu’il existe des fonctions régulieres ¢, ¢©, telles que

M A= B2N(B?),  \® = BSO(B?).

D’apres les définitions (1.108a) et (I.108b) des conductivités thermicues A, A\t et
A, on obtient les développements suivants

Al =20 (1.110a)

M= 3T B2VAN (1.110b)
neN

2O = Z BZN+1)\2N+1’ (IllOC)
neN

ot les coefficients AN, N € N, sont définis par

A P mp+mn4np yn . m
)‘N:)‘N_TZ Z (=)™ DX -

1,JES n+m+p=N
On en déduit alors I'existence de fonctions régulieres ¢+, <@, telles que

M-\l =B%t(B?),  A\° = B®(B?).
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1.6.5.4 Expression du tenseur de viscosité IT

D’apres I'équation (L.85e), on a

IiEGQSi

En utilisant les expressions suivantes de W) et de WF,

2cint 2ctr e
! CkaT (2m 2B ) * CUkBT( I)

tr

., le tenseur de viscosité IT s’écrit

ainsi que la relation ¢, = ¢ + ¢

1T = kT (W7, 1°6) + Yo (W, £6)1+ Y [ £0ude

IiGGSi
2ctr _
Y ies
1€8;

Or toutes les intégrales sont nulles car la famille de fonctions ¢ vérifie les contraintes
scalaires ((f%¢, ') =0, 1 € {1,...,n°+4}, ce qui permet de réduire I’expression du
tenseur de viscosité

IT = kg T, [06) + SkaT (0%, fO)L. (L111)

Le terme (¥, f2¢)) se calcule facilement et se met sous la forme

(0", 20 = =5 (W™, 26" )Bav +6u0 ) (W7, f707)7,

reR

car la fonction U* est une fonction scalaire. En utilisant 1’étude sur les fonctions ¢*
et ¢", et plus particulierement les équations (I.80) et (I.82), on obtient

IT = kgT (0", f20)) + 640 p* T — k Bp-v 1,
en définissant la viscosité volumique x par

k= skpT[0", ¢"], (I.112)
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reac

et la pression réactive p**® par

preac = lkBTZ (bli r = (1113>

reR

On doit alors calculer le terme (¥", f2¢)). Comme la fonction ¥” est un tenseur
d’ordre deux a trace nulle, on a

(@7, 7o) = — (", f'¢":0v)).

On évalue ce terme en substituant 'expression (1.71) de ¢" et en utilisant 'isotro-
pie de 'opérateur de Boltzmann linéarisé .#. En définissant les cinq viscosités de
cisaillement 7y, ...,ns par

m = £ksT ([¢"D, "V ]] + [¢"@, "), (I.114a)
2 = —%k T(( )) (I 114b)
= T ([[so ] [0, 0 ]]) 7 (L114c)
= BT (¢, "] - ;u W), (L4
s = ke T (o n(2 @) — (" )Y, (LI.114e)

on obtient, apres un long calcul, I’expression suivante du tenseur de viscosité IT
IT =0, p"™1 — k Op-v ] — S — 1 (M®S — S M®)
—ns(MISMI — MOSM®) —ny(SM! + MIs —omIs M)y (1.115)
—ns(M'SM® — M®S M,
ou le tenseur des taux de déformation S est donné par

S = (Opv + 8,v") — 20, v (1.116)

On rappelle que les matrices Ml M+ et M® sont des matrices de projection
définies par

M! = BB, Mt =1—- BeB, MP® = R(B).

Le tenseur visqueux IT s’écrit donc comme une combinaison linéaire de tous les
tenseurs symétriques d’ordre deux que l'on peut construire a ’aide de la matrice 1,
du tenseur des taux de déformation S et du champ magnétique renormé B, et qui
dépendent linéairement de S.
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Dans la suite du document, on négligera p**. En effet, il semble que le systeme
obtenu n’ait une bonne structure que dans ce cas (voir par exemple [Gio99)])et, de
plus, ce terme est tres largement ignoré dans toutes les applications actuelles.

On s’intéresse a présent a la dépendance des viscosités de cisaillement vis a vis du
champ magnétique B, la viscosité volumique x ne dépendant pas de B. En utilisant
les développements (I.76a) et (I.76b) des fonctions ¢"? et " on obtient les
développements suivants pour les viscosités de cisaillement.

m = 5ksT[e", @] + kT > (=D)V22VBN N (=)™ [, ¢",],
NeN* n+m=2N
(I.117a)
m = —gkeT > (=DV2NBNTL N ()" (@7, 07,0)), (1.117D)
NeN n+m=2N
s = —55ksT Z (-1 B Z B (2SR (L117¢)
NeN* n+m=2N
m=—gksT Y (DN =2)BY Y (=1)"[¢",, 0", (L117d)
NeN* n+m=2N
s = t5keT Y (DY@ = 1)BNT N (D)0 #")), (L117¢)
NeN* n+m=2N

ol les fonctions cp? ~» N € N, ne dépendent pas du champ magnétique B. On en
déduit qu’il existe des fonctions régulieres 1, ©o, @3, V4, @5, Ve, telles que

m= 901(32)> M2 = 3902(32)7 3 = B2<P3(Bz)a Ny = B2<P4(B2),
ns = Bps5(B?),  2m —n3 = B'ge(B?).

1.6.5.5 Expression du terme source chimique o;

Cette sous-section est consacrée au taux de production de masse macroscopique s,
i € S, qui apparait dans I’équation (1.85a) de conservation de la masse. On a par
deﬁnltlon de @; en (1.85¢),

Z/ FO) + 000 G(f0) f00) de;, i€ S.

1€8;

En rappelant la définition (I.22b) de @;°,

— () = Y [4u) de.

1€9);
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et en définissant tv; par
60 Y [ ode, s
1€8;
on met w; sous la forme

O =W 1, €S (1.118)

On s’intéresse uniquement & tv; puisque I’étude de @;° a déja été faite dans le cadre de
I’approximation d’ordre zéro. Pour cela, on définit les taux de production chimique
direct et inverse

xH( ) ch( ) rem,

kes kes

de sorte que l'on a la relation 7. = 7/ — 7° pour € fR. On introduit les fonctions

"
Pt = :K fO Z/ H de; H dey,

vt FrBT JEFT keBr
o = > [ 2. ]] de; [ de
g{ fO j ks
v pr BT ]G]:T kGBT

de sorte que la famille de fonctions W} + Wb — \Ifzf est un invariant de collisions. Le
terme de perturbation tv; peut alors étre récrit sous la forme

t0; = Ga0 D (12 — v (7 (U7, f20) — (0, f00)), i€S.

reR

Comme ¥ et W/ sont des fonctions scalaires, on a
(U, f20) = —5(W, £ NBsv + b0 Y (U7, 0°)7
sER

et
(U, £00) = —3(U 7, f26 ) B + 0a0 D (W, f2°) T

sER
On peut alors écrire

i = 80D | (07, £ N — )7 (7 =) = (0, [l 0k — )R -]

r,s€ER

+ 100 SO0 = o) [P 100 — 7 (w0, 1007 o

reR
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On renvoie le lecteur a l'ouvrage de V. Giovangigli [Gio99] pour plus de détails
sur ce terme tv;. Le terme source to; est donc la somme d’une forme quadratique
et d'une partie linéaire en 7/ et en 7° multipliée par 8,-v. Les premiers a s'étre
intéressés au terme de perturbation to; ont été I. Prigogine et E. Xhrouet [PX49]
dans le cas d’especes monoatomiques, puis G. Ludwig et M. Heil [LH60] dans le cas
d’especes polyatomiques. Les nombreuses estimations qui ont pu étre faites dans des
cas simples ont généralement montré que sa contribution est faible devant celle de

w;°, voir par exemple [PX49, PM50, Tak51, Pre59, SK70, SK71a, SK71b].

C’est pourquoi on considérera dans la suite que le taux de production de masse w;
est réduit au taux de production de masse & l'ordre zéro, @;". Comme on néglige a
la fois p™®° et tv;, on obtient les mémes équations que 1’'on prenne a =0 ou a = 1.

1.6.6 Bilan entropique

Cette section est consacrée a ’étude de ’entropie macroscopique. Dans un premier
temps, on donne une formulation de ’entropie macroscopique volumique, notée S,
puis on détermine son équation de conservation et on étudie le terme de production
d’entropie pour montrer qu’il est positif.

1.6.6.1 Entropie macroscopique volumique

L’entropie cinétique est définie en par

S = —kpy / f [log(Buf) — 1] des.
IiEESi

Comme log(3;; £°) est un invariant de collisions, le développement limité

fi llog(Bufi) — 1] = £° [log(Baf) — 1] + ef¢ilog(Buf) + O (¢?)
permet de montrer la formule suivante
Skin = —kB Z / .]20 [log(ﬁuﬁo) — 1} dCi + @ (62) .
i€S
1€8;

On en déduit alors que

S =3 "nSrte 40 (), (1.119)
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avec

Srelee = kg Y / £2 [log(Buf”) — 1] de;.
i€s
IEQi
En utilisant 'expression (1.21) de £, on obtient une formulation intégrée de I'entro-
pie moléculaire de I'espece 17 :

& i
Simoloc — ng + T _ kB log <22_> , 7 € S. (IlQO)

On définit alors 'entropie macroscopique par unité de volume, notée S, par

S = Zniszmolec = Zpisi, (1121)

1€S 1€8S

oll s; = 8™l /m; est Pentropie par unité de masse de I'espece i d’ordre zéro. On a
donc

Skin28+(9(€2).

On définit de méme ’enthalpie macroscopique volumique, notée H, I'’enthalpie ma-
croscopique massique de I'espece i, notée h;, I'énergie libre macroscopique volumique,
notée G, I'énergie libre massique de 1’espece i, notée g; et on rappelle la définition
de I’énergie interne macroscopique volumique, notée £ et I’énergie interne macrosco-
pique massique de I'espece i :

kgT &

E = iy 3 i )

Z Pi€i, €; D) m; + mi’ (I 122&)
€S
kgT &

H= il i = 5 - .
th, h S (1.122b)
€S

kBT n;

g= PiGi, gi = log (—) . 1.122¢

%s: m; Qi ( )

La définition de toutes ces quantités macroscopiques fournit une thermodynamique
macroscopique hors équilibre pour les mélanges multiespeces ionisés. La température
T peut également étre identifiée a la température macroscopique du mélange [Cer88|.
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1.6.6.2 Equation de conservation de I’entropie

D’apres la formulation (1.120) de I'entropie macroscopique, on peut écrire sa diffé-

rentielle selon les variables (p1, ..., ppe, T') par
_ng
A4S = —2dT + > < ) dp;. (1.123)
1€S

Comme 1’énergie interne volumique £ est une fonction strictement croissante de

la température, le changement de variables (p1,...,pne, T) — (p1,..., pne, &) est
admissible. De plus, la différentielle de £ étant d€ = nc,dT + > e;dp;, celle de
i€S
'entropie selon les variables (p1,. .., pne, &) s’écrit (relation de Gibbs)
4S = ~de - 3" Zidp, (L124)
T il & ‘

Pour utiliser ces nouvelles variables, I’équation de conservation de 1’énergie interne
est nécessaire. On l'obtient en combinant les équations macroscopiques d’ordre un
(I.85) et en utilisant les relations de conservation de la masse (I.30) et les relations
entre les vitesses de diffusion (I.95)

€ + Bz (EV) + pOpv+ IT : Bpv + 8, Q = j-(E + vaB). (1.125)

Un long calcul algébrique permet alors de déterminer 1’équation de conservation de
I’entropie macroscopique. En notant .ﬁd = p;V; le flux diffusif de la ¢ espece, on
peut I’écrire sous la forme

DS + By (Sv) + Oy ( o-Y .7-'d> - (1.126a)
1€S
ou le terme de production d’entropie est donné par

Zgzmzwz_ﬂav_i(g va)ng Zp .. (1.126b)

€S €S €S

1.6.6.3 Positivité de la production d’entropie

Dans cette section, on montre que le terme de production d’entropie T est une
somme de termes positifs. Cette propriété est importante pour de multiples raisons.
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Tout d’abord, du point de vue thermodynamique, elle montre que le modele macro-
scopique satisfait le second principe hérité du modele cinétique. Puis, d’un point de
vue mathématique, I’entropie joue un role central pour établir le caractere bien posé
du systeme d’équations aux dérivées partielles résultant. Elle peut également étre
utilisée pour dériver une forme symétrique du systeme de loi de conservation, forme
qui peut étre utile pour des problemes théoriques comme les simulations numériques
a l'aide d’éléments finis [Gio99]. Pour établir que la production d’entropie est une
somme de termes positifs, on utilise en particulier les propriétés de structure des
matrices de transport chaleur-masse.

On scinde le terme de production d’entropie en trois termes T = T 4+ Ty + T3,
ou Y est la production d’entropie due a la chimie, T, la production d’entropie
correspondant aux effets de la viscosité et Y3 la production d’entropie concernant le
flux de chaleur et les vitesses de diffusion. Ces termes s’écrivent sous la forme

1 _
T, = T Zgimiwiu (L.127a)
i€S
1
Ty = —?H:Bm'v, (1.127D)
Ty— L (g -y pihi‘/;> 8T~ 2" Vd,. (L.127¢)
T i€S r i€S

On montre que chacun de ces trois termes est positif.

Positivité de T;. Comme on 'a signalé dans la sous-section consacrée au terme

source chimique d’ordre un, on néglige le terme tv;, c’est-a-dire qu’on prend w; = @;°.

L’étude a 'ordre zéro a permis de donner 1'expression (I.23) de @;°
—0 _ b f\=
o =) (=T
reR

Donc d’apres la définition de 1’énergie libre massique g; donnée en (1.122c)), on peut
mettre le terme T, sous la forme

Ti=—kg ) [Z(Vfﬁ — 1)) log (%)] 7.

reR LieS

En utilisant I’expression de 7., r € R, on obtient ensuite

e () 1))

ren i€S 1€8
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ouP(z,y) = (r—y)log(x/y) est une fonction positive. Comme kg et K, sont positifs,
on en conclut que Y; est positif.

Pour montrer que le terme Y est positif, on a négligé le terme to;. Pour une étude
détaillée de ce terme, on renvoie le lecteur au livre de V. Giovangigli [Gio99], ot il
est établit que le terme source n’a pas un signe constant et que le seul cas bien posé
formellement est a = 1.

Positivité de 5. Lorsque a = 1, ou lorsque 'on néglige p™®°, le tenseur de viscosité
IT se met sous la forme ([.115)

IT=—k8,vI—mS —n(M®S —-SM®)
—ns(MI'S M — M©SM®) —ny(SM! + MI's —2ms Ml
—ns(MI'SM® — M©S M.

On commence par récrire la production d’entropie due a la viscosité 1o sous une
forme intrinseque, c’est-a-dire indépendante de la base choisie. On établit apres de
long calculs que

T2 = §(0p0)" + 205 [B'S™B — (BTSB)’| + {15 (B'SB)°
+ 47 | Trace(S?) - 2B7S*B + | (B'SB)’|

ou Trace(A) désigne la trace du tenseur A. En outre, en utilisant I'expression (1.112)
de la viscosité volumique et les expressions (I1.114) des cing viscosités de cisaillement,
on a les relations suivantes de positivité

k20, m4+n>0, m+n>0 m-—n>0.
Il est donc suffisant de montrer que les deux termes
BTS?B — (B'SB)’,  Trace(S?) — 2BTS*B + L (B'SB)’,

sont positifs ou nuls. Comme ces termes sont invariants par changement de base, on
choisit une base orthonormée (e;, es, e3) telle que e; est proportionnel au vecteur
B. On obtient alors

BS*B — (B'SB)’ =52, + 52, > 0,
Trace(S?) — 2B7S?B + L (BTSB)” = 252, + 1(Sp — S35)% > 0.

Ainsi, la production d’entropie due a la viscosité T, est positive.
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Positivité de YT3. On montre finalement que le terme de production d’entropie
di au flux de chaleur et aux vitesses de diffusion Y3 est positif. En utilisant les
expressions (1.89) et (I1.102) des vitesses de diffusion V,, i € S, et du flux de chaleur
Q, on récrit Y3 sous la forme

P p
Ts = —)\”(8 T)(@:T) + = > Dldl-d) + 27 5> 0l(0,1)-d]
JGS €S
Ly P Logl gL i 1L
+ (8,T)* ZDwd] i + 25 Ze (8,T)*-dt.
JES €S

En définissant les vecteurs x? = (7((8,7)°);, (d});, - .., (d%);)", pour o € {]|, L} et

1 € S, on obtient
s = 257 (Al + (At ).

1€S

ott les matrices Al et AL sont définies en (1.106). Les propriétés de positivité de ces
matrices montrent alors immédiatement que la contribution des vitesses de diffusion
et du flux de chaleur T3 est positive.

1.6.7 Relations de réciprocité de Onsager

Les relations de Onsager sont des contraintes de symétries que les coefficients de
transport doivent vérifier. Ces propriétés expriment l'invariance des phénomenes
lorsque 'on renverse le temps, c’est-a-dire que les équations du mouvement des par-
ticules sont symétriques par rapport au temps. En présence d'un champ magnétique,
cela implique que les particules suivent le méme chemin en sens inverse lorsque 1’on
inverse toutes les vitesses ainsi que le champ magnétique. Dans le cas des mélanges
gazeux, il est possible de déduire directement ces propriétés de symétrie de la théo-
rie cinétique des gaz [dGM84]. Dans cette section, on montre que les relations de
Onsager sont satisfaites aussi bien par les coefficients de diffusion que les coefficients
de viscosité.

En ce qui concerne la diffusion, les relations de Onsager s’écrivent

_ T _ T £\ _ 3 T <.
D,;(—-B) = D;(B)", 6,(-B)=6,(B), A-B)=A(B), i,j€S,
ol l'on a utilisé les expressions tensorielles des flux de transport en fonction des gra-
dients des variables macroscopiques données dans les sections précédentes. Comme
les matrices M et M* sont des matrices symétriques et des fonctions paires du
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champ magnétique B, comme la matrice M © est une matrice antisymétrique et une
fonction impaire de B, et comme les coefficients de transport Dyj, DZ#, D%, 1,] €85,
el‘, 0+, 67,4 €8S, 5\”, ML et A® sont des fonctions paires de B, les relations sont
immédiatement vérifiées pour les coefficients 6, ¢ € S et A. Par ailleurs, les relations

tensorielles sur les coefficients D,;, 4,7 € S, se traduisent sous la forme

I _ pl
Dl.=D

3

L _ piL
D:=D

it

D& = D%
ij

Comme les matrices DI, D+ et D® sont symétriques, on conclut que les relations
de Onsager sont vérifiées par les coefficients de diffusion.

En ce qui concerne les coefficients de viscosité, on récrit 1'expression ([.115) du
tenseur de viscosité IT sous la forme

==, (“gfm + B, + 1B, + 1By, + B, + n5§2?,v) ow, i€C,
Jjec

ou C est I'ensemble {1,2,3}, IT; la i® colonne du tenseur IT pour ¢ € C et ou les

matrices gfjm, @Z“v, a€{1,2,3,4,5}, 4,7 € C, sont définies par
@Z,U = e;ee;,
@;7]1,0 =0;; 1+ ejoe; — 2e;we;,
B2, = 20;;R(B) + R(e;)R(B)R(e;) + 2¢" R(B)e, I,
B, = 2B;B; BaB — 2eve; + 2R(B) ejce; R(B) — R(B) e;ae; R(B),
B, = —4B;B; BoB + BB, 1+ 6,;BsB + B e;oB + B; Boe,,
B, = —2B,B;R(B) — R(e;)R(B)R(e;) — 2¢;"R(B)e,; BsB.

En utilisant ces notations, les relations de Onsager concernant les coefficients de
viscosité s’écrivent

(H/B\?j,'v + nl/B\?jl,v + 772@'7]'2,1; + n3§;7]3:v + 774@7;,1; + 775@‘7]‘5,1;) (_B) =
~ ~ ~ ~ ~ ~ T
(4B + MBI, + B, + nsBY, + iYL, +nsBL,) (B),  ijeC,

relations qui sont clairement vérifiées en utilisant le fait que la matrice R(B) est
antisymétrique et impaire par rapport a B.
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Structure des systémes linéaires de transport

Pour évaluer en pratique les coefficients de transport, les équations intégrales de
Boltzmann linéarisées sont résolues approximativement en utilisant une approche
variationnelle. Les coefficients de transport des mélanges multiespeces peuvent donc
étre évalués en résolvant de grands systemes linéaires [EG94]. Bien qu’une inver-
sion directe de ces systemes soit théoriquement imaginable, celle-ci est extrémement
cotiteuse dans la plupart des applications pratiques concernant les mélanges multidi-
mensionnels [EG95]. Poursuivant les travaux précédents sur les mélanges non ionisés
[EG94, EG95, EG96, Gio99], on étudie maintenant la structure mathématique des
systemes linéaires de transport résultant du cadre cinétique décrit dans les sections
précédentes. On donne en particulier un développement en série convergente des
coefficients de transport, ce qui fournit, par troncature, des expressions approchées
de précision arbitraire de ces coefficients.

1.7.1 Formulation variationnelle

On doit résoudre différentes équations intégrales linéaires. Pour déterminer les coef-
ficients de transport Al, A, A®, DL DL D2 i jes, 6l 6+ 62 01 6+ 62 i€,

zj? zj 9 Zj 9
on doit résoudre les deux systemes correspondant a A\,

F7 (o) = ¥,
(foPO ) =0, Te{l,...,n +4},
et
(9&@%1) (@) = ¥, 1.54b
(fP Pty =0, Te{l,...,n +4}, L.55h
et les systémes correspondant a D;, j € S,
F7 (pPV) =wPi jes,
(PP gty =0, 1e{l,....n" +4}, je€S,
et
(F7 +iBF")(pPi?) = wPi jes, 1.63b
(PP @ Yy =0, 1e{l,....n"+4}, jeS. 1.64Db

oo
ot
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En ce qui concerne la viscosité volumique « et les viscosités de cisaillement 7y, ..., s,
on doit résoudre le systeme correspondant a s

F7(¢f) =", 1.80
(fos", ) =0, 1e{l,...,n°+4}, 1.79b)

et les trois systemes correspondants a n

F (") = W, 1.74a
(" !Ny =0, 1e{l,...,n" +4}, (I.75a)
(F7+2iBFT) (") = @, (L.74b)
(@ by =0, le{l,...,n+4}, (1.75D)
et
(F7 +iBFT) (") = @", (I.74c)

(fo"® iy =0, Le{l,....n°+4}. (L75¢

~—

On introduit alors un probléeme générique qui contient tous les problemes précédents :
pour un coefficient de transport u, on cherche a résoudre une équation intégrale
linéaire qui peut s’écrire sous la forme

(F7 +iFB)pt = U, (1.128)

ot .ZB désigne soit Popérateur nul, soit l'opérateur B.Z4', soit I'opérateur B.F4’,
soit enfin I'opérateur 2B.%# 7 Cette équation intégrale doit étre complétée par les
contraintes scalaires

(foe vy =0, T1e{l,....n°+4}. (1.129)

Le coefficient de transport u est généralement obtenu par un produit scalaire de la
forme pu = (00", UH)). Les équations intégrales linéaires (1.128) et (I.129) peuvent
se résoudre a 'aide d'une méthode variationnelle.

On commence par choisir un espace de dimension finie
o = Nect{€™ (r, k) € B},

ot les fonctions €™, (1, k) € %, sont les fonctions de base et % 1’ensemble des indices
de ces fonctions. L’ensemble des indices des fonctions de base vérifie Z C FxS, ou F

86



Structure des systéemes linéaires de transport Section 1.7

désigne un ensemble d’indices de fonctions types. On notera alors w la dimension de
I'espace 7. Les fonctions de base £™%, (r, k) € %, sont généralement choisies comme
des combinaisons linéaires des fonctions ¢ définies par

¢a00dk(Ck7 K) = <S§+1/2(Ck'ck)wlf(5kf<) ®TC’“ 5ki>i687

ol a, ¢ et d sont des entiers, S7 , /o €st le polynome de Sonine d’ordre ¢ et de
parametre a + 1/2, W est le polynome de Wang Chang et Uhlenbeck d’ordre d
pour la k¢ espece et *Cy, le tenseur d’ordre a donné par

2'C=1, ©'C=0C &°C=CpeCr— 1CCylL

et on rappelle que les vecteurs C; sont définis par

ck =14/ 2kBTCk’ keS.

Les polynomes de Sonine sont définis par

S;(ZIZ') _ lx—aexd_ c+a6—:c) (_1)Z (c—l—a) 2

c—1

Pour définir les polynomes de Wang Chang et Uhlenbeck pour la k¢ espece, on
commence par considérer I'ensemble fini des énergies internes réduites {Epx, K €
Q. } et les dégénérescences positives associées {ayk, K € Qi}. Pour P et () deux
polynomes, on définit le produit scalaire de Wang Chang et Uhlenbeck par

1

D ek
KEQy

<Pv Q>WCU = Z akKP(ng)Q(ng)e_SkK-

KEQy

Le produit (.,.)yop est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur I'en-
semble des polynomes de degré d < #Qj, ou #; est le nombre d’états énergé-
tiques distincts. On définit alors les polynomes de Wang Chang et Uhlenbeck de
degré d < #£), comme l'orthonomalisée pour le produit scalaire (.,.), o, de la base
canonique de R#¥2~1 On note que les fonctions ¢?°°% ne sont alors définies que
pour d < #£;..

Les fonctions ¢* peuvent alors se développer sous la forme

=) g™, (L.130)

(r,k)e#
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ou les coefficients o sont des scalaires complexes. On utilise une approche de Ga-
lerkin (hermitienne) dans le sens ou 'on demande a ce que la différence entre I’ap-
proximation de (F7+i.FB)pH et W soit dans 'orthogonal de I'espace 7. Si on
considere une fonction quelconque de 'espace &7, que 1'on notera £ et qui se déve-
loppe & = Z(nk)e%‘ 2™ dans la base 4, les composantes © = (2}) ez forment
un vecteur de C“ et 'ensemble % peut naturellement étre utilisé comme un en-
semble d’indices. Pour z,y € C¥, le produit scalaire (z,y) est donné par la formule
(x,y) = Z(nk)e%‘ xLyr, ou ~ désigne la prise de conjugué. Une matrice A de C*
s'écrira A = (A}7) k), (s.)cz- En utilisant ces notations, les coefficients aj,, (r, k) € 4,
forment un vecteur noté a = (o) ke € C¥ qui est solution d’un systeme linéaire
sous contrainte s’écrivant sous la forme

G7+iGP)a =
{ (G7+1GT)a =5, (1.131)
a€F,
ou on a défini
(G7)i = (P77 (&), ™) = [e. €™,
(GP)ii = (fO75(e), €™,
B = (fO0, €.
De plus, on a introduit I’espace vectoriel des contraintes % par
€ = (Vect{@" 1€ {1,...,w+4},v e {1,...n"}})",
ou les vecteurs des contraintes ont pour composantes
Ggriv = (ot gAY, le{l,... w4}, ve{l,...,.n"}.
Ici, les vecteurs !, [ € {1,...,n*+4}, sont les invariants scalaires de collision tandis
que la famille des vecteurs 7, v € {1,...,n7} est la base canonique des tenseurs du

méme type que o, et n” est la dimension de ’espace tensoriel correspondant. C’est-
a-dire que n” = 1 dans le cas scalaire, n™ = 3 dans le cas vectoriel et n™ = 9 dans le
cas matriciel. On peut remarquer que, grace a 'isotropie, I’espace des contraintes est
en pratique au plus de dimension un [EG94]|. Finalement, les coefficients de transport
sont évalués par de simples produits scalaires de la forme

n={(a,p),

ou ' désigne un vecteur de C¥.
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Il semble alors judicieux de choisir comme base de fonctions les polynomes réels
usuels. Dans cette situation, la matrice G est la méme que celle obtenue pour un
gaz neutre, sans champ magnétique et la matrice GB est une matrice réelle qui n’a
pas de structure simple. En particulier, on peut utiliser la totalité du formalisme
développé en [EG94, EGI6] pour la matrice G, car cette matrice est symétrique
semi-définie positive et 3 € R(G”) = N(G”)*. La propriété du caractere bien
posé N(G”)a® = R¥ (associée au systeme pour lequel GB = 0) est réalisée si
I’espace d’approximation variationnelle de Galerkin o7 est orthogonal au sous-espace
vectoriel de 'espace .# des invariants de collisions qui ont le méme rang tensoriel
[EG94, EG96], c’est-a-dire sous la condition

I =(INA)e(I N,

ol # N &/* représente les éléments de .# orthogonaux a .27 pour la forme bilinéaire
(TACE)E

Une analyse minutieuse révele alors que le systeme écrit sous sa forme initiale (I.131])
n’est pas bien structuré. En particulier, le noyau N (G +iGB ) n’est pas connu expli-
citement, il n’y a pas de propriété simple de positivité associée & la matrice G +1GB
et la convergence des techniques itératives n’est pas garantie. Par conséquent, on ré-
crit ce systeme sous une nouvelle forme dont on verra qu’elle possede une meilleure
structure mathématique et dont I'unique solution sera encore «. Dans ce but, on
introduit la matrice
GB =GP P, oy,

ou pour deux sous-espaces supplémentaires AeB = C*, on note P4 p le projecteur
sur A le long de B. Le systeme modifié correspondant s’écrit alors

{(Gy+iGByw:ﬁ,

[.132
a€C, ( )

et ce systeme est strictement équivalent au systeme (I.131) puisque o = Py y(g).
La structure de la matrice G +iG® peut étre étudiée en utilisant essentiellement
les mémes techniques que celles utilisées pour la matrice G dans le cas non ionisé

[EG4].

Parmi les propriétés importantes on peut donner les relations GBT = GB, N (G7) C
N(GB) et R(GB) Cc N(G”)*. De plus, on peut voir que le noyau N(G”+iGB)
est engendré dans C¥ par les mémes vecteurs réels que ceux qui engendrent N(G*)
dans R¥, et que R(G”+iG?P) est l'orthogonal au sens hermitien de N(G”'+iGB)
meéme si la matrice G +iGP n’est pas hermitienne. Ainsi, la propriété du caractere
bien posé

N(G7+iGB)a% = C*,
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est une conséquence directe du résultat similaire dans R¥ sur G et comme on a
B € R(GZ+iG®B), on obtient que le systeme linéaire (I.132) est bien posé.

1.7.2 Techniques itératives

On introduit la matrice de transport creuse db(G”) € R“*“ associée a la partie non
perturbée du systeme linéaire de transport [EG94]

db(G7 Vs = (G )idw,  (r,k), (s,1) € B.

La matrice db(G”) joue un role fondamental dans le développement asymptotique
des coefficients de transport [EG94]. On peut établir que la matrice 2db(G”)—G” est
une matrice symétrique semi-définie positive pour n® > 1 et définie positive pour n® >
3, le noyau de cette matrice étant facilement identifié dans le cas n® < 2. La structure
de cette matrice montre ainsi que le cas général pour les mélanges est n° > 3 et que
les mélanges binaires ne sont qu’un cas dégénéré en inadéquation avec la théorie
générale [EG94]. Pour obtenir les développements asymptotiques des coefficients de
transport, on utilise a présent la théorie des méthodes itératives projetées pour les
systemes linéaires singuliers sous contraintes. De nombreux résultats mathématiques
ont été obtenus dans le cadre du transport multiespeces [EG94, EGI7].

On introduit une décomposition matricielle
G +iGP =M-Z
et la matrice d’itération correspondante
T=M7'Z=I-M7"G”+iGB).

Soit P = Py n(g») le projecteur oblique sur % le long de N(G”) et soit § €
R(G”7+iG®B), 2y € C¥ et yy = Pxy. On considere pour i > 0 les itérés

Tip1 =T+ M'8, yi1 = PTy;+ PM '3

La matrice de projection P assure qu’a chaque itération 'approximation des fonc-
tions de distribution perturbées satisfait les contraintes physiques. Le but est de
choisir M de fagon a ce que les puissances de la matrice T' convergent [EG94]. Dans
cette situation, le produit PT" a un rayon spectral strictement inférieur a 1, les itérés
Tyt =1, et y;, 1 > 1, convergent et

lim y; = P(lim z;) = a,

71— 00 71— 00
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ou « est 'unique solution du systeme linéaire de transport (1.132). En définissant
les coefficients de transport approximés

i) = <Z(PT)jPM‘1PTﬁ,ﬁ’> :

j=0
on obtient

i gy = <Z(PT)jPM_1PTﬂ,6’> = 4,

Jj=0
et tous les coefficients de transport s’expriment comme des séries convergentes.

Un premier choix approprié pour la matrice M est M = db(G”") dans le cas général
n® > 3, tandis que dans les cas particuliers n° < 2, la diagonale principale de la
matrice db(G*) doit étre pondérée par des coefficients positifs. En effet, pour M =
db(G”), il a été établi que le rayon spectral de la matrice PM~Y(M — G”) est
strictement inférieur & 1 car la matrice 2M — G est définie positive [EG94]. Par
conséquent, comme PT = PM~Y(M — G”) — iPM~'G®B, le rayon spectral de la
matrice PT est strictement inférieur & 1 lorsque G'B est suffisamment petit, c’est-a-
dire pourvu que le champ magnétique soit suffisamment petit.

Pour obtenir un algorithme convergent dans le cas général, il est nécessaire d’inclure
la matrice iG® dans la matrice M. Plus précisément, on considere le choix M =
db(G”) + iGEB dans le cas général n* > 3 et les modifications nécessaires a la
diagonale de db(G”) lorsque n* < 2. Il est encore simple d’inverser la matrice M =
db(G”)+iG® en pratique car la partie complexe iG'B est soit une matrice diagonale,
soit une perturbation de rang un d’une matrice diagonale [FK72|. En définissant
M = db(G”) + iGB, on obtient T = (db(G”) + iGB)_l(db(Gy) — G7) et on
considere x un vecteur propre de la matrice 1" associé a la valeur propre A, ce qui
implique que

(db(G”) — G, ) = N(db(G) + iGB)x, x).

Siz € N(G”) alors A = 1, et si z ¢ N(G”) alors A # 1 et on doit montrer
que [A] < 1. En utilisant que la matrice 2db(G”") — G est définie positive et que
le produit scalaire (G”z,x) est strictement positif car ¢ N(G”), on obtient la
majoration

(db(G7 )z, ) > [{(dD(GT) — G )z, z)]. (1.133)

Nous déduisons de I'inégalité

(db(G7 )z, x) + 1({GPx,2)| = {db(G7 )z, 2)| + (GFw, )| = [(db(G” )z, )],
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que
{(db(G”) — G )z, z)| = |\| [{(db(GT )z, 2)|. (1.134)

En combinant les inégalités (I.133) et (L.134), on conclut que |\ < 1si z ¢ N(G7).

Enfin, on montre que R(I-T)NN(I—T) = {0}. On considere un élément = dans cet
espace. On a donc la relation © = Tz et I'existence d'un élément y tel que y—Ty = z.
Les éléments x et y vérifient alors le systeme

0,

(G7 +iGB)y = —(db(G”) 4+ iGB)z.

{ (7 +iGB)z

En prenant la produit scalaire ((G7 + iG®)y, z), on déduit que (db(G” )z, z) = 0,
ce qui implique que z = 0. Ceci montre donc que les puissances de la matrice T
convergent, ce qui implique que les suites (z;) et (y;) convergent vers .

Le choix M = db(G”) + iG® conduit ainsi & des développements asymptotiques
convergents des coefficients de transport et cela pour n’importe quel champ magné-
tique, ce qui généralise les résultats précédemment obtenus pour les mélanges non
ionisés [EG94, EG95, EGI6].

Approximation d’ordre un dans le cas b = 0

Dans cette section, on s’intéresse au régime correspondant a un champ magnétique
peu intense, c’est-a-dire b = 0. Ce cas est plus simple que le cas précédent b = 1 car il
n’y a plus d’anisotropie du milieu : on n’a plus besoin de distinguer les composantes
paralleles, orthogonales et transverses. De plus, on ne détaillera pas les calculs car
ils sont identiques au cas sans champ magnétique [Gio99].

1.8.1 Equations macroscopiques d’ordre un

Pour le régime b = 0, on obtient les équations macroscopiques du premier ordre
suivantes

Oipi + Ox-(piv) + Op(piVi) = mil;, i €S, (I.135a)
O (pv) + Oz (pvev + pl) 4+ O IT = pg + q(E + vaB)] + jaB, (I.135b)

O (3000 + &) + 8y [(3pv0+E+p) v] + 0 (Q + ITv)
=[pg+q(E+vxB)v+jE. (I.135c¢)
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Ces équations macroscopiques d’ordre un apparaissent comme des équations de Na-
vier Stokes réactives compressibles contenant des termes exprimant les effets de la
force de Lorentz sur le gaz dans son ensemble et ceux de I’échauffement Ohmique.

1.8.2 Flux et coefficients de transport

Pour le régime b = 0, les vitesses de diffusion V;, ¢ € S, s’écrivent
Vi = —0,05logT — > Dyd;, i€S, (1.136)
jes
avec -
D,;; = %pkBT[W)Dia ¢Dj]]> 0, = —%[M)Di, ¢))‘]]
On peut alors définir les taux de diffusion thermiques x = (x;)
linéaire

segs par le systeme

Dy =46,
X (1.137)
(x,u) =0,
et on obtient une expression alternative des vitesses de diffusion des especes
Vi=—> D,(d;+ x,;0l08T), i€S. (1.138)
j€S

Le flux de chaleur @ est donné par

Q=-3T—p) 0idi+> (3kpT + &MV, (1.139)
1€S €S

avec

1
3kpT?
En introduisant le nouveau coefficient

? p
A=A— T Z Dinin7

ijes

A= [0, ¢'].

on obtient une autre expression du flux de chaleur

Q=-XT+pY x.\Vi+ > (GksT +EMV,. (L.140)
€S €S

De plus, pour le régime a = 1, I'expression du tenseur de viscosité est la suivante

IT = —Kk OpvI—1S, (I.141)
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avec
k= gksT[¢", ¢"], n= keT[¢", ¢"].

Finalement, la structure mathématique des systemes linéaires de transport devant
étre résolus pour évaluer les coefficients de transport a déja été étudiée par A. Ern
et V. Giovangigli [EG94].

1.8.3 Production d’entropie

L’équation de conservation de l’entropie est similaire a I’équation (1.126a) mais le
terme source devient

A
T = k(0 v)? +1S:S + ﬁawT-BwT

+p Y Dij(di + x;0:l08T)-(d; + x,05l0gT). (1.142)

1,j€S

La production d’entropie est donc clairement positive.
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Annexe : Isotropie de I'opérateur de Boltzmann linéa-
risé

Dans cette annexe, on étudiera certaines propriétés de l'opérateur de Boltzmann
linéarisé, noté .%” défini en (1.37) page Ces propriétés sont les suivantes : .F#”
transforme toute famille de fonctions du type (u;),.g Ol u; est une fonction sca-
laire des variables C;.C;, (B.C;)? et B.B multipliée par un vecteur ou un tenseur
construit a partir des vecteurs C; et B en une famille de fonctions du méme type.
On parlera alors d’isotropie de 'opérateur de Boltzmann linéarisé.

Pour démontrer ces propriétés, on commencera par I’étude des collisions non réac-
tives, puis on traitera le cas des fonctions du type u; = u;C; et enfin on expliquera
comment généraliser ces propriétés aux autres cas.

1.9.1 Etude des collisions non réactives

On renvoie au livre de J.H. Ferziger et H.G. Kaper [FK72] pour I’étude dans le cas
de particules monoatomiques et aux articles de E.A. Mason et L. Monchrick [MM63]
et de L. Waldmann [Wal58] dans le cas de particules polyatomiques.

On considere une collision entre deux particules d’indices respectifs ¢ et j, de masses
m; et m;, de vitesses pré-collisionelles ¢; et ¢;, d’énergies internes pré-collisionnelles
& et &j,, de vitesses post-collisionelles ¢ et c;- et d’énergies internes post-collision-
nelles &y et &;y.

On notera m;; = (mym;)/(m; +m;) la masse réduite, m; = m;/(m; + m;) et m; =
m;/(m; +m;) les masses relatives, g = ¢; — ¢; et g’ = ¢ — ¢; les vitesses relatives et
g et g’ les normes des vecteurs g et g'.

La conservation de la quantité de mouvement lors de la collision s’écrit
/ /
m;c; + ijj = m;cC; + mjcj,
la conservation de I’énergie

1 1 _ 1 ’ 1 o
§mici.ci + iijj.Cj + gil + ng = §mici.ci + imjcj.cj + 5“1 + ng/.

La combinaison de ces deux dernieres équations permet détablir la relation suivante

%mij (g2 — g'2) = 52‘1/ + gj(]/ - SZ — ng- (Il43)
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De plus, on peut écrire les systemes d’équations linéaires

;o o~ ~ ~ s o~ o~
c, = mc +mjc; —myg ¢ = m;c; +m;c; —m;g
P ~ ~ o i~ A
c; = mc +mjc; +m;g et ¢, = mc;+mc; +mg
— / _ / /
g = ¢ —¢ g = ¢ —g¢

dont on déduit la relation
de; de; dg’ = dc; dc] dg, (I.144)

en observant que I'application qui a (¢;, ¢;,g') associe (cj, ¢}, g) est involutive.

En notant g = gg et g’ = ¢’g’, ou g et g’ sont des vecteurs unitaires, on obtient en
utilisant les équations (1.143) et (1.144)

1 1
g dCZ’ de dgl = g dCi de d/g\ (Il45>

Le nombre de collisions dans le volume dx autour de @, pendant 'intervalle de temps
dt entre des particules de type i et j dont les indices d’états quantiques sont 1 et J
et dont les vitesses sont dans dc; et de; autour de ¢; et de ¢;, avec des parametres
géométriques de collisions dans dy et de autour de x et de €, peut se mettre sous la
forme

filt,x, e, 1) fi(t, , ¢, J)ai‘;ﬂ"’g sin(x) de;de;daxdtdyde,

< 41 . . , . s 17,7 .
ol 0;;'" est la section efficace. Celle-ci dépend des particules considérées, mais en

7’ ’ . Ve !5/
toute généralité, o}’

i 7 est une fonction de g et de y.

De méme, on obtient que le nombre de collisions dans le volume dax autour de x,
pendant l'intervalle de temps dt, qui donnent des particules de type 7 et 7 dont les
indices d’états quantiques sont 1" et J', et dont les vitesses sont dans dc; et dc); autour
de ¢} et de c;», avec des parametres géométriques de collisions dans dy et de autour
de y et de ¢, est

filt,x, &, V) fi(t, @, &), 3ol g sin(y) dejdcdadtdxde.

Or la mécanique quantique théorique permet de déterminer une relation, appelée
propriété de symétrie de la section efficace, qu’on peut écrire sous la forme

2 _ury _ 2 1y
Qg o = ragyg ot (1.146)
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ol «;; est la dégénérescence de 'état 1 de I'espece i. Cette propriété se trouve dans
I'article [MMG63] et plus précisemment dans la discussion de L. Waldmann a la fin
de cet article, ou bien dans l'article [Wal58].

On obtient alors en combinant les relations (I1.145) et (I.146)

; 14/ / ! lv / /
OéiIOéngO'ZI-;-I J dCide = QG Qg U;jJ ”dcidcj. (Il47>

Ainsi, le terme source non réactif se met sous la forme

1 pr Xirg .
()= E E / (fifja‘lojl — f,-fj) o " gsin(x)de;dxde. (1.148)
Jes I’E% e
1,0 €0

1.9.2 Cas des fonctions du type u; = u,;C;

Dans cette section, on montre que 'opérateur de Boltzmann linéarisé transforme
une famille de fonctions de type u; = u;C; en une famille de fonctions du méme

type.

En utilisant 'expression (1.147) du terme source non réactif, on met 'opérateur de
Boltzmann linéarisé .Z” défini en (1.37) & la page [41 sous la forme

F7 (u) = Z Z /f]Q(ui +u; —u; — u;)azl-‘j’-ll‘]lgsin(x)dxdgdcj, ieS. (1.149)
o oo
e JTJ'EEQ]'

On s’intéresse dans les sous-sections suivantes a chacun des quatre termes suivants

7270w = 3 % / fjuiogsin(x)dydede;, i€, (L150a)

N,

0w = Y % / oot gsin(y)dxdede;, €S, (L150b)
S,

0w = XY [ fuioy gsintodydede;, i8S, (Lo
S,

0w = T / 0o g sin(y)dxdede;, €S, (L150d)
R,
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-7 (1)

Il est suffisant de montrer que chacun des opérateur % 7

T AR

%y _ ﬁ(l)_‘_ﬁ;f”(?)_i%‘y(?’)_%y(@‘

possede la propriété d’isotropie puisque l'on a -

1.9.2.1 Etude du premier terme

On montre que I'opérateur 34’/ M) transforme une famille de fonctions de type u; =
u;C; en une famille du méme type. On a d’apres (1.150a)

Z7 V() = Z Z / uCa””gsin(X)dxdadcj

JES 1re;
3,0’ €0

— Z Z /fo 1 gsin(x)dydede; | u;C;.

JES Ten;
3,0’ ey

Or fjo, d’apres I'expression donnée en (1.21), est une fonction de
En posant

fpre = % [f]o(gg + CZCZ + 2gCZ) + f]o(gg + CZCZ - 2gCZ):| 9
fi(riio = % [ff(g-g + C;.C; + 2g.C;) — fy(')(g'g + C;.C; — 2g-Ci)} )

on obtient f0 fpre + flmp ou fpre est une fonction paire de g et flm une fonction
impaire de g.

Or flmp o' g est une fonction impaire de g donc son intégrale sur R? est nulle. On

obtient donc

Z Z / ore ;j”/gsm (x)dxdedg | u;C;.

jJES IEQZ
3,0’ ey

Enfin, si on fait une rotation de ’espace, comme les produits scalaires se conservent,
on remarque que l'intégrale est invariante. Elle ne dépend donc pas de C; mais
uniquement de C;.C;. Ainsi, %~ m(u) = VEI)CZ- ou vgl) est une fonction de C;.C;.
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1.9.2.2 Etude du deuxiéme terme

On étudie & présent le deuxiéme terme, %~ @) (u). On a d’apres (I.150b

5\%(2 Z Z /fOU]C O_I]I J gSin(X)dXdEde.

J€S IEQl
1,0/ €Q;

Or fyouj, d’apres I'expression donnée en (1.21) est une fonction de

En posant
=3 fo(gg+C Ci +2g.Ci)u;(g.g + Ci.C; +28.C))
+ f)(g.g + Ci.C; — 28.C;)u;(g.g + C;.C; — 2g.Ci)-,
fa =1 fo(gg+C C;+2g.C)u;(g.g+ C;.C; +2g.C))
— f)(g.g+C;.C; — 28.C)u;j(g.g + C;.C; —2g.CZ-)_,

on obtient fjou ;= férc flmp ol féfg est une fonction paire de g et fi(fl)p une fonction
impaire de g.

Or flmp o g et f regazlj” " sont des fonctions impaires de g donc leur intégrale sur

R3 sont nulles On obtient donc

Z Z / preC —i—flmpg) ””gsm( Jdxdedg.

JES 1Te;
3,0’ €Q;

Le méme raisonnement que pour le premier terme montre que

Z Z / pre ZI g g SlIl )dngdg

j€eSs IEQL
1,0 €Q;

est une fonction de C;.C;. 1l ne reste donc plus qu’a montrer que

S % [ reey ssinddedg

JES e,
1,0 €Q;
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est de la forme voulue.

On supposera que les fonctions flmp sont analytiques. C’est a dire que les fonctions

fyouj sont analytiques. Dans ce cas, on peut écrire

flmp - Z an(g.g + C;.C; +2g.C;)"
neN
_ Z bkl, 7 9g2k1 +k7g2k2+k8 g§k3+k9 C2k4+k7 C2k5 +ks C%kg—‘,—kg’

k1., k9

ot g, et G, sont les 1™ composantes des vecteurs g et C; pour v € {1,2,3} et o1
l'on a posé by, ke = 2MTFs TR (B 4+ ko)lag, + 1k, / (k1! . . . kg!). Quand on integre
apres avoir multlphe par g, les seuls termes non nuls sont les termes pairs en tous les
g,. Il est alors nécessaire que les entiers k7, kg et kg vérifient les relations de parités

qui sont résumées dans le tableau TAB. 1.2

1% composante | 2° composante | 3¢ composante
ke impair pair pair
ks pair impair pair
kg pair pair impair

TAB. 1.2 — Relations de parité pour le deuxieme terme.

On obtient donc une fonction de G2, C3, C% multipliée par le vecteur C;. Or cette
fonction est invariante par permutation des Cj,, c¢’est donc une fonction de C;.C;.
Ainsi, .77 @ (u) = vgz)Ci ol VZ(Q) est une fonction de C;.C;.

1.9.2.3 Etude du troisieme terme
On étudie a présent le troisieme terme, ﬁy(g)(u). On a d’apres (I.150c)

ﬁ/@ Z Z / 0 /Cz, ””gsm( )dxdadcj.

JES 1e,
1,0/ €Q;

D’apres I'équation (I.143), on peut écrire g’ = /g2 + dg2g’, ou g’ est le vecteur
unitaire de méme direction que g’, qui ne dépend que de y et de ¢, et dg? est la
constante définie par

2
5g2 = (gil’ + ng’ — & — ng)-

mij
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On en déduit 'expression de C; suivante
C/ = Ci+m;(g — /g + 5g’8)).

Ainsi, on peut écrire

7w =3 3 / 00(C + 7,(g — v/eE + 0878))o Y g sin(x)dxdedg.
’ JTJIGEQ]'

Comme
C|.C/ = C.C;+m}(2g.g + 6g°) + 2m;C;.g — 21/g? + 6g*(C;.8 + g.8),

I'intégrale

Z Z / Yol g sin()dxdedg

JES e,
1,0 €0

est invariante par rotation de l'espace. Elle ne dépend donc pas des C;, mais uni-
quement de C;.C;.

Pour le terme

{%7(3)@') — Z Z / j(.)u;.ga;j.ll']/gSin(X)dXdéfdg,

JES 1en;
3,0’ ey

on utilise la méme méthode que pour le terme ﬁ;y@)(u). On développe f}uj en série
entiere et on peut écrire

ki9+...+kos
0,/ _ 2 2 ~Nk19+kaa~tkao+kaz ka1 +kag
ju; = E Chy,ohios V& + 08 g1 g g3
k1,.... k24

g2191 +kr+2k10+k1s+k19 g2k2 +kg+2k11+k17+k20 g2k3 +ko+2k12+k18+k21
1 2 3

02194 +kr+2k13+k1s+k22 02195 +kg+2k14+k17+k23 027% +ko+2k15+k1g+kag
il 12 13 )

les seuls termes qui ont une contribution non nulle apres intégration sont ceux pour
lesquels les entiers k, vérifient les relations de parités résumées dans le tableau
TaB. 1.3l
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1% composante | 2° composante | 3° composante
ky + ki + koo impair pair pair
ks + k17 + ko3 pair impair pair
kg + kig + koa pair pair impair

TAB. 1.3 — Relations de parité pour le troisieme terme.

Ainsi, il est possible de factoriser le vecteur C; dans ’expression de fyo u}, la fonction
scalaire multiplicatrice étant identique pour chaque composante et ne dépendant
que de C;.C;, on obtient ainsi la forme voulue.

Enfin, on effectue le méme développement pour le terme

=3 % [

JES 1Te;
3,0 €Q;

g2 + 0g2g o} g sin(y)dxdedg,

en échangeant les roles de g et de g’, ce qui permet de montrer que ce terme est

également de la forme voulue.

Ainsi, f(g)(u) = VZ(3) ®)

C; ou v;” est une fonction de C;.C;.

1.9.2.4 Etude du quatrieme terme

On étudie & présent le quatriéme et dernier terme, %~ (4)(u). On a d’apres (1.150d)

0‘\5’(4 Z Z / 0 /C/ IHIgSln( )dxdgdcj.
JES Ten,;
J,0'€eQ;

Le méme raisonnement que celui fait dans I’étude du troisieme terme permet de
conclure car on a la relation

Cj = Ci+ g + M;\/g? + 0g°g

=vC; on v§4)

Ainsi, %’y @) (u)

On a donc montré dans cette section que l'opérateur %~ transforme une famille
de fonctions de type u; = u;C;, ol u; est une fonction de C;.C;, en une famille de
fonctions du méme type.

est une fonction de C;.C;.
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1.9.3 Cas général

On ne détaillera pas les calculs nécessaires a la preuve de l'isotropie de 'opéra-
teur .#” dans toute sa généralité car ils sont extrémement lourds & écrire et ne
constituent pas 'objet principal de cette these. On désire uniquement mettre en
lumiere les mécanismes qui font que cet opérateur est bien isotrope, sans toutefois
y consacrer un trop long chapitre. On exposera donc sous forme de remarques les
modifications a apporter par rapport aux calculs précédents.

Remarque 1.
Si au lieu de prendre des fonctions du type u;C;, on avait pris des fonctions du type
u; T;, ou u; est une fonction de C;.C; et T; est une constante, un vecteur ou bien un
tenseur construit a partir des vecteurs C; et B, les mémes calculs seraient valables
car il suffit de sortir le vecteur B des intégrales puisqu’il ne dépend que de la position
et du temps.

Remarque 2.

Si les fonctions u; ne dépendaient plus uniquement de C;.C; mais également de
(C;.B)? et de B.B, il faudrait utiliser une décomposition des fonctions u; en produits
de fonctions qui ne dépendraient chacune que de C;.C;, de (C;.B)? ou de B.B.
Les mémes calculs permettent alors de conclure en exprimant (C;.B)?, (C;.B)? et
(C;.B)? en fonction de Cj, de g et de g

103



1.10

Chapitre | Théorie cinétique des mélanges gazeux polyatomiques ionisés

, Let®

Annexe : Complexification et notations

Dans les mélanges gazeux réactifs partiellement ionisés, la présence d’un champ ma-
gnétique provoque une anisotropie du milieu[FK72]. On introduit dans cette annexe
une notation utilisant les nombres complexes qui permet de simplifier les calculs.
Cette simplification est essentiellement due au fait que I'on passe de la coordonnée
orthogonale au champ magnétique a la coordonnée transverse en multipliant par le
nombre imaginaire i. On définira alors une complexification des flux et des coefhi-
cients de transport pour simplifier a la fois les calculs et la présentation des résultats.
Cette complexification a été introduite par S. Chapman et T.G. Cowling [CC70] et
réutilisée par J.H. Ferziger et H.G. Kaper [FK72|, mais on 'utilisera de fagon plus
systématique, notamment pour étudier la production d’entropie.

1.10.1 Anisotropie et complexification

On introduit le vecteur du champ magnétique renormalisé B = B/B et les tenseurs
d’ordre deux M, Mt et M® construits & partir de ce vecteur par les relations

Ml =ByB, M'"=1-BsB, M®=R(B), (1.151)
ol R est l'opérateur qui transforme un vecteur X = (X, X5, X3)T € R? en la
matrice
0 —-X3 X5
RX)=| X5 0 -X|- (1.152)
X X 0

On remarque que la matrice R(X) agit sur un vecteur Y comme un produit vecto-
riel : R(X)Y = XAY = —R(Y)X, ou X et Y sont deux vecteurs quelconques de
R3.

Pour un vecteur X € R3, on introduit alors trois vecteurs X!, X+ et X© définis
par

xl=mMlx, Xx'=MmM'X  X°=M°X. (1.153)

En utilisant les définitions (I.151) des matrices M, M+ et M®, on peut récrire ces
vecteurs ainsi

XI=B.XB, X'=X_-BXB, X°=BrX.
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On peut interpréter le vecteur X comme la projection du vecteur X sur la droite
engendrée par le champ magnétique B, le vecteur X+ comme la projection du
vecteur X sur la droite orthogonale au champ magnétique B dans le plan engendré
par les vecteurs X et B, et le vecteur X® comme la projection du vecteur X sur
la droite orthogonale au plan engendré par les vecteurs X et B. Ces trois vecteurs
sont alors othogonaux deux a deux,

xlxt=0 XxlLx®=0 X-X°=0. (I.154a)

En considérant X et Y deux vecteurs quelconques de R?, on obtient de plus les
propriétés suivantes

Xlyt=0 Xly®°=0 X'Y°+X°Y'=0 X'Y!l=X°YC.
(1.154b)

Pour un vecteur X € R?, on introduit alors le vecteur complexe X ¢ € C? par

X=X+ X+ -iX°, (1.155)

Le vecteur X°¢ € C3 étant donné, il est facile de retrouver le vecteur X € R3

correspondant par la formule
X = R(X°), (1.156)

ou R(.) désigne la prise de partie réelle. On généralise alors la définition des vecteurs
X! Xt et X© dans le cas complexe en posant

xel=mMlxe X =MX, X©=M"XC (1.157)

Un calcul direct permet alors de montrer les propriétés suivantes.
XlT=Xxl X+=X"-iX° XO=X°4+iX"'=1iX"  (L158)
Xl=xcl Xt =RX1) =F(XP), XO=RXO) =X, (L159)

ou (.) désigne la prise de partie imaginaire.

1.10.2 Formulations complexes des flux de transport

En utilisant le formalisme complexe développé dans la section précédente, les vec-
teurs complexes V;“, ¢ € S, correspondant aux complexifiés des vitesses de diffusion,
se mettent sous la forme

Vo= =3 (Dfal + D dit) - 6 (DalogT) ! — - (BlogT) ™, (1160)

Je€Ss
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ou l'on introduit les coefficients de transport complexes D ol pel g ,J €S, 96”

Zj’ 17 )
0st i €S,

D{l =D, D& =Di+iDY, 6 =9l 6 =0} + 167, (L161)
De plus, ces vitesses de diffusion complexes vérifient la méme relation linéaire (1.95)),
> pVie=o. (1.162)
i€s
Les taux de diffusion thermique complexes I = yll et x*= = y = 4+ ix@ vérifient
quant a eux les systemes linéaires
Dc|| ol — ‘9c||7 DcJ_ cl _ ecJ_7
X R (1.163)
<XC||7 u> = 07 <Xc ) u> = 0'

A partir de ces définitions, on obtient apres quelques calculs une nouvelle expression
des vitesses de diffusion complexifiées V., i € S,

ZDcII 4 + XCll(a logT) c|| ZDCJ- dCJ- + X;J-(BwlogT)CJ‘). (I.164)

J€Ss j€eSs

On remarque que les systemes linéaires (1.163) qui définissent les taux de diffusion
thermique complexes sont toujours bien posés puisque le vecteur 6, respectivement
6, est dans I'image de la matrice Dl respectivement D", et le vecteur u est dans
le complémentaire du noyau de la matrice D¢l respectivement D,

On introduit de méme le vecteur complexe Q°, correspondant au complexifié du flux
de chaleur. Celui-ci se met sous la forme

Q° = AN, 1) — A8, 1) — p > (05! + 0 det) + 3 (ke T + &) iV,
i€S 1€S
(1.165)
ou l'on a défini les coefficients de transport complexes

A= 2 Aok = 2 4300, (1.166)

Et en utilisant les taux de diffusion thermique complexes, on obtient une nouvelle
expression du flux de chaleur complexifié

Qc _ _)\c||(8wT)c|| )\cJ_ 8 T Z ||VC|| +XcJ.ch. + Z (ngT +E) niw’
1€S 1€S
(1167)
avec Al = Al et AL = A\t + 1)@,
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Chapitre 1l

Le probleme de Cauchy
local pour les plasmas
dissipatifs

Ce chapitre reprend et détaille un article soumis a la revue Mathematical Methods
in the Applied Sciences.

Résumé

On étudie un systeme d’équations aux dérivées partielles modélisant les mélanges
gazeux réactifs ionisés magnétisés et dissipatifs. Dans ce modele, les flux de trans-
port s’écrivent comme des combinaisons linéaires anisotropes des gradients des va-
riables macroscopiques et contiennent également les effets directs du champ élec-
tromagnétique. En utilisant les variables entropiques, on récrit le systeme de lois
de conservation tout d’abord sous une forme partiellement symétrique conservative,
puis sous une forme partiellement normale, c’est-a-dire sous la forme d’un systeme
quasi-linéaire partiellement symétrique hyperbolique-parabolique. En utilisant un
résultats de Vol'Pert et Hudjaev, on démontre un théoreme d’existence et d’unicité
local en temps d’une solution bornée et réguliere pour le probleme de Cauchy.
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Chapitre Il Le probleme de Cauchy local pour les plasmas dissipatifs

Introduction

Les équations gouvernant les plasmas froids mono-températures a haute densité
peuvent étre dérivées de la théorie cinétique des mélanges gazeux réactifs ionisés
et magnétisés comme on l'a vu dans le chapitre I. On étudie maintenant le sys-
teme complet d’équations obtenues. Ces équations se décomposent en équations de
conservation, expressions des flux de transport, relations thermochimiques et équa-
tions de Maxwell. Il est important de remarquer que le champ magnétique engendre
une anisotropie dans les flux de diffusion de masse, dans le flux de chaleur et dans le
tenseur de viscosité. En particulier, les flux de diffusion s’écrivent comme une com-
binaison linéaire anisotrope des gradients des variables macroscopiques et de termes
d’ordre zéro dus a ’action des forces électromagnétiques. Concernant les propriétés
de structure des coefficients de transport et de thermochimie, on utilise les hypo-
theéses mathématiques dérivées de la théorie cinétique du chapitre |l et qui sont des
généralisations de celles des mélanges neutres [Gio99, GM9S].

Les équations gouvernant les mélanges gazeux réactifs ionisés et magnétisés consti-
tuent un systeme de lois de conservation quasi-linéaire du second ordre. En utili-
sant les variables entropiques, on récrit dans un premier temps le systeme sous une
forme partiellement symétrique conservative, puis sous une forme partiellement nor-
male, ¢’est-a-dire sous la forme d'un systeme quasi-linéaire partiellement symétrique
hyperbolique-parabolique. On utilise le terme partiellement symétrique par oppo-
sition avec le régime neutre. Le systeme des mélanges gazeux neutres est en effet
completement symétrique dans le sens ou les matrices de convection qui couplent
les sous-systemes hyperboliques et paraboliques sont symétriques [Gio99].

On démontre 'existence d’une unique solution locale en temps au probleme de Cau-
chy constitué du systeme partiellement symétrique hyperbolique-parabolique résul-
tant et de conditions initiales régulieres, dans I’espace de Vol'Pert V;(R?). La preuve
utilisée repose sur les résultats de Vol’Pert et Hudjaev concernant le probleme de
Cauchy pour les systemes d’équations aux dérivées partielles composites symétriques
quasi-linéaires hyperboliques-paraboliques [VH72].

Les équations gouvernant les mélanges gazeux réactifs ionisés et magnétisés sont pré-
sentées dans le deuxieme section et la forme quasi-linéaire est obtenue dans la troi-
sieme section. Dans la quatrieme section, on étudie un systeme abstrait d’équations
aux dérivées partielles, en particulier la mise sous forme partiellement symétrique
ainsi que la mise sous forme partiellement normale. Puis on établit un théoreme
d’existence local pour ce systeme abstrait. Finalement, dans la cinquieme section,
on applique ces résultats au systeme d’équations aux dérivées partielles modélisant
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les mélanges gazeux réactifs ionisés et magnétisés.

Equations pour les mélanges gazeux réactifs ionisés et
magnétisés

Les équations régissant les plasmas dissipatifs peuvent se décomposer en équations de
conservation, flux de transport, relations thermochimiques et équations de Maxwell.
Ces équations peuvent étre dérivées de la théorie cinétique des gaz en utilisant un
développement d’Enskog du premier ordre, ce qui a été fait au chapitre T [FK72,
GGO3].

11.2.1 Equations de conservation

On note S 'ensemble des indices des especes S = {1,...,n°}, n® le nombre d’especes
dans le mélange, n; le nombre de moles par unité de volume de la k¢ espece, p la
masse par unité de volume de la k° espece, g, la charge par unité de volume de la
k¢ espece et m;, la masse molaire de la k¢ espece.

Les équations de conservation de la masse des especes s’écrivent (1.85a)
8tpk + Bw-(pk'v) + 833.7:]:1 = MW, k e S, (Hl)

ou v est la vitesse macroscopique dans le mélange, .75,'51 le flux de diffusion de la k°
espece et wy le taux molaire de production de la k¢ espece par unité de volume.

L’équation suivante exprime la conservation de la quantité de mouvement (1.85d)
O (pv) + Op-(pvev + pll) 4+ 8- IT = pg + qE + JrB, (I1.2)

ol p est la masse totale par unité de volume, p la pression thermodynamique, I la
matrice identité de R3, IT le tenseur de viscosité, ¢ la charge volumique totale, E le
champ électrique, B le champ magnétique, g une force externe qui ne dépend pas
des especes et J la densité de courant électrique définie par J = j + qv avec j la
densité de courant de conduction.
On introduit 1’énergie du fluide par unité de masse e’ définie par ef = e + v-v/2, ot
e est I’énergie interne par unité de masse. L.’équation de conservation de ’énergie
(1.85g) écrite en la variable e! devient

O (pe') + Bu-[(pe! + p)v] + 85 (Q + M-v) = pg-v + J-E, (I1.3)

ou Q est le flux de chaleur.
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11.2.2 Flux de transport

On a vu au chapitre Il que I'anisotropie des flux de transport est une des particula-
rités des plasmas dissipatifs lorsque le champ magnétique est intense [CC70, FK72,
GGO3]. Pour exprimer cette anisotropie, on rappelle quelques notations introduites
au chapitre I. Pour une présentation plus complete des notations et de diverses
propriétés concernant l’anisotropie, on pourra se référer au chapitre I. On définit
le vecteur unitaire B par B = B/B, ou B est la norme du champ magnétique B.
Pour un vecteur X de R?, on introduit les trois vecteurs associés aux trois directions
spatiales
XI=Bx)B, X'1=Xx-XxI e X°=B.X.

Ces trois vecteurs sont deux a deux orthogonaux,
x+txl=0 Xx°xl=0 X+tX°=0,
et de plus, pour tous vecteurs X et Y de R?, on a les relations
Xt Y9+ X0vt=0, Xt Yt=X°Y"

Y

D’apres I’étude faite au chapitre I, les flux de diffusion ﬁd, k € S, sont donnés par
F=pmVi, keS, (IL.4)

ol la vitesse de diffusion de la k° espece Vi, k € S, a pour expression (1.97)

Vi == > Dl (dl + ] (@alogr)")

les

— Y Dy (df + xi (BalogT) " + X7 (8logT)®)
les

=Y Dg (df + xi (BslogT)® — 7 (BxlogT) ™) (IL5)
les

et ou la force de diffusion de la k¢ espece dyi, k € S, s’écrit

1
dk = ]; [8mpk — Prg — qk(E + ’U/\B)] . (116)

Dans ces expressions, les coefficients DL'Z, D3 et DY), k,1 € S, sont les coefficients

de diffusion multiespeces, les coefficients X',l, Xi et x, k €S, les taux de diffusion
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thermique, T la température absolue et pg, k& € S, la pression partielle de la k°
espece. La densité de courant de conduction correspondante j s’écrit

J= Z%Vé, (I1.7)

kes

dont I'expression développée se trouve en (1.101).

Remar ue - Pour les gaz non ionisés, on retrouve les formules classiques. En effet,
on a Dkl = Dy, D) =0, k,l €8, Xk =xi, Xy =0, k €8S, lorsque les charges
volumiques qi, k € S, s’annulent. Les vitesses de diffusion Vi, k € S, s’écrivent alors
bien [Gio99]

lesS

En revanche, pour le cas général des gaz ionisés, les coefficients de diffusion sont
différents selon les trois directions spatiales, ce qui est une conséquence de [’aniso-
tropie créée par le champ magnétique. De plus, on observe que les forces de diffusion
des especes dy, k € S, contiennent un terme supplémentaire di a la force électroma-
gnétique macroscopique qy(E + vaB). Enfin, bien que le formalisme choisi utilise
le vecteur unitaire B = B/B, on remarque que les vitesses de diffusion Vi, k € S,
sont réqulieres méme lorsque le champ magnétique tend vers zéro. On établira ces
propriétés dans les sections suivantes grace aux propriétés concernant les coefficients
de transport.

L’expression du flux de chaleur @ est donnée en (1.107) et s’écrit

Q = -\, - \(8,T)F — \°(8s T)@
+pz< +Xk —I-XkV@) —I—Zpkthk, (H 8)

kes keS

ol hy, est Penthalpie par unité de masse de la k¢ espece, les coefficients A, A et A®
sont les conductivités thermiques et les coefficients X',L, Xi et X7 les taux de diffusion

thermique, ou 'on a également distingué les trois directions spatiales.

Remarque - Cette expression du flux de chaleur est compatible avec celle donnée
pour les gaz non ionisés [Gio99]. En effet, lorsque les charges volumiques qy, k € S,

sont nulles, on a également XH XE, Xe =0, k€S et Nl =X X =0. Dapres la
remarque précédente, on obtient que le flux de chaleur s’écrit alors

Q = -AT + > (pxi + pul) Vi
keS

115



Chapitre Il Le probleme de Cauchy local pour les plasmas dissipatifs

De plus, on établira que le flux de chaleur Q est réqulier lorsque le champ magnétique
tend vers zéro grace aux propriétés des coefficients de transport.

On rappelle & présent quelques notations introduites dans le chapitre I lors de 1’étude
des flux de transport. On définit les matrices réelles DI, D+, D® et les vecteurs réels

X x*, x© par

Dl = (D/!ll)k,leS’ Dt = (Dljc_l)k,le& DY = (Dl?l>k,l687

W= Ohes: X7 = (i dkes: X7 = (00 s

On rappelle que les vecteurs réels 8!, -, 0°, vérifient les systemes linéaires suivants

gl = DI\, 6% 169 = (D* +1D®) (x* + ix®),
et les coefficients réels 5\”, XL, A® sont définis par

Al = Al 2yl Dl
A 1A% = AN+ iAC + 2(xE 4 3x®)N(DE 4+ 1D7) (xt + 1x©).

Le tenseur de viscosité IT peut s’écrire sous la forme (I.115
II=—k8,vI—mS —n(M®S - S M®)
_ 773(M” smMl — p© SM@)
—m(SM! + MI's —2nml's Ml
—ns(M'SM® — M®S M, (IL.9)

ol le coefficient k est la viscosité volumique et les coefficients 1y, n2, 13, 14 et 15 sont
les viscosités de cisaillement. Dans cette expression, on a noté S le tenseur des taux
de déformation qui est un tenseur symétrique d’ordre deux a trace nulle s’écrivant

S = (8,v + 9,v") — gam.v L,
et Ml M~ et M© les matrices qui décrivent anisotropie dont les expressions sont
M =BsB, M*=1-B«B, M®=R(B),

olt R est Popérateur qui transforme un vecteur @ = (ay, az, az)” de R3 en la matrice
antisymétrique
0 —as a9

R(a) = | a3 0 -

—as aq 0
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On définit également les vecteurs R;(a), i € C, ou C est I'ensemble {1, 2,3}, comme
la ¢ colonne de la matrice R(a). C’est-a-dire

Rl(a) = (O, as, —CLQ)T, RQ(CL) = (—(lg, 0, al)T, Rg(a) = (CLQ, —ay, O)T

Remarque - Pour les gaz non ionisés, ['expression (I1.9) du tenseur de wviscosité
devient

IT=—Kk 0, vl—nS

car lorsque les charges volumiques q, k € S, sont nulles, les viscosités de cisaillement
N2, N3, N4, N5, sont toutes nulles. Le tenseur de viscosité s’écrit alors comme une
combinaison linéaire de la matrice identité I et du tenseur des taux de déformation S.
Dans le cas des gaz ionisés, il s’écrit comme une combinaison linéaire de la matrice
identité et de tous les tenseurs symétriques d’ordre deux a trace nulle construits a
partir du tenseur des taux de déformation S et du tenseur de rotation antisymétrique
R(B) associé au champ magnétique B et qui dépendent linéairement de S. De plus,
le tenseur de viscosité I est régulier lorsque le champ magnétique B tend vers zéro
comme on le verra dans la suite grace aux propriétés des coefficients de transport.

11.2.3 Expression du terme source chimique

La théorie cinétique du chapitre T est valide quelque soit le schéma réactionnel en-
visagé. On considere 7 réactions chimiques entre les n’ especes, ce qui peut s’écrire
formellement sous la forme

f b
Z Vk)?“ mk <:) Z Vk)?“ mk, T E %,

kes keSs

ot M, est le symbole chimique de la k° espece, 14, et 11, les coefficients stoechiomé-
triques direct et inverse de la k® espece dans la r¢ réaction et R = {1,..., 17"} est
I’ensemble des indices des réactions.

Les taux de production moléculaires sont donnés par la théorie cinétique a la sec-
tion 1.6.5.5. On obtient

Wy = Z(V,lor —y )7, kes, (IT.10)

reR

ol 7, est le taux d’avancement de la r° réaction dont la formulation symétrique
[Gi099] est
7 = XK, (exp (1, Mp) — exp (1>, Mp)) (I1.11)
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ot ' et 1°, les vecteurs steechiométriques direct et inverse, sont définis par

I/T,f = (I/lfr, U )T, P = (1/11;,, o VT?T)T, r € R,

) Infr T

et ou pu le vecteur des potentiels chimiques réduits s’écrit

o= (g, s i),

avec g, k € S, le potentiel chimique réduit de la k¢ espece. M la matrice diagonale
des masses molaires est définie par M = Diag(my,...,m,s) et K, est la constante
de réaction symétrique de la r° réaction. On rappelle les définitions des coefficients
stoechiométriques v, = 2. — Y, k € S, r € R, et des vecteurs steechiométriques

%‘::(Mm7"'7%ﬁr)T7 r € R,
telles que 1 = 1” — f et on note R = Vect{w,,r € R}, 'espace vectoriel engendré
par les vecteurs steechiométriques 1., 7 € R. Cette formulation symétrique des taux
d’avancement est obtenue en utilisant la relation de réciprocité fondamentale entre
les constantes de réaction directe et inverse [VH85] et peut également étre déduite
de la théorie cinétique [Gio99] comme on I’a vu au chapitre [l

11.2.4 Relations thermodynamiques

Les relations thermodynamiques obtenues dans le cadre de la théorie cinétique des
gaz au chapitre I sont valides en dehors de I'équilibre thermodynamique et ont
donc un espace de validité beaucoup plus grand que celles classiquement introduites
pour les états d’équilibre homogenes et stationnaires. Le formalisme obtenu par la
théorie cinétique coincide encore avec le formalisme de Gibbs appliqué aux variables
intensives [Gio99].

La masse totale par unité de volume p, la charge totale par unité de volume q et la
pression totale p peuvent s’écrire sous la forme

Pzzpm QIZQm p:me

kes kes kes

ou la pression partielle correspondant a la k° espece pi, k € S, est donnée par la
relation
Pk = Teprl = npRT,

avec 1, = R/my, et R la constante des gaz parfaits.
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L’énergie interne totale par unité de masse e et ’enthalpie totale par unité de masse
h peuvent se décomposer en

pe=> prew, ph=> pehi =Y prler+riT),

kes kes kes

ou e, k € S, est I'énergie interne par unité de masse de la k° espece et hy, k € S,
I’enthalpie par unité de masse de la k¢ espece. L’énergie interne ne dépend que de
la température et son expression est la suivante

T

ex(T) = et +/ Co (1) dT,

Tst

ou €' = e (T™), k € S, est I'énergie de formation de la k° espece a la température
strictement positive standard 7% et ¢, x, k € S, est la chaleur spécifique a volume
constant de la k® espece. Les chaleurs spécifiques a volume constant et a pression
constante vérifient les relations

PCy = Zpkcv,ka PCp = Zpkcp,k = Zpk(cv,k + Tk)'
keS kesS kesS

L’entropie par unité de masse s s’exprime également comme une somme des entropies
par unité de masse des especes s, k € S, plus précisément, on a

ps = Z PkSk;
kes

ou sg, k € S, est une fonction de la température T' et de la masse volumique de la
k¢ espece pi

T
Sk(T7pk):Szt+/ mdﬂ'-?%lOg( P )7

st T myyst

ou ¥ = p* /(RT™") est la concentration standard, c¢’est-a-dire la concentration dans
Iétat standard & température standard 75" et sous la pression standard p*. De méme,
on peut exprimer la fonction de Gibbs par unité de masse g selon les fonctions de
Gibbs des especes par unité de masse gi, k € S, grace a la relation

Py = Z PkYks

kes

ou gi, k € S, est donné par gy = hy — T'sg. Finalement, on rappelle la définition du
potentiel chimique réduit de la k° espece uy = gi/(RT). La fonction de Gibbs de la
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k¢ espece gi, k € S, et le potentiel chimique réduit de la k° espece ug, k € S, sont
des fonctions de la température T" et de la masse volumique de la k¢ espece p. On
a vu au chapitre I que 'on peut écrire

ge(Tpx) = gi(T) + T logng, (T, pr) = pis(T) + ;- log my,

avec gy, k € S, la fonction de Gibbs unitaire de la k° espece et pu}, k € S, le potentiel
chimique réduit unitaire de la k¢ espece.

11.2.5 Equations de Maxwell

Le champ électromagnétique vérifie les quatre équations de Maxwell

8, E = q/z, (IL.12)
8,E = —0,B, (IL.13)
8, B =0, (IL.14)
8unB = jio(J + 200, E), (IL.15)

ou £y est la constante diélectrique du vide et o la perméabilité magnétique du vide.
Il est bien connu que si les premiere et troisieme équations sont vérifiées a 'instant
initial ¢ = 0, elles le sont a tout instant si les deux autres équations sont vérifiées a
tout instant. En effet, en prenant la divergence des équations (I1.13) et (IL.15), on
obtient

808t(8m'E) + ,Lboamj = 0, 8t(8mB) =0.

En utilisant I’équation de la charge
atq + 8:1:'] = 07

on en déduit que
at<8mE - Q/é?o) =0.

11.2.6 Hypothéses mathématiques

On décrit dans cette section les hypotheses mathématiques concernant les coefficients
de thermoélectrochimie et de transport. Ces hypotheses sont obtenues a partir de la
théorie cinétique des mélanges gazeux ionisés du chapitre I et ne sont pas suffisam-
ment intuitives pour étre devinées empiriquement.
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On suppose que les especes du mélange sont constituées d’atomes neutres et d’élec-
trons. On note A = {1,...,n"} P'ensemble des indices des atomes, n* le nombre
d’atomes dans le mélange, m;, [ € 2, la masse atomique du [ atome, a;; le nombre
de [® atomes dans la k° espece et apg le nombre d’électrons dans la k¢ especes. De
plus, pour alléger les expressions, on définit A = {0} UA = {0,...,n*}. On intro-
duit également les vecteurs atomiques a;, [ € A, définis par a; = (ay, ..., am)7,
[ € 2. Finalement, on définit o comme la valeur absolue de la charge d’une mole
d’électrons.

On introduit également le vecteur des masses molaires m, le vecteur des masses par
unité de volume p par

m=(my,...,mp), 0= (p1,...,pw)",

puis le vecteur des charges par unité de masse z et le vecteur des charges par unité
de volume q

Z:(Zlv"'>ZnS)T> q:(qlv"'a(JnS)Ta
et enfin le vecteur unitaire u de taille n*, u = (1,...,1)". On a donc les relations
Qe = Pr2i, k€ S.

1.2.6.1 Hypotheses sur la thermoélectrochimie

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposera que les hypotheses suivantes (Th;-
Thy,), dérivées de la théorie cinétique, sont satisfaites.

(Thy) Les masses molaires des espéces my,, k € S, et la constante des gaz parfaits R
sont des constantes strictement positives. Les énergies de formation standard
e, k €S, et les entropies de formation standard 5, k € S, sont constantes.
Les chaleurs spécifiques massiques ¢, , k € S, sont des fonctions C* de la
température T > 0. De plus, il existe des constantes strictement positives
¢, et ¢, telles que 0 < ¢, < cpix(T) < C,, pour tout k € S et pour toute
température T' > 0.

(Thy)  Les coefficients steechiométriques v et 2, k € S, r € R, et les coefficients
atomiques ay, k € S, [ € U, sont des entiers positifs. Le nombre d’électrons
aro, k € S, est un entier. Les vecteurs atomiques a;, | € A, et les vecteurs
des coefficients steechiométriques v,., r € SR, vérifient les relations de conser-
vation (., q;) = 0, r € R, | € A. Ces relations expriment la conservation
des atomes pour | € A et la conservation de la charge pour l =0 dans la r°
réaction.
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(Th3) Les masses molaires atomiques my, | € 2, et la masse molaire électronique
my sont des constantes strictement positives. De plus, les masses molaires
des especes my, k € S, sont données par les relations

14 ; ; p

myg = g mya + Medyy, Kk €S,
let

ces relations peuvent se récrire sous la forme vectorisée suivante

m = E ﬁilﬂl‘f‘fﬁoﬂo.
led

On a également la relation de proportionnalité entre la charge des espéces
par unité de volume q, k € S, et le nombre d’électrons de la k¢ espéce,
qr = —aagong, k € S, ou « est une constante strictement positive qui repré-
sente la valeur absolue de la charge d’une mole d’électrons. Cette relation
de proportionnalité est équivalente 4 zp = —aagy/my, k € S.

(Thy) Les constantes de réaction K., v € R, sont des fonctions C® positives de
T >0.

Ces hypotheses impliquent en particulier les propriétés vectorielles a; € R+, [ € 2,
ou R = Vect{y.,r € R}. De plus, en utilisant la relation donnant la masse molaire et
la charge volumique des especes dans I’hypothese (Ths), on en déduit que les vecteurs
m et z vérifient également m € R+ et Mz € R+, ot M est la matrice diagonale des
masses molaires M = Diag(my, ..., mys).

11.2.6.2 Hypotheses sur les coefficients de transport

Dans cette sous-section, on introduit un ensemble d’hypotheses concernant les coef-
ficients de transport qui sont dérivées de la théorie cinétique du chapitre

(Tr1)  Les coefficients de diffusion multiespéces DL'Z, Di; et BDY, k,l € S, les
tauz de diffusion thermique Xll; Xi et BxY, k € S, la viscosité volumique
K, les wviscosités de cisaillement 1y, Bns, n3, na, Bns et les conductivités
thermiques A, A et BA® sont des fonctions € de (T, 0, B) pour T > 0,

0>0 et BeR3 ouB estla norme du champ magnétique B.

De plus, les coefficients D,lll, k,l €S, ne dépendent pas du champ magnétique
B et on peut écrire D — D), = B2¢:(B?) et DS = B (B2), ot ¢ et
oy, sont des fonctions de €([0, 00), R).
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(TI’2)

(TI’3)

Les coefficients X',l, k €S, ne dépendent pas du champ magnétique B et on
peut écrire xi& — Xl/l = B%)i-(B?), et x{ = By (B?) ot ¢t et o sont des
fonctions de €°([0, 00), R).

Le coefficient NI ne dépend pas du champ magnétique B et on peut écrire
M= M= B2¢H(B?) et A\ = B®(B?), ot ¢t et <© sont des fonctions de
C*>([0, 00), R).

Finalement, on a n1 = @1(B?), 1o = Bpy(B?), 13 = B%*p3(B?), ny =
B2p4(B?), 15 = B3p5(B?) et 2ns — n3 = Byps(B?), ol 9, 1 < a < 6,
sont des fonctions de C*([0,00),R).

La viscosité volumique k est une fonction positive et les viscosités de ci-
saillement 11, 12, 13, T, N5, vérifient m+ng >0, 1 +n3 >0 et —n3 > 0.

Pour 0> 0 et T > 0, les matrices Al, A+ et A® définies par

ZXI plT L XL piT 40— ZXe got

|-
T o] o+ Dt 6° DO
sont symétriques et vérifient (Allx,x) > 0 et (A*x,x) > 0, pour x € R™+1,
De plus, (Alx,x) = 0 si, et seulement si, le vecteur x est proportionnel au
vecteur (0, 0%)T et de méme (Atx,x) = 0 si, et seulement si, le vecteur x
est proportionnel a (0, o)™, Enfin le vecteur (0, 0")T est dans le noyau de la
matrice A®.

11.2.7 Production d’entropie

L’entropie par unité de masse s satisfait I’équation de bilan suivante

Q Ik
0 (ps) + Op-(psv) + Oy (T _ =

)T
Kes

ol T est le terme de production d’entropie donné par

T =

grMmpWi H:Ba,'u acz:T p
— Z T T (Q - Zﬂk@%) 2 T Z TVI}dk- (IL.17)

kes kes kes
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Le terme de production d’entropie T peut se décomposer en une somme de termes
positifs et cette propriété est importante pour de nombreuses raisons : d’un point de
vue thermodynamique, elle montre que le modele macroscopique satisfait le second
principe de la thermodynamique, hérité du modele cinétique. D’un point de vue ma-
thématique, 'entropie joue également un role central lorsque l'on étudie le caractere
bien posé du systeme d’équations aux dérivées partielles résultant. Pour établir que
le terme de production d’entropie se décompose en une somme de termes positifs,
on utilise les différentes hypotheses faites sur les coefficients de transport et données
dans la section précédente.

En utilisant les équations (I1.10) et (II.11)), la production d’entropie due a la chimie
se récrit facilement sous la forme

MW ¢ b exp (15, Mp)
A U N M) — M) log | ——ZEL |
kEES 7 ;emR (exp (1, M) — exp (”, Mpz)) log [exp b M)

Les hypotheses (Thy) et (Thy) sur la positivité des constantes R, K,, r € R, im-
pliquent que le terme de production d’entropie du a la chimie est positif.

On traite ensuite le terme de production d’entropie dia aux effets de viscosité. Il
s’écrit
—LIT:9,v =5(8,v)? + (m + na) Trace(MSM*M*+SM )
+ 18 [(Trace(MSM1))? + (Trace(M*SM™))?]
+ @[Trace(MLSMLMLSMl) - %(Trace(MlSMl))z],

ou Trace(A) représente la trace du tenseur A, M I'1a projection orthogonale dont
I'image est engendrée par le vecteur B et M+ =1 — M/ la projection orthogonale
dont le noyau est engendré par le vecteur B. En utilisant I’hypothese (Trp) sur la
viscosité volumique k et sur les viscosités de cisaillement 71, 12, 13, 14, 15, il faut
étudier le signe des quantités suivantes

Trace(MISM*M*SM), (Trace(MSM))? + (Trace(M*SM™))?,
Trace(M~SM*M*SM™") — 1(Trace(M*SM™))?,
pour prouver la positivité de la production d’entropie due aux effets de viscosité.
Comme ces expressions sont invariantes par changement de reperes, on choisit une

base orthonormée (ey, ey, e3) telle que ey est colinéaire au vecteur B. Dans ce cas,
on obtient

Trace(MSM*M*SM) = 2, + S2,,
(Trace(MSM )2 + L(Trace(MSM™))* = S}, + 1(S» + S33)°,

124



Equations pour les mélanges gazeux réactifs ionisés et magnétisés Section 1.2

et
Trace(M~SM*M*SM™") — 1(Trace(M*SM™))* = 253, + (S22 — S33)?,

et il est alors immédiat que la contribution —%H :0,v est positive et n’est nulle que
si, et seulement si, le tenseur des taux de déformation S est nul.

Finalement, on montre que le terme de production d’entropie correspondant au flux
de chaleur et aux vitesses de diffusion

o, T P
T, = - (Q - thM) D Ve

keS kes

est positif. En utilisant les expressions et de Vi, k € S, et Q, on peut
écrire
T, = 23 [l + (atet )
ieC
ou
X = (H(@)), @), (dh),), iec

x
I

En utilisant 1’hypothese (Tr3), on obtient immédiatement que le dernier terme de
production d’entropie correspondant au flux de chaleur et aux vitesses de diffusion
est positif.

11.2.8 Formulations alternatives

Les équations de bilan décrivant la partie fluide (I1.1)—(I1.3) et les équations de
Maxwell (I1.13) (II.15) ne sont pas sous forme conservative. Les termes sources
contiennent en particulier la densité de courant électrique J. Cette section est consa-
crée a la discussion de trois différentes formulations de ces équations obtenues en
combinant les équations fluides et les équations de Maxwell.

On définit I’énergie électromagnétique par unité de masse €€, le vecteur de Poynting
P et le tenseur des forces électromagnétique T par

pe® = L(egE-E + HLOB-B),
P =L1E\B,
Ho

T =¢EsE + -BeB — j(soE-E + -B-B) L.
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En utilisant les équations de Maxwell (I11.12)—(I1.15), on obtient I’équation de conser-

vation du moment électromagnétique
O (eopoP) — 8T = —qE — JrB, (I1.18)
et I’équation de conservation de 1’énergie électromagnétique
O(pe®) + 8- P = —J-E. (I1.19)

La combinaison de I’équation de la conservation de la quantité de mouvement (I1.2)
et de celle de la conservation du moment électromagnétique (I1.18) fournit 1’équation
de conservation de la quantité de mouvement totale

O (pv + ot P) + Oz (pvev + pl — T) = pg, (I1.20)

et la combinaison de I’équation de conservation de 1’énergie du fluide (I1.3) et de
celle de la la conservation de ’énergie électromagnétique (I1.19) donne I’équation de
conservation de I’énergie totale

Oi(pe') + Bx-[(pe' + p)v + P+ 85(Q + IT'v) = pg-v, (IT.21)
ot I’énergie totale par unité de masse e' est définie par

pe' = pe' + pe® = pe + Lpvv+ L(5E-E + iB-B).

On peut a présent considérer différentes équations de bilan couplées avec les équa-
tions de Maxwell. Ces systemes proposés sont formellement équivalents mais leur
structures mathématiques different.

Le premier systeme correspond aux premieres équations de conservation du fluide
8tpk + aw-(pk'v) + Bm(ﬁd) = MWk, ke S,

Oi(pv) + O (pvev + pl) + Op-II = pg + qE + J 1B, (I1.22)
Oi(pe’) + By [(pe' + p) v] + 8p(Q + ITv) = pg-v + J-E.

Une deuxieme possibilité est la formulation conservative

8tpk + Bw-(pk'v) + Bm(ﬁd) = MiWg, ke S,
O (pv + oo P) + Oz (pvav + pl — T) = pg, (I1.23)
Oi(pe") + By [(pe' + p)v + P+ 85(Q + IT'v) = pg-v.
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La derniere possibilité proposée est une forme intermédiaire

Opre + O (prv) + B (F) = mywr, k€S,
Oy (pv) 4+ Oz (pvev + pll) 4+ O II = pg + qE + JAB, (IT.24)
Oy (pe’) + Bp-[(pe' + p)v + P| + 85 (Q + II'v) = pg-v.

Le premier systeme (IL.22) n’est pas satisfaisant car la matrice Hessienne de —ps
par rapport & la variable conservative correspondante (py, ..., ps, pvT, ET, BT, peh)T
n’est pas définie positive. On peut tout de méme appliquer les résultats d’existence de
la section I1.4 & cette formulation en considérant I'entropie mathématique modifiée
—ps +eoE-E + B-B/ .

La deuxieme formulation conservative (11.23) est de prime abord attractive car, en
I’absence de force externe g, les équations sont sous forme conservative. Cependant,
ce n’est pas d'une grande utilité puisque le systeme complet comprenant les équations
de Maxwell contient encore des termes sources dans I’équation de Maxwell-Ampere
I1.15), ces termes sources dépendant méme des gradients de la solution au travers de
la densité de courant de conduction 7. De plus, les calculs correspondants des formes
partiellement symétrisées sont beaucoup plus compliqués et la structure mathéma-
tique du systeme résultant est identique a celle de la troisieme formulation (I1.24).
Enfin, les formes partiellement normales correspondantes coincident avec celles de
la troisieme formulation (I1.24)) et conduisent aux mémes résultats d’existence.

C’est la derniere formulation (IL.24) que l'on choisira d’utiliser dans toute la suite
de ce chapitre. La matrice Hessienne de I'entropie naturelle —ps par rapport a la
variable conservative correspondante (py, ..., pps, pv’, ET, BT pe)T est définie posi-
tive et les calculs des formes partiellement symétrisées ne sont pas si compliqués
que ceux de la deuxieme formulation (I1.23) car le couplage entre les équations est
moins fort. Par abus de langage, on dira que les variables py, k € S, pv, E, B et pe'
sont les variables conservatives méme si le systeme écrit en ces variables n’est pas
completement sous forme conservative.

Forme quasilinéaire

Dans cette section, on récrit le systeme des équations modélisant les plasmas dis-
sipatifs réactifs sous la forme d’un systeme quasi-linéaire d’équations aux dérivées
partielles du second ordre en la variable conservative U.
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11.3.1 Notations vectorielles

On introduit a présent une notation compacte qui sera utilisée dans toute la suite
de ce chapitre. On définit la variable conservative U par

T
U= (QT,p'UT,ET,BT,pet) , (11.25)
et la variable naturelle Z par
T
- (gT,vT,ET,BT,T> . (I1.26)

Les composantes du vecteur U apparaissent naturellement dans le systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles modélisant les mélanges gazeux ionisés et magnétisés.
Par ailleurs, les composantes de la variable naturelle Z sont plus pratiques a utiliser
pour les calculs des identités différentielles.

Les équations de conservation peuvent se récrire sous la forme compacte

QU+ OF+ > oF =07, (I1.27)

1€C 1€C

ot C est 'ensemble {1,2,3}, F;, i € C, le flux convectif dans la ¢ direction, F&s,
i € C, le flux dissipatif dans la i¢ direction et 7 le terme source. On utilise ici
I’exposant j sur le terme source pour indiquer qu’il dépend des gradients des va-
riables macroscopiques au travers de la densité de courant 7, a cause de I’équation
de Maxwell-Ampere (IL.15). En utilisant les équations de conservation (I1.1)—(IL.3)
et les équations de Maxwell (I1.13) (I1.15), on obtient facilement que le terme source

O gécrit
. T
= (mlwl, e Myswys, (pg + qE + JAB)T, —aiOJT, 013, pg-v) , (I1.28)

le flux convectif F;, 7« € C, est donné par
T
Fi = (QT% pv'v; + pe;’, —ﬁ(emB)T, (enE)T, (pe' + p)u; + P,-) , (11.29)

ol les vecteurs e;, i € C, sont les vecteurs de la base canonique de R3, le flux
dissipatif Fs5, i € C, a pour expression

Fidiss — Fidiﬁ 4 FZ-ViSC, (1130>
ot F5¢ 4 € C, le flux de viscosité et FAT 4 € C, le flux de diffusion sont définis par

FZ-ViSC = (0177,5, Hi., 01’3, 0173, HZ‘."U)T (1131>
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et
) T
RO = (L ik 015, 01,013, Q) (11.32)

ou l'on a noté II;., i € C, la i° ligne extraite du tenseur de viscosité IT.

11.3.2 L’application Z — U

Les flux convectifs et dissipatifs sont naturellement donnés comme des fonctions de
la variable naturelle Z. Dans le but d’exprimer la variable naturelle Z en fonction de
la variable conservative U, on étudie 'application Z — U et son image. On introduit
les deux ensembles ouverts Oz et Oy définis par

Oz = (O, OO)”S ngngngx(O, OO)

et
Oy = {(U'z) e RTHIO0: Uty ooy Ups > 0, Ups 10 > f(Ui)},

ou f est I'application de (0, oo)"sx]R9 dans R qui s’écrit

n°+3 )
Z U; n°+6 7’49

f(ul):% %—i—éo Z u? + = Z u? —i-zn:uie?,
i=1

S w; i=ns+4 L —
i=1

) étant 'énergie interne par unité de masse de la i® espece a la température nulle.

Proposition 11.1
En supposant que les hypothéses (Thi-Thy) sont satisfaites, U'application Z — U est
un C> diffeomorphisme de l'ouvert Oz sur 'ouvert convexe Oy.

Preuve - 1.1 -

De I'hypothese (Thy) sur les coefficients ¢, 5, k € S, on déduit immédiatement que
I’application Z +— U est de classe €*° sur le domaine Oz. De plus, il est rapide
de vérifier que I'application est injective et surjective sur ’ensemble Oy gréace a
la stricte positivité des coefficients ¢, , k € S, ce qui est supposé dans (Thy). La
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matrice jacobienne 07U est donnée par

Lispe Oz Opss Opsg Opsy
veu pl 033 033 O3
OU= 05 O35 I 0Ogs Oss |,
O3 033 033 I 0s1

el pv" g ET L1BT pc,

L Ho i
ou l'on a introduit le vecteur ' défini par €' = (¢}, ..., el)T, avec el = ¢ + Jv-v,

I’énergie fluide de la k® espece par unité de masse. Cette matrice est inversible
sur Oz grace a sa structure triangulaire et & 1’hypothese (Thy) qui implique que
pc, > 0. On déduit alors du théoreme d’inversion globale que I'application Z — U
est un G difféomorphisme sur Oy. La convexité de I'ensemble Oy est finalement
une conséquence directe de la convexité de la fonction f, qui est établie en évaluant
sa dérivée seconde. "

11.3.3 Forme quasilinéaire

En utilisant la proposition II.1 et les expressions des flux convectifs et dissipatifs
en fonction de la variable naturelle, on récrit le systeme (I1.27) sous la forme d'un
systeme quasi-linéaire de la variable conservative U.

Proposition 11.2

Les flux convectifs F;(U), i € C, sont des fonctions C* de U € Oy, les flux dissipatifs
Fdiss(U,8,U), i € C, sont des fonctions C° de U € Oy et de 8,U € R+ ef
le terme source Q9 (U, 3) est une fonction € de U € Oy et de 7 € R3. De plus, le
systéeme d’équations aux dérivées partielles (I1.27) peut se récrire sous la forme

OU+ > [A(U) + A (U)] iU = Y 9;[By;(U) 9;U] + Q(U), (11.33)

i€C i,jeC

ou les matrices A;(U), A5(U), i € C, B;;(U), i,5 € C, et le vecteur Q(U) sont des
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fonctions € de U € Oy. De plus, on a

F™(U,8,U) = =) (B, (U)a,U +F5(V)), i€C,

jecC
(U, 5) = QU) + Y AUV,
1€C
Ai(U) = auFi(U),  AS(U) = =) auF5(U) — AY(U), ieC,
jeC

ot les matrices AP (U), i € C, sont des fonctions € de U € Oy.

On observe une différence fondamentale entre les mélanges neutres et les mélanges
ionisés. Pour les mélanges neutres, les termes dissipatifs F5, i € C, sont des combi-
naisons linéaires des gradients et les termes F, 4, j € C, sont nuls [Gio99]. Pour les
mélanges ionisés, les termes dissipatifs F, i € C, contiennent encore des combinai-
sons linéaires de gradients mais également des termes d’ordre zéro que 1'on a notés
F, 4,7 € C, qui sont dus a l'action des forces électromagnétiques macroscopiques
sur les espéces ionisées. De plus, le terme source 27 ne dépend pas seulement de la
variable U mais également du gradient d,U au travers de la densité de courant de

conduction j apparaissant dans ’équation de Maxwell-Ampere .

Preuve - 11.2 -
On commence par remarquer qu’il est plus facile de différencier par rapport a la
variable naturelle Z que par rapport a la variable conservative U.

En utilisant 'expression (I1.29) des vecteurs F;, ¢ € C, et 'hypothese (Thy) concer-
nant la régularité des coefficients de chaleur spécifique ¢, x, k € S, on obtient immé-
diatement que les vecteurs F;(Z), i € C, sont des fonctions C* de Z € O5.

En ce qui concerne les flux de dissipation, on écrit Fis = Fdiff 1 FVisc j ¢ C et on
traite séparément les deux termes. Le premier terme FUT correspond aux termes de
diffusion et le second FY*¢ aux termes de viscosité. Les flux de transport IT, .’F,f,
k € S et Q se scindent naturellement en une somme des gradients de la variable
naturelle Z et une somme de termes d’ordre zéro. En particulier, on peut écrire le
terme FYE 5 € C, sous la forme

FIT = =3 (Bi9,2 + F5) (I1.34)

jecC
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ou les matrices B?;H et les vecteurs F7, ¢, j € C, sont définis par

BUT — B,B,BI + (5,; — BB;)B- + Ri;(B)B®, (11.35)
Fo = — [BB;F + (65 — BiB))F" + Ry;(B)F*®] (E + vaB);. (11.36)
Les matrices @”, BL et B® ont la structure suivante
Bo, Ows Ows Ows BS,
Osns 033 033 Oz Os:
B° = g O3 O35 0Os3 Os3 031|. o€{l, Lok (I1.37)
03ps 033 033 033 03;
_gg,g 013 013 O3 gie_
Les coefficients correspondant a ¢ = || s’écrivent
B!, = Dld,

Sl = D) (41
Bl, = (> +h)™D)d!,
) p
Bl = T)\” + (540D} (Fsl+4r),
ceux correspondant a ¢ =1

Bl _ Ll
BM_D d

o "o’

RL _pl(1_ 1,1\ _ 100, 0
Bye =D, (T2% +Tr) 72Dy %7,

gefg = (s 4h)" D df — T DY dy

o "o’

3 p
Bel’e = f)\L + (%leh)TDgl (%%L—l—%r)

— % (%QTD;%@—I—%@TDQQ(%l+Tr)—|—(%l+h)TDg@%®) ,
et ceux correspondant a ¢ = ©®

B, = Dd!

e @

RO _po (L1 L, 1 1l o
Bye = D, (qase +7r) + 72Dy 5%,

BZ, = (< +h)"Dyd) + 57D, d;,
B, = %)\@ + (3 h)TDY (5 +4r)

+ % (—%QTDE%Q—F%@TDQL(%l+Tr)+(%l+h)TDgL%®) ,
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ou l'on a introduit les vecteurs r = (r1,...,7s)", h = (hq,..., hys)T et la matrice
diagonale de taille n*xn® dj = Diag(r1/p1,...,7m/pr). De plus, pour alléger les
expressions de ces matrices, on a également défini les vecteurs s/l s, 2©, de taille
n’ par

I I L _p. L O _ p.,0O
=X M = Xks M = 2 Xp, KES,

et les matrices carrées DQ”, DQL et DQQ, de taille n°xn® par
(DJ,'),M = D]L'lpkpla (DQL)M = Digprpr; (Dé?)k,l = Dgpeprs k1 €S

On exprime finalement les vecteurs Fell, Fe- et F*© sous la forme

1
Feo = » Fo 013 013 013 F&° . oe{|, L, o}, (I1.38)
ol
e|l| __ el . 1 e _
Fol = Dlz, F&t =Dz, F® =Dz,
|:O|| = (¢ ||+h)TDII
FOJ_ (% _'_h)TDJ_ ®TD®
Fe® = (e +h)"Dyz + %QTDi
avec z = (21,...,2p)" .

Dans le but d’étudier la régularité du vecteur F1(Z 8,7), i € C, on prouve que les

matrices @diH(Z) i,7 € C, et les vecteurs F%(Z), i, € C, sont des fonctions € de

ij
Rdiff
&5 4,7 € C, sous la forme

BAT = §,;B- + B,8;(Bl - B*) + R;;(B)B”.

Z € Oz. On peut récrire les matrices B

En utilisant les hypotheses (Thy) et (Tr;), on obtient immédiatement que la matrice
B est une fonction € de Z € O, que la matrice Bl — B+ sécrit B2®(Z) et
enfin que la matrice B® s'écrit B®y(Z), on ®1(Z) et D5(Z) sont des fonctions € de
Z € Oz. Comme B = BB, ces propriétés permettent d’écrire la relation

Bif(Z) = 6,,B(Z) + BiB;®1(Z) + Ri;(B)®,(Z),

qui implique que les matrices @?}ff(Z) i,j € C, sont des fonctions € de Z € Oz. De

meme, on peut récrire les vecteurs £, 4, j € C, sous la forme

Fiej = - [5ierJ' + BzB](Fe” - Fel) + Rij (B)Fe®:| (E + ’U/\B>j.
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En utilisant les hypotheses (Thy) et (Try), on obtient que le vecteur F®+ est une
fonction €* de Z € Oz, que le vecteur Fel — Fet g'écrit B2®3(Z) et enfin que le
vecteur F°© g’écrit B®,(Z), ot ®3(Z) et ®4(Z) sont des fonctions € de Z € Oz. Par
conséquent, on obtient I'expression suivante pour les vecteurs Fj, 4,75 € C,

FS = — [0,;F°"(Z) + BiB;®5(Z) + Ri;(B)®4(Z)] (E + vaB);,

qui implique que les vecteurs Ff;, 4,7 € C, sont des fonctions C* de Z € Oz. On

déduit alors de ces deux propriétés de régularité sur les matrices @?;H, 1,5 € C, et
sur les vecteurs F%, 4,7 € C, que les flux de diffusion FY%(Z, 8,Z), i € C, sont des

YR . %
fonctions € de Z € Oz et de 8,Z € R¥™ 10 et que les matrices 0zF, i,7 € C,
sont des fonctions € de Z € O5.

En ce qui concerne les vecteurs FY*¢ i € C, on écrit

5
R = - Z BY*0,Z, avec B} =kB + Z 1083 (IL.39)
a=1

jecC

Apres quelques calculs similaires a ceux du cas des mélanges neutres, on obtient les

expressions suivantes pour les matrices gfj, /B\?]?“, a€{1,2,3,4,5},4,j € C,
Ops s Opsz Opsz Opsz Opst
O30 B, 0Osz Oz 03,
Bi? = | Og,ns 033 033 033 031/ N e{r,m...ns}, (11.40)
03¢ 033 033 033 031
01 s ’UTgﬁﬂ, 013 013 011
avec
B?j,v = €i®€j,
B?jlm = 52‘]' I -+ €j®€i — %emej,
Bj;v = QBZB] BeB — %€i®€j + 2R(fB) €;®€; R(g) — R(g) €iRE€; R(g),
B, = —2B,B;R(B) — R(e;)R(B)R(e;) — 2¢;"R(B)e; BsB.
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Pour obtenir que les vecteurs F*¢, i € C, sont des fonctions C>* de Z € Oz, on

doit seulement prouver que les matrices @ZV;-SC(Z), 1,7 € C, sont des fonctions C*° de
Z € Oz, en utilisant I'expression (II. -39) des vecteurs FY*¢, i € C. L’hypothese (Try)

(2

et Pexpression (I1.40) des matrices Br. B™ o ¢ {1,2,3,4,5}, 4,5 € C, impliquent

ijr Pij o
immédiatement que les matrices BZV;SC, 1,7 € C, sont des fonctions € de Z € Oz et
de B # 0. Pour prouver que ces matrices sont des fonctions € de Z € Oz, méme
lorsque le champ magnétique B est nul, on remarque qu'il est possible de récrire les
matrices Bf], BZ‘*, a€{1,2,3,4,5}, 1,5 € C, sous la forme

K
HBZJ v — RER®E;,

m 2
BU o= [6”]1 + €j®€i — §€i®€j] ,

B?]S,U—FTMBU v =13 [ 3€iQE; + 2R(3)8]®62R(3) — R(fB)e,®ejR(3)}
+ My [BZBJ]I + 52']'3@3 + Biej®3 + Bj3®e,-]
+2(n3 — 2n4)B;B;BeB,

En utilisant ’hypothese (Try), en particulier que 7, = gol(B ), Mo = B¢2(32), N3 =
B?p3(B?), ms = B*¢a(B?), 05 = B’p5(B?), 2 — s = B'pg(B?), oit les fonctions
1, 2. 93, P4, P5, P, sont des fonctions de €([0, 00), R), on déduit que les matrices
B1*°(Z), i, € C, sont des fonctions €> de Z € Oz, car on a

/{@Z v = K€;®e;,
B?J » (,01 B2 [52]‘H + ej®ei — %emej] ,
nQBU » = p2(B?) [20; )+ R(e;)R(B)R(e;) + 2¢;"R(B)e, 1 ,
3B ,+mBlL, = ) [ 2BQeZ®e] +2R(B)e;jze;R(B) — R(B)e;e;R(B)]
+ <p4( %) [B;B;1 + 6;;B2B + BiejoB + B;Bee;]
2

— 944(B%)B;B;BsB,
5B = —¢5(B?) [2B;B;R(B) + B’R(e;)R(B)R(e;) + 2¢;"R(B)e;B=B] .

ij,v

De plus, en utilisant I'expression (I1.28) du vecteur €7, I'hypothése (Thy) sur la
régularité des chaleurs spécifiques ¢, i, k € S, et I'hypothese (Ths) sur la régularité
des constantes de réaction X,, r € R, on obtient immédiatement que le vecteur
09(Z, ) est une fonction €* de Z € Oz et de j € R3. Quelques calculs permettent
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d’écrire le vecteur ¥ sous la forme

V(Z,5) = +ZAeQ

ol le vecteur €2 est donné par

0= (mlwl, vy My Whs Q;FJ, QTE, 0173, pg"U)T, (II41>
avec
Q=pg+ g1+ > BEL (Dg(I-BB)-DiR(B)) | (E +vrB),
kies P
1
Op = ——qv— — Z KLkl (D,'llB B+ DE(I- 3®3)+D,§3R(3)) (E +vaB),
co €0 ,0es P
et les matrices /&fg, i € C, ont la structure
0n5 N 0n3,3 0n3,3 On5,3 Onsl
Af f,lg 033 0Os3 033 K?f}e
AV = A?;ﬁ,g 033 033 033 A'E,ﬁ,e ; (I1.42)
03¢  0Os3 0Os3 0Oz3 031
I O 013 01z 013 0 |
avec
Ay = —LZL [ef (" Dgdr) — e (2" D)dy)]
Afffe — —p [ DL( +r)ef + DL"QeL + D®( +r)eiL + Df%ee?] ,
Arp, =L el (D) + el (D) +ef (D) |

Arpe = 22| Dl(F+njel + Df (5 +ret+

gop

0 L
D} =le? + DY (% )e?—DfTel].

En ce qui concerne la régularité du vecteur Q(Z), son expression (II.41) implique
immédiatement que c’est une fonction C* de Z € Oz et de B # 0, en utilisant les
hypotheses (Thy) et (Try). De plus, les relations D — D) = B2¢kl(32) et D) =

136



Forme quasilinéaire Section 1.3

B¢ (B?), k,l € S, dans lesquelles les fonctions ¢i;, &5, k,l € S, sont des fonctions
de €*(]0,00),R), permettent de mettre les vecteurs €2, et Qg sous la forme

Q= pg+ a1+ Y B (465(B*)(B’I-B=B)-DiyR(B)) | (E + vAB),

k,leS
1 1 qrq
Op = ——qv—— > % (Dl — ¢75(B*) BB + ¢5,(B*)R(B)) (E + vaB),
k,leS

ce qui implique que les vecteurs §2, et Qg sont des fonctions € de Z € Oz. On
en déduit alors que le vecteur ) est une fonction C* de Z € Oz. En combinant
les relations D — DI = B2¢k5(B?) et DS, = BéS(B?), k,1 € S, et les relations
données par I'’hypothese (Try) xi — Xll = Bt (B?), x{ = By (B?), k € S, dans
lesquelles les fonctions ¥ et 1) sont des fonctions de €*([0, 0o0), R), on obtient que
les matrices ng, 1 € C, sont des fonctions € de Z € O5.

On effectue a présent le changement de variables Z — U pour obtenir les propriétés
du systeme dans la variable conservative U. Les matrices A;, Af’Q, 1 € C, et By,
1,7 € C, s’écrivent
N Q _ ReQ
Ai - 8UFZ - AZ aUZ, Af - Af aUZ,

ol la matrice jacobienne 0yZ est donnée par

B;; = By AuZ,

Hns,ns Ons,?) Ons,?) Ons,?) Ons,l
1 1

—=xU =1 033 033 031
p p El ) El

WL = 03, 03,3 I 03,3 03,1 |

03, s 033 033 I 03,1

1 redT __ 1 )T _ eo 7T 1 T 1

L PCv pPCy pPCy HopCy pCv |
olt le vecteur e™d est défini par ed = (ed ... e ered = ¢ —vw/2, k €S, et

les matrices A; = 0zF;, i € C, ont pour expression

Villys s 0RE€; Ops 3 Ops 3 Ops 1
viveu + eorT  p (vl + vee;) Ops 3 Ops.3 nRe;
Ai = Og,ns 03’3 03’3 _EOLO R(el) 0371 5
03, s 033 R(e;) 033 03,1
I v;htotT p(v;v + h*'e;)T —ﬁ(eiAB)T %(eiAE)T vipCy |

(I1.43)
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ou l'on a utilisé pc, = pc, + RY. pr/mu, r = (r1,...,r)T, W = (AE, ... hE)T et
kes
hi =el +r.T, k€S.

En utilisant la régularité des matrices KZ-, ng, 1€ C, @ij, i,7 € C, et la matrice dyZ,
on obtient immédiatement que les matrices A;(U), A>?(U), i € C, B;;(U), i,5 € C,
sont des fonctions € de U € Oy. La régularité des matrices OyF, i,j € C, et

Af’Q, i € C, implique alors que les matrices A$(U), i € C, sont des fonctions € de
U e Oy. [ ]

Existence locale pour un systeme abstrait

Dans cette section, on étudie la symétrisation partielle et les formes normales par-
tielles pour un systeme abstrait quasi-linéaire du second ordre. On utilise alors un
résultat d’existence da a Vol'pert et Hudjaev [VH72] qui s’applique au systeme cor-
respondant pour en déduire un théoreme d’existence locale.

11.4.1 Symétrisation partielle et entropie partielle

Les formes symétrisées sont un outil fondamental pour l'obtention de résultats
d’existence pour les systemes d’équations aux dérivées partielles, en particulier
pour les systemes hyperboliques-paraboliques [VH72, KS88, Kaw84]. Dans le cadre
des systemes hyperboliques-paraboliques isotropes, I'existence d’une formulation sy-
métrique conservative est équivalente a l'existence d’une entropie mathématique

|God62, Gio99, Moc80].

Dans cette section, on généralise la notion de symétrisation pour les systemes hyper-
boliques-paraboliques, dans le but d’inclure des flux convectifs possédant des pro-
priétés de symétrie plus faibles. On introduit deux notions, la symétrisation partielle
et I’entropie mathématique partielle, puis on démontre un théoreme d’équivalence
entre la symétrisabilité partielle d’un systeme et l'existence d’une entropie mathé-
matique partielle.

On considere un systeme quasi-linéaire abstrait du second ordre de la forme

OV + ) [OuF (UYHAS(UI]0U" = > 0 [B(UN9;U7] + Q7 (U9, (I1.44)

1€C* 1,jeC*
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ott U* € Oy-, Oy- est un ouvert de R” et C* = {1,...,d} représente les indices des
directions de R?. L’exposant * est utilisé pour distinguer le systeme du second ordre
abstrait de taille n* dans R? du systéme particulier des mélanges réactifs
ionisés et magnétisés de taille n*+4 dans R3. Toutes les quantités associées a
ce systeme abstrait ont un exposant *, comme par exemple le vecteur inconnu U*.
On suppose que les propriétés suivantes sont satisfaites par le systeme (11.44).

(Edp;) Les flur de convection F}, i € C*, les matrices K¢, i € C*, les matrices de
dissipation By}, i,7 € C*, et le terme source Q* sont des fonctions régulieres

de la variable U* € Oy-.

*

On introduit a présent la définition d’une forme partiellement symétrique pour le
systeme (I1.44) qui généralise la notion de forme symétrique conservative donnée par
Kawashima et Shizuta [KS88].

Définition 11.1

Soit V* +— U* un C* diffécomorphisme d’un ouvert Oy« dans un ouvert Oy-. On
considere le systeme écrit dans la variable V*

RV + 3 [/Kj(V*)HE;O(v*)] v =30, [@;;.(v*)ajv*} + OV, (IL45)

1€C* i,jeC*
ot B ~
Ay = dU, Bj; = B U7,
Ae = AeovU, R — AU = vFr (IL.46)
0 = Q.

Le systéme est dit sous forme partiellement symétrique si les matrices
A5, A ie CF, B, i, € C*, vérifient les propriétés suivantes (S1-S3).

57
S: La matrice Ky(V*) est symétrique définie positive pour V* € Oyx.
0
S, Les matrices A (V* , 1€ C*, sont symétriques pour V* € Oyx.
i y
S;3 La matrice B* VIE) =D . . cw B (V¥ £, € € X ou X4 est la sphére
1,j€C iJ J

unité en dimension d, vérifie , XT g*(Vf €) X >0, pour X € R", V* € Oy-
and & € X471,
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Les propriétés (S1-S,) sont identiques a celles des mélanges neutres. La propriété (Ss)
est une généralisation des propriétés concernant les matrices de dissipation pour les
gaz neutres. La matrice B* n’est pas symétrique dans le cas général mais sa partie

symétrique est définie positive. De plus, on ne fait pas d’hypothese sur les matrices
A e C.

On introduit alors la définition d’une entropie mathématique partielle qui est adap-
tée de la définition d’entropie mathématique proposée par Kawashima et Shizuta
[Kaw84, KS88].

Définition 11.2

Soit o*(U*) une fonction C>® définie sur 'ouvert convere Oy~ a valeurs dans R,
o est une fonction entropie partielle pour le systeme (11.44) si les propriétés
(E1-E3) sont vérifiées.

(E1)  La fonction o* est une fonction strictement convexe de U* € Oy« au sens
ot la matrice Hessienne est définie positive sur Oys.

(E2) Il existe des fonctions réelles C* qf (U*) telles que
(Ou»0™) A; = Ouy=q;, 1€C", U" e Oy-.

(Es)  La matrice B*(U3€) = 3, joc B (UN(83.0*(U)'&¢;, € € X971, satisfait
XT B*(Ut€) X =0, pour X € R™, U* € Oy- et & € 4L,

On établit a présent le théoreme d’équivalence entre la symétrisabilité partielle et
'existence d’une fonction entropie partielle pour le systeme (11.44).

Théoréme 11.3

Le systeme peut étre partiellement symétrisé au sens de la définition |11
sur louvert convexe Oy« si, et seulement si, le systéeme admet une fonction entropie
partielle o* sur Oy« au sens de la définition IL.2. Dans ce cas, la variable qui symé-
trise partiellement le systeme V* s’exprime en fonction du gradient de la fonction
entropie partielle V¥ = (Oy=o™)T.

Preuve - 11.3 -

On suppose dans un premier temps qu’il existe une fonction entropie partielle o*
définie sur Pouvert convexe Oys et on définit la variable V* = (9y-0*)'. L’applica-
tion U* — V* est alors un C* difféomorphisme car Oy« est convexe et la matrice
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Jacobienne dy«V* = 93.0* est symétrique définie positive. On peut alors définir les
fonctions régulieres suivantes

o (V") = UV —o*(U*) et q (V) =F(U")'V"—qi(U"), ieC"

En différenciant ces égalités selon la variable V*, on obtient directement les relations
(Ov=0*)T = U* et (Ov+q;)T = FF, i € C*, grace a la propriété (E,). L'utilisation des
propriétés (Ey-E,) permet alors de montrer que Ay = y-U* = (9yV*) ! = (82.0%) !
et K“; = O-FF = 02.qF, i € C*, la matrice KB est ainsi symétrique définie positive
et les matrices K’;, i € C*, sont symétriques. De plus, on déduit directement de
la propriété (E3) que les matrices gjj = ij(az*a*)_l, 1,7 € C*, sont telles que la
propriété (Ss) est vérifiée.

Réciproquement, on suppose que le systeme est symétrisable au sens de la défini-
tion II.1. Comme les matrices dv-U* et dv:F*, i € C*, sont symétriques et que Oy~
est simplement connexe, il existe des fonctions * et qf, i € C*, définies sur Oy,
telles que (Ov=0*)T = U*, (Ov-q;)" = F, i € C*. On peut alors définir les fonctions

o (U*) = UV — 6% (V) et qi(U*) = BTV —gH(V*), i€ C

En différenciant ces relations et en utilisant les propriétés (S1-S3), on établit facile-
ment que o* est une fonction entropie, que qf, i € C*, sont les flux associés et que
l'on a V* = (9y~c*)". .

11.4.2 Formes normales partielles

Dans cette section, on étudie les formes normales partielles pour le systeme abstrait
(I1.44). On supposera que ce systeme satisfait la propriété (Edp,).

(Edp,) Le systéme (11.44) admet une fonction entropie partielle o* sur 'ouvert
convexe Oyx.

On introduit alors la variable V* = (dy-c*)T, le systeme écrit en cette variable
est partiellement symétrique d’apres le théoreme [11.3| c’est-a-dire qu’il vérifie les
propriétés (S1-S3). En introduisant une nouvelle variable W*, associée a un difféo-
morphisme d’un ouvert Ow- dans Oy, et en multipliant le systeme partiellement
symétrique (11.45) a gauche par la transposée de la matrice Ow-V*, on obtient un
nouveau systeme en la variable W*. On donne a présent la définition d'une forme
partiellement normale.
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Définition 11.3

On considere un systeme sous forme partiellement symétrique, au sens de la défini-
tion IL 1, et un C> diffécomorphisme W* +— V* de louvert Ow= sur Uouvert Oy=. Le
systeme en la nouvelle variable W* s’écrit

(vv*)atvvwz( (W) A (W )avv*— Yo, ( (W avv*)
1€C* 1,j€C*
+ T (W*, 8, W*) + Q (W), (I1.47)
ot les coefficients matriciels et vectoriels s’écrivent
Ry = (OwV)TA (BwV), By = (BwV)T By (Bw V"),
A= (BwV)TA (BwVT), O = (BwV)T
AL = @ VITAS (w V), T = = 3 00wV B (V) W,
1,j€C*
(I1.48)
et satisfont les propriétés (S51-Ss3).

(S1)  La matrice Ag(W*) est symétrique définie positive pour W* € Oy
(S2)  Les matrices K:(W*), i € C*, sont symétriques pour W* € Oyy-.

(S3)  La matrice B'(W*¢) = ZHGC*_ (WHEE;, € € S48 satisfait
XT B (W*€) X >0, pour X € R, W* € Oy- et & € 241,

Le systeme (11.47) est dit sous forme normale partielle s’il existe une partition
de {1,....n°} en1 = {1,...,n{} et 11 = {ni+1,...,n"}, telle que les propriétés
(Nor-Nor3) sont vérifiées.

(Nory) Les matrices A, A,

1 7

ieC", et BU, i,j € C*, ont la structure bloc

*1.1 ——*xeL,IT

(A0 e 0o A . fo o
Ay = —x1,1 | Ai - —sxell,] ——xell,Il | ’ Bij - —I1,11
0 A, A, A, 0 B

11,11

(Nory) La matrice B
XT B*II II(

(W3€) =32 jecr By (WHEE;, € € X071 satisfait
W* €)X > 0, pour X € R" ", X #£ 0, W* € Ow- et & € X471,

(Nor3) En notant 8, = (01,...,04), on a

e S~ T
T (W 8,W) = (T, (W2 8,W))", T, (W 0,07
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On a utilisé la structure bloc vectorielle et matricielle induite par la partition de
{1,....0°} en1 = {1,...,n5} et 1 = {n{+1,...,7°}. On a par exemple W* =
(W, W)™

On remarque que l'on a introduit une propriété supplémentaire par rapport a la
7 . . . —k . .
définition d’une forme normale. Elle concerne les matrices Aie, i € C*, qui sont

nulles lorsque le mélange gazeux n’est pas chargé. D’apres la propriété (Nory), les
blocs supérieurs gauches K;keu sont nuls.

On introduit a présent deux propriétés, la propriété d’invariance des noyaux et celle
de consistance des noyaux, qui généralisent la propriété d’invariance des noyaux pour
le systéme des gaz neutres [KS88,/Gio99]. La combinaison de ces deux propriétés est
une condition suffisante pour que le systeme (I1.45) puisse étre mis sous une forme
normale partielle.

(Edp;) (Invariance des noyaux) Le noyau de la partie symétrique de la matrice

B (Vig) = > Br(VILE,
ijeC
noté N(B*), ne dépend ni de V* € Oy-, ni de & € X941, On notera n;, sa
dimension.

(Edp,) (Consistance des noyaux) En notant N(B*) le noyau de la partie symé-
trique de la matrice B*(V*, &), on a les relations

B, (VIN <~B*>~= B;ZT<V*>~N<B*> =0, i,j€C
N(B*)TA°(VIN(B*) =0, i€ C*,

c’est-a-dire §;.;.(v*)x =0, XTgfj(V*) =0, i,j € C, pour X € N(B*) et
YTA(VHX = 0, i € C*, pour X,Y € N(B).

On distingue ici les deux propriétés d’invariance et de consistance des noyaux, ce qui
n’est pas fait habituellement lorsque le mélange gazeux n’est pas ionisé. La propriété
d’invariance des noyaux est identique a celle des mélanges non ionisés. En revanche
)
la propriété de consistance des noyaux est plus générale. Comme les matrices Bj;
n’ont pas de propriété de symétrie, le noyau N(B*) doit annuler les matrices B;;
ainsi que leur transposées. De plus, la propriété concernant les matrices A5, i € C*,
, . —sxel,l |
permet exactement d’annuler les blocs supérieurs gauches A, ", i € C*, pour que la
propriété (Norp) soit satisfaite.
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Dans la suite de cette section, on supposera que ces deux propriétés sont vérifiées par
le systeme (I1.45). Dans le but de caractériser plus facilement les formes normales
partielles pour les systemes partiellement symétriques vérifiant les propriétés d’inva-
riance et de consistance des noyaux, on introduit des variables auxiliaires U* et V*|
dépendant linéairement de U* et de V* respectivement. Les matrices de dissipation
correspondant & ces nouvelles variables auxiliaires n’ont de coefficients non nuls que
dans le bloc inférieur droit de taille n* — nf et de plus, les coefficients du bloc su-
périeur gauche de taille n des matrices Z\’zo’ , © € C*, sont nuls. Les formes normales
partielles sont alors toutes obtenues de facon équivalente—et plus facilement—a
partir de I’équation partiellement symétrique en V*.

Lemme 1.4

On considere le systeme (11.45) qui est partiellement symétrique au sens de la dé-
finition [II.1/ d’aprés la propriété (Edpy) et on note o* la fonction entropie partielle
associée et V* = Oy-0*T, la variable symétrisante. On suppose également que les
propriétés d’invariance et de consistance des noyaux (Edps-Edp,) sont satisfaites sur
louvert Oy~. On considere par ailleurs une matrice inversible constante de taille n*
notée P* telle que ses nj premiéres colonnes engendrent le noyau constant N(B*).
Alors la variable auziliaire U = P*TU* satisfait I’équation

OU” + ) (AR OUY = Y 0; (Bro;U) + Q7 (11.49)
ieC* i,jeC”
o

A>;/ — P*TAt-(P*T)_l, A>;e/ — I:)>|<TA>;e(|:)>c<T)—l7
(I1.50)

B;k]/ — P*TBZ}(P*T)_l, Q*’ — P*TQ*
La fonction entropie partielle correspondante est alors la fonctionnelle o (U*) =
o*((P*T)~tU*), et la variable entropique partielle associée V' = (Oyw o™ )T est donnée
par V¥ = P*7IV* et vérifie ’équation
RyoN" + > (R+AT) VY = Y 0,(BLoV) +Q”, (11.51)
1€C* 1,j€C*
ot - - - ~ ~ ~
AB, — P*TAT)P*, A>:/ — P*TAx;P*’ Aﬁe, — P*TAﬂzeP*’
By = PTBPY, QY = P

xe/

En particulier, les matrices K<, i € C*, et les matrices B, 1,7 € C*, sont de la

] YR
forme
Nxel,IT
e A . BY= 00 : (11.52)
t Z\*eln,l A’*eln,n Y 0 g*/mn
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et la matrice BV £) = D ijec g:;II’H(V*’)&Sj, &€ € X471, satisfait la relation
Xt g*’“’”(V*’, €)X >0, pour X € R"=", X #£ 0, V¥ € Oy= et & € X471, Finalement
la forme normale partielle (11.47) est obtenue de facon équivalente en multipliant
Iéquation en la variable V* (I1.45) par (Ow-V*)T ou ’équation en la variable V*'

I1.51) par (Ow-V*)T.

Preuve - 11.4 -

L’équation (IT.49) est aisément obtenue en multipliant & gauche 1'équation (TI.44)
par P*T) ce qui donne les relations matricielles (I1.50)). Il est alors immédiat que
la fonctionnelle o*(U*) = o*((P*T)~1U*) est I'entropie partielle correspondant a la
nouvelle variable U*. A partir de la définition V¥ = (Jy~c*)T et de la formule de la
chaine, on établit ensuite que V¥ = P*71V* et I'équation (IL.51) est obtenue comme
lors du passage de D'équation (IL44) a Déquation (IL45). Comme B* = P*TB*P* et
que les ng premieres colonnes de P* engendrent le noyau N (g*), on en déduit que
B* est de la forme

0 0
0 g*’II’II

g*/ —

et de facon similaire, toutes les matrices gj]’, i,j € C* et K;C/ , 1 € C, sont également
de la forme (I1.52). De plus, la matrice B*""(V*, €), vérifie XT B*™ (V¥ €)X > 0,
pour X € R" =0 X £ 0, V¥ € Oy~ et &€ € X471 car les n*—nj, dernieres colonnes de

P* engendrent un sous-espace supplémentaire de N (g*) "

Dans le théoreme suivant, on caractérise completement les formes normales partielles
pour les systemes partiellement symétrisables vérifiant les propriétés d’invariance et
de consistance des noyaux en fonction des variables auxiliaires U* et V*.

Théoreme 11.5
En conservant les hypotheéses et les notations du lemme I1.4, toute forme normale
partielle du systeme (11.45) est donnée par un changement de variables de la forme

W = (dﬁ(uf/)v (bII(V;/))Tv (11'5?’)

ow 1y et ¢y sont deus difféeomorphismes de R™ et R™ ~", respectivement. De plus,
on a

T (W0, = (0,7 (W; W) )"
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Preuve - 1.5 -

La preuve est exactement la méme que celle de [Gio99] pour les mélanges gazeux
neutres, avec les mémes notations. On doit seulement étudier les matrices K: ‘iecC,
qui sont nulles pour les gaz neutres, mais le traitement est identique a celui des

matrices Bw i,j € C*, en utilisant la structure blocs (I1.52). ]

11.4.3 Un théoréme d’existence dans V;(R%)

Le systeme quasilinéaire abstrait d’équations aux dérivées partielles du second ordre

11.44) récrit sous la forme normale partielle peut se décomposer en deux
sous-systemes quasilinéaires couplés, le premier hyperbolique en la variable W et le
second fortement parabolique en la variable W;.

A*II 8tW* _ _ Z K:LI &Wf + fl*,

1€C*
*H I HW* = — Z < >T<III *OII 1> B} W* I Z < *II H8 W;kl) F;, (1154)
1€C* 1,j€C*

f* _ ﬁ;k B Z(Kikel B *1 Il)a VV;;, F _ QH —l- Z *eII 11 *11 Il)a W*

7
1€C* 1€C*

On considere alors le probleme de Cauchy constitué du systeme (11.54) et la condition
initiale

Wi (0, 2) = Wo (), W (0,2) = WP (). (IL.55)
Ces équations sont considérées dans le domaine Qg oll © est strictement positif et

Q¢ = (0,¢)xR% pour t > 0. Les inconnues vectorielles W* et W sont recherchées
dans les ouverts convexes Ows C R™ et Ow: C R™ "0,

On utilisera les espaces fonctionnels de Lebesgue LP(R?) dont la norme s’écrit

u¢no,p=(/ 6 |Pdm) Csil<p<oo

[6]o,00 = sup [O(2)],

xzeR4
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les espaces de Sobolev W;f(]Rd), 1 < p < 00, avec la norme

[6li, = D 16y |0, =D 10°lo,,

ke[o,1] |8|=k

et les espaces de Vol'pert Vi(R?) avec la norme [VH72)]

H¢Hl = ‘(b‘o,oo + Z |¢|k2

ke[1,]]

On étend ces définitions aux fonctions vectorielles en utilisant la structure eucli-
dienne de R?Y. Grace aux inégalités de Sobolev, on a une inclusion des espaces W (R?)
dans Pespace WX (R9) pour [ > k+d/2, et par conséquent une inclusion des espaces
Wy (R?) dans I'espace de Vol'pert V;(R?) pour [ > d/2. Dans la suite, on notera £
une fonction quelconque strictement positive et convexe définie sur I'ouvert convexe
Ow= = OwrxOws, qui croit vers I'infini lorsque W* tend vers un point du bord fini
de Ows-.

Le théoreme suivant da a Vol'pert et Hudjaev [VH72] montre qu'il existe une solution
dans un certain domaine qui préserve la régularité de la condition initiale.

Théoreme 11.6
On suppose que le systéeme (11.54)-(I1.55) vérifie les hypothéses suivantes, ot | re-
présente un entier tel que | > d/2 + 3.

(Ex1) Les conditions initiales W° et WX vérifient sup L(W;%(x), W%(x)) < +o0
zcR4

et W20 et W20 sont dans l’espace Vi(R?).
(Ex2) Les coefficients matriciels K;I’I, KSH’H, E;I»I’H, i,j € C*, ne dépendent que de
W et de Wji. Les coefficients matriciels K:I’I, AR e ¢, et les
coefficients vectoriels T, , T, , dépendent de W, W et de O, W:.

(2 (2

(Ex3) Les coefficients matriciels KSI’I(wI,wH), KSH’H(wI,wH) et g:;’n(wl,wn), 1,] €

C*, ont des dérivées jusqu’a l'ordre | continues par rapport aux variables

. L ST — 1,1 —sell,] .
(Exsq) Les coefficients matriciels A, (%i wy, £), A, (uﬁ;wﬂ’ €), A, (w,wy, &), i€
C*, et les coefficients vectoriels I, (wy, wy, &) et I, (wy, wy, &) ont des dérivées

Jusqu’a lordre I continues par rapport auz variables w, € Ows, wy € Ows
et & € Rx(7=ng),
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(Exs) Les coefficients matriciels Ay (wy, wy) et Ay (wy, wy) sont symétriques et

définis positifs pour w; € Ow: et wy € Ows.

(Exg) Les coefficients matriciels K:I’I(wl, wy, £), 1 € C, sont symétriques pour w, €
Ow:, wy € O et € € RWX0T—n5),

(Ex7)  Les coefficients matriciels K;I’I(wl, wy), KSH’H(wI, wy) et les coefficients vecto-

riels fl*(wl, wy, 0) et f{:(wl, wy, 0) ont des dérivées jusqu’a l'ordre [4+3 conti-
nues en les variables w; € Ow: et wy € Ows.

(Exg) Pour tout ensemble compact K de Ow~ = OwzxOws, il existe o > 0 tel que
pour toute fonction réguliére w = (wy, wy) de RY dans R™ a valeur dans K,
on a

> (ai¢II)T E:;Ln(w(m» (aj¢11) de > « > (ai¢II)T (Oi¢n) de,

R4 4,5€C* R4 icC*
(I1.56)

ol ¢y, est une fonction quelconque de Wyt (R?) a n* — nf, composantes.

Alors il existe ty, 0 < ty < O, tel que le probléme de Cauchy (11.54), (I1.55), admet
une unique solution (W;T, W définie sur Qy, = [0,to)xRY, qui est continue ainsi
que ses dérivées du premier ordre en t et du second ordre en x et pour laquelle les
quantités suivantes restent finies

sup (W (2), W ()], sup LW, W), (IL57)
0<t<to Quo
to
p 1AW Ol [ (OGO + WG E,,) dr (1L55)
0<t<to 0

De plus, deux cas sont possibles : ou bien to = ©, ou bien il existe ti tel que le
théoreme est vrai pour tout ty < t; et tel que pour ty — t;, au moins une des deux

quantités
[WE (o)l o0 + IWir (0) 5,00, sUP LW, W), (IL.59)

Qt,

Hl,oo

croit sans étre bornée, c’est-a-dire que la solution peut étre étendue aussi longtemps
que les quantités (11.59) restent finies.
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Théoreme d'existence pour les mélanges multiespeces magnétisés Section I1.5

Théoreme d’existence pour les mélanges multiespeces
magnétisés

On applique a présent les résultats de la section au systeme d’équations modé-
lisant les mélanges gazeux multiespeces réactifs ionisés et magnétisés. On détermine
une forme partiellement symétrique du systéeme en utilisant I’entropie physique, puis
une forme partiellement normale et on applique le résultat d’existence locale de la
section [I1.4.

11.5.1 Symétrisation partielle

Pour les mélanges ionisés et magnétisés, I'existence d’une fonction entropie ne fournit
qu'une symétrisation partielle pour le systeme, a cause des termes Fjj, 4,5 € C, qui
empéchent la symétrisation totale. Cependant, la symétrisation partielle obtenue
sera suffisante pour établir I'existence de la solution.

On commence par introduire la fonction entropie partielle ¢ comme 'opposé de
I’entropie physique par unité de volume. Son expression est donnée par

g = — Zpksk = —% Zpk(hk — gk) (116())

keS kes

On prouve dans cette partie que la fonction o est une fonction C* strictement
convexe sur l'ouvert convexe Oy. Il sera alors intéressant et judicieux de considérer
'application U — V = (dyo)T.

Proposition 11.7

La fonction o définie sur l'ouvert convere Oy a valeur dans R est une fonction
strictement conveze, au sens ot sa matrice Hessienne 030 est symétrique définie
positive.

Preuve - 1.7 -
D’apres I'hypothese (Thy) sur les coefficients ¢, , k € S, la fonction o est une fonction
C*. La différentielle de o est

Cy
do = _pT dT" — ;(Sk — 7%)dpr,

et la différentielle par rapport a la variable naturelle s’écrit donc

PCuy
070 = <7”1 =81y T —Sns,01,3701,3701,37— T )"
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On obtient alors dyo = dz00yZ et Ojo = 07(dyo)TOZ,

1
— 1 T 1 T
0UU—T<g1—§ 9 — 5 iy, 0T eol”, -B, 1),
dr+v u®u _'_ered@ered . U®U+ered®,u 80emd®E ered®B N ered
pcyT? pT pcyT? pcyT? popcyT? pcyT?
_'v®u _l_'v®ered vv | 1T oK @B )
pT ' pc,T? pcT?2 ' pT pcyT? popcyT? pcyT?
820-: €0E®ered o EQu 50E®E+€0H3 coEQB _ o
U peyT? peyT? peyT? popcyT? peyT?
Berd Bgv c0BRE BB I3; B
popcyT? popcyT? popcyT? uidpcoT? ' poT popcyT?
_ et _ _ =BT __ BT 1
| pcy T2 pcy T2 pcy T2 popcyT? pcy T2
ot 'on a introduit la matrice diagonale dj = Diag(r1/p1,...,7ms/prs) et les vecteurs
ered = (eted L ered)T ered — ¢ — %'v"v, k e S.

La matrice 9o est de toute évidence symétrique. On prouve a présent qu’elle est
définie positive. Soit X = (x,', Xy , Xz", X5, Xz)T. Quelques calculs permettent de
mettre XT 93c X sous la forme

1
XT an- X == XQTd Xg _'_ TXE XE + MOTXB'XB _'_ p_T(XU — XQ.U ’U)~(X,U — Xg-u U)
2
+ e T dixy + V-Xy + 0 E-xg + HLOBXB — Xp|
ce qui implique que la matrice Hessienne 03¢ est définie positive. "

On introduit alors le vecteur des variables entropiques V par

1 T
V= <91 — 30V, g — 300,V B, /}OBT 1)

- (IL61)

Proposition 11.8

L’application U — V est un C>* difféomorphisme de 'ouvert Oy sur l'ouvert Oy =
Rn5+9><(—00, 0)

Preuve - 11.8 -

D’apres la proposition 1.1, on doit prouver que l'application Z +— V est un C*>
difféomorphisme de Oz sur Oy. Elle est €> d’apres I'hypothese (Thy) sur les co-
efficients ¢, 5, & € S. L’injectivité est assurée par la positivité des coefficients c, ,
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k € S, donnée par I’hypothese (Thy). On prouve ensuite que 'application Z — V est
surjective. Soit V € Oy, on définit

1 V4 1 Vs V,
Zs = —— Zy= —jg— Zy=——B  Zy=—2
5 V5’ 4 ’LLOV5’ 3 £ V5’ 2 V5’
Vip—rptsitesVs VeV, 1 [V
Z1, = myy™ exp TS te Vs Va-Vy 42 5Cv,k(T) (% +V5) ar| .
Tk 2rkV5 Tk Jpst

pour k € S. Le vecteur V est alors I'image du vecteur Z ainsi défini. On donne a
présent 'expression de la matrice 07V

1 1 .red
er — T uUxv Ons73 07,5’3 _ﬁere
1 1
03,5 TH 033 033 —q2U
8zV= Ogms 0373 %)]I 0373 —%E . (II62)
1 1
O30 033 Os3 7l — =B
1
O1,m 013 O13 013 T

La matrice 07V est donc une matrice triangulaire supérieure par blocs et ses termes
diagonaux sont strictement positifs d’apres ’hypothese (Thy). En utilisant le théo-
reme d’inversion locale, on conclut que l'application Z +— V est un C* difféomor-
phisme de I'ouvert Oz sur 'ouvert Oy,. "

On étudie a présent les propriétés de symétrie du systeme d’équations aux dérivées
partielles modélisant les mélanges gazeux multiespeces réactifs ionisés et magnétisés.
On obtient en particulier une forme partiellement symétrique de ce systeme au sens
de la définition par 'utilisation du vecteur des variables entropiques V.

Théoréme 11.9
La fonction o est une fonction entropie partielle pour le systéme (11.33)). De plus, le
changement de variables U — V transforme le systeme (11.33)) en

Ao(V) OV + 3 (A’,-(V) n /Kg(V)) v =30 (@,-j(V) ajv) LQV),  (IL63)
1€C ]

1,7€C

avec

{/Ko = U, A = AvU,  A° = AU,

~ (11.64)
Bij = BzgaVU, Q= Q>
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o les matrices Ag(V), A(V), A(V), i € C, gij(V), i,j €C, et le vecteur Q(V) sont
des fonctions €= deV € Oy. De plus, le systéme (11.63) est sous forme partiellement
symétrique, c¢’est-a-dire que les matrices Ko, /K\,-, 1€C, et gij, 1,7 € C, vérifient les
propriétés (S1-S3).

Preuve - 11.9 - L B

Pour évaluer les matrices Ao, A;, A7, i € C, et By, 4,7 € C, on utilise les notations
définies dans la preuve de la proposition I1.2 concernant le systéme écrit dans la
variable naturelle Z

Koatz ‘|— Z(K\Z + Kf)@,Z = Z &(@,j@jZ) ‘l‘ Q

ieC 1,j€C

En effet, il est facile de calculer ces matrices en utilisant la variable naturelle Z et
les relations

Ao = O, UNZ, A =ANZ, A =ANZ, By =ByNZ

ou la matrice dyZ s’écrit

d? veev 0Op3 0Ops3 doerd
Og’ns Al 03’3 03’3 Tv
aVZ = Ogms 0373 %]I 0373 TE 5 (1165)

O35 033 033 pell TB
Ors 013 013 015 T2

avec d? la matrice diagonale de taille n° xn® définie par d? = Diag(p1 /71, .-, P /Trs)
et v¢ le vecteur de taille n° donné par v¢ = d%u = (p1 /71, .., prs/Tws) "

L’expression de la matrice Ag est la suivante

er Vrg®’U 07,5,3 Ons’g dfef

pT]I + ZPU®U 07,5,3 Ons’g (pT + 26)'11

Ag = %H 0373 TE ) (II66)
Tul  TB
Q X

S3aa.
=== Tc
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ou 'on a défini les coefficients X, ¥, et T, par

— 1 Tdey — Pk — uTdeel — Pk
Y,=u drU—Zrk, Y. =ud% _Zrkek’
kes kes
T, = eTd%" + pTv-v + pc,T? + 2T pe’ = Z @(62)2 + pTv-v + pc,T? + 2T pe®.
Tk
kes

Comme la matrice Ag est symétrique, on n’a donné que sa partie triangulaire su-
périeure droite et on a écrit “Sym” dans la partie triangulaire inférieure gauche. De
plus, la matrice Ay est définie positive car pour tout vecteur X € R” 10 écrit sous
la forme X = (x,7, Xy, Xz ", X5 ", X7)", on a la relation
T A 2,2 T T
XTAo X = pe, T + 2 (%5 + coxr E) - (Xs + coxr E)

+ 0T (X + X70)- (X + X70) + p10T (X5 + ;—OXTB)T-(XB + ﬁxTB)

(% + Xy vU + x7€0)Td?(x, 4+ X vu + xpe').

En considérant & = (&1, &, £3)T un vecteur quelconque de R3, les matrices A, i€C,
sont données par

d?v-€  v-€vlev +Toz€ Opsz  Ops d¢hivp-¢
oT(v-El - vst +Eov) (St pTo-£v
5 vt O3 O3 Thie
~ +2,0-£EVRV +
> A= g P . (IL67)
ieC O35 —R(E)  -TBrE
035 _TEn
Sym T,v-&+2TP-§

ou on a définit les coefficients ¥, et T}, par

Y — yTdehf — Pk f
p=u"d?h =) i
kes
T, = h'Tdeh! + pTv-v + pe,T? = Z %(hjif + pTvv + pe,T?.
k
Kes

Comme pour la matrice Ag, les matrices A;, ¢ € C, sont symétriques et on n’a donné
que leurs parties triangulaires supérieures droites, en notant “Sym” dans leurs parties
triangulaires inférieures gauches.
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En ce qui concerne les matrices A7, i € C, on peut écrire

As == 0F vz — A, (I1.68)

jec

N . e . .
ou les matrices A;”", ¢ € C, ont pour expression

Ons,ns On5,3 Ons,3 07,573 Ons,l
ATD e AT VEov 033 Osp  TPAGe, + ATY doerd
AT = | A2 de AR vesv Og Oz T2ASE +ACR deed|, i€ C.
03 s 033 033 033 03,1
| O 01,3 013 Ou3 01,1

(I1.69)

~

En utilisant la forme des matrices B;;, 7,7 € C, on décompose classiquement les
matrices de dissipation gij, 1,7 € C, en la somme des matrices de diffusion et des
matrices de viscosité, gij = gﬁl;ﬂ + givyi»sc, i,j € C. En considérant € = (&, &, &3)"
et ¢ = (¢, (o, (3)" deux vecteurs quelconques de R?, les matrices de diffusion, fé?}ff,
1,7 € C, sont données par

Z B¢, = B-eB-¢ Bl + (6¢ — B-£B-¢) B- + £"R(B)¢ B, (I1.70)

1,j€C

ou les matrices g”, B+ et B® ont la structure

NQ ~<>
BQ,Q 0n5,3 0n5,3 OTLS,3 Bg,e

03,ns 03 3 03 3 03 3 03,1

~ T
B = » 03ps 033 033 0Os3 033/, oc{|,L, o} (IL.71)
03ps 033 033 033 03;
§§,g 013 013 O3 §:e
Les coefficients correspondant a ¢ = || s’écrivent

Bl , =D\, Bl.=Dl(GA+h), Bl, = (+h)D],
Bl, = pTAl + (5 +h)" D)l (sl +h),
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ceux avec ¢ =1 ont pour expression

§;g =D, §;e = D} (s +h) — D25, §e¢’g = (- 4h)TDE — 5°TDP,

BL _ 1 1 1/ 1 L i N
Bee = PTA" 4 (3 +h)' Dy (o6 +h) =3¢ Dy 57 =52 D (s +h) (5 +h) "D,
et ceux avec ¢ = ©

BY, =D, B, = DY +h) + D}, BY, = (s +h)'DY + "D,
B, = pTA® + (3 +h) DY (s +h) — 5T DY 3¢+ 5T D (s +h)+ (55 +h) T Db 5.

diff
= BN, i,j € C, des que le champ magnétique B
est non nul. En effet, les matrices Bll, Bt et B® sont symétriques, les coefficients
B-£B-C et £&¢C—B-£ B-( sont des fonctions symétriques de & et ¢ mais le coefficient

E"R(B)(¢ est une fonction antisymétrique de £ et . Ainsi, la partie symétrique de la

On observe alors que les matrices B 1,7 € C, ne vérifient pas les propriétés

classiques de symétrie (gfjﬁ)T

matrice BIff est portée par les matrices Bl et éL, tandis que la partie antisymétrique
est portée par la matrice B®. Ces propriétés sont compatibles avec les relations
de réciprocité de Onsager car les coefficients B-€ B-C et & — B-£ B-¢ sont des
fonctions paires du champ magnétique tandis que le coefficient €T R(B)( est une

fonction impaire. Les matrices de viscosité BZV;SC, 1,7 € C, sont données par

5
D B = kB (E.C) + Y 1.B™(£,0), (IL72)

1,j€C

ou les matrices B®, B™, B™, B, B™ et B™ ont la structure suivante

Ops s Ops 3 Ops3 Ops3 Ops 1
O30 BS(£,C) 035 035 BL(E Qv
gA(€> ¢) = |03, 03,3 033 033 03,1 ;o ANE{R N, .5}
03 s 033 033 033 03,1
(01 0BL(E,Q) 015 015 v™BL(E,C)v)

(I1.73)
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. . ~H I~y I~y I~y Iy s /
Les expressions des matrices Bf, B7', B72, B3, B* et BJ® sont données par

By(€,¢) = TésC,

BI(€,¢) = T[6CT+ Cat — 2€aC],

B2(£.¢) = T[26-CR(B) + R(§)R(B)R(¢) + 26 R(B) ],

BI(£.¢) = T[2B-£B-{ BB — 2£s( + 2R(B)(e€R(B) — R(B)sCR(B)],
B1:(£,¢) = T[B-€B(I—4BeB) + £¢ BsB + B-£ (oB + B¢ Bef],
BE(£.¢) = T[—2B-£B-C R(B) — R(§)R(B)R(() — 26" R(B)¢ BoB|.

Les matrices BZVJISC, 1,7 € C, ne vérifient pas les propriétés classiques de symétrie

(BZV;SC) = B;;SC, des que le champ magnétique B est non nul. En effet, on a les
relations

B"(€,¢) =BX(¢,€)", B™M(£,¢)=B"((.€)", B™(€,¢)=-B"((.€),
B™(£,¢) =B™(C.€)", B™(€,¢) =B™(¢,€)", B™(E,¢) =-BW(C, &)

Ainsi, la partie symétrique de la matrice BVise est portée par les matrices B“ B771

B™ et 8774 tandis que la partie antisymétrique est portée par les matrices B™ ot B™.
Ces propriétés sont compatibles avec les relations de réciprocité de Onsager car les
matrices B*, B™, B™ et B™ sont des fonctions paires du champ magnétique tandis
que les matrices B™ et B™ sont des fonctions i impaires.

Pour démontrer que les matrices gij, i,7 € C, vérifient la propriété (S3), on introduit
le vecteur X = (x,7, X7, %57, X5 T, x7)T € R0 En définissant la matrice B4 (€) =
> jec B?}H&fj, on obtient apres quelques calculs

X'BH(E)X = L ((B-£)*(Al%,%) + (1 — (B-£)*)(A'%,%)) (I1.74)

oil on a utilisé les notations de I’hypothese (Trz) pour les matrices Al et A et ou
on a introduit le vecteur x = (pxr, (X, + x7h)7d?)", avec d? la matrice diagonale de
taille n®xn’ définie par d? = Diag(py, ..., pw). En utilisant I'hypothese (Tr3), on
obtient la relation XTBYf(£)X > 0, pour tout € € 2. On définit ensuite la matrice
BY*(§) = >, jcc BYj*6i€;, et on obtient aprés quelques calculs

FXBY(E)X = k(§%0)” + (m+m) [ B+ BE] - [€Bxy+%, B¢
X

+ s (g gt — 2e1x0)? + (g —ng) [(€1%0)2H(ET %)%, (ILT5)
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avec X, = Xy +x,v. L’hypothese (Try) permet alors de conclure que XTgmc(E)X >0,
pour tout € € X2 Ce qui montre que la propriété (S3) est vérifiée par les matrices
BZ]? Z,] 6 C.

Finalement, on obtient immédiatement que les matrices Ag(V), A;(V), A%(V), i € C,
gij (V), i,j € C, et le vecteur Q(V) sont des fonctions €= de V € Oy en utilisant
le € difféomorphisme U — V, donné par les propositions II.1 et et la régu-
larité des matrices et des vecteurs écrits en la variable conservative, donnée par la
proposition [I1.2. .

11.5.2 Variable normale partielle

Dans cette section, on étudie une forme normale partielle au sens de la définition 1.3
pour le systeme (I1.33). On commence par établir que les propriétés d’invariance et
de consistance des noyaux sont vérifiées. On détermine ensuite une forme normale
partielle et on explicite le systeme sous forme partiellement normale, c’est a dire
toutes les matrices apparaissant dans le systeme.

Lemme 11.10 _ _
Le noyau de la partie symétrique de la matrice B(V,€) = Zm.ec Bi;(V)&¢&;, noté
N(g), ne dépend ni de la variable entropique V € Oy ni du vecteur € € ¥2. On

notera ng sa dimension. Le noyau N(B) est engendré par les vecteurs colonnes
(uT,01,10)T et E™HF k=1,...,6, ot (E*),_; .10 est la base canonique de R™+'0,
De plus, on a

B, (V)N(B) =B;"(V)N(B) =0, i,jeC, N(B)AYV)N(B)=0, iecC.

Preuve - 11.10 -
On commence par vérifier que la proprié¢té d’invariance des noyaux est satisfaite.
En utilisant les hypotheses (Tro-Tr3), les expressions (IL.74) de XTB4f(¢)X et (I1.75

de XTgmc(E)X, on obtient que X'B(&)X = 0 si, et seulement si, x, = 0, x, est
proportionnel au vecteur u, et £xb = £xt = €x2 = £Bxtxl = x, BEHEL = 0.
Comme ces dernieres relations sont équivalentes a x,, = 0, on en déduit que N (§) ne
dépend ni du vecteur V € Oy, ni du vecteur € € X2 et est engendré par les vecteurs

colonnes (u”,0;19)T et E"* k=1,...,6.
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On s’intéresse ensuite a la propriété de consistance des noyaux. On obtient alors im-
médiatement les relations B;; (V)N(B) = BZJ (VIN(B) =0, 4,j € C. De plus, en uti-
lisant I’hypothese (Trs) sur les noyaux des matrices Al A+ et A® , 'expression (I1.36)
des vecteurs F, 4, j € C, implique que N(B)TFZeJ = 0, puis que N(B)"0zF; = 0, car
N(B) ne dépend pas de V € Oy. En utilisant la propriété (Trs) concernant les noyaux
des matrices de transport, I’ expressmn (T1.69) permet immédiatement de démontrer
que XTASYY = 0, pour X, Y € N(B), car les colonnes d’indices n* 41, .., n* +6 sont
nulles et car la somme de chaque ligne fait apparaitre des termes prgportionnels a
Dlo, D*p ou D®p. De méme, I'expression (I1.68) montre alors que XTASY = 0, pour
X,Y € N(B). .

En utilisant la base explicite du noyau N(B), on définit la matrice P par

1 013 013 Ol,ns—l 013 0

u 0n3—1,3 0n3—1,3 I[ns—l,ns—l 07;5—1,3 Ons—l,l
031 033 033 03751 I 03,1

p— | 8 ’ ’ L (I1.76)
031 I 033 0375 —1 033 031

031 033 I 03,ms—1 03,3 03,1
011 O3 013 01 ms—1 013 1

avec U le vecteur de taille n°—1 défini par i = (1,...,1)". En suivant I’étude pour
le systeme abstrait faite a la section [I1.4.2) on introduit la variable conservative
auxiliaire U’ = PTU et la variable entropique correspondante V' = P~!V dont les
expressions sont

U' = (p, E*, B", ¢, pvT, pe')",
avec é = ()027 s 7pn5>T7 et

1 T
V, T(gl ’U’U 6OET 1)BT792_gla"'7gnS_glvaa_:[) .
D’apres le théoreme I1.5, toutes les variables normales partielles sont de la forme
= (¥(U]), du(V}))", ol Uj est le vecteur composé des sept premieres composantes
du vecteur U’ et V], le vecteur composé des n° + 3 dernieres composantes de V. On
choisit la variable normale W donnée par

7t5 T
W = (p,ET B’ log p”’” log pE ,'UT,T) : (IL.77)
1
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Ce choix est guidé par des soucis de simplicité de présentation et de calculs. Tout
autre choix serait bien sur admissible et donnerait des résultats similaires.

Proposition 11.11
L’application V — W est un C> difféomorphisme de l’ouvert convexe Oy sur l’ouvert
Ow = (O, OO)XR6><]RHS_1><]R3><(O, OO)

Preuve - 11.11 -

D’apres les propositions 1.1 et 11.8] il faut prouver que 'application Z — W est un
€G> difféomorphisme. Cette application est clairement C* et on montre a présent
qu’elle est bijective. Soit un vecteur W € Oyy. Il faut alors définir un vecteur Z € Oz
et montrer qu’il est unique. En ce qui concerne les variables du champ électrique,
du champ magnétique, de la vitesse et de la température, il n’y a pas d’ambiguité;
le choix des composantes correspondantes de Z est unique

Zsi10 = Wpst10, Zsgorn = Wagy, 1 € [1,3],
Zns+3+u = W1+u> Zns—i—u = Wns+6+ua IS [[17 3]]'

En ce qui concerne les variables des masses des especes, elles doivent vérifier les
relations

> Zi=Wi,  Zp=(Zp expWe)/™, 2< k<0
keS

Comme 'équation

Zy + Z Zgl/rk exp(Wepr /) = Wy
k=2

admet une unique solution strictement positive, on en déduit que ’application Z +—
W est bien bijective. Un calcul direct permet ensuite de donner une expression de
la matrice jacobienne 97 W,

~T
1 a 013 O16 01,1
061 Ogms—1  Og3 I,6 06,1
_ T~ 7
0zW = —5u —d;  Ow—13 Ow—16 Ow—11] > (IL.78)
031 O3p—1 D34 036 03,1
A\ A\ A\ A\ 1
ST T YT =T OT3 UTo T
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avec Eig la matrice diagonale de taille n° xn® définie par a; = Diag(ra/pa, -, T/ prs)-

La matrice dzW est inversible et son inverse est donné par

2%% 01,6 —Eipf—i\v/fﬂ 013 011
SV Opor df = V0@¥ Oporg Opo
wl = 03,1 03,6 03,75 -1 IER 031 |- (I1.79)
061 Isg 06,75 —1 06,3 06,1
I 011 Oigp 01 ms—1 013 1 |
avec V¢ = (po/T2, ..., pps /T )T. En utilisant le théoreme d’inversion locale, on conclut
que l'application Z — W est un €* difféomorphisme de Oz sur Ow. "

Dans le but de séparer les variables hyperboliques des variables paraboliques, on
introduit comme dans la section [I1.4.2, une partition de ’ensemble {1,... ,n* + 10}
en1={1,...,notet 11 ={ng+1,...,7n°+10}, avec ng = 7, et on utilise la structure
blocs matricielle et vectorielle induite par cette partition. On a en particulier W =

(VVITaVVIIT)Ta Ol\l
VVI = (p7 ET7 BT)T7

correspond au vecteur des variables hyperboliques et

72 TS T
W, = <1og'0—2 ..., log Pre 'vT,T)
p

1) ) Ty
1 1

au vecteur des variables paraboliques.

Théoreme 11.12
Le changement de variables V — W transforme le systeme (11.63)) en

AW + 3 (RitA; ) oW = >~ 0, (ByoyW) + T + 0,

i€C i,j€C
avec
Ao = (WA (BwVY), By = (AwV)T By (BwV),
A= (WA (BWY), 9 = (BT,
A= @GR W), T = = 3 00wV By (GuV) W,

(I1.80a)

(I1.80b)

(IL.81)

(I1.82)
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ot les matrices Ag(W), A;(W), A;(W), i € C, B;(W), i,5 € C, et le vecteur Q(W),
sont des fonctions € de W € Ow et le vecteur T (W, 8,W) est une fonction C> de
W € Ow et de O,W € R¥Z+10)  De plus, le systéeme (IL.81) est sous forme normale
partielle, c¢’est-a-dire que les matrices Ay, K;, i € C, By, i,j €C, et le vecteur T
vérifient les propriétés (Nor;-Nors).

Preuve - 11.12 -

La preuve de ce théoréme est une application directe du théoréme I1.5. On donne
donc uniquement les expressions des matrices Ag, A;, i € C, et By, i,j € C. Les
blocs de la matrice A, s’écrivent

1 ) 1 vo_ ~
s, 013 013 de — 2—pV§®v$’ Ops—13 Ops—11
ALl 11,11
— € [
Ao = D 035 | A = L1, 0y |- (I183)
1 e,
Sym HO—TI[3 Sym Tz”

En considérant &€ = (&1, &, £3)", un vecteur quelconque de R3| les matrices A;, i € C,
sont données par

;—' 0173 013 01,n9—1 z%, ' 011
033 —M%TR(E) 03,751 033 03,1
0 03— 0 0
ZAi& _ 3,3 v 3m—1 3.3 3,1 ’
ieC (df—zip(/,@@\?f)v{ é@ﬁ—i\?f@ﬁ Ops—11
ST
(I1.84)

avec é = (p27 ce 7pn5)T'

En ce qui concerne les matrices By;, i, j € C, on utilise la décomposition des matrices

= .o , . = =diff  =vi .o

Bij, i,j € C, pour écrire B;; = Bi; + BZ-;»SC, i,j € C. En notant & = (&,&,8&)"
. . odiff

et ¢ = ({1, o, (3)T des vecteurs quelconques de R3, les matrices de diffusion Bi; ,

1,7 € C, sont données par

S B =BEBCB 4 (6¢ - BEBOB +ERB)CET,  (1L85)

1,j€C
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. sl 54 = P S
ou les matrices BH, B™ et B ont la structure blocs donnée 3 la propriété (Nory). Un
calcul explicite fournit alors ’expression

=< =<
T Bg,g Ors 1,3 Bg,e

—0, 11,11

B = " O3s-1 033  Oz1] > oe{l, L, o}, (11.86)
=< =<
Be,g 01,3 ee

ou les coefficients correspondant a ¢ = || s’écrivent
B,,=1DJT",

Bll =D Lot L),
§” — (g25+4n) DI,
Bl = 2l 4 (Lo 1) Dl (Lo 4 L),

ceux avec ¢ =1 sont donnés par

T 1
BM = HDQ HT,
1 ~
B, =1 [D) (Fzsc+4r) — 2D,
B., = [(Fs +4n)TDF — L DO T,

B = %)\l +( . —l——r) DL( 7 —l——r)
— 1 (3T D, 543V T DY (5 +Tr)+ (5 +T1) DY ),
et ceux avec ¢ = © par

=0
BQ,Q -

DT,
_@ ~
B, =1 [Dy (2o +5r) + 72D, 5] |
B2, = (30705 + D] T,
§Se: 2\° + (TQ% +—r) DQ(TZ% +—r)
+%(— QTDE ®+%®TDQL(% +T'r)+ (%l—i-Tr)TD;%@),

ot 'on a introduit la matrice rectangulaire I de taille (n°—1)x7n® définie par blocs

par I = (05 1.1 Ls_1.—1]. Les matrices de viscosité B, vise

i » 4,7 € C, sont données par

5
Z B, &¢ = nB (£,¢) + Y nB"(£.0), (IL87)
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ot les matrices B”, B", B”, B”, B™ et B” ont la structure donnée & la propriété
(Norq) et vérifient

Ops—1-1  Op-13  Opm—11
BUE0 = | O BLEQ) Oy | A€ {mmm)  (ILSS)
O1ms—1 013 0
Les expressions de ces matrices sont données par

B,(£,¢) = &s¢,
B, (£,¢) = &¢I+ Caf — 2¢aC,

B, (£,¢) = 2¢-CR(B) + R(§)R(B)R() + 26" R(B)(C

B, (£.¢) = 2B-£ B¢ BaB — 2£a( + 2R(B)C=€R(B) — R(B)€x(R(B),
Bl'(£,¢) = B-EBC(I—4BoB) + £ BB + B-£ CoB + B-¢ Bok,

B, (£,¢) = —2B-¢ B-{ R(B) — R(§)R(B)R(¢) — 26" R(B)( BeB.

Finalement, on obtient immédiatement que les matrices Ag(W),A; (W), Kf, i € C,
Bi;(W), 4,5 € C, et les vecteurs Q(W), 7 (W, 8,W) sont des fonctions € en utilisant

le G difféomorphisme V +— W et la proposition TI.9. .

Proposition 11.13
Le systeme (11.81) peut se décomposer selon le vecteur des variables hyperboliques
W, et le vecteur des variables paraboliques Wy, en deux sous-systemes couplés.

Ay W, = — ZK?I W, + T,

—ILII = —II,I —ell,I 11,11 (1189>
A oW, = -3 (Ai’ LA ’)a,-vvl +3 0, (B 0, vvn) + T,
1€C 1,j€C
o
FI _ ﬁl _ Z(K;;I,H_I_ K;’H)@V\/H, T _ ﬁ T Z OII II 1'1 I AW, .
1€C 1€C

Le premier systéme est quasilinéaire hyperbolique symétrique en la variable W, et le
second quasilinéaire fortement parabolique en la variable Wy. De plus, les coefficients
matriciels Ag (W), Ay (W), A (W), A (W), A7 (W), i € C, et B, (W), i,j €
C, sont des fonctions C* de W € Ow et les coefficients vectoriels F(W LW,) e

II(W 9:W,) des fonctions C° de W € Ow et de OyW,, € R3(T+3),
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Preuve - 11.13 -
La preuve est une application directe du théoreme 11.12. "

11.5.3 Théoreme d’existence

On applique finalement le théoreme I1.6 au systeme modélisant les mélanges mul-
tiespeces réactifs ionisés et magnétisés pour obtenir un théoreme d’existence local.

Théoreme 11.14 (Existence locale)
On considére le probléme de Cauchy constitué de I'équation (I1.89) dans R3

Ay OW, = — ZK?I AW, + T},

1€C

_ o a _ 11.89)
A oWy == (AR o+ S 0 (B oW, ) + T,
ieC i,j€C
et de la condition initiale
W(0,z) =W (z), xR (I1.90)

ou WO € Vi(R3), 1 >9/2, infgs p® > 0 et infgs T° > 0.

1l existe alors un temps ty > 0, tel que le probleme de Cauchy (11.89), (I1.90) admet
une unique solution W = (W,", W,")T avec W(t,x) € Ow définie sur le domaine
Q1 = [0,t0] XR3, continue dans Qy, ainsi que ses dérivées du premier ordre en t et
du second ordre en x, et pour laquelle les inégalités suivantes sont vérifiées

n’ p;k
sup [||p<t>rl+ $= [l10g 2 1)
k=2 P

o EZC (o @1, H E: @)l +1Bi(@)],) + IIT(t)Hz} < oo,

0<t<to 1
inf p(t,x) > 0, inf T'(t, ) > 0,
Qto Qto
sup [||atp(t)||1_1 + 2 (loeEi(t)];-y + ||3tBi(7f)||z_1)] < +00,
0<t<to ieC

Tl 2

0 log p%(T)

o + 210wy + 10T (D)l +

-1 i€C

I

i 2

>

k=2

P
k
log p_’{l(T)

2 2
+ 2 vl + 1T(7) \z+1] dr < +oc.
I+1  ieC
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De plus, soit ty est aussi grand que ['on veut, soit il existe un temps ti tel que le
théoreme est vrai pour tout ty < t; et tel que lorsque ty — t1, la quantité

n’ prk
o)l + D log 2o (to)]  + 1T (k)
k=2 1 2,00
+ 3 (i)l + 1Eito) o + 1 Bilto) ) - (1191)
1€C

ou la quantité Supg, 1/T n’est pas bornée.

La preuve de ce théoreme repose sur ’étude théorique qui a été effectuée a la sec-
tion|II.4.2/et en particulier sur le théoréme d’existence locale pour le systéme abstrait
I1.6 [VH72]. Il faut uniquement vérifier les nombreuses hypothéses de ce théoreme
apres avoir défini la fonction £ par £L(W,,W,) = 1/p + 1/T. De plus, on prouve
que infgs p(t, ) > 0 tant que la quantité (I1.91) reste finie, c’est-a-dire que seule la
température T' peut atteindre la borne de Oy .

Preuve - 11.14 -
On considere dans un premier temps que la viscosité volumique k est strictement
positive et non pas positive ou nulle (Tr,).

On définit la fonction £ par L(W;,W,;) = 1/p + 1/T. Comme on suppose que la
condition initiale W° vérifie W° € Vj(R?), infgs p° > 0 et infgs 7° > 0, on obtient
immédiatement que la propriété (Ex;) est vérifiée. La proposition I1.13 implique clai-
rement que les propriétés (Exp-Ex,) et (Exz) concernant la régularité des matrices et
des vecteurs sont satisfaites. De plus, les propriétés (Exs-Exg) concernant la symétrie
des matrices Ay, Ay et A, i € C, sont obtenues en utilisant les propriétés (S3-Sz)
du théoréme [I1.12.

Pour montrer que la propriété (Exg) est satisfaite, on considere une fonction ¢ de
W, (R?) écrite sous la forme ¢y = (927, ¢*7, ¢T)T, avec ¢? € R™~! indexé a partir de
2, c’est & dire que l'on a ¢2 = (¢, ..., ¢%)T, ¢¥ € R® et ¢T € R. En ce qui concerne

la partie diffusive des matrices EZ’H, 1,] € S, on obtient apres quelques calculs

—diff, 11,11 P P
Z (8i¢11)T Bij (8j¢11) = fw”TAHQﬁ” + ? Ziﬂé‘TAJ'Qﬂ]i',

i,j€C keC
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ot les vecteurs 1/l et ¥~ sont définis par

Wl=3 Be 00",
1€C

Up = (ei—B-eB)-ey 0i¢",
1€C

T
avec le vecteur ¢¢ défini par ¢ = <%¢T,O, %pﬂgb%%—%q@), e %pns(qﬁﬁs—l—r,ﬁ qu)) ,

et ou la famille (e, €5, e3) est la base canonique de R3. On utilise alors I'hypothese
(Tr3) sur les propriétés de positivité des matrices Al et AL, Comme la deuxieme
composante du vecteur ¢¢ est nulle, ¢¢ n’est proportionnel au vecteur (0, o")T que
si ¢ = 0, ce qui permet d’obtenir les inégalités

Z (0 ¢11) ;hffnn j(bn az Uek ¢T II‘ ‘ (8w¢T)J_‘2:|
1,j€C keC ‘
+ ai Z “ek'(aa;QSf)”‘z + (ek-(aa,qal@)Lﬂ ,
=1 keC
et enfin

dlff 11,11 "~
> (2i60)" B (9i0u) = a <|3w¢T|2 +3 |8w¢f|2> , (11.92)
uniformement pour W dans un compact de Oy . Concernant la partie visqueuse des

matrices BU , 1,7 € C, on obtient la relation

Z(@ ¢u)' B ZVISCH "(0ju) = |:Zez Z¢U:| 2+ b [Z <€z( ;") 36” (8;0") II)}

1,7€C 1€C 1€C
2
+ e [[Ze#-(amﬁ”)l] + [Ze%-(am”) ] 2% (ez €9(0,6)-(9;4%)° ]
ieC ieC i,j€C

P 5 (B0 4B e | [E(Bej(am")ﬂg.ajw ef] .

ieC jec
Pour montrer que cette quantité est minorée, on utilise I'invariance par changement

de reperes orthonormés et on choisit un repere orthonormé (e, e, e3) tel que B =
e1. On obtient alors la relation

> (@i00)" By (0500) = 5 (B0 + 1 | (85 (S0)°]
1,j€C

3m+
4

B(S9,)%+ 27 | 1(84,-5%)%+(S%)?)
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ott le tenseur S? est défini par S? = 8,¢Y + (8,¢%)" — 2(82-¢")L. D’aprés I'hypothese
(Trp) sur la stricte positivité de ny + 14, M1 + 13, M1 — N3, €t en supposant la stricte
positivité de x, on a l'inégalité

ST (060 B (900) = 0 Y (08 + 9;00)°, (I1.93)
1,j€C 1,7€C

uniformément pour W dans un compact de Ow. En combinant les estimations (11.92
et (I1.93) avec l'identite

/Z (0,67 + 9;07)? /Z (0,67)” da + /(Zaqsv) da,

i,j€C i,j€C i€eC
valide pour ¢? € W, (R?), i € C, on obtient la propriété (Exg).

Finalement, on observe que d’apres I’équation de conservation de la masse p, obte-
nue en sommant les équations de conservation des masses des especes (II.1), on a
I'inégalité suivante

t
plt.e) > nf e |- [ 10006l
0
et donc infgs p(t, ) > 0 tant que la quantité (I1.91) reste finie, c’est-a-dire que seule

la température T" peut atteindre les bords de Oy .

On s’intéresse a présent au cas ou la viscosité volumique  est seulement une fonction
positive ou nulle. On va modifier I’équation de maniere a ce ramener au cas précédent.
On introduit le tenseur symétrique S = 9,v + (8,v)*. On peut alors écrire

> 0 (B W) = (0101, T, 0T,
1,j€C

ou Y, est définie par

Y, — 8, %@ —sml - MIS 4 3MISMI - MOSMO) +

T

_ 2
K — 5(m+n3) Bm-'v]I]

+ 8, [_7712;73 (S —smll — pmls + pmlsarl + M®§M@)}
‘o, [”1;”4 @l 4 M5 2M|§M”)]

+ 8, [%(MG% - §M®)} + By ["—;(M@M@ - M®§MH)] .
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Par ailleurs, le premier terme de Y,, correspondant & 7;+n3 et noté 1! se récrit sous
la forme

Yl = 8, 7712*;73 (Bpv — Opo M — MIg,v + 3M oo M — M®ava®)}

K+ %(771+773)

+ Op- T Op-vl| + i,l,

ott T} est une fonction de Wy, et de 8, W,. Il est donc possible de modifier les matrices
—Visc,II,11 . . a = P
B, et de compenser ces modifications grace au vecteur I;. On est donc ramené

au cas ou k est strictement positif, ce qui termine la preuve. n
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Chapitre 11l

Stabilité asymptotique
des états d’équilibre pour
les plasmas ambipolaires

Ce chapitre reprend et détaille un article paru dans la revue Mathematical Models
and Methods in Applied Sciences, volume 14, numéro 9 (2004), pages 1361-1399.

Résumé

On étudie un systeme d’équations aux dérivées partielles modélisant les plasmas
ambipolaires. Le modele ambipolaire—ou du courant nul-—est obtenu a partir des
équations des plasmas généraux sans champ magnétique lorsque la longueur de De-
bye tend vers zéro. Dans ce modele, le champ électrique est exprimé sous la forme
d’une combinaison linéaire des gradients des variables macroscopiques. On établit
que les équations gouvernant ce modele peuvent s’écrire sous une forme symétrique
en utilisant les variables entropiques. Les matrices de dissipation correspondantes
satisfont la propriété d’invariance des noyaux et le systeme d’équations aux déri-
vées partielles peut étre écrit sous forme normale, c¢’est-a-dire sous la forme d’un
systeme composite symétrique hyperbolique-parabolique. En modifiant convenable-
ment les termes sources chimiques et/ou les matrices de diffusion, on établit la
stabilité asymptotique des états d’équilibre et on obtient des estimations de décrois-
sance. On établit également que la solution globale est continue vis-a-vis de la masse
de I'électron lorsque celle-ci s’annule.
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Introduction

Les équations gouvernant les plasmas froids a haute densité peuvent étre dérivées de
la théorie cinétique des mélanges gazeux ionisés comme on ’a vu dans le chapitre [I.
Différents systemes peuvent étre obtenus selon les longueurs et temps caractéris-
tiques des phénomenes étudiés. L’approximation ambipolaire est une approximation
souvent utilisée dans la modélisation des plasmas de laboratoire ainsi que dans celle
des plasmas spatiaux. Elle est obtenue en faisant tendre la longueur de Debye vers
zéro [DBD97, RC93]. Le modele correspondant est un modele quasi-neutre ot la den-
sité de courant de conduction est prise nulle. Dans le cadre de cette approximation,
il n’y a pas de champ magnétique et le champ électrique (interne) est éliminé grace
a la contrainte du courant nul. En effet, le champ électrique peut s’exprimer comme
une combinaison linéaire des gradients des variables macroscopiques et les flux de
transport résultants nécessitent de nouveaux coefficients de transport effectifs.

Les équations gouvernant les mélanges réactifs de gaz ionisés pour la limite am-
bipolaire constituent un systeme quasi-linéaire de lois de conservation du second
ordre. La stabilité asymptotique des états d’équilibre pour ce systeme quasi-linéaire
d’équations aux dérivées partielles est en elle-méme une question importante. Ce-
pendant, le systeme dépend également de nombreux parametres physiques comme
la conductivité thermique et les constantes de réaction chimique.

Un de ces parametres, souvent utilisé dans la modélisation physique, est la masse
de T'électron, qui est habituellement prise nulle. Afin d’étudier cette limite, on doit
s’intéresser a la dépendance des coefficients du systeme en la masse de 1’électron car
les diffusivités des électrons deviennent infinies lorsque la masse de 1’électron tend
vers zéro. Pour cela, on explicite la dépendance des matrices de diffusion multiespeces
en les coefficients de diffusion binaires et on établit la régularité des coefficients
effectifs du systeme vis-a-vis de la masse de I’électron.

On considere ensuite un systeme abstrait de lois de conservation qui dépend de fagon
réguliere d'un parametre. On étudie la symétrisabilité, la stabilité asymptotique des
états d’équilibre et la continuité de la solution comme fonction de ce parametre. On
démontre tout d’abord la continuité de la solution locale en temps, puis celle de la
solution globale en temps autour des états d’équilibre pour des normes appropriées.
Des estimations de décroissance indépendantes du parametre sont alors établies.

On applique alors ces résultats au systeme d’équations aux dérivées partielles mo-
délisant les plasmas ambipolaires. On établit tout d’abord que le systeme se ré-
crit dans une forme symétrique et qu’il admet une entropie au sens mathématique
[Kaw84, KS88|. Les matrices de dissipation résultantes satisfont alors la propriété
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d’invariance des noyaux introduite par Kawashima [Kaw84]. On écrit ensuite le sys-
teme d’équations aux dérivées partielles sous une forme normale, ¢’est-a-dire sous la
forme d’un systeme composite hyperbolique-parabolique symétrique avec deux com-
posantes hyperboliques, dont les coefficients sont réguliers en la masse de ’électron.

La structure et les propriétés des équations dans la limite ambipolaire sont dans
un premier temps insuffisantes pour établir la stabilité asymptotique. On montre
alors que le probleme n’est qu’artificiel, qu’il est du a un défaut de propriétés de
dissipativité dans ’équation de la charge électrique, cette équation devant garantir
que la charge est nulle pour les solutions physiques. On introduit alors deux formes
modifiées du systeme dont les solutions physiques coincident avec la solution phy-
sique du systeme original. Ces reformulations garantissent la stabilité asymptotique
et la continuité des solutions globales en la masse de 1’électron.

La premiere reformulation consiste a modifier les taux de production chimique dans
la direction du vecteur charge et orthogonalement aux vecteurs des réactions chi-
miques. Cela induit un terme de consommation dans I’équation de la charge, ce qui
assure suffisamment de dissipativité. Une seconde reformulation est proposée qui a
d’intéressantes conséquences numériques : elle consiste a modifier les coefficients de
diffusion dans la direction du produit dyadique du vecteur charge. Dans la premiere
section, on présente le modele ambipolaire avec les équations de conservation, les
expressions des flux de transport, les relations thermodynamiques, les expressions
des termes sources chimiques et les hypotheses mathématiques sur les différents co-
efficients. Une deuxieme section est consacrée a 1’étude des propriétés des coefficients
de transport lorsque la masse de I’électron tend vers zéro. On étudie dans une troi-
sieme partie I'existence locale pour un systeme abstrait dépendant d'un parametre
et dans une quatrieme partie 'existence globale et la stabilité asymptotique autour
des états d’équilibre. Les cinquieme et sixieme parties sont consacrées a l’applica-
tion des théoremes du systeme abstrait au systeme des plasmas ambipolaires et a
I’explicitation des formes symétriques et normales.

Les mélanges gazeux réactifs ambipolaires

On considere un mélange gazeux réactif ionisé composé de n® especes chimiques
en présence d'un champ électrique en dimension d > 1. Les équations générales
gouvernant de tels mélanges ont été obtenues a partir de la théorie cinétique dans
la section [I. Elles peuvent se scinder en équations de conservation, expressions des
flux de transport, relations thermodynamiques, expressions des taux de production
chimique et sont complétées par les équations de Maxwell pour un champ électrique

173



Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

[FK72, GGO3]. Le systeme complet d’équations aux dérivées partielles est traité
dans la section Dans le cadre de I'approximation ambipolaire, on simplifie ces
équations en utilisant la nullité de la densité de courant de conduction.

111.2.1 Equations de conservation

On note S = {1,...,n°} ensemble des indices des especes, n° le nombre d’especes
dans le mélange, pp la masse par unité de volume de la k° espece, 7, le nombre de
moles par unité de volume de la k® espece, s la charge molaire de la k° espece
et my la masse molaire de la k° espece telle que pr = my7y,. Dans les travaux
précédents [GM9S] et également dans la section II, on utilise des quantités massiques
(p1,- .., prs) pour décrire I'état du mélange. On utilise ici une formulation molaire
(V15 - -+ Vs ), qui est strictement équivalente lorsque les masses molaires des especes
my, k € S, sont strictement positives. Toutefois, cette formulation molaire devient
indispensable lorsque la masse de ’électron tend vers zéro.

Les équations de conservation molaires des especes sont obtenues en divisant les
équations massiques (I.85a) par les masses molaires my, pour k € S. Elles s’écrivent

Ok + Op (140) + O (Vi) = wi,, k€5, (ITI.1a)

ou v est la vitesse macroscopique du mélange, V. la vitesse de diffusion de la k°©
espece et wy le taux molaire de production de la k¢ espece par unité de volume.

En l'absence de champ magnétique, I’équation de conservation de la quantité de
mouvement (1.85d) s’écrit sous la forme

Oy (pv) + Oy (pvov + pl) + Op-IT = ¢F, (III.1b)

ol p est la pression, I la matrice identité de R?, IT est le tenseur de viscosité, ¢ la
charge volumique totale et E le champ électrique (interne). On n’ajoute pas pour
ce modele de force extérieure g pour pouvoir étudier la stabilité asymptotique des
solutions qui convergent vers un état d’équilibre chimique.

Finalement, I’équation de conservation de 1’énergie (1.85g) devient
(€ + Lpvv) + 8p (€ + 2vv +p)v) + 8(Q + ITw) = (¢E + j)-E, (Ill1c)

ou & est I’énergie interne par unité de volume, @ le flux de chaleur et 5 la densité de
courant de conduction. Dans la suite de ce chapitre, le champ électrique sera éliminé
des équations de conservation par l'utilisation de la contrainte ambipolaire.
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111.2.2 Flux de transport

En utilisant les expressions des flux de transport données dans le chapitre Il en
(1.97), (I1.107) et (I.115), on obtient les expressions de ces flux en 1’absence de champ
magnétique. La vitesse de diffusion de la k¢ espece s’écrit

Vi ==Y Dy(di+x,85l0gT), keS, (IIL.2)
keS

ou dy, k € S, est la force de diffusion de la k¢ espece donnée par
1
dy, = Z—)(Bwpk — e E).

Dans ces relations, D,,, k,l € S, sont les coefficients de diffusion multiespeces, x,
k € S, les taux de diffusion thermique, T la température absolue et p, k € S, la
pression partielle de la k¢ espece. L’expression du flux de chaleur est

Q = -\T + > (pxx + WH) Vi, (II1.3)
keS

ou Hy, k € S, est I'enthalpie par unité de mole de la k° espece et A la conductivité
thermique. Finalement, le tenseur de viscosité est donné par

IT = —k(8zv)l — 1S, (I11.4)
ou S est le tenseur des taux de déformation, symétrique et a trace nulle,
S = 8;1;’0 + 8;13’UT — %(833’0)1[,

k est la viscosité volumique et 7 la viscosité de cisaillement.

111.2.3 Contrainte du courant nul

Dans les mélanges ionisés, il y a un effet d’écrantage de la force de Coulomb qui
s’exerce sur des particules chargées a des distances supérieures a la longueur de
Debye. Lorsque la longueur de Debye est petite, le mélange peut étre considéré
comme quasi-neutre, c¢’est a dire que la charge globale ¢ est nulle, méme si le champ
électrique n’est pas nul. Dans le cas ou il n’y a pas de champ électrique externe et
ou la longueur de Debye est petite, il est naturel de supposer que les ions positifs
et les électrons diffusent de concert [Bra65, DBD97, RC93|, la densité de courant
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de conduction disparaissant alors. C’est 'origine de la terminologie ambipolaire et
cette approximation est compatible avec ’équation de la charge

0q + Oz (qu) + O3 = 0.

En d’autres termes, le champ électrique interne de polarisation assure que la densité
de courant de conduction s’annule. Dans cette situation, pourvu que la charge initiale
soit nulle, on retrouve que la charge est nulle en tout temps.

On doit a présent éliminer le champ électrique en utilisant la contrainte du courant
nul. La densité de courant de conduction, définie par

keS

peut se récrire sous la forme

j={a,V),
ouq = (q1, - q)", @ = Mo, K € S,V = (V,..., V)T et (-,) représente
le produit scalaire entre des vecteurs de R™ ou de (Rd)ns. D’un autre coté, grace a

I’isotropie des processus de diffusion en ’abscence de champ magnétique, les relations
exprimant les vitesses de diffusion peuvent se récrire sous la forme

E
V=-D <d° + xOplogT + q?) :

Ol\l D = (Dkl>k71637 do = (d(l)a .. '7d9z5)T7 dO = (8ﬂ3pk>/p7 k € Sa et X = <X17 . _7XnS)T’
Par conséquent, la contrainte 3 = 0 implique que

E  (q,D(d’ + x0,logT))

P (9, Dq)
En définissant la matrice carrée D = (Dy) kics Dar
~ D D
b= p_ PP (IIL5)
(9, Dq)

on obtient aisément 1’expression suivante pour le vecteur des vitesses de diffusion
V = —D(d’ + x8,logT), (I11.6)

Cest-a-dire que Vi = — 3 Dy (d? + X;0:10¢T"), k € S. Ces expressions garantissent a
1€
présent que la densité de courant de conduction j est nulle et cela indépendamment

des variables d’état et de leurs gradients.
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111.2.4 Relations thermodynamiques

On récrit a présent les relations thermodynamiques en variables molaires. Ces pro-
priétés ont été exposées dans le chapitre Il en variables massiques.

La pression p, la masse par unité de volume p et la charge par unité de volume ¢
peuvent s’écrire

p= ZRTW, p= ka“ﬁm q= Z Y0V ks

kes kes kes

oll myg, k € S, est la masse par unité de mole de la k° espece, s, k € S, la charge
par unité de mole de la k° espece et R la constante des gaz parfaits.

L’énergie interne £ et 'enthalpie H par unité de volume peuvent se décomposer sous

la forme
E=Y Wk, H=Y wH,
kes kes

ou By, k€8S, et H, = E,.+RT, k € S, sont ’énergie interne et ’enthalpie par unité
de mole de la k¢ espece et T' la température absolue. L’énergie interne molaire E}, a
pour expression

T
Ek (T) = Ezt -+ / Cv,k (T)dTa
Tst

ou Eff = Ei(T*), k € S, est I'énergie de formation molaire de la k° espece a
la température standard strictement positive 7% et C,, est la chaleur spécifique
molaire a volume constant de la k° espece.

L’entropie S et la fonction de Gibbs G par unité de volume s’expriment en fonction
des entropies molaires des especes Sy, k € S, et des fonctions de Gibbs molaires Gy,
k € S, par les relations

S = Z%Sk, g = Z%Gm

kes kes

ou

T Cv
it =5t + [ C2 0 - riog (2.

Tst T

%k € S, est Uentropie de formation a la température standard T et & la pression
standard p*, 5" = p** /RT™" est la concentration standard et Gy, = H, — TSy, k € S.
Le potentiel chimique réduit molaire des especes g, k € S, s’écrit alors pu, = Gy /RT.
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Finalement, les fonctions de Gibbs Gy, k € S, et les potentiels chimiques réduits
molaires px, k € S, sont des fonctions de v, et de T', qui peuvent s’écrire

Gr(w, T) = GU(T) + RTlog v, (e, T) = pi(T) + log v,

ou G}, k € S, sont les fonctions de Gibbs unitaires molaires et u, k € S, sont les
potentiels chimiques réduits unitaires molaires.

111.2.5 Termes sources chimiques

On rappelle que 'on considere 7" réactions chimiques entre les 1’ especes, ce qui
peut s’écrire formellement sous la forme

Zkar m, = Zkar M., r € R,

kes kes

ot My, est le symbole chimique de la k° espece, 1 et 112, les coefficients stoechiomé-
triques direct et inverse de la k® espece dans la r¢ réaction et R = {1,...,n"} est
I’ensemble des indices des réactions.

Les taux moléculaires de production sont donnés par la théorie cinétique a la sec-
tion 1.6.5.5. On obtient donc

Wy = Z(V,lo,, —y )7, kes, (I11.7)
ren

ou 7, est le taux d’avancement de la r° réaction dont la formulation symétrique
[Gi099] est
7 = K, (exp (4}, 1) — exp (4, 1)) , (IL.8)

~of T b _ (b b \T ,, _ T
ounv, =W, s )= 2 )T = (1, . )T et K est la constante

de réaction de la r° réaction. On rappelle les définitions des coefficients stoechio-

métriques 1y, = . — Yy, k € S, r € R, et des vecteurs steechiométriques 1, =
b f

(U -y Upsp) Ty 7 € R, telles que 1 = 1> — 1 et on note R = Vect{y,r € R},

T T
I’espace vectoriel engendré par les vecteurs stoechiométriques ., r € fR.

f f

111.2.6 Hypothéses mathématiques

On décrit dans cette section les hypotheses mathématiques concernant la thermo-
chimie ainsi qu’une partie de celles concernant les coefficients de transport.
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111.2.6.1 Hypotheses sur la thermochimie

On suppose que les especes du mélange sont constituées d’atomes neutres et d’élec-
trons. On note A = {1,...,n*} l'ensemble des indices des atomes, n® le nombre
d’atomes dans le mélange, m;, [ € 2, la masse atomique du [® atome, az;, k € S, 1 € 2,
le nombre de [ atomes dans la k° espece et ag, k € S, le nombre d’électrons dans la
k¢ espece. De plus, pour alléger les expressions, on définit 20 = {0}UA = {0,...,n%}.
On introduit également les vecteurs atomiques a;, [ € 2, définis par

a=(ay, .., as)", 1€

On suppose que l'espece électron est présente dans le mélange ainsi qu'une espece
neutre et une espece chargée positivement. Pour alléger les notations, on suppose
que l'espece électron est indexée par n’, c’est-a-dire que c’est la derniere espece du
mélange. Comme on désire étudier la limite de la masse de 1’électron tendant vers
zéro, on suppose que la masse de 1’électron m,s est seulement positive ou nulle,
tandis que les masses des autres especes sont strictement positives. On définit alors
le vecteur des masses molaires m et le vecteur des charges molaires s par

m=(my,...,mu)", = (3,...,%:),

et on rappelle la définition du vecteur unitaire u de taille n°, u = (1,...,1)". On
introduit alors la fraction molaire de la k¢ espece X et la fraction massique de la
k¢ espece Y, par

Xe=%/D m Ye=pu/ Y o=/ > mm, k€S,

les les les

ainsi que les vecteurs des fractions molaires X et des fractions massiques Y par
X=(Xy,....Xs), Y=Y, ..., )"

(Thy) Les masses molaires des espéces autres que [’électron my, k € S, k # n’,
et la constante des gaz parfaits R sont des constantes strictement positives.
La masse molaire de l’électron m.,s = mq est positive ou nulle. Les énergies
de formation standard E5', k € S, et les entropies de formation standard
%, k €8S, sont constantes. Les chaleurs spécifiques molaires Cyy, k € S,
sont des fonctions C* de la température T > 0 et il existe des constantes
strictement positives ¢, et ¢, telles que 0 < ¢, < Cpx(T) < €, pour tout
k €S et pour tout T > 0.

179



Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

(Thy) Les masses molaires atomiques my, | € A, sont des constantes strictement
positives et les masses molaires des especes my, k € S, sont données par les
relations

my = E may + TTIOCLM), kesS.
e

De plus, la charge molaire de la k¢ espéece est proportionnelle au nombre
d’électrons qu’elle possede selon la relation »x, = —aagy, k € S, ou « est
une constante strictement positive qui représente la valeur absolue de la
charge d’une mole d’électrons.

(Ths) Les coefficients stechiométriques v et 2, k € S, r € R, et les coefficients
atomiques ay;, k € S, I € A, sont des entiers positifs. Le nombre d’électrons
aro, k € S, est un entier. Les vecteurs atomiques a;, | € A, et les vecteurs
des coefficients steechiométriques v., v € SR, vérifient les relations de conser-
vation (., q;) = 0, r € R, | € A. Ces relations expriment la conservation
des atomes pour | € A et la conservation de la charge pour l =0 dans la r°
réaction.

(Thg) Les constantes de réaction K., r € R, sont des fonctions C® positives de
T > 0.

(Ths) 1l eziste au moins une espéce ionisée chargée positivement telle que s, > 0,
une espece neutre telle que s, = 0 et on suppose que la derniére espéce est
constituée par les électrons, ainsi s, < 0.

Ces hypotheses impliquent en particulier les propriétés vectorielles a; € R+, [ € 2,
ou R = Vect{y.,r € R}. En outre, on a les relations vectorielles

m = E ma —|—fﬁoa0, = —Qdy,
led

qui impliquent m € R+ et 2 € R*. On remarque de plus qu’avec I’hypothese
(Ths), les vecteurs pY = (p1,...,pw)" et @ = (q1,...,¢s)" sont linéairement in-
dépendants, ainsi que les vecteurs m et s. En définissant mj = o maz et
p = Zlgk@s—l mj e, on a p = p' — mpq/a. Finalement, la présence d’'une espece
neutre dans le modele n’est pas strictement nécessaire, mais elle permet de simplifier
la présentation et, en particulier, I'explicitation des formes normales.
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11.2.6.2 Hypotheses sur les coefficients de transport

On introduit tout d’abord un ensemble d’hypotheses concernant les coefficients de
transport qui n’est valide que si la masse de 1’électron est strictement positive. Ces
hypotheses seront généralisées dans la section suivante de facon a atteindre le cas
limite de la masse de 1’électron nulle.

(tr1)  Les coefficients de diffusion multiespéces D,,, k,l € S, les taux de diffusion
thermique X, k € S, la viscosité volumique K, la viscosité de cisaillement
n et la conductivité thermique \ sont des fonctions C> de (T,~v), ot v =
(Vs ey Y)T, pour T >0 ety > 0.

(tra)  La conductivité thermique X\ et la viscosité de cisaillement n sont des fonc-
tions strictement positives. La viscosité volumique K est une fonction positive
ou nulle.

(trs) Poury > 0 et T > 0, la matrice D = (Dy), s €st une matrice réelle
symétrique semi-définie positive et son noyau est engendré par le vecteur
Y = (Y,...,Y)". Les taux de diffusion thermique x,, k € S, vérifient la
relation (x,u) = 0.

Ces propriétés ont d’importantes conséquences pour la matrice D des coefficients de
diffusion effectifs définie en (II1.5).

Lemme I11.1 R

Sous les hypothéses (Thy-Ths) et (tri-trs), la matrice D est symétrique semi-définie
positive. Son noyau est engendré par les vecteurs Y et q, ou qx = Y, k € S. On
a ainsi N(D) = RYeRq et R(D) = Vect(Y,q)*.

Preuve - 11l.1 -

On note tout d’abord que les vecteurs Y et q ne sont pas nuls car v > 0 et ne sont pas
proportionnels puisqu’il existe des especes chargées positivement et négativement.
Cela implique en particulier que (Dy,q,q) > 0, la matrice Dy; est donc bien définie.
Apres quelques calculs, on obtient, pour x € R™ | la formule

o= (0 (<~ ag®) = (pa )

On déduit alors directement les propriétés de la matrice D de celles de la matrice
D. n
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111.2.7 Formulation quasi-linéaire

Les relations (II1.5) impliquent que la densité de courant de conduction j est
nulle, si bien que la charge ¢ est constamment nulle si elle est initialement nulle.
Par conséquent, les équations de conservation du moment et de ’énergie peuvent se
simplifier sous la forme

O (pv) + Op-(pvev + pll) 4+ 8- IT = 0, (111.9)
(€ + 3pv-v) + O ((€ + vV + p)v) + 8, (Q + IT-v) = 0. (II1.10)

Chaque fois que le mélange est neutre, c’est a dire telle que la charge globale ¢ = 0, il
est possible d’exprimer la densité volumique ~,s en fonction des densités volumiques
des especes lourdes et éliminer ainsi completement les électrons des équations du mé-
lange. Cependant, on n’utilisera pas cette simplification car elle interdit toute symé-
trisation du systeme d’équations aux dérivées partielles résultant. De facon similaire,
puisque la densité massique peut s'écrire p = p' — myq/«, avec p' = Zzz_ll My Ve,
on pourrait utiliser p’ au lieu de p dans les équations, mais cette formulation plus
simple n’est pas nécessaire pour la suite.

On introduit une notation compacte qui sera utilisée dans toute la suite de ce cha-
pitre. On définit la variable conservative U par

U= (71, e Y pUTLE %pfvm)T, (IT1.11)
et la variable naturelle Z par
= (’yl,...,’}/y,s,UT,T)T. (IIIl2>

Les composantes de U apparaissent naturellement comme les quantités conservées
dans la formulation molaire du systeme d’équations aux dérivées partielles modéli-
sant les plasmas ambipolaires. Par ailleurs, les composantes de Z sont plus pratiques
d’utilisation pour les calculs des identités différentielles.

Les équations de conservation peuvent se récrire sous la forme compacte

OU+> oF+) oF™ =0, (ITL.13)
ieC ieC
ot C est ensemble {1,...,d}, F;, i € C, le flux convectif dans la i¢ direction, F1ss,

1 € C, le flux dissipatif dans la ¢ direction et €2 le terme source. Le terme source €2

est donné par
Q= (w1, Wps,01,4,0)7, (II1.14a)
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et le flux convectif F; par
Fi = (%Ui, e YU, pUUT + pegT, (€ + %pfu-v +p)vi)T, (IT1.14b)

oll (€;),c¢: est la base canonique de R?. Le flux dissipatif F peut étre décomposé
en

Fidiss — Fidiff + FiViSC’ (11114C)

ott F'¢ le flux visqueux et F4T le flux diffusif sont définis par

Frise — (0, 00T, T, znijvjy, (I11.14d)
jecC
diff __ 7 7 AT
R = (71‘/;17 ey Yo Vi, 01,4, Qz) : (I1I.14e)

Les flux convectifs et dissipatifs sont naturellement donnés comme des fonctions de
la variable naturelle Z. Pour relier la variable naturelle Z a la variable conservative
U, on étudie la fonction Z — U. On introduit les ouverts Oz et Oy définis par

Oz = (R%)" xRIxR,

°+d
OU = {U,eRn+ +1: Uty e ooy Ups >0, Ups +d+1 >f(u>},

ou f est la fonction de (R*Jr)"sde dans R donnée par

1
flu) = §7§m-u- + > wE, (IIL.15)
i ies

E? étant I'énergie interne par unité de mole de la i° espece a la température T = 0.

Lemme 111.2
En supposant que les hypothéses (Thi-Ths) sont satisfaites, 'application Z — U est
un C* diffeomorphisme de l'ouvert Oz sur l'ouvert conveze Oy.

Preuve - 111.2 -

De ’hypothese (Thy) sur les coefficients C,, k € S, on déduit immédiatement que
I’application Z +— U est de classe €*° sur le domaine Oz. De plus, il est rapide
de vérifier que I'application est injective et surjective sur ’ensemble Oy gréace a
la stricte positivité des coefficients C,x, k € S, ce qui est supposé dans (Thy). La
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matrice jacobienne 07U est donnée par

I[ns,ns Ons,d Ons,l
8zU: vem P]Id,d Od,l )

Et  poT  pe,

ou ¢, est la chaleur spécifique massique du mélange définie par pc, = > %Cyk,
kes
Bt = (B, ..., BT, avec Ef*t = By + smyv-v, k € S, énergie molaire totale de
la k¢ espece. Cette matrice est inversible sur Oz grace a sa structure triangulaire et a
I'hypothese (Thy) qui implique que pc, > 0. On déduit alors du théoreme d’inversion
globale que 'application Z — U est un C* difféomorphisme sur Oy. La convexité de
I’ensemble Oy est finalement une conséquence directe de la convexité de la fonction
f, qui est établie en évaluant sa dérivée seconde. n

En utilisant ce lemme et les expressions des flux convectifs et dissipatifs en fonction
de la variable naturelle, on récrit le systeme (II1.13) sous la forme d’un systeme
quasi-linéaire de la variable conservative U.

Proposition 111.3

Les flux convectifs F;(U), i € C, et le terme source Q(U) sont des fonctions C> de
U € Oy. Les flur dissipatifs F1s5(U, 8,U), i € C, sont des fonctions € de U € Oy et
de 9,U € RU™+4HD) - De plus, le systéme d’équations auz dérivées partielles (111.13)
peut se récrire sous la forme quasi-linéaire

AU+ AU =D 3i(Bi;(U)9;U) + Q(U), (I11.16)

1€C 1,j€C

ou les matrices A;(U), i € C, et B;;(U), 1,5 € C, sont des fonctions C>* de U € Oy
qui vérifient A;(U) = oyF;(U) et FIs5(U, 8;U) = — 3 B;;(U)d;U, pouri € C.

jecC

Preuve - 111.3 -

On commence par remarquer qu’il est plus facile de différencier les flux selon la
variable naturelle Z que selon la variable conservative U. En utilisant I’expression
II1.14b) des flux convectifs F;, ¢ € C, et 'hypothese (Thy) sur la régularité des
chaleurs spécifiques C,, k € S, on obtient immédiatement que les vecteurs F;
1 € C, sont des fonctions C* de Z € Oz. De plus, pour ¢ € C, la dérivée 07F; peut
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s’écrire sous la forme

UiI[nS,nS Y®E; Ons,d

0zFi = |vjvem + RTe;" p(vlyq+ vee;) Yi1Re; |,

v;Ht pvvt + H"%,T wvpc,
ot 'on a défini (e;),. la base canonique de RE H = (Ht . HYYT avec Ht =
Hy + ymivv, k € 8, H = H+ jpvv = 3 wHi™, pey = peo + 3 wR et
kes kesS
Y= e
kes

En ce qui concerne les flux dissipatifs, on écrit Flis = FAff 4 Fvisc i ¢ C et on
traite les deux termes séparément, le premier correspondant aux termes diffusifs et
le second aux termes visqueux. Les flux de transport IT, v, Vi, k € S, et Q s’écrivent
naturellement comme une combinaison linéaire des gradients de la variable naturelle
Z. En particulier, on a pour le terme F&iff

S Z g;i]@ff 0,Z, (IT1.17)

1€C

ol les matrices B?;H sont définies par

[ TN 3 R, X i
Dh R} 0,0 Dy (1R 4
[p KLYk hies d {%l% et » +T) s

Rdiff __
Bi; = dij Od,ns 04,4 04,1

)

l% 2 ﬁkl(pxkﬂkﬂk)} Ora A+ Y Du(px+rHi) (+3)
kes

les k,leS .
(IT1.18)
L’hypothese (Thy) concernant la régularité des coefficients C,, i, et la stricte positivité
de la constante des gaz parfaits R et I’hypotheése (tr;) concernant la régularité des
coefficients de transport permettent alors de déduire de I'expression (I11.18) que les
matrices @g‘;ff, 1,7 € C, sont des fonctions C* de Z € Oz. En ce qui concerne le

terme F*¢, on écrit

Fivisc _ Z g;/]isc 8,Z, (II1.19)
1€eC
avec
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n

ou les matrices Bf; et B}, 4,5 € C, sont définies par

Ons,ns 0n87d On9,1
gfj: Ogrne  €i®ej Ogn | (II1.21)

Ol,ns viejT 0

Ops s Ops.a Ops 1
R" — 1 1 1
B,-j = Od,ns §5ij]1d7d + 7€;0€; — 3€;0€; Od,l : (111'22>
1 T 1 T 1 T
Ol,ns 552‘]"1] + §Ujei — §Uiej 0

L’hypothese (tr;) concernant la régularité des viscosités x et n permet alors de

montrer que les matrices BZ-V}SC, 1,7 € C, sont des fonctions C* de Z € Oz. En
combinant la régularité des matrices de diffusion Bg",

viscosité @ZV;-SC, i,j € C, on obtient alors directement que les flux dissipatifs F3ss,

i € C, sont des fonctions C® de Z € Oz et de 8,Z € RU7+d+1) ot que

1,7 € C, et les matrices de

FidiSS = — Z /B\ij 8]-2, avec B\ij = /B\?;H + /é;;i'sc- (11123)

jeC

Enfin en utilisant I'expression (III.14a) du terme source 2 et les hypotheses (Thy)
et (Thy) concernant la régularité des coeflicients C, 5, k € S, et des constantes de
réaction K., r € R, on obtient que le terme source € est une fonction € de Z € O5.

Pour obtenir la régularité par rapport a la variable conservative U, on utilise ’appli-
cation Z — U dont les propriétés ont été étudiées au lemme 1.2l Cette application
étant de classe C*°, on obtient que les flux convectifs F;(U), i € C, et le terme source
Q(U) sont des fonctions € de U € Oy et que les flux dissipatifs F(U, 8,U), i € C,
sont des fonctions €* de U € Oy et de 8,U € R3"+4+D De plus on a les relations

Fli==_-%"B,0,U, B;=B,aZ (I11.25)
jecC

ol la matrice dyZ est donnée par

Hns,ns Ons,d 0n5,1
Oz = —%'vc@m %Hd,d 041 | 5
_LErod _ 1 T 1
PCv PCv PCv
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ol on a défini le vecteur des énergies molaires réduites E*d = (£ ... E*)T avec
Ered = B — %mkvm, keS. "

Nullité de la masse de I’électron

La stabilité asymptotique des états d’équilibre pour le systeme quasi-linéaire d’équa-
tions aux dérivées partielles modélisant les plasmas ambipolaires dissipatifs (I111.16)
est en soi une question importante. Cependant, on note que ce syteme dépend de
nombreux parametres comme la conductivité thermique ou les taux de réaction chi-
mique, ce qui incite a étudier la dépendance des solutions en les parametres du
systeme. Cette étude est présentée dans les sections suivantes sous I’hypothese que
les coefficients du systeme dépendent de fagon réguliere des parametres considérés.

Un de ces parametres, souvent utilisé dans la modélisation physique, est la masse
de D'électron m,s = my, qui est généralement prise égale & zéro. Pour étudier cette
limite, il faut clarifier la dépendance des coefficients du systeme en la masse de
I'électron. Les hypotheses thermodynamiques (Thy-Ths) peuvent étre utilisées pour
n’importe quelle masse électronique positive ou nulle et ne doivent pas étre modifiées.
En revanche, les propriétés de transport (tri-tr3) ne sont valides que pour une masse
électronique strictement positive et doivent étre remplacées par d’autres propriétés.

Dans ce but, on explicite la dépendance des matrices de diffusion multiespeces en
les coefficients de diffusion binaires et on étudie la limite des coefficients de diffusion
effectifs D lorsque la masse de 1’électron tend vers zéro.

111.3.1 Définition de D comme une inverse généralisée

On commence par rappeler les définitions de deux propriétés matricielles.

Définition 111.1
Une matrice A de R™" est dite irréductible s’il n’existe pas de partition I,J de
{1,...,n} telle que A;; =0, pouri eI, jeJ.

Définition 111.2
Une matrice A de R™" est une M-matrice si elle s’écrit A = al—B avec B;; > 0 et
a = p(B), ou p(B) désigne le rayon spectral de la matrice B. On dira de plus que A
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est une M-matrice singuliére si a = p(B) et une M-matrice non singuliére
si o> p(B).

On introduit la matrice A définie par

Z X X
Akk - ,Dkbinl7 k < S’
les Tkl
Ik (I11.26)

Ay =520 kleS, k41

ot DI est le coefficient de diffusion binaire pour la paire d’especes (k,1). Ces coef-
ficients ne sont définis que lorsque les masses des especes sont strictement positives.

Dans le cadre d'une théorie du premier ordre, DP" ne dépend que de la pression
et de la température DE® = DPin(p, T'). Plus généralement, pour obtenir des coeffi-

cients de diffusion multiespeces plus précis, les coefficients DPI*, k.1 € S, sont définis
comme les compléments de Schur issus de systemes linéaires de transport de taille
supérieure a 1’ et sont des fonctions de T', p et v, mais conservent des propriétés
similaires [EG94]. Les propriétés suivantes de la matrice A s’établissent facilement

[Gio91, Gio99)].

Proposition 111.4

En supposant que les coefficients DY, k1 € S, k # 1, sont strictement positifs et
symeétriques et que v > 0, la matrice A est une matrice symétrique semi-définie po-
sitive, N(A) = Ru, R(A) = u*, A est irréductible et est une M-matrice singuliére.

Preuve - 111.4 -
D’apres 'expression (I11.26) des coefficients Ay, k,1 € S, il est immédiat que la

matrice A est symétrique. Pour x = (z1,...,7,s)T € R™, la relation
XX
(Ax,x) = Z D (3(af + 27) — 2y |
kles Tk
Ik

implique que A est semi-définie positive de noyau engendré par le vecteur u et donc
d’image orthogonale au vecteur u. Il est évident que A est irréductible puisque les
coefficients Ay, sont tous non nuls. Pour montrer que la matrice A est une M-
matrice singuliere, on choisit a > max(Agg, k € S) et on définit B = ol — A.
Par construction, tous les coefficients de B sont positifs. De plus, le vecteur u =
(1,...,1)T est tel que Bu = au. Le théoreme de Gershgorin permet alors de conclure
que p(B) = a. .
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La matrice de diffusion multiespeces D peut alors étre définie comme une inverse
généralisée de la matrice A [Gio91, Gio99].

Proposition 111.5

En supposant vérifiées les hypothéses de la proposition II1.4, la matrice D est l'in-
verse généralisée de A d’image Y+ et de noyau RY. C’est-a-dire que D est l'unique
matrice telle que ADA = A, DAD = D, R(D) =Y+ et N(D) = RY. La matrice
D est symétrique définie positive, on a AD =1—Yeu, DA =1 —ugY et pour tous
nombres positifs a,b tels que ab=1, D = (A + aY®Y)_1 — buwu. Les coefficients de
D sont des fonctions C de (T,~) pour T > 0 ety > 0. Ainsi, toutes les hypothéses
concernant la matrice D de (tri-trs) sont satisfaites.

Ces résultats peuvent facilement s’étendre a la matrice D. En effet, lorsque le mé-
lange est neutre, c¢’est-a-dire que ¢ = (q,u) = 0, il existe un unique vecteur w de
R™ tel que Aw = q et (w,Y) = 0. En introduisant la matrice A = A — qoq/(w, q),
on peut établir que D est Dinverse généralisée de A de noyau RYeRq et d’image
Vect(Y,q)t. Cependant, on n’utilisera pas ces résultats par la suite, on préférera la
relation directe (IIL.5) définissant D & partir de D.

Par ailleurs, on tire de la théorie cinétique des gaz la relation

Dyt =0 <#) : (I11.27)

mgmy

et on peut supposer que la quantité DIt /mym; est réguliere. On obtient donc que
les diffusivités de 'électron D k € S, k # n’, explosent lorsque la masse de

I’électron tend vers zéro.

111.3.2 Matrices de diffusion pour la masse électronique nulle

Dans cette section, on spécifie les hypotheses concernant la limite asymptotique de
la masse de I’électron tendant vers zéro. On définit le petit parametre € par

_ _\1/2

€ = (my/m)"'",

ol m est une masse caractéristique des especes lourdes, c’est-a-dire autres que 1’élec-

tron et on étudie le comportement des coefficients du systeme lorsque ¢ — 0. On

notera [0, €], € > 0 un intervalle des valeurs possibles de € sur lequel les hypotheses
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(Thy-Ths) sont vérifiées. Grace a la relation (II1.27), les diffusivités de 1'électron
DPin k€S, k # n°, tendent vers I'infini lorsque € — 0 et on définit

DPbin — Pbin. kA1, k#netl#n,
S ’ 7 7 (I11.28)
D" = Dy, kE#l, k=n"oul=nr

otl les coefficients DPi™ sont supposés étre des fonctions régulieres des variables d’état
T >0, > 0 et du parametre € € [0, €]. Les propriétés (tri-tr3) ne sont valides que
pour des masses strictement positives, c’est-a-dire pour € > 0 et il faut & présent
établir que la matrice D est réguliere en la masse réduite € et supprimer la singularité

en € = 0.

Afin d’étudier la limite de D lorsque € — 0, il est pratique d’introduire une partition
de I'ensemble des especes S = {1,...,n°} entre les especes lourdesh = {1,...,n°—1}
et les électrons e = {n’}. On utilise alors la décomposition par blocs correspondant
a cette partition. Pour un vecteur x € R™, elle prend la forme

et pour une matrice M € R™™

Mhh th
Meh Mee

M =

Autrement dit, pour deux vecteurs x,y € R™ et une matrice M € R™" tels que
y = Mx, on a les relations y* = M"x® 4+ Mbexe et y© = MePx® + Mex°. La matrice
A admet en particulier la décomposition

Ahh Ahe Ahh EAhO
A = == T, (I11.29)
Aeh Aoe EAOh EAOC

ot les coefficients de la matrice A sont des fonctions régulieres de T > 0, v > 0 et
de € € [0, €] définies par

App=>" X:’“b).(’ Xi“f"é, keh, A= —X:’“fl, kleh, k1,
leh Dk;n Dk;g ,Dklm
£k
AQC:—Xfii”S, ke, Afh:—Xﬁ)fl, l€h, ACC:ZX?;fl.
Dkns Dnsl l€h Dnsl
(111.30)
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On notera de plus AB" la matrice AP obtenue en e = 0 et Y§ le vecteur Y" obtenu
pour € = 0, en gardant a 'esprit que les masses my, k € S, dépendent de €, d’apres
I'hypothese (Th,).

Proposition 111.6

En supposant que les coefficients T)};’}n, k,l €S, k #1, sont des fonctions strictement
positives, symétriques et réquliéres de T > 0, v > 0 et de € € [0,€|, il existe des
coefficients D, fonctions réguliéres de T > 0, v > 0 et de € € [0, € tels que pour tout
e>0,o0na

De plus, la matrice Dgh obtenue pour € = 0 est la matrice de diffusion entre les
especes lourdes en [’absence d’électrons, c’est-a-dire que Dgh est l'inverse généralisé
de ABY dont le noyau est RYY et dimage (Y3)L. Finalement, le coefficient scalaire
Dge obtenu pour € = 0 est une fonction positive de T' > 0 et v > 0.

Preuve - 111.6 -
D’apres (I1I1.29), on peut introduire les matrices

A Ahh 6Ahe Alo B Ahh Ahe
th Aeo ’ EAOh Aec

qui sont des fonctions régulieres de T > 0, v > 0 et de € € [0, €]. Des propriétés de
A, on déduit facilement que pour tout € € [0,€] on a N(A™) = Ru, R(A™) = o™,
N(A°) = Ra et R(A°) = ut, ot on a défini i = (ub, ¢)T. D’apres la définition de
€, on a également Y = (YET Y°)T avec Y© = €2Ye, ot Y® est indépendant de € et on
définit Y = (YT, €Y®)T. On introduit alors I'inverse généralisée D' de A™ d’image
R(D™) =Yt et de noyau N(D"™) = RY, ainsi que l'inverse généralisée D'° de Al
d’image R(D'"°) = Y' et de noyau N(D'"°) = RY. Les matrices D" et D' sont bien
définies pour € € [0, car N(D")aY+ = R™, R(D")sRY = R™, N(D")eY+ = R",
R(D")sRY = R™, grace aux relations (Y,u) = (Y, i) = 1. De plus, les matrices D"P
et D' sont des fonctions régulieres de T > 0, v > 0 et ¢ € [0, car pour tout «, 3
tels que af =1, on a

(D + adiou) (AP 4+ BYsY) = (D™ + ausi)(A™ + YY) = L

En notant M la matrice diagonale M = Diag(1,...,1,€), on voit immédiatement
que pour tout € > 0 A = MA® = A°M et D = DM~ = M~'D. Ces rela-
tions impliquent en particulier D" = DT puis D™ = (D“p)hh = (Dlo)hh, Dhe =
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(D) /e = (D)™, D" = (D) = (D¥)" /e, D* = (D")*/e = (D*)*/e. On
obtient donc que D™, D" et D® sont des fonctions régulieres de T > 0, v > 0
et de € € [0, €. L’identification de AB" résulte de manipulations algébriques simples
utilisant les propriétés de A et de D grace a la propriété m,s = me>. De plus, pour
e=0,0ona (DyP)* = (D) = 1/A§, et on déduit immédiatement des propriétés
générales des coefficients de diffusion diagonaux [Gio99] que DS est une fonction

strictement positive de T > 0, v > 0 et € € [0, €] .

On peut a présent établir que la matrice D est une fonction réguliere de T" > 0,
7> 0et deeel0é€.

Proposition 111.7
En supposant que les coefficients DRI, k.l € S, k # 1, sont des fonctions strictement

positives, symétriques et régulieres de T > 0, de v > 0 et de € € [0,€], la matrice D
est une fonction réquliére de T > 0, de v > 0 et de € € |0, €]. De plus, en définissant
Gk = Qr/Grs, pour k € h, sa limite lorsque € tend vers zéro est donnée par

lim (e Dy ~Dgha"
1m €) =
- —(DfraT (DA, 4

Preuve - I11.7 -

La régularité de D pour € > ( est une conséquence directe de la régularité de D. La
partie non triviale de la proposition concerne le comportement lorsque le parametre
€ tend vers zéro. On commence par remarquer que

o2
q ryee yeh ~ ~hh~h =~
(Dq,q) = % (D +2eD"g" + €(D""g", qh>>,

on obtient alors I'expression du bloc Dhb

ﬁhh _ th B €<Phhdh _'_the)®(thvdh + Dhe>.
Dee + 2€Deh€]h + €<th(~1h7 dh>

Cette expression montre que Db est régulier lorsque € tend vers zéro et que sa limite
est DI Pour le terme D" on peut écrire que

(thdh + Dhe)(EDehdh + Dee)

Dee 4 2¢Debgh €<thdh7 gh)’

ﬁhe — Dhe .
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ce qui entraine que Dhe est régulier en € = 0 et converge vers th b Jorsque €
tend vers zéro. Grace a la symétrie de D le terme D¢ est identique. Finalement, le
dernier terme s’écrit

R 1 . eh xh Mee)2
DCO:—<DCO—V (6? S]+Dv)~ _ )’
€ Dee + 2€Dohqh + €<thqh’ qh>

ce qui se simplifie en

~ S ih~h o~ o~ 2
Dee <thqh’ qh> o 6(Dehqh)

Deo + 2€Dohdh + €<thdh’ah>’

~
Dee —

ol on observe une remarquable disparition de la singularité. Ce terme est alors
régulier en € = 0 et converge vers (D"™g", g") lorsque € — 0. .

111.3.3 Hypotheses lorsque la masse de I'électron est nulle

Grace aux résultats obtenus dans la section précédente, on reformule les hypotheses
sur les coefficients de transport.

(Tl’l)

(TI’2)

(TI’3)

Les coefficients de diffusion multiespéces effectifs lA)kl, k,l €8S, les tauz de
diffusion thermique x., k € S, la viscosité volumique K, la viscosité de ci-
saillement n et la conductivité thermique X sont des fonctions C* de (T, €)
pour T'>0,v>0 et e €[0,€.

La conductivité thermique X et la viscosité de cisaillement n sont des fonc-
tions strictement positives. La viscosité volumique k est une fonction posi-
tive.

Pour v > 0, T > 0 et e € [0,€, la matrice des coefficients de diffusion
D = (ﬁkl)k,les est une matrice réelle symétrique semi-définie positive et
son noyau est engendré par les vecteurs Y et q. Le vecteur des taux de
diffusion thermique X = (X;,)pes, VETifient la relation (x,u) = 0.

On peut finalement récrire le systeme quasi-linéaire (II1.16) sous la forme

AU+ AU, 00U = > 9:(B;;(U,e)d;U) + Q(U,e), (I11.31)

i€C 1,j€C
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ou on a explicité la dépendance des coefficients en le parametre € de la masse ré-
duite de I’électron. Les coefficients du systeme (I11.31) sont naturellement définis sur
louvert Oy, défini par

O, = {(u, €) € RTFHZ gy o s > 0,€ > 0, Upsayr > flu, e)}, (I11.32)
ou f est 'application introduite en (II1.15) qui dépend de € au travers des masses

des especes my, k € S. De plus, on a vu que les coefficients du systeme ont une
extension réguliere en € = 0.

Existence locale pour un systeme abstrait

Dans cette section, on étudie la symétrisation et 1’existence locale de solutions pour
des systemes hyperboliques-paraboliques dépendant d’un parametre.

111.4.1 Symétrisation conservative

On considere un systeme quasi-linéaire abstrait du second ordre dépendant d’un
parametre de la forme

QU+ D AUV = Y (BUIOU) + (UL, (LIL33)

ieC* i,jEC*

ot (Ute*) € Oyser), Ousery est un ouvert de R” xR™ et C* = {1,...,d} représente
les indices des directions de R?. L’exposant * est utilisé pour distinguer le systeme
du second ordre abstrait de taille n* dans R? avec €* de taille m* du systeme
particulier des plasmas ambipolaires (II1.31) de taille 7*+4 dans R? ou € est la
masse réduite de I’électron. Toutes les quantités associées a ce systeme abstrait ont
un exposant *, comme par exemple le vecteur inconnu U*. On considere des ouverts
O(u=ery par souci de simplicité et on suppose que les coupes

o = {U" €R™; (UT€") € Oer) }

sont convexes pour tout €*. On suppose de plus que les propriétés suivantes sont
satisfaites par le systeme (I11.33).

(Edp;) Les flux convectifs F}, i € C*, les matrices de dissipations By, i,j € C*, et le
terme source ) sont des fanctwns réquliéres de la variable (U* €) € Orer)
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On introduit & présent la définition d’une forme symétrique (conservative) pour le
systeme (II1.33) qui est adaptée de celle de Kawashima et Shizuta [KS88].

Définition 111.3
Soit (Uie*) — (Vie*) un C* difféomorphisme d'un ouvert Owse-y dans un ouvert
Owery. On considere le systeme écrit dans la variable V*

Ko(VieNaNV™ + Y K(VieaV = > 0;(B(Vie)oV) + Q (Vier), (IIL34)

1€C* 1,j€C*
ot _ B
A, = ov:U*, A = A ovU* = ok,
0 - (111.35)
B;, = B} ov:U", Q= Q.
Le systeme est dit sous forme symétrique si les matrices Z\’B, 7&’;, i e C*, et gjj,

i,7 € C*, vérifient les propriétés suivantes (S1-Sy).

(S1)  La matrice Z\’B(Vf €*) est symétrique définie positive pour (V5 €*) € Opsery.
(S2)  Les matrices K’;(Vf €*), i € C*, sont symétriques pour (Vi €*) € Oysery.
(S3) Ona gjj(Vf )T = g;(V’f €*) pouri,j € C* et (Vi€*) € Osery.

(S4)  La matrice g*(V’f €)= > gfj(Vf €)&:E; est symétrique semi-définie po-
1,j€C*
sitive pour (Vie*) € Opsery et € € X971 ou X971 est la sphére unité en
dimension d.

On introduit alors la définition généralisée d’une fonction entropie, adaptée de celle
de Kawashima [Kaw84| et de Kawashima et Shizuta [KS88].

Définition 111.4

Soit o*(Ui€*) une fonction € définie sur l'ouvert Owsexy tel que les coupes Og,.
sont convexes. La fonction o* est une fonction entropie pour le systeme (111.33
si les propriétés (E1-E4) sont vérifiées.

(E1)  La fonction o* est une fonction strictement conveze de U* € Of. au sens
\ . . , . L. *
ot la matrice Hessienne est définie positive sur chaque coupe OF)..

(E2) 1l existe des fonctions réelles C* qf = qf (U%€*) telles que

195



Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

(E3)  On a les relations
(86*0'*)_1 B;," =B, (86*0'*)_1, i,j € C*,  (UT€") € Orer.

E,4 La matrice B* = B (Ute*) (0.0 (Ut e* - & est symétrique semi-
1) J
définie positive pour (Ute*) € Oyrery et € € X1

Kawashima et Shizuta ont établi [KS88, Gio99] I’équivalence entre la symétrisabilité
conservative et l'existence d’une fonction entropie. Pour les systemes dépendant
d'un parametre €*, certaines limitations sur le domaine O(ys.~) semblent nécessaires,
comme la régularité des coupes €* — Of. en utilisant des cartes locales.On donne ici
une version simplifiée du théoreme d’équivalence, suffisante pour 'application aux
plasmas ambipolaires.

Théoréme 111.8

St le systeme (IIL33) admet une fonction entropie o* définie sur l'ouvert Ouser,
alors il peut étre symétrisé sur Oysery avec pour variable symétrique V* = (00*)".
Réciproquement, si le systeme (111.33) est symétrisable et si, par souci de simplicité,
Pouvert Oy est de la forme Oxery = OyexOex, 01 Oy« C R™ est indépendant de
e et O~ CR™ est indépendant de V*, alors il existe une fonction entropie définie
sur Owyseny telle que V¥ = (0f0™)".

Preuve - 111.8 -

On suppose dans un premier temps qu’il existe une entropie o* définie sur I'ouvert
O(user) et on définit la variable V* = (9y-0*)". L’application (U%e*) — (Vie*) est
alors un €* difféomorphisme car les coupes Of. sont convexes et la matrice Ja-
cobienne Oy-V* = 02.0" est symétrique définie positive. On peut alors définir les
fonctions régulieres suivantes

g (Vie") = UTVE — " (Ute") et q(Vie") = FF(Ute")'V* — qf(Ute"), ieC".

En différenciant ces égalités selon la variable V*, on obtient directement les relations
(Ov=0*)T = U* et (Ov+q;)" = FF, i € C*, grace a la propriété (E;). L'utilisation des
propriétés (E;-Ez) permet alors de montrer que ;&’B = o U* = (OyV*) ™! = (B3.0%)7!
et ;‘:’Z = ov:F = 82.q;, 1 € C*, lamatrice K’B est ainsi symétrique définie positive et les
matrices K’;, i € C*, sont symétriques. De plus, on déduit directement des propriétés
(Es-E4) que les matrices §jj = B};(95.0%)7", 1,7 € C*, vérifient les propriétés (S3-Sa).

Réciproquement, on suppose que le systeme est symétrisable au sens de la définition
II1.3. Comme les matrices Oy-U* et Ov-F*, i € C*, sont symétriques et que O(y=e+) =
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Oy xO avec Oy simplement connexe, il existe des fonctions ¢* et qf, i € C,
définies sur Oy-, telles que (Oy-0*)T = U*, (Ov+qf)T = F*, i € C*. On peut alors
définir les fonctions

o (Urer) = UV — G5 (Vier) et qi(Ute’) = FFTVF — i (Veer), i€ Cr

En différenciant ces relations et en utilisant les propriétés (S1-S3), on établit facile-
ment que o* est une fonction entropie, que qf, i € C*, sont les flux associés et que
l'on a V* = (9y-c*)". ]

111.4.2 Forme normale

On supposera que le systeme quasi-linéaire abstrait (I11.33) satisfait la propriété
suivante, ce qui permet exactement de pouvoir le récrire sous une forme symétrique.

(Edp,) Le systeme (IIL33) admet une fonction entropie o* sur louvert Ousey et
les coupes Off. = {U* € R™; (Ute*) € Owysery} sont convezes.

On introduit alors la variable symétrique V* = (dy«0*)T. Le systeme symétrique
correspondant vérifie donc les propriétés (S1-S4). Selon I'image des matrices
de dissipation gjj, 1,7 € C*, le systéme se trouve entre les deux cas limites d'un
systeme hyperbolique et d'un systeme fortement parabolique. De fagon a séparer les
variables hyperboliques des variables paraboliques, on met le systeme sous une forme
normale, c’est-a-dire sous la forme d’un systeme composite symétrique hyperbolique-

parabolique.

En introduisant une nouvelle variable W*, associée a un difféomorphisme de Oy«
sur O(weer), et en multipliant la forme symétrique conservative (II1.34) & gauche par
la transposée de la matrice dw+V*, on obtient un nouveau systeme en la variable W*
et on a la définition suivante d’une forme normale [KS88].

Définition 111.5

On considere un systéme sous forme symétrique, au sens de la définition [II1.3, et
un difféomorphisme (Vi e*) — (Wie*) de louvert Osesy sur Uouvert Opysesy. Le
systeme en la nouvelle variable W*

Ag(Wi W™ + ) T AL(Wre)aW* = )~ 0;(By; (W3 e)o, W)
icC* 1,j€C*

+ T (WHerg,W*) + Q° (W e*), (I11.36)
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ou les coefficients matriciels et vectoriels

—%

Ay = (BwV*)T Ay (OwV), A= (Ow V)T A (BwV),
By = (OwV*")TB}; (0w-V*), Q" = (OwV)T, (I11.37)
T=-3 0i(OwV*)" By, (dwV*) W,

1,j€C*

satisfont les propriétés (51-Ss).

(S1)  La matrice K;(Wf €*) est symétrique définie positive pour (W% e*) € Opweer) -
(S2)  Les matrices A, (W*e*), i € C*, sont symétriques pour (W*e*) € Owser) -
(S3) Ona g:j(Wf )T = §;i(Wf €") pouri,j € C* et (Wie*) € Opwsery.

(Ss)  La matrice B' (W3 erg) = 3 E;(Wf €)&&; est symétrique semi-définie
i,jeC*
positive pour (W%e*) € Opsery et € € B4 ou 2971 est la sphére unité en
dimension d.

Le systeme (111.36) est dit sous forme mormale lorsqu’il existe une partition de
{1,...,n° b en1={1,...,n8} et 1 = {ni+1,...,n*}, telle que les propriétés (Nor;-
Nors) sont vérifiées.

£3
137

(Nor;) Les matrices Ay et B, i,j € C*, ont la structure blocs suivante

. [AT 0 . 0 0
AOZ B:

——IL,11 | 1) — 11,11

0 A 0 B

(Norp) La matrice E*H’H(Wf g = > §;I-I’H(W’§ €)&:E; est une matrice symé-
i,jeC*
trique définie positive, pour (We*) € Opwser) et € € XL

(Nor3) En notant Oy = (0y,...,04)T, on a
T (W€ 0, W) = (T, (Wi e 0 W), 7, (Wi e 9,W))
On a utilisé la structure blocs vectorielle et matricielle induite par la partition de

{1,...,n°} en1 = {1,...,n8} et 1 = {ni+1,...,7°}. On a par exemple W* =
(W, W)™
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Une condition suffisante pour que le systeme (II1.34) puisse étre mis sous forme
normale est que le noyau naturellement associé aux matrices de dissipation soit un
sous-espace fixe de R” . C’est la Condition N introduite par Kawashima et Shizuta
que l'on supposera a présent vérifiée. On renforce cette condition en supposant qu’il
existe une représentation explicite réguliere de ce noyau par rapport a €*.

(Edp;) (Invariance des noyaux) Le noyau de la matrice

B (Vierg) = Y Bj(Vie&s.

1,j€C*

ne dépend ni de V* € Oy- ni de € € X471, on note n} sa dimension, n}, =
Dim(N(B*)), et on a g;kj(V’f ¢)N(B*) =0, i,j € C*. De plus, il existe une
application C® €* +— P*(e*), telle que les ng premiéres colonnes de la matrice
P*(e*) engendrent le noyau N(B*).

Afin de caractériser plus facilement les formes normales pour les systéemes symé-
triques de lois de conservation satisfaisant les propriétés (Edp;-Edps), on introduit
les variables auxiliaires [GM98, Gio99] U* = P*TU* et V¥ = P*~!'V*. Les matrices
de dissipation correspondant a ces variables auxiliaires n’ont de coefficients non nuls
que dans le bloc en bas a droite de taille n* — ng, ou n§ = Dim(/N(B*)). Les formes
symétriques normales sont alors obtenues par équivalence a partir de I’équation en
la variable symétrique V¥ [GM98, Gio99]. Un examen attentif de la preuve de Gio-
vangigli et Massot montre que le théoreme suivant est vérifié.

Théoreme 111.9
On considére un systéme de lois de conservation (I111.34) sous forme symétrique
au sens de la définition et on suppose que la propriété d’invariance du noyau
(Edps) est satisfaite. En notant U = P*TU* et V¥ = P*7'V*  les variables auziliaires
usuelles, toute forme normale du systeme (111.34) est donnée par un changement de
variables de la forme

W™ = (¢(UF,€7), du (Vi €))7,
ot ¢, et ¢y sont deux difféomorphismes de R™0xR™ et R” ~"6xR™ respectivement
et on a

T (Wieta,W) = (0.7 (Wi el a,W;) ).
111.4.3 Existence locale

Dans cette section, on étudie I'existence locale de solutions autour des états d’équi-
libre et la dépendance continue des solutions en un parametre. On considere un
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systeme de lois de conservation satisfaisant les propriétés (Edp;-Edps;) ainsi que la
propriété (Edp,) suivante.

(Edp,) Le systeme (111.33) admet un point d’équilibre U* indépendant de €*.

On désignera par V*¢ et W*¢ le point d’équilibre dans la variable V* et W* respective-
ment. On suppose pour simplifier que le domaine O+ contient un sous-ensemble
de la forme Ow-xKe, ott Ow« est un ouvert de R” indépendant de €*, tel que
W*¢ € Ows-, et ol K. est un compact de R™ . Dans la suite, on étudie la dépen-
dance des solutions locales en le parametre €*. On note | - | , la norme dans un espace
fonctionnel A, sauf lorsque A est I'espace de Sobolev Wy (R?), ot on la note | - |,

Théoreme 111.10

Soientd > 1 etl > [d/2]+2 des entiers, ou |-] désigne la partie entiére, et soit b > 0.
Soit Oy un owvert tel que Oy C Ows, et soit dy tel que 0 < di < d(Opy, dOw-). On
définit O1 = {W* € Ow-; d(W*,Op) < d,}. Il existe alors T > 0 suffisamment petit,
qui ne dépend que de Oy, b et K-, tel que pour tout W*° € Oy avec [W*O — W*e|, < b
et pour tout € € Ke«, il existe une unique solution locale W* au systeme

AW + Y AW = Y 9i(BLoW) +T +Q, (I11.38)
ieC* 1,jeC*

sous la condition initiale
W*(0,x) = W*O(ar:),
telle que
W+ (t, CB) € Oy,

et
W — W e €7 ([0, 7], W5 (RY) n €" ([0, 7], W5~ (R)) ,
VVIT - W;kle S 60 ([077_-]? %l(Rd)) N el ([077_-]? I/V2l_2(Rd>) N L2 ((O77——)> I/V2Z+I(Rd>) :

De plus, il existe une constante C' > 0, qui ne dépend que de ["ouvert Oy, de b et de
Ke, tel que

* *e T * *e * *e 2
sup [W*(r) — W2 + / IWE () — W2, dr < CIW™ — W[?. (IIL39)

0<r<7

Finalement, si W* est la solution correspondant a ['état initial W*O et au paramétre

*

e* et W* la solution correspondant & 'état initial WO et au paramétre €, on a
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['estimation

sup [W*(r) — W ()l + / Wz () — Wi () dr
o<T<7 0
<O (IWO = WL + 6, (¢,€)) . (IT140)

ou C' > 0 ne dépend que de l'ouvert Oq, de b et de K.« et ou

51—1(6*7 é*) = HK;(7 E*) - K;<7 é*)H Cl-1(0) + Z HK:<7 6*) - Kj(? é*)H Cl-1(0,)

1€C*
+ > B €)= By (€ N1, +||Q( =) e,

i,jEC*

Preuve - 111.10 - B
Les solutions du systeme non linéaire (I11.38) sont les points fixes W* = W* des

équations linéaires [Kaw84]

Ay (WEeW + 37 A (W)W, = £ (W5 8,W, ¢),
1€C”
. . _ (IIL.41)
Ao (W Ws — Y BT (W00, Wy = (W 8,W€"),

1,j€C*

ol les seconds membres f* et f sont définis par

= = YA W)W + O (Wi e,

ieC*
fr=— ) AT(WIeNaWr — ) AT (W)W
ieC” byt

i,jeC*

Ce systeme est formé de deux équations non couplées, la premiere est hyperbolique
symétrique en W et la seconde fortement parabolique symétrique en W;. Les points
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fixes de ce systeme sont étudiés dans l'espace X-(Oy, M, M;) défini par

W* e Oy,

W — Wi e ([0, 7], WH (RY)),

W € ([0, 7], Wy H(RY)),

W — Wie e 9([0, 7], WE (RY)) N LARY) (0, 7), Wy TH(RY),
], W

W* € X;(Ol,M, Ml) — atVVIT c GO([O 7], l 2(Rd)) ﬂL2(Rd)((0,f),I/V2[_1(Rd)),

2
sup W (r) — W2 + /nvv;f — WL ydr < M2
0<7T<7T

/ W ()2 dr < M?
0

On obtient alors [Kaw84] que pour tout W* € X-(Oy, M, M;), il existe une unique
solution W* du syteme (II1.41) telle que W* —W*e € ([0, 7], WH(RY)), Wi —Wee e
€o([0, 7], WH(R?)) n L*((0,7), Wl+1(Rd)) et telle que les estimations suivantes sont
vérifiées pour 2 < k <let 0 <t <

W) =W+ [ G (5) = Wity 7 < O s (Catt + 04 )

(||W*0 W*e”k_|_02t/ If(7 ||kd7-+C'2/ I ( ||k1 7'), (I11.42)

ou C7; = C1(01,K) ne dépend que de O; et de Kox et Cy = Co(Oy, M, K+) ne
dépend que de 01, de M et de K.« et est une fonction croissante de M. En utilisant
I'estimation classique pour une fonction f de classe €' et une fonction ¢ de W}/(R9),

17(¢) = FO)i=1 < Coll flergi<iof, ) (14160 )"" 18],

ou () est une constante universelle, on obtient les majorations suivantes
t
IO + I @I, < CaM?, /0 Iff (D)} dr < Co(1+8)M?. (111.43)
On déduit des équations de bilan I'inégalité suivante
/ [0 ()], dr < C2(VP2 + (M + M%), (I11.44)
0

ot M est définie pour W* comme M pour W* et C3 = C3(01, M,K) ne dépend
que de O, de M et de K.« et est une fonction croissante de M. Pour a € (0,b], on
définit

Ma = 2C1(017 KE*)OK, Mla = 26’3(017 Mb7 KE*)2CI(OI7 KE*)a
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On choisit ensuite 7 < 3/2 et b > 0 suffisamment petits pour que

exp (02(01, Mb, Ke*)(f =+ Mlb\/;)) < 2
C2(Oy, My, Ko )F(1 + 7)ACH Oy, Ko ) < 1,
CoMy /7 < dy,

ol la constante Cj est la norme de l'injection de L>°(R%) dans W)~ (R), c’est-a-dire

que ”¢HL°@ < COH¢H1—1-

Alors, pour tout a € (0,b], W* € X;:(Oy, My, My,) et W* tels que W* — W*e ¢
WHRY), W € Oy et [W* —W*|, < a et pour tout € € K, la solution W* des
équations linéaires (I11.41) est dans le méme espace X-(Oy, M,,, Mi,). Plus précisé-
ment, les relations (I111.42) et (II1.43) fournissent l’estimation

M? < 2CFa? (1 +4C7C57(1 + 27)) < 4CTa* = M2,
on déduit de (II1.44) que
M? < 4CEC% (1 +27) < ML,

et finalement que B
IW* =W, . < CoMiaV7 < dy.

Pour déterminer les points fixes, on montre que, pour 7 suffisament petit, I’applica-
tion W* — W* est une contraction de l'espace X-(Oy, M, M;,) pour tout a € (0, 0]

et pour la norme
sup W ()]}, / [Wi ()]} dr.
o<T<7

Et on établit simultanément I'inégalité (I111.40). On considere W* et W* dans ’espace
X;(O1, My, M), des conditions initiales W*? et W*® dans 'espace Oy telles que

W*O . W*e c VVQI(Rd), HW*O . W*e”l <a,
W — W* e W(RY), W —W*|, < a,

et € et € des parametres de K.«. On définit OW* = W* — W* et SW* = W* — W*.
En formant la différence des équations linéaires, on obtient le systeme

Ay (Wi e)0 oW, + > AT (W1 €)0,0W, = S + 0.-F7,
1€C*
—kILIT

Ao (W30 0Ws — > B (W e)0i:0;0Wy = dw-f + 0 fy,

1,j€C*

(IT1.45)
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avec
Sw-fr = £ (W AW, ) — Art (W e) A (W) £(W* 8 vT/;, €*)
i Z ( *11 W* " —A*II(W* *) A*II(W* *) A*II(W* *)> 01\7\\/:,
1eC*
b = A (Wie) (A (W) — AT (W) ) (W 9, W, )
+ A (W e)AS (Wi er) <f*(W*8 Wi, ) — (W2 8,W;, &)
FYR W) (A W) AW ) AW )0
1€C*
+ 30 AW e AY (W) (A*“(W* ) — A (W A*)) AW,

1€C*

Sw-FE = £ (W AW, ) — A (W ) A (W ) £ (W W, )
I, II(VV>7k €*> 1B*II II(W* *)> 8Z\TV§

_ Z (B:]I-LH e E* A;II II(W* *) AO

1,j€C*
et
56*1:;; o A*II H(W* *) (A*II H(W* *) A*H H(Wf €*)—1> f;;(VA\/f 833\7\/*, E*)
A*II II(W* *)A*II H(Wt é*)_ (f*(W* ) VT/*, 6*) _ f*(V/\\/:k BwV/\\/*’ g*))

_ Z A*II I W* * (A;H II(W* *) _ A;II H(W* A*> 1) B*II II(W* *)a W;kl
1€C*
_ Z K;ILII(Wf 6*)K3H7H(V/\\/f @*)_ (B*II II(W* *) _ B*II II(W* A*)) &VA\/;
ieC*
Ces expressions impliquent en particulier les relations
Jow-F12-s < Ca (JOWEI, + [OWEGTT)
w7y < Ca (JOWS 7y + 1OWG L)
[0eF 1y + 10 Fi 1o < Cooi (¢, €),

et on en déduit alors 'estimation

sup_ [OW* (7)., + / |0W; (1) dr < Co (W0 =W,y + 02, (¢, &)
0<r<7T
+ Cr7(1+7) <Os<u12_||5W* )7, /||5 |7 dT) (I11.46)
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ol les constantes Cy, C5, Cg et C; dépendent de Oq, de b et de K-

A présent, si T est suffisamment petit pour que C77(1 + 7) < 1/2, en posant W*0 =

W et ¢ = ¢, on obtient que l'application W* — W* est une contraction dans
I’espace X;((’)l, Ma, M), pour a € (0, b], pour la norme

sup WO+ [ Wil

o<T<T

On introduit alors la suite (W*("))n>0 définie ainsi par itération
WO (1, 2) = W), WD W),

c’est-a-dire que W) egt la solution des équations linéaires en prenant W* =
W+ La suite (W*("))n>0 converge alors vers une solution locale des équations non
linéaires qui satisfait de plus les estimations (I11.39) au rang [ — 1. L’inégalité (111.40
est alors obtenue par passage a la limite dans (II1.46). Finalement les estimations
(II1.39) au rang [ sont obtenues car pour tout o € (0, b], 'espace X-(Oy, My, Mi4)

est invariant, ce qui complete la preuve. n

Existence globale et stabilité asymptotique pour un
systeme abstrait

Dans cette section, on étudie la stabilité asymptotique des états d’équilibre pour
un systeme abstrait de lois de conservation sous forme normale et la continuité de
la dépendance des solutions en un parametre. On considere un systeme de lois de
conservation satisfaisant les propriétés (Edp;-Edp,) et on suppose pour simplifier
que le domaine Oy« contient un sous-espace de la forme Ow-xKc., ot Ow- est
un ouvert de R" indépendant de €* et K.- un compact de R™ indépendant de W*,
ou bien plus généralement qu’il existe une extension réguliere des coefficients du
systeme a un tel domaine.
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111.5.1 Dissipativité locale

En linéarisant le systeme (II1.36) autour d'un état d’équilibre constant W*¢, on
obtient un systeme linéaire en la variable w* = W* — W*¢

A, o(W*em)ow™ + ZA (W*S e")O;w Z B (W*e")0;0,w™ — (W*e € )w*
1€C* 1,j€C*
(I11.47)
ot L est définie par L = —w-Q". Par une transformation de Fourier, le probleme

spectral associé a ce systeme linéaire s’écrit
MAGWS )+ (CR' (WS €, ) — (BT (W€,e) + L' (W'e)) 6 =0, (ITL48)
ot ¢ € iR, i2 = —1, £ € 2! ¢* € K. et les matrices A et B sont définies par

AT(WSE €)= A(WSe)s, BI(WSE €)= > B (W Se)&s

1€C* 1,j€C*

On notera A((, &, €*) 'ensemble des nombres complexes A tels qu’il existe un vecteur

¢ € C™, ¢ # 0, satisfaisant (II1.48).

Les résultats de Shizuta et Kawashima [SK85] peuvent directement étre généralisés
aux situations dépendant d’un parametre.

Théoreme 111.11
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(Spe;) Il existe une matrice de compensation K définie et € sur L4 1xK. Pour
tout & € Zd L et pour tout €* € K-, la matrice K (&, €*) est réelle, le produit
K (&, e)Ay(W*e*) est antisymétrique, K(—€,€*) = —K(€,€*) et la matrice

K(& A (W€ ) + B (W€, e) + L (We)
est définie positive.

(Spe,) Soit ¢ € iR, ¢ #0, £ € %! et ¢ € K. Alors toutes les valeurs propres A
de A((, &, €*) ont une partie réelle négative.

(Spe;) Soit ¥ € R™\{0} tel que_E*(W*fE,e*)\Il_: L (W*e))W = 0 pour £ € X!
et € € Ko Alors on a CAg(W*e* )T + A (W £, )T £ 0 pour tout ¢ € R.
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(Spe,) 1l existe § > 0 tel que pour tout ¢ € iR, € € X1 e € K et pour toute
valeur propre A de A(W* &, €*), on a

¢

R < =0 e

Remarque - [l n’est pas prouvé que la matrice de compensation K(&,€*) est de la
forme Y K7(€*)¢;. Cependant, pour les applications pratiques, il est généralement
jeC*

possz’blye d’obtenir des matrices de compensation de cette forme.

Ce théoreme est démontré en prouvant les implications suivantes (Spec;) implique
(Spec,), (Spec,) implique (Spec,), (Spec,) implique (Spec;) et enfin (Spec;) implique
(Spec, ), apres avoir remarqué que 'on peut se ramener au cas o la matrice KS vaut
Iidentité. L’implication la plus délicate est la derniere pour laquelle il faut exhiber
une matrice de compensation qui ait les propriétés recherchées. Elle se montre en
étudiant les espaces propres de la matrice A (&, €") qui est symétrique par hypothese
et en utilisant les opérateurs de projection totale sur chaque espace propre. La régu-
larité des matrices de compensation est alors une conséquence de leur représentation
explicite en utilisant les calculs opérationnels matriciels [SK85].

111.5.2 Existence globale et stabilité asymptotique

On étudie a présent 'existence des solutions globales en temps autour des états
d’équilibre. On suppose que le systeme est strictement dissipatif au sens du théoreme
[I1.11et que le terme source est dissipatif au sens ot les propriétés (Dis;-Dis,) sont
vérifiées.

(Disy) Pour tout €* € K=, la matrice KS(W*? €*) est symétrique définie positive, les
matrices A;-k (W*¢e*), i € C*, sont symétriques, on a les relations de symétrie
r* xe +\T _ R xe x\ ;2 * LT I ‘o
Bij(w ‘€ ) = Bji(W c€*), 1,7 € C* et la matrice L (W*$€*) est symétrique
semi-définie positive.

(Disp) Le systéme linéarisé a une structure strictement dissipative au sens du théo-
reme|l11.11.

(Dis3) Le plus petit sous-espace vectoriel contenant le terme source @*(Vf €*), pour
tout (Vie*) € Oszery, est inclus dans limage de L*(V*$€*), avec L* =

(O-WH)TL" Ay W*.
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(Diss) Pour tout €* € Ke, il existe un voisinage de (V*$€*) dans Opxery et une
constante strictement positive § > 0 telle que pour tout (Vie*) dans ce
voisinage, on a

S (VEE) P < —(VF =V, Q" (VEeh)).

Théoréme 111.12

Soient d > 1 et | > [d/2]4+2 des entiers. 1l existe alors b > 0 suffisamment petit tel
que si W* satisfait |W*0 — W*¢|, < b, il existe une unique solution globale W* pour
tout €* € Ko+ au probleme de Cauchy

AW + Y T AOWT = Y 9B oW) +T +Q,
1€C* 1,j€C*

avec la condition initiale

W*(0, ) = W*(x),
telle que
W* —W:e e €° ([0, 00), W3 (RY)) N €* ([0, 00), W31 (RY)) ,
Wi — Wi € €° ([0, 00), W5 (R?)) N €' ([0, 00), W5 *(RY)),
;W € L* ((0,00), W3~ 1(RY)) , ;W € L* ((0,00), W5 (RY)) .

De plus, W* satisfait les estimations
t
* *e * * * xe |2
[W*(t) — Wl +/0 (18aW; ()7, + 18W (7)[}) dr < CIW™ — W[,

uniformément en €*, ou C' est une constante strictement positive, et

lim sup |W*(t,x) — W*(x)| =0,

t=00 peRd
uniformément en €. Finalement, si on explicite la dépendance en €* en notant
W*(t, x, €*) la solution obtenue pour € € Ko, on a pour tout a* € K

lim sup [W*(t, -, €) — W*(¢, -, &) | ei—ctasz1+2) = 0.

e —a* >
E*EKE* t/O

L’idée principale est que toutes les estimations usuelles peuvent étre faites unifor-
mément en €* car on considere que ce parametre varie dans un ensemble compact
K. Grace au théoreme d’existence locale et aux estimations uniformes, les solutions
globales sont obtenues pour tout €* € K. De plus, la continuité en le parametre
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€* est une conséquence de la continuité sur les intervalles de temps finis et de la
stabilité asymptotique uniforme.

On définit N;(t) = N;(0,t) ot
t2
Nilts 12 = sup W(r) = WRE [ (1B (I + 10 ()]?) dr
1S7TKL2 t1

Lemme 111.13
On note @* ’entropie modifiée suivante

T (W) = 0" (Wie) — 0™ (W) — (Do (W ™)) (W* — W),

Alors il existe un voisinage B de W*¢ et des constantes ¢ et ¢ strictement positives
tels que

YW* €8 Ve € Ker, W' — W2 <FH(Wier) <gW* — W2 (I11.49)

Preuve - 111.13 -
Un développement limité de o* en W*¢ fournit la relation

E*(W*, E*) — (W* _ W*e)T a\%V*O_*(W*e’ 6*) (W* _ W*e) + O (”W* _ W*e”3) )

1
2

La propriété (E;) permet de conclure en utilisant la stricte convexité de ’entropie o*
et la compacité de K. On obtient en effet I'existence de deux constantes strictement
positives ¢ et ¢y telles que

A X< XT 00" (W™, ") X < o X,

pour tout X € R”, W* € Ow- et €* € K. .

Lemme 111.14
Soient d > 1, 1 > [d/2] + 1 des entiers et B un voisinage borné de W*. Il existe
alors une constante By(*B), indépendante de €* telle que

Ve* € Kes, Ni(1) € Bo(B) = W* € B, (t,z) € [0, 7]xR™
Preuve - 111.14 -

Soit B un voisinage borné de W*¢. Comme [ > [d/2] 4+ 1, I'injection de ’espace
W (RY) dans L>®(RY) entraine l'existence d’une constante C'(98) telle que

[W* — W, < C(%B) = W* € %.
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On en déduit immédiatement que si N;(7) < C(B), W* € B, pour (t,x) € [0, 7]xR%

Proposition 111.15
Soient d > 1,1 > [d/2] + 2 des entiers. On suppose que la condition initiale W*° est
telle que W*0 — W+ € W(R?), et que W* est une solution sur [0, 7] telle que

W — Wi e € ([0, 7], W5 (%) et ([0 7], w5 (B))
Wi — Wi € €7 ([0, 7], WH(RY) 1 € ([0, 7], W3 (RY) 1 L2 ((0,7), Wi+ ()

et telle que Ni(1T) < [o(B). Il existe alors des constantes b’ < [o(B) et C' > 1
indépendantes de €* € K.« telles que

Ni(r) <V = Ni(7) < C/JW*0 — W] .

Preuve - 111.15 -
On montre que si b est assez petit, on a

Ni(r) <b = Ni(r)2 < C (WO = W[} + N(7)*)

V=inf (b ), =/

La preuve de cette proposition repose sur trois estimations. Elle généralise celle
proposée par Kawashima [Kaw84] qui ne tient pas compte du terme source chimique
et qui ne dépend pas d’un parametre. De plus, la forme des matrices de compensation
que 'on considere ici est plus générale.

et on prend alors

La premiere estimation correspond a une majoration des normes |.|, [GM98] : pour
tout ¢ € [0, 7]

t
* *e * oF 2 * xe |2
W (£) — W + / (195 ()7 + I ()I5) s < Cu (W0 = W5 + Ni(r)?)

(II1.50)
ou (' est une constante indépendante de € € K.«. On estime ensuite le gradient de
la variable hyperbolique : pour tout t € [0, 7]

t t
* * * oF 2
[ 10w s — . [ (1P (o) + [0 ) + 9 01 s

— oW (s) = WL < Gy (W0 = W} + Ny(r)*) - (ITL51)
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ou (5 est une constante indépendante de €* € K.« et P est 'opérateur de projection
orthogonale sur I'image de la matrice L (W*¢). Enfin la troisiéme estimation permet
de majorer les normes supérieures des gradients : pour tout ¢ € [0, 7]

t
0 O+ [ (IPOW G, + 102W ) + 102w ()1 ) s
<G (JoW I, + Ni(r)?) . (11152)

ou (5 est une constante indépendante de €* € K.«.

Pour prouver la premiere estimation (I11.50), on utilise 'entropie modifiée 7* et son
équation de conservation. D’apres les inégalités (111.49) du lemme I11.13] on obtient

t
/ 0" (W*(s, @, €"),€)deds > ¢ |[W*(t) — W*eﬂg —c|w* — W*eHg. (IT1.53)
0 JRre
L’équation de conservation de ’entropie modifiée

0" + Y 0, [q (U7) = qi (U™) = V(R (U7) = Fr(U™))]
ieC”
— Z (V* _ V*6>Tal(§;kjﬁjv*) _'_ (V* _ V*e)T§*7

1,j€C*

permet alors de montrer que

t
/ 0" (W*(s,x,€"),e")deds = / / (O;V") ijﬁjv* da ds
0 JRrd Rd

1,j€C*

/ / — VIO deds. (I11.54)
Rd

En utilisant alors I'inégalité

// > (BiV)By 0V deds > // > (@:W) B (W)W da ds — CNj(7)?,

,JjeC™ ,JjeC™

olt C} est une constante qui ne dépend pas de ¢* € K., la propriété (Nor,) et en
effectuant une transformée de Fourier en espace, on obtient que

// (O,V*)"BL,V* dax ds > 01/ |8W;i (s) |2 ds — CINy(7)?,  (TTL.55)
R4

1,j€C*
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ott la constante C? ne dépend pas de €* € K. En combinant les inégalités (IT1.53),
I11.55) et 1'égalité (IIL55), et en utilisant la propriété (Diss) concernant le terme
source 2%, on a immédiatement la premiere estimation (IIL.50).

On montre ensuite la deuxieme estimation concernant le gradient de la variable
hyperbolique 9, W;*. En utilisant 1’équation (I11.36), on écrit

Ag(W )W + Y AL (W)W" — 3~ By (W™)9,0,W”
ieC* 1,jEC*

*

— Ao (W) (Ag(W*) '@ = b, (IIL56)
ol le second membre h* est défini par
= AW [ (Ao (W) A (W) — (By(W) A
eC*
e *e Ak *e —1lgx *e Ak K\~ le* * *
= 7 AW [ (AW B W) — (B (W) By (W) oW
i,j€C*
AL (W) (A (WH)) [ 3 3B (W)W, vv*+7}

1,j€C*

1— *

LW awe

On effectue ensuite la transformée de Fourier en espace de 1’équation (II1.56), puis
on multiplie par i|&|K(&/|€|), on prend le produit scalaire avec le conjugué de la
transformée de Fourier du vecteur W*, on integre sur l’espace R? et sur le temps
(0,%) et enfin on prend la partie réelle du résultat. On remarque que Kawashima
n’a pas besoin d’utiliser la transformée de Fourier car il suppose que la matrice
de compensation K possede une forme particuliere. En utilisant alors la propriété
(Spe;) concernant la matrice de compensation K, 'hypothese (Dis;) sur la positivité
de la matrice L (W*¢) et les hypotheses (Nor;- Norg) sur la matrice B;;, on obtient la
deuxieme estimation (I11.51)).

On s’intéresse ensuite a la troisieme estimation concernant les normes supérieures
des gradients. Il est suffisant de la démontrer pour des fonctions régulieres car on
peut approcher une fonction par une suite de fonctions régulieres et passer a la limite
dans I'inégalité. L’utilisation de fonctions régulieres permet de dériver I’équation sans
avoir a multiplier par des fonctions tests. Le vecteur des variables hyperboliques et
celui des variables paraboliques sont traités différemment. On écrit le systeme sous
la forme

157

W (ASII [ Z A*I 1a W* I Z A*I Bii W*e)a V\/;Ik I L*II(W*S)(V\/I* —er)
1eC* 1€C*

+ T W Wy - W] = & s
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8tV\/H + (ASH I [ Z A*III W*e)a W* + Z A*II I W*e)a VVIT Z E:;I,Ilaiajv\/;
1€C* 1€C* 1,j€C*

T*ILI *e *e *e * *e A LI *
W = wie) + T W g - wi)| = A TR (L)

I IT
(

+L

olt les vecteurs f* et fi vérifient
=0 (W =W+ [aW;*),  fi=0 (W = W]+ [9;W* ).

On dérive ensuite k’ fois par rapport a la variable d’espace @ les équations (IT1.57) et
(II1.58) pour 1 < k < [ et on multiplie la premiére équation par KSM et la seconde par
A*II " (W*¢. On notera DF la k® dérivation générique, c’est a dire k dérivations succes-
sives selon une variable d’espace Da’f Oy - .0y, OU 21, ..., x) sont des directions
d’espace quelconques. En utilisant la notation

[DF ulv = D (uv) — uDFv,
on obtient les relations

Ay DEOW; + Y A DEOW + Y A DR W, + T (W) DEW
1€C* 1eC*

+ L (W) DEWE = 2k (111.59)

avec
*L,1 L 1,1 *1,1 koL Tl *11 %
AD((A)f)A (DE, (A A 9,W
1€C*
. A>|<II [Dk (A*II) ]A*I H(W*e)a VVIT
1eC*
— A 1Dk, (A (T W) (W = W)+ W) (W — W) )
et
A*II H(W*S)Dkat _'_ Z A*III W*6>Dk8 W* + Z A*II ,II W*6>Dka VVIT
1€C* 1€C*
— > B (W) DEO0WG + T (W) DEW + T (W) DEW; = DEp,

1,j€C*

(I11.60)
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ou
hz *II II(W*E)(ASH II) f*
_ AZII I (W*e) |:(AZII 11) (ASH H(W*e))—l] Z |:A*II I(W*e)a W* 1 A*II H(W*e)aivvﬁk

1€C*
A;II Bi (W*e) Z [(ASH II) 1B;I<II Bi (ASH H(W*e)) 1B*II H(W*e)] &ajv\/ﬁk
1,j€C*
B A;II II(W*e) [(KSII,II) (ASH H(W*e))_l] E*II,I(W*e)(VVI* o W;ke)
_ A;II II(W*e) [(KSII,II) (ASH H(W*e))_l] E*II,II(W*e)(VVI}k o W;kle)'

Puis on prend le produit scalaire de 1'’équation (II1.59) avec le vecteur DFW*| le
produit scalaire de I'équation (IIL.60) avec le vecteur D*W, on somme les deux
résultats, on integre sur Uespace R? et sur le temps (0,¢) et on somme sur U'indice k
variant de 1 & [. En utilisant les propriétés (S1) et (Nor;) concernant le matrice Ay,
la propriété (S,) sur la symetrle des matrices A;, i € C*, la propriété (Nor,) sur la
positivité de la matrice B et la propriété (DISl) sur la positivité de la matrice E*,
on obtient 'inégalité

¢
B* ds} ,
(IIL.61)

t
o (1, + [ (10201, + PO, ) ds < C3 1w )12, +

0

ol &* est la fonction du temps définie par

l
1,1 — 11 . i} .
ZZ/Rd A"+ > |0A; \]|D£vvl 2 1 3| DEW| dee
k=1

ieC*
1
+ [ 1B+ 3 10k 03| DLW da
k=2

On utilise alors les estimations classiques suivantes

Juvl, < Clullvl, k< min{s,l,s+1—[d/2] + 1},
[DuF ()21 < CIFles 1 igop ey (X + Wl 1 D00y
l

YDz uloly < ClDgul _ylol_y,  1<U<s, s> [d/2] +2
k=0

pour obtenir la majoration

t
/ ®&*ds < CIN(1)?, (I11.62)
0
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olt C2 est une constante qui ne dépend pas de €* € K.-. En combinant les inégalités

(II1.61) et (IT1.62), on obtient directement la troisieme estimation (II1.52). ]
Preuve - [111.12 -

D’apres le lemme I11.14} il existe une constante 3y(8) indépendante de €* € K. telle
que
Ve' € Ker, Ni(7) € Bo(B) = W* € B, (t,z) € [0, 7]xR™

On applique alors le théoréme d’existence locale avec by = Bo(B), Oy = B et
dy tel que 0 < d; < d(@o, 0Ow-~). 11 existe alors une unique solution locale définie
sur l'intervalle [0, 7] pour tout €* € K, dés que [W** — W*¢|, < by. De plus, d’apres
le théoreme [I11.10, on a les estimations

Ni(1) < C|W* —W*|, VT € [0,7],

ou C' > 1 ne dépend que de Oy, by = [Fo(B) et de K.-. D’apres la proposition I11.15,
il existe des constantes b’ < y(B) et €’ > 1 indépendantes de €* € K. telles que,
pour tout 7 € [0, 7],

Ni(T) < b = Ni(r) < W — W (I11.63)

/ /
pomf (L)
C /1 + 02

et on suppose que |W*® — W*¢| < b. Pour tout " € K, on a une premiere solution
définie sur [0, 7] telle que

On définit alors

Ni(7) < CIW™ =W, < Cb < V' < by = Fo(B).

De plus, comme N;(7) < ¥/, on a également N;(7) < C'|W** —W*¢|, < C'b.

On peut a présent appliquer une deuxieme fois le théoreme d’existence locale a
partir de W*(7) puisque |[W*(7) — W*¢|, < Ni(T) < by et on obtient une solution
définie sur l'intervalle [T, 27| qui vérifie 'estimation N;(7,27) < C|W*(7) — W*¢|,.
Par conséquent, la relation suivante est satisfaite

Ni(27)2 < Ni(F)? + Ni(7,27) < (1 + C*)Ny(7)? < (1 + CHC™0* < b* < B,

De plus, la relation (II1.63) permet d’avoir I'estimation supplémentaire N;(27) <
C’b. On peut alors recommencer a partir de W*(27) et une récurrence immédiate
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montre que la solution est définie pour tout temps et que pour tout ¢ > 0, on a
Ni(t) < C'|W*0 — W*¢| uniformément en €* € K.

On explicite a présent la dépendance en le parametre €* € K.« en notant W*(t, x, €*)
la solution obtenue pour €* € K.+ et on introduit

B(t, ") = [BW(t, -, )] -

En utilisant I’équation (I11.38]) vérifiée par la solution W*, on obtient apres quelques
calculs que pour tout €* € K,

/ |D(t, e*)|dt+/ 10,D(t, )| dt < CJW** — W |7, (I11.64)
0 0

olt C' est indépendant de ¢* € K... On en déduit que |8, W*(t, -, €*)[7_, tend vers
0 lorsque t tend vers l'infini, uniformément en ¢* € K.. En utilisant 'inégalité
d’interpolation

[ £l < C 185 flg 1710
pour o = d /(20 — 1) > 0, on obtient que

lim sup (W*(t,x) — W*(x)| =0,

t—00 peRd
uniformément en €*.

On étudie enfin la dépendance de la solution en €* € K.«. On se donne €* et o* dans
Ko« et un réel a > 0. Grace a 'estimation (I11.64), il existe un temps 7, > 0 tel que
pour tout € € K« et pour tout t > 7,, |O:W*(t, -, €*)|,_, < a/2, ce qui implique

Vt > 1, Veiat € K, |O:W (2, -, €") — OW* (¢, -, "), , < a.

On divise alors le temps en intervalle de longueur 7. Il existe un entier noté I, tel
que (I, — 1)7 < 7, < I,7. En appliquant les estimations (II1.40) sur chacun des
intervalles [i7, (i + 1)7] pour ¢ = 0,..., I, — 1, on obtient par récurrence que

sup  [W*(7,-,€") = W (7, a")|;, < (1+C) 67 (€7 a").

07

On en déduit que W*(t, -, €*) converge uniformément sur ¢ € [0, I,7| vers W*(¢, -, a*)
pour la norme de W, ' (R?) lorsque €* tend vers o* dans K.-. On a ainsi établi que

lim sup Hamw*(t? ) 6*) - 8:13W*(t7 K Oé*)Hl—2 =0,
o b
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et en utilisant 1'inégalité d’interpolation

[ Fle-carmen < Co 185 fly 1f 13"

pour a = d/(2l — 1) > 0, on conclut que

lim_sup IW*(t, -, €") = W*(t, -, a")| et-ttarz+2 = 0,

5 —a” t>0

ce qui termine la preuve du théoreme d’existence globale. "

111.5.3 Estimations de décroissance

La compacité de K. permet d’obtenir des estimations de décroissance uniforme en
€*. Ces estimations peuvent étre utilisées pour prouver la continuité par rapport au
paramétre e* dans 'espace W1 (RY) au lieu de @'~ (4/3+2),

Théoréme 111.16
Soient d > 2, 1 > [d/2] + 3 des entiers et W** une condition initiale telle que

W*O — W* ¢ %l(Rd) N Lp(Rd),

avec p € [1,2). Alors, si |[W*0 —W*|, et [W** —W*¢|,, sont assez petites, ['unique
solution globale du probléme de Cauchy satisfait [’estimation de décroissance

W () = W,y < CA+ 177 (WO =Wy + WP =W ,) . 0<t,

uniformément en € € K., ou C est une constante strictement positive et v =
d(1/2p — 1/4). Finalement, pour tout a* € Ko, on a

lim_sup [W*(¢, -, €") — W*(t, -, a")|,_, = 0.

6 —’Cl{
Sge 0

Preuve - 111.16 -
La preuve des estimations de décroissance est similaire au cas sans parametre [GM9S8,
Kaw84] grace a la compacité de K.+. On introduit la nouvelle variable

z(U*) = (Qu-W*(U™)) (U* — U*™),
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et en utilisant I'équation (II11.36), on obtient I’équation vérifiée par cette nouvelle
variable

Ag(W*)Diz+ Y A[(W*)diz— > By (W*)9,0;z + L (W*)z = gi + g5, (ITL65)
ieC* i,jeCc
ou le premier terme gj s’écrit sous forme conservative
=) ot + ),
1€C*

avec
= (O V" (W) T (FF (W) — FF (W) + A; (W) 2,
€= ((w Ve (W) TB (U UT (W) — B (W) 02
ject
Le second terme g5 a pour expression

= (O V(W) TQ* + L (W™ )z,

et on déduit de hypothése (Diss) qu'il est inclus dans 'image R(L (W*¢)), ce qui
implique que (I—P)gs =0, ou P est le projecteur orthogonal sur I'image de la ma-
trice L (W*¢). On introduit alors le symbole associé a la partie linéaire de 1’équation

(IIL.65)

S(&) = Aw) " [L ST A WG + ST BL WG + LW | Agwe) T,

1€C* 1,j€C*

et pour ¢ € L*(R?) on définit

exp(~8)0(z) = g | explia ) exp(—S(€)d(€) dé.

ou quS est la transformée de Fourier de ¢. On peut alors exprimer la solution de
I'équation (II1.65) par la relation [Kaw84]

z(t) = exp(—t6)z(0) + /0 exp (— (t—5)6) (gi(s) + g3(s)) ds, (IT1.66)
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et on estime |z(t)|,_, en deux étapes. Dans un premier temps, comme le terme
non linéaire g vérifie (I — P)gs = 0, on déduit de la proposition 3.12 de [Kaw84]
I'estimation

t

exp(—t&)z(0) +/0 exp (— (t—5)6)g5(s) ds

< BA+6)77 (120, + 12(0)] 1)

l2 (IIL.67)
ou~y=d(1/2p—1/4) et § est une constante strictement positive qui ne dépend pas
de €* € K.+. Par ailleurs, en utilisant I’estimation 3.A.14 de [Kaw84] ou le théoreme
1.2 de [SK85], on obtient également 'inégalité

/0 exp (— (t—s)8)gi(s) ds

< / exp(—6(t—))|g7(5)],_ ds
) 0

+ 3 /0 (1+1=) 2 S+ ) ()]0 ] s, (IL68)

1€C”

ou J et 3 sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas de €* € K,«.
Comme la donnée initiale W*° est supposée étre suffisamment proche de W*¢ dans
Wy (RT) N LP(R?), ces estimations montrent que | z|, reste petit pour tout temps. En
particulier, on peut écrire que & = O (|z|?) et € = O (|8x2z|) O (|2]), ce qui implique
que, pour | > [d/2] 4 3 et pour |z|, suffisamment petit, on a les deux estimations

> (el + 1€l < Bl (111.69)
1eC*
> (10:i],_y + 10:€],_5) < Blazl,_ylzl,- (IT1.70)

1€C*

En combinant ’égalité (II1.66) avec les estimations (II1.67), (II1.68), (III1.69) et
(II1.70), on obtient finalement

2D,y < B+ (J2(0),_, + 120)],) + 8 / (L+t—5) 112 g(s) 2 ds
L5 / exp (= 8(t—)) |2()||2(s)],_p ds. (TILT1)

En définissant alors ||z(¢)]],_,., = sup (1+s)7[z(s)],_,, I'inégalité (IIL.71) se récrit

0<s<t

Iz()—2, < B (12(0)]1s + 12(0)] ) + B U@ 2O ll2()ll,—s,., + 82Oz,
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ou

[1(t) = sup (1+s)” /08 exp (= d(s—7))(1+7) 7 dr,

0<s<t

[2(t) = Sup (1—|—3)7/ (1+3_T)—d/4—1/2(1_|_7>_2y dr.
0

0<s<t

Comme [1(t) et [(f) sont uniformément bornés et comme (3 est indépendant de
" € K+, on obtient l'estimation désirée pour [|z(0)[|,_, , suffisamment petit. Cette
estimation combinée a celle obtenue au théoreme II1.12 impliquent que

lim HW*(tv 5 6*) - W*e”l—l = 07

t—o0

uniformément en €* € K.+, et on procéde comme pour la preuve du théoréme T11.12!
|

Remarque - I est possible d’obtenir les mémes estimations de décroissance pour
la dimension un, d = 1 si les estimations [Kaw84] de ’exponentielle de la matrice
(Ag)"V2(CA" = 2B  + 1) (Ay)~"/2 en (W*¢e*) peuvent étre obtenues autour de ¢ = 0
uniformément en € € K.

Symétrisation pour les plasmas ambipolaires

On étudie dans cette section les formes symétriques du systeme d’équations aux
dérivées partielles modélisant les plasmas ambipolaires (I11.31).

111.6.1 Entropie et forme conservative symétrique

On définit I'entropie mathématique o par
ViSk
= _ i I11.72
o= YN (1L7)
keS

ou le facteur 1/R n’est introduit que pour simplifier la présentation des résultats.
La variable entropique correspondante V s’écrit

V = (0yo)" = % <G1 — 3mvv,. .., Gy — impvv, v, —1)T. (IT1.73)
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Théoréeme 111.17

La fonction o est une entropie mathématique pour le systéme (111.31). L’application
(U,e) = (V,€) est un € difféomorphisme de O ¢ dans O ) = OyxOe, ot Oy =
R4y (—00,0) est indépendant de € et ou O, = (0, €) est indépendant de V. De plus,
ce difféeomorphisme admet une extension réguliere en ¢ = 0 et en € = €. Le systéme
écrit en la variable entropique V

AoV + > AN =" 0:(ByoV) + Q, (111.74)
1€C 1,7€C

avec

Ao=wU, A, =AU, B,;=B,;U e Q=0
est sous forme symétrique, c’est-a-dire que les matrices Ko, Ki, 1€ C, et §,-j, 1,7 € C,
vérifient les propriétés (S1-Sq). La matrice Ay est donnée par
[’Ykékl]k’les Sym
KO = [VImlUu]x;Eg pRT ;4 + X2v0v ,
€
hlEltOt]leS (pRT + Z3me)'vT Te

ot

Zm2 = Z%mz, Zme = nykmkElthta

kes kes
T, = Zyk(E,ZOt)z + pRT(v-v + ¢,T).
kes

Comme la matrice /X\o est symétrique, on n’a indiqué que la partie triangulaire
inférieure gauche et écrit “Sym” dans la partie supérieure droite. Etant donné

€ = (&)Te un vecteur quelconque de R?, les matrices A;, i € C, sont données
par
[VkOkv-El}, jes Sym
- ‘ pRT (v-&ly 4 + ve€ + Eov)
Y GA = [y, v-€ + %RT@];;gg RSP ,
ieC RT + X,,,)v-EV"
[’ylHltOt'v‘ﬁ]leS (p _I_RT]_[tZt)ET£ Th'v‘ﬁ

avec
Emh = Z’VkmkHJEOta Th = Z,yk(leot)Z + pRT(’U"U + CpT).
keS keS
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De plus, les matrices de diffusion B;; se décomposent sous la forme

Bi; = 6;RTB” + xkRBY, + nRTBY,,

avec i }
[Dkl’Yk’Yl} Sym
X k€S
BP = = Odts 0d,q ,
p -
{Z YD (px,, + %Hk)] 010 Yo
| LkeS les _
o

Yp = \T + Y Du(pxy, + wHi)(px, + nH),
k,l€S
et, en notant &€ = (§;)7ec et ¢ = (G)iee des vecteurs quelconques de RY, les matrices
B“ et B,

1> 4,7 € G, sont données par

Ons,ns Ons,d Ons,l
D GGBE = |00 €eC e |
1,j€C

Ol,nS ,U'€CT ’U'E’U'C

et

Ons,ns Ons,d Ons,l
D GGBL = | Ouw  EClua+Cog — 36oC ECu+vEC — JuecE
Hee O ECVT+0-CET — 206CT v+ 1wl

Preuve - 111.17 - B
Les matrices Ag, A;, @ € C, Byj, 7,7 € C, sont facilement évaluées en utilisant la

variable naturelle Z. On voit alors immédiatement que les matrices AO, AZ-, 1€ C,
sont symetrlques et que les matrices BZ], 1,7 € C, vérifient (B )T = Bji. De plus, la
matrice Ay est définie positive car pour tout vecteur X € R”+4+1 écrit sous la forme
X=x,z"2)", ouxe R x € RYet x €R, on a

XTAX = pRe, T?2? + pRT(z + zv)-(x + 2v) + Z Ve (i + mpv-x + xEtOt) .
kes
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De méme, la matrice B est définie positive d’apres la relation

R_lTXTgx = ;l; Z Dy (%Xk + (px + Vka)fU) (’Yle + (px; + %Hl)x) + ATz
kleS

+n(x + 2v)(x + 2v) + (K + %)(f(w + x'v))2.

On déduit alors du théoreme d’équivalence [I11.8 que la fonction ¢ est une entropie
mathématique. "

111.6.2 Variable normale

On étudie a présent les formes normales du systeme (II1.31). On commence par
établir la propriété d’'invariance des noyaux.

Lemme 111.18

Le noyau de la matrice

g(V, €,&) = Z gz‘j(V, €)&:&;

1,j€C

ne dépend ni de V € Oy ni de &€ € ;d_l, ou X1 est la sphére unité en dimension
d. Pour tout € € [0, €], ce noyau N(B) est engendré par les vecteurs

(m",01,4,0)7,  (5,014,0)%,

et on a gu(V)N(g) =0, i,7 € C, pour tout V € Oy, € € [0, €.

Preuve - 111.18 -
L’expression de X'BX dans la preuve du théoreme[II1.17 montre immédiatement que

~

XTBX = 0 si, et seulement si, € = 0, z = 0 et x € N(D). En utilisant le lemme II1.1,

on obtient que N(B) est engendré par les vecteurs (m?, 013,0)" et (»7,013,0)". Un
calcul direct permet alors de montrer B;;(V)N(B) =0, 4, j € C, pour tout V € Oy,
€€ |0,€. n
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En utilisant la base explicite du noyau N(B), on définit la matrice P par

mq 1 0 . 0 T
mo ) 0 . ... 0
ms 3 1 0 ... 0
: Ops.d
p= 0 e (ITL.75)
0
My s 0 ... 0 1
i 01, Lit1,a+1 |

D’apres le lemme et les hypotheses (Thy-Ths), en supposant par exemple que
la premiere espece est neutre et que la seconde est chargée positivement, on obtient
aisément que la matrice P est toujours inversible, que ses deux premieres colonnes
engendrent le noyau N(B) et enfin que la matrice P est une fonction réguliere du
parametre € € [0, €.

On peut alors introduire la variable auxiliaire U" = PTU et la variable entropique
correspondante V' = P~V qui s’écrivent

U = <p7 ;73,5 Ines vaa &+ %P'U"U)Ta
et

m2G1 —mng
1
— 53U, , Gz — azG — (3G, . . .,

MMy — 112 MMy — 112

V=
RT

1 (%QGl — %1G2

Gns - OénSGl - ﬁnsG% UT7 _1)T7

ol on a défini les coefficients oy et (G, pour 3 < k < n’, par

XMy — XM Ay — 1My,
o = ——— = ———————————————.
XMy — %17"12’ Moy — 1My

D’apres le théoreme 111.9, la propriété d’invariance des noyaux étant vérifiée d’apres
le lemme [I1.18, les variables normales sont de la forme W = (¢,(U}, €), ¢ (V1 €))7,
olt ¢; et ¢, sont deux difféomorphismes de R*xR et R™ T4=1xR, U/ est le vecteur
des deux premieres composantes de U’ et V], est le vecteur des n® + d — 1 dernieres
composantes de V'. On choisit alors la variable normale W suivante

W = (p, ¢, 10g(y3 /72345, .. Tog (e /A0 AS™ ), T, T)T. (IT1.76)

224



Symétrisation pour les plasmas ambipolaires Section 111.6

Théoreme 111.19
Lapplication (V,€) — (W, €) est un C>* diffécomorphisme de l'ouvert O ¢ sur l'ou-
vert O(W@) = Op,q ans+d_2><(O, OO)XR, ol

. M
O, =13 (ur,u9) € R? 1wy > 0, min —u; < ug < max —uy p .
k€S My keS My,

Ce difféeomorphisme admet une extension régulicre en e = 0 et en € = €. Le systeme
écrit en terme de la variable W

AW + ZR@W = Z 8;(Bio;W) + T +Q, (II1.77)
i€C i,j€C
ot o ~ _
Ro = (wV)T Ay (wV), A= (OwV)TA; (BwV),
Bi; = (GwV)TBy; (dwV), Q= (W),
T = = % %(0wV) By (V) W,
1,7€

est sous forme normale. La matrice Ay est donnée par

—I,I

0= —I1,1I ’
Optda—12 Ay
avec
—1L,II
A Sym
KI,I . 1 2%2 Sym KII,II ~ 19 o 1
0o - 2 ’ 0o dns—2 RTid,d )
2,200 — Zm% D SRS S RT

Oz 014 RT2
Y2 = 2 N, = Y. = 2
m2 — ’ykmka max ’ykmk%k‘a w2 = fyk‘%k;)
keS kes kes

et A" est la matrice carrée de taille n* — 2 dont les coefficients sont

T s Mmemy,e — (Mg + myse) X + 20052
k- — VEOkL — VEI S S — Y2 )

3< kI <

En notant & = (&)iec un vecteur quelconque de R?, les matrices A;, i € C, sont
données par

Ops s Sym
Z &KZ = KO’U{ + Ka Od,d )

1€C
p T
Ol,nS RT2 E 0
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Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

ot on définit les colonnes de la matrice A par

a PX2 — Qe —a QXmz — PYmse

le — 2 Ev A2o = 2
2,202 — Em% 2,22 — Em%

—a pyX,e — (prg + muq) S + @52
= — <l L.
A = (1 S Z%W g 3<I<n

A

£,

Les matrices Ej, 1,7 € C, ont la structure E-j = 5ij§D + gfj + EZ De plus, st on
note € = (&)1 et € = (()ee deuz vecteurs quelconques de RY, les matrices gfj et
B"

ii» 1 J € C, sont données par

Ons,ns Ons,d Ons,l
. 1
> &(¢(B, +By) = BT | Oaw n&-Claa+nCe€+ (5 — n)€eC Oua | -
i,jeC
O1,ps 01,4 011

—D
et la matrice B~ est donnée par

02,2 Sym
1 Ops 2 [RTZEWM]
g0 _ 1 3<k,I<ns
pT | Ogo Od,ms—2 Od,a 7
01,2 |i2 ﬁkl’Yl(’YkRT + ka)} Ol,d TD
i kes 3<I<ms i

1 o~
To = 5 ()\pT + Y Du(wRT + x4p) (WRT + xm)) :

k,leS

et finalement

_ 1
Q = <0,0,W3, e ,wns,Ol,d, _W %Ekwky.

Preuve - 111.19 -
C’est une conséquence du théoreme [I11.9 que 1’on établi par de longs calculs. u
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1.7

Existence globale et stabilité asymptotique Section I11.7

Existence globale et stabilité asymptotique pour les
plasmas ambipolaires

On étudie a présent la stabilité asymptotique des états d’équilibre du systeme sous
forme normale (I11.77) modélisant les plasmas ambipolaires ainsi que la limite lorsque
la masse de 1’électron tend vers zéro.

111.7.1 Résultats principaux

On considere le systeme (II1.77) écrit en la variable normale W = (W,", W,;")T, avec
le vecteur des variables hyperboliques

W = (p,q)", (IL.78)

et celui des variables paraboliques

W, = (log(7s/9295°); .- og (e /5 247), ", T ). (I1L.79)

Le résultat suivant est une conséquence directe de la structure axiomatique de la
thermochimie [Gio99, GMOS].

Proposition 111.20

Soient une température T > 0, une vitesse v¢ € R, un vecteur de densité molaire
v/ > 0. On suppose que les propriétés (Thi-Ths) sont satisfaites. Il existe alors un
unique état d’équilibre constant tel que

QU =0, (I11.80)

de la forme U® = (75, ..., 7%, p°v°T, p°e(T°) + $p°v°0v°)T et tel que ¢ € (v/ +R)N
(0,00)™.

On note que cet état d’équilibre ne dépend pas de la masse réduite de 1’électron €. De
plus, lorsque v/ est tel que ¢/ = (77, ») = 0, on obtient ¢¢ = (v¢, ») = 0 car s € R+
et v¢ € (7/ +R). L’état d’équilibre correspondant aux différentes variables est alors
noté a l'aide de I'’exposant ¢. Par exemple, les états d’équilibre en les variables V et
W seront respectivement notés V¢ et We.

Preuve - 111.20 -
Le terme source Q sécrit Q = (w1, ..., wss, 01,4,0)". Pour démontrer la proposition,
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Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

on caractérise le point d’équilibre comme 1'unique minimum de la fonction de Hel-
moltz réduite

1
F(T,v) = RT > (Gr —RT).
kes

A température T fixée, la fonction F(7¢, ) est une fonction de classe € strictement
convexe pour 7y € (0,00)™ car on peut écrire

. Gu Te
?(TW)IZ% (log%—H F{(Te)).
kesS

De plus, un calcul direct permet de montrer que 0., F(7°,v) = g (7%, T¢). En prolon-
geant la fonction F par continuité & la fermeture de (v +R)N(0,00)™, on en déduit
que la fonction F(7¢, ) admet un unique minimum sur cet ensemble convexe fermé
non vide. De plus ce minimum est atteint a l'intérieur de cet ensemble, en un point
que I’on note ¢ € (v/ +R) N (0,00)™. On en déduit que le vecteur u(v¢,T°¢) € R*.
D’apres les expressions (II1.8) et (II1.7) des productions chimiques wy, k € S, et des
taux d’avancement des réactions 7., r € ‘R, on obtient classiquement que le terme
source Q(U) = 0 si, et seulement si, le vecteur u(y,7) € R*, ce qui termine la
preuve. "

Théoreme 111.21

Soientd > 1 etl > [d/2]+2 des entiers. On onsideére le systéme (IIL.77) sous forme
normale. Il existe alors b > 0 suffisamment petit tel que si WO satisfait [W° — We|, <
b, il existe une unique solution globale W pour tout € € [0, €] au probleme de Cauchy

ieC i,j€C
avec la condition initiale

W(0,z) = W(z),
telle que
W, — WE € € ([0, 00), W5 (RY) 1 € ([0, 00), W3~ (&)

Wi — W € €° ([0, 00), WZ(RY)) N € ([0, 00), W5 2(RY))
W, € L? ((0, 00), Wy 1(RY)), W, € L? ((0,00), W3 (RY)).
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Existence globale et stabilité asymptotique Section I11.7

De plus, W satisfait les estimations

t
[W(t) —wel; +/0 (182p(7)l7-1 + 182a(T) Iy + 180 (T} + 18T (7)[;) dr

t
(07 2 € 2
+ 3 [ octogtura (1] ar < Cwe - wel
s J0

3<k<n
uniformément en €, ot C' est une constante strictement positive, et

lim sup |W(t, ) — We(x)| =0,

1—00 peRd

uniformément en €. Finalement, si on explicite la dépendance en le paramétre € en
notant W(t, z,€) la solution obtenue pour € € [0, €], on a pour tout o € [0, €]

lim sup HW(T,, ) 6) - W(t, ) O[)”elf[d/Z]fQ = 0.

e=a >0

Les solutions physiques pertinentes correspondent aux conditions initiales telles que
la charge initiale ¢° = 0 et aux états d’équilibre tels que la charge a I’équilibre ¢¢ = 0,
car dans cette situation, on retrouve facilement que la charge est constamment nulle
q(t,z) = 0 pour tout ¢ > 0 et pour tout = € R%

Théoreme 111.22
Soient d > 2 et 1 > [d/2] + 3 des entiers et W® une condition initiale telle que

WO — W e W5 (RY) N LP(R?),

avec p € [1,2). Alors, si les normes [W? —We¢|, et [W° — W¢|,, sont assez petites,
l'unique solution globale du probleme de Cauchy satisfait [’estimation de décroissance

IW(E) = Wy < O+ 677 (JW0 = Wy + WO = We] ), 0<t,

uniformément en € € [0,€], ou C est une constante strictement positive et v =
d(1/2p — 1/4). Finalement, pour tout a € [0, €], on a

lim sup [W(¢, -, ¢) = W(t, -, a)|,_, = 0.

E—Q t}o
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Chapitre Il Les plasmas ambipolaires

111.7.2 Preuve

Le systeme d’équations aux dérivées partielles modélisant les plasmas ambipolaires
a été écrit sous une forme normale au théoreme II1.19. Les coefficients apparaissant
dans ce systeme sont des fonctions €*° de la variable normale W € Oy et du pa-
rametre € € [0, €]. De plus, les états d’équilibre ne dépendent pas du parametre e.
Par conséquent, il est suffisant d’établir que les propriétés (Dis;-Diss) sont satisfaites
pour démontrer les théorémes I11.21 et [I11.22.

Le systeme linéarisé autour d’un état d’équilibre constant W€ s’écrit

Ao (W €)O,w + ZR(WE, €)Ow = Z B;; (W€ €)9;0;,w — L(WS €)w,

ieC 1,j€C

oul=—-0wQetw= W — We. La propriété (Dis;) est une conséquence directe de
I'expression suivante de L(W¢ €) en un point d’équilibre

LW e) = > K, Ber, (111.81)
reR

ou

b = (o, 0, Uy ooy Uy 0,0,0,— ykrEk/RTz)T

keS

et ) )

W e e I/-f e e\ v

XKy = gX(T ) [T = RI(T ) [T,

kes kes

expression obtenue directement de celle de 2 ou & partir de celle de L(W¢) donnée par
Giovangigli et Massot [Gio99, GM98]. Les propriétés (Diss) et (Disg) sont également
établies par Giovangigli et Massot [Gio99, GM9S8|. Afin d’examiner si la propriété
(Disp) est satisfaite, le moyen le plus pratique et le plus élégant est d’utiliser la
propriété (Spe;) du théoreme [II1.11.

Proposition 111.23
Pour tout état d’équilibre W€, on a

N(B(W- &, €)) = Re'eRe® C N(L(WSe)),

et si le point d’équilibre W est tel que q¢° = 0, il existe des couples_(\ll, ¢) ou VU est
un vecteur non nul de Re'eRe? et ¢ un réel tels que (Ag(W® €)W +A(WE €, €)T = 0.
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Existence globale et stabilité asymptotique Section I11.7

Preuve - 111.23 -

On utilise 'expression des matrices de diffusion B;; donnée au théoreme T11.19. On
consideére un vecteur de X de R4+ éerit sous la forme X = (x¥, 2T, )T, o1 x € R™,
x € R et 2 € R, et on obtient la relation

LBWE OXX) = na-a + (x + §n)(6-2) + 3o

+ % Z Dy [%RTf(k + (vRT + pxk)%} [%RT;(I + (yRT + sz)%} ’
k€S

ol Xy = Xg = 0 et X = x; pour k > 3. On déduit de cette expression et de 'hypothese
(Trs) que le noyau de la matrice B(W¢§&, €) est indépendant de & dans la sphere unité
de R? et du parametre € et qu'il est engendré par les deux premiers vecteurs de la
base canonique de R”4+1 ¢! et ¢2. En utilisant 'expression (IIL81) de L(W¢¢), on

obtient immédiatement que Re'eRe? C N(L(W¢e¢)). Un calcul direct donne alors

0412 2 — 0422 P 0422 2 — 0412
i (v == ==,
3,22 — N2 ¥,2,2 — N2,

(CA0 +Ai(€)) (ane! + age?) = ((g + v-£)

p(a12%2 - a22m%) - Q(a22m2 - alzm%) T T

07...,0, 2%227”2_212?1% E?O *
En choisissant ( = —v-€, a1 = Y, o = 3,2 et U = e + ase?, on obtient que
CAGY + A;(€)¥ = 0 lorsque la charge totale ¢ est nulle. .

Cependant, ce probleme est artificiel et du a ’absence de dissipativité dans I’équa-
tion de la charge électrique, qui devrait garantir que la charge reste nulle. Il est
possible d’introduire deux formes équivalentes au systéme gouvernant les plasmas
ambipolaires dont les solutions régulieres coincident et qui garantissent la stricte
dissipativité.

La premiere solution consiste & modifier le terme de production chimique € en

définissant ) )
a=0"+0"”,
ou ﬁ(l) est le terme source précédent dont I’expression est donnée au théoreme I111.19

et O est défini par 0% = T®W avec

0 0 O1ms4d—1
—(2
[¥ = 0 Q 01,5 4d—1 ;

Ostd-1,1 Owid—11 Omwid—1m4d-1
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ol a > 0 est un parametre strictement positif. Dans ce cas, le noyau de la matrice
B(W¢E, €) est inchangé mais le vecteur e n’est plus dans celui de la matrice L(W¢e).
On a donc

N(B(WS&,€)) N N(L(WSe)) = Re,

et la stricte dissipativité est alors facilement établie. De plus, I’équation de la charge
correspondante s’écrit
atq + 8w(qv) = —agq,

et contient un terme de consomption —agq. Cette équation garantit bien str que
la charge reste nulle si ¢° = ¢ = 0, les solutions physiques du systéme modifié
coincidant ainsi avec les solutions physiques du systeme originel.

La seconde modification, dont les conséquences pour la stabilité numérique sont in-
téressantes, consiste a changer les coefficients de diffusion. L’équation de la charge
qui en résulte contient alors un terme de diffusion et il ne reste qu’une seule compo-
sante hyperbolique. Plus précisément, on modifie les matrices Eij, 1,7 € C, sous la
forme

B, =B\ +46,8”, ijeC,

ou ES,) désigne la matrice de diffusion précédente dont l’expression est donnée au
théoreme TIL19 et ot B est défini par

0 0 01,ms+d—1
—2
B® = 0 o 01 ns+d—1 ;

Ons—l—d—l,l Ons—l—d—l,l Ons—l—d—l,ns—l—d—l

ol a > 0 est un parametre strictement positif. Dans ce cas, le noyau de la matrice
B(W¢E, €) ne contient pas le vecteur e? et celui de la matrice L(W¢¢) reste inchangé.
On a donc

N(B(WS¢,€)) N N(L(WSe)) = Re,

et la stricte dissipativité est alors facilement établie. L’équation de la charge corres-
pondante s’écrit a présent

8tq + 3m(Q’U) = 3m(063mQ)7

et le terme de diffusion O-(8rq) a un effet stabilisant [Gio99]. Cette équation
garantit & nouveau que la charge reste nulle si ¢° = ¢¢ = 0, les solutions physiques
du systeme modifié coincidant ainsi avec les solutions physiques du systeme originel.
Bien entendu, ces deux modifications peuvent étre combinées.

232



Références bibliographiques
Chapitre ||

[Bra65]

[DBD97]

[EG94]
[FK72]
(GGO3]
[GGO4]
Gio91]
Gio99)]
[GMOYS]

[Kaw84]

[KS88)]

S.I. Braginskii, “Transport Processes in a Plasma”, M.A. Leontovich, edi-
tor, Review of plasma physics 1 (1965), pp. 205-311.

C. Desmeuse, G. Buffa and B. Dubroca, “Different levels of modeling for

diffusion phenomena in neutral and ionized mixtures”, J. Therm. Heat
Trans. 11 (1997), pp. 36-44.

A. Ern and V. Giovangigli, Multicomponent transport Algorithms, Lectures
Notes in Physics, Series monographs, m24, Springer, Berlin, 1994.

J. H. Ferziger and H. G. Kaper, Mathematical Theory of Transport Pro-
cesses in Gases, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1972.

V. Giovangigli and B. Graille, “Kinetic theory of partially ionized reactive
gas mixtures”, Physica A 327 (2003), pp. 313-348.

, “Asymptotic Stability of Equilibrium States for Ambipolar Plas-
mas”, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 14 (2004), no. 9, pp. 1361-1399.

V. Giovangigli, “Convergent Iterative Methods for Multicomponent Diffu-
sion”, Impact Comput. Sci. Eng. 3 (1991), pp. 244-276.

, Multicomponent Flow Modeling, Birkhauser, 1999.

V. Giovangigli and M. Massot, “Asymptotic Stability of Equilibrium States
for Multicomponent Reactive Flows”, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 8
(1998), pp. 251-297.

S. Kawashima, Systems of a Hyperbolic-Parabolic Composite Type, with
Applications to the equations of Magnetohydrodynamics, Doctoral thesis,
Kyoto University, 1984.

S. Kawashima and Y. Shizuta, “On the normal form of the symmetric

hyperbolic-parabolic systems associated with the conservation laws”, To6-
hoku Math. J. 40 (1988), pp. 449-464.

233



[RC93]  J.D. Ramshaw and C.H. Chang, “Ambipolar diffusion in two-tenperature
multicomponent plasmas”, Plasma chem. plasma Process. 13 (1993),
pp. 489-498.

[SK85] Y. Shizuta and S. Kawashima, “Systems of equations of hyperbolic-
parabolic type with applications to the discrete boltzmann equation”, Hok-
kaido Math. J. 14 (1985), pp. 249-275.

234



Chapitre IV

Simulations numériques
de flammes laminaires
iIonisées

Résumé

On effectue des simulations numériques de flammes planes laminaires et de flammes
laminaires étirées pour un mélanges ionisé hydrogene-air. Pour ces configurations
géométriques, les équations considérées ne font apparaitre qu’une seule variable d’es-
pace. On utilise une méthode de Newton modifiée pour résoudre les équations dis-
crétisées par différences finies sur une grille adaptative. Pour évaluer les propriétés
thermochimiques et les propriétés de transport, on a recours a des librairies externes
CHEMKIN II et EGLIB . Une difficulté importante est la recherche de donnnées ther-
mochimiques concernant les molécules ionisées. On obtient des structures de lammes
planes typiques d’'un mélange hydrogene-air et ’on observe que 'impact de 1’ionisa-
tion est faible. On obtient aussi des structures de flammes étirées pour un étirement
fort et pour un étirement faible, 'ionisation de la flamme modifiant également peu
ces structures.
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V.1

Chapitre IV Simulations numériques de flammes laminaires ionisées

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la simulation numérique de deux types de lammes
laminaires. Les flammes planes laminaires prémélangées adiabatiques ionisées dont
la vitesse de flamme est une caractéristique essentielle du mélange réactif et les
flammes laminaires étirées ionisées dont 1’étirement imposé par 1’écoulement est un
aspect fondamental.

Les équations des flammes laminaires ionisées non magnétisées peuvent étre obte-
nues dans la limite des faibles nombres de Mach a partir des équations générales
des mélanges gazeux réactifs ionisés décrites au chapitre I. Ces équations se décom-
posent en équations de conservation, relations thermochimiques, expressions des flux
de transport et équation de Poisson. Comme le champ magnétique est négligé dans
ce modele, il n’y aura pas d’anisotropie dans les flux de diffusion de masse, dans le
flux de chaleur ni dans le tenseur de viscosité. Pour les deux types de flammes, les
équations considérées ne font apparaitre qu'une seule variable d’espace. On s’inté-
ressera aux solutions stationnaires de ces équations pour lesquelles il est important
de choisir les conditions aux limites correctes pour obtenir des solutions physiques.

Pour résoudre numériquement les équations des flammes planes ionisées et des
flammes étirées ionisées, on les discrétise par différences finies et on utilise une
méthode de Newton modifiée, dont les matrices jacobiennes sont également éva-
luées par différences finies. La présence de forts gradients, en particulier dans les
fronts de flamme rend nécessaire 1'utilisation de grilles adaptatives. Pour évaluer
les propriétés thermodynamiques, les taux de production chimique et les propriétés
de transport, on utilise des librairies indépendantes du noyau numérique du code.
On utilise notamment une version restructurée et vectorisée de la librairie CHEM-
KIN II pour la thermochimie [KMJ80, GD88, KRMS89| et la librairie EGLIB pour
le transport [EG94, EG95, EG96, EGI7]. Pour faire varier ’étirement des flammes
laminaires étirées considérées, on privilégie une méthode de continuation a un calcul

direct beaucoup plus difficile [GS89].

On considere pour les simulations numériques des flammes d’un mélange hydrogene-
air. Dans de telles flammes, le nombre d’especes chimiques est assez réduit; on
considere en particulier un mécanisme réactionnel a 11 especes comprenant 2 es-
peces ionisées. Le modele et le logiciel utilisés permettent d’étudier des mécanismes
beaucoup plus complexes, mais il est difficile en pratique d’obtenir les données ther-
mochimiques des especes ionisées, en particulier pour les especes carbonées. On ob-
tient des structures de flammes planes typiques d'un mélange hydrogene-air et ’'on
observe que l'impact de l'ionisation est faible. On obtient aussi des structures de
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V.2

Equations des flammes isobares ionisées Section V.2

flammes étirées pour un étirement fort et pour un étirement faible, I’ionisation de la
flamme modifiant également peu ces structures.

On présente dans la deuxieme section les équations des flammes isobares ionisées. La
troisieme section est consacrée aux équations des flammes planes et la quatrieme aux
équations des flammes étirées. La cinquieme section est consacrée a ’explicitation
de la méthode numérique utilisée pour ces deux modeles. Enfin, dans la sixieme
section, on détaille les résultats numériques pour une flamme plane d’hydrogene
steechiométrique et pour deux flammes étirées d’hydrogene stcechiométrique avec
des étirements de 2000s~! et de 400571,

Equations des flammes isobares ionisées

Les équations gouvernant les flammes isobares ionisées sont obtenues en faisant
tendre le nombre de Mach vers zéro dans les équations générales des mélanges gazeux
réactifs ionisés, obtenues elles a partir de la théorie cinétique des gaz ionisés. Elles
peuvent se décomposer en équations de conservation, flux de transport, relations
thermochimiques et équation de Poisson.

IV.2.1 Equations de conservation

On considere un mélange gazeux réactif et ionisé et on note S ’ensemble des indices
des especes S = {1,...,n°}, n° le nombre d’especes dans le mélange, p la masse
totale par unité de volume, Y;, k € S, la fraction massique de la k° espece, qi, k € S,
la charge par unité de volume de la k° espece, my, k € S, la masse molaire de la k°
espece.

Dans la limite des faibles nombres de Mach, I’équation de conservation de la masse
totale dans le mélange peut s’écrire

Op + Oz (pv) =0, (IV.1a)

ou v est la vitesse macroscopique du mélange. En utilisant les fractions massiques
des especes Y, k € S, les équations de conservation de la masse de chaque espece se
mettent sous la forme

0 (pY) + Oz (pYiv) + Ou-(pYi Vi) = mupwy, k€8, (IV.1b)
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ou Vi, k €8S, est la vitesse de diffusion de la k® espece et wy, k € S, le taux molaire
de production de la k¢ espece par unité de volume. L’équation suivante exprime la
conservation de la quantité de mouvement

0 (pv) + O (pvev) + O II + Oxp = pg + qE, (IV.1c)

ou IT est le tenseur de viscosité, g la gravité, p la perturbation aérodynamique de
la pression, g la charge totale par unité de volume et E le champ électrique. Enfin,
I’équation de conservation de 1’énergie écrite pour I'enthalpie devient

ou h est 'enthalpie interne totale par unité de masse, @ le flux de chaleur et p, la
composante uniforme de la pression. La pression p a classiquement été décomposée
sous la forme

p:pu_l'f?a

ou p, est une pression spatialement uniforme et p une perturbation aérodynamique
de p, telle que le rapport p/p, soit de I'ordre du carré du nombre de Mach. L’équation
de conservation de I’énergie s’écrit également en fonction de la température absolue
T sous la forme

pediT + peyv-0uT = =85 (Q = >~ pYiluWi) = D e ViVie BT
keS keS

— Z hkmkwk + 8tpu, (IVld)
kes

ou ¢,k k € S, est la chaleur spécifique a pression constante de la k° espece et

— > hgpmywy, représente le taux de dégagement de chaleur.
kes

Dans les équations de conservation (IV.1), les inconnues traditionnelles, qui sont
la masse totale p, la vitesse v, la pression p, la température T' et les fractions
massiques des especes Yi, ..., Y, sont remplacées par la vitesse v, la perturbation
de la pression p, la température 1" et les fractions massiques des especes Yi,. .., Y,s
puisque la pression se décompose en p = p, + p et que la masse volumique p est
donnée par la loi d’état précisée dans la section IV.2.2. Enfin, il est généralement
plus précis et plus élégant de faire jouer des roles symétriques a toutes les especes
chimiques et de considérer toutes les fractions massiques comme des inconnues, la

relation Y Y, = 1 étant alors un résultat des calculs.
kes
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IV.2.2 Relations thermodynamiques

Dans I'approximation des faibles nombres de Mach, la masse volumique p est donnée
par la loi d’état simplifiée o
Pum
RT’
ou R est la constante des gaz parfaits et m la masse molaire du mélange dont
I’expression est

p= (IV.2)

Y

1
m
kes |k

La masse totale par unité de volume p et la charge totale par unité de volume ¢
peuvent s’écrire sous la forme

PZZPk, q:ZQka

kes kes

et les fractions massiques des especes Y, k € S, sont données par
Yi = pr/p-

L’enthalpie interne totale par unité de masse h peut se décomposer en

h=) Yih,

keS

ou hy, k € S, est I'enthalpie interne par unité de masse de la k° espece. L’enthalpie
interne ne dépend que de la température et son expression est la suivante

T
hi(T) = R +/ cpr(T) dr,
Tst
ou h¥ = hi(T*), k € S, est 'enthalpie de formation de la k°® espece a la température
strictement positive standard T et ¢, x, k € S, est la chaleur spécifique & pression
constante de la k¢ espece. Les chaleurs spécifiques a pression constante vérifient les

relations
Cp = E :%Cp,k'
keS

L’entropie par unité de masse standard a la pression atmosphérique s*™ s’exprime

également comme une somme des entropies par unité de masse standard des especes

sytm k€ S, plus précisément, on a

Satm — 2 Y];SZtm,
keS
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ou ’entropie standard a la pression atmosphérique par unité de masse de la k° espece

s | e S, est donnée par

T
Cp (T
Sztm — 520+/ 11771?( >d7',
T0 T
ot s% k € S, est 'entropie de formation standard de la k° espece a la température
standard TV et & la pression atmosphérique standard p*™.

Les chaleurs spécifiques molaires a pression constante C,j, k € S, les entropies
molaires Hy, k € S, et les entropies standard a la pression atmosphérique S
k € S, vérifient les relations

an(T) = kap’k(T), Hk(T) = mkhk(T), S]?tm(T) = mksztm(T).

Les propriétés thermodynamiques molaires C), ., Hy et S2™ sont en général évaluées
par des polynémes d’approximation des données JANAF [CDD*85, KRMS87, SP71].
Ces tables JANAF sont une excellente source de données thermodynamiques. Les
chaleurs massiques, les enthalpies et les entropies de nombreux gaz y sont tabulées
pour des températures comprises entre 298K et 5000/6000K et échelonnées de 100K
en 100K, ce qui suffit pour la plupart des problemes de flammes non ionisées. En
ce qui concerne les chaleurs massiques, des polynoémes couramment utilisés sont les
polynomes d’approximation de la NASA et des laboratoires SANDIA. Ce sont des
polynomes du quatrieme degré sur différents intervalles de température

Cor  Jaw+auT +asT? + ayT? + a5 T, si Ting < T < Ty (IV.3a)
R ay, +ah T +ahT?+a,T%+al, T siTu <T < Tup. '
On a des expressions similaires pour les enthalpies molaires Hy, k € S,
Hy  Jaw+ 30T + ja5.7? + janT® + zas T + ag /T, si Ting < T < T,
RT al, + sab, T+ saly, 1% + ), T° + tal, T + ay, /T, si Ty < T < Tyup,
(IV.3Db)
et les entropies molaires & la pression atmosphérique SF™, k € S,
Sptme fayInT 4 ag T + za3,T7% + 524,17 + 1257 + azg,  si Ting < T < T,
R |a,InT+alT+ sa, T2 + 1al, 1% 4 jal, T* + afy, si T < T < Thp,
(IV.3c)

la température intermédiaire pouvant parfois dépendre des especes chimiques Th,; =
Tonitk-
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IV.2.3 Expression du terme source chimique

On considere n” réactions chimiques entre les n° especes, ce qui peut s’écrire formel-
lement sous la forme

Eju,jrmk = Ejykimk, r e R,
keS kes

ot My, est le symbole chimique de la k° espece, 1, et 1> les coefficients stoechio-
métriques direct et inverse de la k¢ espece dans la r¢ réaction et R = {1,...,n"}
est I’ensemble des indices des réactions. Les taux moléculaires de production sont
donnés par la théorie cinétique a la section 1.6.5.5l On obtient donc

Wi = Z Ve Tr, Kk €S, (IV.4)

reR

oy, =2 —yl k€S, estle coefficient steechiométriques total de la k° espece
dans la r° réaction et 7, est le taux d’avancement de la r° réaction donné en (1.25

n= [ -5 [, rem, (IV.5)
kes kes

olt v, k € S, est le nombre de mole par unité de volume de la k° espece et K. et
KP, r € R, sont les constantes de réaction directe et inverse de la 7¢ réaction. Si 'on
note Xy, k € S, la fraction molaire de la k° espece et Y;, k € S, la fraction massique
de la k° espece, on a les relations

m p
Xe=Y.— = X —.
k kmk7 Vi kRT

La constante de réaction directe de la k° espece KL, r € R, est donnée par la loi
d’Arrhénius généralisée

K = KE(T) = A, T° exp(—E,./RT), (IV.6)

ou A, r € %R, est le facteur pré-exponentiel, b,, r € R, I'exposant pré-exponentiel et
E., r € R, 'énergie d’activation de la r° réaction. La constante de réaction inverse
de la 7° réaction K2, r € R, est reliée a la constante de réaction directe Kt r € R,
et a la constante d’équilibre K29, r € R, par la relation

j{b_ Kf‘

r = W’ e % (IV7>
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On récrit 'expression (1.26) de la constante d’équilibre en utilisant les quantités
molaires et on obtient

atm > Yo atm
(S p ! kes b Sk Hk
= (ﬁ) e [Z <T TRT

keS

. (IV.8)

Il n’est pas souhaitable de spécifier également la constante de réaction inverse X",
r € SR, par une loi d’Arrhénius généralisée

&b = O(T) = KT% exp(~E,/RT),

car cela introduit une incohérence avec la loi fondamentale X! = KK r € R.
Or cette loi est une conséquence directe de la théorie cinétique des gaz et le se-
cond principe de la thermodynamique n’est assuré que lorsqu’elle est satisfaite pour
toutes les réactions. Il est donc préférable de calculer la constante directe par la loi
d’Arrhénius et d’utiliser la relation fondamentale pour ’évaluation de la constante

inverse.

Certaines réactions nécessitent l'intervention d’un troisieme corps arbitraire, qui
peut étre n’importe quelle espece du mélange. Ce troisieme corps apparait alors
a la fois comme produit et réactif de la réaction chimique. Dans cette situation,
il est fréquent que les constantes de réaction associées a tous les troisiemes corps
possibles aient toutes une méme dépendance en la température. C’est-a-dire que
seules les constantes pré-exponentielles different pour ces réactions. Il faut noter par
ailleurs que les constantes d’équilibres de toutes ces réactions sont identiques car les
contributions des troisiemes corps s’éliminent dans I'expression (IV.8). On peut par
conséquent sommer les contributions de ces diverses réactions et considérer qu’elles
sont le résultat d’une réaction fictive globale équivalente ot I’'on a remplacé tous les
troisiemes corps par le symbole M. Dans cette situation, le taux d’avancement de la
réaction symbolique—qui correspond donc a la somme des réactions élémentaires
obtenues lorsque M décrit ’ensemble des especes—devient

Vf Vb
Tr = Tor <g<:£’ H vkkr - fK}? H’ykkr) y TE m? (Ivg)
keS keS

ou le troisieme corps n’est pas pris en compte dans les coefficients stoechiométriques.
La concentration 7y, 7 € fR, du troisieme corps équivalent M est alors donnée par

Yoo =D Gk T ER, (IV.10)
keS
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ot les coefficients g, k € S, r € R, sont égaux a un si toutes les especes contribuent
aussi efficacement comme troisieme corps mais peuvent différer de un si des especes
contribuent plus efficacement que d’autres. Dans la situation ou toutes les especes
contribuent de la méme maniere, le facteur supplémentaire pour le taux d’avance-

ment 7,., r € R, est alors la concentration totale du mélange . = > v = p/(RT).
kes

IV.2.4 Flux de transport

En utilisant les expressions des flux de transport données dans le chapitre I en
(I.138), (I.140) et (I.141) dans le cas d’un champ magnétique faible, on obtient les
expressions de ces flux en ’absence de champ magnétique. La vitesse de diffusion de
la k¢ espece s’écrit

Vi= =3 Duldi+xd:logT), k€S, (1V.11)
kes

ou di, k € S, est la force de diffusion de la k° espece donnée par

1
d, = ];(8a:pk — g E).

Dans ces relations, D,,, k,l € S, sont les coefficients de diffusion multiespeces et x,.,
k € S, les taux de diffusion thermique. Le premier terme dans cette expression des
vitesses de diffusion V, k € S, induit une diffusion due aux gradients de fractions
molaires ou massiques et une baro-diffusion. Le second terme représente une diffusion
des especes due aux gradients de température que I'on appelle effet Soret.

L’expression du flux de chaleur est
Q = —NLT + > _(pxi + prlu) Vi, (IV.12)
kes

ou A est la conductivité thermique. Le premier terme correspond a la loi de conduc-
tion de Fourier, le second terme, connu sous le nom d’effet Dufour, est un terme de
couplage entre les flux massiques des especes et le flux de chaleur et le dernier terme
représente 'apport d’énergie des molécules par diffusion.

Finalement, le tenseur de viscosité est donné par

IT = —k(8zv)l — 1S, (IV.13)
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ou S est le tenseur des taux de déformation, symétrique et a trace nulle,
S = 0,0 + Gpv" — 2(8p ),

k est la viscosité volumique et 7 la viscosité de cisaillement.

La théorie cinétique ne fournit pas explicitement les coefficients de transport. L’éva-
luation de ces coefficients nécessite au préalable la résolution de systemes linéaires
de transport. La structure mathématique et les propriétés de ces systemes ont été
étudiées dans [Gio91] pour les coefficients de diffusion et dans [EG94] pour tous
les autres coefficients de transport. Des algorithmes utilisant des méthodes itéra-
tives ont alors été développés [EG94]. La convergence de ces méthodes a été déduite
des propriétés des équations de Boltzmann et des propriétés des matrices symé-
triques semi-définies positives qui apparaissent dans les systemes linéaires de trans-
port [EG94, EG95]. On a pu ainsi écrire sous forme de série convergente tous les
coefficients de transport des mélanges gazeux réactifs. Les propriétés importantes
des coefficients de transport, i.e., symétrie, conservation de la masse et production
positive d’entropie sont bien vérifiées par les approximations. Cette théorie algorith-
mique du transport a fourni par troncature des coefficients de précision arbitraire et
eu de nombreuses extensions [Gio99, EG94, EG95, EG96, EGI7].

IV.2.5 Equation de Poisson

On considere que 'on n’impose pas de champ électrique extérieur et que le champ
électrique interne E créé par la répartition des charges dérive du potentiel électrique
® selon la relation

E = —8,%. (IV.14)

De plus, ce potentiel électrique ® vérifie I’équation de Poisson

8, (85®) = —q/e0. (IV.15)

Il est donc possible de choisir entre les deux inconnues E et ® selon le probléeme
considéré. Le potentiel électrique ® se préte bien a des problemes aux limites ou I'on
impose un potentiel a l'aide de deux électrodes tandis que le champ électrique E
est a privilégier lorsque 1'on cherche des solutions de type onde ou 1'on impose aux
gradients de tendre vers zéro en l'infini.
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Les équations des flammes planes

Dans cette section, on s’intéresse aux flammes planes laminaires prémélangées adia-
batiques. Une flamme plane prémélangée est une onde de déflagration se propageant
a vitesse uniforme dans un mélange combustible-oxydant. Une telle flamme est dite
plane lorsque sa structure ne dépend que d’une seule variable d’espace. La vitesse
de flamme—c’est-a-dire la vitesse de propagation—et la structure de 'onde de dé-
flagration sont des caractéristiques fondamentales du mélange combustible-oxydant
considéré.

De telles lammes planes peuvent étre obtenues en injectant par exemple un mélange
réactif combustible-oxydant dans un tube, a la vitesse de 'onde de déflagration, de
sorte que la flamme est stationnaire dans le repére du laboratoire [Wil85, Cla85,
(QSB84], on a représenté un tel dispositif a la figure F1G. On suppose qu’il n’y
a pas de perte de chaleur sur les parois du tube, la flamme est donc adiabatique.
Ces flammes se prétent particulierement bien a I’étude des cinétiques chimiques
complexes de combustion et permettent de définir les limites d'inflamabilité [Wil85].

mélange produits de
carburant-oxy! an! combustion

1
JE— - 1 JE— -
1
1
—_— | —_—
x
JE— - 1 JE— -
1
1
—_— 1 —_—
1

front de flamme

Fic. IV.1 — Configuration pour les flammes laminaires planes

IV.3.1 Les équations de conservation instationnaires

On écrit a présent les équations des flammes planes ionisées en particularisant au cas
mono-dimensionnel les équations des flammes isobares ionisées. On note (z,y, z) un
systeme de coordonnées tel que z est la coordonnée normale a la flamme. On note
v = (u,0,0)" les coordonnées correspondantes de la vitesse du mélange. On suppose
de plus que la gravité est soit négligeable soit dirigée dans la direction normale. En
ce qui concerne le champ électrique, on suppose que l'on n’impose pas de champ
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électrique extérieur et que le champ électrique interne créé par la répartition des
charges est également porté par la direction normale, ce qui s’écrit E = (F,0,0)".

On cherche alors une solution des équations de conservation (IV.1) sous la forme

p=p(t,z), (IV.16a)
u = u(t,z), (IV.16b)
p=p(t,z), (IV.16¢)
T =T(z), (IV.164)
V. =Yi(t,x), k€S, (IV.16e)
E =E(t, ), (IV.16f)

c’est a dire que les variables ne dépendent toutes que de la variable d’espace dans
la direction normale a la flamme.

L’expression (IV.11) donnant les vitesses de diffusion et I’hypothese (Try) sur les
coefficients de transport montrent alors que la vitesse de diffusion de la k¢ espece
Vi, k €S, est de la forme

Vi = (Up(t,2),0,0)", keS. (IV.17a)

En reportant cette derniere équation dans ’expression du flux de chaleur (IV.12),
on obtient immédiatement que le flux de chaleur est également mono-dimensionnel

Q = (Q(t, x),0,0)". (IV.17Db)

Puis, en utilisant I'expression (IV.13) du tenseur de viscosité et la forme mono-
dimensionnelle de la vitesse v, on obtient ’expression suivante pour le tenseur de
viscosité

(K+31n)0xu 0 0
II—— 0 (k—20)0,u 0 : (IV.17c¢)
0 0 (k—2n)0,u

On peut alors écrire les équations des flammes isobares adiabatiques ionisées mono-
dimensionnelles. L’équation de conservation de la masse totale s’écrit

Op + 0x(pu) = 0. (IV.18a)

En utilisant I’équation de conservation de la masse totale et les équations de conser-
vation (IV.1), on obtient les équations de conservation de la masse de chaque espece
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et celle de la quantité de mouvement dans la direction normale
p oY + pu 0. Y, = mywy, — 0 (pYiUy), kes, (IV.18Db)
p O+ pudyu = —0,p + pg + qF + 9, ((k+35)0u) . (IV.18c)
On écrit ensuite I’équation de conservation de la température sous la forme

pc, 0T + puc,0,T = 0, [)\&CT —p Z XkUk} - Z pYeUkcyp 10T
kes kes

— Z myhrwi + OiPu, (IVlSd)
keS

et on termine par 1’équation permettant de déterminer le champ électrique
0. E = q/ey. (IV.18e)

L’équation de la quantité de mouvement dans la direction normale (IV.18c) se dé-
couple donc des autres équations. En pratique, on élimine cette équation qui ne sert
éventuellement qu’a déterminer la correction p de la pression.

IV.3.2 Les équations de conservation stationnaires

Dans le cas des régimes stationnaires, 1’équation (IV.18a)) devient
d,c=0, (IV.19a)

ol ¢ = pu est le débit massique par unité de surface qui est donc constant a travers
la flamme. Les équations de conservation de la masse des especes (IV.18b) et de la
température (IV.18d) deviennent

cd, Y, = mpwr — do(pYiUy), k€S, (IV.19Db)
ce,d,T = d, ()\de -y XkUk) - (Z mekcp,k> 4T -3 mphy. (IV.190)
keS keS keS

Enfin, I’équation permettant de déterminer le champ électrique est la suivante

&E = q/=. (IV.19d)

On choisit donc de considérer la variable du champ électrique et non pas le potentiel
électrique. Certains auteurs choisissent d’utiliser I’équation de Poisson permettant
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de déterminer le potentiel électrique dans la flamme ionisée [PB93], le potentiel élec-
trique ® étant relié au champ électrique par la relation £ = —d,® pour les lammes
planes. Ce choix conduit a imposer des conditions de type Dirichlet homogenes ou
non pour le potentiel électrique, ce qui numériquement semble empécher 1’existence
de solution onde. En effet, les simulations montrent que le champ électrique n’est
pas nul a l'infini, ce qui implique un potentiel électrique infini a I'infini.

IV.3.3 Les conditions aux limites pour les flammes stationnaires

On considere une onde sur un domaine infini et on impose des conditions en r = —o0
et en r = 400. En x = —o00, c’est-a-dire ou le mélange carburant-oxydant est injecté,
on impose la température des gaz frais, les fractions massiques des gaz frais et le
champ électrique

T(—o00) =T, (IV.20a)
Yi(—o0) =Y kes, (IV.20b)
E(—oc0) = E™, (IV.20c)

les exposant “brl” désignant les conditions aux limites en —oo par analogie avec le
modele des briileurs poreux.

Un des problemes classiques soulevé par ces conditions aux limites est le probleme de
la frontiere froide. En effet, les limites en x = +o00 de (7,Y], ..., Ys) ne peuvent étre
que des points critiques du systeme et donc des points d’équilibre thermochimique.
Mais seuls les gaz brilés correspondent a un tel équilibre, I’origine du probléme étant
qu’a la température ambiante 7" le mélange combustible-oxydant réagit toujours
chimiquement, bien que tres faiblement. Mais les temps caractéristiques d’évolution
chimique des mélanges gazeux usuels a la température ambiante sont toujours tres
longs. Ainsi, ce probleme n’est que théorique et n’engendre pas de difficultés nu-
mériques. Une solution a ce probleme de la frontiere froide consiste a introduire
une température d’allumage T; telle que pour les températures T inférieures a T} les
termes de production chimique soient nuls.

On peut alors utiliser cette température d’ignition 7} pour reformuler les conditions
aux limites en —oo. On choisit en effet une abscisse x telle que

T(z) =T

et T'(x) < T; pour x < z. En intégrant alors les équations sur l'intervalle (—oo, z) on
trouve apres quelques manipulations algébriques les conditions aux limites suivantes
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p(2)Ye(2)Up(z) + cYi(z) = V™, k€S, z<u, (IV.21a)
ch(z) + Q(x) = ch™, = < z. (IV.21Db)

Les conditions (IV.21a) traduisent la conservation du flux total de la k¢ espece dans
le demi-espace z < z et la condition (IV.21b) la conservation du flux total d’énergie.
En combinant ces deux conditions, il est possible de remplacer la condition (IV.21b

par la condition

“\N2) d,T(2) +p Y xp(@)Us(x) + ¢ > VP (hy(a) — i) =0, @ <z (IV.21c)

Dans les gaz brilés, la solution doit converger vers un état d’équilibre thermochi-
mique en z = 400 et on a donc

T(+o0) =T°, (IV.22a)
Yo(+00) =Y, keS. (IV.22b)

L’enthalpie, la pression et les concentrations atomiques de cet état d’équilibre sont
celles des gaz frais. On peut facilement caractériser cet état (7°9,Y®?) comme un
maximum de Pentropie s(h” pY) sur le simplexe de conservation des atomes
YP £ MR ott MR est I’espace vectoriel engendré par les vecteurs stoechiométriques
massiques associés aux réactions chimiques (miu,., ..., mpys,)", r € R. On peut
évaluer un tel état par de nombreux logiciels du domaine public. Toutefois, afin de
supprimer le calcul préalable de 1’état d’équilibre, on impose plus simplement que
les conditions aux limites dans les gaz brilés en x = 400 sont

d,T(+00) =0, (IV.23a)
dYi(+00) =0, k€S, (IV.23b)

le calcul de I’état d’équilibre est alors asymptotique.

Enfin, on utilise une condition interne sur la température en imposant la température
en un point interne. C’est-a-dire que 'on choisit une abscisse x¢, telle que z < xy et
une température Tt et que 'on impose

Ce choix revient a choisir une origine pour ce probleme qui est invariant par trans-
lation. En pratique, on prend 7} > T} de telle sorte que le front de flamme se trouve
autour de I'abscisse ;. Cette derniére condition permet de stabiliser la flamme. On
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Eq. pour abscisse x abscisse xy abscisse 400
T Q = c(hP"—h) (IV.19c¢) d,T'=0
Y, pYiUy = c(Y""=Y;) (IV.19b) d, Y, =0
c (IV.19a) =1 (IV.19a)
E E = EM IV.19d IV.19d

TAB. IV.1 — Implémentation des équations pour les flames planes

considere donc deux conditions aux limites et une condition interne pour la tempé-
rature T', ce qui permet de déterminer le débit massique ¢ comme une valeur propre
[Gi099]. D’un point de vue numérique, on rajoute 1’équation d,c = 0 pour maintenir
la structure bloc-tridiagonale du jacobien.

Le tableau TAB. IV.1 récapitule les conditions aux limites et les équations qui seront
implémentées dans le logiciel de résolution pour les différentes inconnues aux points
x, xr et +00. On remarque qu’il semble plus intéressant d’un point de vue numérique
d’inverser les équations pour la température T et pour le débit massique par unité
de surface ¢ au point d’abscisse xy.

Les équations des flammes étirées

Dans cette section, on s’intéresse aux flammes laminaires étirées ionisées dans un
écoulement a un point d’arrét. On peut obtenir de telles flammes en dirigeant un jet
de mélange combustible-oxydant contre une paroi, contre un jet identique ou contre
un jet de produits de combustion. On obtient ainsi une ou deux flammes plates selon
les différentes géométries considérées. On a représenté ces trois dispositifs aux figures

Fi1c.1V.2, Fic. IV.3/et F1G. IV 4.

Un aspect fondamental de ces flammes est I’étirement imposé par 1’écoulement. En
effet, de nombreux modeles de combustion turbulente décrivent les zones de réaction
comme des collections de flammelettes laminaires convectées et étirées par la tur-
bulence. Or les écoulements a point d’arrét constituent une configuration simple et
naturelle pour I’étude des effets d’étirement. Les flammes plongées dans de tels écou-
lements présentent donc un intérét considérable [DCM85, DCGSS88, GS87, GS89,
LLW83, LW82, LW83, LW&4].
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Fic. IV.3 — Configuration pour les flammes laminaires étirées

IV.4.1 Les équations de conservation instationnaires

On considere une flamme prémélangée étirée dans un écoulement a point d’arrét.
Pour obtenir les équations qui régissent une telle flamme, il est habituel d'utiliser
les équations simplifiées des couches limites réactives. Mais pour les géométries qui
nous intéressent, c’est-a-dire celles des flames plates, il est aussi possible d’obtenir
ces équations a partir de celles qui régissent les flammes isobares en recherchant a
priori des solutions similaires. Les solutions ainsi obtenues sont donc des solutions
exactes des équations des flammes isobares et non pas seulement des équations des
couches limites réactives. C’est cette seconde méthode que 1’'on utilise ici.

On note (x, y, z) un systeme de coordonnées tel que y est la coordonnée normale a la
flamme et Oxz est le plan d’arrét. On note v = (u,v,0)" et V;, = (Uy, Vi, 0)%, k € S,
les coordonnées correspondantes de la vitesse du mélange et des vitesses de diffusion
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Fia. IV.4 — Configuration pour les flammes laminaires étirées

des especes. On suppose de plus que la gravité est soit négligeable soit dirigée dans
la direction normale. En ce qui concerne le champ électrique, on suppose que 'on
n’impose pas de champ électrique extérieur.

On cherche alors une solution similaire des équations de conservation (IV.1) sous la
forme

p=pty), (IV.25a)
u=uzu(t,y), (IV.25Db)
v=u(ty), (IV.25c¢)
p=J(t)2*/2+p(ty), (IV.25d)
T =T(ty), (IV.25¢)
Yo =Yi(t,y), kES, (IV.25¢)

ou u représente le gradient dans la direction tangentielle de la vitesse tangentielle, J
la courbure tangentielle de la pression et p la variation normale de la pression. Les
symétries du probleme permettent alors de déduire que le champ électrique s’écrit
E = (0,FE,0)" avec

E = E(t,y). (IV.25g)

L’expression (IV.11) donnant les vitesses de diffusion et I’hypothese (Try) sur les
coefficients de transport montrent alors que la vitesse de diffusion de la k° espece
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Vi, k € S, est de la forme
Vi = (0,Vi(t,y),0)", keS. (IV.26a)

En reportant cette derniere équation dans 'expression du flux de chaleur (IV.12),
on obtient immédiatement que le flux de chaleur est également mono-dimensionnel

Q = (0,9(t,y),0)". (IV.26b)

Puis, en utilisant I'expression (IV.13) du tenseur de viscosité et la forme de la vitesse
v, on obtient ’expression suivante pour le tenseur de viscosité

(K+3n)T + (k—20)9yv nx Oyu 0
7= - nx Oyu (k—2n)u + (k+31)0yv 0
0 0 (ﬂ—gn)(ﬂ—l—ayv)

(IV.26¢)

En reportant ces expressions dans les équations des flammes isobares, on obtient les
équations des flammes laminaires étirées ionisées. L’équation de conservation de la
masse totale s’écrit

Op + pu+ 0y(pv) = 0. (IV.27a)

En utilisant I’équation de conservation de la masse totale, on obtient les équations
de conservation de la masse de chaque espece et celle de la quantité de mouvement
dans les deux directions

pOY; + pvo, Yy, + 0, (pYi Vi) = mywy, kes, (IV.27b)
PO + pu® + pvd,u = J + 9,(nd,1), (IV.27c¢)
pOv + pvoyv = —0,p + nd,u + 0, [(k—2n)T + (k+31)0yv] + pg + q¢E. (IV.27d)

On écrit ensuite I’équation de conservation de la température sous la forme

pc, 0T + pe,vo, T = 0, [AﬁyT —p Z Xka} - Z cp P Y V0T — Z hirmywy + Oy,
kes kes kes
(IV.27e)

et on termine par I’équation de Poisson permettant de déterminer le champ électrique
E=-0,9, 2D = —q/eo. (IV.27f)

On choisit pour ce type de flamme d’utiliser le potentiel électrique car il est naturel
d’imposer un potentiel nul & l'infini. En effet, cela correspond a avoir un potentiel
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nul aux bruleurs situés a l'infini. L’équation de conservation de la quantité de mou-
vement normale (IV.27d) se découple donc des autres équations. En pratique, on
élimine cette équation qui ne sert éventuellement qu’a déterminer la correction p de
la pression.

Pour une géométrie axisymétrique, les équations des flammes sont légerement mo-
difiées. En faisant jouer a y le role de la coordonnée normale et a = celui du rayon
polaire, il suffit de multiplier par un facteur 2 le terme pu de 1’équation (IV.27al).
On peut donc introduire un facteur géométrique s défini par

B {0, pour une géométrie plane,

1, pour une géométrie axisymétrique,

et finalement résoudre les équations

Op + (14 s)pu + 9y(pv) =0, (IV.28a)

pOYy + pvo, Yy, + 0y (pYi Vi) = mywy, k€ S, (TV.28b)

PO + pu® + pvd,u = J + 9,(nd,u), (IV.28c)

pcp,0 T + pe,v0, T = 0, [AﬁyT —p > i Vel — X0 cpupYe V0, T — > hypymywy, + Oppy,
kes k€S k€S

(IV.28d)

D = —q/zo. (IV.28e)

L’équation de 'impulsion normale est également modifiée mais elle se découple tou-
jours du systeme précédent.

IV.4.2 Les conditions aux limites

Par analogie avec les couches limites aérodynamiques, on appelle “extérieur” le mé-
lange en 400 et par analogie avec les briileurs classiques de Tsuji, on appelle “brileur”
le mélange en —oo bien qu’il n’y ait aucun brileur modélisé. On impose deux types
de conditions aux limites, des conditions en y = +o0o correspondant a l'injection de
mélanges gazeux et en y = 0 correspondant au plan d’arrét.

Les conditions aux limites dans le mélange “extérieur” en y = 400 sont

T(t, +oo) = T, (IV.292)
Yi(t, +00) = Y, k€S, (IV.29h)
u(t, +00) = u™, (IV.29¢)
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O(t, +00) = O (IV.29d)

On impose le méme genre de conditions aux limites dans le mélange “brileur” en
Yy = —o0.

T(t,—oc0) = T, (IV.30a)
Yi(t,—o0) = Y™™ k€S, (IV.30b)
u(t, —oc0) = u™, (IV.30c)
d(t, —o0) = B, (IV.30d)

L’origine du repere étant choisie dans le plan d’arrét, on a aussi
v(t,0) = 0. (IV.31)

Le tableau TAB.IV.2 récapitule les conditions aux limites et les équations qui seront
implémentées dans le logiciel de résolution pour les différentes inconnues aux points
—o00, 0 et +o00.

Eq. pour abscisse —oo abscisse 0 abscisse +00
T T — brl (IV.28d) T — e
Y Y=y Yo=Y
u = u™ IV.28c u=u>
v (IV.28a) v=0 (IV.28a)
o o = b1l IV.28e b = o

TAB. IV.2 — Implémentation des équations pour les flames étirées instationnaires

srexr

Enfin, il est usuel d’introduire le taux d’étirement a(t) = u™"(t) qui caractérise
un gradient de vitesse tangentielle imposé par les conditions aux limites. En faisant
tendre y — 400 dans I’équation de la quantité de mouvement (IV.27c), on obtient la
relation fondamentale de compatibilité entre la courbure tangentielle de la pression
J et le taux d’étirement a

dia(t) +a2(t) = J(t)/p™. (IV.32)
Il existe également une relation de compatibilité similaire dans le mélange “brileur”

A (t) + (@M)2(t) = J(t)/ ™. (IV.33)
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IV.4.3 Les variables traditionnelles

Il est traditionnel d’introduire les variables auxiliaires suivantes pour le calcul des
flammes étirées R
- u u ~
U=—-=—, v = pv. (IV.34)
a ar
Avec ces variables auxiliaires et en utilisant la relation (IV.32) de compatibilité entre

J et a, on peut récrire les équations des flammes étirées sous la forme

Op + (1+s)pau + 0,v = 0, (IV.35a)

p O Y + 00, Y + 0y (pYi Vi) = mywy, k€S, (TV.35b)

POt + 0 9yt = 0,(nd, ) + a(p™ —pa®) + (;a/a)(p™ —pu), (IV.35c¢)

peodiT + 650, = 0, [AO,T = p X2 (Ve = 52 cpp Ve, T = 32 huamacor, + O,
keS keS keS

(IV.35d)

2P = —q/e0. (IV.35¢)

Les conditions aux limites pour la température, les fractions massiques des especes
et pour le potentiel électrique sont inchangées et celles concernant les nouvelles
variables s’écrivent

W(t,0) =0, (IV.36a)
(t, +00) = 1, (IV.36b)
Oii(t, ~o0) = a (G — W(t,—00) ) + %a (& — it —0)) (IV.36¢)

IV.4.4 Les équations des flammes étirées stationnaires

On considere a présent le cas des régimes stationnaires. L’équation de conservation
de la masse totale (IV.35a)) devient

(14s)pau + d,v = 0, (IV.37a)

les équations de conservation des fractions massiques des especes (IV.35b) se ré-
crivent sous la forme

v, Y, +dy (pYiVi) = mpwr, k€S, (IV.37b)
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I’équation de conservation de la quantité de mouvement (IV.35c) se simplifie en
vd,u = d,(nd,u) + a(p™" —pu?), (IV.37c¢)

I’équation de la conservation de la température (IV.35d)
U T = dy [N, T = p 3" xiVi| = Y epn oV Ve d, T = 3 by, (IV.374)
keS keS keS

et enfin, les équations (IV.35e) permettant de déterminer le champ électrique et le
potentiel électrique sont inchangées

E=—-d,, 2P = —q/z,. (IV.37e)
Eq. pour abscisse —oo abscisse 0 abscisse +00
T T =T1" (Iv.37d) T =T
Y Y, = Yl IV.37b Y, =Y
u u=1 IV.37c) U =/ p> [ phrl
v v=0 (IV.37a)
P P — pbrl (IV.37e) P — poxr

TAB. IV.3 — Implémentation des équations pour les flames étirées stationnaires

Les conditions aux limites sont analogues a celles des régimes instationnaires et
sont obtenues en supprimant la dépendance par rapport au temps. Dans le mélange
“extérieur” en y = 400, on a

T(+o00) =T, (IV.38a)

Yi(+o00) =Y, k€S, (IV.38b)

u(+o0) =1, (IV.38¢c)

O(+00) = . (IV.38d)
Et dans le mélange “brileur” en y = —o0, on a

T(—o00) =T, (IV.38e¢)

Yi(—o0) =Y kes, (IV.38f)

u(—00) = +/p>r/p™, (IV.38g)
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P(—o00) = &, (IV.38h)

L’origine du repere étant choisie dans le plan d’arrét, on a aussi
v(0) = 0. (IV.38i)
Dans cette situation, on a également la relation de compatibilité liant la courbure
tangentielle de la pression J et le taux d’étirement p®*a? = J. On récapitule toutes

ces conditions aux limites ainsi que les équations qui seront implémentées dans le
logiciel de résolution dans le tableau TAB. TV.3.

Méthode numérique

Dans cette section, on décrit les algorithmes utilisés pour le calcul des flammes
laminaires ionisées stationnaires planes et étirées. On s’intéresse notamment a la
discrétisation des équations par différences finies, a la résolution des équations dis-
crétes par une méthode de Newton et au calcul des matrices jacobiennes. On utilise
un logiciel de calculs de flammes 1D que I'on a modifié pour qu’il tienne compte de
Iionisation dans la flamme.

IV.5.1 Equations discrétisées

On a vu dans les deux sections précédentes que les équations des flammes lami-
naires planes ionisées se réduisent a un probleme aux limites posé sur la demi-droite
[z, +00) et que les équations des flammes laminaires étirées ionisées se réduisent a
un probleme aux limites posé sur la droite (—oo, 4+00). On tronque tout d’abord le
domaine en [z, Z] et on doit alors résoudre un probleme aux limites sur [z, 7]. Comme
les deux problemes sont mono-dimensionnels, on note également x la variable d’es-
pace pour le probleme des flammes étirées stationnaires alors que la variable utilisée
dans la mise en équation était y. On peut écrire les deux systemes symboliquement
sous la forme

oit X : [z,7] — R™ est la fonction inconnue, [z,Z] le domaine d’étude et n° le
nombre de composantes de la fonction inconnue X. Dans le cas des flammes planes,
n®=n'+3avec X = (¢, T, Y4, ..., Y, E) et dans celui des flammes étirées, n® = n°+4
avec X = (u,v,T,Y,, ..., Y, ®). Pour les flammes planes, on considere que le débit ¢
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est une fonction de z afin de garder une structure bloc-tridiagonale pour la matrice
jacobienne.

On discrétise ensuite ce probleme. On fixe une grille = définie par

E={r=64L<&E<. . <& =T,

ou M désigne le nombre de points de la grille. La discrétisation des équations de
conservation est faite a 1’aide de différences finies. Apres avoir remplacé les opérateurs
de dérivation par des opérateurs de différences finies, on doit résoudre un systeme
algébrique d’équations non-linéaires du type

F=(Xz) = 0, (IV.39)

ou Xz désigne la solution discrétisée sur la grille = et Fz le systeme des équations
discrétisées.

Pour une solution initiale X° qui est suffisamment proche de la solution Xz, le systéme
d’équations discrétisées peut étre résolu par la méthode de Newton. On définit une
suite X*, pour k£ € N, ot N désigne I’ensemble des entiers naturels, par

J(XF) (P — xF) = Ly, Fe(XF), keN, (IV.40)

ott J(X*) est la matrice Jacobienne de la fonction Fz au point X,

k S vk
30) = S=0),
et Ly désigne le parametre d’amortissement de la méthode de Newton. Il vérifie
0 < Ly < 1 et il est calculé selon la méthode de Deuflhard [Deu74]. L’évaluation des
matrices Jacobiennes étant cotiteuse en temps de calcul, on emploie généralement
une méthode de Newton modifiée dont il faut controler la vitesse de convergence.
Les matrices Jacobiennes sont évaluées par différences finies

_ E=(X+0Z) - F=(X)
— 5 :

J(X)Z (IV.41)
en utilisant des vecteurs Z bien choisis. En effet, il semble que I'on ait besoin de Mn¢
vecteurs Z différents pour obtenir I'intégralité de la matrice Jacobienne. Mais en uti-
lisant sa structure bloc-tridiagonale, on observe que les composantes correspondant a
des points de discrétisation i, j tels que |[i—j| > 2 sont indépendantes. Il est alors pos-
sible d’utiliser des vecteurs Z = Z(ly, ng), indicés par ly € {1,...,n} et ng € {1,2, 3},
et dont les seules composantes non nulles Z(ly, n9)(,n) sont telles que [ = [y et n = ny
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mod 3. La matrice Jacobienne est donc obtenue apres 3n®+ 1 évaluations de Fz. La
fonction F= est d’autre part évaluée en utilisant des librairies de sous-programmes
hautement vectorisés pour le calcul des termes de production chimique, des proprié-
tés de transport et des grandeurs thermodynamiques [GD88, EG95, EG96]. Il est
plus intéressant d’utiliser des différences finies car de nombreux produits multiples
apparaissent dans les termes sources chimiques et les coefficients de transport. On
remarque également que lors de I’évaluation des matrices Jacobiennes, il est seule-
ment nécessaire d’évaluer les propriétés aéro-thermochimiques aux points ot 1’'on a
perturbé les variables d’état, c’est-a-dire tous les trois points et non pas tous les
points de la grille.

La présence de forts gradients, en particulier dans les fronts de flamme rend néces-
saire 1'utilisation de grilles adaptatives. Pour obtenir des grilles adaptées a la solu-
tion, on utilise un algorithme de raffinements successifs [Smo82|. En fin de calcul, la

grille = est telle que pour toute composante [ = 1,...,n° et pour tout intervalle du
type [Em, Emr1] pour m = 1,..., M—1, les inégalités suivantes sont vérifiées
§m+1
/ 10,Xy|dz < B( sup X;— inf X)), (IV.42)
Em 1<a<T 1<oST
§m+1
/ |8§Xz‘ dz < ’)/( sup ale - infﬁ@mxl), (IV43)
Em 2<a<T e<a<z

ol les constantes [ et v sont des nombres plus petits que un.

Un des avantages de la méthode de Newton est sa convergence rapide. Un incon-
vénient potentiel est que, pour chaque grille considérée, la solution initiale corres-
pondante doit étre dans le domaine de convergence de la méthode. Pour diminuer
cette sensibilité a la solution initiale, on peut ramener cette derniere dans le domaine
de convergence de la méthode par des itérations instationnaires. Une telle méthode
s’écrit

Do, X + F(X) =0, (IV.44)
ou D est une matrice diagonale par blocs, avec des conditions initiales appropriées.
Les équations instationnaires utilisées peuvent étre les équations exactes présentées
dans les sections précédentes ou bien résulter de diverses simplifications des termes
instationnaires. Ces équations instationnaires sont alors résolues de fagon totalement
implicite a cause de la raideur due a la chimie. Le prédicteur est obtenu avec un
schéma d’Euler explicite et 1’étape de correction correspond a un schéma d’Euler
implicite. Le pas de temps est estimé en controlant ’estimation d’erreur associé au
prédicteur. Plus précisemment, on impose que

IX(t) = X(t:) — (¢ — )X (t)| = [5(¢ — t:)* X (t:)] < e, (IV.45)
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ou € est un nombre inférieur a un.

IV.5.2 Librairies de thermochimie et de transport

On a vu que la résolution des équations discretes non linéaires est effectuée par une
méthode de Newton et les matrices Jacobiennes sont évaluées par différences finies.

On doit donc évaluer un grand nombre de fois la fonction Fz et donc un grand nombre
de fois les propriétés thermochimiques. Par conséquent, il est nécessaire d’évaluer un
grand nombre de fois les propriétés thermodynamiques c, et hi, k € S, les taux de
production chimique wyg, k € S, et les propriétés de transport A\, D, x et n en fonction
des variables d’état T', p et Yi, k € S. Il est intéressant de remarquer que cette éva-
luation des diverses quantités thermochimiques peut étre réalisée dans des librairies
indépendantes du noyau numérique du code. Les librairies CHEMKIN I puis CHEM-
KIN II ont été réalisées a cet effet aux laboratoires SANDIA de Livermore (USA),
pour des ordinateurs scalaires [KMJ80, GD88, KRMS89|. Les logiciels de calcul de
flamme étirée et de lamme plane utilise une version restructurée et vectorisée de la
librairie CHEMKIN II pour le calcul de toutes les grandeurs thermochimiques.

En ce qui concerne les propriétés de transport, on utilise la librairie EGLIB [EG97]
qui est une librairie optimisée et tres complete pour I’évaluation des coefficients de

transport. Cette librairie fournit diverses approximations pour tous les coefficients
de transport [EG94, EG95, EG96, EGI7].

IV.5.3 Méthode de continuation

Un parametre fondamental des lammes laminaires étirées est I’étirement. Or il est
plus facile de simuler des flammes étirées dont I’étirement est élevé que celle dont
I’étirement est faible. Pour obtenir des flammes avec un faible étirement, on préconise
l'utilisation d’'une méthode de continuation [GS89).

La solution X= des équations des flammes étirées (IV.37)) et (IV.38) dépend de fagon
réguliere de I’étirement a considéré comme un parametre. On considere alors I'arc de
courbe constitué des solutions (Xz(a), a) en fonction du parametre a. La méthode de
continuation consiste a suivre la courbe solution en utilisant une méthode d’Euler
comme prédicteur et une méthode de Newton modifiée comme correcteur [Cha84],
avec une reparamétrisation appropriée de la solution [GS89]. Cette reparamétrisation
est effectuée a ’aide d’un nouveau parametre indépendant qui approxime localement
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I’arc de courbe de la solution dans I'espace des phases, tandis que le parametre ori-
ginal devient une valeur propre. La reparamétrisation est introduite sous la forme
d’une équation scalaire supplémentaire. Plus spécifiquement, si on considere un sys-
teme de la forme Fz(Xz, \) = 0, 'arc de solutions (X=(A), \) est reparamétrisé sous

la forme (X=(s), A(s)), ol s est une approximation de ’arc de courbe. Par ailleurs,
Ialgorithme utilisé est un algorithme de continuation adaptatif, c¢’est-a-dire qu’il
combine un algorithme de continuation et une adaptation de la grille en équidistri-

buant une fonction poids positive [GS89].

Calcul de flammes laminaires d’hydrogene

Dans cette section, on présente les résultats obtenus pour le calcul d’une flamme
plane laminaire ionisée d’'un mélange air-hydrogene et d’'une flamme laminaire étirée
d’un mélange air-hydrogene, apres avoir donné les différentes données concernant la
thermochimie et le transport de telles flammes.

IV.6.1 Données thermochimiques

La recherche de données thermodynamiques est un probleme pratique compliqué.
En effet, la plupart des données thermodynamiques des ions et notamment des ions
carbonnés n’a pas été évaluée expérimentalement et manque dans les bases de don-
nées, ce qui nous a empéché de calculer une flamme de méthane. En particulier, les
données des ions CHS", CsHy et CoH30T font défaut.

On considere donc une flamme ionisée prémélangée d’hydrogene-air. Les especes chi-
miques présentes dans ce mélange sont le diazote Ns, le dihydrogene Hs, le dioxy-
gene Oy, 'hydrogene H, 'oxygene O, 'eau HyO, 'hydroxyle O H, I’hydroperoxyde
HO,y, le peroxyde d’hydrogene H5Os, I'ion hydronium HzO™T et électron E. On
ne considere donc qu'un seul ion positif dans le mélange. Les données thermodyna-
miques de ces especes sont fournies dans le tableau TAB. IV.4/pour des températures
Tine = 300K, Ty = 1000K et Ty, = 5000K. Elles permettent de calculer les cha-
leurs spécifiques molaires a pression constante C) i, k € S, les entropies molaires Hy,

k € S, et les entropies standard a la pression atmosphérique S2™, k € S, en utilisant

les expressions (IV.3).
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€oe

Ny

H,

0,

H

o

H,0

Ak
a2k
ask
A4k
ask
A6k
ark

0.02926640E+02
0.14879768 E—-02
—0.05684760E£—05
0.10097038 E—09
—0.06753351E—-13
—0.09227977E+04
0.05980528 E+02
0.03298677E+02
0.14082404E—02
—0.03963222E—-04
0.05641515E-07
—0.02444854E-10
—0.10208999 E 404
0.03950372E+02

0.02991423 E+02
0.07000644 £ —-02
—0.05633828 E—06
—0.09231578 E-10
0.15827519E-14
—0.08350340E4-04
—0.13551101E£+401
0.03298124 E+02
0.08249441E—-02
—0.08143015E—-05
—0.09475434E—-09
0.04134872E-11
—0.10125209E+04
—0.03294094 E+02

0.03697578 E+02
0.06135197E£—-02
—0.12588420E£—06
0.01775281 E—09
—0.11364354E—-14
—0.12339301 E+04
0.03189165E£+02
0.03212936 E+02
0.11274864 £ —02
—0.05756150E—05
0.13138773E—-08
—0.08768554E£—11
—0.10052490E+4-04
0.06034737E+02

0.02500000E+02
0.00000000E£+00
0.00000000E£+00
0.00000000E+00
0.00000000E+00
0.02547162E+06
—0.04601176 E+01
0.02500000E+02
0.00000000E+00
0.00000000E+00
0.00000000E£+00
0.00000000E£+00
0.02547162E+06
—0.04601176 E4+01

0.02542059E+02
—0.02755061 E—-03
—0.03102803E£—-07
0.04551067E—-10
—0.04368051E—-14
0.02923080E£+06
0.04920308 E+02
0.02946428 E+02
—0.16381665E—02
0.02421031 E—-04
—0.16028431E—-08
0.03890696 £ —11
0.02914764 E+06
0.02963995 E+02

0.02672145E+02
0.03056293 £ —01
—0.08730260E—-05
0.12009964 E—-09
—0.06391618E—-13
—0.02989921 E4-06
0.06862817E+02
0.03386842E+02
0.03474982E—01
—0.06354696 E—04
0.06968581 E—07
—0.02506588 E—10
—0.03020811E4-06
0.02590232E+02

OH

HO,

H50,

H;0%

E

alk
ask
ask
a4k
ask
a6k
ark
aly,
ayy,
agy,
aly,
agy,
agy,
azy,

0.02882730E£+02
0.10139743E—-02
—0.02276877E—-05
0.02174683 E—09
—0.05126305E—14
0.03886888 E+05
0.05595712E+02
0.03637266 E+02
0.01850910E—-02
—0.16761646 £—05
0.02387202E-07
—0.08431442E-11
0.03606781 E+05
0.13588605E£+01

0.04072191 E+02
0.02131296 £—01
—0.05308145E—-05
0.06112269E—-09
—0.02841164F£—13
—0.15797270E+403
0.03476029 E+02
0.02979963 E+02
0.04996697E—01
—0.03790997E—04
0.02354192E—-07
—0.08089024E—-11
0.01762273 E+04
0.09222724 402

0.04573167E+02
0.04336136 £—01
—0.14746888 E—05
0.02348903 E—-08
—0.14316536 £—13
—0.01800696 E+06
0.05011369E+01
0.03388753E+02
0.06569226 E—-01
—0.14850125E—06
—0.04625805E—-07
0.02471514E-10
—0.01766314 E4-06
0.06785363 E£+02

0.24964777E+01
0.57284481 E—02
—0.18395322E—-05
0.27357729E—-09
—0.15409386 £—13
0.70972911 E£405
0.74585048 E+01
0.37929561 E+01
—0.91087830E—-03
0.11636414FE—-04
—0.12136548 E—-07
0.42616180E—-11
0.70751240E+05
0.14715543 £+01

0.02500000E£+02
0.00000000E£+00
0.00000000E+00
0.00000000E+00
0.00000000E£+00
—0.07453749E+04
—0.11734026 E4+02
0.02500000E+02
0.00000000E+00
0.00000000E£+00
0.00000000E£+00
0.00000000E+00
—0.07453750E4-04
—0.11734026 £+-02

TAB. IV.4 — Données thermodynamiques.

Les unités unités utilisées sont la mole, le Kelvin et la calorie par mole.
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Chapitre IV Simulations numériques de flammes laminaires ionisées

On considere 20 réactions chimiques entre ces especes, ces réactions étant listées
dans le tableau TAB. TV.5. On a également indiqué dans ce tableau les constantes
permettant de calculer les taux de réactions chimiques des différentes réactions selon
la loi d’Arrhénius généralisée (IV.6). On remarque que les 19 premieres réactions sont
les réactions chimiques usuelles ayant lieu dans une flamme d’hydrogene non ionisée
et ne mettent pas en jeu l'ion hydronium H3zO™T et I’électron E. L’ionisation de la
flamme se fait au travers de la derniere réaction entre 'eau HoO et I’hydrogene H

pour produire I'ion hydronium H3O% et I’électron E.

Réactions Ar by Er
1. Hb+ 0Oy = 20H 1.70E+13 0.000 47780.0
2. Hb+OH = HO+H 1.17E+09 1.300 3626.0
3. H+0Oy = OH+O 2.00E£+14 0.000 16800.0
4. O+Hy, = OH+H 1.80E+10 1.000 8826.0
5 H+ O3+ M = HOy+ M® 2.10E+18 —1.000 0.0
6. H+ 02+ 02 = HO2+ Oy 6.70£+19 —1.420 0.0
7.H+Oy+ Ny = HO3+ Ny 6.70£+19 —1.420 0.0
8. OH+ HOy = H>0+ 09 5.00E+13 0.000 1000.0
9. H+ HO; = 20H 2.50E+14 0.000 1900.0
10 O+ HO; = 0O+ OH 4.80E+13 0.000 1000.0
11. 20H = O+ H»0 6.00£4+08 1.300 0.0
12. Hy+ M = H+H+ M 2.23F+12 0500  92600.0
13. Oo0+ M = 20+ M 1.85E+11 0.500 95560.0
14 H+OH+M = HO+ M° 7.50E+23 —2.600 0.0
15. H+ HOy = Hy+ 0Oy 2.50E+13 0.000 700.0
16. HOs + HOy = H09 + Oy 2.00E£+12 0.000 0.0
17. HbOs+ M = OH+OH+ M 1.30E+17 0.000 45500.0
18. HbOs+ H = HOs+ H» 1.60E+12 0.000 3800.0
19. H,O;+OH = H>0+ HO» 1.00E+13 0.000 1800.0
20. HsOT+E = HO+H 2.29E+19 —0.500 0.0

a gg,(HgO) = 21, g5(H2) = 3.37 g5(02) = g5(N2) = 0.0.
" g12(H20) = 6, gi2(H2) = 3, gi2(H) = 2.
¢ g12(H20) = 20.

TAB. IV.5 — Taux de production chimique d'une flamme hydrogene-air. Les uni-
tés utilisées sont la mole, le centimetre-cube, la seconde, le Kelvin

et la calorie par mole.

Il est également difficile d’obtenir les cinétiques des réactions d’ionisation. En effet,
les données sont rares et parfois peu précises car les expériences permettant de les
évaluer n’ont pas été faites un grand nombre de fois. En particulier, la cinétique de
la réaction 20, utilisée dans de nombreux calculs de flamme [PB93, EB8S8|, semble
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Calcul de flammes laminaires d’hydrogene Section V.6

erronée car la constante de réaction obtenue est beaucoup trop faible. La réaction
d’ionisation est alors tres lente et en pratique les ions n’apparaissent que tres loin
du front de flamme. On a donc multipliée par 10 le facteur A, pour que la réaction
soit plus rapide.

IV.6.2 Données de transport

On présente dans le tableau TAB. IV.6 les parametres moléculaires utilisés dans
le logiciel de résolution pour évaluer numériquement les coefficients de transport.
Ces parametres sont €, la profondeur du potentiel de Lennard-Jones, o}, le diametre
de collision, p; le moment dipolaire des molécules polarisées, «y la polarisabilité
des molécules non polarisées et £M(298K) le nombre de collisions associées a la
relaxation de I’énergie interne.

Especes er/kp[K] o [nm] pr[Debye]  10%4ay[em3]  €M(298K)
Ny 97.530 3.621 0.000 1.760 4.000
Hy 38.000 2.920 0.000 0.790 280.000
Oq 107.400 3.458 0.000 1.600 3.800
H 145.000 2.050 0.000 0.000 0.000
(@] 80.000 2.750 0.000 0.000 0.000

H>0 572.400 2.605 1.844 0.000 4.000
OH 80.000 2.750 0.000 0.000 0.000
HO9 107.400 3.458 0.000 0.000 1.000
H50, 107.400 3.458 0.000 0.000 3.800
H30t 572.400 2.605 1.844 0.000 4.000
E 850. 1.00 0.000 0.000 1.000

TAB. IV.6 — Parameétres moléculaires des especes

La section de collision de 1’électron n’est pas strictement correcte au sens ou 'on
a pris volontairement une section faible pour accelerer la diffusion de 1’électron. Sa
valeur peut étre calculée [PB93] mais cette approximation n’a pas d’influence étant
donnée I'imprécision des données thermochimiques pour les especes ionisées.

IV.6.3 Calcul d’une flamme plane laminaire

On présente dans cette section les résultats numériques du calcul d’une flamme plane
laminaire ionisée d’un mélange hydrogene-air a pression atmosphérique p, = latm.
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Chapitre IV Simulations numériques de flammes laminaires ionisées

On a effectué le calcul sur un domaine [z, 7] = [—10, 140] exprimé en centimetres et
on a choisi ¢ = 0 pour fixer le front de la flamme autour de l'origine. Les solutions
présentées sont convergées au sens ou elles vérifient les équations différentielles a la
précision souhaitée et la grille est adaptée a la solution. Les pics ou les ruptures de
pentes ne sont dus qu’a 1’échelle des graphiques et un zoom permettrait de voir des
courbes régulieres.

En ce qui concerne les conditions aux limites, on a fixé la température interne du
mélange a lorigine T'(x;) = T; = 400K, la température au brileur 7'(z) = T =

300K, le champ électrique au brileur E(z) = EP™ = 0g.cm.s72.C~! et la fraction

molaire de chaque espece au brileur X (z) = X/, k € S, avec

X3 =0.5564, Xg=0.1479, Xy = 0.2957,
Xiho = X3 = X0y = X&' = Xfo, = Xpo, = X0+ = Xz = 0.0000.
En définissant la richesse du mélange ¢ par

o XHz/on

¢_ sto sto’
Xis | X5,

ou Xf};) et X 5‘3;’ désigne les fractions molaires steechiométriques, on obtient donc une
richesse ¢ = 1, ce qui correspond a un mélange stoechiométrique.

On a tracé la température 7" en fonction de l'abscisse = a la figure FIG. On

2500

20001

15001

10001

Temperature (K)

5001

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
X (cm)

Fi1G. IV.5 — Température dans une flamme plane ionisée d'un mélange
hydrogene-air exprimée en Kelvin.

observe que le front de flamme se situe bien autour de l'origine sur une distance de
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Calcul de flammes laminaires d’hydrogene Section V.6

I'ordre du millimetre. La température maximale obtenue dans les gaz briilés est de
2381 K.

On a ensuite tracé a la figure F1a. [IV.6 la vitesse normale du mélange gazeux u et
a la figure F1G. IV.7 la masse volumique p. Ces deux quantités sont reliées par la
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o

400

2001 1

X (cm)

F1G. IV.6 — Vitesse normale dans une flamme plane ionisée d'un mélange

hydrogene-air exprimée en cm.s™ .
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Fi1G. IV.7 — Masse volumique dans une flamme plane ionisée d'un mélange

hydrogene-air exprimée en g.cm 3.

relation pu = ¢, ou ¢ est le débit massique par unité de surface, constant dans le
mélange. On obtient numériquement un débit massique ¢ = 0.193688 g.cm 2.5~ ! et
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une vitesse d’admission u,q = 227.956 cm.s~ !, cette valeur assez faible étant due &
effet Soret [EG96, EG99).

Aux figures F1G. IV.8/et F1G.IV.9, on a illustré les profils des especes majoritaires et
des radicaux en fonction de I'abscisse. On a tracé les profils sur un domaine étendu

T T T T T r . - 10 ‘ ‘
[—— T L S HZ
0.6 »F”"-r"“ x H,0l| KR R R ERM———— RS KK XK H,0
R 4 O2 ; Oz
0.5r * N2 | 00000 om . N2
XxXXXX X X X X
8 g
%0'47 b 8 + o+t E
E <]
%) =
S oo x X X X X X KK X KX XK @ 10°r i
2 0.3foooo sexK. X XK 1 5
[
0.2r 4 § F, 000000 0000 0 06 g
H +
o+ ,’1‘( *+++4**+++*
0.1 i ¢ .
X
X
o 9 SRR 20 200029999000 107 i ‘
S1 05 0 05 1 15 2 25 3 ~0.05 0 0.05 0.1
X (cm) X (cm)

F1G. IV.8 — Fractions molaires des especes majoritaires dans une flamme plane
ionisée d'un mélange hydrogene-air.
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F1G. IV.9 — Fractions molaires des radicaux dans une flamme plane ionisée d'un
mélange hydrogene-air.

[—1, 3] pour donner l'allure générale et sur un domaine plus restreint [—0.05,0.1] en
échelle logarithmique pour détailler le front de flamme. On observe que le maximum
des profils des radicaux H.0, et HO, se situent juste avant le front de flamme,
comme dans le cas des flammes planes d’hydrogene non ionisées. D’un point de vue
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plus général, I'ionisation ne change pas 'allure des profils des especes majoritaires
ni de ceux des radicaux.

A la figure F1G. IV.10, on a représenté les fractions molaires des électrons E et des
ions hydronium H3zO". Aux figures F1G.[IV.10(a) et F1G.IV.10(b), on a tracé Iallure

-11
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F1G. IV.10 — Fractions molaires des électrons et des ions hydronium dans une
flamme plane ionisée d'un mélange hydrogene-air.

générale des profils des électrons et des ions hydronium sur le domaine [—1,50].
Comme la réaction 20 du tableau TAB. IV.5 est la seule réaction du mécanisme
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réactionnel considéré qui produit des ions et des électrons et qu’elle les produit dans
le méme rapport stoechiométrique, on observe que les deux courbes correspondant
a la fraction molaire des électrons et celle des ions hydronium sont pratiquement
identiques a cette échelle. On remarque ensuite que cette réaction est beaucoup plus
lente que que les autres réactions chimiques entre les especes neutres. En effet, la
réaction ne débute que dans la partie chaude du mélange, apres le front de flamme,
et il faut une certain distance pour qu’elle se stabilise. C’est pour cette raison que
I'on a di effectuer les calculs sur un domaine aussi vaste [—10, 140], alors que le
domaine [—1, 3] est amplement suffisant pour calculer une flamme d’hydrogene non
ionisée. Ainsi, cette réaction reste lente méme apres avoir multiplié par un facteur 10
la constante de la réaction d’ionisation, ce qui nous incite a mettre en doute la seule
mesure expérimentale de la littérature. A la figure F1G. [IV.10(c), on a tracé sur un
méme graphique les profils des électrons et des ions hydronium sur le domaine [—1, 2]
en échelle logarithmique. Les courbes ne sont plus superposables a cette échelle et
on observe que les électrons diffusent davantage que les ions, ce qui se traduit par
une densité plus importante des électrons en avant du front de flamme.

On a ensuite tracé a la figure F1G.IV.11 la charge volumique ¢ exprimé en C.cm ™3 et
a la figure F1G.IV.12/le champ électrique E exprimé en g.cm.s 2C~! = 10~"V.em ™1,
en fonction de I'abscisse. Ces deux quantités sont reliées par I’équation de Poisson

x10 ™

I
= |
o o o
T

Charge volumique (C.cm‘3)

|
[y
ol

20 1 1 1 1 | |
-2 -1 0 1 2 3 4 5
X (cm)

Fia. IV.11 — Charge volumique dans une flamme plane ionisée d'un mélange

hydrogene-air exprimé en C.cm™3.

d,E = q/0. On observe que la charge ¢ est nulle en 4+o00. Cela traduit thermodyna-
miquement 1’équilibre de la production de charge par la seule réaction d’ionisation
du mélange, et de plus, la nullité de la densité de courant de conduction a l'infini
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FiG. IV.12 — Champ électrique dans une flamme plane ionisée d’'un mélange
hydrogéne-air exprimé en g.cm.s 2C~! = 10~"V.em™!

en intégrant 1’équation de la charge. En ce qui concerne le champ électrique E a
I'infini, il converge vers une constante non nulle —307 g.cm.s 2C~!. Cela implique
que le potentiel électrique vaut —oo a l'infini, ce qui impose d’utiliser le champ élec-
trique plutot que le potentiel électrique. Il apparait également qu’il y a une légere
séparation de charges autour du front de flamme. En avant du front, la charge vo-
lumique est négative, ce qui est dii a un exces d’électrons et en arriere du front,
elle est positive. On observe donc un champ électrique localisé autour du front de
flamme engendré par cette délocalisation des électrons. Or ce champ électrique a
une influence sur les especes chargées, cette influence se manifestant dans les forces
de diffusion des especes. L’effet global de la force électrique est de freiner la diffusion
des électrons et de les ramener dans le front de flamme. La figure F1G. [IV.13 repré-
sente les fractions molaires des especes chargées lorsque 1’on tient compte ou non de
la force électrique dans les forces de diffusion. On observe effectivement que lorsque
I’on néglige la force électrique, les électrons diffusent davantage et la séparation des
charges est beaucoup plus importante. Il y a également un effet sur le profil des
ions hydronium, bien qu’ils soient plus lourds que les électrons. Sur les graphiques
présentés, on voit que les profils des électrons et des ions sont confondus lorsque ’'on
tient compte de la force électrique tandis qu’ils sont nettement disjoints lorsque 'on
n’en tient pas compte.
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Fi1c. 1V.13 — Effet du champ électrique sur les fractions molaires des ions et
des ions hydronium dans une flamme plane ionisée d'un mélange
hydrogene-air.

IV.6.4 Calcul d’'une flamme laminaire étirée (a = 200057 1)

On présente dans cette section les résultats numériques du calcul d’une flamme
laminaire étirée ionisée d'un mélange hydrogene-air a pression atmosphérique p, =
latm avec un étirement a = 2000s~!. On a effectué le calcul sur un domaine [z, 7] =
[—3, 3] exprimé en centimetres.

En ce qui concerne les conditions aux limites, on a fixé la température interne du
mélange au brileur T'(z) = T = 300K, la température a U'extérieur T'(Z) = T =
300K, le potentiel électrique au brileur ®(z) = ®" = 0g.cm?.s72.C~1, le potentiel
électrique a I'extérieur ®(T) = &= = 0 g.cm?.s72.C71 la fraction molaire de chaque
espece au brileur X, (z) = X' k € S, et la fraction molaire de chaque espece a
Vextérieur X (7T) = X, k € S, avec

X3 =0.560, Xg=0.140, Xp =0.300,

brl brl brl __ brl brl _ brl brl o brl
XHQO - XH - OH — XO - HoOo2 — XH02 - XHgOJF - XE - 00000’
XS = 0560, X&F=0.140, X =0.300,
exr __ exr __ exr __ exr __ exr  __ exr __ exr _ exr __
H>O — XH - XOH - XO - HsO2 — HO; — HzO0+t — XE - 00000

On a pris des conditions symétriques de fagon a simuler une flamme correspondant
au dispositif de la figure F1G. 1V.3.

On a tracé la température T' en fonction de I'abscisse x a la figure Fic. [IV.14. On
observe que le front de flamme se situe a une abscisse de 3,5 mm sur une distance
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Fi1c. IV.14 — Température dans une flamme étirée ionisée d'un mélange
hydrogene-air exprimée en Kelvin.

de 'ordre du millimetre. La température maximale obtenue dans les gaz brilés est
de 2276 K.

On a ensuite tracé a la figure Fi1g. V.15 la vitesse tangentielle réduite du mé-
lange gazeux u et la vitesse normale réduite v. La vitesse tangentielle réduite u est

2.6

0
247 -05
2.2r b -1r
o 2 s
2 .
£ § f
S18r 2
8 g 25
% 16f £
4 g -3t
S 14p 2
$-35
1.2¢ >
4l
r -45
0.8 i i . . . 5 ; ; ; i ;
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
X (cm) X (cm)
(a) Vitesse tangentielle (b) Vitesse normale

F1G. IV.15 — Vitesses réduites tangentielles et normales dans une flamme étirée
ionisée d'un mélange hydrogene-air.

constante égale a 1 a I'extérieur de la flamme et elle augmente dans la flamme pour
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atteindre 2.55 a l'origine. En ce qui concerne la vitesse normale réduite v, elle est
nulle a l'origine comme l'impose les conditions aux limites et son gradient est plus
élevé en valeur absolue a 'extérieur de la flamme qu’a I'intérieur.

Aux figures FI1G.[IV.16 et F1G.[IV.17, on a illustré les profils des especes majoritaires
et des radicaux en fonction de l'abscisse. On a tracé les profils sur le domaine

T T T T T 10 i i i

o Hz ° H2
0.6?1. « Hzoi EK KR R R —— Hzow
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T .l i ko
g 04 ] »
£ 5%
2 2 107 : 9
%0,3 00000 © 00 000 0000000000000 2
o 1 8 SR
w I 6 66 600000 00000000 f
0.2 q F X
i
A A T ¢3 %
0.1+ .
4+ %
certt ” H
0 M X M & 10 P . X
0 05 1 15 2 25 3 0.2 0.25 03 0.35 0.4
X (cm) X (cm)
. . N . Lot s
F1G. IV.16 — Fractions molaires des especes majoritaires dans une flamme étirée
Ly ) . \ .
ionisée d'un mélange hydrogene-air.
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Fi1G. IV.17 — Fractions molaires des radicaux dans une flamme étirée ionisée
d'un mélange hydrogene-air.

complet de calcul [0, 3] pour donner Iallure générale et sur un domaine plus restreint
[0.2,0.4] en échelle logarithmique pour détailler le front de flamme. On observe que
le maximum des profils des radicaux H,O, et HO, se situent juste avant le front
de flamme, comme dans le cas des flammes étirées d’hydrogene non ionisées. D’un
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point de vue plus général, I'ionisation ne change pas 'allure des profils des especes
majoritaires ni de ceux des radicaux.

A la figure F1G.[IV.18, on a représenté les fractions molaires des électrons E et des
ions hydronium H3O™. Sur le premier graphique, on a tracé I'allure générale des
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F1G. IV.18 — Fractions molaires des électrons et des ions hydronium dans une
flamme étirée ionisée d'un mélange hydrogene-air.

profils des électrons et des ions hydronium sur le domaine [0, 3], et sur le second
graphique, on a utilisé une échelle logarithmique. La seule réaction qui crée des ions
hydronium et des électrons est la réaction 20 du mécanisme réactionnel considéré
TAB. IV.5. Cette réaction est lente par rapport aux autres réactions et la largeur de
la lamme que I'on obtient n’est pas suffisante pour que la réaction soit stabilisée, on
observe en effet un pic des ions H3O™. Si la réaction était stabilisée, on observerait un
profil plus plat dans la flamme. On remarque également que les électrons diffusent
largement dans toute la flamme, c’est a dire entre les abscisses 0 mm et 3,5 mm,
ainsi qu’en dehors de la flamme, pour des abscisses supérieures a 3,5 mm.

On a ensuite tracé a la figure F1G. la charge volumique ¢ exprimé en C.cm ™3
et a la figure F1G.[IV.20 le potentiel électrique ® exprimé en g.cm?.s72C~1 = 107"V,
en fonction de I'abscisse. Ces deux quantités sont reliées par I’équation de Poisson
d2® = —q/ey. On observe & nouveau une délocalisation de la charge dans la flamme,
les électrons ayant davantage diffusé que les ions, la charge est négative en dehors
de la flamme et positive a I'intérieur.

On remarque pour conclure que la flamme d’hydrogene ionisée avec un étirement
a = 2000s~! ne permet pas & la réaction d’ionisation d’atteindre 1'équilibre partiel,
les especes ne restant pas assez de temps dans la partie chaude.
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Fia. IV.19 — Charge volumique dans une flamme étirée ionisée d'un mélange
hydrogene-air exprimé en C.cm 3.
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F1G. IV.20 — Potentiel électrique dans une flamme plane ionisée d'un mélange
hydrogene-air exprimé en g.cm?.s72C~1 = 107"V

IV.6.5 Calcul d'une flamme laminaire étirée (a = 4005 1)

On présente dans cette section les résultats numériques du calcul d’une flamme
laminaire étirée ionisée d’'un mélange hydrogene-air a pression atmosphérique p, =
latm avec un étirement a = 400s~'. On a effectué le calcul sur un domaine [z, 7] =
[—3, 3] exprimé en centimetres.
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En ce qui concerne les conditions aux limites, on a fixé la température interne du
mélange au brileur T'(z) = T = 300K, la température a U'extérieur T'(Z) = T =
300K, le potentiel électrique au brileur ®(z) = ®" = 0g.cm?.s72.C~1, le potentiel
électrique a l'extérieur ®(7) = & = 0 g.cm?.s~2.C~} la fraction molaire de chaque
espece au brileur X (z) = X' k € S, et la fraction molaire de chaque espece &
Vextérieur X (T) = X, k € S, avec

X3 =0.560, Xg=0.140, Xp =0.300,

brl brl __ brl brl brl . brl brl - brl __
XHQO - XH — ©*OH — XO — “YH202 T XHO2 - ‘)(15{307L - E T 0.0000,
X§=0560, X&&=0.140, Xg = 0.300,
exr __ exr __ exr __ exr __ exr  __ exr __ exr _ exr __
HO — Xy =Xop=Xo = H202 = “*HO2 = “*H30t — Xp = 0.0000.

On a pris des conditions symétriques de facon a simuler une flamme correspondant
au dispositif de la figure F1G. IV.3.

On a tracé la température T en fonction de I'abscisse x & la figure F1G. [IV.21l On

2500

20001

15001

10001

Temperature (K)

5001

0 0.5 1 15 2 25 3
X (cm)

Fi1G. IV.21 — Température dans une flamme étirée ionisée d'un mélange
hydrogene-air exprimée en Kelvin.

observe que le front de flamme se situe a une abscisse de 1.84 cm sur une distance

de l'ordre du millimetre. La température maximale obtenue dans les gaz briilés est
de 2356 K.

On a ensuite tracé a la figure Fi1a. V.22 la vitesse tangentielle réduite du mé-
lange gazeux w et la vitesse normale réduite v. La vitesse tangentielle réduite u est
constante égale a 1 a l'extérieur de la flamme et elle augmente dans la flamme pour
atteindre 2.60 a l'origine. En ce qui concerne la vitesse normale réduite v, elle est
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F1G. 1V.22 — Vitesses réduites tangentielle et normale dans une flamme étirée
ionisée d'un mélange hydrogene-air.

nulle a l'origine comme I'impose les conditions aux limites et son gradient est plus
élevé en valeur absolue a 'extérieur de la flamme qu’a I'intérieur.

Aux figures F1G.[IV.23 et F1G.[IV.24| on a illustré les profils des especes majoritaires
et des radicaux en fonction de l'abscisse. On a tracé les profils sur le domaine
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061 . HZO 1 i R K KKK . HZO'
+ 02 ** % . 02
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F1a. IV.23 — Fractions molaires des especes majoritaires dans une flamme étirée
ionisée d'un mélange hydrogene-air.

complet de calcul [0, 3] pour donner Iallure générale et sur un domaine plus restreint
[1.75,1.9] en échelle logarithmique pour détailler le front de flamme. On observe que

278



Calcul de flammes laminaires d’hydrogene Section V.6

0.05 = — ; , , : 5 o 000000000 —
0.045} i gH g 1070 * gH ]
e HoO
0.041 * HZO2 $ ARSI S « H0,
HO 3 HO
0035 7 2 3 . o N
8 % 8107} ]
& 003f So k<t
o oo o
£ So £
0 0.025- So ©
5 So S a4 4
B L s o z 10
3 0.02 ° g
i o s
0.015F o
(o) - ****.*
L 10k ** i
oo o PR = gooa®?
xxxx""xxxx*x O a g oooafl +9
0.005 e 000 '
.-mnm!mcx O
0 b et £ 4+ 1076 ; +
0 0.5 1 15 2 25 3 1.75 1.8 85 1.9
X (cm) X (cm)

F1G. IV.24 — Fractions molaires des radicaux dans une flamme étirée ionisée
d'un mélange hydrogene-air.

le maximum des profils des radicaux HsOy et HO, se situent juste avant le front
de flamme, comme dans le cas des flammes étirées d’hydrogene non ionisées. D’un
point de vue plus général, I'ionisation ne change pas l'allure des profils des especes
majoritaires ni de ceux des radicaux.

A la figure F1G.[IV.25, on a représenté les fractions molaires des électrons E et des
ions hydronium HzO™. Sur le premier graphique, on a tracé I'allure générale des
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F1G. IV.25 — Fractions molaires des électrons et des ions hydronium dans une
flamme étirée ionisée d'un mélange hydrogene-air.

profils des électrons et des ions hydronium sur le domaine [0, 3], et sur le second
graphique, on a utilisé une échelle logarithmique. La seule réaction qui crée des ions
hydronium et des électrons est la réaction 20 du mécanisme réactionnel considéré
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TaAB. IV.5. Cette réaction est lente par rapport aux autres réactions et la largeur
de la flamme que ’on obtient n’est pas suffisante pour que la réaction soit a 1’équi-
libre thermodynamique, on observe en effet un pic des ions HzOT. Si la réaction
était a I’équilibre, on observerait un profil plus plat dans la flamme. On remarque
également que les électrons diffusent largement dans toute la flamme, c’est a dire
entre les abscisses 0 mm et 1,84 c¢m, ainsi qu’en dehors de la flamme, pour des abs-
cisses supérieures a 1,84 cm. Malgré tout, la largeur de la flamme étant nettement
plus grande que dans le cas ol I’étirement vaut a = 2000s~!, Iionisation est plus
importante.

On a ensuite tracé a la figure F1G. IV.26 la charge volumique ¢ exprimé en C.cm ™3
et a la figure F1G.[IV.27/le potentiel électrique ® exprimé en g.cm?.s72C~1 = 1077V,
en fonction de I'abscisse. Ces deux quantités sont reliées par I’équation de Poisson
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Fia. IV.26 — Charge volumique dans une flamme étirée ionisée d'un mélange
3

hydrogene-air exprimé en C.cm™>.
d2® = —q/2o. On observe & nouveau une délocalisation de la charge dans la flamme,

les électrons ayant davantage diffusé que les ions, la charge est négative en dehors
de la flamme et positive a 'intérieur.
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