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Résumé

On étudie un systéeme d’équations aux dérivées partielles modélisant les plasmas réactifs dissipatifs. Les flux de transpor
comprennent des combinaisons linéaires anisotropes des gradients et des termes d’ordre zéro dus au champ électromagnétic
et les termes sources dépendent des gradients. En utilisant les variables entropiques, on récrit le systeme de lois de conservati
sous une forme partiellement symétrique, puis sous la forme d’'un systeme quasi-linéaire partiellement symétrique hyperbolique-
parabolique. En utilisant un résultats de Vol'Pert et Hudjaev, on démontre un théoréme local d’existence et d'unicité d'une
solution bornée et réguliere pour le probleme de Cauebyr citer cet article: V. Giovangigli, B. Graille, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The local Cauchy problem for dissipative plasmas. We investigate a system of partial differential equations modeling
dissipative plasmas. Transport fluxes are anisotropic linear combinations of gradients and also include zeroth order contribution:
due to electromagnetic forces. There are also source terms depending on the solution gradient. By using entropic variables
we first recast the system in a partiallynsyetric form and next in the form of a gsiinear partially synmetric hyperbolic-
parabolic system. Using a result of VolI'Pert and Hudjaev, we prove local existence and uniqueness of a bounded smooth solutior
to the Cauchy problenTo citethisarticle: V. Giovangigli, B. Graille, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

We consider the equations governing reactive ionized magpuedissipative gas mixtures. These equations are
derived from the kinetic theory of dilute polyatomirnized reactive gas and can be split between conservation
equations, transport fluxes, thermochemistry, and Mabsiequations [8,3]. The conservation equations are given
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by (1), whered, is the time derivative operatdt, the space derivative operator in ttik direction, C= {1, 2, 3} the

indexing set of spatial coordinatésthe conservative variable (27 the source term (3F; the convective flux in

theith direction (4), an(F?'SSthe dissipative flux in théth direction (5). The diffusive fluxes are expressed in terms

of the diffusion velocities (6), the heat flux (8), anctpressure tensor (9). We observe fundamental differences
between the cases of nonionized and ionized mixtures. A first remarkable aspect of dissipative plasmas is that th
dissipative termst."SS (10),i € C, are anisotropic linear combinations of the solution gradients [9,2,1,3]. These
terms however contain the zeroth order contributiGpsi € C, arising from the direct action of electromagnetic
forces. A third aspect is that the source tefv (11) not only depends ou but also on its gradierst, U through

the currentj appearing in Maxwell’s equations. These terms are also related through entropy.

In order to structure this system of partial differehgguations, we introduce the vector of the entropic vari-
ablesv (13). The resulting quasilinear system written in term& dfas symmetry properties that generalise that
of Kawashima and Shizuta [9,10] to the situation of hyperbolic-parabolic systems with zeroth order contributions
in dissipative fluxes and gradient dependent source terms (Theorem 2.1). We then obtain the conservation equatio
for the entropy upon multiplying the symmezeid system (14) by the entropic variabl€15) and it is fundamental
to note that the zeroth order contributions are included in the entropy production term associated with dissipative
processes [3,5,8]. We next rewrite this system by regrouping with the convective terms all first order derivatives
arising from the zeroth order contributions of dissipative fluxes and from the gradient dependent source terms. In
order to separate hyperbolic and parabolic variables, we investigate the nullspace invariance property [8] in Propo-
sition 2.2. We then introduce the partial normal variales: (W, wy;)T wherew, corresponds to the hyperbolic
variables andv, to the parabolic variables (16). The system of dissipative plasmas can now be recast into a par-
tially normal form (17), that is to say into a partially symmetric hyperbolic-parabolic composite form. We use the
term partial symmetric since the resulting effective firstavrdifferential operators involve nonsymmetric matrices
in contrast with the nonionized case [9,10,6,2]. Howeverpibe structure of the addanal first order differential
operators insures that the symmetry propertiegeaning the hyperbolic subsystem are conserved.

We then investigate well posedness of the Cauchy problem by using a simplified quasilinear version of an
existence theorem proved by Vol'Pert and Hudjaev [11,6] concerning symmetric hyperbolic-parabolic systems. The
solutions are investigated in the spa¢éR?) defined by the norm (18), whetés an integer greater than®. Using
the partially normal form obtained previously, we prove local existence and uniqueness, in th&ggagefor
the Cauchy problem (1%ith an initial conditionw? e V;(R®) such that infs p° > 0 and inf,s 70 > 0. Moreover,
the solution is continuous with its derivatives of first order iand second order in, and the quantities (19) are
finite.

Consider an equilibrium stat&® suchE¢ = B® = v* = 0. One can establish that the matriéés, i € C, are
antisymmetric and never vanish, so that we cannot apply classical existence theorems [9,7,2]. Nevertheless, i
the ambipolar approximatiosbtained for vanishing O®ye length, the system can be recast into a full symmetric
system and the asymptotic stability around constant eqjiuifibstates is established in [4]. The ambipolar model
is also stable when the electron mass goes to zero [4].

1. Equations pour les plasmas dissipatifs

On g'intéresse aux équations régissant les mélangesug réactifs ionisés magnétisés et dissipatifs. Ces
équations sont issues de la théorigétique des mélanges gazeux polyaigues réactifs ionisés [8,3]. Elles se
décomposent en équations de conservation, expressistilsidele transport, relations thermochimiques et équa-
tions de Maxwell. Les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie s’écriver
sous la forme compacte

WU+ OF + Y gFIS=0J, (1)
ieC ieC
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ol 9, est 'opérateur de dérivation temporebe|'opérateur de dérivation spatiale dangSalirection, C= {1, 2, 3}
I'ensemble des indices des coordonneées spatidlésyariable conservative; le flux convectif dans la€ direc-
tion, F?'ssle flux dissipatif dans la® direction et2/ le terme source. La variablg¢est définie par

), (2)

ol o= (p1,...,pws)" estle vecteur des masses volumiques,k € S, la masse volumique de k& espéce,
S={1,...,n°} 'ensemble des indices des espece'sle nombre d’espéces dans le mélanges ), .spx la
masse volumique totale, la vitesse macroscopiqué, le champ électriqueB le champ magnétique et =
e+v-v/2+¢E - E/2+ B - B/2u I'énergie massique totale, I'énergie interne massiqueg la constante
diélectrique du vide et la perméabilité magnétique du vide. Le terme soupdes’écrit

U=(0,pv,E,B, pe'

i . . T
29 = (mwr, ..., mpwps, pg +q(E+vAB)+ jAB,—(qv+ j)/eo, O3, pg - v) | (3)

oUmywy, k € S, est le taux massique de production chimiguane force externe qui ne dépend pas des espéces,
g = Y resqr la charge volumique totaley, k € S, la charge volumique de k& espéce ej la densité de courant
de conduction. Les flux convectifs, i € C, sont donnés par

.
Fi = (vio, pviv + pe;, —e; A B/(sok0), ei A E, (pe' + p)v; + P;) (4)

ole;, i € C, est lei® vecteur de la base canonique B8, p la pression thermodynamiqu®,= E A B/uo le
vecteur de Poynting. Les flux dissipat'Ff%'SS, i € C, ont pour expression

FUSS— (01 Vi, ..., pus Visi, i, iz, 3,013, 003, Qi 4 M. - v)T, (5)

ol Vi, k € S, est la vitesse de diffusion de 48 espécell le tenseur de viscosité @ le flux de chaleur. Une

des particularités des plasmas dissipatifs est I'anisotropie des flux de transport lorsque le champ magnétique e:
intense [1,3]. Pour la prendre en compte, on définit le vecteur uniBaiteB / B, ou B est la norme deB, et pour

un vecteurX deR3, on introduit les trois vecteurs associ€é = (B- X)B, X- =X — X! et X® =B A X, qui

sont deux & deux orthogonaux. Les vitesses de diffugigrk € S, s’écrivent alors

Vi=— (Dyd] + Diidi + DGdP) — (6] (3, logT)! + 67 (3, log T)* + 62 (3, logT)®), (6)
leS
ou les forces de diffusion des espedgsk € S, sont données par
di=(3:px — k& —qx(E+v A B))/p, (7)

et D), D et DO, k,1 € S, les coefficients de diffusion multiespeceg, 6;° et62, k € S, les coefficients de
diffusion thermique7 la température absolue gt, k € S, la pression partielle de k& espéce. Le flux de chaleur
Q a pour expression

Q=@ ) 3@, 1) =R°@.,T)° — p Y _(60d} + 6 di +02d7) + Y prhi Vi, 8)
keS keS
ol /. est I'enthalpie massique de8 espéce eil, i1 et A® les conductivités thermiques partielles. Finalement,
le tenseur visqueul peut s'écrire sous la forme
I =—k @ - »)I— 7S —n2(M®S — SM®) — n3(-M°sM® + M"s M)
—na(sM"+ M's —2M"sM) — ns(M"sM® — M© s M), 9)

aveck la viscosité volumiquey1, n2, n3, na, ns, les viscosités de cisaillement. On a nétée tenseur des taux
de déformation symétrique et a trace n@le- 9, v + 9, v" — %(ax -v)I, et M et M© les matrices qui décrivent
I'anisotropie définies pour € R3 parM!x =B - xB et M®x = B A x. La régularité des flux de transport lorsque
B tend vers zéro est due aux propriétés des coefficients de transport [3,8].



122 V. Giovangigli, B. Graille / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 119-124

Les flux convectifs=; (U), i € C, sont des fonctions™ de la variabley € Oy [8], ou Oy est un ouvert convexe
deR"*, n =n* + 10, les flux dissipatifﬁ?'ss(u, 9,U), i € C, peuvent s'écrire sous la forme

F?iss(U,axU):—ZB,']‘(U)(Z)]‘U-}-G]‘(U)), ieC, (10)
jeC
ou les matrices de dissipatidg; (U), i, j € C, et les contributions d’ordre zé®; (U), i € C, sont des fonctions
C* deU € Oy. Par ailleurs, le terme souree’ (U, d,,U) peut s’écrire

27U, 3,0) =) M) FIU, 3,U) + 20(V), (11)
ieC

ou les matricesv; (U), i € C, et le terme source d’ordre zéfey(U) sont des fonction€>° deU € Oy. On re-
marque que les termes dissipalifl%iSS (10),i € C, sont des combinaisons linéaires anisotropes des gradients de
la solution [9,2,1,3] et qu’ils contiennent des contributions d’ordre z&ra € C, provenant de I'action directe
du champ électromagnétique. De plus, le terme sorég11) ne dépend pas uniquementidenais aussi de
son gradiend,U. On verra que ces termes sont par ailleurs reliéd'eatropie. Finalementen introduisant les
matricesA; (U) = dyF;, i € C, qui sont des fonctiond> deU € Oy, le systéme (1) peut se récrire sous la forme

FU+ Y AWRU= Y 3[B;;(U)(;U+G;())] — Y Mi(U)'B;;j(U)(3;U+Gj(U)) + 20(V). (12)
ieC i,jeC i,jeC

2. Symétrisation partielle et formenormale partielle

On considére I'entropie mathématiqueégale a I'opposé de I'entropie physique volumique, qui est une fonc-
tion C* strictement convexe dée € Oy, et le vecteur des variables entropiqies (dyo)'

T
V= %(gl — %v SV, g — %v -v,v,60E, B/po, —1) , (13)

ol gk, k € S, est la fonction de Gibbs de#& espéce.

Théoréeme 2.1. Le changement de variablés— V transforme le systén{é2)en

Ro(V) 3V + D Ai(V)d;V
ieC
= > %[BWM@V+GW)] = Y MW)TBi;(V)(9;V + G, (V) + 2o(V), (14)
i,jeC i,jeC

avecAq = U, A; = AU, B = §?j + E?j =B;jdvU, G; = (3wU)1G;, M; = M; et 29 = 20, ol les matrices
Ro(V), Ai(V), Mi(V), i € C, BS;(V), BE(V), i, j € C, et les vecteurss; (V), i € C, $20(V) sont des fonctiong>
deV € Oy, Oy ouvert convexe dB". Par allleurs, le systemgl4) est sous forme partiellement symétrique, c’est-
a-dire que la matricedo(V) est symétrique définie positive, les matrigggv), i € C, sont symétriques, on a les
relationsB, W= BS;(V), B} W= —B% (), i, j € C, la matriceB(V, §) = Y, ;¢ Bf; (V)g,-fj est sxmétrique
semi-définie positive podre X2, 2 sphere unité d&®, etV € Oy. Pourx dans le noyaw (B), on aBj,x =0
etﬁ?jx =0,i, j €C, etles relations de compatiblité entropiquegV) = M; (V)V, i € C, sont vérifiées.

On obtient I'équation de conservation de I'entropie en multipliant & gauche I'équation (14} par

do + Y Bigi+ Y dpi=— Y (8V+ MV, B @V + M)+ (2o, V), (15)
ieC ieC i,jeC
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ol q;, i € C, est le flux convectif d’entropie gt;, i € C, le flux dissipatif d’entropie dans I& direction,
pi = (V, Ff.“ss). Il est fondamental de remarquer que les contributions d’ordre zéro sont incluses dans le terme
de production d’entropie associé a la dissipation [3,5,8].

On récrit alors le systéme partiellement symétrique (14) en regroupant d’une part les termes d’ordre zéro avec
le terme source et d’autre part toutes les dérivéegrdmier ordre provenant des termes d’ordre Z8r0i € C,
dans les flux dissipatifs et des termes sources en grajiignt M;TB;;, j € C, avec les contributions convectives.
On définit ainsi les matrlceg:"l i € C, etle terme sourc® par

AR(V) =) (M) By —BiiM; — ayBiM)j)V), 2V =— D M "ByM;V + Zo(V).
jeC i,jeC
Le systéme symétrique obtenu reste intermédiaire entre un systéme hyperbolique et un systéme fortemer

parabolique. Afin de le récrire sous la forme d’'un systepartiellement symétrique composite hyperbolique-
parabolique, dite partiellement normale, on établit la propriété d’invariance des noyaux [8].

Proposition 2.2. Le noyau de la matrice symétriqiV, &) = Zi,jecﬁfj (V)&&;, noté N, ne dépend pas de

V € Oy nide& e X2. Il est de dimensiof et est engendré par les vecteurs colon(is. . 1, 0110)" ete™ *k,
k=1,...,6,00(e");_1 _,s410e€stla base canonique @& +10.

.....

Pour séparer les variablegperboliques et paraboligsigon introduit la partition d€l, ..., n} eni ={1,...,7}
et ={8,...,n}, et on utilise la structure blocs induite. On définit en particulier la varigbte (W;, w;;)T ou
W| correspond aux variables hyperbolique®gt aux variables paraboliques,

W=, E,B)T, Wy = (log(oi/pi)), ..., log(plx /i), v, T)'. (16)
Proposition 2.3. Le changement de variablg's— W transforme le systém@4)en

PodW+ Y (A +ADIW =Y 8;(Bi;d;W) + T + &2, (17)

ieC i,jeC

avec Ao = (dwV)" Ao (wV), Ai = BwV)TA; (BwV), AT = (BwV)TAR(BwV), Bij = (BwV)' Bij (GwV), 2 =
W2, T ==Y, jccdi(@wV)" Bij (dwV) 3;W, oli matricesho(W), A;(W), AXW), i € C, Bij(W), i, j € C,
et les vecteurs2(W), 7(W, 3, W) sont des fonction€™ de W € Oy et ded,W € R¥. Par ailleurs, le sys-
teme(17) est sous forme partiellement normale, c’est-a-dire que la makice/) est symétrique définie positive,

les matricesA; (W) sont symétriques pou € Oy, les matricesAg, Aa ieC, et Bl], i, j € C, ont la structure
blocs suivantes
al,ll

o= (% ) A= (s ) 51=(5 )
0= - 1: - - ) ij = —_ )
0 Al Aalll i=\o Biljl,ll
la matriceB'"!" (w, &) = B! (wygg; vérifiexT B(W, &) X > 0, pourX e R*7 X £0, & € T2 etW e
i,jeCPij J

Ow etonaZ (W, 3, W) = (71 (W, 3, W), 711 (W, 3xW))T-

3. Théoremed'existencelocale

On introduit les espaces fonctionnels de Vol'PéitR3) de norme

lel7=">" lillf, lgil; =ldiloco+ D Ifilk2, (18)

ie[[1,n] kel[1,0]]
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oU¢p = (¢1,...,¢n)" et |¢ilx,, désigne la semi-norme classique de I'espace de Sobﬁj;e{ﬂR3). En utilisant
un résultat de Vol'Pert et Hudjaev [11], on obtient un théoréme d’existence et d’unicité locale en temps pour le
probléme de Cauchy avec conditions initiales réguliéres.

Théoréme 3.1. On considére le probléme de Cauchy pour le syst@iipdansR2 avec pour conditions initiales
W(O0, x) = WO(x), x € R3, ot WP € V;(R3), I > 9/2, infps p° > 0 etinfrs 7O > 0. Il existe alorsry > 0, tel que
ce probléme de Cauchy admette une unique solutica (W, W))T avecW(z, x) € Oy définie sur le domaine
QO = [0, /0] xR3, continue dan@,0 ainsi que ses dérivées du premier ordrereat du second ordre en, et pour
laquel les quantités suivantes restent finies

sup [[(Wi(0), Wi ®)],, supl/p+1/T), sup ||aWi(0)],_;,

<<t 01y 0<r<no
o ) ) (19)
[ Qo @)1y + w017, .
0

Par ailleurs, soitrg est aussi grand que I'on veut, soit il existetel que le théoréme est vrai pour tayt< 71 et tel
que lorsquep — ¢, , I'une au moins des quantitdisV| (f0)[11,c + [IWi1 (f0) ll2,0+ supg, 1/T n’est pas bornée.

En considérant un état d’équilibve’ tel que E¢ = B¢ = v¢ =0, on peut montrer que les matricél%e, i €C,
sont antisymeétriques et jamais nulles, ce qui empéche bikpmp les théoremes d’existence [9,7,2]. Cependant,
dans I'approximation ambipolaire obtenue en faisantite la longueur de Debye vers zéro, on obtient un systéme
entierement symétrique et la stabilité asymptotique autour des états d’équilibre constants est établie. Par ailleurs
le modéle ambipolaire est stable lorsque la masse de I'électron tend vers zéro [4].
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