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Résumé

On étudie un système d’équations aux dérivées partielles modélisant les plasmas réactifs dissipatifs. Les flux de
comprennent des combinaisons linéaires anisotropes des gradients et des termes d’ordre zéro dus au champ électro
et les termes sources dépendent des gradients. En utilisant les variables entropiques, on récrit le système de lois de c
sous une forme partiellement symétrique, puis sous la forme d’un système quasi-linéaire partiellement symétrique hype
parabolique. En utilisant un résultats de Vol’Pert et Hudjaev, on démontre un théorème local d’existence et d’unici
solution bornée et régulière pour le problème de Cauchy.Pour citer cet article : V. Giovangigli, B. Graille, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The local Cauchy problem for dissipative plasmas. We investigate a system of partial differential equations mode
dissipative plasmas. Transport fluxes are anisotropic linear combinations of gradients and also include zeroth order con
due to electromagnetic forces. There are also source terms depending on the solution gradient. By using entropic
we first recast the system in a partially symmetric form and next in the form of a quasilinear partially symmetric hyperbolic-
parabolic system. Using a result of Vol’Pert and Hudjaev, we prove local existence and uniqueness of a bounded smoot
to the Cauchy problem.To cite this article: V. Giovangigli, B. Graille, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider the equations governing reactive ionized magnetized dissipative gas mixtures. These equations
derived from the kinetic theory of dilute polyatomic ionized reactive gas and can be split between conserv
equations, transport fluxes, thermochemistry, and Maxwell’s equations [8,3]. The conservation equations are g
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.12.009



120 V. Giovangigli, B. Graille / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 119–124

rms
nces
s that the
hese
tic

ari-
hat
butions
equation
l
sipative
ivatives
erms. In
n Propo-
ic
o a par-
se the
es

l

n of an
ms. The

e

eless, in
tric

del

Ces
se
ua-

s’écrivent
by (1), where∂t is the time derivative operator,∂i the space derivative operator in theith direction, C= {1,2,3} the
indexing set of spatial coordinates,U the conservative variable (2),Ωj the source term (3),Fi the convective flux in
theith direction (4), andFdiss

i the dissipative flux in theith direction (5). The diffusive fluxes are expressed in te
of the diffusion velocities (6), the heat flux (8), and the pressure tensor (9). We observe fundamental differe
between the cases of nonionized and ionized mixtures. A first remarkable aspect of dissipative plasmas i
dissipative termsFdiss

i (10), i ∈ C, are anisotropic linear combinations of the solution gradients [9,2,1,3]. T
terms however contain the zeroth order contributionsGi , i ∈ C, arising from the direct action of electromagne
forces. A third aspect is that the source termΩj (11) not only depends onU but also on its gradient∂xU through
the currentj appearing in Maxwell’s equations. These terms are also related through entropy.

In order to structure this system of partial differential equations, we introduce the vector of the entropic v
ablesV (13). The resulting quasilinear system written in terms ofV has symmetry properties that generalise t
of Kawashima and Shizuta [9,10] to the situation of hyperbolic-parabolic systems with zeroth order contri
in dissipative fluxes and gradient dependent source terms (Theorem 2.1). We then obtain the conservation
for the entropy upon multiplying the symmetrized system (14) by the entropic variableV (15) and it is fundamenta
to note that the zeroth order contributions are included in the entropy production term associated with dis
processes [3,5,8]. We next rewrite this system by regrouping with the convective terms all first order der
arising from the zeroth order contributions of dissipative fluxes and from the gradient dependent source t
order to separate hyperbolic and parabolic variables, we investigate the nullspace invariance property [8] i
sition 2.2. We then introduce the partial normal variablesW = (WI ,WII )

T whereWI corresponds to the hyperbol
variables andWII to the parabolic variables (16). The system of dissipative plasmas can now be recast int
tially normal form (17), that is to say into a partially symmetric hyperbolic-parabolic composite form. We u
term partial symmetric since the resulting effective first order differential operators involve nonsymmetric matric
in contrast with the nonionized case [9,10,6,2]. However, thebloc structure of the additional first order differentia
operators insures that the symmetry properties concerning the hyperbolic subsystem are conserved.

We then investigate well posedness of the Cauchy problem by using a simplified quasilinear versio
existence theorem proved by Vol’Pert and Hudjaev [11,6] concerning symmetric hyperbolic-parabolicsyste
solutions are investigated in the spaceVl(R

3) defined by the norm (18), wherel is an integer greater than 9/2. Using
the partially normal form obtained previously, we prove local existence and uniqueness, in the spaceVl(R

3), for
the Cauchy problem (17)with an initial conditionW0 ∈ Vl(R

3) such that infR3 ρ0 > 0 and infR3 T 0 > 0. Moreover,
the solution is continuous with its derivatives of first order int and second order inx, and the quantities (19) ar
finite.

Consider an equilibrium stateWe suchEe = Be = ve = 0. One can establish that the matricesĀae
i , i ∈ C, are

antisymmetric and never vanish, so that we cannot apply classical existence theorems [9,7,2]. Neverth
the ambipolar approximationobtained for vanishing Debye length, the system can be recast into a full symme
system and the asymptotic stability around constant equilibrium states is established in [4]. The ambipolar mo
is also stable when the electron mass goes to zero [4].

1. Equations pour les plasmas dissipatifs

On s’intéresse aux équations régissant les mélanges gazeux réactifs ionisés magnétisés et dissipatifs.
équations sont issues de la théorie cinétique des mélanges gazeux polyatomiques réactifs ionisés [8,3]. Elles
décomposent en équations de conservation, expressions des flux de transport, relations thermochimiques et éq
tions de Maxwell. Les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie
sous la forme compacte

∂tU +
∑

∂iFi +
∑

∂iF
diss
i = Ωj , (1)
i∈C i∈C
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où∂t est l’opérateur de dérivation temporelle,∂i l’opérateur de dérivation spatiale dans laie direction, C= {1,2,3}
l’ensemble des indices des coordonnées spatiales,U la variable conservative,Fi le flux convectif dans laie direc-
tion, Fdiss

i le flux dissipatif dans laie direction etΩj le terme source. La variableU est définie par

U = (�,ρv,E,B, ρ et)
T
, (2)

où � = (ρ1, . . . , ρns )T est le vecteur des masses volumiques,ρk , k ∈ S, la masse volumique de lake espèce,
S = {1, . . . , ns} l’ensemble des indices des espèces,ns le nombre d’espèces dans le mélange,ρ = ∑

k∈Sρk la
masse volumique totale,v la vitesse macroscopique,E le champ électrique,B le champ magnétique etet =
e + v · v/2 + ε0E · E/2 + B · B/2µ0 l’énergie massique totale,e l’énergie interne massique,ε0 la constante
diélectrique du vide etµ0 la perméabilité magnétique du vide. Le terme sourceΩj s’écrit

Ωj = (
m1ω1, . . . ,mns ωns , ρg + q(E + v ∧ B) + j ∧ B,−(qv + j)/ε0,01,3, ρg · v)T

, (3)

où mkωk , k ∈ S, est le taux massique de production chimique,g une force externe qui ne dépend pas des esp
q = ∑

k∈Sqk la charge volumique totale,qk, k ∈ S, la charge volumique de lake espèce etj la densité de couran
de conduction. Les flux convectifsFi , i ∈ C, sont donnés par

Fi = (vi�,ρviv + pei ,−ei ∧ B/(ε0µ0), ei ∧ E, (ρet + p)vi + Pi)
T
, (4)

où ei , i ∈ C, est leie vecteur de la base canonique deR
3, p la pression thermodynamique,P = E ∧ B/µ0 le

vecteur de Poynting. Les flux dissipatifsFdiss
i , i ∈ C, ont pour expression

Fdiss
i = (ρ1V1i , . . . , ρns Vns i,Πi1,Πi2,Πi3,01,3,01,3,Qi + Πi· · v)T, (5)

où V k , k ∈ S, est la vitesse de diffusion de lake espèce,Π le tenseur de viscosité etQQQ le flux de chaleur. Une
des particularités des plasmas dissipatifs est l’anisotropie des flux de transport lorsque le champ magn
intense [1,3]. Pour la prendre en compte, on définit le vecteur unitaireBBB = B/B, oùB est la norme deB, et pour
un vecteurX deR

3, on introduit les trois vecteurs associésX‖ = (BBB · X)BBB, X⊥ = X − X‖ et X� =BBB ∧ X, qui
sont deux à deux orthogonaux. Les vitesses de diffusionV k, k ∈ S, s’écrivent alors

V k = −
∑
l∈S

(
D

‖
kld

‖
l + D⊥

kld
⊥
l + D�

kld
�
l

) − (
θ

‖
k (∂x logT )‖ + θ⊥

k (∂x logT )⊥ + θ�
k (∂x logT )�

)
, (6)

où les forces de diffusion des espècesdk , k ∈ S , sont données par

dk = (
∂xpk − ρkg − qk(E + v ∧ B)

)
/p, (7)

et D
‖
kl , D⊥

kl et D�
kl , k, l ∈ S, les coefficients de diffusion multiespèces,θ

‖
k , θ⊥

k et θ�
k , k ∈ S, les coefficients de

diffusion thermique,T la température absolue etpk , k ∈ S, la pression partielle de lake espèce. Le flux de chaleu
QQQ a pour expression

QQQ= −λ̂‖(∂xT )‖ − λ̂⊥(∂xT )⊥ − λ̂�(∂xT )� − p
∑
k∈S

(
θ

‖
k d

‖
k + θ⊥

k d⊥
k + θ�

k d�
k

) +
∑
k∈S

ρkhkV k, (8)

oùhk est l’enthalpie massique de lake espèce et̂λ‖, λ̂⊥ et λ̂� les conductivités thermiques partielles. Finaleme
le tenseur visqueuxΠ peut s’écrire sous la forme

Π = −κ(∂x · v)I − η1S − η2
(
M�S − SM�) − η3

(−M�SM� + M‖ S M‖)
− η4

(
S M‖ + M‖ S − 2M‖ SM‖) − η5

(
M‖ SM� − M� S M‖), (9)

avecκ la viscosité volumique,η1, η2, η3, η4, η5, les viscosités de cisaillement. On a notéS le tenseur des tau
de déformation symétrique et à trace nulleS = ∂xv + ∂xv

T − 2
3(∂x · v)I, et M‖ et M� les matrices qui décriven

l’anisotropie définies pourx ∈ R
3 parM‖x =BBB · xBBB etM�x =BBB ∧ x. La régularité des flux de transport lorsq

B tend vers zéro est due aux propriétés des coefficients de transport [3,8].
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Les flux convectifsFi (U), i ∈ C, sont des fonctionsC∞ de la variableU ∈OU [8], oùOU est un ouvert convex
deR

n, n = ns + 10, les flux dissipatifsFdiss
i (U,∂xU), i ∈ C, peuvent s’écrire sous la forme

Fdiss
i (U,∂xU) = −

∑
j∈C

Bij (U)
(
∂j U + Gj (U)

)
, i ∈ C, (10)

où les matrices de dissipationBij (U), i, j ∈ C, et les contributions d’ordre zéroGi (U), i ∈ C, sont des fonction
C∞ deU ∈ OU. Par ailleurs, le terme sourceΩj (U,∂xU) peut s’écrire

Ωj (U,∂xU) =
∑
i∈C

Mi (U)T Fdiss
i (U,∂xU) + Ω0(U), (11)

où les matricesMi (U), i ∈ C, et le terme source d’ordre zéroΩ0(U) sont des fonctionsC∞ de U ∈ OU. On re-
marque que les termes dissipatifsFdiss

i (10), i ∈ C, sont des combinaisons linéaires anisotropes des gradien
la solution [9,2,1,3] et qu’ils contiennent des contributions d’ordre zéroGi , i ∈ C, provenant de l’action direct
du champ électromagnétique. De plus, le terme sourceΩj (11) ne dépend pas uniquement deU mais aussi de
son gradient∂xU. On verra que ces termes sont par ailleurs reliés parl’entropie. Finalement, en introduisant les
matricesAi (U) = ∂UFi , i ∈ C, qui sont des fonctionsC∞ deU ∈ OU, le système (1) peut se récrire sous la form

∂tU +
∑
i∈C

Ai (U)∂iU =
∑
i,j∈C

∂
[
Bij (U)

(
∂j U + Gj (U)

)] −
∑
i,j∈C

Mi (U)TBij (U)
(
∂j U + Gj (U)

) + Ω0(U). (12)

2. Symétrisation partielle et forme normale partielle

On considère l’entropie mathématiqueσ , égale à l’opposé de l’entropie physique volumique, qui est une f
tion C∞ strictement convexe deU ∈ OU, et le vecteur des variables entropiquesV = (∂Uσ)T

V = 1
T

(
g1 − 1

2v · v, . . . , gns − 1
2v · v,v, ε0E,B/µ0,−1

)T
, (13)

oùgk , k ∈ S, est la fonction de Gibbs de lake espèce.

Théorème 2.1. Le changement de variablesU �→ V transforme le système(12)en

Ã0(V) ∂tV +
∑
i∈C

Ãi (V)∂iV

=
∑
i,j∈C

∂i

[̃
Bij (V)

(
∂j V + G̃j (V)

)] −
∑
i,j∈C

M̃i (V)T B̃ij (V)
(
∂j V + G̃j (V)

) + Ω̃0(V), (14)

avecÃ0 = ∂VU, Ãi = Ai∂VU, B̃ij = B̃s
ij + B̃a

ij = Bij ∂VU, G̃i = (∂VU)−1Gi , M̃i = Mi et Ω̃0 = Ω0, où les matrices

Ã0(V), Ãi (V), M̃i (V), i ∈ C, B̃s
ij (V), B̃a

ij (V), i, j ∈ C, et les vecteurs̃Gi (V), i ∈ C, Ω̃0(V) sont des fonctionsC∞
deV ∈ OV, OV ouvert convexe deRn. Par ailleurs, le système(14)est sous forme partiellement symétrique, c’e
à-dire que la matricẽA0(V) est symétrique définie positive, les matricesÃi (V), i ∈ C, sont symétriques, on a le
relationsB̃s

ij (V)T = B̃s
ji(V), B̃a

ij (V)T = −B̃a
ji(V), i, j ∈ C, la matriceB̃(V, ξ ) = ∑

i,j∈C B̃s
ij (V)ξiξj est symétrique

semi-définie positive pourξ ∈ Σ2, Σ2 sphère unité deR3, et V ∈ OV. Pourx dans le noyauN(̃B), on aB̃s
ij x = 0

et B̃a
ij x = 0, i, j ∈ C, et les relations de compatiblité entropiquesG̃i (V) = M̃i (V)V, i ∈ C, sont vérifiées.

On obtient l’équation de conservation de l’entropie en multipliant à gauche l’équation (14) parVT

∂tσ +
∑
i∈C

∂iqi +
∑
i∈C

∂ipi = −
∑
i,j∈C

〈
∂iV + M̃iV, B̃s

ij (∂iV + M̃iV)
〉 + 〈Ω̃0,V〉, (15)
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où qi , i ∈ C, est le flux convectif d’entropie etpi , i ∈ C, le flux dissipatif d’entropie dans laie direction,
pi = 〈V,Fdiss

i 〉. Il est fondamental de remarquer que les contributions d’ordre zéro sont incluses dans le
de production d’entropie associé à la dissipation [3,5,8].

On récrit alors le système partiellement symétrique (14) en regroupant d’une part les termes d’ordre z
le terme source et d’autre part toutes les dérivées dupremier ordre provenant des termes d’ordre zéroG̃i , i ∈ C,
dans les flux dissipatifs et des termes sources en gradient

∑
i∈C M̃i

TB̃ij , j ∈ C, avec les contributions convective
On définit ainsi les matrices̃Aa

i , i ∈ C, et le terme sourcẽΩ par

Ãa
i (V) =

∑
j∈C

(
(M̃j )

T B̃ji − B̃ij M̃j − ∂V (̃Bij M̃j )V
)
, Ω̃(V) = −

∑
i,j∈C

M̃i
TB̃ij M̃j V + Ω̃0(V).

Le système symétrique obtenu reste intermédiaire entre un système hyperbolique et un système f
parabolique. Afin de le récrire sous la forme d’un système partiellement symétrique composite hyperboliq
parabolique, dite partiellement normale, on établit la propriété d’invariance des noyaux [8].

Proposition 2.2. Le noyau de la matrice symétriquẽB(V, ξ ) = ∑
i,j∈C B̃s

ij (V)ξiξj , notéN , ne dépend pas d

V ∈ OV ni de ξ ∈ Σ2. Il est de dimension7 et est engendré par les vecteurs colonnes(1, . . . ,1,01,10)
T et ens+k,

k = 1, . . . ,6, où (ek)k=1,...,ns+10 est la base canonique deRns+10.

Pour séparer les variableshyperboliques et paraboliques, on introduit la partition de{1, . . . , n} enI = {1, . . . ,7}
et II = {8, . . . , n}, et on utilise la structure blocs induite. On définit en particulier la variableW = (WI ,WII )

T où
WI correspond aux variables hyperboliques etWII aux variables paraboliques,

WI = (ρ,E,B)T, WII = (
log(ρ

r2
2 /ρ

r1
1 ), . . . , log(ρ

rns

ns /ρ
r1
1 ),v, T

)T
. (16)

Proposition 2.3. Le changement de variablesV �→ W transforme le système(14)en

Ā0∂t W +
∑
i∈C

(Āi + Āa
i )∂iW =

∑
i,j∈C

∂i(�Bij ∂j W) + �T + �Ω, (17)

avec Ā0 = (∂WV)T Ã0 (∂WV), Āi = (∂WV)T Ãi (∂WV), Āa
i = (∂WV)T Ãa

i (∂WV), �Bij = (∂WV)T B̃ij (∂WV), �Ω =
(∂WV)T Ω̃ , �T = −∑

i,j∈C ∂i(∂WV)T B̃ij (∂WV) ∂jW, où matricesĀ0(W), Āi (W), Āa
i (W), i ∈ C, �Bij (W), i, j ∈ C,

et les vecteurs�Ω(W), �T (W,∂xW) sont des fonctionsC∞ de W ∈ OW et de∂xW ∈ R
3n. Par ailleurs, le sys-

tème(17)est sous forme partiellement normale, c’est-à-dire que la matriceĀ0(W) est symétrique définie positiv
les matricesĀi (W) sont symétriques pourW ∈ OW, les matricesĀ0, Āa

i , i ∈ C, et�Bij , i, j ∈ C, ont la structure
blocs suivantes

Ā0 =
(

ĀI,I
0 0

0 ĀII ,II
0

)
, Āa

i =
( 0 ĀaI,II

i

ĀaII ,I
i ĀaII ,II

i

)
, �Bij =

(
0 0

0 �B II ,II
ij

)
,

la matrice�B II ,II (W, ξ) = ∑
i,j∈C

�B II ,II
ij (W)ξiξj vérifieXT �B(W, ξ) X > 0, pour X ∈ R

n−7, X �= 0, ξ ∈ Σ2 et W ∈
OW et on a�T (W,∂xW) = (�TI (W,∂xWII ), �TII (W,∂xW))

T
.

3. Théorème d’existence locale

On introduit les espaces fonctionnels de Vol’PertVl(R
3) de norme

‖φ‖2
l =

∑
i∈[[1,n]]

‖φi‖2
l , ‖φi‖l = |φi |0,∞ +

∑
k∈[[1,l]]

|φi |k,2, (18)
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où φ = (φ1, . . . , φn)
T et |φi |k,p désigne la semi-norme classique de l’espace de SobolevWk

p(R3). En utilisant
un résultat de Vol’Pert et Hudjaev [11], on obtient un théorème d’existence et d’unicité locale en temps
problème de Cauchy avec conditions initiales régulières.

Théorème 3.1. On considère le problème de Cauchy pour le système(17)dansR
3 avec pour conditions initiale

W(0, x) = W0(x), x ∈ R
3, où W0 ∈ Vl(R

3), l > 9/2, infR3 ρ0 > 0 et infR3 T 0 > 0. Il existe alorst0 > 0, tel que
ce problème de Cauchy admette une unique solutionW = (WI ,WII )

T avecW(t, x) ∈ OW définie sur le domaine
�Qt0 = [0, t0]×R

3, continue dans�Qt0 ainsi que ses dérivées du premier ordre ent et du second ordre enx, et pour
laquel les quantités suivantes restent finies

sup
0�t�t0

∥∥(
WI(t),WII (t)

)∥∥
l
, sup

�Qt0

(1/ρ+1/T ), sup
0�t�t0

∥∥∂tWI (t)
∥∥

l−1,

t0∫
0

(∥∥∂tWII (τ )
∥∥2

l−1 + ∥∥WII (τ )
∥∥2

l+1

)
dτ.

(19)

Par ailleurs, soitt0 est aussi grand que l’on veut, soit il existet1 tel que le théorème est vrai pour toutt0 < t1 et tel
que lorsquet0 → t−1 , l’une au moins des quantités‖WI (t0)‖1,∞ + ‖WII (t0)‖2,∞, sup�Qt0

1/T n’est pas bornée.

En considérant un état d’équilibreWe tel queEe = Be = ve = 0, on peut montrer que les matricesĀae
i , i ∈ C,

sont antisymétriques et jamais nulles, ce qui empêche d’appliquer les théorèmes d’existence [9,7,2]. Cepend
dans l’approximation ambipolaire obtenue en faisant tendre la longueur de Debye vers zéro, on obtient un sys
entièrement symétrique et la stabilité asymptotique autour des états d’équilibre constants est établie. Pa
le modèle ambipolaire est stable lorsque la masse de l’électron tend vers zéro [4].
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