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Résumé

Soit F' une extension finie de @Q,,, d’anneau des entiers Op et E une extension
de F,,. L’action naturelle de (9;5 sur O se prolonge alors en une action continue
sur l'algebre d’Iwasawa E[[Op]]. Dans ce travail, on démontre que les idéaux non
nuls de E[[Op]] stables par O sont ouverts. En particulier, on déduit la fidélité de
Paction de l'algébre d’Iwasawa des matrices unipotentes supérieures de GL2(OF)
sur une représentation lisse irréductible de dimension infinie de GLo(F).
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1 Introduction

Soient p un nombre premier, F' une extension finie de @, et E une extension de
F,. Posons G = GLy(F). Lorsque F' = Qp, les travaux de Barthel-Livné puis Breuil
([6], [8]) aboutissent & une classification des E-représentations lisses irréductibles de
G ayant un caractére central. Lorsque ' # Q,, le méme probléme n’est pas résolu.
Malgré des avancés de Breuil et Paskunas ([9]) permettant de construire des familles de
représentations irréductibles, on est encore loin de comprendre quels paramétres doivent
intervenir dans la classification de ces représentations irréductibles & isomorphisme prés
(voir par exemple les travaux de 1'un d’entre nous dans [11]).
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Dans ce travail, nous nous intéressons & un probléme plus simple. Considérons U le
sous-groupe compact de G constitué des matrices unipotentes supérieures a coeflicients
dans Op l'anneau des entiers de F. Si 7w est une représentation lisse de G sur un FE-
espace vectoriel, 'action de U sur m s’étend naturellement en une action de l'algébre
de groupe complétée, ou algébre d'Iwasawa, E[[U]]. Par lissité, tout élément de 7 est
annulé par un idéal ouvert de E[[U]]. Il est facile de voir qu’un tel idéal ne peut annuler
toute la représentation 7 lorsque 7 est de dimension infinie. Cependant, il n’est pas clair
a priori qu'il n’existe pas d’idéal non nul de E[[U]] annulant toute la représentation .
En d’autres termes, est-ce que 7 est un module fidéle sous l'action de E[[U]]? Lorsque
F = Q,, la question est facile a résoudre car E[[U]] ~ E[[X]] est un anneau complet de
valuation discréte, ses idéaux non nuls sont donc tous ouverts. En revanche, E[[U]] est,
dans le cas général, un anneau local régulier de dimension [F' : Q). Nous prouvons dans
ce travail que si m est une représentation lisse irréductible de dimension infinie de G,
'action de E[[U]] est toujours fidéle. Plus précisément nous prouvons le résultat suivant.

X
Nous considérons le sous-groupe Ty = OOF (1) C G. Il agit continiment sur U par

conjugaison, donc sur l'algébre complétée E[[U]].

Théoréme 1.1. Soit I C E[[U]] un idéal stable sous laction d’un sous-groupe ouvert de
To. Alors I =0 ou I est ouvert dans E[[U]].

Les techniques que nous employons pour démontrer ce résultat sont classiques pour
I'étude des algebres d’Iwasawa ([3], [4], [2]). Le cas out F' est non ramifié sur Q, peut
méme se traiter directement & partir du résultat principal de [2]. Néanmoins le cas to-
talement ramifié demande déja un traitement relativement différent. Nous avons donc
da dévisser differemment les arguments de [2] pour les intégrer a notre preuve et ainsi
traiter de front les différents cas. !

Le théoréeme 1.1 est utilisé dans un autre travail de I'un des auteurs, consacré aux
représentations supersinguliéres du groupe GLo(F). Il s’agit de I'ingrédient principal per-
mettant de prouver le lemme 2.5 de [14].

Remerciements : Nous remercions Christophe Breuil pour avoir porté ce probléme a
notre attention, ainsi que pour plusieurs remarques sur une premiére version de ce tra-
vail. Nous remercions Ramla Abdellatif pour ses remarques qui ont beaucoup amélioré
la forme finale de cet article. Enfin nous remercions le referee pour ses remarques qui ont
permis d’améliorer la rédaction de cet article, notamment en ce qui concerne le corollaire
3.8.

Notations : Fixons p un nombre premier et E' un corps de caractéristique p. Soient F'
une extension finie de @, de degré n, O son anneau des entiers, kr son corps résiduel,
f=1lkr:Fp,q= p/ et e lindice de ramification de F sur Qp, de sorte que n = ef et
kF ~ Fq.

1. Aprés lécriture de cet article, K. Ardakov a prouvé un analogue d’un théoréme de Zalesskii dans
le cadre des algébres de groupes complétées. Le théoréme 1.1 peut alors aussi étre vu comme une
conséquence de [1, Thm. BJ.



Le groupe additif Op est un pro-p-groupe uniforme (cf. [10], §4.1). Le groupe I' =
1+ pOr agit donc contintiment sur O au moyen de la multiplication de 'anneau Op.
Notons E[[OF]] 'algébre d’Iwasawa de Of a coefficients dans E :

E[[0])] := lim B[Oy /H]
H

ou H parcourt les sous-groupes ouverts de Op. Notons € le morphisme de groupes de
Or dans E[[OFp]]* obtenu par passage & la limite des morphismes quotient Op/H —
E[Op/H]*. L’anneau E[[OF]] est local, complet et noethérien, et son idéal maximal est
engendré par les éléments e(u) — 1 pour u € O (cf. [10, §7.4]).

Comme Ofp/pOr ~ kp[X]/(X€), les choix d’'une uniformisante @ € O et d'un élé-
ment primitif A de kr sur F, nous donnent un isomorphisme d’anneaux locaux complets

Bl[Xi;0<i<e—1,0<k < f—1]] = E[[OF]] (1)
au moyen de l'identification
X (@A) — 1

pour tout 0 < i < e—1,0 < k < f—1, ou [\F] € Op désigne le représentant de
Teichmiiller de \*.

Si a et b sont deux idéaux d’un anneau commutatif A, on note \/a le radical de a et
(a:b) I'idéal des éléments x € A tels que b C a.

Si V est un Fy-espace vectoriel on désigne par P(V') le projectivisé de V', c’est-a-dire
'ensemble des sous-espaces de dimension 1 de V. Si S C P(V'), on note alors [[;cq1 le
produit [[;cgw; € Sym(V) ot w; est un générateur de la droite [ pour tout [ € S. Il
s’agit d’un élément bien défini de P(Sym(V)).

Dans toute la suite, lorsque W est un [Fp-espace vectoriel, on note W* ’espace des
formes IF,-linéaires de W dans IF),.

2 Un peu d’algébre commutative

Cette partie contient quelques préliminaires techniques a la preuve du théoréme prin-
cipal.

2.1 La fonction §

Soient A = E[[Xj, ..., X;;]] 'anneau des séries formelles en n variables a coefficients
dans E et m son idéal maximal. I’anneau A est complet pour la topologie m-adique.
On note deg la fonction degré associée a la filtration m-adique. Plus précisément, pour
x € A, deg(x) est le plus grand entier k tel que 2 € m¥. Par convention, on pose deg(0) =
+oo. La fonction deg définit une valuation sur A, autrement dit, on a deg(x + y) >
min{deg(z),deg(y)} et deg(xy) = deg(x) + deg(y) pour =,y € A. Plus généralement, si
r € [0, 400, on note m” I'ensemble des x € A tels que deg(x) > r.

Soit p un idéal premier de A. On munit A/p de la topologie m-adique et pour tout
élément = € A on note v(z) le degré de I'image de x dans A/p. Autrement dit, v(z) est le
plus grand entier k tel que x € p+m¥, avec la convention v(z) = +oo si x € (N~ (p+mk).
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Comme A est noethérien et complet pour la topologie m-adique tout ses idéaux sont
fermés, donc p = (N>, (p + m¥). Ainsi v(z) = +oo si et seulement si € p. On a
toujours v(x) > deg(x) mais v n’est pas nécessairement une valuation : on a seulement
la propriété plus faible v(zy) > v(z) + v(y) si z,y € A.

Définition 2.1. Pour z, P € A, on note 6(x, P) ’élément suivant de NU {+oo} :

o(x,P) := it;}g{u(:zrkP) - deg(a:kP)},

avec la convention 6(x, P) = 400 si x ou P est nul.
On écrira 6(x) au liew de §(z,1).

L’inégalité v(xy) > v(z) + v(y) implique que pour des éléments non nuls = et P de
A,ona:

v(a*1P) — deg(2*1P) > v(a* P) — deg(2* P) + v(z) — deg(z).
Ainsi la fonction k — v(z¥P) — deg(z* P) est croissante, ce qui permet d’écrire :

5(z, P) = lim [v(z"P) — deg(z*P)]. (2)

k—o0

Soit gr(A) = @ysqm/m* ! I'anneau gradué de A muni de la filtration m-adique. 11
est isomorphe a4 un anneau de polynémes & n variables.

Pour z € A non nul, on note o(z) :=  mod md&@+! ¢ gr(A) le symbole de = et
I'on pose gr(p) 'idéal de gr(A) engendré par les symboles o(x) pour z € p. C’est un idéal
gradué de gr(A) qui vérifie :

ex(p) = @ (p N mh)/(p Nt C gr(A).

k>0
Le lemme suivant résume quelques propriétés de la fonction 9.

Lemme 2.2. Soit x € A un élément non nul.

(i) La fonction § : A — NU{+oo} ne prend que les valeurs 0 et +00 et §(z) = +o0 &
o(x) € \/gr(p)-

(i) On a §(x) = 0 (resp. = +00) si et seulement si pour tout P ¢ p, é(x, P) < +00
(resp. = +00).

(ii3) Soit x un élément non nul de A vérifiant 6(x) = +o00. Il existe n > 0 et kg > 0 tels

que pour tout k > ko,
v(a®) > (14 n) deg(z").

Démonstration. (i) La condition o(x) € /gr(p) est équivalente a I'existence d’un entier
ko > 1 tel que
v(xk0) > deg(xF0) + 1.

Par conséquent, si o(x) € \/gr(p), alors :

V> 1 (@) > mu(e) > m+ deg(a™),



d’ott §(x) = +oo d’aprés (2). D’autre part, si o(z) ¢ \/gr(p), alors v(2*) = deg(2*) pour
tout k > 1, donc 6(z) = 0.

(ii) Montrons tout d’abord que §(z) = +o0 si et seulement si §(z, P) = 400 pour
tout P € A. En prenant P = 1, on voit que la condition est suffisante. De plus, comme
v(z*P) > v(2*) + deg(P), on a bien §(x, P) = 400 si §(z) = 400, d’ott la nécessité.

Supposons maintenant §(z) = 0. D’aprés [12, corollaire 3.14], qui est une conséquence
du lemme d’Artin-Rees, on sait que si P ¢ p alors il existe un entier ky > 0 tel que :

Vk > ko, ((p+mF):P)C(p:P)+mb ko =p 4 mbho

ou l'égalité vient de I'hypothése P ¢ p. On en déduit que pour k assez grand (tel que
v(zFP) > ko) on a :
l/(xk) Z y(xkp) - kO)

dont on déduit que
v(z"P) — deg(z" P) < (v(a*) — deg(a*)) + (ko — deg(P)) = ko — deg(P).

Ceci prouve la nécessité. La suffisance s’obtient en prenant P = 1.

(iii) La preuve de (i) nous donne un entier kg > 1 tel que v(z¥0) > 1 4 deg(z*0).
Notons que la condition d(z) = +o00 entraine deg(z) # 0. Pour k > ko posons m = | k/ko |
la partie entiére de k/kg; on a alors

1
B > m + deg(2*) > deg(a¥) (1 + ———) > deg(z¥) (1 + ————).
v(z") > m+ deg(z”) > deg(x )( + k:deg(:n)) > deg(x )( + 2k0deg(a:))
11 suffit donc de prendre n = m pour conclure. O

2.2 Le contrdoleur d’un idéal

Soit G un pro-p-groupe et E[[G]] lalgébre d’Iwasawa de G. Soient I un idéal de
E[[G]] et H un sous-groupe fermé de G. On dit que I est controlé par H, ou que H
controle I, lorsque I est topologiquement engendré par un sous-ensemble de E[[H]] ou,
de maniére équivalente, si

1= T ETH]) - EICT-

Si G = Op, voici un critére pour prouver que I est controlé par le sous-groupe ouvert

Lemme 2.3. Soit I un idéal de E[[OF]]. L’idéal I est controlé par wOF si et seulement
st I est stable par les dérivations % pour 0 < k < f—1.

Démonstration. C’est un cas particulier de [4, proposition 2.4(d)]. O

2.3 Quelques résultats sur les matrices de polynémes

Pour pouvoir appliquer le lemme 2.3, il nous faut pouvoir écrire les dérivations
ﬁ en fonctions des dérivations de E[[OF]] induites par l'action de I'. C’est I'objet
de cette partie. Plus précisément considérons un IF,-espace vectoriel V' de dimension fi-
nie. Les dérivations de 'algeébre Sym(V') s’identifient aux morphismes Sym(V')-linéaires



Homgy vy (Sym(V) @, V, Sym(V')), c’est-a-dire aux applications [F)-linéaires de V' dans
Sym(V'). Nous allons désormais raisonner en termes d’applications [F,-linéaires. Soit ¢
P'inclusion canonique de V dans Sym(V). On note ¢*" application F-linéaire de V dans
Sym(V) obtenue en posant ¢P" (v) = ¢(v)P" pour tout v € V. La proposition 1.4 de [3]
montre que si g est une forme linéaire de V', on peut Iécrire, quitte & multiplier g par
un élément homogéne bien choisi de Sym(V'), comme une combinaison Sym(V')-linéaire
des dim(V') applications ¢*", ... ,¢pn+dim(v)7l pour tout choix d’un entier n > 0. Dans
cette partie, nous reprenons la preuve de |3, proposition 1.4] afin d’obtenir une borne
inférieure pour les degrés des coefficients de cette combinaison linéaire.

Proposition 2.4. Fizons g € V*. Soient m = dim V' et my [’idéal mazimal de Sym(V')
engendré par V. Alors pour s > 0, on a la relation suivante dans Homg, (V,Sym(V)) :

s m

P S(pym—1_,j5—1 s+j—1

|| w) ~g€§ m{)/(p P )gzﬁp .
i=1

weP(V)\P(ker g)

La preuve de la proposition 2.4 consiste essentiellement & combiner la formule de
Cramer & des estimations du degré des mineurs d’une matrice de Vandermonde. Les
notations suivantes sont issues de [3, §1].

Soit {wi, ..., wr,} une base de V' sur Fp. On note M (wy, ..., wm) € Mp(Sym(V)) la
matrice de type Vandermonde associée :

w]_ w2 “ e wm
wﬁ) wg . wffn
M(wi,.coyw) = : : y : (3)
m—1 m—1 m—1
W !

Soit Com(M (w1, ..., wy,)) sa comatrice, dont on rappelle que le (i, j)-éme terme est égal
a (—1)"7 det C;;, ot Cj; est le bloc de M (wy, ..., wy,) obtenu en enlevant la i-éme ligne
et la j-éme colonne. La formule de Cramer s’écrit alors

M (w1, ..oy W) - “Com (M (w1, ..., wp,)) = det M (w1, .., wp,) - Idy,.

Pour j € {1,...,m}, notons W; C V le sous-Fp-espace vectoriel engendré par {w; :
i # j} et définissons les matrices

M(wl, ceey ’Lz}j, ceey wm) = M(U)l, vy Wj—1, Wj41, ,wm)

Il est prouvé dans |3, proposition 1.2] que det M (wq, ..., 0j, ..., wp,) divise tous les det Cj;
pour 1 <7 < m et que det(M (wy, ..., wy)) est un polynome homogéne de degré [P(F}")|
(3, Lemma 1.1]).

Lemme 2.5. Pour1<i:<m, on a

det CILAJ c mg/m—lipi—l
det M (w1, ..., Wy, ..., W)




Démonstration. 11 suffit de remarquer que det C;; est un polynéme de degré supérieur
ou égal a

(Ltp+-tp™ ) —p

et que det M (wy, ..., 0;, ..., Wy,) est homogene de degré 1 +p + -+ p™ 2. O

Démonstration de la proposition 2.4. On peut supposer que g # 0, car sinon 1’énoncé
est évident. Posons fi := g et complétons {fi} en une base {f1,..., fin} de V*. Soit

{wy,...,wy,} CV sa base duale, de telle sorte que ¢ = Z;n:l wj fj. Par construction on
a alors
m S
vr>0, ¢ =3 ulf (4)
j=1
Soient e, f € Homp, (V,Sym(V))™ les vecteurs colonnes définis par
PP fi
€ = , f=
g fn
En prenant successivement r = s, s + 1,...,s + m — 1 dans I’équation (4) on obtient
I’égalité matricielle suivante :
M@, ... wl) -f=e. (5)

Posons maintenant A; = HweP(V)\P(ker(fj)) w. Par [3, Lemma 1.1(2)], on a

S

s ‘ det M(w?" ... wh)

AP = j
J ol ~Dp° D
det M (wy peee, Wy yeney Win)

avec \; € F;. En désignant par H la matrice diagonale dont le (7,7)-éme terme est
)\j_l -det M(wlfs, ... ,ﬁ)?s, A wf,f) et par D la matrice diagonale dont le (7, j)-éme terme
est Aj, on trouve :

S

H™ tCom(M(wh”, ..., wh ) -M(w? ..., wb) = DP (6)

iy

et, d’aprés le lemme 2.5, M est une matrice dont le (7,1)-éme terme est un élément de

p*(p pi~1)
my,

m—1_

La premicre ligne de I'égalité de matrices M - e = DP" - £, déduite de (5) et (6), nous
permet donc de conclure. O

Soit (A, m) une Fp-algebre locale contenant Sym(V') telle que my C m. Considérons
également la situation plus générale ot Vi est un Fj-espace vectoriel de dimension finie
et ¢ € Homg, (V1,V), d'image Vo C V. On note encore par la lettre ¢ I'application
[F,-linéaire de V; dans Sym(V') obtenue par composition avec I'inclusion canonique ¢ :
V € Sym(V). Il est plus agréable pour la suite de reformuler la proposition 2.4 sous la
forme suivante.



Proposition 2.6. Fizons g € V5. Soit m = dimV,. Alors pour s > 0, on a, dans
Homp, (V1, A),

S

H w)p ) (g ° gp) c imps(pmflfpjfl)gppmﬁfl. (7)
=1

weP(V2)\P(ker g) J

Démonstration. 1l suffit de composer le résultat de la proposition 2.4, appliqué a Vs, a
droite avec ¢, et & gauche avec l'inclusion Sym(V2) C Sym(V) C A. O

3 Le résultat principal

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme principal.

Théoréme 3.1. Soient I un sous-groupe ouvert de ' et I un idéal non nul de E[[OF]]
stable par I". Alors I est un idéal ouvert de E[[OF]].

Commengons par nous ramener au cas ou I est un idéal premier.

Lemme 3.2. Si l’idéal maximal m de E[[OF]| est le seul idéal premier non nul de E[[OF]]
stable par un sous-groupe ouvert de I', alors le théoréme 3.1 est vrai.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de E[[OF]] stabilisé par un sous-groupe ouvert
de I'. L’anneau E[[OF]] étant noethérien, 'ensemble Ass(E[[OF]]/I) (|7, §1]) des idéaux
premiers associés a I est fini et ses éléments sont les idéaux premiers de la forme

(I:(s)), se€ E[OF].

On vérifie directement que si v € I et si (I : (s)) est premier, alors (I : y(s)) lest aussi.
Autrement dit, 'ensemble Ass(E[[OF]]/I) est stable par I". Comme Ass(E[[OF]]/I) est
fini, il existe un sous-groupe ouvert I'’ de I'" qui fixe tous les éléments de Ass(E[[OF]]/I).
Ainsi Ass(E[[OF]]/I) = {m}. Comme /T peut s’écrire comme une intersection d’élé-
ments de Ass(E[[OF]]/I), on a VT = m et donc I est ouvert dans E[[OF]]. O

Posons V' := @<;<c—1.0<k< -1 FpXik, c’est un sous-Fy-espace vectoriel de E[[Op]].
D’apres I'isomorphisme (1), on a V ®p, E ~ m/m?. On peut ainsi identifier V' & un F-
sous-espace de m/m?, ce que nous ferons dans la suite. Posons enfin Y; = @g;é FpXik
de sorte que V = @f;é Yi.

Définition 3.3. On définit un morphisme p : Op/pOr — Endg,(V) comme suit : si
T € Op/pOr et six € O est un relévement de T, alors

p(T)(Xig) = e(z - @' [(N]) =1 mod m?.

Remarque 3.4. Si on pose g = Op/pOpF, il s’agit de laction de g sur V' décrite dans
[2, §4.2]. Comme notre cas est trés particulier, nous n'utilisons pas le formalisme de cet
article.



Puisque e(z+y) —1 = (e(z)—1)+(e(y)—1) mod m?, et que e(py)—1 = (e(y)—1)? €
mP pour tous z,y € Op, on voit que la définition ci-dessus ne dépend pas du choix
du relévement x et que p est bien un morphisme d’espaces vectoriels sur IF,,. On peut

identifier Op /pOp avec kr[w]/(w®) = @5, krw'.
Lemme 3.5. Fizonsi € {0,...,e — 1}.
. L ; _ Yiv; sii+j<e—-1
7 N\ — i+] >
(1) Soit T € kpw'. Alors p(z)(Y;) { 0 siiti>e.
(ii) Soient 0 < j<e—1—ietge Y, non nul. Alors Uapplication de kpw® dans Y
donnée par T — g o p(T) est une bijection.

Démonstration. L’application x — (€(x) — 1) + m? est un isomorphisme de groupes de
OF/pOF sur V et laction de p(Z) sur V induit une action sur O /pOF qui est donnée
par la multiplication par Z. Les deux énoncés s’en déduisent. ]

Lemme 3.6. Soit p un idéal premier de E[[Of]]. Pour que p soit l’idéal mazimal de
E[[OF]], il faut et il suffit que \/gr(p) soit l'idéal mazimal de gr(E[[OF]]) = Elo(X; )]
engendré par les 0(X;1), 0<i<e—-1,0<k < f— 1

Démonstration. La nécessité est immédiate. Prouvons la suffisance. Si gr(p) contient une
puissance de gr(m), on a p +m""! = m™ pour n assez grand. En utilisant le lemme de
Nakayama, on montre qu’alors p = m’ puis p = m vu que p est premier. O

Considérons un idéal premier p non nul qui n’est pas maximal. Le lemme 3.6 implique
que \/gr(p) ne contient pas tous les o(X; ). Il existe donc un indice ig € {0,...,e — 1}
tel que

(a) o(X;k) € v/gr(p) pour tout j > ip et tout 0 <k < f—1;
(b) il existe k" € {0, ..., f — 1} tel que (X, /) ¢ \/gr(p).

Dans la suite, on voit p(Z) comme un élément de Homg, (V, E[[OF]]) via l'inclusion
V — E[[OF]].

Proposition 3.7. Soit p un idéal premier de E[[OF]] stable sous l'action d’un sous-
groupe ouvert I'' C T' et vérifiant les conditions (a) et (b) ci-dessus. Soit F € p. Il existe
n > 0 tel que pour tout r suffisamment grand ’on ait

f—1
. . OF .
VT e ke, Y p@)(Xow) - (1+ Xox)5 X, cprm (1), (8)
k=0 ’

Démonstration. Soit T € kpw™. En choisissant un relévement = € O de T, on a par
définition, pour tout 0 <i<e—1,0<k< f—1:
p@) (X)) =e@z-@'N]) =1 mod m*".

Posons v = 1+ p"z avec r suffisamment grand pour que v € I'". Par définition de I’action
de v sur Op, on obtient

v(Xix) =e((1 +p7"x)wi[/\k}) —1=X,0+ 0+ X;5) - p(f)(X“g)pr mod m?”".



Soit maintenant F' € p. En écrivant le développement de Taylor a ordre 1 de ~(F) =
F(v(X;x)), on voit que

OF r
1+ X S
Zp S+ #ox, €™
Comme p est stable par I, on a y(F) € p et donc
_ - OF
D p@ (Kig)" - (14 Xi) 5 X, Pt m??

Pour Z € kpw™, le lemme 3.5 implique que
p(T)(Yo) € Yig, ooy p(T)(Yeo1-4y) S Ye1 et Vi>e—idg, p(T)(Y;)=0. (9)

Par ailleurs, ’hypothése sur ig et le lemme 2.2 (i) montrent que §(X;x) = +oo pour
Jj>ipet 0 <k < f—1. Autrement dit, §(y) = +oo pour y € Yj, j > i9. Combinées
a (9), ces égalités nous donnent §(p(Z)(X; %)) = +oo pour tout 1 < i < e — 1 — iy,
0 <k < f—1. Comme deg(p(Z)(X; )P ) > p" on déduit du lemme 2.2(iii) 'existence de
n > 0 tel que, pour tous 1 <i<e—1—1ig, 0 <k < f—1 et r suffisamment grand,

" oF
p(f)(Xi,k:)p : (1 + Xi,k) eEp+ m(1+77)p

0X, 1,

Ceci permet de conclure. O

Le corollaire qui suit est le résultat clé pour démontrer le théoréme principal. I1 utilise
I’estimation établie dans la proposition 2.6.

Corollaire 3.8. Conservons les notations de la proposition 3.7. Soient g € Y une forme
linéaire non nulle et T un élément de kpw'\{0}. Posons

[y

Poz =) (90p(@)(Xok) - (14 Xok)
0

~

B
Il

Alors, en notant Uy = [ ep(v; D\B(ker(g)) Ws 0T @ 0(Ug, Pyz) = +o00.

Démonstration. D’aprés la définition de la fonction § (cf. §2.1), on peut supposer que
Ug, Pyz ¢ p. 11 suffit alors de montrer que

sup V(U Pyz) — des(U Py} } =+

r>0
Notons d’abord que U, est un polynéme homogene de degré p/ =1, de telle sorte que
deg(UF Pyz) = p" /" + deg(Pyz).

De plus, la proposition 2.6 appliquée a ¢ = p(Z)|y,, Vi = Yp et Vo = Yj,, nous donne
pour tout r > 0

'r+] 1
Ug' (g Zuﬂ p(@
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pour certains u;, € mpT(pj_lfpj_l), et en appliquant cette formule & X 5, on obtient

r+7—1

UE" - (g0 p(z))(Xox) = Zujr p(T)(Xox)"

En notant que les u;, sont indépendants de k, cela nous permet d’écrire au moyen de
'inclusion (8) :

-1 f
(o r4+j—1 8F
Ug Pyz = Z(Z%r p(T)(Xow) )(1+X0,k)8X
k=0 j=1 0k
f —
’V‘+j71 aF
= Z T(ZP (Xo,k)" (1+ Xo) )
o 0Xo i
f , _
c Zmp’“(pf‘lfpf‘l) (p 4 mP T )
C p _|_ mP P ( 1+77)
pour tout r suffisamment grand. Cela entraine que (pour r > 0)
v(UF Pyz) = p 0 !
et donc 0(Uy, Pyz) = +00 puisque 1 > 0. O

Démonstration du théoréeme 3.1. D’aprés le lemme 3.2 il suffit de montrer que si p est
un idéal non nul de E[[Of]| stable par un sous-groupe ouvert de I' alors p = m.
Soit p C E[[Of]] un idéal premier stable par un sous-groupe ouvert de I'. Suppo-
sons par l'absurde que p n’est ni nul, ni maximal, et soit iy l'indice satisfaisant les
conditions (a) et (b) comme précédemment. Il existe g € Y;* non nul tel que o(U,) ¢
ver(p). En effet, en appliquant le théoréme des zéros de Hilbert, on voit que 'idéal
gradué de Ef[o(Xi0),--.,0(Xi,, r—1)] engendré par tous les 0(Uy) est un idéal ouvert de
Elo(Xip0)s---,0(Xi,,r—1)]- La condition (b) implique donc I'existence d'un tel g.

D’aprés le lemme 2.2 (i), on a alors 6(Uy) = 0. Le corollaire 3.8 et le lemme 2.2(ii)
impliquent donc

f-1
- oF

VI € kpw®, Y (g0 p(@))(Xox) - (1+ Xox) ax,. P
k=0 v

Le lemme 3.5 assure l'existence de Ty, € kpw™ tel que g o p(Ty) = X7, ot {X7,, 0 <
k < f —1} désigne la base duale de Yp. On en déduit que

P
VO<kE<f-—-1, (1+X0,k)87

€y,
X0 T

et, puisque 1+ X, est inversible dans E[[OF]], que 639{ € p. Ceci étant vrai pour tout

0<k<f—1,lelemme 2.3 implique que p est controlé par wOp.
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Comme E[[OF]] est une E[[wOFr]]-algebre finie, 'idéal p N E[[wOF]] est un idéal
premier de E[[wOpr]|] qui n’est ni nul ni maximal. La multiplication par w induit un
isomorphisme I'-équivariant de pro-p-groupes Op = wOp. En itérant argument pré-
cédent, on voit qu’en fait p est contrdlé par tous les sous-groupes @w"Op pour n € N.
Comme (), oy @"OF = {0}, on obtient p = 0. O

Démonstration du théoréeme 1.1. C’est une simple relecture du théoréme 3.1 en tenant
compte de I'isomorphisme Op ~ U. O

4 Applications

Corollaire 4.1. Soit (m, p) une représentation lisse irréductible de G = GLa(F') sur un
E-espace vectoriel de dimension infinie. Alors laction de E[[U]] sur m est fidéle.

Démonstration. Soit I le noyau de E[[U]] — Endg(w). C’est un idéal de E[[U]] stable
sous 'action de Tp. D’aprés le théoréme 1.1, I est ouvert ou nul. Supposons par ’absurde
qu’il soit ouvert. Alors il existe un sous-groupe ouvert U’ C U agissant trivialement sur
w. Soit N C G le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures. Ce groupe N est
une union de conjugués de U’. Ainsi le noyau de p : G — Aut(w) contient U’, donc N.
Or un sous-groupe distingué de G contenant N contient SLy(F'). On peut voir 7 comme
une représentation lisse irréductible du groupe GLa(F')/SLa(F), qui est isomorphe a F*.
Pour conclure il suffit de montrer qu’une telle représentation est toujours de dimension
finie. Comme O} est le produit direct d'un pro-p-groupe et d’un groupe fini d’ordre
premier a p, il existe un élément non nul v € 7 tel que O} agisse sur v par un caractére.
Cela implique que, par irréductibilité de m et par la décomposition F* = Of x w?
devient un F[w?]-module simple engendré par v. Or I'anneau E[w?] est isomorphe &
E[X, %] en identifiant w avec X. L’énoncé découle alors du fait que, par le théoréme des
zéros de Hilbert, tout module simple sur F[X, %] est de dimension finie sur E. En effet,
un module simple non nul sur un anneau n’est autre qu’un quotient de cet anneau par
un idéal maximal. O

Corollaire 4.2. Soit M un E[[U]]-module de type fini muni d’une action semi-linéaire de
To et soit Ass(M) l’ensemble des idéauz premiers associés a M ([7, §1]). Alors Ass(M) C
{{0}, m}. Si de plus M est de torsion, alors Ass(M) C {m} et M est de longueur finie.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 3.2, on voit que Ass(M) est fini et ses
éléments sont tous stables par un certain sous-groupe ouvert de Tj. Le premier énoncé
s’en déduit. Pour le deuxiéme, il suffit de remarquer que {0} ¢ Ass(M) lorsque M est
de torsion. O

Corollaire 4.3. Soit M un E[[U]]-module de type fini muni d’une action semi-linéaire
de Ty. Si on note T(M) le sous-E[[U]]-module de torsion de M, T(M) est de longueur
finie sur E[[U]]. De plus il existe alors un E[[U]]-module de type fini réflexif My contenant
M/T(M) tel que le quotient de My par M /T (M) soit de longueur finie. Si [F : Q,] < 2,
on peut méme supposer que My est un E[[U]]-module libre.

Démonstration. On note M* = Hompgyy) (M, E[[U]]) le dual de M. On le munit d’une
action de Ty de la fagon suivante. Si v € Ty, f € M* et © € M, on pose (v - f)(x) =

12



vf(y~tx). L’application canonique de i : M — M** est alors Ty-équivariante. De plus,
si K désigne le corps des fractions de A, I'application ¢ ® 4 K est un isomorphisme de
K-espaces vectoriels de dimension finie. On en conclut que Ker(i) et Coker(i) sont des
E[[U]]-modules de type fini, de torsion et stables par 7. Ils sont donc de longueur finie
d’aprés le corollaire 4.2. Comme M™** est sans torsion, on a en fait Ker(:) = T(M), ceci
permet de conclure en prenant M; = M**.

Si dim(E[[U]]) = 1, E[[U]] est un anneau de valuation discréte, tout E[[U]]-module de
type fini sans torsion est donc libre. D’apreés la proposition 2 de [13], tout module réflexif
de type fini sur un anneau local noethérien régulier de dimension 2 est libre, donc M**

est libre si dim(E[[U]]) = 2. O

On peut se demander a quel point, lorsque [F' : Qp] > 2, un E[[U]]-module réflexif
de type fini muni d’une action semi-linéaire de Tj est éloigné d'un E[[U]]-module libre.
Nous ne connaissons pas d’exemple de tel module qui ne soit pas libre. Le mieux que
I’on puisse dire sur un tel module est contenu dans la proposition suivante.

Proposition 4.4. Soit M un E[[U]]-module réflexif de type fini muni d’une action semi-
linéaire de Ty. Pour tout idéal premier p # m de E[[U]], le E[[U]],-module M, est libre.

Démonstration. Posons A = E[[U]]. Pour i > 1, notons @,M = M ®4 -+ @4 M
le A-module produit tensoriel de i copies de M. Ce sont des A-modules de type fini
munis naturellement d'une action semi-linéaire de Tp. Soit T(®%M) le sous-module de
torsion de ®f4M ; il est clairement stable par Ty. D’aprés le corollaire 4.2, on voit que
Ass(T(®4M)) C {m}, don (T(®f4M))p = 0 pour tout idéal premier p # m par [7, §3,
corollaire 1]. On déduit alors des isomorphismes naturels (avec les notations évidentes)

(T(®4M)), = T((®4M),) = T(2},M,)

que ®f4pMp est un Ap-module sans torsion pour tout ¢ > 1. Comme A, est un anneau
local régulier non ramifié puisque A V'est (car de caractéristique p, voir [5, p.634]), le
théoréme 3.2 de [5] nous permet de conclure. O
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