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Rapport de stage

d’avril à août 2021
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Chapitre 1 Présentation des modèles et premières propriétés 4
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Présentation du stage

Dans le cadre du Master 2 Mathématiques de l’aléatoire à l’Université Paris-Saclay, j’ai eu la chance d’effectuer

un stage de recherche à l’Institut de Physique Théorique (IPhT) sous la tutelle de Sanjay Ramassamy, chargé de

recherche pour le CNRS en mathématiques à l’IPhT.

Le stage consistait principalement en l’étude d’articles de recherche sur le taux de croissance linéaire de la

longueur du plus long chemin pour les graphes de Barak-Erdős qui sont une version orientée acyclique des graphes

d’Erdős-Rényi. L’objectif était d’abord de synthétiser en un rapport les résultats des deux articles r1s et [2], et de

chercher de nouveaux résultats en rapport avec le sujet.

Dans les sections 1 et 2 de ce rapport, on résume principalement les articles r1s et [2] et on y détaille également

certaines preuves qui ne sont pas explicitement rédigés dans les articles. Par exemple, dans la section 2.1, on détaille

la construction alternative pour les εX du développement perturbatif exact citée en remarque dans l’article [1], et

dans la section 2.2, on donne une preuve de la formule pour calculer P pξT1 ě Kq. Dans la section 3, on présente

des résultats partiels obtenus à l’issu du stage.
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Résumé

On dit que Gnppq est un graphe de Barak-Erdős si Gnppq “ pJ1, nK, Eq est un graphe orienté aléatoire tel que

seules les arêtes pi, jq pour i ă j P t1, . . . , nu sont dans E avec probabilité p et de manière indépendante. On

s’intéresse à la longueur d’un plus long chemin Lnppq, et en particulier à la fonction C définie comme le taux de

croissance linéaire du plus long chemin dans ces graphes : Cppq “ limnÑ8 Lnppq{n. Dans [1] et [2], B. Mallein and

S. Ramassamy donnent deux méthodes différentes pour calculer C et en étudier l’analycité. Dans les deux cas, on

commence par introduire le système de particules en interaction IBM(µ) (Infinite Bin Model) que l’on va pouvoir

coupler avec le graphe de Barak-Erdős dans le cas où µp est une loi géométrique de paramètre p. On observe

alors que la vitesse de déplacement du front vµp dans l’IBM(µp) correspond au taux d’accroissement linéaire du

plus long chemin dans le graphe Gnppq. On définit ensuite une action des entiers dans N˚, puis des mots à lettres

dans N˚ sur les configurations d’urnes du modèle IBM. Dans [1], on utilise une méthode de type “perturbation”

où l’on part d’une configuration d’urnes quelconque et on étudie comment un mot α fait avancer le front dans

l’IBM(µ) par sous-mots α pour calculer vµ. Dans [2], on définit une classe de mot (les bons mots) qui font avancer

le front au dernier coup pour toute configuration d’urnes initiale et on construit un processus IBM(µ) stationnaire

pour calculer vµ. Par la première méthode, on en déduit que C est analytique sur s12 , 1s, et par la seconde on

en déduit que C est analytique sur s0, 1s. De plus, on obtient plusieurs moyens pour calculer les coefficients du

développement en série entière de C en 1. Pour étudier C au voisinage de 0, on utilise dans [1] des résultats sur

les marches aléatoires branchantes avec sélection pour lui trouver un développement asymptotique. On présente

plus en détails tous ces résultats dans les sections 1 et 2.

Dans la section 3, on présente de nouveaux résultats obtenus durant le stage. On commence par présenter

différentes méthodes pour calculer numériquement les coefficients du développement en série entière de C au

voisinage de 1. Pour l’instant, on en obtient 24 coefficients en utilisant une méthode qui consiste à encadrer Cppq

entre vµ
p

et vµp , les vitesses du front dans deux processus IBM, où pour tout k P N µ
p
prk,8sq ď µpprk,8sq ď

µpprk,8sq. On présente ensuite une méthode de calcul de ces coefficients qui ne fait plus intervenir le couplage

entre le graphe de Barak-Erdős et l’IBM. L’idée est que lorsque p est proche de 1, il ne manque que peu d’arêtes

au graphe Gnppq, et donc on peut se ramener à étudier les petits paquets d’arêtes manquantes pour calculer les

premiers coefficients du développement en série entière de C au voisinage de 1. On utilise alors une méthode du

type développement perturbatif exact sur les graphes similaire à ce qui est fait dans l’article [1].
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1

Présentation des modèles et premières propriétés

On présente dans cette section les deux modèles étudiés durant le stage : les graphes de Barak-Erdős et l’Infinite-

Bin Model (IBM). On montre également quelques propriétés de monotonie sur le modèle IBM qui nous servira pour

comparer les vitesses pour des IBM de lois différentes. On introduit ensuite le couplage de Foss-Konstantopoulos

qui fait le lien entre les graphes de Barak-Erdős et l’IBM géométrique. On montre enfin l’existence de la vitesse

de l’IBM pour une loi quelconque et on en déduit l’existence du taux de croissance linéaire du plus long chemin

pour les graphes de Barak-Erdős.

Notation 1.0.1. On notera dans ce qui suit N “ t0, 1, . . .u l’ensemble des entiers naturels et N˚ “ N ´ t0u. Pour

p P r0, 1s, Bppq désigne la loi de Bernouilli de paramètre p, et si p ‰ 0, Gppq désigne la loi géométrique sur N˚ de

paramètre p. On notera également Ja, bK l’ensemble d’entiers ra, bs X Z pour tout a, b P Z tels que a ď b.

1.1 Graphes aléatoires de Barak-Erdős

On définit le modèle de graphes aléatoires orientés acycliques introduit pour la première fois par Barak et

Erdős dans [3]. Les graphes de Barak-Erdős sont des graphes orientés acycliques où les arêtes pi, jq pour i ă j

sont dans le graphe avec probabilité p P r0, 1s et ce de manière indépendante. Plus précisément :

Définition 1.1.1. Soit n P N˚ et p P r0, 1s. Si Gnppq “ pV,Eq où V “ t1, . . . , nu et E “ tpi, jq P V 2 | i ă j, Ei,j “ 1u

où les pEi,jqiăj sont des variables iid de loi Bppq et pi, jq est l’arête orientée de i vers j, alors Gnppq est un graphe

de Barak-Erdős à n sommets.

Notation 1.1.2. On note Lnppq la longueur d’un plus long chemin orienté dans le graphe Gnppq.

On donne un exemple de graphe de Barak-Erdős en 1.1. On s’intéresse ici à la valeur du taux de croissance

linéaire Cppq :“ limnÑ8
Lnppq
n . L’existence de cette limite est montrée pour la première fois par Newman dans [4]

dont l’objectif était notamment d’étudier des modèles aléatoires pour les châınes alimentaires. Cette quantité est

1 2 3 4 5 6

Figure 1.1 – Exemple de réalisation de G6ppq vérifiant L6ppq “ 3. Le plus long chemin est en vert.
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1.2. Le modèle IBM 5

également utile pour étudier la stabilité des files d’attente [5] et le temps d’exécution de tâches lorsqu’il y a des

contraintes sur l’ordre de réalisation de celles-ci [6, 7]. Il montre également que C est continue sur r0, 1s. Dans r1s

et r2s, B. Mallein et S. Ramassamy montrent que C est analytique, d’abord sur s12 , 1s dans r1s, puis sur s0, 1s, et

donnent une formule pour calculer tous les coefficients du développement en série entière de C au voisinage de

1. Ces résultats sont détaillés dans la section 2. Grâce à ce résultat, ils parviennent à calculer numériquement le

développement de C au voisinage de 1 jusqu’à son 17-ème terme. Précédemment, S. Foss et T. Konstantopoulos

avaient obtenu les 5 premiers termes de ce développement en série entière dans [5]. Par la formule donnée dans [2],

on verra dans la section 3 que l’on arrive à calculer numériquement les 24 premiers termes. Au voisinage de 0, B.

Mallein et S. Ramassamy montrent le développement analytique suivant pour C dans r1s en utilisant un résultat

sur les marches aléatoires branchantes avec sélection (voir la Section 2.4) :

Cppq “ pe

ˆ

1´
π2p1` op1qq

2plogppqq2

˙

lorsque p tend vers 0. (1.1)

1.2 Le modèle IBM

1.2.1 Définition du modèle

Soit µ une probabilité sur N˚ Y t8u. Le modèle IBM(µ) est un système de particules en interaction défini de

la manière suivante :

˝ On considère une infinité d’urnes indexées par Z contenant chacune un certain nombre de particules.

˝ Pour passer de l’état à l’instant n à l’état à l’instant n ` 1, on tire une variable aléatoire ξn`1 de loi µ

indépendamment de l’état des urnes à l’instant n et on ajoute une particule dans l’urne à droite de la

ξn`1-ème particule la plus à droite dans les urnes à l’instant n.

Pour le définir plus rigoureusement, on se restreint à certaines configurations d’urnes qui nous suffisent pour le

couplage :

Définition 1.2.1 (Configurations d’urnes et position).

˝ Une configuration d’urnes est un élément de NZ. La quantité Xpiq représente le nombre de particules

dans l’urne i.

˝ Une configuration X est dite admissible s’il existe f P Z et i P ZY t´8u tels que pour tout k P Z,

k ą f ô Xpkq “ 0,

k ď iô Xpkq “ 8.

˝ Pour X P S, on définit F pXq :“ mintk P Z | @j ą k, Xpjq “ 0u est le front de X (avec la notation

précédente, F pXq “ f).

Pour un exemple de configuration, voir la figure 1.2.
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´1 0 1 2 3 4

. . . . . .

Figure 1.2 – Représentation d’une configuration d’urnes X telle que F pXq “ 3 et telle que les nombres de

particules dans les 5 dernières urnes non vides sont p2, 1, 3, 2, 1q.

´1 0 1 2 3 4

. . . . . . Φ1

´1 0 1 2 3 4

. . . . . .

´1 0 1 2 3 4

. . . . . . Φ4

´1 0 1 2 3 4

. . . . . .

Figure 1.3 – Illustration de l’action de Φ1 et Φ4 sur des configurations d’urnes.

Notation 1.2.2. On note :

˝ S “ tX P pNY t8uqZ, X est admissibleu,

˝ BpX, iq “ mintk P Z |
ř8
j“kXpjq ă iu la position de l’urne immédiatement à droite de celle contenant la

i-ème particule la plus à droite,

Définition 1.2.3 (Action des lettres sur S). Soit a P N˚. L’action de a sur les configurations est donnée par

l’application Φa : S Ñ S définie de la manière suivante :

pΦapXqqi “

#

Xpiq ` 1 si i “ BpX, aq

Xpiq sinon.

On pose également Φ`8pXq “ X pour tout X P S.

En d’autres termes, Φa est l’application qui à une configuration X associe une copie de X où l’on ajoute une

particule dans l’urne immédiatement à droite de celle contenant la a-ème particule la plus à droite. En particulier,

Φ1 ajoute toujours une particule dans l’urne vide la plus à gauche. On illustre l’action de Φ1 et Φ4 sur une

configuration d’urnes en figure 1.3.

Définition 1.2.4 (Infinite-Bin Model (IBM(µ)). Soient pξiqiPN˚ des variables aléatoires iid de loi µ et X0 P S. On

définit le modèle IBM(µ) comme le processus de Markov pXnqnPN à valeurs dans S vérifiant Xn`1 “ Φξn`1pXnq

pour tout n ě 0.
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1.2.2 Ordre partiel sur les configurations et monotonie de Φ

On peut définir un ordre partiel ĺ sur l’ensemble S des configurations de la manière suivante :

Définition 1.2.5. Soient X,Y P S. On pose que X ĺ Y si et seulement si pour tout n P N˚, BpX,nq ď BpY, nq.

Autrement dit, X ĺ Y si et seulement si pour tout n P N˚, l’indice de l’urne de la n-ème particule la plus à droite

est plus à gauche dans X que dans Y .

Remarque 1.2.6. On peut ré-interpréter cet ordre de la manière suivante : X ĺ Y si et seulement si il y a toujours

moins de particules à droite de toute position de départ dans X que dans Y , c’est à dire :

@k P Z,
8
ÿ

j“k

Xpjq ď
8
ÿ

j“k

Y pjq.

Définition 1.2.7. Soient µ et ν sont deux probabilités sur N˚Yt8u. On dit que µ est dominée stochastiquement

par ν et on note µ ĺ ν si pour tout k P N, νpJ1, kKq ď µpJ1, kKq. De manière équivalente, µ est dominée

stochastiquement par ν si et seulement s’il existe un couplage pξ, ζq tel que X ď Y , et où ξ „ µ et ζ „ ν.

Proposition 1.2.8. On a les propriétés de croissance suivantes :

˝ pX, aq P S ˆN˚ ÞÝÑ ΦapXq est croissante en X et décroissante en a pour l’ordre partiel ĺ sur S et l’ordre

naturel sur N˚.

˝ Si µ et ν sont deux probabilités sur N˚ Y t8u telles que ν ĺ µ, alors il existe un couplage pX,Y q tel que

Xn ĺ Yn pour tout n P N˚, où X „ IBMpµq et Y „ IBMpνq.

Démonstration. Le premier point est immédiat en utilisant la définition de Φ et en remarquant que BpX,nq est

l’indice de l’urne de X P S dans laquelle on ajoute une particule par application de Φn à X.

Le deuxième point est une conséquence du premier et du fait que l’on peut construire ppξn, ζnqqnPN˚ i.i.d. avec

ξn „ µ et ζn „ ν pour tout n P N˚ et tel que pour tout n P N˚, ζn ď ξn.

1.3 Le couplage de Foss-Konstantopoulos

Dans le cas où µp est la loi géométrique sur N˚ de paramètre p pour p Ps0, 1s, on a un couplage entre Gnppq et

un IBM(µpq partant de la configuration initiale admissible X0 vérifiant X0p1q “ 0 et X0p0q “ 8. Pour ce couplage,

Lnppq “ F pXnq, (1.2)

ce qui le rend utile pour étudier Lnppq par un point de vue Markovien. On construit ce couplage de la manière

suivante :

˝ On construit Gnppq sommet par sommet.

˝ À chaque fois que l’on rajoute un sommet au graphe, on ajoute une particule dans l’urne d’indice la longueur

du plus long chemin finissant en ce nouveau sommet dans Gnppq.

Il reste à vérifier que ce processus suit bien la loi attendue :

Lemme 1.3.1. pXnqnPN suit la loi d’un IBM(µp), où µp est la loi géométrique sur N˚ de paramètre p.

Démonstration. Soit n ě 0. Pour construire Xn`1 à partir Xn, on considère pi1, . . . , ik, n`1q un chemin de longueur

maximale finissant en n ` 1 dans Gn`1ppq, puis on ajoute la particule numérotée par n ` 1 dans l’urne d’indice
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

´1 0 1 2 3 4
1 2

3

4

5

...

. . . . . .

´1 0 1 2 3 4
1 2

3

4

5

6

...

. . . . . .ajout du sommet 6

Figure 1.4 – Illustration de la construction du couplage avec l’IBM(µp).

k` 1. L’idée est d’utiliser l’indépendance des variables Ei,j de la définition 1.1.1 pour voir que l’on ajoute bien la

particule n` 1 à droite de la ξn`1-ème particule la plus à droite pour une variable ξn`1 de loi µp indépendante de

Xn.

On note li la longueur d’un plus long chemin finissant en i dans Gnppq. Il existe alors σn une permutation de

J1, . . . , nK telle que lσnp1q ě lσnp2q ě ¨ ¨ ¨ ě lσnpnq et telle que σn est pEi,jq1ďiăjďn-mesurable. On pose alors

rξn`1 “

#

inf
 

i P J1, . . . , nK | Eσnpiq,n`1 “ 1
(

si cet inf est fini

n` 1 sinon.

Par définition du modèle, Xn`1 “ Φ
rξn`1

pXnq. On remarque que rξn`1 et pEi,jq1ďiăjďn sont indépendants et

que rξn`1 à la même loi que minpξ, n ` 1q si ξ est de loi µp (par indépendance de σn et pEi,n`1q1ďiďn). On peut

alors construire une variable ξn`1 de loi µp indépendante de pEi,jq1ďiăjďn telle que minpξn`1, n ` 1q “ rξn`1. Il

reste à observer que Φ
rξn`1

pXnq “ Φξn`1pXnq, ce qui est dû au fait que Xnp0q “ 8 et
ř

iě1Xnpiq “ n. Les pξnq

sont indépendantes par construction.

1.4 Existence de la vitesse pour l’IBM

Soit X de loi IBM(µp) et de configuration initiale X0 P S. Par le couplage précédent et si on admet que la

limite p.s. suivante existe,

Cppq “ lim
nÑ8

F pXnq

n
.

On montre dans cette section que cette limite existe en fait pour toute mesure µ sur N˚ Y t8u. Dans un premier

temps, on montre le résultat pour µ à support fini puis on étend ce résultat à toute mesure de probabilité µ.

1.4.1 Cas à support fini

On suppose ici que K :“ suppsupppµqq ă 8 et que X a la loi d’un IBM(µ) avec pour configuration initiale X0.

Dans ce cas, suffit d’étudier le contenu des urnes contenant les K particules les plus à droite, étant donné que ce

sont les seules sur lesquelles nos Φξn vont agir. Cela réduit le problème à l’étude d’une châıne de Markov à espace

d’états fini.

Notation 1.4.1. SK “
!

x P NK´1 |
řK´1
i“1 xi ă K et @i P t1, . . . ,K ´ 2u, xi “ 0 ñ xi`1 “ 0

)

est l’ensemble des

configurations admissibles à K particules. On pose ΠK la projection de S sur SK par :

ΠK :
S ÝÑ SK

X ÞÝÑ pXpBpX,Kq ` j ´ 1q1ďjďK´1
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Les éléments de SK correspondent bien à des configurations à K particules. En effet, lorsque l’on applique ΠK

à une configuration X, alors on obtient une configuration x P SK composée de strictement moins de K particules.

On en déduit alors par définition de ΠK que les K ´
ř

xi particules restantes sont dans l’urne dans X de position

BpX,Kq ´ 1 et on connâıt donc bien les positions relatives des K dernières particules dans X. On pose alors

le processus Y “ pYnqně0 défini par Yn “ ΠKpXnq, qui ne garde donc en information que les positions des K

particules les plus à droite dans le processus pXnqně0. On montre alors que Y est toujours une châıne de Markov.

Lemme 1.4.2. Y est une châıne de Markov à espace d’états fini qui ne possède qu’une classe d’états récurrents.

En particulier, il existe une unique probabilité stationnaire sur SK pour cette châıne de Markov.

Idée de preuve. On peut construire facilement l’analogue naturel rΦ de Φ pour Y vérifiant pour tout n ě 0,

Yn`1 “ rΦξn`1pYnq. Pour montrer qu’il n’existe qu’une seule classe d’états récurrents pour Y , il suffit de remarquer

que lorsque l’on applique assez de fois rΦK à une configuration de départ quelconque, on tombe toujours sur la

configuration x dans SK telle que x1 “ K ´ 1 après un certain nombre d’itérations. L’existence et l’unicité de la

probabilité stationnaire viennent respectivement du fait que l’espace d’états est fini et qu’il n’y a qu’une classe

d’éléments récurrents.

Notation 1.4.3. Pour donner une formule pour la vitesse du front, on doit introduire quelques notations sur Y :

˝ Pour Y0 P ΠK , on note |Y | “
řK´1
i“1 Y0piq le nombre de particules dans la configuration Y .

˝ T0 :“ 0 et pour k P N, Tk`1 :“ inftn ą Tk | |Yn´1| “ K ´ 1u les instants de gel d’une urne de X

à gauche, c’est à dire les instants auxquels on va perdre l’information de l’urne la plus à gauche dans le

processus pYnqně0.

˝ Zk “ K ´ |YTk | est le nombre de particules dans l’urne gelée à l’instant k.

˝ Nn est le nombre d’urnes gelées avant l’instant n, c’est à dire l’entier tel que TNn ď n ă TNn`1.

On peut à présent énoncer le résultat principal dans le cas où µ est à support fini :

Proposition 1.4.4. Pour µ à support fini, il existe vµ P r0, 1s telle que pour toute configuration initiale X0,

F pXnq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ. (1.3)

De plus, en posant π la probabilité stationnaire pour Y , on a une formule exacte pour vµ :

vµ “ Pπ p|Y0| “ K ´ 1q “
1

Eπ pT2 ´ T1q
“

1

Eπ pZ1q
. (1.4)

Démonstration. On commence par remarquer que F pXnq “ Nn`F pYnq, où F pYnq est l’indice de la dernière urne

non vide dans Yn (nulle s’il n’y a aucune urne non vide dans Yn). Comme Yn P J0,KK, il suffit de montrer la

convergence de Nn
n vers vµ.

On remarque ensuite que les moments où l’on gèle les urnes correspondent aux temps où la configuration

contient K ´ 1 particules par définition, d’où :

@n P N˚,
Nn

n
“

1

n

n´1
ÿ

j“0

1|Yj |“K´1.

Étant donné que notre châıne de Markov ne possède qu’une seule classe d’éléments irréductibles, on sait qu’il

existe une unique probabilité stationnaire π pour cette châıne. De plus, pour tout état transient Y0 P ΠK , un

résultat classique sur les châınes de Markov fait que πpY0q “ 0. Par théorème ergodique pour les châınes de
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Markov irréductibles récurrentes positives, on obtient lorsque la configuration initiale Y0 est un état récurrent

que :
Nn

n
ÝÑ
nÑ8

Pπp|Y0| “ K ´ 1q.

On remarque que la limite ne dépend pas de la configuration initiale. Pour se ramener à une configuration

Y0 quelconque, il suffit de noter que presque sûrement, à partir d’un certain rang, Yn est dans la classe d’états

récurrents puis on applique la propriété de Markov forte pour se ramener au cas où Y0 est récurrent. On obtient

alors la première égalité. Il reste à montrer les deux autres.

Il est facile de vérifier par définition de Nn que

řNn
j“1 Zj

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

1. (1.5)

Comme Nn
n converge vers une limite que l’on note vµ ą 0, on déduit de la convergence précédente que

řNn
j“1 Zj

Nn

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

1

vµ
.

En observant que la suite pNnq passe presque sûrement par tous les entiers, on a

řp
j“1 Zj

p

p.s.
ÝÝÝÑ
pÑ8

1

vµ
.

En remplaçant n par Tp dans (1.5), on obtient

řp
j“1 Zj

Tp

p.s.
ÝÝÝÑ
pÑ8

1

et donc
Tp
p

p.s.
ÝÝÝÑ
pÑ8

1

vµ
.

On en déduit le résultat en appliquant le théorème de convergence dominée en observant que ces variables sont

bornées presque sûrement par K.

1.4.2 Cas général

Pour montrer l’existence de la vitesse du front vµ, on va procéder par approximations en modifiant la mesure µ

pour se ramener au cas où la mesure est à support compact et en utilisant la monotonie de Φ vue en sous-section

1.2.2. On commence par se ramener au cas où µ est à support dans N˚ :

Proposition 1.4.5. Soit µ une probabilité à support dans N˚Yt8u. Soit p “ µpt`8uq. Soit ν la probabilité définie

par νpAq “ µpAq
1´p pour tout A P PpN˚q. Soient pXnq „ IBMpνq et pZiqiě1 une suite de variables i.i.d. de loi Bp1´pq

indépendante de pXnq, alors si on pose Sn “
řn
i“1 Zi,

pXSnqnPN „ IBMpµq.

De plus, si on suppose que la vitesse du front vν pour l’IBMpνq existe et si on pose vµ :“ p1´ pqvν , alors

F pXSnq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.
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Démonstration. Soit pζnqně1 telle que Xn`1 “ Φζn`1pXnq. Pour montrer que pXSnq „ IBMpµq, on pose pour tout

n P N˚,

ξn “

#

`8 si Zn “ 0

ζSn sinon.

On montre alors que pour tout n P N, XSn`1 “ Φξn`1pXSnq et que les ξn sont i.i.d. de loi µ. Le premier point

est immédiat. Pour le second, on montre également par récurrence sur n que les pξiqi“1,...,n sont i.i.d. de loi µ. Il

ne reste donc qu’à montrer la convergence vers vµ.

Par hypothèse, F pXnq
n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vν ., et donc comme Sn Ñ8,

F pXSnq

Sn

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vν . (1.6)

Par la loi forte des grands nombres, Sn
n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

1´ p, et donc par la formule (1.6) :

F pXSnq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

p1´ pqvν .

Il ne nous reste donc qu’à montrer le résultat pour les mesures à support dans N˚.

Proposition 1.4.6. Soit µ une probabilité à support dans N˚. Soit pXnqně0 „ IBMpµq de configuration initiale X0.

Alors il existe vµ Ps0, 1s tel que
F pXnq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.

Démonstration. L’idée est d’encadrer Xn par deux processus à valeurs dans S pour lesquels on peut calculer la

vitesse du front. Fixons K P N˚. Si pξnqně1 est telle que Xn`1 “ Φξn`1pXnq, on pose

ξKn “

#

`8 si ξn ą K

ξn sinon.

On pose également τ pdq le shift vers la droite sur les configurations qui à X P S associe pXpi´ 1qqiPZ. Pour K un

entier fixé dans N˚, on construit alors deux processus XK et X
K

sur S de la manière suivante :
$

’

’

&

’

’

%

XK
0 “ X

K
0 “ X0

XK
n`1 “ ΦξKn`1

pXK
n q

X
K
n`1 “ Φ

ξn`1pX
K
n q
1ξn`1ďK ` τ

pdqpX
K
n q1ξn`1ąK

En d’autres termes, si ξn ď K, on passe de l’instant n´1 à l’instant n pour ces deux processus de la même manière

que pour pXnq. Lorsque ξn ą K, pour le processus X, on pose Xn “ Xn´1, et pour le processus X, on décale

toutes les particules d’un indice vers la droite pour passer de l’instant n´ 1 à l’instant n. On peut alors montrer

par récurrence que pour tout n P N, XK
n ĺ Xn ĺ X

K
n , et donc que F pXK

n q ď F pXnq ď F pX
K
n q. On remarque

alors que XK a la loi d’un IBMpµKq, où µK est la loi de ξK1 . Par la proposition 1.4.4 et la proposition 1.4.5, il

existe vK indépendante de X0 telle que
F
`

XK
n

˘

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vK .

En utilisant l’existence de cette limite, la loi forte des grands nombres, et le fait que

F pX
K
n q “ F pXK

n q `

n
ÿ

j“1

1tKăξjă`8u,
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on obtient
F pX

K
n q

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vK ` µprK ` 1,`8rq.

On a donc pour tout K P N˚, presque sûrement,

vK ď lim inf
nÑ8

F pXnq

n
ď lim sup

nÑ8

F pXnq

n
ď vK ` µprK ` 1,`8rq.

Il reste donc à voir que vK converge lorsque K tend vers l’infini. Or, vK ď 1 et par la proposition 1.2.8, la

suite pvKq est croissante. On en déduit qu’elle converge vers une limite vµ P r0, 1s et on a le résultat.

Une conséquence de ce résultat et du couplage de Foss-Konstantopoulos est l’existence de C :

Corollaire 1.4.7. Si µp est la loi géométrique sur N˚ de paramètre p Ps0, 1s, alors

Lnppq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµp . (1.7)

En particulier, on a redémontré l’existence de C et de plus, Cppq “ vµp.

Une autre conséquence de l’existence de la vitesse du front et de la proposition 1.2.8 est la suivante :

Corollaire 1.4.8. Si µ et ν sont deux probabilités sur N˚ Y t8u telles que ν ĺ µ, alors vµ ď vν .

Ce corollaire est notamment utile pour le calcul numérique de bornes sur C et des coefficients de son déve-

loppement en série entière au voisinage de 1. On a également la formule obtenue dans la preuve de la proposition

précédente :

vK ď vµ ď vK ` µprK ` 1,`8rq.



2

Formules pour vµ, C, et régularité de C

Dans r1s et r2s, Bastien Mallein et Sanjay Ramassamy donnent deux méthodes pour obtenir des formules pour

calculer la vitesse du front de l’IBM. Pour ce faire, ils utilisent dans chacun des articles une certaine classe de

mots qui vérifient certaines propriétés en lien avec les configurations d’urnes. En sous-section 2.1, on présente la

méthode utilisée dans l’article r1s. En sous-section 2.2, on présente la méthode utilisée dans l’article r2s et on

étend la formule trouvée à d’autres classes de mots vérifiant certaines conditions. En sous-section 2.3, on détaille

la preuve de l’analyticité de C sur s0, 1s comme cela est fait dans l’article r2s. Enfin, on présente en sous-section

2.4 le lien entre un cas particulier de marches aléatoires branchantes avec sélection et le modèle IBM(µp) lorsque

p est proche de 0. On en déduit alors la formule (1.1).

Pour ce qui va suivre, on a besoin d’introduire quelques notations et définitions.

Notation 2.0.1. ˝ Soit A “
Ť8
n“0pN˚qn l’ensemble des mots à lettres dans N˚ (par convention, pN˚q0 “

t∅u où ∅ est le mot vide).

˝ Pour α “ pα1, . . . , αnq P A et µ une probabilité sur N˚ Y t8u, on note |α| “ n la longueur de α,

Hpαq “
řn
i“1pαi ´ 1q la hauteur de α et Wµpαq “

śn
i“1 µpαiq le poids de α.

˝ Pour α, β P A, on note α ¨ β “ pα1, . . . , α|α|, β1, . . . , β|β|q la concaténation de α et de β.

˝ On note pour n1, n2 P N,

αn2
n1

:“

#

pαn1 , . . . , αn2q si 1 ď n1 ď n2 ď |α|

∅ sinon.

Définition 2.0.2 (Action des mots sur S). Pour α “ pα1, . . . , αnq P A, on pose Φα “ Φαn˝ . . .˝Φα1 l’action du

mot α sur les configurations.

Définition 2.0.3 (Bons et mauvais mots relativement à une configuration). Soit X P S et α P A. On dit que α

est un bon mot relativement à X si F pΦαpXqq “ F pΦ
α
|α|´1
1

pXqq ` 1. On dit qu’un mot est un mauvais mot

relativement à X s’il n’est pas bon relativement à X. Par convention, ∅ est mauvais pour X.

En d’autres termes, α est un bon (respectivement mauvais) mot relativement à X si l’action de α sur X fait

(respectivement ne fait pas) avancer le front de 1 au moment où sa dernière lettre agit.

Notation 2.0.4. On note PX l’ensemble des bons mots relativement à X.

13
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2.1 Par développement perturbatif exact

Dans r1s, la méthode utilisée pour obtenir une formule pour vµ consiste à écrire l’avancée du front après

l’application d’un mot α comme une somme sur tous les sous-mots β de α comptés avec multiplicité de termes

correcteurs εpβq. Heuristiquement, lorsque µ est “proche” de δ1, la plupart des lettres pξnq vont être des 1, et les

autres lettres vont former de petits mots séparés par ces 1. Ainsi, plus les mots sont grands, plus ils sont rares.

L’idée est de considérer des mots de plus en plus grands et de quantifier la différence entre l’avancée du front en

appliquant un grand mot et l’avancée du front que l’on s’attendrait à avoir en ne considérant que les sous-mots

stricts du grand mot.

Définition 2.1.1. Pour X P S et α P A, on note dXpαq “ F pΦαpXqq ´ F pXq l’avancée du front à partir de X

par application de α.

Notation 2.1.2. Pour I “ Jn1, n2K un intervalle d’entiers, on notera αI “ αn2
n1
.

Définition 2.1.3. Pour X P S, on définit la fonction εX : A ÝÑ Z telle que pour tout α P A,

dXpαq “
ÿ

IĎJ1,|α|K
I intervalle

εXpαIq. (2.1)

On peut montrer que la quantité εXpαq est bien définie pour tout α P A par récurrence sur |α| en remarquant

que εXpαq “ dXpαq ´
ř

IĹJ1,|α|K
I intervalle

εXpαIq. On peut alors énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 2.1.4. Soit µ une probabilité sur N et X0 P S. Alors

1

n

n
ÿ

j“1

ÿ

αPA
|α|ďj

εX0pαqWµpαq ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.

De plus, si on se place sous l’hypothèse de convergence suivante,

ÿ

αPA
|εX0pαq|Wµpαq ă 8, (2.2)

alors,

vµ “
ÿ

αPA
εX0pαqWµpαq.

Démonstration. On considère pXnqně0 un IBMpµq de configuration initiale X0. Par définition de l’IBMpµq, on a

F pXnq “ dX0pξ1, . . . , ξnq ` F pX0q. De plus, pour tout n ě 0,

0 ď
F pXnq ´ F pX0q

n
ď 1 et

F pXnq

n

p.s.
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ,

donc par théorème de convergence dominée,

E rdX0pξ1, . . . , ξnqs

n
ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.
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Or, par définition des εX0 ,

E rdX0pξ1, . . . , ξnqs

n
“

1

n
E

«

n
ÿ

i“1

n´i
ÿ

k“0

εX0pξi, . . . , ξi`kq

ff

“
1

n

n
ÿ

i“1

n´i
ÿ

k“0

E rεX0pξi, . . . , ξi`kqs

“
1

n

n
ÿ

i“1

n´i
ÿ

k“0

ÿ

αPA
|α|“k`1

εX0pαqWµpαq

“
1

n

n
ÿ

j“1

ÿ

αPA
|α|ďj

εX0pαqWµpαq

où la dernière ligne vient du changement de variable j “ n´ i` 1. Donc par ce qui précède,

1

n

n
ÿ

j“1

ÿ

αPA
|α|ďj

εX0pαqWµpαq ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.

Si de plus on se place sous l’hypothèse de convergence (2.2), la série converge et donc comme la suite des moyennes

de Cesàro d’une suite convergente a même limite que la suite de départ, on en déduit la formule

vµ “
ÿ

αPA
εX0pαqWµpαq.

Remarque 2.1.5. On remarque que la limite ne dépend pas de la configuration initiale X0. On a généralement une

infinité de façon d’approximer vµ de cette manière.

On a donc déjà deux formules pour approximer vµ dans le cas général. Néanmoins, pour utiliser ce résultat, il

est nécessaire de pouvoir calculer en pratique les εXpαq. C’est l’objet de la propriété suivante :

Proposition 2.1.6 (formule pour εX). Pour tout α P A,

εXpαq “ dXpαq ´ dXpα
|α|
2 q ´ dXpα

|α|´1
1 q ` dXpα

|α|´1
2 q.

On en déduit que

εXpαq “ 1tαPPXu ´ 1tα|α|2 PPXu
.

Démonstration. Le deuxième point est une conséquence directe du premier en notant que pour tout mot α P A,

1tαPPXu “ dXpαq ´ dX

´

α
|α|´1
1

¯

.

Pour montrer le premier point, on applique la formule d’inversion de Möbius sur l’ensemble des intervalles d’entiers

(muni de l’inclusion comme ordre partiel) pour écrire

εXpαq “
ÿ

IĎJ1,|α|K
I intervalle

dXpαIqϕpI, J1, |α|Kq,
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où ϕ est la fonction de Möbius définie telle que pour tous I, J intervalles d’entiers finis,

ϕpI, Jq “

$

’

’

&

’

’

%

1 si I “ J

´
ř

IĎJ̃ĹJ ϕpI, J̃q si I Ĺ J

0 sinon.

Pour simplifier les notations, on notera ici pour i ď j P N˚,

πpJi, jKq “

#

Ji, j ´ 1Kq si i ă j

∅ sinon.
et $pJi, jKq “

#

Ji` 1, jKq si i ă j

∅ sinon.

Le résultat est alors une conséquence directe du lemme suivant sur la fonction de Möbius.

Lemme 2.1.7. Si J0 est un intervalle d’entiers fini de cardinal n P N˚,

ϕpI, J0q “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

1 si I “ J0,

´1 si I “ πpJ0q et n ě 2,

´1 si I “ $pJ0q et n ě 2,

1 si I “ π$pJ0q et n ě 3,

0 sinon.

Preuve du lemme. On procède par récurrence sur n. Pour les cas n “ 1 ou 2, les résultats se montrent au cas par

cas. On suppose à présent le résultat vrai jusqu’à un certain rang n ě 2.

˝ Si I “ πpJ0q, alors

ϕpI, J0q “ ´ϕpI, Iq “ ´1.

˝ Si I “ $pJ0q, on a le résultat de la même manière que pour le premier cas.

˝ Si I “ π$pJ0q, alors par définition de ϕ et hypothèse de récurrence

ϕpI, J0q “ ϕpπ$pJ0q, J0q

“ ´ϕpπ$pJ0q, π$pJ0qq
looooooooooomooooooooooon

“1

´ϕpπ$pJ0q, $pJ0qq
loooooooooomoooooooooon

“´1

´ϕpπ$pJ0q, πpJ0qq
loooooooooomoooooooooon

“´1

“ 1.

˝ Si I “ πkpJ0q pour un certain k P J2, |J0|K, alors par hypothèse de récurrence,

ϕpπkpJ0q, J0q “ ´ϕpπ
kpJ0q, π

kpJ0qq
loooooooooomoooooooooon

1

´ϕpπkpJ0q, π
k´1pJ0qq

looooooooooomooooooooooon

´1

´

k´2
ÿ

l“1

ϕpπkpJ0q, π
lpJ0qq

looooooooomooooooooon

0

“ 0.

˝ Si I “ $kpJ0q pour un certain k P J2, |J0|K, alors le résultat se montre de la même manière que pour le cas

précédent.

˝ Si I Ď J0 ne correspond à aucun des cas précédents, si rI est l’intervalle d’entiers tel que π$prIq “ I, alors

rI Ĺ J0 et donc par définition de ϕ et hypothèse de récurrence :

ϕpI, J0q “ ´ϕpI, rIq
loomoon

“1

´ϕpI,$prIqq
looooomooooon

“´1

´ϕpI, πprIqq
loooomoooon

“´1

´ϕpI, π$prIqq
loooooomoooooon

“1

´
ÿ

JĹJ0 intervalle
J‰I,$prIq,πprIq,π$prIq

ϕpI, Jq
loomoon

“0

“ 0.



2.2. Par construction de l’IBM stationnaire 17

2.2 Par construction de l’IBM stationnaire

Une autre méthode pour approximer vµ décrite dans r2s et développée postérieurement à celle proposée dans

la section 2.1 donne cette fois ci vµ comme une somme infinie de termes positifs de la forme Wµpαq où les α

parcourent une certaine classe de mots. L’idée est de construire une version stationnaire du processus IBM pour

obtenir par stationnarité la vitesse du front comme la probabilité que le front avance à un instant fixé quelconque,

puis de calculer cette probabilité en utilisant les propriétés de notre processus stationnaire.

2.2.1 Construction de l’IBM stationnaire

Définition 2.2.1. On dit qu’une probabilité µ sur N˚ est dégénérée s’il existe a P N˚ tel que µ “ δa.

On détaille dans cette sous-section la preuve la construction d’un processus IBM stationnaire, qui sera défini

sur l’espace de temps Z et plus sur N comme précédemment. Dans cette sous-section, µ sera toujours une mesure

de probabilité non dégénérée.

Notation 2.2.2. Pour n P Z, on note τn l’application de S dans S qui à une configuration X associe la configuration

pXpi` nqqiPZ. Appliquer τn à une configuration X revient à shifter ses urnes de n positions vers la gauche.

Théorème 2.2.3. Soient pξnqnPZ des variables i.i.d. de loi µ non dégénérée. Soit pFnqnPZ la filtration définie par

Fn “ σppξkqkďnq. Alors il existe un unique (au sens presque sûr) processus pYnqnPZ sur S tel que F pY0q “ 0, et

pour tout n P Z,

Yn`1 “ Φξn`1pYnq et τF pYnqpYnq P Fn.

Remarque 2.2.4. Ce processus est stationnaire car pξn`1qnPZ et pξnqnPZ ont même loi. On parlera alors de processus

IBMpµq stationnaire.

Pour construire le processus Y , on commence par construire Y0. Pour ce faire, l’idée est de trouver des évé-

nements de rénovation dans le passé, c’est à dire de montrer qu’il existe un n P N˚ tel que quelle que soit la

configuration X à laquelle on applique ξ0
´n, on obtient toujours le même placement pour les particules dans les K

urnes non vides les plus à droite dans la configuration obtenue. Pour donner une idée de la preuve, on a besoin de

définir la notion de mot K-coupleur, de K-configuration et de nombre de couplage d’un mot :

Définition 2.2.5. Soit K P N˚. On définit la fonction rΠK qui à une configuration X associe sa K-configuration

définie par le contenu de ses K dernières urnes non vides :

rΠK :
S ÝÑ pN˚qK

X ÞÝÑ pXpF pXq ` j ´Kqq1ďjďK
.

On dit qu’un mot α P A est K-coupleur si l’image de rΠK˝Φα est un singleton. Le nombre de couplage d’un

mot α est la quantité cpαq “ maxtK P N˚ | α est K-coupleuru.

Remarque 2.2.6. En d’autres termes, un mot est K-coupleur s’il caractérise le contenu des K dernières urnes non

vides partant d’une configuration quelconque. Le nombre de couplage d’un mot correspond alors au nombre d’urnes

non vides à droite de contenu identique quelle que soit la configuration à laquelle on applique ce mot.

On peut alors facilement vérifier le lemme suivant, l’idée étant qu’en ajoutant une particule en plus après un

mot, on ne perd de l’information que sur au plus une urne :
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Lemme 2.2.7. Pour tout α P A, d P N˚, cpα ¨ dq ě cpαq ´ 1tdącpαqu.

Le point clef de la démonstration du théorème 2.2.3 est de montrer que, presque sûrement, pour tout K P N˚,
lorsque l’on retourne dans le “passé de Y0”, il existe un moment où l’on tombe sur un mot K-coupleur :

Proposition 2.2.8. Si pour K P N˚, NK :“ inftn ě 0 | ξ0
´n est K-coupleuru alors NK ă 8 p.s.

Démonstration. Soit K P N˚. Soient a ă b les deux plus petits éléments dans le support de µ. On commence par

remarquer que pour m assez grand (m “
apa`1q

2 convient), le mot am “ pa, . . . , aq (où a apparâıt m fois) fait

avancer le front de 1 au moins. On va catégoriser ici nos lettres en trois catégories :

˝ Petites, la lettre a

˝ Moyennes, les lettres de Ja` 1,K ´ 1K

˝ Grandes, les lettres plus grandes ou égales à K.

Par le lemme 2.2.7, si on a un mot α qui est pK ` 1q-coupleur et si d est une moyenne ou petite lettre, alors le

mot α ¨ d est toujours pK ` 1q-coupleur. Dans le cas où l’on a une grande lettre, au pire, on perd l’information sur

l’urne la plus à gauche ; et dans le cas où le mot am apparâıt, par ce qu’on vient de voir, on caractérise une urne

en plus à droite. L’idée est alors de considérer les instants où l’on a des grandes lettres et des occurrences du mot

am, puis de chercher parmi ces instants ceux où l’on a un mot pK ` 1q-coupleur qui apparâıt juste avant dans le

passé et tel que l’on ait toujours plus d’occurrences de am que de grandes lettres dans le futur.

On pose alors pTkqkě0 la suite décroissante de ces instants définie par T0 “ 0 et pour k P N,

Tk`1 “ sup
 

n ă Tk | pξn ě Kq ou pξn`m´1
n “ am et n`m´ 1 ă Tkq

(

.

On procède maintenant en trois étapes pour montrer que NK est fini presque sûrement. La première étape

consiste à se ramener au cas où la probabilité qu’une grande lettre apparaisse à un instant Tk est faible. La

deuxième étape consiste à construire un mot pK ` 1q-coupleur à lettres dans le support de µ. La dernière étape

consiste à montrer que presque sûrement, ce mot va apparâıtre juste avant un instant Tk tel qu’il y aura assez peu

de grandes lettres après le mot pour que le mot ξ0
´n reste K-coupleur.

Étape 1 : On montre le lemme suivant.

Lemme 2.2.9. Pour tout K P N˚,

P pξT1ěKq “
µprK,`8rqp1´ µpaqmq

µpaqmp1´ µpaqq ` µprK,`8rqp1´ µpaqmq
.

En particulier, cette quantité tend vers 0 lorsque K tend vers l’infini.

Preuve du lemme. On commence par décomposer en fonction de la valeur t de T1 :

P pξT1 ě Kq “
8
ÿ

t“1

P pξ´t ě K;T1 “ ´tq

On remarque alors que l’événement pξ´t ě Kq X pT1 “ ´tq correspond au fait d’avoir ξ´t ě K et qu’il n’y a

aucune grande lettre et aucune occurrence du mot am dans ξ´1
´t`1. En décomposant en fonction de d le nombre

de fois où la lettre a apparâıt dans ξ´1
´t`1, puis en décomposant en fonction des possibilités pour placer les a dans

ξ´1
´t`1 sans avoir de mot am, on obtient :
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P pξT1 ě Kq “
8
ÿ

t“1

t´1
ÿ

d“0

ÿ

xPt0,1ut´1,
ř

xi“d
1m n’apparâıt pas

dans x

P ppξ´t ě Kq X p@i P J1, t´ 1K, ξ´i “ aô xi “ 1qq

“

8
ÿ

t“1

t´1
ÿ

d“0

#

#

x P t0, 1ut´1,
t´1
ÿ

i“1

xi “ d et 1m n’apparâıt
pas dans x

+

µprK,8rqµpaqdµpJa` 1,K ´ 1Kqt´1´d

Or, dénombrer les possibilités pour les positions des d petites lettres sans avoir de am revient à compter le

nombre de possibilités pour remplir t´ d urnes par d boules en ayant strictement moins de m boules dans chaque

urne (voir les lettres moyennes comme les séparations entre les urnes et les petites lettres comme les boules). Si

on a n urnes et d boules, alors le nombre de combinaisons possible est

Fmn,d “ rz
dsp1` z ` ¨ ¨ ¨ ` zm´1qn.

On obtient en injectant cette formule dans le calcul précédent et par le changement de variable n “ t´ d :

P pξT1 ě Kq “ µprK,8rq
8
ÿ

t“1

t´1
ÿ

d“0

Fmt´d`1,d ¨ µpaq
dµpJa` 1,K ´ 1Kqt´1´d

“ µprK,8rq
8
ÿ

d“0

8
ÿ

n“1

Fmn,d ¨ µpaq
dµpJa` 1,K ´ 1Kqn´1

“ µprK,8rq
8
ÿ

n“1

p1` µpaq ` ¨ ¨ ¨ ` µpaqm´1qnµpJa` 1,K ´ 1Kqn´1

“ µprK,8rq ¨
1` µpaq ` ¨ ¨ ¨ ` µpaqm´1

1´ p1` µpaq ` ¨ ¨ ¨ ` µpaqm´1qµpJa` 1,K ´ 1Kq

“
µprK,`8rqp1´ µpaqmq

µpaqmp1´ µpaqq ` µprK,`8rqp1´ µpaqmq

Par la formule, on a bien la limite attendue quand K tend vers l’infini.

Dans l’article d’origine, la formule énoncée n’était pas la bonne, mais cela ne changeait rien au reste de la

preuve étant donné que l’on n’utilise que le fait que cette quantité tend vers 0 pour montrer le résultat. On

considère à présent que K est assez grand tel que P pξT1 ě Kq ă 1
3 .

Étape 2 : La deuxième étape consiste à construire un mot pK ` 1q-coupleur avec seulement deux lettres :

Lemme 2.2.10. Pour toutes lettres 1 ď d1 ă d2, il existe un mot pK ` 1q-coupleur γ composé des lettres d1 et d2.

On considérera dans ce qui va suivre le mot γ construit dans le lemme pour d1 “ a et d2 “ b.

Remarque 2.2.11. Si d1 “ 1, le lemme est facile à montrer en remarquant que le mot 1K`1 convient. Dans le cas

où la loi µ est géométrique, comme a “ 1, on a bien un mot pK`1q-coupleur γ composé seulement de lettres dans

le support de la loi.

Idée de preuve du lemme 2.2.10. La preuve de ce résultat est détaillée dans [8].
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Étape 3 : Pour trouver un instant ´n où l’on a toujours moins de grandes lettres que de mots am entre ´n

et i pour tout i entre ´n et 0, on introduit une marche aléatoire pour traduire cette propriété en terme de temps

records.

On pose la marche aléatoire pSnqnPN définie par S0 “ 0 et pour tout n ě 0,

Sn`1 ´ Sn “

#

1 si ξTn ě K

´1 si ξTn “ a.

On pose pour k P N, Rk “ inftn ě 0 | Sn ď ´ku les temps de record négatifs. Ces temps sont tous finis presque

sûrement car par l’étape 1, E rSn`1 ´ Sns “ 2PpξTn ě Kq ´ 1 ă ´1
3 , et donc la marche pSnq dérive vers ´8. On

pose alors L “ inf
!

k P N˚, ξTRk´1

TRk´|γ|
“ γ

)

. On peut montrer que L est fini presque sûrement car le mot γ à une

probabilité non nulle d’apparâıtre et que l’on a indépendance entre ce qui se passe après et avant TRk .

En posant N “ ´TRL ` |γ|, on peut montrer en parcourant la marche pSnq dans le sens inverse que ξ´1
´N est

pK ` 1q-coupleur. L’idée est que comme on se trouve en un temps record pour S juste après le mot γ qui est

pK ` 1q-coupleur, on conserve la propriété de pK ` 1q-couplage par le lemme 2.2.7 car par définition des temps

de record, on aura toujours parcouru plus de am que de grandes lettres lorsque l’on parcourt la marche dans le

sens inverse. Toujours par le lemme 2.2.7, on en déduit que ξ0
´N est K-coupleur, et donc que NK est fini presque

sûrement.

On a donc montré le résultat pour K assez grand. On en déduit le résultat pour tout K en remarquant que la

suite pNKqK est croissante.

On peut maintenant montrer l’existence et l’unicité de l’IBM stationnaire :

Preuve du théorème 2.2.3. On commence par construire Y0. Par la proposition précédente, presque sûrement et

pour tout K P N˚, NK ă 8, donc par définition de NK , on a caractérisé pour tout K P N˚ les K dernières urnes

non vides pY0p´K ` 1q, . . . , Y0p0qq de Y0. On pose Y0piq “ 0 pour i ą 0 pour que l’hypothèse F pY0q “ 0 soit

vérifiée. Pour voir que cette construction est cohérente, on remarque que pour K1 ď K2, si α est K2-coupleur,

alors il est K1-coupleur. En particulier, la suite pNKq est croissante. On en déduit par définition de NK1 que

rΠK1˝Φξ0
´NK1

“ rΠK1˝Φξ0
´NK2

et donc que la construction de Y0 est bien cohérente. On a donc montré l’existence et

l’unicité pour Y0 vérifiant les hypothèses du théorème.

Pour n ě 0, il suffit de poser Yn “ Φξn1
pY0q pour construire Yn. Pour construire Y´n, on procède exactement

de la même manière que pour construire Y0 mais en partant de ´n. Il faut alors vérifier que l’on a bien cohérence,

c’est à dire que les Y´i pour i P t1, . . . , n´ 1u construits au début de la preuve et les Y´i obtenus à partir de Y´n

sont les mêmes. Cela vient du fait que l’on a montré l’unicité de Y0 vérifiant les hypothèses de l’énoncé.

2.2.2 Formules pour vµ

Maintenant que l’on a montré l’existence d’un processus IBM stationnaire, on peut faire le lien entre ce

processus stationnaire et le processus IBM de départ :

Proposition 2.2.12 (Propriété de couplage). Soit pξnqnPZ i.i.d. de loi µ non dégénérée et X0 P S. Soient X

l’IBMpµq de configuration initiale X0 construit à partir des pξnqnPN˚ et Y l’IBMpµq stationnaire construit à partir

des pξnqnPZ. Alors presque sûrement, pour tout K P N˚, il existe un rang N P N˚ à partir duquel pour tout n ě N ,

rΠKpXnq “ rΠKpYnq.
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Idée de preuve. On procède de manière similaire à ce que l’on a vu dans la preuve de la proposition 2.2.8. L’idée

est de trouver une occurrence du mot γ dans pξiqiě0 à un instant N où supkěN Sk ď SN . En effet, comme la

marche pSnq dérive vers ´8, il existe une infinité de tels instants, et le mot γ a toujours une probabilité positive

d’apparâıtre. On peut alors montrer qu’un tel instant existe bien. Comme γ est pK ` 1q-coupleur, on obtient que

rΠKpXN`|γ|q “
rΠKpYN`|γ|q. Pour i ě N ` |γ|, on peut voir que la propriété de K-couplage se conserve pour ξiN

grâce au fait que Sn ď SN pour tout n ě N , et donc on a bien le résultat.

Corollaire 2.2.13. Soit µ une probabilité non dégénérée sur N˚, alors

vµ “ PpF pY1q “ 1q.

Démonstration. Par la proposition précédente, presque sûrement, il existe N P N tel que pour tout n ě N ,

F pXnq “ F pYnq. Donc presque sûrement, F pYnq
n ÝÝÝÑ

nÑ8
vµ. Comme de plus F pYnq

n P r0, 1s, par théorème de conver-

gence dominée :

E
„

F pYnq

n



ÝÝÝÑ
nÑ8

vµ.

Par stationnarité de pYnq, pour tout k P N, E rF pYk`1q ´ F pYkqs “ E rF pY1q ´ F pY0qs “ ErF pY1qs. En remarquant

que F pY1q P t0, 1u, on a

vµ “ PpF pY1q “ 1q.

Par cette propriété, on peut en déduire plusieurs formules pour vµ en écrivant cette probabilité comme une

somme de poids de mots parcourant une certaine classe de mots. Dans r2s, la classe de mots utilisée est celle des

bons mots minimaux. On adapte ici la preuve à des classes de mots plus générales.

Définition 2.2.14 (Bons et mauvais mots, minimalité). Soit α P A. On dit que α est un bon (respectivement

mauvais) mot si pour toute configuration X P S, α est bon (respectivement mauvais) relativement à X. De plus,

on dit qu’un bon (respectivement mauvais) mot est minimal s’il ne contient aucun suffixe strict bon (respective-

ment mauvais).

Notation 2.2.15. On notera B l’ensemble des bons mots et M l’ensemble des mauvais mots.

De même, on notera Bm l’ensemble des bons mots minimaux et Mm l’ensemble des mauvais mots

minimaux.

Remarque 2.2.16. Avec les notations précédentes, on a par définition :

B “
č

XPS

PX et M “
č

XPS

pPXqc

Définition 2.2.17. Soit C Ď A une classe de mots, on dit qu’un élément α de C est minimal pour C si α n’a

aucun suffixe strict dans C. On notera Cm l’ensemble des éléments minimaux de C.

Théorème 2.2.18. Soit C une classe de mots telle que Cm Ď BYM. Soit T “ inftn ě 0 | ξ1
´n P Cu, alors si T ă 8

p.s.,

vµ “
ÿ

αPCmXB
Wµpαq “ 1´

ÿ

αPCmXM
Wµpαq.
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Démonstration. Par le corollaire 2.2.13, vµ “ PpF pY1q “ 1q. En utilisant le fait que T est fini presque sûrement et

que ξ1
´T P Cm Ď B YM, on obtient :

vµ “ P
`

ξ1
´T P B

˘

“ 1´ P
`

ξ1
´T PM

˘

.

En décomposant ces probabilités en fonction de la valeur de ξ1
´T ,

vµ “
ÿ

αPCmXB
P
`

ξ1
´T “ α

˘

“ 1´
ÿ

αPCmXM
P
`

ξ1
´T “ α

˘

.

Enfin, pour α P Cm, par minimalité de α,

P
`

ξ1
´T “ α

˘

“ P
´

T ` 2 “ |α|; ξ1
´|α|`2 “ α

¯

“ P
´

ξ1
´|α|`2 “ α

¯

“Wµpαq,

d’où le résultat.

Corollaire 2.2.19 (par les bons mots minimaux). Pour µ une probabilité sur N non dégénérée,

vµ “
ÿ

αPBm

Wµpαq “ 1´
ÿ

αPMm

Wµpαq.

Par conséquent, pour tout p P r0, 1s,

Cppq “
ÿ

αPBm

p|α|p1´ pqHpαq.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème précédent pour C “ B YM. Pour voir que T “ inftn ě 0 | ξ1
´n P

B YMu est fini presque sûrement, on utilise la propriété 2.2.8 pour K “ 1 et le fait que T ď N1. En effet, si

ξ0
´T est 1-coupleur, alors ξ1

´T est un bon ou un mauvais mot en fonction de si ξ1 est plus grand ou plus petit que

le nombre de particules dans l’urne non vide la plus à droite déterminée par ξ0
´T . La deuxième égalité vient du

corollaire 1.4.7.

On peut également donner une formule pour vµ en utilisant une autre classe de mots : les mots triangulaires.

Définition 2.2.20 (Mots triangulaires). On dit qu’un mot α est triangulaire si

@i P J1, |α|K, αi ď i.

On notera T l’ensemble des mots triangulaires. Si α P Tm, on dit que α est triangulaire minimal.

Exemple 2.2.21. Les mots 12 et 1134 sont triangulaires minimaux. Le mot 21 n’est pas triangulaire. Les mots 121

et 12212 ne sont pas triangulaires minimaux car les suffixes 1 et 12 sont triangulaires.

Corollaire 2.2.22 (par les mots triangulaires minimaux). Pour µ une probabilité sur N non dégénérée telle que µ

est d’espérance finie, alors

vµ “
ÿ

αPTmXB
Wµpαq.

et donc pour tout p Ps0, 1s,

Cppq “
ÿ

αPTmXB
p|α|p1´ pqHpαq.
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Remarque 2.2.23. On peut montrer que l’hypothèse (plus faible) suivante peut remplacer l’hypothèse que µ est

d’espérance finie :

8
ÿ

n“1

n
ź

k“1

µ pJ1, kKq “ 8. (2.3)

Ce résultat se montre de la même manière que dans l’article de Comets et al. [9], section 5, avec (en reprenant

les notations de cet article) ak “ µpJ1, k ` 1Kq.

Démonstration. On veut appliquer le théorème 2.2.18 pour C “ T . Il suffit donc de vérifier les deux hypothèses

du théorème.

Le fait que Tm P BYM vient du fait pour un mot triangulaire α, pour tout X P S, ppΦαpXqqiqiąF pXq ne dépend

pas de X. En d’autres termes, quelle que soit la configuration initiale, les particules vont toujours s’agencer de la

même manière à droite du front. En particulier, en regardant quelle particule se reproduit au dernier coup, on en

déduit si le mot est bon ou mauvais.

Le fait que l’on obtient un mot triangulaire dans le passé vient du fait que µ est d’espérance finie. On commence

par noter par un simple calcul que si p0 est la probabilité que ξ80 est un triangulaire (infini), alors p0 ą 0 si et

seulement si µ est d’espérance finie. En effet,

p0 “

8
ź

i“0

Ppξi ď i` 1q “
8
ź

i“0

µpJ1, i` 1Kq.

On a alors le résultat en passant au log dans l’égalité précédente.

Une manière de montrer que T est finie presque sûrement est de le majorer par une somme d’un nombre

aléatoire ( de loi dominée stochastiquement par la loi géométrique de paramètre p0) de variables aléatoires finies

presque sûrement. Pour ce faire, si ξ1 “ k, on commence par vérifier si ξ0
´k`1 est triangulaire. S’il l’est, on a trouvé

un suffixe triangulaire, donc T est bien fini. Dans le cas contraire, on calcule m “ maxtξi´i´k, i P J´k`1, 0Ku ą 0

et on réitère le processus en partant de ´k ` 1 ´ m. On réitère alors le processus jusqu’à ce que l’on obtienne

un mot triangulaire. Par indépendance de pξiqiě0, le nombre N de fois que l’on doit itérer le processus pour avoir

un mot triangulaire est dominé par une variable de loi géométrique de paramètre p0. En notant Zi le nombre de

sommets entre les temps de départ des pi´ 1q-ème et i-ème itérations, on a T ď
řN
i“1 Zi et donc on en déduit que

T est fini presque sûrement.

2.3 Analyticité de C et développement en série entière au voisinage de 1

Notation 2.3.1. Pour p, q ě 0, on note

Dpp, qq “
ÿ

αPBm

p|α|qHpαq.

En particulier, par le corollaire 2.2.19, pour p P r0, 1s,

Cppq “ Dpp, 1´ pq.

Théorème 2.3.2. C est analytique sur s0, 1s.

Démonstration. Soit p0 Ps0, 1s. On veut montrer que C est analytique au voisinage de ce point. On commence par

se ramener à montrer qu’il existe p1, q1 Ps0, 1r tels que 1´ q1 ă p0 ă p1 et Dpp1, q1q ă 8.
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Si un tel couple pp1, q1q existe, on considère la fonction à valeurs complexes

f : z ÞÑ
ÿ

αPBm

z|α|p1´ zqHpαq.

Pour z P B
´

1´q1`p1

2 , p
1´p1´q1q

2

¯

“: B0, on remarque que |z| ă p1 et |1 ´ z| ă q1, donc f est bien définie sur cette

boule ouverte. De plus
ÿ

αPBm

|z||α||1´ z|Hpαq ď Dpp1, q1q ă 8.

On en déduit que f est holomorphe sur B0 comme limite uniforme de fonctions holomorphes sur tout compact

inclus dans cette coule ouverte. En remarquant que C “ f |r0,1s et que B0 est un voisinage ouvert de p0, on en

déduit que C est bien analytique au voisinage de p0.

Il nous reste donc à montrer qu’il existe bien p1, q1 Ps0, 1r tels que 1´ q1 ă p0 ă p1 et Dpp1, q1q ă 8. En posant

T “ inf
 

n ě 0; ξ1
´n P B YM

(

et si Eµ et Pµ sont respectivement l’espérance et la probabilité sous laquelle les ξi

ont pour loi µ, on a pour tout r P R`,

Eµp
“

rT`2
‰

ě Eµp
”

rT`21ξ1
´T PB

ı

“
ÿ

αPBm

rp|α|´2q`2Pµp
`

ξ1
´T “ α

˘

“
ÿ

αPBm

prpq|α|p1´ pqHpαq

“ Dprp, 1´ pq.

On cherche alors r et p tels que Eµp
“

rT
‰

ă 8 et 1´ p1´ pq “ p ă p0 ă rp. Cela revient donc à chercher r ą 1 et

p Psp0r , p0r tels que Eµp
“

rT
‰

ă 8. D’après le lemme qui suit, en prenant s “ p0
2 et p Psmaxpp02 ,

p0
rs
q, p0r, on aura le

résultat.

Lemme 2.3.3. Pour tout s Ps0, 1s, il existe rs ą 1 tel que pour tout p P rs, 1s, Eµp
“

rTs
‰

ă 8.

Preuve du lemme. Soient s Ps0, 1s, p P rs, 1s et r ą 1. On a vu dans la preuve du corollaire 2.2.19 que T ď N1,

puis que la suite pNKq était croissante. Il nous suffit donc de montrer que NK a des moments exponentiels fini

pour un certain K. On reprend ici les notations de la preuve de la proposition 2.2.8 pour µ “ µp. Ici a “ 1, donc

on pose T0 “ 0 et Tk “ sup tn ă Tk´1; ξn “ 1 ou ξn ě Ku. Soit pSnqně0 la marche aléatoire partant de 0 de pas

Sn ´ Sn´1 “ 1tξTněKu ´ 1tξTn“1u. En utilisant la formule du lemme 2.2.9 et après calculs, la moyenne des pas de

la marche pSnqně0 est inférieure à ´1{3 si et seulement si

2p1´ pqK´1 ď p. (2.4)

On considère à présent K assez grand tel que cette condition est vérifiée. Comme dans la preuve de la proposition

2.2.8, on pose R0 “ 0 et pour k P N˚, Rk le k-ème temps de record négatif, qui sont bien définis car la condition

(2.4) est vérifiée. Comme 1 est dans le support de µp, on pose γ “ 1K`1 “ 1 . . . 1 le mot où la lettre 1 apparâıt

K ` 1 fois et

L :“ inf

"

k P N˚; ξ
TRkpK`1q´1

TRkpK`1q´K´1
“ γ

*

.

Étant donné que les ξ
TRkpK`1q´1

TRkpK`1q´K´1
pour k ě 0 sont indépendants de même loi, et que le mot γ a probabilité non

nulle d’apparâıtre, L est finie presque sûrement. Comme le mot ξ0
TRLpK`1q

´K´1 est pK ` 1q-coupleur par le même
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raisonnement que dans la preuve de la proposition 2.2.8, T ă N1 ď NK ď K ` 1 ´ TRLpK`1q
. Il suffit donc de

trouver rs ą 1 tel que pour tout p P rs, 1s,

Eµp
„

r
K`1´TRLpK`1q
s



ă 8.

Étant donné que la marche pSnqně0 est dominée stochastiquement par la marche aléatoire simple prSnqně0 sur

N partant de 0 et telle que PprS1 “ ´1q “ 2
3 et PprS1 “ 1q “ 1

3 , on va utiliser cette marche pour montrer le résultat.

Pour i ě 0, soit U piq le i-ème temps de record négatif pour la marche prSnq, c’est à dire le temps d’atteinte de

´i pour cette marche. Par la domination stochastique de ces marches, on en déduit que Rk est stochastiquement

dominé par U pkq pour tout k ě 0. On utilise alors le résultat suivant sur la marche prSnq, dont la preuve est fournie

après la preuve du lemme 2.3.3 :

Lemme 2.3.4. Pour tout r P
”

1, 3
2
?

2

”

, ErrUp1qs ă 8 et on a ErrUp1qs “ 3´
?

9´8r2

2r .

En utilisant ce lemme et le fait que U pkq a la même loi qu’une somme de variables iid Uj de même loi que U p1q,

on obtient pour tout r P
”

1, 3
2
?

2

”

et pour tout k ě 0, Eµp
“

rRk
‰

ď

´

3´
?

9´8r2

2r

¯k
. L’idée est à présent de passer à

l’espérance conditionnelle sachant L puis sachant Rk pour r
´TRLpK`1q afin de montrer le résultat.

On commence par observer que pRkqkě1 et pTkqkě1 sont indépendants en remarquant que les Rk sont fonctions

des pξTkqkě0 puis en remarquant que pTkqkě1 et pξTkqkě0 sont indépendants. On obtient donc pour k ě 1,

Eµp
”

r´TRk
ı

“ Eµp
”

Eµp
”

r´TRk
ˇ

ˇ

ˇ
Rk

ıı

“ Eµp
”

Eµp
“

r´T1
‰Rk

ı

On sait que ´T1 suit une loi géométrique de paramètre p`µpprK,8rq, donc ´T1 est dominée stochastiquement

par une loi géométrique de paramètre s (car s ď p). Donc Eµp
“

r´T1
‰

ď sr
1´rp1´sq . On en déduit par ce qui précède

que

Eµp
”

r´TRk
ı

ď Eµp

«

ˆ

sr

1´ rp1´ sq

˙Rk
ff

ď

¨

˚

˚

˝

3´

c

9´ 8
´

sr
1´rp1´sq

¯2

2 sr
1´rp1´sq

˛

‹

‹

‚

k

On aimerait à présent conditionner selon L pour montrer que l’espérance Eµp
”

r
´TRLpK`1q

ı

est finie, mais on a

un problème étant donné que pTRkpK`1q
qkě0 et L ne sont pas indépendants. En effet, on peut notamment montrer

que
´

TRpk´1qpK`1q
´ TRkpK`1q

“ K ` 1
¯

ô

ˆ

ξ
TRkpK`1q´1

TRkpK`1q´K´1
“ γ

˙

.

On peut néanmoins contourner le problème de la manière suivante. L’idée est de calculer la loi de TRkpK`1q

conditionnellement à L. On pose pour j ě 1,

rξj “ ξ
TRpj´1qpK`1q´1

TRpj´1qpK`1q´K´1
.

Pour l P N, on peut écrire l’événement L “ l de la manière suivante :

pL “ lq ô
´

rξ1 ‰ γ, . . . , rξl ‰ γ, rξl`1 “ γ,
¯

.
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De plus, pour δ1, . . . δl, on peut montrer par indépendance des ξi que

Pµp
´

´TRpK`1q
“ δ1, . . . , TRpl´1qpK`1q

´ TRlpK`1q
“ δl;L “ l

¯

“

˜

l
ź

i“1

Pµp
´

´TRpK`1q “ δi; rξ1 ‰ γ
¯

¸

Pµp
´

rξ1 “ γ
¯

.

Donc

Pµp
´

´TRpK`1q
“ δ1, . . . , TRpl´1qpK`1q

´ TRlpK`1q
“ δl

ˇ

ˇ

ˇ
L “ l

¯

“

l
ź

i“1

Pµp
´

´TRpK`1q “ δi

ˇ

ˇ

ˇ

rξ1 ‰ γ
¯

.

Par ce qui précède, on peut donc calculer l’espérance de r
´TRpK`1q sachant rξ1 ‰ γ :

Eµp
”

r
´TRpK`1q

ˇ

ˇ

ˇ
ξ´1
´pK`1q ‰ γ

ı

“

Eµp
„

1ξ´1
´pK`1q

‰γr
´TRpK`1q



Pµp
´

ξ´1
´pK`1q ‰ γ

¯

“

Eµp
”

r
´TRpK`1q

ı

´ Eµp
„

r
´TRpK`1q1ξ´1

´pK`1q
“γ



1´ pK`1

Or,
´

ξ´1
´pK`1q “ γ

¯

ñ

´

TRpK`1q
“ ´pK ` 1q

¯

, d’où :

Eµp
”

r
´TRpK`1q

ˇ

ˇ

ˇ
ξ´1
´pK`1q ‰ γ

ı

ď
1

1´ pK`1
¨

¨

˚

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˝

3´

c

9´ 8
´

sr
1´rp1´sq

¯2

2 sr
1´rp1´sq

˛

‹

‹

‚

K`1

´ prpqK`1

˛

‹

‹

‹

‚

:“
cr,s,p

1´ pK`1
.

On en déduit la majoration suivante :

Eµp
”

r
´TRLpK`1q

ı

ď

8
ÿ

l“0

PµppL “ lq

ˆ

cr,s,p
1´ pK`1

˙l

Comme L suit une loi géométrique de paramètre pK`1 sous la loi µp, on a

Eµp
”

r
´TRLpK`1q

ı

ď pK`1
8
ÿ

l“0

pcr,s,pq
l.

Il suffit enfin de remarquer que cr,s,p ď cr,s,s et que cr,s,s tend vers 1´ sK`1 quand r tend vers 1. Pour un certain

rs assez proche de 1, crs,s,s P r0, 1´
sK`1

2 s et donc pour p P rs, 1s, on a bien

Eµp
„

r
´TRLpK`1q
s



ă 8.

Preuve du lemme 2.3.4. On peut montrer que P
`

U p1q “ 2n` 1
˘

“ 1
2n`1

`

2n
n

˘

¨ 23

`

2
9

˘n
en dénombrant les possibilités

pour pS0, . . . , S2n`1q telles que U p1q “ 2n`1. Cette quantité est un O
´

`

8
9

˘n 1
n3{2

¯

par équivalent de Stirling, donc

l’espérance est finie dès que 8
9r

2 ă 1 ô r P
”

0, 3
2
?

2

ı

. Pour trouver la formule exacte, on peut montrer en

conditionnant par rapport au premier pas que ErrUp1qs est racine du polynôme rX2 ´ 3X ` 2r. On en déduit

que ErrUp1qs “ 3˘
?

9´8r2

2r . Pour r “ 1, la bonne valeur est 1. On en déduit par continuité en r sur r1, 3
2
?

2
r et par

théorème de convergence dominée que ErrUp1qs “ 3´
?

9´8r2

2r .
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Au voisinage de 1, on peut étudier les coefficients du développement en série entière de C.

Théorème 2.3.5. Le rayon de convergence de C au voisinage de 1 est plus grand que
?

2´1
2 et si

Cp1´ qq “
ÿ

kě0

akp´1qkqk,

alors

ak “
ÿ

αPA

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qHpαqεXpαq “
ÿ

αPBm

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qHpαq. (2.5)

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on va utiliser la méthode de la section 2.1. Pour pouvoir calculer

explicitement tous les εXpαq pour α à hauteur fixe, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. Soit X P S, α P A tel que |α| ą Hpαq ` 1, alors εXpαq “ 0.

Démonstration. L’idée est que si la longueur du mot est trop grande, il aura un suffixe strict qui sera triangulaire.

En particulier, α et $α seront soit tous les deux bons, soit tous les deux mauvais, et donc on aura bien εXpαq “ 0

par la proposition 2.1.6. Plus précisément, en posant Spkq “
řk
i“1pαi ´ 2q pour tout k P J1, |α|K et

n “ min

"

k P J1, |α|K; max
kďtď|α|

Sptq ă ´1

*

,

on peut voir que α
|α|
n est triangulaire et que n ą 1, d’où le résultat.

On peut alors donner une condition suffisante pour avoir l’hypothèse de convergence de la somme dans le

théorème 2.1.4.

Proposition 2.3.7. Pour p Ps1{2, 1s et pour tout X P S,
ř

αPA |εXpαq|p
|α|p1´ pqHpαq ă 8.

Démonstration. Pour montrer cette formule, on utilise le lemme 2.3.6 et le fait que |εXpαq| ď 1 pour majorer

ÿ

αPA
|εXpαq|p

|α|p1´ pqHpαq ď
ÿ

hě0

h
ÿ

l“0

#tα P A, Hpαq “ h et |α| “ lup|α|p1´ pqHpαq

ď
ÿ

hě0

h`1
ÿ

l“1

ˆ

h` l ´ 1

l ´ 1

˙

p|α|p1´ pqHpαq.

Par changement de variable,

ÿ

αPA
|εXpαq|Wppαq ď

ÿ

hě0

h
ÿ

l“0

ˆ

h` l

l

˙

pl`1p1´ pqh.

Il suffit alors de remarquer que cette quantité correspond à
ř

ně0 PpSn ď 0q où pSnq est la marche aléatoire

sur Z partant de 0 de pas `1 avec probabilité p et ´1 avec probabilité 1´ p. On peut ensuite montrer que cette

quantité est finie par l’inégalité de Chernoff.

On revient à présent à la preuve du théorème. Par la proposition précédente, on a par le théorème 2.1.4 :

Cppq “
ÿ

αPA
εXpαqp

|α|p1´ pqHpαq.
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Par binôme de Newton et changement de variable,

Cppq “
ÿ

αPA
εXpαq

|α|
ÿ

k“0

ˆ

|α|

k

˙

p´1qkp1´ pqHpαq`k

“
ÿ

αPA
εXpαq

|α|`Hpαq
ÿ

k“Hpαq

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qk´Hpαqp1´ pqk.

Il suffit donc de montrer par théorème de Fubini et par le lemme précédent que

8
ÿ

k“0

ÿ

αPA
|εXpαq|

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p1´ pqk ă 8

pour p dans un voisinage ouvert de 1. Or, par théorème de Fubini et la formule du binôme de Newton,

8
ÿ

k“0

ÿ

αPA

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

|εXpαq|p1´ pq
k “

ÿ

αPA
|εXpαq|p2´ pq

|α|p1´ pqHpαq

ď
ÿ

hě0

ÿ

lě0

ˆ

l ` h

l

˙

p2´ pql`1p1´ pqh.

On peut alors montrer que cela revient à étudier la marche pSpnqnPN partant de 0 telle que la probabilité de

faire un pas de 1 est 2´p
3´2p et celle de faire un pas de ´1 est 1´p

3´2p . On a alors

8
ÿ

k“0

ÿ

αPA

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

|εXpαq|p1´ pq
k ď

ÿ

ně0

p3´ 2pqnPpSpn ď 0q.

Par inégalité de Chernoff, on peut alors montrer que cette quantité converge pour p ą 3´
?

2
2 . On a donc montré

la première égalité dans (2.5).

La deuxième formule se montre de la même manière en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.3.8. Si α est un bon mot minimal, alors |α| ď Hpαq ` 1.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du lemme 2.3.6 et de la formule de la proposition 2.1.6 en remar-

quant que si α est bon minimal, alors εXpαq “ 1 pour une configuration X P S quelconque.

Par le corollaire 2.2.19, il suffit d’avoir comme précédemment

8
ÿ

k“0

ÿ

αPBm

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p1´ pqk ă 8.

On obtient alors par le lemme 2.3.8 en majorant 1αPBm par 1|α|ďHpαq`1 que

8
ÿ

k“0

ÿ

αPBm

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p1´ pqk “
ÿ

αPBm

p2´ pq|α|p1´ pqHpαq

ď
ÿ

hě0

ÿ

lě0

ˆ

l ` h

l

˙

p2´ pqlp1´ pqh,

et on a vu que cette quantité était finie pour p ą 3´
?

2
2 précédemment, donc on a bien la deuxième formule.

Remarque 2.3.9. On peut remplacer Bm par Tm dans l’énoncé du théorème et la preuve reste la même. Il suffit

juste d’observer que si un mot est triangulaire minimal bon, alors |α| ď Hpαq ` 1.
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2.4 Un développement asymptotique pour C autour de 0

Dans cette section, on étudie le comportement asymptotique de Cppq dans le cas où p est proche de 0. Le

résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 2.4.1.

Cppq “ pe

ˆ

1´
π2p1` op1qq

2plogppqq2

˙

lorsque p tend vers 0. (2.6)

L’heuristique pour montrer ce théorème est la suivante : pour p proche de 0, la loi géométrique de paramètre

1{k est assez proche de la loi uniforme sur J1, kK. On va donc approximer Cp1{kq par la vitesse wk de l’IBMpνkq,

où νk est la loi uniforme sur J1, kK. On utilise ensuite un couplage entre les marches aléatoires branchantes avec

sélection et l’IBMpνkq pour montrer le résultat. On admet dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 2.4.2. Si wk “ vνk pour un k P N˚ où νk est la loi uniforme sur J1, kK, alors

kwk “ e´
π2e

2 logpkq2
` okÑ8

ˆ

1

logpkq2

˙

.

Le lemme d’approximation suivant nous permettra alors d’obtenir p2.6).

Lemme 2.4.3. Pour tout k P N˚,

˝ pour tout p P r 1
k`1 ,

1
k s, Cppq ď wk

˝ pour tout p P r0, 1s, Cppq ě kpp1´ pqkwk

Démonstration. La première inégalité vient du fait que pour p P
”

1
k`1 ,

1
k

ı

, la loi νk est stochastiquement dominée

par µp et par le corollaire 1.4.8.

La seconde inégalité se montre de la manière suivante. Pour p P r0, 1s et k P N˚, on pose x “ kpp1 ´ pqk´1.

Un simple calcul donne que pour tout j P N˚, µppr1, jsq ě xνkpr1, jsq. Cela revient exactement à dire que µp est

stochastiquement dominée par νxk “ xνk`p1´xqδ8. En conséquence, par le corollaire 1.4.8 et la proposition 1.4.5,

vµp ě xwk, donc on a le résultat.

La preuve du théorème 2.4.1 est alors immédiate en admettant le lemme 2.4.2.

Preuve du théorème. Par la première inégalité du lemme 2.4.3, on obtient Cppq ď ppk ` 1qwk et par la seconde

Cppq ě p1´ pqkkwk. En utilisant la première inégalité, on obtient que lim suppÑ0 logppq2
´

Cppq
p ´ e

¯

ď ´π2e
2 . Par

la seconde inégalité avec k “
Y

1
p1´δ

]

, on obtient la borne inférieure.

Pour prouver le lemme 2.4.2, on doit introduire les marches aléatoires branchantes avec sélection. La définition

suivante introduit seulement un cas particulier de marche aléatoires branchantes avec sélection (pour lesquelles la

loi de reproduction des particules est une loi très spécifique).

Définition 2.4.4. Une marche aléatoire branchante avec sélection est un processus à k particules sur Z qui

évoluent de la manière suivante. À t “ 0, on pose Y k
0 p1q ě ¨ ¨ ¨ ě Y k

0 pkq les positions des k particules dans Z. À

chaque particule, on associe une horloge exponentielle de paramètre 1, les horloges étant indépendantes. À chaque

fois qu’une horloge sonne, la particule associée à cette horloge (de position Y piq) se multiplie et donc on ajoute

une particule en position Y piq ` 1. Étant donné qu’il y a à présent k ` 1 particules, on supprime alors l’une des

particules de position minimale. Y j
t p1q ě ¨ ¨ ¨ ě Y j

t pkq correspond alors aux positions des particules dans le système

à l’instant t.
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On admet le résultat suivant sur les marches aléatoires branchantes (dont une preuve est détaillée dans [1]).

Lemme 2.4.5. Pour tout k P N˚, il existe ck P R tel que

lim
tÑ8

Y k
t p1q

t
“ ck p.s. et ck ´ e „

kÑ8
´

π2e

2 logpkq2
.

On déduit alors la preuve du lemme 2.4.2 à partir du lemme 2.4.5.

Preuve du lemme 2.4.2. Soit k P N˚, on pose pNtqtě0 processus de Poisson de paramètre k et pXnqně0 un IBMpνkq

indépendant de pNtqtě0. On considère de plus un processus pYtqtě0 où Yt “ pYtpjqqj“1,...,k sont les positions des k

particules les plus à droites dans pXNtqtě0 rangées dans l’ordre décroissant. L’idée est de voir que ce processus Y

a même loi que les positions des particules dans une marche aléatoire branchante.

On pose T0 “ 0 et pTiqiPN˚ les temps de saut du processus Nt. Sur l’intervalle rTi, Ti`1r, pYtqtě0 est constant,

et donne les positions des k dernières particules dans Xi. Pour passer de rTi, Ti`1r à rTi`1, Ti`2r, on choisit

uniformément et indépendamment de pNtqtě0 l’une des k dernières particules dans Xi et elle se reproduit. On

considère ensuite les nouvelles positions des k particules les plus à droite dans la nouvelle configuration.

On montre que c’est bien la loi qui correspond au processus des positions pour une marche aléatoire branchante

avec sélection. En effet, si E1, . . . , Ek sont des variables aléatoires de lois exponentielles indépendantes de paramètre

1, et si U est l’indice défini presque sûrement tel que pour tout j P J1, kK, EU ď Ej , alors pour l P J1, kK et t P R`,

P
ˆ

U “ l, min
1ďiďk

Ei ě t

˙

“
1

k
P
ˆ

min
1ďiďk

Ei ě t

˙

“
e´tk

k
.

On en déduit que pour le choix du premier indice, cela revient à attendre un temps T1 “ min1ďiďk Ei de loi Epkq
et on choisit indépendamment de T1 et uniformément un indice dans J1, kK pour que la particule correspondant à

cet indice se multiplie.

Pour le deuxième indice et les suivants, on réitère le processus en remarquant que sachant T1, on peut remettre

les horloges à 0 par le caractère sans mémoire de la loi exponentielle. On obtient donc bien la même loi pour la

marche aléatoire branchante avec sélection et les k dernières particules de l’IBMpνkq.

Par le lemme 2.4.5, on en déduit que
F pXNtq

t

p.s.
ÝÝÝÑ
tÑ8

ck

Par une propriété des processus de Poisson, Nt
t Ñ
tÑ8

k et en écrivant
F pXNt q

t “
F pXNt q

Nt
¨ Ntt , on obtient

ck “ kwk,

d’où le résultat.
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Nouveaux résultats

Dans cette section, on présente les nouveaux résultats obtenus durant le stage de recherche. Dans la section

3.1, on présente les méthodes déjà utilisées par B. Mallein et S. Ramassamy pour calculer les coefficients du

développement en série entière de C autour de 1 grâce à l’article [1], puis on présente de nouvelles méthodes

inspirées de l’article [2], dont une qui nous a permis de calculer les 24 premiers coefficients de ce développement

en série entière. Dans la section 3.2, on introduit une nouvelle méthode du type développement perturbatif exact

sur les graphes pour calculer les coefficients sans passer par le couplage de Foss-Konstantopoulos.

3.1 Calcul des coefficients du développement en série entière de C autour de 1

Dans [1], B. Mallein et S. Ramassamy obtiennent les 17 premiers coefficients du développement en série entière

de C au voisinage de 1. On présente ici différentes méthodes pour calculer numériquement ces coefficients. Les

deux premières méthodes présentées ci-dessous sont celles déjà utilisées par B. Mallein et S. Ramassamy pour

trouver les 17 premiers coefficients. Les méthodes suivantes utilisent la construction de l’IBM stationnaire de [2]

pour calculer plus rapidement ces coefficients. On obtient alors les 24 premiers coefficients (voir table 3.1).

3.1.1 Par la méthode du développement perturbatif exact

Une première méthode vient de la formule (2.5) qui donne une formule pour les coefficients en fonction des

εXpαq dans le théorème 2.3.5 :

ak “
ÿ

αPA

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qHpαqεXpαq.

Pour obtenir les c premiers coefficients, il suffit donc de choisir une configuration initiale X P S et de calculer

εXpαq pour tout α de hauteur inférieure ou égale à c. Par le lemme 2.3.6, on est ramené à calculer εXpαq pour

tous les α tels que |α| ď Hpαq`1. On obtient en temps raisonnable une dizaine de coefficients avec cette méthode

(voir la table 3.2).

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ak 1 1 1 3 7 15 29 54 102 197 375 687

k 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

ak 1226 2182 3885 6828 11767 19971 33519 55525 90293 143350 221149 329472

Table 3.1 – Table des coefficients du développement en série entière de C au voisinage de 1.

31
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Nombre de
coefficients obtenus 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps de
calculs (sec) 1, 6.10´4 4, 3.10´4 1, 3.10´3 6, 0.10´3 3, 0.10´2 0, 14 0, 76 5, 6 69, 9 1130

Table 3.2 – Temps d’exécutions pour la méthode du développement perturbatif exact en fonction du nombre de

coefficients calculés.

K 1 2 3 4 5 6 7

mK 1 3 5 8 11 14 18

Table 3.3 – Nombre de coefficients obtenus par la méthode d’encadrement.

3.1.2 Par encadrement de la vitesse avec des lois à support fini

Une autre méthode (plus rapide) consiste à utiliser le corollaire 1.4.8 pour encadrer Cppq par les vitesses des

fronts dans les IBM de lois µ
p

et µp telles que µp ď µ ď µ
p
. Il s’agit de la méthode grâce à laquelle B. Mallein et S.

Ramassamy ont obtenu les 17 premiers coefficients. On choisira alors µ
p

et µp à support fini, et par les propositions

1.4.4 et 1.4.5, on pourra calculer explicitement les vitesses de front pour ces deux processus. En observant que les

développements en série entière de ces deux vitesses cöıncident jusqu’à un certain ordre, on en déduit un certain

nombre de coefficients pour le développement de C au voisinage de 1. En notant Cppq “ vµ
p

et Cppq “ µµp , on a

Cppq ď Cppq ď Cppq. On appellera processus zélé le processus IBM de loi µp et processus paresseux le processus

IBM de loi µ
p
.

Dans ce qui suit, on fixe K P N˚ un entier positif et on pose µ
p,K

et µp,K telles que pour tout k P N˚Yt`8u :

µ
p,K
ptkuq “

$

’

’

&

’

’

%

pp1´ pqk´1 si k P J1,KK

p1´ pqK si k “ `8

0 sinon.

et µp,Kptkuq “

$

’

’

&

’

’

%

pp1´ pqk´1 si k P J1,K ´ 1K

p1´ pqK´1 si k “ K

0 sinon.

On pose alors CKppq “ vµ
p,K

et CKppq “ vµp,K et on va appliquer cette méthode pour les lois µ
p,K

et µp,K .

Heuristiquement, si on considère pξiqiě0 de loi µp comme dans la définition de l’IBM(µp), lorsque ξi ď K, les

processus zélé et paresseux évoluent de la même manière que dans le processus IBM géométrique. Lorsque ξi ą K,

c’est la K-ème particule la plus à droite qui se reproduit dans le cas zélé et aucune particule ne se reproduit dans

le cas paresseux. Un simple calcul donne que l’on a bien µp ď µ ď µ
p
.

On note ak,K et ak,K les coefficients respectifs des développements en série entière de CK et CK au voisinage

de 1, c’est à dire que pour p assez proche de 1, on a

#

CKppq “
ř8
k“0 ak,Kp´1qkp1´ pqk

CKppq “
ř8
k“0 ak,Kp´1qkp1´ pqk

(3.1)

En posant mK “ max
 

n P N
ˇ

ˇ@k P J0, n´ 1K, ak,K “ ak,K
(

, on observe que les coefficients pour CK , CK et CK

cöıncident, et on obtient donc les mK premiers coefficients du développement en série entière de C. Dans le tableau

suivant, on donne le nombre de coefficients pour C obtenus en fonction de la valeur de K (voir la table 3.3).

3.1.3 Par le calcul des bons mots minimaux

Ici, on utilise les résultats de l’article [2] pour calculer numériquement les ak jusqu’à un certain rang.
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∅

4

14

3

23

123

13

2

32

132

1132

22

222

1222

122

12

1

Figure 3.1 – Exemple de l’arbre décrit précédemment avec 3 pour hauteur maximale, avec en vert les bons mots

et en rouge les mauvais mots.

Sans encadrement

Par la deuxième formule donnée dans le théorème 2.3.5 :

ak “
ÿ

αPBm

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qHpαq.

Il nous suffit donc de calculer tous les bons mots minimaux jusqu’à une certaine hauteur hmax fixée pour obtenir les

coefficients a0, . . . , ahmax . Il nous faut donc une méthode efficace pour calculer l’ensemble des bons mots minimaux

de hauteur inférieure ou égale à hmax.

L’idée est la suivante : partant d’un mot, on lui ajoute tous les préfixes possibles jusqu’à ce que la hauteur du

nouveau mot dépasse hmax ou jusqu’à ce que le nouveau mot soit bon ou mauvais mot minimal. De cette manière,

on construit un arbre enraciné où chaque sommet correspond à un mot et tel que ses feuilles vont correspondre à

tous les bons ou mauvais mots minimaux de hauteur inférieure ou égale à hmax. Plus précisément, on part du mot

vide ∅ et on lui ajoute tous les préfixes d’une lettre possibles tels que le mot reste à hauteur inférieure à hmax. À

chaque fois que l’on a construit un nouveau mot, on le teste sur toutes les configurations pour vérifier si ce mot

est bon ou mauvais. Si le mot est bon ou mauvais, alors il est bon minimal ou mauvais minimal par construction

et on conserve les bons mots minimaux dans une liste. Si ce mot n’est ni bon ni mauvais, on réitère le procédé en

ajoutant les lettres préfixes possibles à ce mot. On peut alors calculer les coefficients ak par la formule précédente.

On donne une représentation de l’arbre en figure 3.1.

Un premier problème vient du fait que pour tester si un mot est bon ou mauvais, il faut le tester sur toutes

les configurations de S. Le lemme suivant nous permet de nous ramener à un nombre fini de calculs :

Lemme 3.1.1. Soit α P A et soit h “ maxiPJ1,|α|Kpαi ` 1 ´ iq, alors α est un bon mot si et seulement si α est un

bon mot relativement à toutes les configurations X P S telles que Xp0q “ 8 et
ř

kě1Xpkq “ h.

En d’autres termes il suffit de tester le mot α sur les configurations à h particules. Le lemme se prouve facilement

en remarquant que pour α et h comme dans l’énoncé du lemme, seules les h particules les plus à droite d’une

configuration et leurs descendants se reproduisent sous l’action du mot α. On donne dans le tableau suivant les

temps d’exécutions pour différents nombres de coefficients calculés. On obtient par cette méthode les 18 premiers

coefficients en moins d’une heure grâce à un programme Python (voir table 3.4).
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Nombre de coefficients
obtenus 11 12 13 14 15 16 17 18

Temps de
calcul (sec) 4.10´2 1.10´1 5.10´1 1, 8 6.8 44 328 2248

Table 3.4 – Temps d’exécutions pour la méthode des bons mots minimaux sans encadrement en fonction du

nombre de coefficients calculés.

Avec encadrement

On peut améliorer la méthode des bons mots minimaux en la combinant avec la méthode d’encadrement avec

des lois à support fini (voir la sous-section 3.1.2). L’idée est de comparer comme dans la sous-section 3.1.2 les

coefficients des processus zélé et paresseux pour obtenir ceux du processus de l’IBM géométrique. Pour calculer

les coefficients des processus zélé et paresseux, on utilise la méthode des bons mots minimaux.

Proposition 3.1.2. Pour K P N˚, on note rK la plus petite racine positive du polynôme 1´XK´4XpX`1q. Avec les

notations de la section 3.1.2, CKppq et CKppq sont développables en séries entières au voisinage de 1 et ont un rayon

de convergence plus grand ou égal à respectivement
?

2´1
2 et rK P

ı

0,
?

2´1
2

ı

. En posant cKα “ #ti P J1, |α|K, αi ă Ku

et BpKqm “ tα P Bm|@i P J1, |α|K, αi ď Ku, on a pour tout k P N,

ak,K “
ÿ

αPBpKqm

ˆ

cKα
k ´Hpαq

˙

p´1qHpαq (3.2)

et

ak,K “
ÿ

αPBpKqm

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

ˆ

|α|

k ´Hpαq ´ pK ´ 1q
ř|α|´1
i“1 ki

˙

p´1qHpαq´pK´1q
ř|α|´1
i“1 ki . (3.3)

Démonstration. Pour CK , par le corollaire 2.2.19, on a pour tout p Ps0, 1s,

CKppq “
ÿ

αPBm

|α|
ź

i“1

µppαiq

“
ÿ

αPBpKqm

p#tiPJ1,|α|K,αiăKup1´ pqHpαq

“
ÿ

αPBpKqm

pc
K
α p1´ pqHpαq

“
ÿ

αPBpKqm

cKα
ÿ

l“0

ˆ

cKα
l

˙

p´1qlp1´ pqHpαq`l (3.4)

Pour avoir la convergence de la série du développement en série entière de CK au voisinage de 1, il suffit donc

de montrer que

ÿ

αPBpKqm

cKα
ÿ

l“0

ˆ

cKα
l

˙

p1´ pqHpαq`l ă 8.

Or,

ÿ

αPBpKqm

cKα
ÿ

l“0

ˆ

cKα
l

˙

p1´ pqHpαq`l “
ÿ

αPBpKqm

p2´ pqc
K
α p1´ pqHpαq

ď
ÿ

αPBm

p2´ pq|α|p1´ pqHpαq
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Par la preuve du théorème 2.3.5, cette quantité est finie dès que p est plus grand que 3´
?

2
2 , et donc on a bien

la formule (3.2) par un changement de variable dans la formule (3.4).

Pour montrer la formule (3.3), par le corollaire 2.2.19 et la proposition 1.4.5 on a pour tout p Ps0, 1s,

CKppq “ p1´ p1´ pq
Kq

ÿ

αPBm

|α|
ź

i“1

µppαiq

p1´ p1´ pqKq

“
ÿ

αPBpKqm

p|α|p1´ pqHpαq

p1´ p1´ pqKq|α|´1

“
ÿ

αPBpKqm

¨

˝

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

p1´ pqKpk1`¨¨¨`k|α|´1q

˛

‚

|α|
ÿ

l“0

ˆ

|α|

l

˙

p´1qlp1´ pqHpαq`l

“
ÿ

αPBpKqm

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

|α|
ÿ

l“0

ˆ

|α|

l

˙

p´1qlp1´ pqHpαq`l`Kpk1`¨¨¨`k|α|´1q

Pour avoir convergence de la série, il suffit donc de choisir p tel que

ÿ

αPBpKqm

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

|α|
ÿ

l“0

ˆ

|α|

l

˙

p1´ pqHpαq`l`Kpk1`¨¨¨`k|α|´1q ă 8.

On commence par majorer cette somme en utilisant la formule du binôme de Newton et le lemme 2.3.8,

ÿ

αPBpKqm

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

|α|
ÿ

l“0

ˆ

|α|

l

˙

p1´ pqHpαq`l`Kpk1`¨¨¨`k|α|´1q

“
ÿ

αPBpKqm

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

p2´ pq|α|p1´ pqHpαq`Kpk1`¨¨¨`k|α|´1q

“
ÿ

αPBpKqm

p2´ pq|α|p1´ pqHpαq

p1´ p1´ pqKq|α|´1

ď p2´ pq
8
ÿ

h“0

h
ÿ

l“0

ˆ

l ` h

l

˙ˆ

2´ p

1´ p1´ pqK

˙l

p1´ pqh

En posant s “ 1 ´ p ` 2´p
1´p1´pqK

et p1 “ 2´p
sp1´p1´pqKq

“
2´p

3´2p´p1´pqK`1 , alors si Sp,Kn est la marche aléatoire

simple partant de 0 telle que PpSp,K1 “ 1q “ p1, on a

8
ÿ

h“0

h
ÿ

l“0

ˆ

l ` h

l

˙ˆ

2´ p

1´ p1´ pqK

˙l

p1´ pqh “
8
ÿ

n“0

PpSp,Kn ď 0qsn.

Par inégalité de Hoeffding, on peut majorer cette somme par

8
ÿ

n“0

˜

2
a

p1´ pqp1´ p1´ pqKqp2´ pq

1´ p1´ pqK

¸n

.

Un calcul simple montre que
2
?
p1´pqp1´p1´pqKqp2´pq

1´p1´pqK
“ 2

b

p1´pqp2´pq
1´p1´pqK

est bien strictement inférieur à 1 si et seule-

ment si 1´ p P r0, rKr et K P N˚, et donc le rayon de convergence de la série des ak est bien plus grand ou égal à

rK . On obtient la formule pour les coefficients ak de la même manière que pour ceux de CK .

Cette méthode est plus rapide que la précédente car elle ne demande de tester que les mots à lettres dans

J1,KK. On obtient par cette méthode jusqu’à 24 coefficients pour C (avec K “ 9).
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Valeur de K 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nombre de coefficients
obtenus 1 3 5 8 11 14 18 22 au moins 24

Table 3.5 – Nombre de coefficients obtenus par la méthode des bons mots avec encadrement.

Nombre de coefficients
obtenus 12 13 14 15 16 17 18

Temps de
calcul (sec) 1.10´1 5.10´1 1 4 12 33 145

Table 3.6 – Temps d’exécutions pour la méthode des bons mots triangulaires minimaux sans encadrement en

fonction du nombre de coefficients calculés.

3.1.4 Par le calcul des bons mots triangulaires minimaux

On utilise ici le même raisonnement que dans la section 3.1.3 pour calculer les coefficients ak mais en utilisant

cette fois ci les mots triangulaires à la place des bons et des mauvais mots.

Sans encadrement

On peut montrer de la même manière que dans la preuve du théorème 2.5 le résultat suivant :

Théorème 3.1.3. En notant Cp1 ´ qq “
ř

kě0 akp´1qkqk, le développement en série entière de C au voisinage de

1, on a pour tout k P N,

ak “
ÿ

αPTmXB

ˆ

|α|

k ´Hpαq

˙

p´1qHpαq. (3.5)

L’intérêt de cette méthode est que pour calculer les mots triangulaires minimaux bons, on a seulement besoin

de tester les mots triangulaires minimaux sur une seule configuration. Néanmoins, cette méthode est moins efficace

que celle utilisant les bons mots minimaux étant donné que le nombre de mots minimaux à calculer est exponentiel

en le nombre de coefficients à calculer, et qu’il y a plus de mots triangulaires minimaux bons que de bons mots

minimaux. Les temps d’exécutions de cette méthode sont donnés dans la table 3.6.

Avec encadrement

De la même manière que dans la section 3.1.3, on peut donner une formule pour les ak et les ak par la méthode

des mots triangulaires minimaux.

Proposition 3.1.4. En posant BpKq “ tα P B|@i P J1, |α|K, αi ď Ku, cKα “ #ti P J1, |α|K, αi ă Ku, et en reprenant

la notation (3.1), on a pour tout k P N,

ak,K “
ÿ

αPTmXBpKq

ˆ

cKα
k ´Hpαq

˙

p´1qHpαq (3.6)

et

ak,K “
ÿ

αPTmXBpKq

8
ÿ

k1“0

. . .
8
ÿ

k|α|´1“0

ˆ

|α|

k ´Hpαq ´ pK ´ 1q
ř|α|´1
i“1 ki

˙

p´1qHpαq`pK´1q
ř|α|´1
i“1 ki . (3.7)

La preuve de la proposition 3.1.4 est identique à celle de la proposition 3.1.2. Les calculs numériques sont

néanmoins plus longs avec cette méthode qu’avec celle des bons mots minimaux avec encadrement.
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G1 “
2 3 4

G2 “
1 2 3 4

Figure 3.2 – Exemple de deux motifs.

G1 “
2 3 4

G2 “
1 2 3 4

Figure 3.3 – LpG1q “ 2 et LpG2q “ 2 pour les graphes de la figure 3.2. Les plus long chemins sont en vert.

3.2 Développement perturbatif exact sur les graphes

On présente dans cette section une autre méthode pour calculer les coefficients ak. L’idée est d’utiliser une

méthode du type développement perturbatif exact sur les graphes et non plus sur les mots. L’intérêt de cette mé-

thode est que l’on n’a plus besoin de faire appel au couplage avec l’IBM étant donné que l’on raisonne directement

sur les graphes. Heuristiquement, lorsque p est proche de 1, le graphe de Barak-Erdős Gnppq est proche du graphe

complet à quelques arêtes manquantes près. En négligeant les motifs d’arêtes manquantes ayant une probabilité

en p1´ pqk d’apparâıtre dans le graphe pour k plus grand qu’un certain h fixé, on obtient les coefficients a0, . . . ,

ah. Plus précisément, si on introduit les motifs sur les graphes comme dans la définition suivante, alors il nous

suffira d’étudier les motifs à moins de h arêtes pour calculer les coefficients a0, . . . , ah (pour un certain h P N˚

fixé) :

Définition 3.2.1 (Motifs). Un motif à s sommets et n arêtes est un graphe orienté G “ pV,Eq où V est de la

forme Ja` 1, a` sK pour un certain a P N et tel que |E| “ n (voir la figure 3.2 pour un exemple). On notera alors

V pGq “ Ja, bK et EpGq “ E.

Notation 3.2.2. Pour G “ pV,Eq un motif, on note LpGq le nombre maximal de sommets dans un chemin du

graphe orienté rG “ pV, rEq, où rE “ tpi, jq P pV 2zEq, i ă ju.

Autrement dit, LpGq est le nombre maximal de sommet dans un chemin orienté dans le graphe composé des

mêmes sommets que G et où les arêtes relient pour tout i ă j le sommet i au sommet j tel que l’arête ti, ju n’est

pas dans le graphe G (voir figure 3.3).

Pour utiliser un raisonnement du type développement perturbatif exact, on a besoin de définir un ordre partiel

sur les motifs.

Définition 3.2.3 (Ordre partiel sur les motifs). Pour G “ pJa, bK, Eq et G1 “ pJa1, b1K, E1q deux motifs, on dit que

G1 est inclus dans G et on note G1 Ď G si Ja1, b1K Ď Ja, bK et E1 Ď E.

On donne un exemple d’inclusion de motifs dans la figure 3.4.

G “
2 3 4

G1 “
1 2 3 4

Figure 3.4 – Exemple de motifs G et G1 tels que G1 Ď G.
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Définition 3.2.4. On dit que deux motifs G1 “ pV1, E1q et G2 “ pV2, E2q sont équivalents (et on note G1 » G2 )

s’il existe une translation ϕ de V1 dans V2 telle que pour tout i, j P N,

pi, jq P E1 ô pϕpiq, ϕpjqq P E2.

En d’autres termes, deux motifs sont équivalents s’il sont égaux à numérotation près.

Notation 3.2.5. On notera Mk l’ensemble des motifs à k arêtes dont l’ensemble des sommets est J1, cK pour un

certain c P N. On note également pour un motif G “ pJa, bK, Eq et pour a1 ă b1 P Ja, bK le motif Gb
1

a1 d’ensemble de

sommets Ja1, b1K et d’ensemble d’arêtes tpi, jq P E, a1 ď i ă j ď b1u.

Par la notation précédente, chaque classe d’équivalence de motifs admet exactement un représentant dans
Ť

kě0Mk. On définit à présent les termes du développement perturbatif exact. Pour G un motif, on définit εpGq

par récurrence sur le nombre de sommets de G grâce à la formule suivante (en posant εp∅q “ 0) :

εpGq :“ LpGq ´
ÿ

G1ĹG

εpG1q (3.8)

En appliquant la formule (3.8) pour G “ Gn,1´p un graphe de Barak-Erdős à n sommets et de probabilité de

présence des arêtes 1´ p, on va montrer le résultat suivant :

Théorème 3.2.6. S’il existe r P r0, 1r tel que

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

|εpG0q| p1´ rq
k ă 8, (3.9)

alors pour tout p P rr, 1s,

Cppq “
8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

εpG0qp1´ pq
k. (3.10)

En particulier, pour tout k P N,

ak “
ÿ

G0PMk

εpG0q. (3.11)

Démonstration. Soit p Ps0, 1r. D’après la formule (3.8) appliquée pour G “ Gn,1´p un graphe de Barak-Erdős à n

sommets et de probabilité de présence des arêtes 1´ p, on obtient

LpGn,1´pq “
ÿ

G1ĎGn,1´p

εpG1q,

d’où

E
„

LpGn,1´pq

n



“
1

n
E

»

–

ÿ

G1ĎGn,1´p

εpG1q

fi

fl . (3.12)

Par théorème de convergence dominée et par définition de L, le terme de gauche dans (3.12) converge vers

Cppq. Pour le terme de droite,

ÿ

G1ĎGn,1´p

εpG1q “
8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

|tG Ď Gn,1´p, G » G0u| εpG0q. (3.13)
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Par les formules (3.12) et (3.13), on obtient

E
„

LpGn,1´pq

n



“
1

n
E

«

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

|tG Ď Gn,1´p, G » G0u| εpG0q

ff

. (3.14)

On va intervertir somme et intégrale pour obtenir le résultat. Par théorème de Fubini-Tonelli,

1

n
E

«

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

|tG Ď Gn,1´p, G » G0u| |εpG0q|

ff

“
1

n

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

E r|tG Ď Gn,1´p, G » G0u|s |εpG0q|

“
1

n

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

E

»

–

n´|V pG0q|
ÿ

i“0

1
G0ĎpGn,1´pq

i`|V pG0q|
i`1

fi

fl |εpG0q|

“

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

ˆ

n´ |V pG0q| ` 1

n

˙

p1´ pqk |εpG0q|

ď

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

|εpG0q| p1´ pq
k.

Par la condition (3.9), cette dernière quantité est finie, donc par théorème de Fubini appliqué à la formule

(3.14)

E
„

LpGn,1´pq

n



“

8
ÿ

k“0

ÿ

G0PMk

ˆ

n´ |V pG0q| ` 1

n

˙

p1´ pqkεpG0q. (3.15)

Par théorème de convergence dominée, on obtient la formule (3.10) et donc la formule (3.11).

Pour montrer que la condition (3.9) est vérifiée, on cherche plus d’informations sur les coefficients εpGq. Le

résultat suivant ne suffit pas pour montrer que (3.9) est vérifiée pour un certain r mais donne déjà une condition

suffisante pour que εpGq soit nul. En particulier, si l’hypothèse (3.9) est vérifiée, on est ramené à tester un nombre

fini de motifs pour calculer un nombre fini de pakqkě0.

Lemme 3.2.7. Si G est un motif tel que εpGq ‰ 0, alors le graphe obtenu à partir de G en oubliant l’orientation

de ses arêtes est connexe.

Démonstration. On commence par remarquer que si G1 et G2 sont deux motifs équivalents, alors εpG1q “ εpG2q

étant donné que la numérotation n’intervient pas dans la formule (3.8). Pour montrer le lemme 3.2.7, on procède

par récurrence sur |V pGq| ` |EpGq| la somme des nombres d’arêtes et de sommets du motif G.

Initialisation : Dans le cas où |V pGq| ` |EpGq| “ 1, les seuls cas possibles sont les graphes à un sommet, qui

sont connexes, donc l’initialisation est prouvée.

Récurrence : À présent, on suppose que le résultat est vrai pour tous les motifs G1 tels que |V pG1q|` |EpG1q| ď

n´ 1 (pour un certain n P N˚). On considère à présent un motif G “ pJa, bK, Eq tel que |V pGq| ` |EpGq| “ n.

On commence par traiter le cas où deux arêtes se croisent dans G, c’est à dire lorsqu’il existe a ď i1 ă j1 ă

i2 ă j2 ď b tels que pi1, i2q P E et pj1, j2q P E, et où i1 et i2 ne sont pas dans la même composante connexe que

j1 et j2. On illustre ce cas en figure 3.5. Dans ce cas, si on pose rG “ pV,Eztpi1, i2quq le graphe G dans lequel on a

retiré l’arête pi1, i2q, alors

LpGq “ Lp rGq.

En effet, on a déjà Lp rGq ě LpGq car tout chemin orienté dans le complémentaire de G est un chemin orienté dans

le complémentaire de rG. Réciproquement, on peut montrer que tout chemin orienté dans le complémentaire de rG
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1 2 3 4 5 6

Figure 3.5 – Illustration du cas croisé, avec i1 “ 1, i2 “ 4, j1 “ 2 et j2 “ 6.

passant par l’arête pi1, i2q n’est pas un chemin orienté maximal dans le complémentaire de rG, car on peut toujours

trouver un chemin plus long en remplaçant l’arête pi1, i2q par les arêtes pi1, j1q et pj1, i2q (car i1 et i2 ne sont pas

dans la même composante connexe que j1 et j2). On a donc bien LpGq “ Lp rGq. Par conséquent, par la formule

(3.8), on a

ÿ

G1ĎG

εpG1q “
ÿ

G1Ď rG

εpG1q

ùñ εpGq “ ´
ÿ

G1ĹG
G1Ę rG

εpG1q (3.16)

Or, si G1 Ĺ G et G1 Ę rG, on a pi1, i2q P EpG
1q, et donc comme j1 P V pG

1q, G1 n’est pas connexe. Par hypothèse de

récurrence, on en déduit que εpG1q “ 0. Donc par (3.16), εpGq “ 0 dans le cas où l’on a un croisement.

On distingue à présent deux cas sous l’hypothèse que l’on est dans le cas non croisé pour G “ pJa, bK, Eq :

˝ Cas séparé : S’il existe c P Ja, bK tel que pour tout i P Ja, cK et pour tout j P Jc` 1, bK, pi, jq R E.

˝ Cas non séparé : Si G n’est pas dans le cas séparé.

On illustre ces deux cas dans les figures 3.6 et 3.7.

Dans le cas séparé, on pose avec c comme précédemment les motifs G1 “ pV1, EXV
2

1 q et G2 “ pV2, EXV
2

2 q où

V1 “ Ja, cK et V2 “ Jc` 1, bK. Le motif G correspond alors à la juxtaposition des motifs G1 et G2. On commence

dans ce cas par montrer que

LpGq “ LpG1q ` LpG2q. (3.17)

Dans un premier temps, on montre que LpGq ď LpG1q ` LpG2q. Si l’on considère des sommets m1 ă ¨ ¨ ¨ ă mLpGq

dans Ja, bK formant un chemin maximal dans le complémentaire de G, alors si j est tel que m1, . . . ,mj P Ja, cK

et mj`1, . . . ,mLpGq P Jc ` 1, bK, m1, . . . ,mj forme un chemin dans le complémentaire de G1 et mj`1, . . . ,mLpGq

forme un chemin dans le complémentaire de G2. On en déduit que j ď LpG1q et LpGq ´ j ď LpG2q, donc

LpGq ď LpG1q ` LpG2q. Pour montrer que LpGq ě LpG1q ` LpG2q, on considère m1 ă ¨ ¨ ¨ ă mLpG1q dans Ja, cK

formant un chemin maximal dans le complémentaire de G1 et mLpG1q`1 ă ¨ ¨ ¨ ă mLpG1q`LpG2q dans Jc ` 1, bK

formant un chemin maximal dans le complémentaire de G2. Par le fait que Ja, cK et Jc ` 1, bK sont déconnectés

dans G, on en déduit que m1, . . . ,mLpG1q`LpG2q forme un chemin dans le complémentaire de G. En conséquence,

on a bien LpGq ě LpG1q ` LpG2q et donc par l’autre inégalité, on a montré (3.17). Par (3.8) et (3.17), on obtient

alors

ÿ

G1ĎG

εpG1q “
ÿ

G1ĎG1

εpG1q `
ÿ

G1ĎG2

εpG1q

ùñ εpGq “ ´
ÿ

G1ĹG
G1ĘG1

G1ĘG2

εpG1q. (3.18)
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Figure 3.6 – Illustration du cas séparé, avec a “ 1, c “ 6, b “ 9.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 3.7 – Illustration du cas non séparé, avec a “ 1, c “ 6, d “ 7 et b “ 9.

Le fait que G1 Ĺ G, que G1 Ę G1 et que G1 Ę G2 implique qu’au moins un sommet de G1 et un sommet de G2

sont dans G1, et donc que G1 n’est pas connexe. Par hypothèse de récurrence, on a donc εpG1q “ 0, et par (3.18),

on obtient alors εpGq “ 0. On a donc montré le résultat dans le cas séparé.

Dans le cas non séparé, comme on se place sous l’hypothèse non croisée, il existe c ă d P Ja, b´ 1K tels qu’en

posant Vg “ Ja, cK, Vd “ Jd ` 1, bK, V1 “ Vg Y Vd et V2 “ Jc ` 1, dK, V1 et V2 sont déconnectés dans G. On note

alors les motifs Gg “ pVg, E X V
2
g q , G2 “ pV2, E X V

2
2 q et Gd “ pVd, E X V

2
d q. On peut alors montrer de manière

analogue à la preuve de la formule (3.17) que

LpGq “ LpGgq ` LpG2q ` LpGdq. (3.19)

Par p3.18q et p3.19q, on en déduit que

ÿ

G1ĎG

εpG1q “
ÿ

G1ĎGg

εpG1q `
ÿ

G1ĎG2

εpG1q `
ÿ

G1ĎGd

εpG1q

ùñ εpGq “ ´
ÿ

G1ĹG
G1ĘGg
G1ĘG2

G1ĘGd

εpG1q. (3.20)

Comme précédemment, si G1 est un motif comme dans la somme (3.20), alors on peut montrer que G1 n’est pas

connexe, et donc par hypothèse de récurrence, εpG1q “ 0. Par (3.20), on obtient donc le résultat εpGq “ 0.
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