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Présentation du stage

Dans le cadre du Master 2 Mathématiques de ’aléatoire a I’Université Paris-Saclay, j’ai eu la chance d’effectuer
un stage de recherche & I'Institut de Physique Théorique (IPhT) sous la tutelle de Sanjay Ramassamy, chargé de
recherche pour le CNRS en mathématiques & 'IPhT.

Le stage consistait principalement en 1’étude d’articles de recherche sur le taux de croissance linéaire de la
longueur du plus long chemin pour les graphes de Barak-Erdds qui sont une version orientée acyclique des graphes
d’Erdés-Rényi. L’objectif était d’abord de synthétiser en un rapport les résultats des deux articles [1] et [2], et de
chercher de nouveaux résultats en rapport avec le sujet.

Dans les sections 1 et 2 de ce rapport, on résume principalement les articles [1] et [2] et on y détaille également
certaines preuves qui ne sont pas explicitement rédigés dans les articles. Par exemple, dans la section 2.1, on détaille
la construction alternative pour les ex du développement perturbatif exact citée en remarque dans l'article [1], et
dans la section 2.2, on donne une preuve de la formule pour calculer P ({7, > K). Dans la section 3, on présente

des résultats partiels obtenus a 'issu du stage.



Résumé

On dit que G, (p) est un graphe de Barak-Erdds si G, (p) = ([1,n], E) est un graphe orienté aléatoire tel que
seules les arétes (i,7) pour i < j € {1,...,n} sont dans E avec probabilité p et de maniére indépendante. On
s’intéresse a la longueur d’un plus long chemin L, (p), et en particulier & la fonction C' définie comme le taux de
croissance linéaire du plus long chemin dans ces graphes : C'(p) = lim,,—. L, (p)/n. Dans [1] et [2], B. Mallein and
S. Ramassamy donnent deux méthodes différentes pour calculer C' et en étudier 'analycité. Dans les deux cas, on
commence par introduire le systéme de particules en interaction IBM(u) (Infinite Bin Model) que 'on va pouvoir
coupler avec le graphe de Barak-Erddés dans le cas ol p, est une loi géométrique de parametre p. On observe
alors que la vitesse de déplacement du front v, dans I'IBM(p,) correspond au taux d’accroissement linéaire du
plus long chemin dans le graphe G, (p). On définit ensuite une action des entiers dans N*, puis des mots a lettres
dans N* sur les configurations d’urnes du modele IBM. Dans [1], on utilise une méthode de type “perturbation”
ou l'on part d’une configuration d’urnes quelconque et on étudie comment un mot « fait avancer le front dans
I'IBM (1) par sous-mots « pour calculer v,,. Dans [2], on définit une classe de mot (les bons mots) qui font avancer
le front au dernier coup pour toute configuration d’urnes initiale et on construit un processus IBM (1) stationnaire
pour calculer v,. Par la premiere méthode, on en déduit que C est analytique sur ]%, 1], et par la seconde on
en déduit que C' est analytique sur ]0,1]. De plus, on obtient plusieurs moyens pour calculer les coefficients du
développement en série entiere de C' en 1. Pour étudier C' au voisinage de 0, on utilise dans [1] des résultats sur
les marches aléatoires branchantes avec sélection pour lui trouver un développement asymptotique. On présente
plus en détails tous ces résultats dans les sections 1 et 2.

Dans la section 3, on présente de nouveaux résultats obtenus durant le stage. On commence par présenter
différentes méthodes pour calculer numériquement les coefficients du développement en série entiere de C au
voisinage de 1. Pour 'instant, on en obtient 24 coefficients en utilisant une méthode qui consiste a encadrer C(p)
entre v, et vy, les vitesses du front dans deux processus IBM, ou pour tout k € N Hp([k7 o)) < pp([k,0]) <
ﬁp([k, o0]). On présente ensuite une méthode de calcul de ces coefficients qui ne fait plus intervenir le couplage
entre le graphe de Barak-Erdés et 'IBM. L’idée est que lorsque p est proche de 1, il ne manque que peu d’arétes
au graphe G, (p), et donc on peut se ramener a étudier les petits paquets d’arétes manquantes pour calculer les
premiers coefficients du développement en série entiére de C' au voisinage de 1. On utilise alors une méthode du

type développement perturbatif exact sur les graphes similaire a ce qui est fait dans l'article [1].



Présentation des modeles et premieres propriétés

On présente dans cette section les deux modeles étudiés durant le stage : les graphes de Barak-Erdds et 'Infinite-
Bin Model (IBM). On montre également quelques propriétés de monotonie sur le modele IBM qui nous servira pour
comparer les vitesses pour des IBM de lois différentes. On introduit ensuite le couplage de Foss-Konstantopoulos
qui fait le lien entre les graphes de Barak-Erdés et 'IBM géométrique. On montre enfin I'existence de la vitesse
de 'IBM pour une loi quelconque et on en déduit 'existence du taux de croissance linéaire du plus long chemin

pour les graphes de Barak-Erdés.

Notation 1.0.1. On notera dans ce qui suit N = {0,1,...} l’ensemble des entiers naturels et N* = N — {0}. Pour
p € [0,1], B(p) désigne la loi de Bernouilli de parameétre p, et si p # 0, G(p) désigne la loi géométrique sur N* de

paramétre p. On notera également [a,b] ’ensemble d’entiers [a,b] N Z pour tout a,b € Z tels que a < b.

1.1 Graphes aléatoires de Barak-Erdos

On définit le modele de graphes aléatoires orientés acycliques introduit pour la premiere fois par Barak et
Erdds dans [3]. Les graphes de Barak-Erdds sont des graphes orientés acycliques ou les arétes (i,j) pour i < j

sont dans le graphe avec probabilité p € [0, 1] et ce de maniere indépendante. Plus précisément :

Définition 1.1.1. Soitn e N* etpe [0,1]. SiGn(p) = (V,E) ouV ={1,...,n} et E = {(i,j) e V? | i< j, E;; =1}
ot les (E; j)i<; sont des variables iid de loi B(p) et (i,7) est l'aréte orientée de i vers j, alors Gp(p) est un graphe

de Barak-Erdds a n sommets.
Notation 1.1.2. On note L,(p) la longueur d’un plus long chemin orienté dans le graphe G, (p).

On donne un exemple de graphe de Barak-Erdos en 1.1. On s’intéresse ici a la valeur du taux de croissance
linéaire C(p) := limy, o L"T(m. L’existence de cette limite est montrée pour la premiere fois par Newman dans [4]

dont I'objectif était notamment d’étudier des modeles aléatoires pour les chaines alimentaires. Cette quantité est

FIGURE 1.1 — Exemple de réalisation de Gg(p) vérifiant Lg(p) = 3. Le plus long chemin est en vert.
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également utile pour étudier la stabilité des files d’attente [5] et le temps d’exécution de taches lorsqu’il y a des
contraintes sur 'ordre de réalisation de celles-ci [6, 7]. Il montre également que C' est continue sur [0, 1]. Dans [1]
et [2], B. Mallein et S. Ramassamy montrent que C est analytique, d’abord sur |3, 1] dans [1], puis sur ]0, 1], et
donnent une formule pour calculer tous les coefficients du développement en série entiere de C au voisinage de
1. Ces résultats sont détaillés dans la section 2. Grace a ce résultat, ils parviennent a calculer numériquement le
développement de C' au voisinage de 1 jusqu’a son 17-éme terme. Précédemment, S. Foss et T. Konstantopoulos
avaient obtenu les 5 premiers termes de ce développement en série entiere dans [5]. Par la formule donnée dans [2],
on verra dans la section 3 que I'on arrive a calculer numériquement les 24 premiers termes. Au voisinage de 0, B.
Mallein et S. Ramassamy montrent le développement analytique suivant pour C' dans [1] en utilisant un résultat

sur les marches aléatoires branchantes avec sélection (voir la Section 2.4) :

72(1+ o(1))

0w = (1= i

> lorsque p tend vers 0. (1.1)

1.2 Le modéle IBM

1.2.1 Définition du modele

Soit p une probabilité sur N* u {o0}. Le modele IBM(u) est un systéme de particules en interaction défini de
la maniere suivante :

o On considere une infinité d’urnes indexées par Z contenant chacune un certain nombre de particules.

o Pour passer de I’état a l'instant n a I’état a l'instant n + 1, on tire une variable aléatoire &,4+; de loi p
indépendamment de I'état des urnes a l'instant n et on ajoute une particule dans I'urne a droite de la
&nr1-eme particule la plus a droite dans les urnes a I'instant n.

Pour le définir plus rigoureusement, on se restreint a certaines configurations d’urnes qui nous suffisent pour le

couplage :

Définition 1.2.1 (Configurations d’urnes et position).
o Une configuration d’urnes est un élément de N”. La quantité X (i) représente le nombre de particules
dans l'urne 1.

o Une configuration X est dite admissible s’il existe f € 7 et i € 7 v {—0} tels que pour tout k € Z,

k> f< X(k) =0,
k<ie X(k)

Q0.

o Pour X € S, on définit F(X) := min{k € Z | Vj > k, X(j) = 0} est le front de X (avec la notation
précédente, F(X) = f).

Pour un exemple de configuration, voir la figure 1.2.
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FIGURE 1.2 — Représentation d’une configuration d’urnes X telle que F(X) = 3 et telle que les nombres de

particules dans les 5 derniéres urnes non vides sont (2,1,3,2,1).
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FIGURE 1.3 — Illustration de 'action de ®; et &4 sur des configurations d’urnes.

Notation 1.2.2. On note :
o §={Xe(Nu{wn}? X est admissible},
o B(X,i) = min{k e Z | Zj’;k X () < i} la position de l'urne immédiatement a droite de celle contenant la

i-eme particule la plus a droite,

Définition 1.2.3 (Action des lettres sur S). Soit a € N*. L’action de a sur les configurations est donnée par

Uapplication ®, : S — S définie de la maniére suivante :

X(@)+1 sii=B(X,a)

X (1) sinon.

((I)a(X))i = {

On pose également ® 4o (X) = X pour tout X € S.

En d’autres termes, ®, est 'application qui a une configuration X associe une copie de X ou 'on ajoute une
particule dans 'urne immédiatement a droite de celle contenant la a-eme particule la plus a droite. En particulier,
®; ajoute toujours une particule dans l'urne vide la plus & gauche. On illustre I'action de ®; et ®4 sur une

configuration d’urnes en figure 1.3.

Définition 1.2.4 (Infinite-Bin Model (IBM(u)). Soient (&;)ien+ des variables aléatoires iid de loi p et Xg € S. On
définit le modele IBM (1) comme le processus de Markov (X )nen @ valeurs dans S vérifiant X1 = ¢, (Xy)

pour tout n = 0.
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1.2.2 Ordre partiel sur les configurations et monotonie de ¢

On peut définir un ordre partiel < sur I’ensemble S des configurations de la maniere suivante :

Définition 1.2.5. Soient X,Y € S. On pose que X <Y si et seulement si pour tout n € N*, B(X,n) < B(Y,n).
Autrement dit, X <Y si et seulement si pour tout n € N*, lindice de l'urne de la n-éme particule la plus a droite

est plus a gauche dans X que dans'Y .

Remarque 1.2.6. On peut ré-interpréter cet ordre de la maniére suivante : X <Y si et seulement si il y a toujours

moins de particules a droite de toute position de départ dans X que dansY, c’est a dire :

a0 o0
VkeZ, Y X(j) < DY ().
=k =k
Définition 1.2.7. Soient p et v sont deuz probabilités sur N* u{oo}. On dit que i est dominée stochastiquement
par v et on note p < v si pour tout k € N, v([1,k]) < w([1,k]). De maniére équivalente, p est dominée

stochastiquement par v si et seulement s’il existe un couplage (€,¢) tel que X <Y, et ou & ~ p et ( ~ v.

Proposition 1.2.8. On a les propriétés de croissance suivantes :
o (X,a)e S x N* — &,(X) est croissante en X et décroissante en a pour l'ordre partiel < sur S et l'ordre
naturel sur N*.
o Sip et v sont deux probabilités sur N* U {0} telles que v < p, alors il existe un couplage (X,Y) tel que
X, <Y, pour tout n € N*, ot X ~ IBM(u) et Y ~ IBM(v).

Démonstration. Le premier point est immédiat en utilisant la définition de ® et en remarquant que B(X,n) est
I'indice de I'urne de X € .S dans laquelle on ajoute une particule par application de ®,, a X.
Le deuxiéme point est une conséquence du premier et du fait que 'on peut construire ((&,, (,))nen* 1.i.d. avec

&n ~ 1 et G, ~ v pour tout n € N* et tel que pour tout n e N*  (, < ¢&,. O

1.3 Le couplage de Foss-Konstantopoulos

Dans le cas ot py, est la loi géométrique sur N* de parametre p pour p €]0, 1], on a un couplage entre G, (p) et

un IBM(y,) partant de la configuration initiale admissible X vérifiant Xo(1) = 0 et X((0) = co0. Pour ce couplage,

Ln(p) = F(Xy), (1.2)

ce qui le rend utile pour étudier L, (p) par un point de vue Markovien. On construit ce couplage de la maniere
suivante :
o On construit G, (p) sommet par sommet.
o A chaque fois que ’on rajoute un sommet au graphe, on ajoute une particule dans I’'urne d’indice la longueur
du plus long chemin finissant en ce nouveau sommet dans G, (p).

Il reste a vérifier que ce processus suit bien la loi attendue :
Lemme 1.3.1. (X,,)nen suit la loi d’un IBM (), ot i, est la loi géométrique sur N* de paramétre p.

Démonstration. Soit n = 0. Pour construire X,,+1 & partir X,,, on considere (i1, ..., ik, n+1) un chemin de longueur

maximale finissant en n + 1 dans Gp41(p), puis on ajoute la particule numérotée par n + 1 dans 'urne d’indice
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FIGURE 1.4 — Illustration de la construction du couplage avec 'IBM(fp).

k + 1. L’idée est d’utiliser I'indépendance des variables F; ; de la définition 1.1.1 pour voir que 'on ajoute bien la
particule n + 1 a droite de la &, i-éme particule la plus a droite pour une variable &, de loi p, indépendante de
Xn.

On note [; la longueur d’un plus long chemin finissant en i dans G, (p). Il existe alors o, une permutation de

[1,...,n] telle que Iy, (1) = ly,(2) =+ = lg,(n) et telle que oy, est (E;;)1<i<j<n-mesurable. On pose alors

£n+1 =

~ { inf {i € [1,...,n] | E,, (n+1 =1} si cet inf est fini

n+1 sinon.

Par définition du modele, X,,,1 = <I>£~n+1(Xn). On remarque que Enﬂ et (Fij)i<i<j<n sont indépendants et
que &n41 a la méme loi que min(&,n + 1) si € est de loi p, (par indépendance de oy, et (Ejpn+1)i<i<n). On peut
alors construire une variable &,.1 de loi p, indépendante de (E;;)i<i<j<n telle que min(&,11,n + 1) = Eml. 11
reste & observer que ‘I)gnﬂ(Xn) = ®¢, ,(Xp), ce qui est dit au fait que X, (0) = o0 et >,,o; Xy (1) = n. Les (£,)

sont indépendantes par construction. O

1.4 Existence de la vitesse pour 'IBM

Soit X de loi IBM(1,) et de configuration initiale Xy € S. Par le couplage précédent et si on admet que la

limite p.s. suivante existe,
F(X
C(p) = lim ( n)

n—00

On montre dans cette section que cette limite existe en fait pour toute mesure p sur N* U {oo}. Dans un premier

temps, on montre le résultat pour p a support fini puis on étend ce résultat a toute mesure de probabilité pu.

1.4.1 Cas a support fini

On suppose ici que K := sup(supp(p)) < o et que X a la loi d'un IBM (i) avec pour configuration initiale X.
Dans ce cas, suffit d’étudier le contenu des urnes contenant les K particules les plus & droite, étant donné que ce
sont les seules sur lesquelles nos ®,,, vont agir. Cela réduit le probleme a I’étude d’'une chaine de Markov a espace
d’états fini.

Notation 1.4.1. Si = {x e NK-1| Zfi}l v <KetVie{l,...,. K -2}, 2; =0= ;41 = 0} est l’ensemble des
configurations admissibles a K particules. On pose Il la projection de S sur Sk par :

S — Sk

HK: )
X — (XBX K)+j~Digjer
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Les éléments de Sk correspondent bien & des configurations a K particules. En effet, lorsque ’on applique 11
a une configuration X, alors on obtient une configuration x € Sx composée de strictement moins de K particules.
On en déduit alors par définition de IIx que les K — Y’ x; particules restantes sont dans 'urne dans X de position
B(X,K) — 1 et on connait donc bien les positions relatives des K derniéres particules dans X. On pose alors
le processus Y = (Y},)n>0 défini par Y,, = IIx(X,), qui ne garde donc en information que les positions des K

particules les plus & droite dans le processus (X,,)n>0. On montre alors que Y est toujours une chaine de Markov.

Lemme 1.4.2. Y est une chaine de Markov a espace d’états fini qui ne posséde qu’une classe d’états récurrents.

En particulier, il existe une unique probabilité stationnaire sur Si pour cette chaine de Markov.

Idée de preuve. On peut construire facilement ’analogue naturel ® de @ pour Y vérifiant pour tout n = 0,
Yol = &)ﬁn +1(Y5). Pour montrer qu'il n’existe qu'une seule classe d’états récurrents pour Y, il suffit de remarquer
que lorsque 'on applique assez de fois €>K a une configuration de départ quelconque, on tombe toujours sur la
configuration = dans Sk telle que 1 = K — 1 apres un certain nombre d’itérations. L’existence et 'unicité de la
probabilité stationnaire viennent respectivement du fait que l'espace d’états est fini et qu’il n’y a qu’une classe

d’éléments récurrents. O

Notation 1.4.3. Pour donner une formule pour la vitesse du front, on doit introduire quelques notations sur'Y :

o

Pour Yy € llg, on note |Y| = Zfi}l Yo(i) le nombre de particules dans la configuration Y.
o Ty :=0 et pour k € N, Tiy1 := inf{n > Ty | |Y,—1| = K — 1} les instants de gel d’une urne de X
a gauche, c’est a dire les instants auzxquels on va perdre linformation de l'urne la plus a gauche dans le

processus (Y )n=0-

o

Zy = K — |Yr,| est le nombre de particules dans l’urne gelée a l'instant k.

(e]

N, est le nombre d’urnes gelées avant l’instant n, c’est a dire Uentier tel que Ty, <n < Ty, ., .

On peut a présent énoncer le résultat principal dans le cas ou u est a support fini :

Proposition 1.4.4. Pour p a support fini, il existe vy, € [0, 1] telle que pour toute configuration initiale Xo,

F(Xn> p.s.
T no (1.3)

De plus, en posant w la probabilité stationnaire pour Y, on a une formule exacte pour vy, :

1 1
oy = Br (Vo] = K ~1) = g = g (1.4)

Démonstration. On commence par remarquer que F(X,) = N, + F(Y},), ou F(Y,,) est l'indice de la derniére urne
non vide dans Y, (nulle 8’il n’y a aucune urne non vide dans Y;,). Comme Y;, € [0, K], il suffit de montrer la
convergence de % Vers vy,.

On remarque ensuite que les moments ou l'on gele les urnes correspondent aux temps ou la configuration

contient K — 1 particules par définition, d’ou :

—1
N, 17
x Voo 1
VneN s 7 = o Z ]l\Yj|:K71‘
§=0
Etant donné que notre chaine de Markov ne possede qu'une seule classe d’éléments irréductibles, on sait qu’il

existe une unique probabilité stationnaire m pour cette chaine. De plus, pour tout état transient Yy € Ilx, un

résultat classique sur les chaines de Markov fait que 7(Yy) = 0. Par théoreme ergodique pour les chaines de
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Markov irréductibles récurrentes positives, on obtient lorsque la configuration initiale Yy est un état récurrent
que :

N,

S (Yol = K —1).

n n—x
On remarque que la limite ne dépend pas de la configuration initiale. Pour se ramener a une configuration
Yo quelconque, il suffit de noter que presque strement, & partir d’'un certain rang, Y, est dans la classe d’états
récurrents puis on applique la propriété de Markov forte pour se ramener au cas ou Yy est récurrent. On obtient
alors la premiere égalité. Il reste & montrer les deux autres.

Il est facile de vérifier par définition de N,, que

N,
7
Z]_l J  p.s. 1. (15)
n n—00

Comme % converge vers une limite que I’on note v, > 0, on déduit de la convergence précédente que

Ny,
ijl Zj p.s. 1

N, n—w v,
En observant que la suite (IV,) passe presque surement par tous les entiers, on a

D 7
j=14j ps. 1

P P00 vy,

En remplagant n par T, dans (1.5), on obtient

P 7
j=1“J7 Dp.s. 1
T, p—0

et donc
Tp p-.S. 1

p poo U,
On en déduit le résultat en appliquant le théoréeme de convergence dominée en observant que ces variables sont

bornées presque surement par K. O

1.4.2 Cas général

Pour montrer 'existence de la vitesse du front v, on va procéder par approximations en modifiant la mesure
pour se ramener au cas ol la mesure est a support compact et en utilisant la monotonie de ® vue en sous-section

1.2.2. On commence par se ramener au cas ol u est a support dans N* :

Proposition 1.4.5. Soit u une probabilité a support dans N* U {oo}. Soit p = u({+0o0}). Soit v la probabilité définie

par v(A) = ‘i(f’z) pour tout A € P(N*). Soient (X,) ~ IBM(v) et (Z;)i=1 une suite de variables i.i.d. de loi B(1—p)

indépendante de (X,), alors si on pose Sy, = Y, | Z;,

(X, Jnen ~ IBM(1).

De plus, si on suppose que la vitesse du front v, pour 'IBM(v) existe et si on pose v, := (1 — p)v,, alors

F(X
( Sn) p.S. 'UH,-
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Démonstration. Soit (Cp)n>1 telle que X,41 = ¢, ., (X,). Pour montrer que (Xg,) ~ IBM(y), on pose pour tout
n € N*¥,
400 i Z,=0
fn =

(s, sinon.

On montre alors que pour tout n € N, Xg ., = ®¢  (Xg,) et que les &, sont i.i.d. de loi p. Le premier point
est immédiat. Pour le second, on montre également par récurrence sur n que les (§;)i=1,.. n sont i.i.d. de loi p. Il

ne reste donc qu’a montrer la convergence vers vy,.

(Xn) p.s.

Par hypothese, £ - vy., et donc comme S,, — 00,

n—aoo
F(Xs,) ps.
T —— . (1.6)
Par la loi forte des grands nombres, %” p'—sc'x; 1 — p, et donc par la formule (1.6) :

n—

F(Xsg, 5.

M 22, (1 —p)u,.
n n—a0

Il ne nous reste donc qu’a montrer le résultat pour les mesures a support dans N*.

Proposition 1.4.6. Soit 11 une probabilité a support dans N*. Soit (X,,)n=0 ~ IBM(u) de configuration initiale Xo.

Alors il existe v, €]0,1] tel que

F(Xn) p.s.
771 —)n—>oo (e

Démonstration. L’idée est d’encadrer X,, par deux processus a valeurs dans S pour lesquels on peut calculer la

vitesse du front. Fixons K € N*. Si (§,)n>1 est telle que X,,11 = ®¢, ., (X,,), on pose

gK—{ 4+ sié, > K

&,  sinon.

On pose également 7(%9) le shift vers la droite sur les configurations qui & X € S associe (X (i — 1));ez. Pour K un

. , . ~K N .
entier fixé dans N*, on construit alors deux processus X K ot X sur S de la manitre suivante :

K
Xi =X =X
XnKJrl = q)g{fﬂ(XnK)

—K K
Xn+1 = ]1§n+1<K + T(d) (Xn )1£n+1>K

K
Ent+1(Xy)
En d’autres termes, si &, < K, on passe de l'instant n—1 a I'instant n pour ces deux processus de la méme maniere

1, €t pour le processus X, on décale

que pour (X,). Lorsque &, > K, pour le processus X, on pose X, = X
toutes les particules d’un indice vers la droite pour passer de l'instant n — 1 a l'instant n. On peut alors montrer
par récurrence que pour tout n € N, Xff < X, < YHK, et donc que F(Kﬁ() < F(X,) < F(Yf) On remarque
alors que XX a la loi d’un IBM(pug), ou p est la loi de {{(. Par la proposition 1.4.4 et la proposition 1.4.5, il

existe vg indépendante de Xy telle que

F(XEY L.
— —— VK.
n n—o0

En utilisant ’existence de cette limite, la loi forte des grands nombres, et le fait que

F(Xn) = F(Xff) + Z ]1{K<§j<+oo}>
=1
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on obtient ”
F(X 5.
FXW) s v + p([K + 1, +o0[).
n n—00

On a donc pour tout K € N*, presque stirement,
F(Xn)

F(X
VK < liminfM < limsup —= < vk + p([K + 1, +0]).
n

n—w0 n n—00
Il reste donc a voir que vy converge lorsque K tend vers l'infini. Or, vg < 1 et par la proposition 1.2.8, la
suite (v ) est croissante. On en déduit qu’elle converge vers une limite v, € [0, 1] et on a le résultat. O

Une conséquence de ce résultat et du couplage de Foss-Konstantopoulos est 1'existence de C' :

Corollaire 1.4.7. Si p1,, est la loi géométrique sur N* de parameétre p €]0,1], alors

Ln(p) p-S.

n n—0o0

Upip - (17>

En particulier, on a redémontré 'existence de C' et de plus, C(p) = vy, .

Une autre conséquence de ’existence de la vitesse du front et de la proposition 1.2.8 est la suivante :

Corollaire 1.4.8. Si ;1 et v sont deux probabilités sur N* U {oo} telles que v < i, alors v, < v,.

Ce corollaire est notamment utile pour le calcul numérique de bornes sur C et des coefficients de son déve-
loppement en série entiere au voisinage de 1. On a également la formule obtenue dans la preuve de la proposition
précédente :

vg < vy < vi + p([K + 1, +0]).



Formules pour v, C, et régularité de C

Dans [1] et [2], Bastien Mallein et Sanjay Ramassamy donnent deux méthodes pour obtenir des formules pour
calculer la vitesse du front de 'IBM. Pour ce faire, ils utilisent dans chacun des articles une certaine classe de
mots qui vérifient certaines propriétés en lien avec les configurations d’urnes. En sous-section 2.1, on présente la
méthode utilisée dans l'article [1]. En sous-section 2.2, on présente la méthode utilisée dans I'article [2] et on
étend la formule trouvée a d’autres classes de mots vérifiant certaines conditions. En sous-section 2.3, on détaille
la preuve de I'analyticité de C' sur 0, 1] comme cela est fait dans larticle [2]. Enfin, on présente en sous-section
2.4 le lien entre un cas particulier de marches aléatoires branchantes avec sélection et le modele IBM (1) lorsque
p est proche de 0. On en déduit alors la formule (1.1).

Pour ce qui va suivre, on a besoin d’introduire quelques notations et définitions.

Notation 2.0.1. o Soit A =Jr_(N*)" I’ensemble des mots a lettres dans N* (par convention, (N*)? =

{@} ou & est le mot vide).

o Pour a = (a1,...,ap) € A et p une probabilité sur N* U {0}, on note |a| = n la longueur de «,
H(a) =3 (i — 1) la hauteur de o et W, (o) = [ 7, u(cw) le poids de c.
o Pour a,B € A, on note a- 8 = (a1,...,a)q, 51, .., B3)) la concaténation de o et de 3.

o On note pour ni,ng € N,

o2 (Qnyy ey Qny) si1<np <ng < |af
" %) sinon.
Définition 2.0.2 (Action des mots sur S). Pour o = (aq,...,an) € A, on pose Oy = Py, 0...0c Po, action du

mot o sur les configurations.

Définition 2.0.3 (Bons et mauvais mots relativement & une configuration). Soit X € S et o € A. On dit que «
est un bon mot relativement a X si I (2o (X)) = F(®_jai-1(X)) + 1. On dit qu’un mot est un mauvais mot
1

relativement a X s’il n’est pas bon relativement ¢ X. Par convention, & est mauvais pour X.

En d’autres termes, « est un bon (respectivement mauvais) mot relativement a X si l'action de « sur X fait

(respectivement ne fait pas) avancer le front de 1 au moment ou sa derniere lettre agit.

Notation 2.0.4. On note Px l’ensemble des bons mots relativement a X.

13
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2.1 Par développement perturbatif exact

Dans [1], la méthode utilisée pour obtenir une formule pour v, consiste & écrire I'avancée du front apres
I’application d’un mot « comme une somme sur tous les sous-mots 5 de o comptés avec multiplicité de termes
correcteurs £(3). Heuristiquement, lorsque p est “proche” de d1, la plupart des lettres (&,) vont étre des 1, et les
autres lettres vont former de petits mots séparés par ces 1. Ainsi, plus les mots sont grands, plus ils sont rares.
L’idée est de considérer des mots de plus en plus grands et de quantifier la différence entre ’avancée du front en
appliquant un grand mot et 'avancée du front que 'on s’attendrait a avoir en ne considérant que les sous-mots

stricts du grand mot.

Définition 2.1.1. Pour X € S et a € A, on note dx(a) = F(®,(X)) — F(X) l'avancée du front a partir de X

par application de .
Notation 2.1.2. Pour I = [ni,na] un intervalle d’entiers, on notera ar = ag?.

Définition 2.1.3. Pour X € S, on définit la fonction ex : A —> Z telle que pour tout o € A,

dx(@) = > exlar). (2.1)
1L o]
I intervalle

On peut montrer que la quantité £x () est bien définie pour tout a € A par récurrence sur || en remarquant

que ex(a) = dx(a) = 3} rc1,|a] €x(ar). On peut alors énoncer le résultat principal de cette section :
I intervalle

Théoréme 2.1.4. Soit u une probabilité sur N et Xo € S. Alors

1 n
n 2 Z £xo (@) Wy(a) oo e
j=1 acA
laf<j

De plus, si on se place sous l’hypothese de convergence suivante,

D lexo (@) Wi(a) < o, (2.2)
acA

alors,

vu = Y exo(@W(a).
acA

Démonstration. On considere (X,,)n>0 un IBM(u) de configuration initiale Xy. Par définition de 'IBM(u), on a
F(X,) =dx,(&, .-, &n) + F(Xo). De plus, pour tout n > 0,

o< £ = FXo) et FiXn) po,,

n n n—o0

donc par théoreme de convergence dominée,

£ [dXo (51, cee afn)]

n n—o0
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Or, par définition des €x,,,

E[dxo(fh-u,fn)] — lE Z 2 €X0(§i,-~~7§i+k)

n L [
1 n n—u
= —2 ]E[ng(g’ia"'a&’i-i-k)]
i k=0
1 n n—1i
== Z Z exo ()W (a)
i=1k=0 acA
|a|l=k+1
1 n
= 3D exp(@)Wula)
7=1 acA
|l <g

ou la derniere ligne vient du changement de variable j = n — i + 1. Donc par ce qui précede,

1 n
- DD exo(@)Wi(a) 7 Ve
7j=1 aeA
ol <j

Si de plus on se place sous 'hypothese de convergence (2.2), la série converge et donc comme la suite des moyennes

de Cesaro d’une suite convergente a méme limite que la suite de départ, on en déduit la formule

vu = Y exo(@)Wy(a).
acA

O

Remarque 2.1.5. On remarque que la limite ne dépend pas de la configuration initiale Xo. On a généralement une

infinité de facon d’approximer v, de cette maniére.

On a donc déja deux formules pour approximer v, dans le cas général. Néanmoins, pour utiliser ce résultat, il

est nécessaire de pouvoir calculer en pratique les e x(«). C’est 'objet de la propriété suivante :
Proposition 2.1.6 (formule pour €x). Pour tout a € A,
ex(@) = dx(0) — dx(ay") — dx ()" ™) + dx (a7,
On en déduit que
ex (@) = Liaepyy = L olepy -

Démonstration. Le deuxiéme point est une conséquence directe du premier en notant que pour tout mot a € A,

Laepy) = dx(a) —dx (Oé‘f”_l) :

Pour montrer le premier point, on applique la formule d’inversion de M6bius sur ’ensemble des intervalles d’entiers

(muni de l'inclusion comme ordre partiel) pour écrire

ex(a) = Z dx (ar)e(L, [1, ]a]]),
1<[1 o]
I intervalle
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ou ¢ est la fonction de Mobius définie telle que pour tous I, J intervalles d’entiers finis,

1 sil=J
o(I,J) = —Z[gngap(I,j) silcJ
0 sinon.

Pour simplifier les notations, on notera ici pour i < j € N*

[i,j —1]) sii<j [i+1,5]) sii<j

o) sinon. o) sinon.

(i, 5]) = { et @([i,j]) = {

Le résultat est alors une conséquence directe du lemme suivant sur la fonction de Mo6bius. O

Lemme 2.1.7. Si Jy est un intervalle d’entiers fini de cardinal n € N*,

-

1 SiIZJo,
-1 siI=mw(Jy) etn=2,
oI, Jo) =< =1 sil=w(Jy) etn=2,
t

si I =mw(Jy) et n =3,

0 sinon.

Preuve du lemme. On procede par récurrence sur n. Pour les cas n = 1 ou 2, les résultats se montrent au cas par
cas. On suppose a présent le résultat vrai jusqu’a un certain rang n > 2.

o Sil =m(Jy), alors
oI, Jo) = —o(I,1) = —1.

(e]

Si I =w(Jp), on a le résultat de la méme maniére que pour le premier cas.

o

Si I = 7w(Jy), alors par définition de ¢ et hypothese de récurrence

¢(I,Jo) = p(mw(Jo), Jo)
= —p(rw(h), 7w (Jo)) —p(rw(Jo), w(Jo)) —p(rw(Jo),7(Jo)) = 1.

v

v~ v~

=1 =1 =1

o Si I = 7*(Jy) pour un certain k € [2,].Jo|], alors par hypothese de récurrence,

N~ "

k—2
o(7"(Jo), Jo) = — @(x*(Jo), Wk(JO)z — (7 (Jo), Wk_l(JO)j = > e(*(Jo), 7 (Jo))
1 1 =1 0

=0.

o Si I = w”(Jy) pour un certain k € [2, |.Jo|], alors le résultat se montre de la méme maniere que pour le cas
précédent.
o Si I € Jy ne correspond a aucun des cas précédents, si T est Dintervalle d’entiers tel que Ww(f ) = I, alors

Ic Jo et donc par définition de ¢ et hypothese de récurrence :

oI, Jo) = — (I, 1) = oI, (1)) — oI, m(1)) — p(I, w0 (1)) - 3 o(1,7)
=1 =1 =1 -1 J<Jo intervalle -0

J#£Lw(I)m(I),mw(I)
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2.2 Par construction de 'IBM stationnaire

Une autre méthode pour approximer v, décrite dans [2] et développée postérieurement a celle proposée dans
la section 2.1 donne cette fois ci v, comme une somme infinie de termes positifs de la forme W, () ot les o
parcourent une certaine classe de mots. L’idée est de construire une version stationnaire du processus IBM pour
obtenir par stationnarité la vitesse du front comme la probabilité que le front avance a un instant fixé quelconque,

puis de calculer cette probabilité en utilisant les propriétés de notre processus stationnaire.

2.2.1 Construction de ’'IBM stationnaire
Définition 2.2.1. On dit qu’une probabilité p sur N* est dégénérée s’il existe a € N* tel que = 04.

On détaille dans cette sous-section la preuve la construction d’un processus IBM stationnaire, qui sera défini
sur I’espace de temps Z et plus sur N comme précédemment. Dans cette sous-section, p sera toujours une mesure

de probabilité non dégénérée.

Notation 2.2.2. Pour n € Z, on note 1, Uapplication de S dans S qui a une configuration X associe la configuration

(X (i +n))iez. Appliquer T, a une configuration X revient a shifter ses urnes de n positions vers la gauche.

Théoréme 2.2.3. Soient (&,)nez des variables i.i.d. de loi p non dégénérée. Soit (Fp)nez la filtration définie par
Fn = 0((&k)k<n)- Alors il existe un unique (au sens presque sir) processus (Yp)nez sur S tel que F(Yp) = 0, et
pour tout n € Z,

Y1 = <I>§n+1(Yn) et TF(Yn)(Yn) € Fn.

Remarque 2.2.4. Ce processus est stationnaire car (§n+1)nez €t (En)nez ont méme loi. On parlera alors de processus

IBM(u) stationnaire.

Pour construire le processus Y, on commence par construire Yy. Pour ce faire, I'idée est de trouver des évé-
nements de rénovation dans le passé, c’est a dire de montrer qu’il existe un n € N* tel que quelle que soit la
configuration X & laquelle on applique £°,,, on obtient toujours le méme placement pour les particules dans les K
urnes non vides les plus & droite dans la configuration obtenue. Pour donner une idée de la preuve, on a besoin de

définir la notion de mot K-coupleur, de K-configuration et de nombre de couplage d’un mot :

Définition 2.2.5. Soit K € N*. On définit la fonction Ik qui a une configuration X associe sa K-configuration

définie par le contenu de ses K dernieres urnes non vides :

LS — (WK
g : '
X — (X(F(X)+j—K)cjex

On dit qu’un mot o € A est K -coupleur si l'image de Hyo®o est un singleton. Le nombre de couplage d’un

mot « est la quantité c(a) = max{K € N* | a est K-coupleur}.

Remarque 2.2.6. En d’autres termes, un mot est K -coupleur s’il caractérise le contenu des K derniéres urnes non
vides partant d’une configuration quelconque. Le nombre de couplage d’un mot correspond alors au nombre d’urnes

non vides a droite de contenu identique quelle que soit la configuration a laquelle on applique ce mot.

On peut alors facilement vérifier le lemme suivant, 'idée étant qu’en ajoutant une particule en plus apres un

mot, on ne perd de 'information que sur au plus une urne :
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Lemme 2.2.7. Pour tout a € A, d e N*, c(a-d) = c(a) — L{g=c(a)}-

Le point clef de la démonstration du théoreme 2.2.3 est de montrer que, presque sirement, pour tout K € N*,

lorsque ’on retourne dans le “passé de Y{”, il existe un moment ou ’on tombe sur un mot K-coupleur :
Proposition 2.2.8. Si pour K € N*, Ny :=inf{n > 0| £°,, est K-coupleur} alors N < o0 p.s.

Démonstration. Soit K € N*. Soient a < b les deux plus petits éléments dans le support de p. On commence par
remarquer que pour m assez grand (m = @ convient), le mot a™ = (a,...,a) (ou a apparait m fois) fait
avancer le front de 1 au moins. On va catégoriser ici nos lettres en trois catégories :

o Petites, la lettre a

o Moyennes, les lettres de [a + 1, K — 1]

o Grandes, les lettres plus grandes ou égales a K.

Par le lemme 2.2.7, si on a un mot « qui est (K + 1)-coupleur et si d est une moyenne ou petite lettre, alors le
mot « - d est toujours (K + 1)-coupleur. Dans le cas ou ’on a une grande lettre, au pire, on perd l'information sur
I'urne la plus a gauche; et dans le cas ou le mot a™ apparait, par ce qu'on vient de voir, on caractérise une urne
en plus a droite. L’idée est alors de considérer les instants ot I'on a des grandes lettres et des occurrences du mot
a'™, puis de chercher parmi ces instants ceux ou 'on a un mot (K + 1)-coupleur qui apparait juste avant dans le
passé et tel que 'on ait toujours plus d’occurrences de a™ que de grandes lettres dans le futur.

On pose alors (Ty)r=0 la suite décroissante de ces instants définie par Ty = 0 et pour k € N,
Tye1 =sup{n <Tj | (& = K)ou (T =a" et n+m—1<Ty)}.

On procede maintenant en trois étapes pour montrer que Ng est fini presque surement. La premiere étape
consiste a se ramener au cas ou la probabilité qu'une grande lettre apparaisse a un instant 7j est faible. La
deuxieéme étape consiste a construire un mot (K + 1)-coupleur a lettres dans le support de u. La derniére étape
consiste a montrer que presque stirement, ce mot va apparaitre juste avant un instant 7T} tel qu’il y aura assez peu

de grandes lettres apres le mot pour que le mot &2 reste K-coupleur.
Etape 1 : On montre le lemme suivant.
Lemme 2.2.9. Pour tout K € N*,

p([ K +oo[)(X — p(a)™)
p(a)™(1 = p(a)) + p([K, +oo[)(1 = p(a)™)

En particulier, cette quantité tend vers 0 lorsque K tend vers l'infini.

P (€T12K) =

Preuve du lemme. On commence par décomposer en fonction de la valeur ¢ de T :
o0
P = K) = ZIP’(i—t > K;T) = —t)
t=1

On remarque alors que I’événement ({_; > K) n (Ty = —t) correspond au fait d’avoir {_; > K et qu'il n’y a
aucune grande lettre et aucune occurrence du mot o™ dans f:tl +1- En décomposant en fonction de d le nombre
de fois ou la lettre a apparait dans {:tl 41, buis en décomposant en fonction des possibilités pour placer les a dans

§:t1 41 Sans avoir de mot a™, on obtient :



2.2. Par construction de U'IBM stationnaire 19

~
[y

Z Z P((éftZK)ﬂ(ViEﬂl,t—lﬂ,fii:a(@xi:l))
1d=02e{0,1}t=1, Y z;=d
1™ n’apparait pas

dans

1 t—1
i {x e {0, 1} Y m=det "0 fﬁﬁirft} W([K, oo u(a)p(fa + 1, K — 1))

8

P(le >K) =

-+
I

-
|

18

t

1d

0 i=1

Or, dénombrer les possibilités pour les positions des d petites lettres sans avoir de a™ revient a compter le
nombre de possibilités pour remplir t — d urnes par d boules en ayant strictement moins de m boules dans chaque
urne (voir les lettres moyennes comme les séparations entre les urnes et les petites lettres comme les boules). Si

on a n urnes et d boules, alors le nombre de combinaisons possible est
m _ r.d m—1\n
= [ 24

On obtient en injectant cette formule dans le calcul précédent et par le changement de variable n =t —d :

~
|
—_

R

P, = K) = p([K, ) F2geva- p(@)pu(fa+ 1, K — 1))~

~
Il
—_
U
Il
o

18
RE

= p([K, ) Fryp(a)u(fa + 1, K — 1)™!

1

T
=]
3
Il

8

= u([K, o) ), (1 +p(a) + -+ p(@)" ) "u(fa + 1, K —1])"

3
Il
—_

_ L+ p(a) + -+ pla)"
= rlE ) T @+t plo Da(la LK 1)
) u([K, o)) (1 — pufa)™)

(@) (1 — (@) + (K, +ooD) (1 — (@)

Par la formule, on a bien la limite attendue quand K tend vers l'infini.

O

Dans l'article d’origine, la formule énoncée n’était pas la bonne, mais cela ne changeait rien au reste de la
preuve étant donné que 'on n’utilise que le fait que cette quantité tend vers 0 pour montrer le résultat. On

considere a présent que K est assez grand tel que P (&7, = K) < %
Etape 2 : La deuxiéme étape consiste a construire un mot (K + 1)-coupleur avec seulement deux lettres :
Lemme 2.2.10. Pour toutes lettres 1 < dy < da, il existe un mot (K + 1)-coupleur v composé des lettres dy et da.
On considérera dans ce qui va suivre le mot v construit dans le lemme pour di = a et do = b.

Remarque 2.2.11. Si d; = 1, le lemme est facile ¢ montrer en remarquant que le mot 15+1 convient. Dans le cas
ot la loi p est géométrique, comme a = 1, on a bien un mot (K + 1)-coupleur v composé seulement de lettres dans

le support de la loi.

Idée de preuve du lemme 2.2.10. La preuve de ce résultat est détaillée dans [8]. O
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Etape 3 : Pour trouver un instant —n ou l’on a toujours moins de grandes lettres que de mots a™ entre —n
et ¢ pour tout ¢ entre —n et 0, on introduit une marche aléatoire pour traduire cette propriété en terme de temps
records.

On pose la marche aléatoire (S,)nen définie par Sy = 0 et pour tout n = 0,

1 SigTHZK

—1 si an = a.

Sn-‘rl _Sn = {

On pose pour k € N, R, = inf{n > 0| S,, < —k} les temps de record négatifs. Ces temps sont tous finis presque
strement car par l'étape 1, E[S,+1 — S,] = 2P(ér, = K) — 1 < —%, et donc la marche (S,,) dérive vers —co. On
pose alors L = inf {k € N*,ﬁ;ﬂR::‘lw‘ =
probabilité non nulle d’apparaitre et que I'on a indépendance entre ce qui se passe apres et avant Tg, .

} . On peut montrer que L est fini presque siirement car le mot vy & une

En posant N = —Tg, + ||, on peut montrer en parcourant la marche (S,) dans le sens inverse que {:]1\, est
(K + 1)-coupleur. L’idée est que comme on se trouve en un temps record pour S juste aprés le mot v qui est
(K + 1)-coupleur, on conserve la propriété de (K + 1)-couplage par le lemme 2.2.7 car par définition des temps
de record, on aura toujours parcouru plus de a” que de grandes lettres lorsque 'on parcourt la marche dans le
sens inverse. Toujours par le lemme 2.2.7, on en déduit que £° N est K-coupleur, et donc que Nk est fini presque
stirement.

On a donc montré le résultat pour K assez grand. On en déduit le résultat pour tout K en remarquant que la

suite (N ) est croissante. O
On peut maintenant montrer I'existence et 'unicité de I'IBM stationnaire :

Preuve du théoréeme 2.2.3. On commence par construire Yy. Par la proposition précédente, presque siirement et
pour tout K € N*, Ni < o0, donc par définition de Nk, on a caractérisé pour tout K € N* les K dernieres urnes
non vides (Yo(—K + 1),...,Y5(0)) de Yy. On pose Yy(i) = 0 pour @ > 0 pour que I'hypothese F(Yy) = 0 soit
vérifiée. Pour voir que cette construction est cohérente, on remarque que pour K; < Ko, si a est Ks-coupleur,
alors il est Kj-coupleur. En particulier, la suite (Ng) est croissante. On en déduit par définition de Ng, que
I Klo‘bgg e I Klo@gg Vi, et donc que la construction de Yy est bien cohérente. On a donc montré ’existence et
I’unicité pour Yy vérifiant les hypotheses du théoréme.

Pour n > 0, il suffit de poser Y,, = ®¢n (Yp) pour construire Y;,. Pour construire Y_,,, on proceéde exactement
de la méme manieére que pour construire Y mais en partant de —n. Il faut alors vérifier que ’on a bien cohérence,
c’est & dire que les Y_; pour i € {1,...,n — 1} construits au début de la preuve et les Y_; obtenus a partir de Y_,
sont les mémes. Cela vient du fait que 'on a montré I'unicité de Yy vérifiant les hypothéses de I’énoncé.

O

2.2.2 Formules pour v,

Maintenant que 'on a montré 'existence d’'un processus IBM stationnaire, on peut faire le lien entre ce

processus stationnaire et le processus IBM de départ :

Proposition 2.2.12 (Propriété de couplage). Soit (§,)nez i.i.d. de loi p non dégénérée et Xy € S. Soient X
UIBM(p) de configuration initiale Xo construit a partir des (&,)nen+ et Y UIBM(p) stationnaire construit a partir

des (§n)nez- Alors presque strement, pour tout K € N* | il existe un rang N € N* a partir duquel pour tout n = N,

i (X,) = Hg(Yy).
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Idée de preuve. On procede de maniere similaire a ce que I'on a vu dans la preuve de la proposition 2.2.8. L’idée
est de trouver une occurrence du mot 7 dans (&;)i>0 & un instant N ol sup,>y Si < Sy. En effet, comme la
marche (.S,) dérive vers —oo, il existe une infinité de tels instants, et le mot 7 a toujours une probabilité positive
d’apparaitre. On peut alors montrer qu’'un tel instant existe bien. Comme + est (K + 1)-coupleur, on obtient que
ﬁK(XNJrM) = ﬁK(YN+|’y|)' Pour i > N + |v|, on peut voir que la propriété de K-couplage se conserve pour &4

grace au fait que S, < Sy pour tout n = N, et donc on a bien le résultat. O

Corollaire 2.2.13. Soit . une probabilité non dégénérée sur N*  alors
v, =P(F (Y1) =1).

Démonstration. Par la proposition précédente, presque sirement, il existe N € N tel que pour tout n > N,

F(X,) = F(Y,). Donc presque stirement, % — U Comme de plus % € [0, 1], par théoreme de conver-
n—
gence dominée :
F(Y,
E [(")} — v,
n n—0o0

Par stationnarité de (Y,,), pour tout k € N, E[F(Yy41) — F(Yr)] = E[F (Y1) — F(Yy)] = E[F(Y1)]. En remarquant
que F(Y7) € {0,1}, on a
v, =P(F(Y1) =1).

O

Par cette propriété, on peut en déduire plusieurs formules pour v, en écrivant cette probabilité comme une
somme de poids de mots parcourant une certaine classe de mots. Dans [2], la classe de mots utilisée est celle des

bons mots minimaux. On adapte ici la preuve a des classes de mots plus générales.

Définition 2.2.14 (Bons et mauvais mots, minimalité). Soit a € A. On dit que o est un bon (respectivement
mauvais) mot si pour toute configuration X € S, v est bon (respectivement mauvais) relativement a X . De plus,
on dit qu’un bon (respectivement mauvais) mot est minimal s’il ne contient aucun suffize strict bon (respective-

ment mauvais).

Notation 2.2.15. On notera B I’ensemble des bons mots et M l’ensemble des mauvais mots.
De méme, on notera B,, ’ensemble des bons mots minimaux et M,, ’ensemble des mauvais mots

Mminimau.

Remarque 2.2.16. Avec les notations précédentes, on a par définition :
B={Px e M=[)(Px)
XeS XeS

Définition 2.2.17. Soit C < A une classe de mots, on dit qu’un élément o de C est minimal pour C si a n'a

aucun suffize strict dans C. On notera C,, ’ensemble des éléments minimaux de C.

Théoréme 2.2.18. Soit C une classe de mots telle que Cp, € B U M. Soit T = inf{n > 0| €L, € C}, alors si T < oo
p.s.,

va= Y, Wule)=1— > Wy(a).

a€CmnB a€CpmnM
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Démonstration. Par le corollaire 2.2.13, v, = P(F(Y7) = 1). En utilisant le fait que 7" est fini presque stirement et

que & € Cpy € B U M, on obtient :
vy =PElpeB)=1-P(EeM).
En décomposant ces probabilités en fonction de la valeur de §£T,

vy = Z PElr=a)=1- Z Pl =a).

a€CmnB a€Cpmpn M

Enfin, pour « € C,,,, par minimalité de «,

Py =a) =P (T+2=a;€! .5 = o)
=P (§£|a|+2 = a)
= Wﬂ(a)v
d’out le résultat. O

Corollaire 2.2.19 (par les bons mots minimaux). Pour p une probabilité sur N non dégénérée,
vp= D Wu(@)=1- > Wy(a).
aEBm aeEMp,

Par conséquent, pour tout p € [0, 1],

Clp)= Y pll(1—p).

aEB,

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent pour C = B u M. Pour voir que T = inf{n > 0| ! €
B u M} est fini presque stirement, on utilise la propriété 2.2.8 pour K = 1 et le fait que 7' < Nj. En effet, si
ng est 1-coupleur, alors fiT est un bon ou un mauvais mot en fonction de si &; est plus grand ou plus petit que
le nombre de particules dans 'urne non vide la plus a droite déterminée par §9T. La deuxieme égalité vient du
corollaire 1.4.7. O

On peut également donner une formule pour v, en utilisant une autre classe de mots : les mots triangulaires.
Définition 2.2.20 (Mots triangulaires). On dit qu’un mot « est triangulaire si
Vie[1,]a|], a; <.
On notera T l’ensemble des mots triangulaires. Si o € T,,, on dit que « est triangulaire minimal.

Exemple 2.2.21. Les mots 12 et 1134 sont triangulaires minimauz. Le mot 21 n’est pas triangulaire. Les mots 121

et 12212 ne sont pas triangulaires minimauz car les suffives 1 et 12 sont triangulaires.

Corollaire 2.2.22 (par les mots triangulaires minimaux). Pour p une probabilité sur N non dégénérée telle que p

est d’espérance finie, alors

et donc pour tout p €]0,1],
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Remarque 2.2.23. On peut montrer que ’hypothése (plus faible) suivante peut remplacer I’hypothése que p est

d’espérance finie :

Z 1_[ ([1, &) = (2.3)

Ce résultat se montre de la méme maniére que dans larticle de Comets et al. [9], section 5, avec (en reprenant

les notations de cet article) ap, = p([1,k + 1]).

Démonstration. On veut appliquer le théoreme 2.2.18 pour C = 7. Il suffit donc de vérifier les deux hypotheses
du théoreme.

Le fait que 7, € Bu M vient du fait pour un mot triangulaire o, pour tout X € S, ((®a(X))i);- p(x) ne dépend
pas de X. En d’autres termes, quelle que soit la configuration initiale, les particules vont toujours s’agencer de la
méme maniere a droite du front. En particulier, en regardant quelle particule se reproduit au dernier coup, on en
déduit si le mot est bon ou mauvais.

Le fait que ’on obtient un mot triangulaire dans le passé vient du fait que u est d’espérance finie. On commence
par noter par un simple calcul que si py est la probabilité que £;° est un triangulaire (infini), alors pg > 0 si et

seulement si p est d’espérance finie. En effet,

png]P’( <i+1) H ([1,i +1]).

On a alors le résultat en passant au log dans 1’égalité précédente.

Une maniére de montrer que T est finie presque stirement est de le majorer par une somme d’un nombre
aléatoire ( de loi dominée stochastiquement par la loi géométrique de parametre py) de variables aléatoires finies
presque stirement. Pour ce faire, si &, = k, on commence par vérifier si £ k41 €st triangulaire. S’il T'est, on a trouvé
un suffixe triangulaire, donc 7" est bien fini. Dans le cas contraire, on calcule m = max{¢;—i—k,i € [-k+1,0]} > 0
et on réitere le processus en partant de —k + 1 — m. On réitere alors le processus jusqu’a ce que l'on obtienne
un mot triangulaire. Par indépendance de (&;)i>0, le nombre N de fois que 'on doit itérer le processus pour avoir
un mot triangulaire est dominé par une variable de loi géométrique de parametre py. En notant Z; le nombre de
sommets entre les temps de départ des (i — 1)-eéme et i-eme itérations, on a T’ < Zf\i 1 Z; et donc on en déduit que
T est fini presque stirement.

O

2.3 Analyticité de C' et développement en série entiere au voisinage de 1

Notation 2.3.1. Pour p,q = 0, on note
D(p,q) = ), p*g"®.

aEBm,

En particulier, par le corollaire 2.2.19, pour p € [0, 1],
C(p) = D(p,1 —p).
Théoréme 2.3.2. C' est analytique sur |0, 1].

Démonstration. Soit pg €]0,1]. On veut montrer que C est analytique au voisinage de ce point. On commence par

se ramener & montrer qu’il existe p’, ¢’ €]0, 1] tels que 1 — ¢’ < py < p’ et D(p',q’) < o0.
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Si un tel couple (p',¢’) existe, on considere la fonction & valeurs complexes

frzm— Z zlol(1 = z)H (),

aEBy,

Pour z € B (17‘12/”/, plf(;q/)) =: By, on remarque que |z| < p’ et |1 — z| < ¢/, donc f est bien définie sur cette
boule ouverte. De plus
T [/l — 217 < D, ) < oo.

aeBm,
On en déduit que f est holomorphe sur By comme limite uniforme de fonctions holomorphes sur tout compact
inclus dans cette coule ouverte. En remarquant que C' = fljg 1] et que By est un voisinage ouvert de pp, on en
déduit que C' est bien analytique au voisinage de pg.
11 nous reste donc & montrer qu'il existe bien p/, ¢’ €]0, 1] tels que 1 — ¢’ < pg < p’ et D(p',¢') < 0. En posant
T = inf {n >0;¢L, e Bu ./\/l} et si E, et P, sont respectivement ’espérance et la probabilité sous laquelle les ;

ont pour loi y, on a pour tout r € R,

EMP [TT+2]

\Y

E,up |:7,T+2 ]]-gl_TeB]

- 3 e, (el - o)

aEBm

= > (rp)l (- p)H
a€Bm

= D(rp,1 —p).

On cherche alors 7 et p tels que E,,, [T‘T] <wetl—(1—p)=p<py<rp. Celarevient donc & chercher r > 1 et

Do Po

2 rs)7p0[7 on aura le

p €]B%, pol tels que E,, ) [TT] < 00. D’apres le lemme qui suit, en prenant s = £ et p €] max(

résultat.

Lemme 2.3.3. Pour tout s €]0,1], il existe rs > 1 tel que pour tout p € [s,1], E,, [r?] < 0.

Prewve du lemme. Soient s €]0,1], p € [s,1] et » > 1. On a vu dans la preuve du corollaire 2.2.19 que T" < Ny,
puis que la suite (Ng) était croissante. Il nous suffit donc de montrer que Nx a des moments exponentiels fini
pour un certain K. On reprend ici les notations de la preuve de la proposition 2.2.8 pour p = p,. Ici a = 1, donc
on pose Ty = 0 et T, = sup{n < Tx_1;&, = 1 ou &, = K}. Soit (S,,)n=>0 la marche aléatoire partant de 0 de pas
Sn—Sp—1 = Lier, >k} — Ligy, =13~ En utilisant la formule du lemme 2.2.9 et apres calculs, la moyenne des pas de

la marche (Sp)n>0 est inférieure & —1/3 si et seulement si
2(1-p)" ' <p. (2.4)

On considere a présent K assez grand tel que cette condition est vérifiée. Comme dans la preuve de la proposition
2.2.8, on pose Ry = 0 et pour k € N*, Ry le k-eéme temps de record négatif, qui sont bien définis car la condition
(2.4) est vérifiée. Comme 1 est dans le support de p,, on pose v = 15+ = 1...1 le mot ou la lettre 1 apparait

K + 1 fois et
T _
[ inf {k‘ c N*;gT:k(K+l)7;71 = fy} .

k(K+1)
. Tr -1
Etant donné que les &, """
B +1)—K-1
nulle d’apparaitre, L est finie presque stirement. Comme le mot 5%{ _ 1 est (K + 1)-coupleur par le méme
L(K+1)

pour k = 0 sont indépendants de méme loi, et que le mot v a probabilité non
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raisonnement que dans la preuve de la proposition 2.2.8, T' < Ny < Ny < K +1 — TRy (ki1 Il suffit donc de

trouver rs > 1 tel que pour tout p € [s, 1],
K+1-T.
By, |:Ts RL(K“)] < .

Etant donné que la marche (Sy,),>0 est dominée stochastiquement par la marche aléatoire simple (§n)n;0 sur
N partant de 0 et telle que P(S; = —1) = 2 et P(S; =1) = %, on va utiliser cette marche pour montrer le résultat.
Pour i > 0, soit U® le i-eme temps de record négatif pour la marche (§n), c’est a dire le temps d’atteinte de
—i pour cette marche. Par la domination stochastique de ces marches, on en déduit que Ry est stochastiquement
dominé par U*) pour tout k > 0. On utilise alors le résultat suivant sur la marche (gn), dont la preuve est fournie

apres la preuve du lemme 2.3.3 :
Lemme 2.3.4. Pour tout r € [1, 2%/5[, E[rUm] <o et on a E[TU(l)] = S—vD-8r" ~29;8r2'
En utilisant ce lemme et le fait que U®*) a la méme loi qu’une somme de variables iid U ; de méme loi que U @),
k
on obtient pour tout r € [1, 2—\3/5[ et pour tout k > 0, E,, [TRk] < (3_7 V29T_8T2> . L’idée est a présent de passer a
I’espérance conditionnelle sachant L puis sachant Rj pour r~TRL<HD) afin de montrer le résultat.

On commence par observer que (Rg)g>1 et (Tk)r>1 sont indépendants en remarquant que les Ry, sont fonctions

des (13, )k>0 puis en remarquant que (Tj)g>1 et (&7, )k=0 sont indépendants. On obtient donc pour k > 1,

al

=Ky, [Eup [T_Tl]Rk]

By, [T_TR’“] =E,, [Eup [T_TR’“

On sait que —T7 suit une loi géométrique de parametre p+ p, ([ K, o0[), donc —T7 est dominée stochastiquement

par une loi géométrique de parametre s (car s < p). Donc E,,, [T*Tl] < % On en déduit par ce qui précede

By, || < B, [(1—(1—>>R]

que

2k
_ 3—N@—8(k51$>
2=

. s .. , ~T . .
On aimerait a présent conditionner selon L pour montrer que 'espérance E,,, [r Rrx +1>] est finie, mais on a
un probleme étant donné que (TRk( K +1)) k>0 et L ne sont pas indépendants. En effet, on peut notamment montrer

que

TRk(K+1)_1
<TR(k—1)(K+1) - TRk(K+1) =K+ 1) had <€T =7)-

Rp(x41)—K-1
On peut néanmoins contourner le probléeme de la maniere suivante. L’idée est de calculer la loi de T, Ri(k+1)

conditionnellement a L. On pose pour j > 1,

~ TR, . 1
_ (-1 (K+1)
§ = ’

TR 1)y —K-1

Pour [ € N, on peut écrire ’événement L = [ de la maniere suivante :

(L=D©<5#%~w5¢%5ﬂ=vﬂ~
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De plus, pour d1,...J;, on peut montrer par indépendance des &; que

!
Py, (_TR(mn =01, TRyt — TRywsy = op; L = l) = (H Py, (_TR(K+1) = 0561 # 7)) Py, (51 = 7) :

Donc

40).

Py, <_TR(K+1) =01, .. 7TR(Z—1)(K+1) - TRl(K+1) = 51‘1’ ) HP;L,, ( TR (K+1) = 5

. PR , _T ~
Par ce qui précede, on peut donc calculer espérance de r ~ “(5+1) sachant &; # 7 :

—Tr
E 1,1 r (K+1)
B T ey *Y

Py, (5:(1K+1) # 7)

=T =T
By, [T R(KH)] — By, {T faen

=T _
Eup |:7, Bk +1) g—(lK-‘rl) +# f}/:| =

-1
g—(K+1)_7:|

1 *pK+1

Or, (5:§K+1) = 7) - (TR(K+1> = (K + 1)), d'ou :

. 3 \/9 8(m)2

5 (K+1) ;é’y] 1_pK+1 ' 2% —(’I”p

K+1

L= Crisp
T kAL

E., [r Trc )

On en déduit la majoration suivante :
. o0 c l
—1IR T,8,p
By, |1 e | < YR, (L= 1) (1_pz<+1>
=0

Comme L suit une loi géométrique de parametre p*1 sous la loi fp, O &

0
Eup [T—TRL(K+1)] < pK+1 Z(Cr,s,p)l
=0

K+1

I1 suffit enfin de remarquer que ¢, s, < ¢ 55 €t que ¢, 55 tend vers 1 — s quand 7 tend vers 1. Pour un certain

K+1 .
rs assez proche de 1, ¢, 5 € [0, *5—] et donc pour p € [s,1], on a bien
7TRL
(K+1)
Eup [rs } < 0.
O

Preuve du lemme 2.3.4. On peut montrer que P (U(l) =2n+ 1) 2n1+1 (2”) % (%)n en dénombrant les possibilités

pour (Sp, ..., S2n41) telles que UM = 2n + 1. Cette quantité est un O ((g) ng—1/2> par équivalent de Stirling, donc

I’espérance est finie des que Srz <1lere [0, %] Pour trouver la formule exacte, on peut montrer en

conditionnant par rapport au premier pas que E[rU(l)] est racine du polynome r7X? — 3X + 2r. On en déduit
que E[TU(1>] = SEvD-8r ”29;8”2. Pour r = 1, la bonne valeur est 1. On en déduit par continuité en r sur |1, Q\f[ et par

PPN . s (1) —2/9—8&2
théoreme de convergence dominée que E[rV"] = %. O

O
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Au voisinage de 1, on peut étudier les coefficients du développement en série entiere de C.

V2

Théoréme 2.3.5. Le rayon de convergence de C' au voisinage de 1 est plus grand que 2_1 et st

Cl—q) =) ap(-1)Fg",

k=0
alors
an — ol _DH@ (o) = |l _1\H(@)

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on va utiliser la méthode de la section 2.1. Pour pouvoir calculer

explicitement tous les ex(a) pour a a hauteur fixe, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. Soit X € S, a € A tel que |a| > H(a) + 1, alors ex(a) = 0.

Démonstration. L’idée est que si la longueur du mot est trop grande, il aura un suffixe strict qui sera triangulaire.
En particulier, a et wa seront soit tous les deux bons, soit tous les deux mauvais, et donc on aura bien ey («) = 0

par la proposition 2.1.6. Plus précisément, en posant S(k) = S¥ | (a; — 2) pour tout & € [1,|a|] et

n—mln{ke[[l lo|]; max S(t) < —1},

k<t<|a]

|al

on peut voir que ay, ' est triangulaire et que n > 1, d’ou le résultat. O

On peut alors donner une condition suffisante pour avoir I’hypothese de convergence de la somme dans le

théoreme 2.1.4.

Proposition 2.3.7. Pour p €]1/2,1] et pour tout X € S, 3, 4 lex (@) [pl*l (1 — p)H @ < o0,

Démonstration. Pour montrer cette formule, on utilise le lemme 2.3.6 et le fait que |ex(a)| < 1 pour majorer

h
S ex(@lpl(1 = p)@ < 3T #ae A, H(a) = h et |a] = §pll(1 - p)
acA h=01=0
h+1
< <h+l 1) al(1 — p)H(@
h>0 (=1 I—=1

Par changement de variable,
h+1
S ex(@)Wyla) < 3. 2 ( )i
acA h=>01=0

Il suffit alors de remarquer que cette quantité correspond a >, -, P(S, < 0) ol (S,) est la marche aléatoire
sur Z partant de 0 de pas +1 avec probabilité p et —1 avec probabilité 1 — p. On peut ensuite montrer que cette

quantité est finie par 'inégalité de Chernoff. O

On revient a présent a la preuve du théoreme. Par la proposition précédente, on a par le théoreme 2.1.4 :

C(p) = ) ex(a)pl (1 —p)".

acA
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Par binome de Newton et changement de variable,

o]
cw = ¥ ext) 3, ()t - pers

acA k=0
= Z ex () |O‘J§(a) ( |al >(_1)kH(a)(1 —p)k.
acA bty \E—H(@)

1l suffit donc de montrer par théoreme de Fubini et par le lemme précédent que

3 ¥ lex(@l(, )0 <

k=0 acA

pour p dans un voisinage ouvert de 1. Or, par théoréeme de Fubini et la formule du binéme de Newton,

21 2 < M( >>\sx<a>\<l—p>k = 3 lex(@)2 = )" (1 - )"

k=0 acA acA

<32 ("M e-pra-mn

h=01=0

On peut alors montrer que cela revient a étudier la marche (S)nen partant de O telle que la probabilité de

faire un pas de 1 est m et celle de faire un pas de —1 est m. On a alors

Z > < o )\€X(Oé)(1 —p)" < Y (3 -2p)"P(SE <0).

k=0 acA n=0

Par inégalité de Chernoff, on peut alors montrer que cette quantité converge pour p > 3_2‘/5. On a donc montré

la premiere égalité dans (2.5).

La deuxiéme formule se montre de la méme maniére en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.3.8. Si « est un bon mot minimal, alors |o| < H(ar) + 1.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du lemme 2.3.6 et de la formule de la proposition 2.1.6 en remar-

quant que si « est bon minimal, alors € x(a) = 1 pour une configuration X € S quelconque. O

Par le corollaire 2.2.19, il suffit d’avoir comme précédemment

25 (, S Jawr <

k=0 aeB,

On obtient alors par le lemme 2.3.8 en majorant Laeg,, Par 1jq|<m(a)+1 que

Z 2 < ° )(1—19)’“: M @ plla - pt©

k=0 aeBm, aeBm,

\Zx(l”)z P —p)"

h=01=0

3— f 0

Remarque 2.3.9. On peut remplacer By, par T, dans ’énoncé du théoréme et la preuve reste la méme. Il suffit

Juste d’observer que si un mot est triangulaire minimal bon, alors |a| < H(«a) + 1.
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2.4 Un développement asymptotique pour C' autour de 0

Dans cette section, on étudie le comportement asymptotique de C(p) dans le cas ol p est proche de 0. Le
résultat principal de cette section est le suivant :
Théoréme 2.4.1.

72(1 4+ o(1))
2(log(p))?

L’heuristique pour montrer ce théoréme est la suivante : pour p proche de 0, la loi géométrique de parametre

C(p) = pe <1 - > lorsque p tend vers 0. (2.6)

1/k est assez proche de la loi uniforme sur [1, k]. On va donc approximer C(1/k) par la vitesse wy de 'IBM(vy),
ou v est la loi uniforme sur [1,k]. On utilise ensuite un couplage entre les marches aléatoires branchantes avec

sélection et 'IBM () pour montrer le résultat. On admet dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 2.4.2. Si wy, = v,, pour un k € N* ou vy, est la loi uniforme sur [1,k], alors

71'26

" 2log(R)E T % (@)

Le lemme d’approximation suivant nous permettra alors d’obtenir (2.6).

kwy = e

Lemme 2.4.3. Pour tout k € N*,
o pour tout p € [%ﬁ-l7 %], C(p) < wg
o pour tout p € [0,1], C(p) = kp(1 — p)*wy,

Démonstration. La premiere inégalité vient du fait que pour p € [k—il, %], la loi v, est stochastiquement dominée
par i, et par le corollaire 1.4.8.

La seconde inégalité se montre de la maniere suivante. Pour p € [0,1] et k € N*, on pose z = kp(1 — p)*~1.
Un simple calcul donne que pour tout j € N*, 11,([1,7]) = zvi([1,7]). Cela revient exactement a dire que p, est
stochastiquement dominée par vj = xvy, + (1 —2)dw. En conséquence, par le corollaire 1.4.8 et la proposition 1.4.5,

Uy, = Twg, donc on a le résultat. O
La preuve du théoreme 2.4.1 est alors immédiate en admettant le lemme 2.4.2.

Preuve du théoréme. Par la premiere inégalité du lemme 2.4.3, on obtient C(p) < p(k + 1)wy, et par la seconde

C(p) = (1 — p)*kwy. En utilisant la premiere inégalité, on obtient que lim sup,,_,q log(p)? (% - e) < —”726. Par

la seconde inégalité avec k = [ﬁJ, on obtient la borne inférieure. O

Pour prouver le lemme 2.4.2, on doit introduire les marches aléatoires branchantes avec sélection. La définition
suivante introduit seulement un cas particulier de marche aléatoires branchantes avec sélection (pour lesquelles la

loi de reproduction des particules est une loi treés spécifique).

Définition 2.4.4. Une marche aléatoire branchante avec sélection est un processus a k particules sur Z qui
évoluent de la maniére suivante. A t = 0, on pose YF(1) = --- = YF(k) les positions des k particules dans Z. A
chaque particule, on associe une horloge exponentielle de parametre 1, les horloges étant indépendantes. A chaque
fois qu’une horloge sonne, la particule associée a cette horloge (de position Y (i)) se multiplie et donc on ajoute
une particule en position Y (i) + 1. Etant donné qu’il y a a présent k + 1 particules, on supprime alors l'une des
particules de position minimale. Y;j(l) == Y;J(k) correspond alors aux positions des particules dans le systéme

a linstant t.
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On admet le résultat suivant sur les marches aléatoires branchantes (dont une preuve est détaillée dans [1]).

Lemme 2.4.5. Pour tout k € N*, il existe ¢, € R tel que

L vh t e
im =c p.S. e ch—€ ~ —————.
tom kP F k- 2log(k)?

On déduit alors la preuve du lemme 2.4.2 & partir du lemme 2.4.5.

Preuve du lemme 2.4.2. Soit k € N* on pose (N¢)i=0 processus de Poisson de parametre k et (X,),>0 un IBM(v)
indépendant de (N¢)¢>0. On considere de plus un processus (Y;)i=0 ot Y; = (Y3(j))j=1,....k sont les positions des k
particules les plus & droites dans (X, )i=0 rangées dans 'ordre décroissant. L’idée est de voir que ce processus Y
a méme loi que les positions des particules dans une marche aléatoire branchante.

On pose Ty = 0 et (T;);enx les temps de saut du processus N;. Sur Uintervalle [T;, T;11[, (Y3)i=0 est constant,
et donne les positions des k dernieres particules dans X;. Pour passer de [T;,Tit+1| & [Ti41, Tit2[, on choisit
uniformément et indépendamment de (NV;)¢>o 'une des k dernieres particules dans X; et elle se reproduit. On
considere ensuite les nouvelles positions des k particules les plus a droite dans la nouvelle configuration.

On montre que c’est bien la loi qui correspond au processus des positions pour une marche aléatoire branchante

avec sélection. En effet, si Fy, ..., Ej sont des variables aléatoires de lois exponentielles indépendantes de parametre

1, et si U est 'indice défini presque strement tel que pour tout j € [1, k], Ey < Ej, alors pour € [1,k] et t € R™,

1 e—tk
]P’(Uzl, min E¢>t>=kP<min E¢>t>= o

1<i<k

1<i<

On en déduit que pour le choix du premier indice, cela revient a attendre un temps 77 = minj ;< F; de loi £(k)
et on choisit indépendamment de 7} et uniformément un indice dans [1, k] pour que la particule correspondant a
cet indice se multiplie.

Pour le deuxieme indice et les suivants, on réitere le processus en remarquant que sachant 77, on peut remettre
les horloges a 0 par le caractere sans mémoire de la loi exponentielle. On obtient donc bien la méme loi pour la
marche aléatoire branchante avec sélection et les k dernieres particules de 'TBM(v).

Par le lemme 2.4.5, on en déduit que

F(XNt) p.s.
— L T
t t—00

, on obtient

s . L F(X F(X
Par une propriété des processus de Poisson, % 2 k et en écrivant ( tNt) - X Nivt) . %
—00

¢, = kwy,

d’ou le résultat. O



Nouveaux résultats

Dans cette section, on présente les nouveaux résultats obtenus durant le stage de recherche. Dans la section
3.1, on présente les méthodes déja utilisées par B. Mallein et S. Ramassamy pour calculer les coefficients du
développement en série entiere de C' autour de 1 grace a article [1], puis on présente de nouvelles méthodes
inspirées de Darticle [2], dont une qui nous a permis de calculer les 24 premiers coefficients de ce développement
en série entiere. Dans la section 3.2, on introduit une nouvelle méthode du type développement perturbatif exact

sur les graphes pour calculer les coefficients sans passer par le couplage de Foss-Konstantopoulos.

3.1 Calcul des coefficients du développement en série entiere de C' autour de 1

Dans [1], B. Mallein et S. Ramassamy obtiennent les 17 premiers coefficients du développement en série entiére
de C au voisinage de 1. On présente ici différentes méthodes pour calculer numériquement ces coefficients. Les
deux premieres méthodes présentées ci-dessous sont celles déja utilisées par B. Mallein et S. Ramassamy pour
trouver les 17 premiers coefficients. Les méthodes suivantes utilisent la construction de 'IBM stationnaire de [2]

pour calculer plus rapidement ces coefficients. On obtient alors les 24 premiers coefficients (voir table 3.1).

3.1.1 Par la méthode du développement perturbatif exact

Une premiere méthode vient de la formule (2.5) qui donne une formule pour les coefficients en fonction des
ex(«) dans le théoreme 2.3.5 :

acA

Pour obtenir les ¢ premiers coefficients, il suffit donc de choisir une configuration initiale X € S et de calculer
ex(a) pour tout a de hauteur inférieure ou égale a c. Par le lemme 2.3.6, on est ramené a calculer ex(a) pour
tous les « tels que |a| < H(a)+ 1. On obtient en temps raisonnable une dizaine de coefficients avec cette méthode

(voir la table 3.2).

k 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
ax 1 1 1 3 7 15 29 o4 102 197 375 687
k 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
ar | 1226 | 2182 | 3885 | 6828 | 11767 | 19971 | 33519 | 55525 | 90293 | 143350 | 221149 | 329472

TABLE 3.1 — Table des coefficients du développement en série entiere de C' au voisinage de 1.

31
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coeﬁ%\ici)grll?; eoggenus 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
T d — — — _ _
caleuls (soc) 1,6.107% | 4,3.107* | 1,3.1073 | 6,0.1073 | 3,0.1072 | 0,14 | 0,76 | 5,6 | 69,9 | 1130

TABLE 3.2 — Temps d’exécutions pour la méthode du développement perturbatif exact en fonction du nombre de

coefficients calculés.

K |112(3|4|5 |6 |7
mg [ 1[3|5]8|11| 14|18

TABLE 3.3 — Nombre de coefficients obtenus par la méthode d’encadrement.

3.1.2 Par encadrement de la vitesse avec des lois a support fini

Une autre méthode (plus rapide) consiste a utiliser le corollaire 1.4.8 pour encadrer C'(p) par les vitesses des
fronts dans les IBM de lois 1, et 1, telles que 11, < p < 1 Il s’agit de la méthode grace a laquelle B. Mallein et S.
Ramassamy ont obtenu les 17 premiers coefficients. On choisira alors 1, et 11, a support fini, et par les propositions
1.4.4 et 1.4.5, on pourra calculer explicitement les vitesses de front pour ces deux processus. En observant que les
développements en série entiere de ces deux vitesses coincident jusqu’a un certain ordre, on en déduit un certain
nombre de coefficients pour le développement de C' au voisinage de 1. En notant C(p) = Up, et C(p) = [, on a
C(p) < C(p) < C(p). On appellera processus zélé le processus IBM de loi i, et processus paresseux le processus
IBM de loi K,

Dans ce qui suit, on fixe K € N* un entier positif et on pose By e et 11, i telles que pour tout k € N* U {+o0} :

p(L—p)* sike[l,K] p(1—p)*F1 sike[l,K—1]
p (k) =4 (1=p)F  sik=+ox ot Tk =4 A—pK' sik=K
0 sinon. 0 Sinon.

On pose alors Ci(p) = U et Ox(p) = vg, . €t on va appliquer cette méthode pour les lois i et 1, k-
Heuristiquement, si on considere (§;);>o de loi y, comme dans la définition de 'IBM(pu,), lorsque & < K, les
processus zélé et paresseux évoluent de la méme maniere que dans le processus IBM géométrique. Lorsque §; > K,
c’est la K-eme particule la plus a droite qui se reproduit dans le cas zélé et aucune particule ne se reproduit dans
le cas paresseux. Un simple calcul donne que I'on a bien n, < p < 1

On note ay, i et @k, k les coeflicients respectifs des développements en série entiere de Uy et C'x au voisinage

de 1, c’est a dire que pour p assez proche de 1, on a

{ Ck(p) = ZZO:OQk:,K(_l)k(l _p)k

c 3.1
Cr(p) = Yiloarx(—1)F(1 —p)* (3.1)

En posant myg = max {n € N|Vk € [0,n—1],a; ¢ = E;@K}, on observe que les coefficients pour Cp, Cx et Ck
coincident, et on obtient donc les my premiers coefficients du développement en série entiere de C'. Dans le tableau

suivant, on donne le nombre de coefficients pour C obtenus en fonction de la valeur de K (voir la table 3.3).

3.1.3 Par le calcul des bons mots minimaux

Ici, on utilise les résultats de 'article [2] pour calculer numériquement les aj jusqu’a un certain rang.
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%]

7 T

1 2 3 4
T~ /N
12 22 32 13 23 14

SN |

122 222 132 123

1222 1132

F1GURE 3.1 — Exemple de 'arbre décrit précédemment avec 3 pour hauteur maximale, avec en vert les bons mots

et en rouge les mauvais mots.

Sans encadrement

Par la deuxiéme formule donnée dans le théoréme 2.3.5 :

0= 3 (i )0

aEBm

Il nous suffit donc de calculer tous les bons mots minimaux jusqu’a une certaine hauteur h,.x fixée pour obtenir les
coefficients ay, ..., ap,,, . Il nous faut donc une méthode efficace pour calculer I’ensemble des bons mots minimaux
de hauteur inférieure ou égale & hpax.

L’idée est la suivante : partant d’un mot, on lui ajoute tous les préfixes possibles jusqu’a ce que la hauteur du
nouveau mot dépasse hpyax OU jusqu’a ce que le nouveau mot soit bon ou mauvais mot minimal. De cette maniere,
on construit un arbre enraciné ou chaque sommet correspond & un mot et tel que ses feuilles vont correspondre a
tous les bons ou mauvais mots minimaux de hauteur inférieure ou égale & hpyax. Plus précisément, on part du mot
vide @ et on lui ajoute tous les préfixes d’une lettre possibles tels que le mot reste a hauteur inférieure & hyax. A
chaque fois que 'on a construit un nouveau mot, on le teste sur toutes les configurations pour vérifier si ce mot
est bon ou mauvais. Si le mot est bon ou mauvais, alors il est bon minimal ou mauvais minimal par construction
et on conserve les bons mots minimaux dans une liste. Si ce mot n’est ni bon ni mauvais, on réitere le procédé en
ajoutant les lettres préfixes possibles a ce mot. On peut alors calculer les coefficients aj par la formule précédente.
On donne une représentation de I'arbre en figure 3.1.

Un premier probleme vient du fait que pour tester si un mot est bon ou mauvais, il faut le tester sur toutes

les configurations de .S. Le lemme suivant nous permet de nous ramener a un nombre fini de calculs :

Lemme 3.1.1. Soit o € A et soit h = maxe[y o) (a; + 1 — 1), alors a est un bon mot si et seulement si « est un

bon mot relativement a toutes les configurations X € S telles que X (0) = o0 et >3-, X (k) = h.

En d’autres termes il suffit de tester le mot « sur les configurations a h particules. Le lemme se prouve facilement
en remarquant que pour « et h comme dans I’énoncé du lemme, seules les h particules les plus a droite d’une
configuration et leurs descendants se reproduisent sous 'action du mot «. On donne dans le tableau suivant les
temps d’exécutions pour différents nombres de coefficients calculés. On obtient par cette méthode les 18 premiers

coefficients en moins d’une heure grace a un programme Python (voir table 3.4).
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Nombreoggeicl)lgfﬁcients 11 12 13 14 15 16 17 18
T d; — — _
caleul (sec) 41072 | 1.1071 | 51071 | 1,8 | 6.8 | 44 | 328 | 2248

TABLE 3.4 — Temps d’exécutions pour la méthode des bons mots minimaux sans encadrement en fonction du

nombre de coefficients calculés.

Avec encadrement

On peut améliorer la méthode des bons mots minimaux en la combinant avec la méthode d’encadrement avec
des lois & support fini (voir la sous-section 3.1.2). L’idée est de comparer comme dans la sous-section 3.1.2 les
coefficients des processus zélé et paresseux pour obtenir ceux du processus de 'IBM géométrique. Pour calculer

les coefficients des processus zélé et paresseux, on utilise la méthode des bons mots minimaux.

Proposition 3.1.2. Pour K € N*, on note ri la plus petite racine positive du polynome l—XK—4X(X+1). Awvec les

notations de la section 3.1.2, C'k(p) et C (p) sont développables en séries entiéres au voisinage de 1 et ont un rayon

de convergence plus grand ou égal a respectivement @ etTi € ]O, ‘/52*1]. En posant c& = #{i e [1,|a|],a; < K}

et B = ={aeBy|Vie[l,|a|],s < K}, on a pour tout k € N,
K
Trg = ), ‘a (—1)f () (3:2)
’ k— H(x)
aeB%{)
et

O K = 2 Z Z (k—H(a) (Ioz| )Zla\ 1 >(—1) (@) —(K=1) 2 ks (3.3)

aeBO k1=0 " kjqj-1=0

Démonstration. Pour C', par le corollaire 2.2.19, on a pour tout p €]0, 1],

|o|

Cx) = ) | [mple)

aEBy, i=1
= ekl (g (@)
aeBgff)
= > e a—pte
aeB(K)
= Z Z < ) Y1 — p)Htle) (3.4)
(K)l 0

Pour avoir la convergence de la série du développement en série entiere de C'x au voisinage de 1, il suffit donc

de montrer que

Z Z( > p) @+ < o,
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Par la preuve du théoreme 2.3.5, cette quantité est finie des que p est plus grand que 3_2\@, et donc on a bien
la formule (3.2) par un changement de variable dans la formule (3.4).

Pour montrer la formule (3.3), par le corollaire 2.2.19 et la proposition 1.4.5 on a pour tout p €]0, 1],

o]

Crlr) = (1= -2 3 Tl =1 “PO” IS

aEBy, 1= 1
oy e
EB(K) (1 - (1 - p)K)|o¢|—l

|a|

_ 2 2 2 K(k1+ +Kja|-1) Z (C;\)<_1)l(1_p)1{(a)+z

aEBsnK) k1=0 k‘a‘ 1=0 =0

S & (o
Z 2 Z ( ) _p)H(a)+l+K(k1+~~~+k|a|,1)
aeBl) k1 =0 ’f\a\ 1=01=0

Pour avoir convergence de la série, il suffit donc de choisir p tel que

2 Z Z li (|a|> p)H@HFK (ki 4ha 1) < o

ae B<K)k‘1 =0 k‘| |- 1=01=0

K) k

On commence par majorer cette somme en utilisant la formule du binéme de Newton et le lemme 2.3.8,

Z Z Z %(W) H(a)+l+K(k1+~--+k‘a‘,1)

B(K) k1=0 k‘a‘ 1=01=0

2 Z Z |oz\ p)H(a)+K(k1+~--+k‘a‘_1)

aeBG) k1= ’f\a\ 1=0

B (2 —p)lla —p)H®
" L (g

En posant s = 1 —p + 5 (1 p)K et p’ S(l %; DE) = 3=2p 2(7 PLEaE alors si Sp est la marche aléatoire

simple partant de 0 telle que IP’(S{” =1)=p/,ona

£2(3") (i) - = Srew <o

h=01=0

Par inégalité de Hoeffding, on peut majorer cette somme par

i (wl— (1—p)~ ><2—p>>”
= <1— K '

— —(1=p)K —
Un calcul simple montre que 2y )1(_1(1(_11))12 )27p) _ 9 (1 g)(i)ﬁ’) est bien strictement inférieur a 1 si et seule-

ment si 1 —p € [0,7x[ et K € N*| et donc le rayon de convergence de la série des g;, est bien plus grand ou égal &

rx. On obtient la formule pour les coefficients a;, de la méme maniére que pour ceux de C'. O

Cette méthode est plus rapide que la précédente car elle ne demande de tester que les mots a lettres dans

[1, K]. On obtient par cette méthode jusqu’a 24 coefficients pour C' (avec K = 9).
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Valeur de K 112134 5 6 71 8 9
Nombreogteeg%‘;ﬁdents 1135|811 14| 18 | 22 | au moins 24

TABLE 3.5 — Nombre de coefficients obtenus par la méthode des bons mots avec encadrement.

Nombreogselcl(;esﬂicients 12 13 14115116 | 17 18
T d -1 -1
caleul (sec) 1.107! | 5.10 1|4 [12]33] 145

TABLE 3.6 — Temps d’exécutions pour la méthode des bons mots triangulaires minimaux sans encadrement en

fonction du nombre de coefficients calculés.

3.1.4 Par le calcul des bons mots triangulaires minimaux

On utilise ici le méme raisonnement que dans la section 3.1.3 pour calculer les coefficients a; mais en utilisant

cette fois ci les mots triangulaires a la place des bons et des mauvais mots.

Sans encadrement

On peut montrer de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 2.5 le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. En notant C(1 — q) = >, ar(—1)*q*, le développement en série entiére de C' au voisinage de

1, on a pour tout k € N,

aw= 3 ()0 35)

a€ETmnB

L’intérét de cette méthode est que pour calculer les mots triangulaires minimaux bons, on a seulement besoin
de tester les mots triangulaires minimaux sur une seule configuration. Néanmoins, cette méthode est moins efficace
que celle utilisant les bons mots minimaux étant donné que le nombre de mots minimaux & calculer est exponentiel
en le nombre de coefficients a calculer, et qu’il y a plus de mots triangulaires minimaux bons que de bons mots

minimaux. Les temps d’exécutions de cette méthode sont donnés dans la table 3.6.

Avec encadrement

De la méme maniere que dans la section 3.1.3, on peut donner une formule pour les @y, et les a;, par la méthode

des mots triangulaires minimaux.

Proposition 3.1.4. En posant BY) = {a e B|Vie [1,|a]], s < K}, & = #{i € [1,|a|], a5 < K}, et en reprenant
la notation (3.1), on a pour tout k € N,

kK o
T = . ( . )(—1) (© (3.6)
€T NBE) k- H(Ct)
et
ar K = Z i A i ( |a| -1 )(_1>H(a)+(K—1) Z‘zo—jl_l k’i_ (37)
7 Q€T BE) k1=0  kjoa|_1=0 k—H(a) = (K—-1)2=, ki

La preuve de la proposition 3.1.4 est identique & celle de la proposition 3.1.2. Les calculs numériques sont

néanmoins plus longs avec cette méthode qu’avec celle des bons mots minimaux avec encadrement.
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Glz/lk Gy = o———e ————— e

2 3 4 1 2 3 4

FIGURE 3.2 — Exemple de deux motifs.

Gy = 4:\.—»
1 2 3

4

§>

Gq

FIGURE 3.3 — L(G1) = 2 et L(G2) = 2 pour les graphes de la figure 3.2. Les plus long chemins sont en vert.

3.2 Développement perturbatif exact sur les graphes

On présente dans cette section une autre méthode pour calculer les coefficients ap. L’idée est d’utiliser une
méthode du type développement perturbatif exact sur les graphes et non plus sur les mots. L’intérét de cette mé-
thode est que I'on n’a plus besoin de faire appel au couplage avec I'IBM étant donné que I’on raisonne directement
sur les graphes. Heuristiquement, lorsque p est proche de 1, le graphe de Barak-Erdés G,,(p) est proche du graphe
complet a quelques arétes manquantes pres. En négligeant les motifs d’arétes manquantes ayant une probabilité
en (1 — p)”c d’apparaitre dans le graphe pour k plus grand qu’un certain h fixé, on obtient les coefficients ag, ...,
ayp. Plus précisément, si on introduit les motifs sur les graphes comme dans la définition suivante, alors il nous
suffira d’étudier les motifs & moins de h arétes pour calculer les coefficients ag, ..., ap (pour un certain h € N*
fixé) :

Définition 3.2.1 (Motifs). Un motif a s sommets et n arétes est un graphe orienté G = (V, E) ou V est de la

forme [a+ 1,a + s] pour un certain a € N et tel que |E| = n (voir la figure 3.2 pour un exemple). On notera alors

V(G) = [a,b] et E(G) = E.

Notation 3.2.2. Pour G = (V,
graphe orienté G = (V, E), ot

E) un motif, on note L(G) le nombre mazximal de sommets dans un chemin du
E={(i,j) e (VAE),i < j}.

Autrement dit, L(G) est le nombre maximal de sommet dans un chemin orienté dans le graphe composé des
mémes sommets que G et ou les arétes relient pour tout i < j le sommet ¢ au sommet j tel que Paréte {i,j} n’est
pas dans le graphe G (voir figure 3.3).

Pour utiliser un raisonnement du type développement perturbatif exact, on a besoin de définir un ordre partiel

sur les motifs.

Définition 3.2.3 (Ordre partiel sur les motifs). Pour G = ([a,b], E) et G' = ([d, V'], E’) deux motifs, on dit que
G’ est inclus dans G et on note G' < G si [a', V] S [a,b] et E' € E.

On donne un exemple d’inclusion de motifs dans la figure 3.4.

FIGURE 3.4 — Exemple de motifs G et G’ tels que G' < G.
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Définition 3.2.4. On dit que deux motifs Gy = (V1, Ey) et Gy = (Va, E3) sont équivalents (et on note G1 ~ Ga )

s’il existe une translation ¢ de Vi dans Vo telle que pour tout i,j € N,

(Zaj) €k < (90(7’)790(])) € Es.
En d’autres termes, deux motifs sont équivalents s’il sont égaur & numérotation pres.

Notation 3.2.5. On notera My, l'ensemble des motifs a k arétes dont l’ensemble des sommets est [1,c] pour un
certain c € N. On note également pour un motif G = ([a,b], E) et pour ' <V € [a,b] le motif G¥, d’ensemble de

sommets [[a', V'] et d’ensemble d’arétes {(i,j) € E,a’ <i<j<Vb}.

Par la notation précédente, chaque classe d’équivalence de motifs admet exactement un représentant dans
Uks0 Mg- On définit & présent les termes du développement perturbatif exact. Pour G un motif, on définit £(G)

par récurrence sur le nombre de sommets de G grace a la formule suivante (en posant (&) = 0) :

e(G):=L(G) - . (@) (3.8)
G'cG

En appliquant la formule (3.8) pour G = G,,;1—, un graphe de Barak-Erdds a n sommets et de probabilité de

présence des arétes 1 — p, on va montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.6. S’il existe r € [0, 1] tel que

Y 2 EGo) (=) <o, (3.9)

k=0 GoEMk
alors pour tout p € [r, 1],
e¢]
Clp) =Y, e(Go)(1 - p)*. (3.10)
k=0 GoeMk

En particulier, pour tout k € N,

ar =Y. &(Go). (3.11)

GoEMk

Démonstration. Soit p €]0,1[. D’apres la formule (3.8) appliquée pour G = G, 1—, un graphe de Barak-Erdés a n

sommets et de probabilité de présence des arétes 1 — p, on obtient

L(Gna—p) = Z e(G"),

G'SGnip
d’ott
L(Gni— 1
E[(lp)} =-E| > «(@&)]. (3.12)
n n
G'SGnip

Par théoreme de convergence dominée et par définition de L, le terme de gauche dans (3.12) converge vers

C(p). Pour le terme de droite,

doe@) =) D G S Grip G = Go}le(Go). (3.13)

G/an,l—p k=0 GoeM},
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Par les formules (3.12) et (3.13), on obtient

E[m]:iE[i S G S G G = Gol|e(Go) |- (3.14)

n k=0 GoeMy,

On va intervertir somme et intégrale pour obtenir le résultat. Par théoreme de Fubini-Tonelli,

;E[Z > (G S Guipy G ~ Go}| |=(Go)] fZ S E[{G S Grip G ~ Go}l] [e(Go)l

k=0 Goe M, k=0 Goe My,
$oye|Ty
R £ Le i+vcol | 1e(Go)l
k‘ 0 GoeMj, i=0 GO—(Gn,l—p)¢+1
N n—|V(Go)| + 1
=2 2 ( - )(1—p)k!5(G0)\
k=0 GoeMy,
o0
<> ) Gyl (1 -p)*
k:OGoeMk

Par la condition (3.9), cette derniere quantité est finie, donc par théoréme de Fubini appliqué a la formule
(3.14)

E{L ””’] Z 3 (”_W GO)|+1>(1—p)k5(Go). (3.15)

k=0 GoEMk

Par théoreme de convergence dominée, on obtient la formule (3.10) et donc la formule (3.11). O

Pour montrer que la condition (3.9) est vérifiée, on cherche plus d’informations sur les coefficients ¢(G). Le
résultat suivant ne suffit pas pour montrer que (3.9) est vérifiée pour un certain r mais donne déja une condition
suffisante pour que €(G) soit nul. En particulier, si 'hypothese (3.9) est vérifiée, on est ramené & tester un nombre

fini de motifs pour calculer un nombre fini de (ax)g=0-

Lemme 3.2.7. Si G est un motif tel que £(G) # 0, alors le graphe obtenu a partir de G en oubliant ’orientation

de ses arétes est connexe.

Démonstration. On commence par remarquer que si G; et G sont deux motifs équivalents, alors e(G1) = ¢(G2)
étant donné que la numérotation n’intervient pas dans la formule (3.8). Pour montrer le lemme 3.2.7, on procede

par récurrence sur |V (G)| + |E(G)| la somme des nombres d’arétes et de sommets du motif G.

V(G)| + |E(G)| = 1, les seuls cas possibles sont les graphes & un sommet, qui
sont connexes, donc l'initialisation est prouvée.

Récurrence : A présent, on suppose que le résultat est vrai pour tous les motifs G’ tels que |V (G)| + |E(G)| <
n — 1 (pour un certain n € N*). On considere a présent un motif G = ([a, b], F) tel que |V(G)| + |E(G)| = n.

On commence par traiter le cas ou deux arétes se croisent dans G, c’est a dire lorsqu’il existe a < i1 < j; <
i9 < jo < b tels que (i1,i2) € E et (j1,J2) € E, et ou i1 et i3 ne sont pas dans la méme composante connexe que
j1 et ja. On illustre ce cas en figure 3.5. Dans ce cas, si on pose G = (V, E\{(41,12)}) le graphe G dans lequel on a

retiré l'aréte (i1,142), alors

En effet, on a déja L(G) > L(G) car tout chemin orienté dans le complémentaire de G est un chemin orienté dans

le complémentaire de G. Réciproquement, on peut montrer que tout chemin orienté dans le complémentaire de G
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FIGURE 3.5 — Illustration du cas croisé, avec i1 = 1, 19 = 4, j1 = 2 et jy = 6.

passant par l'aréte (i1,i2) n’est pas un chemin orienté maximal dans le complémentaire de é, car on peut toujours
trouver un chemin plus long en remplacant l'aréte (i1,i2) par les arétes (i1,71) et (j1,42) (car i1 et iz ne sont pas

dans la méme composante connexe que jj et ja). On a donc bien L(G) = L(G). Par conséquent, par la formule
(3.8), on a

— (@)= - )] =(&) (3.16)
GG
leline]
Or,siG'Sc Get G €G,ona (i1,12) € E(G"), et donc comme j; € V(G'), G’ n’est pas connexe. Par hypothese de
récurrence, on en déduit que £(G’) = 0. Donc par (3.16), (G) = 0 dans le cas ol 'on a un croisement.
On distingue a présent deux cas sous I'hypothese que I'on est dans le cas non croisé pour G = ([a,b], E) :
o Cas séparé : S'il existe c € [a,b] tel que pour tout i € [a, c] et pour tout j € [c + 1,0], (i,5) ¢ E.
o Cas non séparé : Si G n’est pas dans le cas séparé.
On illustre ces deux cas dans les figures 3.6 et 3.7.
Dans le cas séparé, on pose avec ¢ comme précédemment les motifs G1 = (Vi, En V) et G = (Va, EnVE) ot
Vi = [a,c] et Vo = Je + 1,b]. Le motif G correspond alors a la juxtaposition des motifs G; et G3. On commence

dans ce cas par montrer que
L(G) = L(G1) + L(G2). (3.17)

Dans un premier temps, on montre que L(G) < L(G1) + L(Gz). Si I'on considere des sommets my < -+ < mpq)
dans [a,b] formant un chemin maximal dans le complémentaire de G, alors si j est tel que mq,...,m; € [a,c]|
et mji1,...,myq) € [c+ 1,b], my,...,m; forme un chemin dans le complémentaire de G1 et mji1,...,mpq)
forme un chemin dans le complémentaire de G3. On en déduit que j < L(G1) et L(G) — j < L(G2), donc
L(G) < L(G1) + L(G2). Pour montrer que L(G) > L(G1) + L(Ga), on considere my < --- < mp g, dans [a,c]
formant un chemin maximal dans le complémentaire de G1 et mpg)+1 < = < MpG)+L(G) dans [c + 1,b]
formant un chemin maximal dans le complémentaire de Ga. Par le fait que [a,c] et [c + 1, ] sont déconnectés
dans G, on en déduit que my,...,mrG)+1(G,) forme un chemin dans le complémentaire de G. En conséquence,
on a bien L(G) = L(G1) + L(G2) et donc par I'autre inégalité, on a montré (3.17). Par (3.8) et (3.17), on obtient

alors

D e@)= > @)+ D) e@)

G'cG G'cGy G'cGo
— (G)=— ) (&) (3.18)
G'cG
G'€Gy
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FIGURE 3.7 — Illustration du cas non séparé, avec a = 1,¢c =6,d =T et b= 9.

Le fait que G’ € G, que G’ &€ G; et que G’ £ G5 implique qu’au moins un sommet de G1 et un sommet de Go
sont dans G’, et donc que G’ n’est pas connexe. Par hypothese de récurrence, on a donc (G’) = 0, et par (3.18),
on obtient alors (G) = 0. On a donc montré le résultat dans le cas séparé.

Dans le cas non séparé, comme on se place sous I’hypotheése non croisée, il existe ¢ < d € [a,b — 1] tels qu’en
posant Vy = [a,c], Vg = [d+ 1,b], Vi = Vo u Vg et Vo = [c+1,d], V1 et V5 sont déconnectés dans G. On note
alors les motifs Gy = (V, E n Vg2) , Go = (Vo, En V) et Gg = (Vg, E n V2). On peut alors montrer de maniere

analogue & la preuve de la formule (3.17) que
L(G) = L(Gy) + L(G2) + L(Gq). (3.19)

Par (3.18) et (3.19), on en déduit que

G'cG G'cqGy G'cGo G'cGy
— £(G)=— ) =(@). (3.20)
G'cqG
G'EGy
G'¢Gs
G'¢tGq

Comme précédemment, si G’ est un motif comme dans la somme (3.20), alors on peut montrer que G’ n’est pas
connexe, et donc par hypothese de récurrence, e(G’) = 0. Par (3.20), on obtient donc le résultat e(G) = 0.
O
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