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Exercice 1: La matricede fest | 3 —2 4 ].Ona
-3 2 —4
1 1 1
Im f=Vect(| 3 |,-2]|,| 4 |)
-3 2 —4
1 0 0 1 0
=Vect(| 3 |,|-5|,1 1 |)=Vect(| 3 |, 1 |)
-3 5 -1 -3 —1

Donc I'image de f est de dimension 2. C’est un plan. On a

1 0 =z
det| 3 1 y|=z+y
-3 -1 =z

Donc Im f a comme équation y + z = 0.

Exercice 2: Un point M de V est de la forme aV; 4+ 6V, +~V3 avec a,

1 1 -5
0B, v compris entre 0 et 1 pour Vi =1 2 |, Vo= 1|5],Vza=1 4
-5 3 1
Son volume est la valeur absolue du déterminant de Vi, V5, V3 dans la
1 11
base canonique, c’est-a-dire dedet | 2 5 3| =9.
-5 4 1

Exercice 3:

1) On a
~1-\ -2 2
det(A — \3) = det 0 1-X =2
-3 -3 2-A
=N 224N -2=(1-2)2-N)(-1-2\)

La matrice A a trois valeurs propres distinctes —1, 2 et 1. Elle est donc

diagonalisable et les trois sous-espaces propres sont de dimension 1.
1



2

Cherchons 'espace propre relativement a 1 : on résout

—2x —2y+2z=0 x 1
—22=0 ce qui est équivalent a |y | =2 | —1
—3x—-3y+2=0 z 0
1
avec z € R. Un vecteur propre non nul pour 1 est donc V; = | —1
0

On trouve de méme que les vecteurs propres pour la valeur propre 2
sont de la forme

T 2
yl=21-2
z 1
2
avec z € R. Un vecteur propre non nul pour 2 est donc V5, = | —2
1
Les vecteurs propres pour la valeur propre —1 sont de la forme
x 0
yl =yl
z 1
2
avec y € R. Un vecteur propre non nul pour —1 est donc V3 = [ —2
1

Les (V1, Vi, V3) forment une base de vecteurs propres de A.
2) Les solutions du systeme différentiel X' = AX sont
Cre'Vi + Coe® Vi + Cie™ V3

avec (', Cy, (5 des constantes réelles, c¢’est-a-dire

z(t) = 2C et + 2Cqe*

y(t) = —Cret — 2C5e* + Cae™!

2(t) = Cye? + Cze" .
Une solution est bornée lorsque t — +o0 si et seulement si C; = Cy, = 0.

Elles forment donc un sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par la solution S(t) = e V3.

3) a) Pour t € R, S(t) est un vecteur de R3. Comme (V, V5, V3) est une
base de R3, S(t) s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire

de (V1, V5, V3) -
S(t) = c1()Vh + ca(t) Vo + c5(t) V3

On a alors ¢ (t) = det(S(t), Va, V3)/ det(Vy, Vo, V) et si S est C1, il en
est de méme de ¢;. De méme pour cs, c3.
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b) On a §" = /(t)V1 + &4 (t)Va + ¢4(t) et S est solution de (EE) si
et seulement si

AWV + dy(t)Va + (1) Vs = c1(t) AV) + co(t) AV + c3(t) AV
c’est-a-dire si et seulement si
A OV + (t)Va + & (6) Vs = c1(E)V1 + 2¢(t) Vo — c3(t) Vs

Comme (Vi, V3, V3) est une base de R3, on en déduit que pour tout
teR

Donc
c1(t) = kre! + koe ™
Co(t) = kseV? + kyeV?
c3(t) = kscost + kgsint
avec kq, . .. , kg appartenant a R. Ainsi, ’ensemble des solutions de (EE)

est formé des
ket + koe 'V + (kge‘/it + k4e‘/§t)V2 + (ks cost + kgsint)V3

C’est un espace vectoriel de dimension 6 dont une base est formée des
solutions e'Vy, e~ tVy, eV2Vy, eV21V,, cost Vi, sint Vi,

Les solutions bornées sur R sont (ks cost + kg sint)Vs et forment un
sous-espace de dimension 2.

Exercice 4: La matrice du dessin (a) a visiblement comme vecteurs

propres (1,0) et (0,1). Il s’agit de (2). Dans le dessin (b), il n’y a pas
de direction propre, les valeurs propres sont complexes, il s’agit de (1)
et dans le troisieme, elles sont réelles (3).

La matrice du dessin (d) admet visiblement comme droite de vecteurs
propres 'axe des y et la matrice du dessin (d) admet visiblement comme

droite de vecteurs propres I’axe des y. Donc (d) correspond a (5) et (e)
a (4).



