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Résumé

Le théoréme nodal de Courant dit que |'ensemble nodal de la
n-ieme fonction propre du Laplacien dans un domaine de R
délimite au plus n domaines nodaux.

Une note de bas de page dans le volume 1 de Courant-Hilbert
indique que ce théoréme se généralise a toute combinaison linéaire
non triviale des n premieres fonctions propres. R. Courant attribue
ce théoreme a un de ses éleves en these a Gottingen (1926), qui ne
semble I'avoir jamais écrit. V. Arnold a montré que ce théoreme
impliquait des résultats contradictoires a ceux qu'il obtenait en
géométrie algébrique. Apres avoir mené |'enquéte sur les origines
de ce "faux" théoréme, nous proposerons des contre-exemples tres
simples relevant de I'analyse spectrale du Laplacien dans des
ouverts simples.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Pierre Bérard
(Université de Grenoble). Une motivation est un article de 2015 de
Nikolay Kuznetsov publié dans EMS Newletter sous le titre : On
Delusive Nodal Sets of Free Oscillations.
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Introduction
Soit © ¢ R? un domaine ouvert borné connexe ou, plus

généralement, une variété compacte avec ou sans bord.
Considérons le probléme aux valeurs propres

—Au =Au inQ,

B(u) =0 on 092,

ol, A est le Laplacien:

H? H?
A = — .
8X2 Tt Ox3

et, s'il y a un bord, B(u) est une condition sur le bord 02, telle
qu'on obtient un probléeme autoadjoint.
Par exemple,

» D(u) = u}OQ pour la condition de Dirichlet,

» N(u) = %\dg pour la condition de Neumann.
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On désigne par H(Q, B) I'extension autoadjointe de —A.

A € C est appelée une valeur propre si on a une solution au
probleme ci-dessus avec u non nul dans le domaine de cette
extension:

D(H(Q,B)) = {u € H*(Q), Bu=0on 9Q}.

Pour nos B, (H(S2, B) + 1) est inversible et, comme 2 est borné et
régulier, son inverse est compact.

On peut alors montrer que I'ensemble des valeurs propres est
contenu dans R, constitué d'une suite de valeurs propres tendant
vers +00.

On peut de plus trouver une base de fonctions propres pour L?(1).
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On désigne par
0<A(92,B) < X(2,B) < \3(Q2,B) < --- (2)

la suite de ses valeurs propres comptées avec multiplicité.
Pour tout entier n > 1 et gérer la question des multiplicités, on
introduit

7(Q, B, \p) = min{k | \c(Q, B) = \o(Q, B)}. (3)

Enfin £(\,) désignera |'espace propre associé a A,,.
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Le théoréeme nodal de Courant

Pour une fonction continue a valeurs réelles v sur 2, on définit son
ensemble nodal par

3(v)={xe Q| v(x) =0}, (4)

et on note p(v) le nombre de composantes connexes ( i.e. de
domaines nodaux) de Q\ 3(v).

Théoreme nodal de Richard Courant (1923)
Pour tout u € E(A\,(£2, B)) \ {0},

Bo(u) < 7(Q, B, An) < n. (5)

On peut trouver ce théoreme dans I'ouvrage de Courant-Hilbert [9].
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Exemple de lignes nodales
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Sur la propriété nodale de Courant généralisée (ECP)

Pour r > 0, on désigne par £(2, B, r) I'espace vectoriel

Q(Q./ B, r) = Z Gj uj ‘ (S R, uj € EA](QJB) . (6)
\j(Q,B)<r

Propriété de Courant généralisée = (ECP)
On dira que v € £(, B, A\,(2, B)) vérifie (ECP) si

Bo(v) < 7(2, B, An) . (7)

Une note de bas de page dans Courant-Hilbert [9] indique que
(ECP) est vraie pour tout 2 et tout n, et renvoie a la these de
Horst Herrmann (Gottingen, 1932) [15].

Bernard Helffer, Laboratoire Jean Leray, Université de Nantes. Sur des extensions du théoreme Nodal de Courant— Enquéte sur



Un peu d'histoire : Sturm (1836), Pleijel (1956).

1. (ECP) est vrai en dimension 1 pour les équations de
Sturm-Liouville. Ce fut d'abord annoncé par C. Sturm en 1833,
[28] et démontré dans un mémoire en [29]. D’autres
démonstrations sont données par J. Liouville et Lord Rayleigh qui
citent chacun C. Sturm explicitement.

2. A. Pleijel mentionne également (ECP) dans son célebre article
[25] sur le comportement asymptotique du nombre d'ensembles
nodaux d'une fonction propre de Dirichlet dans un domaine du
plan. A la fin de son article, il écrit de maniére dubitative :

“In order to treat, for instance the case of the free three
dimensional membrane |0, 77[3, it would be necessary to use, in a
special case, the theorem quoted in [CHJ... However, as far as |
have been able to find there is no proof of this assertion in the
literature.”
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Un peu plus d'histoire : V. Arnold (1973-1979)

3. Comme remarqué par V. Arnold [1], quand Q = S9, (ECP) est
relié au seixieme probleme de Hilbert. Arnold [2] indique qu'il a en
fait discuté de cette note de bas de page avec R. Courant, que
(ECP) ne peut pas étre vraie dans ce cas. Plus tard O. Viro donne
en 1979 des contre-exemples pour la sphere S3.
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Plus précisément, V. Arnold raconte:

Having read all this, | wrote a letter to Courant:

"Where can | find this proof now, 40 years after Courant
announced the theorem?”.

Courant answered that one can never trust one’s students: to any
question they answer either that the problem is too easy to waste
time on, or that it is beyond their weak powers.
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et V. Arnold poursuit:

The point is that for the sphere S? (with the standard Riemannian
metric) the eigenfunctions (spherical functions) are polynomials.
Therefore, their linear combinations are also polynomials, and the
zeros of these polynomials are algebraic curves (whose degree is
bounded by the number n of the eigenvalue). Therefore, from the
generalized Courant theorem one can, in particular, derive
estimates for topological invariants of the complements of
projective real algebraic curves (in terms of the degrees of these
curves).
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... And then it turned out that the results of the topology of
algebraic curves that | had derived from the generalized Courant
theorem contradict the results of quantum field theory.
Nevertheless, | knew that both my results and the results of
quantum field theory were true. Hence, the statement of the
generalized Courant theorem is not true.
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Seizieme probleme d'apres Wikipedia

Le seizieme probleme de Hilbert est I'un des 23 problemes de
Hilbert. Il comporte deux parties.

La premiere concerne le nombre de branches réelles (ovales) d'une
courbe algébrique, et leur disposition ; de nombreux résultats
modernes (Petrovskii, Thom, Arnold) apportent des informations a
leur sujet.

La seconde partie du probleme pose la question du nombre maximal
et de la position mutuelle des cycles limites de Poincaré (orbites
périodiques isolées) pour une équation différentielle polynomiale
plane de degré donné ; cette question est encore ouverte.
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Nouvel épisode de I'histoire : Gladwell-Zhu (2003)

4. Dans [11], Gladwell et Zhu discutent (ECP) sous le nom de la
conjecture de Courant-Herrmann.

» lls indiquent que cette extension du théoreme de Courant
n'apparait pas (et a fortiori n'est pas démontrée) dans la these
d'Herrmann ou dans des publications ultérieures.

» llIs considérent le cas d'un rectangle et échouent dans ce cas a
trouver un contre-exemple.

» En s'appuyant sur une étude numérique assez grossiere, ils
proposent un contre-exemple d'un domaine non-convexe.

> lIs suggerent que la conjecture pourrait étre vraie dans le cas
convexe.
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Richard Courant

Figure: Richard Courant 1888-1972
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Richard Courant et ses livres

On renvoie au livre de la journaliste Constant Reid: Courant in
Gottingen and New York, The story of an improbable
Mathematician. V. Arnold y fait référence et le livre contient
beaucoup d’'informations sur I'écriture des deux volumes du
Courant-Hilbert.

On trouvera aussi dans Images des maths 2011 un article sur
I'institut Courant.

On y trouve, au sujet de I'écriture du livre :

Ecoulement Supersonique et Ondes de choc,

co-écrit par Courant, Friedrichs et Morawetz, ce commentaire de
K. Morawetz:

"Courant était un rédacteur brillant mais le style I'emportait
parfois sur I'exactitude”
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Complément d’'enquéte : et si on regardait dans la these d’
H. Herrmann

5. On peut trouver la thése de H. Herrmann a la BNF.
L'introduction de la thése mentionne trois parties, mais seule la
deuxiéme partie semble avoir été acceptée! par le comité
d’évaluation pour publication.

Comme l'indiquait Gladwell-Zhu, cette partie ne comporte aucune
mention de (ECP).

La premiére partie fut publiée plus tard [16] in Math. Z. en 1936
sous une forme différente.

Enfin, la troisieme partie ne fut jamais publiée. Le titre du chapitre
indique toutefois un sujet (étude du probleme de Robin) qui n'a
rien a voir avec (ECP).

Von der Fakultit genehmigter Teildruck,
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FIN de I'enquéte

H. Herrmann est déclaré non-coupable sur ce point. |l est plus
difficile de savoir qui est a I'origine de cette erreur ou de cette
négligence mais R. Courant ne peut sans doute pas se dégager de
toute responsabilité.

R. Courant quittera I'allemagne Nazi en 1934 et fondera I'institut
qui porte son nom a New York sur le modele qu'il avait créé a
Gottingen.

H. Herrmann entrera au parti Nazi en 1936. Poursuivi apres la
guerre et interdit d'enseignement a I'université pour son passé
Nazi, il ne retrouvera un poste universitaire qu'en 1952.
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A la recherche de contre-exemples élémentaires

Pour ceux qui pourraient étre effrayés par le seixieme probleme de
Hilbert ou la compréhension des travaux d'Arnold ou de I'exemple
d’'O. Viro, nous nous proposons de rechercher des contre-exemples
plus simples de (ECP) pour des domaines dans R?, S? ou R3,
incluant des domaines convexes.
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Rectangle fissuré

Soit Ny le rectangle 10,47 [x]0, 27[. Pour 0 < a < 1, soit
C,:=]0,a] x {7} et R, := NRp \ C, et considérons la condition de
Neumann. Ce cas est considéré pour une tout autre raison dans
Dauge-Helffer (1993).Soient

{ 0= Vl(O) < 1/2(0) < 1/3(0) = 1/4(0) <. (8)

les valeurs propres de Neumann du Laplacien —A dans Rg .
.. 2 2 ;
Elles se calculent explicitement par 75 + - pour toute paire (m, n)
d’entiers positifs (ou nuls).
Une base de fonctions propres associée est donnée par

m

(X,y) = Umn(x,y) = cos Fx cos 5y .
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De méme, les valeurs propres de Neumann pour —A dans R, sont

notées

{0=11(a) < va(a) < ws(a) <+ . (9)

Les trois premiéres valeurs propres de Neumann pour 3g sont donc:

v1(0) | 0 | (0,0) Pi(x,y) =1

v2(0) | 15 | (1,0) | ¢2(x,y) = cos()
v3(0) (0,1) | ¢3(x, y) = cos(3)
va(0) | 7 | (2,0) | ¢a(x,y) = cos(3)
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Dauge-Helffer (1993) ont démontré :

Théoreme

Fori>1,
1. [0,1] 5 a+ vj(a) est monotone décroissant.
2. 10,1[> a+ vj(a), est continue.

3. Iima_>0+ y,-(a) = I/,'(O).
On en déduit que pour 0 < a, assez petit on a

0 =11(a) = 11(0) < 12(a) < 1»(0) < v3(a) < va(a) < v3(0) = v4(0).

(11)
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Observons que pour | = 1 et 2, (Z;;/ (x,y) = 0. Ainsi, pour a assez

petits, 11 et 1, sont les deux premiéres fonctions propres pour ‘R,
avec condition de Neumann et les valeurs propres associées sont

1/1(3) 0
et 1
va(a) = 2 <w3(a).

Nous avons

a1(x,y) + a(x,y) = a+ COS(%)

On peut choisir le coefficient o €] — 1, +1[ de sorte que les

combinaisons des deux premieres fonctions propres ont deux ou
trois domaines nodaux .
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Figure: Rectangle avec une fissure (Condition de Neumann)

Ceci montre que (ECP) est faux pour 93, avec condition de
Neumann.

Notons qu’'on peut introduire plusieurs fissures
k
{(x,5)) [ 0 <x <}y

de sorte que pour tout d € {2,3,...k + 2} il existe une
combinaison linéaire des fonctions propres 1 et cos(7) avec d
domaines nodaux.
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Sphere S? fissurée

Sur la sphere S?, nous considérons les géodésiques

(x,y,2) = (V1 — z%cosb;,\/1 — z%sin6;, z) passanr par le pdle
nord (0,0, 1), avec des 6; € [0, [ distincts.

Si on enléve les segments géodésiques 0o = 0 et 0> = 7 with

1 —z < a <1, on obtient une sphere fissurée S2 par une fissure en
forme de croix.

Si on prend la condition de Neumann sur la croix on va construire
une fonction dans I'espace engendré par les deux premiers espaces

propres de la sphére pour produire cinq ensembles nodaux.
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On remarque en effet que la fonction z est une deuxiéme fonction
propre du Laplacien sur la sphere fissurée S2 de valeur propre 2.
Pour a assez petit, \s(a) = 2, avec cette fonction comme fonction
propre.

Pour 0 < b < a, (x,y,z) + z — b a cinq composantes dans S2,
voir figure en coordonnées sphériques.

Par conséquent (ECP) n’est pas vérifiée pour la sphere
fissurée.
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Figure: Spheére fissurée avec domaines nodaux.
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Le cas de |I'hypercube avec condition de Dirichlet ou
Neumann

On va suivre I'approche de Gladwell-Zhu qui avait échoué pour le
carré et qui va marcher en dimension supérieure.

Soit Cp(7) :=]0, 7[" I' hypercube of dimension n, avec condition de
Dirichlet or Neumann ou de Neumann 90C,().

Une base de fonctions propres pour la réalisation de Dirichlet
(Cn(7),0) est donnée par les fonctions

n
Ca(m) 3 (31, -+, xn) = [ [ sin(ki x) (12)
j=1
correspondant aux valeurs propres

> k7. pour ki € N\{0}.
j=1
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Une base de fonctions propres pour la réalisation de Neumann
(Cn(m),n) est donnée par les fonctions

Co(m) 3 (x1,- -, xa) > | [ cos(kj x;) (13)
j=1

correspondant aux valeurs propres

n
Z kj2, pour k; € N.
j=1
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Pour Dirichlet, on peut utiliser les polynémes classiques de
Chebyshev U(t), k € N, définis par,

sin ((k + 1)t) = sin(t) Uk (cos(t)) ,

avec en particulier
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Table: Premieres valeurs propres de C,(7)

Val. propres | Mult. Fcts propres
n 1 ¢1(x) = [1}_q sin(x))
n+3 n ¢1(x) Ur (cos(x;)) pour 1 <i<n
n+6 "D [ 1(x) Uy (cos(x7)) U (cos(x;)), 1< i<j<n
n+8 n ¢1(x) Uz (cos(x;)) pour 1 <i<n

Pour les valeurs propres ci-dessus on a

n(n+1)

T(n+3)=2, 7(n+6)=n+2, 7(n+8)= 5

+2. (14)
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Pour étudier I'’ensemble nodal, on utilise le difféfomorphisme

(x1,---,Xxn) = (& = cos(x1), ... ,&n = cos(xn)) , (15)

de |0, 7[" sur | — 1,1[", et on divise par la fonction ¢; qui ne
s'annule pas dans I'hypercube ouvert. La fonction

Vo(br, . &) =&+ +& —a

correspond a une combinaison linéaire ® dans £(n) & £(n + 8).
Pour a, (n— 1) < a < n, la fonction 2" + 1 nodal domains, see
Figure 5 in dimension 3. For n > 3, nous avons 2" + 1 > 7(n + 8).
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On obtient donc
Proposition

Pour n > 3, I'hypercube de dimension n, avec condition de
Dirichlet fournit un contre-exemple a ECP.

v =

y
‘)

Figure: Le cube

Remark . On a des résultats similaires pour I'hypercube avec
condition de Neumann.
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Le triangle équilateral (Dirichlet ou Neumann)

Soit 7. le triangle équilateral de c6té 1. Les valeurs et fonctions
propres de 7, sont explicitement connues pour Dirichlet et
Neumann.

On va montrer que le triangle équilateral fournit de nouveau un
contre-exemple pour ECP dans les deux cas Dirichlet ou Neumann.

B

0 A

Figure: Le triangle équilateral 7. = [OAB]
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Le cas de Neumann

La suite des valeurs propres de Neuman du triangle équilatéral
equilateral triangle 7. commence par,

1 2
1o o\,

0:/\1(72.‘:N)< (7;7N):A3(725N)<A4(7;7N)'

(16)
Le second espace propre est de dimension 2, contient une fonction
propre symétrique par rapport a OM, et une autre antisymétrique
N
¥3 -
La fonction propre 4,99’ est définie par

oN(x,y) = 2cos (273”) <cos <2§X) + cos (2%)) — 1. (17)
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L'ensemble {¢) + 1 = 0} est fromé de deux segments
{x = %} NTe et {x++3y = 3} M Te, qui se rencontrenet au the

point (2, \/) sur O7c. Les ensembles {¢> + a = 0}, avec
ae{0,1—¢,1,1+¢}, et € > 0 assez petit ¢, sont représentés en
Figure 7. Quand a varie entre 1 — = et 1 + ¢, le nombre de
domaines nodaux de ¢ + a dans 7T, passe de 2 a 3, avec un saut
pour a = 1.
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a=09

AVA)

a=11

JAVA

Figure: Lignes de niveau de {p) + a =0} pour ac {0;0.9; 1; 1.1}
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Ainsi ) +2=0,r1<a<1.2, donne un contre-exemple a
ECP pour le triangle équilatéral dans le cas Neumann.
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Triangle équilatéral avec condition de Dirichlet

La suite des valeurs propres de Dirichlet du triangle équilatéral 7
commence par,

1672 11272
51(T2) = T” < 0a(T2) = 65(Te) = 9”

< 04(Te).  (18)
Une premiere fonction propre cp? est donnée par

p? = —8 sin 21y sin m(V3x +y) sin 7(V3x — y)
o1 (x,y) = —8si 7 = ), (19)
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La deuxiéme valeur propre a multiplicité 2, avec une fonction
propre symétrique par rapport a la médiane OM gag et une autre
antisymétrique go?. o est donnée par

pR(x,y) = sin (3 (5x+v3y)) —sin (5 (5x — v/3y))

+sin (Z(x — 3v3y)) —sin (Z(x +3V3y))

+sm(%7T 2x+\@y)) — sin A’%(QX-[}/)) 20)
20

~
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Une formule surprenante.

Suggérée par des calculs numériques nous avons été conduits a
subodorer que :

Lemma

0 = —pPpy .

Preuve Il suffit d'exprimer toutes les fonctions concernées avec
X = cos %”x et Y = cos %y. On se ramene alors a vérifier
I'égalité de deux polyndmes des variables X et Y.

On déduit du lemme que le contre-exemple pour Neumann donne
la méme figure que le contre-exemple pour Dirichlet ! Les lignes de
niveaux de ¢} et ©2 /P sont les mémes.
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Simulations numériques pour les polygones réguliers (avec
I'aide de Virginie Bonnaillie-Noél).
On rappelle qu'en dimension 2, Gladwell-Zhu échouerent pour le
carré. On réussit par contre numériquement pour Neumann et

Dirichlet.
®,
|

Figure: Lignes de niveau u; p, us,p et Zi—g pour le probleme de Dirichlet
dans I'hexagone régulier
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Figure: Lignes de niveau de % pour le probléme de Dirichlet dans le
cas d'un heptagone régulier
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