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0. Résumé

On se propose dans cet exposé de montrer comment
un probléme venant de la physique (apparition de la
supraconductivité), modélisé par I'étude des minima
d'une fonctionnelle, débouche sur des questions
de théorie spectrale relevant de [|'analyse semi-
classique. On définira différents champs critiques et
on discutera leur pertinence. Mes résultats récents
ont été obtenus en collaboration avec S. Fournais.
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1. Fonctionnelle

Un modele généralement admis (voir les ouvrages
de base de De Gennes, Saint-James-Sarma-Thomas,
Tinkham , Tilley et Tilley) pour la description des
supraconducteurs est donné mathématiquement par
la fonctionnelle de Ginzburg-Landau.

Pour un certain choix de parameétres et unités, cette
fonctionnelle s'écrit comme

EW, Al = [ {IV a0l + K2H2 ot A~ 12

~k2? + 5|y} da,
(1)
avec
(1, A) € WH2(Q;C) x W2 (O R?)
(Les physiciens appellent parfois 1) le paramétre
d'ordre)
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Ici, on a noté

—

Vi=(V—id)=(0s — A1, 0y, —142),

rot A= 0Ay/0x, — A, /Oxy |

On notera aussi parfois

piy= —tV 1.
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Les parametres du probleme

Apres plusieurs changements d'échelle, de parametre
d'ordre..., on garde trois parameétres indépendants
pour le probleme.

r est une caractéristique du milieu.

H est l'intensité du champ magnétique extérieur,
qu’'on va supposer constant. On peut supposer qu'il
est associé au potentiel magnétique

H
All = 5(—5’5275’51)

() est un ouvert correspondant au matériel
supraconducteur. Méme si le probleme est
en dimension 3, nous regarderons pour faciliter
|'exposition, le cas de la dimension 2.

Les résultats pourront dépendre fortement de ces
trois parametres !
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Remarques

e |l ne faut pas croire que le () considéré correspond
nécessairement au materiau supra. |l y a eu des
changements d'échelle.

e La température est aussi cachée dans cette
renormalisation mais on est en dessous de Ia
température critique

(voir le signe devant |¢/|* dans la fonctionnelle).
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2. Sur l'origine du modele.

Ce modele a été introduit par Landau et Ginzburg en
1951 sur la base d'une intuition physique remarquable
(modele phénoménologique).

Ce n'est qu'ensuite (Gorkov 1959) qu'on a
dérivé cette fonctionnelle comme la résultante
macroscopique d'une théorie microscopique (idée de
la mécanique statistique). Mathématiquement, cette
justification n’'est pas achevée.

Au lieu de comprendre le mouvement de chaque
électron, on regarde plutét la densité de présence
des électrons (en fait de paires d'électrons) qui est
représenté ci-dessus par |1

Notons que 1) n'est pas normalisé pour la norme L?
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Le champ H rot A (identifié, car nous sommes
en dimension 2, a une fonction) est le champ
magnétique induit. Sa “présence” (ou non) dans ()
a une grande importance physique (effet Meissner).
Le champ magnétique induit est “évacué” la ou le
parametre d’ordre est non nul.
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3. Propriétés du minimiseur

Les propriétés physiques du modele sont retrouvées
en étudiant les propriétés des minimiseurs de la
fonctionnelle.

Compte-tenu de l'invariance de jauge du probleme, il
est parfois utile de “fixer” la jauge en ajoutant dans
le choix de |'espace variationnel :

dvA=0 dansQ, A-v=0 surdQ.

Si on écrit la condition nécessaire déduite de Ia
propriété que (1), A) est un minimiseur on obtient les
équations de Ginzburg-Landau.
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Equations de Ginzburg-Landau

Les points critiques de la fonctionnelle de Ginzburg-
Landau sont les solutions des équations de Ginzburg-
Landau.

%piﬂg = r2(1 — [¢|?)y }
rot A= —5= (Vi) — V) — |2 A

Ici rot(Ay, As) = 0y, As — O, Ay,

—_ —_ =

rot A = (Ogy(rotA), =0y, (rotA)) .

On cherchera donc les minimiseurs parmi ces points
critiques.
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Solutions particuliéres

Solution normale
On remarque que (¢, A) = (0,F) est un point

—

critique de la fonctionnelle. Ici F' est le champ
de vecteur satisfaisant

ds ), F-v=0 surdQ.

On notera que quand (2 est simplement connexe,

— Xo Iq

F:(_??>+v¢'

Cette paire est appelée la solution normale ou état
normal.

Son énergie est nulle (par choix de normalisation).
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La solution normale est-elle un minimiseur?

Si, pour un ) donné et un x donné, on démontre que,
pour une certaine intensité du champ magnétique
extérieur, cette paire est un minimum global de la
fonctionnelle, on dira que notre matériau est non
supraconducteur avec cette intensité.

On sera parfois moins gourmand et on se contentera
de se demander si (0, /") est un minimum local.

Peut-on décrire plus précisément pour k, () fixés
I'ensemble des H tel que (0, F) est un minimum
local (resp. global).

Quelle est la structure de cet ensemble ? Est-ce un
intervalle 7
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Solution purement supraconductrice

Quand H =0, (¢, A) = (1,0) est solution.
Son énergie est —x?|()| et donc plus petite que celle
de la solution normale.

On appellera encore état supraconducteur un

minimiseur (¢, A) tel que 7 ne s'annule pas dans
Q.

On s'attend a ce que pour H assez petit le minimiseur
global soit supraconducteur.

Peut-on décrire plus précisément pour x, () fixés
I'ensemble des [ tel que le minimiseur global soit
supraconducteur ?

Quelle est la structure de cet ensemble 7 Est-ce un
intervalle 7
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Etats mixtes

On sait aussi que pour les matériaux de type
[l les minimiseurs locaux ou globaux peuvent
correspondre a des états qui ne sont ni normaux
ni supraconducteurs et qu'on appellera des états
mixtes.
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4. Champs critiques : version vague.

Nous allons considérer uniquement les matériaux de
type I, c'est a dire pour lesquels x est grand.

On peut démontrer (Giorgi-Phillips) que si le champ
magnétique extérieur est assez grand la solution
normale est un minimum global. Ceci est vrai au
dessus d'un certain champ critique que I'on appelle

HCB(KJ).

En diminuant lintensité du champ magnétique
extérieur, on observe que la solution cesse d'€tre
nulle en commencant par le bord. Cette propriété
subsiste jusqu'a un nouveau champ critique H¢,(x),
en dessous duquel la partie “fonction” de la solution
devient significativement non nulle a l'intérieur.
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Reprenons le probleme a partir de l'intensité 0. On a
remarqué que la solution (1) = 1,0) est un minimum
global. Quand on augmente |'intensité, la solution
Y reste non nulle (on dit qu'on est en régime
complétement supraconducteur) jusqu'a un certain
champ critique que I'on note H¢, (k) qui correspond
a I'apparition des premiers zéros pour 0. La solution
n'est plus completement conductrice.

Ceci conduit a l'étude de l'apparition des Vortex,
étude menée par exemple par E. Sandier et S. Serfaty.

Assez vaguement, nous avons été conduits a
introduire trois champs critiques (ou plutdt trois
zones critiques)

0 < Hey(k) < Hey(k) < Hey(k) < 400
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5. Les questions mathématiques qui en

découlent

Bien siir, ces définitions ont un caractére vague et
une partie du travail mathématique est

A

de trouver des définitions plus précises (si c'est
possible),

de trouver des asymptotiques des champs
critiques,

de comprendre ce qui se passe prés des champs
critiques.

la suite de Sternberg et coauteurs, Lu-Pan, je

me suis particulierement intéressé, en collaboration
avec A. Morame, S. Fournais (mentionnons aussi

V.

Bonnaillie pour les problemes a coin) a ce qui

se passe pres de Hc,(,), i.e. |'apparition de la
supraconductivité.
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6. Du Hessien de la fonctionnelle a
I’opérateur de Schrodinger avec champ
magnétique.

Considérons une variation autour de (0, F). On a

E(ty, F) — €0, F)
= 2 ([ |Vemrpt|?dze — &2 [, ||?dz) + O(t323.)

On voit ainsi qu'une condition nécessaire pour que
(0, F') soit un minimum local est que :

/ ‘VRprlzdx—HZ/ [|2dx >0, Vi € H(Q;C) .
Q Q

— Typeset by Foil TEX —



En utilisant une caractérisation de la plus petite
valeur propre d'un opérateur autoadjoint semi-borné,
on trouve que cette condition s'écrit :

1
K2 H?2

~ 1
Al(HHF) Z m

—

ou A(A) est la plus petite valeur propre de
la réalisation de Neumann d'un opérateur de
Schrodinger avec potentiel magnétique A, (avec
A= kHF).

La situation critique apparaitra pour

1
K2 H?2

1
H2’

)\1(/€HF)) =

qui est une équation implicite pour H.

L'analyse du probleme suppose une bonne
connaissance du comportement asymptotique de
cette valeur propre.
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7. Schrodinger avec champ magnétique

L'étude du Hessien de la fonctionnelle nous conduit
donc a ['étude semi-classique de |'opérateur de
Schrodinger avec champ magnétique.

Par semi-classique, on entend qu'il y a un petit
parametre qui joue le role d'une constante de Planck
effective.
lci

1
- kH
Dans le cas ou x est grand, on peut voir que le H
critique est de l'ordre de x et que par conséquent h
est effectivement petit.

h
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| 'opérateur linéarisé.

Dans un ouvert £ C R?, nous considérons |'opérateur
avec champ magnétique :

Ah,A,V — Z(th] — Aj)2
J

ol h est un petit parametre (semi-classique),
Dy, = %axj
w4, appelé potentiel magnétique (qu'on peut

identifier avec un vecteur A), est une 1-forme

wa =Y Aj(x)dz;, A= (A As).
J
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Condition au bord :

e probleme qui apparait ici Eorrespond a la condition
de Neumann : (77 - (hV —iA)u), 90 = 0.

On notera que si Dirichlet n'apparait dans ces
questions que comme cas limite, d'autres conditions
naturelles apparaissent comme les conditions de De
Gennes (appelées conditions de Robin en EDP) :

—

(17 - (hWV —iA)u) 190 = YU 00 -

C'est un des thémes de la these d’A. Kachmar.
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8. Questions mathématiques sur
Schrodinger

Le probleme de la supraconductivité nous a ramené
aux problemes mathématiques suivants :

1. Dépendance de la plus petite valeur propre par
rapport a A (ou par rapport a o), par rapport a
h, par rapport a la géométrie de () (trous, points
de courbure maximale, coins).

2. Localisation de la fonction propre (régime semi-
classique)

3. Multiplicité de la premiere valeur propre

(Lorsque A = (0, nous savons que cette valeur
propre est simple)
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4. Monotonie dans le cas d'un champ magnétique
constant par rapport a son intensité.

Bien siir, ces problemes apparaissent dans d’'autres
questions de mécanique quantique !

Le point le plus intéressant est qu'on s'intéresse a la
condition de Neumann.

Les propriétés mises en évidence et ce qui est appelé
la supraconductivité de surface en dépendent.
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A la recherche des champs perdus

Une premiere définition.

Suivant Lu and Pan [LuPal], nous définissons

Heo(k) =inf{H >0 : (0, F) minimiseur de &, 5} .

La question centrale est d'établir le comportement
asymptotique de Hc., (k) pour x large.

Nous allons discuter I'intérét de cette définition et
décrire comment [, (k) peut se calculer a partir de
|"'étude d'un probleme linéaire.

Méme si ce n'est pas démontré, cela suggere
fortement que la transition entre état normal et état
mixte de surface se produit par bifurcation.
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Mathématiquement, seuls les cas de la plaque
(Bolley, Bolley-Helffer) et du disque (Bauman-
Phillips-Tang, Sauvageot) ont été analysés.

Le premier résultat obtenu avec S. Fournais est une
amélioration de [HePal.

Theoreme A
Soit 2 un domaine borné régulier sans trou de R?.
Soit k,.x la courbure maximale de 0€). Alors

k C 1
Hoy () = g+ —ghmex + 072, (4)
0

ou (1,0, sont des constantes universelles (O €
[0, 1]).®

Lorsque €2 est un disque nous n’'avons que :

K C _
Hey(k) = g+ —hmax +O(™) . (5)
0
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Notre second résultat (avec S.F.) est une estimation
précise sur la région effectivement supraconductrice
lorsque H est proche, mais dessous Hc..

Coordonnées dans un voisinage tubulaire .

Soit v : R/|0Q| — R? une paramétrisation de Of)
avec |7/(s)| = 1. Pour s € R/|0Q| k(s) est la
courbure dedf) au point y(s). De plus,

Kmax = k(s), K(s):= kmax — k(s) . (6
s K(s) | K (s) (5) - (6)

La fonction ¢ = #(x) mesure la distance au bord
t(x) := dist (z,00) .

Soit v(s) la normale intérieure O€) au point v(s) et
soit
D(s,t) =v(s) +tv(s) .
On a ainsi un nouveau systeme de coordonnées
défini dans un voisinage tubulaire du bord.
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Localisation au bord

Des travaux de Helffer-Morame [HeMo2] (améliorant
ceux de Del Pino-Fellmer-Sternberg et Lu-Pan) (voir
aussi Helffer-Pan [HePa] pour le cas non-linéaire),
nous savons que, lorsque H est suffisamment proche
de Hcos(k), les minimiseurs de la fonctionnelle GL
sont exponentiellement localisées pres du bord. C'est
de qui est appelé la supraconductivité de surface.

|| est intéressant pour la suite de noter la conséquence
suivante de cette localisation :

1
]l L20) < O3V Laq) (7)

qui est vraie pour k assez grand.

Le vaguement défini Heo(k) < Hes(k) est le
champ critique (~ k) correspondant a la transition
“état localisé a la surface” vers “état pénétrant
effectivement a l'intérieur ", qui est loin d'étre
complétement comprise.
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Localisation prés des points de courbure maximale

Le résultat suivant est une amélioration de [HePal].

Theorem B : Estimations d’Agmon tangentielles (cas
non-linéaire)

Soit (¢, A) = (Y, Acp) une famille de
minimiseurs de la fonctionnelle GL paramétrée par
k,H. On suppose que H = H(k) et p =
Heo (k) — H vérifient 0 < p = o(1) lorsque k — 0.
Alors da, C' > 0 t. g. si kK > C, alors

[ it Oy P as < eV [ p@)Pdr.
: @

On rappelle que
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Discussion précisée sur les champs critiques

Pour y voir plus clair nous sommes amenés a
introduire de nouveaux points critiques :

HC?)("{) < HC:&(’%) )

qui sont définis par

Hey(k) .
=inf{H >0 : VH' > H,(0, F) un. minimis. de &, g} ,

Hey(w) = Hey(R) - (9)

La preuve du théoreme A donne une borne inférieure
de Hc,(k) et une borne supérieure de Hc,(k), qui
admettent donc tous les deux ce développement
asymptotique.

— Typeset by Foil TEX —



L'idée physique qu'il n'y a en fait qu'une unique
valeur de transition va passer par l'introduction
de deux nouveaux champs crtiques liés a |'étude
des linéarisés. On montrera ensuite que tous ces
champs coincident sous des conditions géométriques
génériques.

Le champ critique local supérieur (resp inférieur)
peut maintenant étre défini :

W:inf{ﬂ>0 - VH' > H7A1(KH’ﬁ) > /{2}’

H}?BC(K) =inf{H >0 : \(kHF) > %} .
(10)

On a déja donné des indications sur la preuve du
théoreme de comparaison suivant.

Theoreme C
On a les inégalités :

Hoy () > HE () (11)
Hoy(s) > HIS(r) (12)
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Pour des domaines généraux, nous ignorons si les
loc loc L~
champs locaux H59(r) et H (k) coincident.

Le théoreme suivant fournit la clef pour Ia
comparaison fine des champs.

Théoreme D
drg > 0 tel que, pour kK > kg, nous avons

Hey(k) = Hg)gc(’f) :
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Autour de la preuve du Théoreme D
On fait la démonstration par |'absurde.

Si il existe une suite indicée par Kk = k,, telle que
K — +00 et Hes(k) > HXS(k), on peut trouver H
dans |Heos(k) , HES(k)[ et une paire de minimiseurs

—

(1, A) telle qu'on ait ) non trivial

et
Ceci nous conduit a
0<A:=r%Y5 - Q, 4zlv] = K¢

ou @, ;; 71| est I'énergie de ).
La derniere égalité est une conséquence de Ia
premiere équation de Ginzburg-Landau.
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En combinant avec (7), ceci donne

N

]]2 < Cr™1AT .

Par comparaison des formes quadratiques () associées
a Aet F', on obtient aveca = A — F':

A< [ = (= DN GHP) W15+ (e)? [ Javfde
(13)

pour tout 0 < p < 1.

Notons que par la régularité du systeme Rot-Div
combinée avec le théoreme d'injection de Sobolev,
on a

ldlls < Crlldllyre < Collrotadls .
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Maintenant A contrble aussi ||rot d||5 de sorte que
I'on a finalement :

(kH)ld]l; < CA.

Une combinaison de toutes ces inégalités donne

0< AL B
< [#2 = (L= p)M(HE) |91 + p~H (H )@l 3|13
S [/432 — )\1</<JHF)}

. . 3 -
Choisissant p = Ak 1, et utilisant la borne
supérieure grossiere \{(xH [') < C'k?, nous trouvons

0 <A< [K2=M(H)| |03+ CAxT.

Ceci conduit a une contradiction pour Kk = k,, assez
grand.
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L'hypothese générique

A l'exception du disque qui se traite différemment,
nous avons besoin d'une hypothese assurant une
certaine localisation dans le bord.

On supposera donc que €2 est un domaine sans
trou a bord régulier tel que I|'ensemble des
points de courbure maximale est fini (on les note
{s1,...,sn} € R/|0€]) et que ces points sont des
maxima non dégénérés de la courbure..
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Dans Fournais-Helffer [FoHe2] on a obtenu, sous
I'hypothése générique sur €2, une asymptotique
compléte de A\ (BF'), pour B large.

Le deuxieme point qui ne résulte pas d'un simple
argument de monotonie est de montrer que, sous
I'hypothése générique, |'application

[BQ, OO) > B — [Al(BQﬁ), OO)

est bijective pour B assez grand.

Proposition E
Si Q) vérifie I'hypothese générique, Jr t.q., si K > Ko,
alors I'équation pour H:

M(KHF) = 52, (14)

a une unique solution H (k).

En d'autres termes, pour x large, les deux champs
locaux coincident.
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On déduit alors assez facilement les asymptotiques
de HES(k) a partir de celles de M\i(BF) obtenue
dans [FoHe2]) ;

His () =
K C1kmax 3k J
8_0(1+\1ﬁ — C1\/ 52K~ 24 kT 42_077]/4; 4),

(15)

lorsque kK — +o00. Ici ky = max —k"(s;).
Les coefficients 7; € R sont déterminés par
récurrence.

Pour récapituler on a le

Theorem F
Supposons que () vérifie I'hypothese générique. Alors
drg > 0 t.q. pour Kk > Ko,

HIOC( ) HC3<"3> — HC3(’€> . (16)
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Remarque

Sous I'hypothese générique, |'asymptotique de
Hg’;(/«;) donne bien siir celle de He, (k) pour w
large.
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Et si vous voulez d’autres champs

1. Il semble plus physique de regarder la fonctionnelle
sulvante :

Ep,1i[t), A] =

2
fo {Ip,sr 2 = W21 + 5101 fda
+K%H? fR2 ‘Tgtff— 1|2 dz ,

La différence est que l'intégration dans le dernier
terme est sur R? | Cette subtilité n'est finalement
importante que si {) n'est pas simplement connexe
(mais nous avons évité ce cas dans I'exposé) !

2. Que se passe-t-il en dimension 3 ?
Résultats de Pan, Helffer-Morame et tout
récemment de Fournais-Helffer.
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3. Y-a-t-il une bonne définition du deuxieme champ
critique ? La réponse est proprement NON.

Pour une analyse de cette zone critique, voir Pan,
Almog et Sandier-Serfaty.

On rappelle que c'est dans la zone entre les deux

premiers champs critiques que se situent les belles
études de E. Sandier and S. Serfaty.
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