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Résumé

Le point de départ est un exposé a Nantes donné en Janvier 2003,
donné a l'occasion du lancement de la numérisation des actes du colloque
annuel de “Saint-Jean de Monts” (antérieurement & Rennes), et qu’il a
paru souhaitable de développer. Le réve (difficile & réaliser) serait de mon-
trer la diversité des sujets traités par les méthodes semi-classiques et de
pouvoir orienter le lecteur vers les références existantes, sans remplacer
les excellents surveys ou monographies consacrées aux difféerents sujets.

Il y a strement pleins d’oublis et la présentation est forcément biaisée
par les affinités ou I'incompétence partielle de I’auteur.

Certains paragraphes ne sont qu’esquissés.

Toute remarque est bienvenue sur le texte qui est plutot un document
de travail ou une “bibliographie commentée”.

Pour fixer une date je m’arréterai a la date de 2003 qui correspond
au semestre semi-classique organisé a Nantes et ne ferai que quelques
incursions courtes et non exhaustives dans la période plus récente.

1 Introduction

Nous faisons le choix un peu arbitraire de prendre comme date de départ
de notre analyse I’année 1970-1971 qui correspond au démarrage du séminaire
Goulaouic-Schwartz. On notera qu’un des exposés de la premieére année est
consacré a la présentation des travaux de Hormander sur les Fourier-Intégraux.
Cette date interagit fortement avec ’histoire personnelle de 'auteur qui rentre
au CNRS au centre de Mathématiques de I’Ecole Polytechnique en Octobre 1971,
avec une these de troisieme cycle a commencer et dont 1’ activité des premieres
années sera rythmée par le séminaire Goulaouic-Schwartz et le séminaire edp a
Orsay coordonné par C. Zuily. Cette date semble assez naturelle pour l'ana-
lyse du développement de l’analyse microlocale, peut-étre moins pour celle
de l'analyse semi-classique qu’il faudrait plutét repousser a 7-8 ans plus tard



ou & beaucoup d’années plus t6t. Mais beaucoup d’acteurs! en France de ce
développement étant communs, il n’est pas inutile de commencer ’analyse a
cette date.

1.1 Essai de définition

Au départ, analyse semi-classique (ou quasiclassique) tend & explorer le

principe de correspondance : On doit retrouver la mécanique classique a partir
de la mécanique quantique dans la limite ot la constante de Planck h tend vers
0.
On pourrait donc en conclure qu’elle ne nait qu’apres la mécanique quan-
tique, mais les objets qu’elle considére sont en fait bien antérieurs a la for-
mulation définitive de la mécanique quantique. Nous nous intéresserons ici a la
naissance de 'analyse semi-classique en tant que composante de la physique
mathématique. On verra qu'elle a une forte composante EDP (équation de
Schrodinger, de Dirac, de Klein-Gordon, de Brown-Rawenhall ...) mais qu’elle
a aussi des composantes non edp (intégrales de Laplace).

1.2 Evolution sous-marine : 1971-1977

On ne parlait pas beaucoup d’analyse semi-classique pendant cette période
au sein du séminaire Goulaouic-Schwartz. Dans mes débuts de chercheur, la
mécanique classique s’appelait géométrie symplectique et I’équation de Schrodin-
ger était une équation aux dérivées partielles. Bien str, le nom du travail de
Maslov [MAS1] (dont la traduction francaise date de 1972 mais dont la version
initiale est bien antérieure) n’était pas totalement inconnu mais il est sans doute
utile de citer ce que dit Héormander dans son article fondateur sur les Fourier-
Intégraux pour comprendre que nous n’étions pas poussés dans cette direction :
“The work of Egorov is actually an application of ideas of Maslov who stated at
the International Congress that his book actually contains the ideas attributed
here to Egorov [Ego69] and Arnold? as well as a more general and more pre-
cise operator calculus than ours. Since the book is highly inaccessible and does
not appear to be quite rigorous we can only pass the information on to the rea-
der, adding a reference to the explanations of Maslov’s work given by Buslaev
[Bus69].... The purpose of the present is not to extend the more or less formal
methods used in geometrical optics but to extract from them a precise operator
theory which can be applied to the theory of Partial Differential Equations “
D’une certaine maniere, il nous était suggéré d’oublier les racines “physiques”
et de partir directement a l'attaque des problemes mathématiques avec les nou-
veaux outils, ce qui a d’ailleurs eu un grand succes au niveau du développement
de I'analyse microlocale au sein des Equations aux Dérivées partielles mais n’a
pas forcément favorisé, au moins dans un premier temps, le développement des

1. Certains comme J. Sjéstrand considerent d’ailleurs que les deux analyses ne font qu’une.
Je défendrai ici un point de vue un peu différent.
2. qui signe un appendice dans le livre de Maslov



méthodes semi-classiques.

Il y a eu certes les cours de J. Leray au College de France a partir de 1972, mais
tant le cadre du séminaire que le style d’exposition de J. Leray et sa présentation
plutot formelle n’encourageaient pas tellement les jeunes a se lancer dans cette
direction (voir cependant les remerciements d’A. Voros cités plus loin).

Le semi-classique n’est pas totalement absent dans le séminaire Goulaouic-
Schwartz de cette période mais il est plutot en gestation et les outils qui vont se
développper a partir des années 78 sont plutdt mis au point pour d’autres ques-
tions (propagation des singularités, hypoellipticité, résolubilité locale et théorie
spectrale pour un Laplacien sur une variété compacte) (d’ou le titre de cette
sous section : évolution sous-marine). Mentionnons toutefois qu'un article de
Duistermaat [Du94] mentionne une utilisation semi-classique des Opérateurs
Intégraux de Fourier et que la these d’état de Y. Colin de Verdiere (1974) est po-
tentiellement “semi-classique” et reliée aux travaux de Balian-Bloch [BalBlo70,
BalBlo71, BalBlo72, BalBlo74] qui datent de la période 1967-1974. Les liens
entre ’analyse microlocale et la théorie spectrale dont 'origine est le travail
d’Hoérmander [Ho68] (1968) se développent : Colin de Verdiére, Chazarain, Duis-
termaat, Boutet de Monvel, Guillemin, Chazarain, Melrose, Sjostrand... et sous
des formes plus classiques Baouendi, Goulaouic, Métivier, Pham The Lai, Ro-
bert .... L’obtention des meilleurs restes suscite beaucoup d’activité.

Par ailleurs dans le prolongement de l'optique géométrique (travaux de Lud-
wig) une intense activité se développe autour de la propagation des singularités
et du scattering (travaux de Taylor, Melrose, Friedlander, Eskin, Sjostrand, ...,
Lebeau) a partir de 1975. Méme si les techniques qui sont utilisées sont parfois
communes, nous choisissons de ne pas les considérer en tant que telles comme
semi-classiques, si elles ne se présentent pas explicitement comme dépendant
d’un parametre jouant le role de la constante de Planck (voir cependant mon
paragraphe méthode semi-classiques généralisées). Ce choix est arbitraire (et ne
sera pas systématiquement respecté) mais sans ce choix nous aurions dii sans
doute ajouter plusieurs centaines de références.

1.3 (Re)naissance du semi-classique chez les edpistes 1977-
1982

Sans que nous le sachions au départ dans le milieu EDP, c’est sans doute,
dans la région parisienne, autour du CEA a la suite de Balian-Bloch que se
développe le semi-classique dans la période précédente. Au centre de Physique
Théorique de I’Ecole Polytechnique, des physiciens comme Lascoux et Sénéor
qui ont réalisé la traduction de Maslov ont aussi joué un role de catalyseur (...F.
Pham..). La theése de Voros [Vor77] de 1977 (développements semi-classiques)
s’inscrit clairement dans une nouvelle démarche (on y voit apparaitre le calcul de
Weyl déja popularisé par Shubin [SH] et qui verra sa consécration mathématique
dans [Ho79], la notion d’opérateur h-admissible qui sera reprise dans les travaux
de Robert [Rob82] puis Helffer-Robert [HelRob83], les problémes d’ergodicité,
de systémes intégrables...). Les remerciements d’A. Voros au début de sa these
donnent un bon éclairage sur le développement des idées :



Les professeurs R. Balian, C. Itzykson et J. Lascoux m’ont initié au sujet de
ce travail...Un grand nombre des idées développées dans ce travail leur sont
dues, avec mention particuliére des travaur de R. Balian et C. Bloch sur les
méthodes semi-classiques.... Les travaux de géométrie riemannienne de Y. Co-
lin de Verdiere ont été pour cette thése une source importante d’inspiration
mathématique. J'ai aussi été profondément influencé par les travauz et les cours
du professeur J. Leray sur l'analyse lagrangienne et les solutions asymptotiques
d’équations auz dérivées partielles. Par ailleurs, j’ai emprunté l'idée de support
essentiel auz travauxr de J. Bros et D. Ilagolnitzer en analyse compleze et en
théorie de la matrice S. Ce travail incorpore également de nombreuses idées de
A. Grossmann, de B. Kostant et J.M. Souriau. Je dois en outre une reconnais-
sance spéciale pour la stimulation scientifique et morale qu’ils m’ont apportée a
V. Guillemin, R. Seiler, S. Sternberg et A. Wightman.

A. Voros est aussi en contact avec d’autres écoles semi-classiques, certes peu ri-
goureuses mais extrémement dynamiques dont le leader est sans doute M. Berry
mais qui s’appuient sur une grosse expérimentation numérique®. Pour préciser
I’apport de Voros, je dirai que, curieusement, les travaux de J. Leray consacrés
a la compréhension du travail de Maslov s’intéressent essentiellement a la par-
tie formelle des constructions des solutions approchées. J. Leray ne semble pas
regarder la question de savoir si le probleme spectral est bien posé, si les quasi-
modes correspondent a des vraies fonctions propres...Voros pose plus les bases
d’une version mathématique de I'analyse semi-classique.

Comme nous 'avons déja dit, ce n’est ni au séminaire Goulaouic-Schwartz ou
aux journées EDP que l'on parle beaucoup de semi-classique dans cette période.
Il est toutefois mentionné dans un exposé de Y. Colin de Verdiere (77-78) sur le
spectre conjoint, comme corollaire de cette étude * On peut aussi mentionner un
groupe de travail de théorie spectrale et méthodes microlocales & Paris 7 (avec
P. Bérard et Y. Colin de Verdiere) dans les années 75 et 76.

L’analyse des dates de publications montre donc que c’est autour des années 77-
78 que un peu partout les méthodes semi-classiques commencent a se développer
en tant que telles et plus seulement en tant que corollaires d’autres théories.
En Russie, il faut sans doute mentionner les travaux de Lazutkin qui datent
de 1973 (grandes fréquences), de Shubin ou des calculs pseudo-différentiels
dépendant d'un petit parametre apparaissent [SH], les travaux de Rozenbl-
jum [Roz72, Roz74, Roz76, Roz77] et Vainberg [Va77]. Au Japon, il faut men-
tionner Asada-Fujiwara [AsFu788] (qui inspirera J. Chazarain) et K. Yajima
[Yaj79, Yaj81]. Aux Etats-Unis, il faut mentionner dans 1’Ecole de Lieb ou de
Simon [LieSim77a, LieSim77b], Aizenman-Lieb [AiLi78]... Harrell [Har78]. Par

3. On retrouve cette dextérité dans 1’école semi-classique du département de Physique
d’Orsay : Bohigas, Leboeuf,...

4. L’idée principale est ici que pour comprendre le spectre de —h2A + V sur une variété
compacte M, on peut regarder plutot le spectre conjoint de —A — V(’“)g et de 9y, sur M x S1. Le
semi-classique apparait ici comme un simple sous-produit de ’analyse spectrale. Un théoreme
de comptage semi-classique (Yves Colin de Verdiere renvoie & Voros, Babich, Lazutkin ...) est
obtenu.



exemple Lieb-Simon [LieSim77a] démontrent la validité de I'approximation de
Thomas-Fermi (réduction au probléme & une particule et obtention du terme de
Weyl pour 'asymptotique par des techniques d’encadrement avec des problemes
de Dirichlet et de Neuman), Harrell étudie l'effet tunnel.

On notera aussi la sortie du Guillemin-Sternberg [GUST] en 1977. En France,
mais dans une école qui n’a que peu de contact avec I’Ecole microlocale, je men-
tionnerai J.M. Combes, qui travaille avec R. Seiler et R. Schrader [ComSei78,
ComSei80, ComSchrSei78].

1.4 Expansion

Tout s’accélere a partir des années 1980. A Nantes par exemple ou la théorie
spectrale était bien implantée (Pham The Lai, Robert), les recherches se développent
simultanément sur les opérateurs globaux (dans la foulée de la these de Robert et
en comparaison avec des travaux de Boutet de Monvel, Guillemin et Hérman-
der) et un groupe de travail est formé autour des travaux semi-classiques de
J. Chazarain. Vers 1982, en réponse & un appel d’offres du CNRS (ATP), un
projet intitulé “ Méthodes semi-classiques en Mécanique quantique” est présenté
par J. Chazarain, B. Helffer, F. Pham, D. Robert, J. Sjostrand et A. Voros. Il
est soutenu par B. Malgrange. Il est sans doute utile d’en rappeler les objectifs :
Trouver un langage commun entre Physiciens Théoriciens et Mathématiciens
permettant de confronter des visions différentes des problémes de mécanique
quantique. Les premiers cherchent plutot a comprendre et a expliquer les phénomeénes
physiques en €élaborant des théories, avec certes l'aide d’outils mathématiques,
mais dont la véracité est déterminée avant tout par l’expérience ou plus fréquemment
par des simulations numériques. Les second essayent de démontrer rigoureuse-
ment les résultats annoncés, souvent considérés comme “justes” avec beaucoup
d’avance sur les possibilités mathématiques du moment. Ces études peuvent
d’ailleurs mettre en évidence des phénomeénes nouveaux intéressants du point
de vue physique (A noter que les présentateurs du projet étaient en train de
redéfinir naivement le concept de Physique Mathématique, qui existait déja
ailleurs!) ... Au moment ou les crédits sont attribués, J. Chazarain annonce
son départ définitif de la recherche en mathématiques.... L’énergie apportée par
J. Sjostrand dans la réalisation du programme rend le programme tres rapi-
dement dépassé. La transformation de FBI telle qu’elle est développée dans le
mémoire de J. Sjostrand [SJ1] jouera par exemple un role important dans le trai-
tement de ’analyse semi-classique du fond de puits dans le cadre analytique.
Peut-étre faut il mentionner que 'opérateur :

-A+Vo;,
a, en supposant que min V' = 0, comme variété caractéristique :
V=0,¢=0,

et a été l'objet de nombreuses études dans la période 72-76 (en hypoellipticité
tant C'>° qu’analytique). Nous renvoyons au livre plus accessible d’A. Martinez



[MAR] pour une présentation des techniques FBI en analyse semi-classique.

L’organisation des premieres journées semi-classiques date de 1984. Les or-
ganisateurs ont essayé de (et réussi a) rassembler des écoles différentes. Ceci a
d’une certaine maniére conduit & un repositionnement scientifique de la phy-
sique mathématique en France, qui fera une entrée dans la commission de
mathématiques au CNRS, alors qu’elle était surtout localisée dans la commis-
sion de Physique Théorique. La communauté formée aux techniques microlocales
a ainsi retrouvé une communauté de physique mathématique plus formée aux
techniques d’analyse fonctionnelle et plus liée & la physique (J.M. Combes, Bel-
lissard,...) et & 'Ecole de B. Simon et qui apportait une multitude de problemes
motivés par la physique. Les tentatives de contact avec des écoles WKB (Froman)
ou méme 1’école de Berry ont été moins fructueuses méme si la phase de Berry
jouera un role et si des écoles WKB renaitront autour de A. Grigis a Paris 13
et de F. Pham a Nice.

Peut-étre que I'idée qui s’est progressivement mise en évidence est que, si
les outils microlocaux trouvaient leur origine dans des techniques développées
pour comprendre la mécanique ondulatoire ou des questions asymptotiques de
la mécanique quantique, ils pouvaient naturellement s’appliquer efficacement
a cette théorie et que le maximum d’efficacité serait obtenu en rédéveloppant
les outils microlocaux dans le contexte semi-classique. D’une maniere qui peut
sembler absurde a la génération qui a suivi, il a fallu “désEDépiser” les Fourier-
Intégraux et les opérateurs pseudo-différentiels, en particulier il a fallu leur en-
lever certaines caractéristiques que L. Hormander leur avait ajouté (par rapport
aux théories masloviennes) pour la détermination de formes normales et 1’étude
des singularités en Equations aux dérivées partielles : structure homogene des
phases, comportement particulier de la section nulle du fibré cotangent... La
question des formes normales en semi-classique est d’une certaine maniere plus
simple (car il n’y a pas d’homogénéité en £ gnsidérer). Il a fallu revenir & une
notion d’ensemble de fréquence a la place du front d’onde... Mais beaucoup de
travaux autour de la transformation de FBI de J. Sjostrand avaient pour des rai-
sons techniques déja opéré cette mutation. On peut aussi citer quelques phrases
d’Ivrii sur sa conversion vers les années 85 vers le semi-classique® :

“I started to study semi-classical spectral asymptotics at the time when I fooli-
shly assumed that the first story was completely finished and I had nothing to
do. So I decided to extend the results to semi-clasiscal analysis before leaving the
area. When I told my first results to M.Z. Solomyak, he asked if those results
could be deduced from the results of the classical theory by the Birman-Schwinger
principle. A quick check gave a very surprising answer : using classical asympto-
tics one can prove semi-classical asymptotics only under very unnatural restric-
tions. But using semi-classical asymptotics one can extend classical asymptotics
to more general operators and problems.”

Ce retournement dans le point de vue est d’ailleurs assez général et beaucoup de
spécialistes en EDP préferent maintenant se placer dans le cadre semi-classique

5. Ses premiers travaux semi-classiques datent de 1982.



pour résoudre leurs probléemes a priori non semi-classiques.

Ce colloque “Journées Semi-classiques” sera repris quelques années plus tard
pour devenir une rencontre annuelle regroupant la plupart des courants de ’ana-
lyse semi-classique en un sens de plus en plus étendu. La derniére en date (Jan-
vier 2003) désormais financée par un GDRE du CNRS a rassemblé & Nantes
plus de 100 chercheurs.

En 1990-91 a lieu une année spéciale dédiée aux méthodes semi-classiques

et financées par le ministere de la Recherche et le CNRS. D. Robert en est le
principal organisateur. Cette année spéciale a marqué la reconnaissance inter-
nationale de tout ce qui avait été fait en France pendant 10 années.
Il faut aussi mentionner plus récemment d’autres semestres ou années orga-
nisés a I’étranger ou I'analyse semi-classique est tres présente : Année spéciale a
Mittag-Leffler en 1993-1994 ( ?) (organisateurs : J. Sjostrand, B. Helffer, A. Jen-
sen) et semestre en 2002 (organisateurs : A. Laptev, V. Guillemin, B. Helffer),
Semestre & Minneapolis en 1995 (organisateurs : J. Rauch, B. Simon) (cf les
proceedings [RASI]), Semestre a l'institut Fields au Canada (organisateurs :
V. Ivrii, M. Zworski), semestre au MSRI en 2003 (organisateurs : J. Sjostrand,
M. Zworski). Un colloque tout récent (Avril 2003) y a d’ailleurs réuni des
spécialistes mathématiciens, physiciens et chimistes.

2 Grands themes de ’analyse semi-classique

2.1 Opérateurs h-pseudodifférentiels.

Nous rappelons qu’un opérateur h-pseudodifferentiel A, = Op,(a), associé
& un symbole (x,&) — a(z,&; h) est défini sur S(R™) par :

(Opy(a(a) = )™ [ explhle—u)-€) a(=4. 6 h) u(y) dyds

La (famille de) fonction(s) a(-; h) (h €]0,10]) est appelée le symbole de Aj,. Nous
référons au livre [ROB] pour un cours sur cette théorie et sur les hypotheses que
I'on doit faire sur a (voir aussi [DISJ] et pour des versions plus sophistiquées [IV]
qui s’appuie ¢ sur [HOJ). Il est souvent suffisnat de considérer des a qui vérifient,
pour certains ¢, p et p’, la propriété qu’il existe ny > 0, tel que, pour tout «a et
B dans IN™, il existe des constantes C, g telle que, pour tout h €]0, 7], on ait

D2 DY a(z, & h)| < Cagh?(x)P=7lol(g)r -8,

6. Bien siir, on peut d’une certaine maniére dire que tout est contenu dans le calcul de
Weyl présenté dans [HO], mais Iexpérience montre, que pour chaque probléme considéré,
des classes plus petites et mieux adaptées donnent des résultats plus fins!! On peut aussi
remarquer (argument qui va dans autre sens) que h apparait explicitement dans le calcul de
Weyl, dans la comparaison de la métrique g et de la métrique duale g7.



Lorsque le symbole vérifie cette condition, nous écrivons a € S (q’p’p/), et 'opérateur
correspondant Op p(a) est dit dans Op S(@rr) La classe est une algebre par
composition et cette composition est multiplicative modulo des termes d’ordre

inférieur. Typiquement, si a € S@PP) er b € S@1P1P1)  alors il existe ¢ €
S(atar,p+pp’+p1) el que :

Opn(a) o Opxu(b) = Opn(c),

et
¢ — ab e Sata+lptpi—Tp'+pi-1,)

Ceci conduit a une définition naturelle de “symbole principal”.
Typiquement, le symbole a € S?PP admet un développement formel de la
forme :

a(x,&h) ~ hY " Waj(x,€)
J

avec : o
a;(x,€) € §0=Th I

Le symbole h%aq(z, &) est alors appelé le symbole principal. De plus les opérateurs
inversibles ont leurs inverses dans la méme classe, sous des hypotheses d’ellipti-
cité naturelle.

2.2 Calcul fonctionnel

Le calcul fonctionnel a comme objectif initial de localiser en énergie. Il in-
tervient comme alternative & la microlocalisation qui localise dans 'espace des
phases.

Une question importante au départ a en effet été de savoir localiser en
énergie. L'expérience antérieure en analyse microlocale était (cf [Ho68]) qu’il

fallait considérer l'opérateur expit| — A|% pour obtenir un Fourier intégral.
L’étude des opérateurs globaux montrait que pour l'oscillateur harmonique le
bon objet & considérer était 'opérateur exp it| — A+z2| mais que si 'on regardait
loscillateur quartique il fallait prendre une autre puissance. Le cas d’un poten-
tiel V(z) sans terme principal homogene devenait difficile. Il est apparu que
pour contourner cette difficulté, on pouvait, dépendant du probleme considéré,
ou bien microlocaliser, c’est & dire approcher exp it% x(z, hD,.) ou bien localiser
en énergie, c’est a dire considérer exp it%x(P(h)) ol x localise pres de ’énergie
qui nous intéresse. Une des difficultés initiales a surmonter était quee les calculs
fonctionnels disponibles, pour lesquels on pouvait reconnaitre que ’opérateur
X(P) restatit dans une classe d’opd raisonnable utilisaient que le spectre était
discret (Cf Seeley [See] pour le cas classique). D. Robert puis Helffer-Robert ont
donné des solutions pour contourner ce probléme dans le cadre semi-classique
(voir 1’évolution & partir des conditions que met Chazarain (croissance qua-
dratique du potentiel) [Chaz79a, Chaz79b, Chaz79c| et des efforts a posteriori
maladroits de [HelRob81, HelRob82a] qui ont finalement conduit & [HelRob83])



mais la méthode la plus populaire (qui a été reprise dans de nombreux contextes)
est celle proposée par Helffer-Sjostrand [HelSj90b] et qui est basée sur la for-
mule :

F(P(R)) = 1 /C (0= F)(2) (P(h) — ) Ldady

on, z =z +iy, f € C§(R) et f est une extension presque analytique de f, c’est
a dire que : ~ R
fre=1f, (0:f)(2) = O(Imz[>) .
Au voisinage d’une énergie F telle que les surfaces d’élnergie sont compactes,
on peut alors bien approcher (du moins pour ¢ petit), opérateur
X(P(h)) exp —it% par un Fourier-Intégral semi-classique typiquement de noyau

K(t,z,y;h) = (27Th)_"/ exp iEEED=YD otz 1, h)dy

n

avec des restes controlés en norme convenable dans £(L?) ou pour la norme
trace. Les références sont Maslov (non rigoureux)[MAS2], Fedoryuk-Maslov [FEMAS],
Chazarain [Chaz79a, Chaz79b, Chaz79c, Chaz80a, Chaz80b], Helffer-Robert
[HelRob81, HelRob82a, HelRob83, HelRob84b] , Helffer-Sjostrand [HelSj90b],
Robert [Rob82] et son livre [ROB]|, Dimassi-Sjostrand [DISJ] qui en donne la
présentation la plus concise, Ivrii [IV].

11 est peut étre utile de décrire le début de la consruction. La phase S(t,z,7)
apparaissant dans I’écriture du noyau est solution de ’équation :

OS + po(x,0:5) =0,

S0,z,n)=xz-7n, (2.1)

ou pg est le symbole principal de I'opérateur h-pseudodifférentiel. Il n’y a pas
de probléme pour trouver une solution unique pour (x,7) voisin de (zg, o) et t
assez petit. Le probléeme est qu’en général ce n’est pas suffisant. C’est ici qu’il
peut étre précieux de savoir microlocaliser, localiser en énergie, passer les caus-
tiques ou utiliser la propriété de groupe de exp it% pour contourner la difficulté.
Pour le terme principal de 'amplitude, on trouve la premiere équation de trans-
port :

%&ao(h €, 77) + %(8519081)(% amS)a() +p1 (£C7 BIS)ao =0 (2 2)
ap(0,2,m) =1. ‘

2.3 Formule de Weyl

Une des questions les plus étudiées est sans doute les estimations du comp-
tage des valeurs propres données par la formule de Weyl.

On considére un intervalle fermé I tel que p(~)(V(I)) (ot V(I) est un voi-
sinage compact de I) est compact. Typiquement, si on considére 'opérateur de
Schrédinger —h?A + V (x), dont le symbole est €2+ V (), on suppose que V est
C® sur R", semiborné et que :

I C [inf Vlimy, . V() (2.3)



Il est intéressant de regarder & la fonction de comptage des valeurs propres
contenues dans I.

Nu(I) = t{A;(h) ; Aj(h) € I}. (2.4)
lim A" Ny (1) = (27) " / dade | (2.5)
h—0 R XRY , p(z,€)€l
Dans le cas olt I =] — oo, E], il est plus genéralement intéressant de regarder
les moyennes de Riesz associée a un certain s > 0
Ni(EB) =) (E—X)} . (2.6)

J
La cas s = 0 correspond a la fonction de comptage. Il est alors naturel de
regarder le comportement asymptotique lorsque h — 0 de ces fonctions.

On a par exemple le résultat suivant (cf Helffer-Robert [HelRob90a], Ivrii-Sigal
[[vSig95], Tvrii [IV])

Théoréme 2.3.1 :
Soit E une valeur non critique de V. Alors

Ni(E) = (2ch)™ ( / ( 5)<0<—pE<x,fs>)sdm-d£+0<hi“f““72>)> , (27)

with pp(z,&) =&+ V(z) — E.

Remarque 2.3.1.1 :
Nous avons choisi d’utiliser les notations hamiltoniennes. Dans le cas de Schrodin-
ger, on trouve apres intégration par rapport ¢ la variable £ ,

Ni(E) =L h™" / (E - V(2))*"2 de + O(h+s2) ) (2.8)
’ V(z)<E
Si s > 1, le résultat peut étre amélioré et un second terme en h™"T2 apparait

dans le développement et le calcul montre que ce coefficient est négatif.

Comme sous-produit, on obtient comme observé par Huxtable ([Hux88]) une
version “réguliere”de la conjecture de Scott ([Sco52]) sur laquelle nous revien-
drons plus loin. Indiquons juste un énoncé dans cette direction.

Théoréme 2.3.2 :
Soit po une valeur non-critique de p(x, &) = €2 + V() telle que

(277)_”/ de-dé=1. (2.9)
p(z,§) <o

On suppose que V(x) est C* et tend vers I’ 0o lorsque x — 0.

Soit
Sy = > A (2.10)

1<j<h—3
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Alors
Y(h) = (2mh) ™" - (/ ( f)<0p(m,§) dm~d§) +O(h™ ") . (2.11)

Le fait qu’il n’y a aucun terme en h~"*! est spécifique du cas régulier. C’était
un challenge pour I'analyse semi-classique de montrer I’existence d’un terme de
Scott dans le cas singulier (singularité coulombienne). Nous y reviendrons!

2.4 Ensemble de fréquence

Comme nous 'avons déja signalé c’est la notion d’ensemble de fréquence

qui est la mieux adaptée dans le contexte semi-classique. Nous ne sommes plus
stir qui ’a créé dans le va-et-vient entre microlocal et semi-classique des années
70 (Maslov [MAS1], Hérmander [Ho71] and [HO], Guillemin-Sternberg [GUST],
Voros [Vor77], Chazarain [Chaz79al) et nous renvoyons au livre de [ROB] pour
les détails.
Si uy, est une famille de distributions tempérées (disons bornée dans L?(IR")
pour fixer les idées), on dira que (xg,&p) n’est pas dans I’ensemble de fréquence
de la famille u; s’il existe une fonction x C*° & support compact telle que
x(z0) = 1 et telle que Fp,xup est O(h>) dans L? au voisinage de &. Ici Fj, est
la transformée de Fourier semi-classique :

(Fru)(&) = (2wh)™" /eXp —iz—}'fu(x)dx )

Une seconde définition plus h-pseudodifférentielle est de dire qu’il existe un
opérateur h-pseudodifférentiel d’ordre 0 dont le symbole principal est elliptique
en (xg,&o) et tel que p(x, hD,)uy, soit O(h™) dans L?(IR™). On notera qu’il est
plus facile de voir sous cette forme que = et £ jouent des roles identiques. On
notera par exemple que Fp, P(z, hD,)F, L est un h-pseudodifférentiel.
Analyser les autres définition de ’ensemble de fréquence : via les opd, ou via
FBI. Mentionner I'existence de 1’ensemble de fréquence analytique. Dire plus

sur les inégalités d’Agmon. En liaison avec le pseudo exp %P exp —%.

2.5 Localisation des vecteurs propres

. . 2 .
Lorsqu’on regarde le cas de l'oscillateur harmonique —h2dd? + 22 on sait

que les fonctions propres sont de la forme Pn(%) exp —x2/h. Elles sont donc
exponentiellement localisées (lorsque h — 0) en 0. Dans le cas général, il est
trés important d’avoir une bonne description de la décroissance des fonctions
propres A PRIORI en dehors de la zone classiquement permise sans avoir d’ex-
pression explicite de la fonction propre. Deux approches peuvent étre utilisées.
La premiere est trés adaptée a Schrodinger (mais peut-aussi étre adaptée pour
d’autres opérateurs Klein-Gordon, Dirac, Harper ...) et donne de la décroisssance
exponentielle. Elle est basée sur les inégalités de Lithner-Agmon (c¢f Agmon
[AG], Helffer-Sjostrand [HelSj85a] et Simon [Sim83a]).
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Développer ?
La seconde est une application élémentaire du calcul h-pseudodifferentiel et
donne par exemple la example the following statement,

Proposition 2.5.0.1 :

Soit E dans I et soit (\(hy), ¢,y (x)) une suite dans I x L*(R™) ot A(h;) — E
et hy — 0 lorsque j — o0, T > ¢(n,)(x) est un vecteur propre associé a A(h;)
de norme 1. Soit Q relativement compact dans R™ tel que

Vﬁl(] - OO7ED mQ = @ .
Alors, il existe pour tout N, une constante Cn q telle que
oyllez) < Cna-hy .

On peut bien str donner des versions plus “microlocales” en terme d’en-
semble de fréquences, avec des hamiltoniens plus généraux p (on montre la
localisation dans les régions de T*IR™ ne rencontrant pas p(~1)(I)).

Dans le cas ou ’hamiltonien a un symbole holomorphe en £ dans un voisinage
tubulaire du réel dans C™, on peut généraliser les inégalités d’Agmon et mesurer
de la décroisssance exponentielle.

2.6 Formule de Gutzwiller

Dire quelque chose sur la phase stationnaire. Sur 'approximation de exp it%.

La formule de Gutzwiller a été établie formellement dans [Gut71] (voir aussi
Balian-Bloch 7 [BalBlo74]). Elle a eu un énorme succes chez les physiciens et les
chimistes pour calculer la répartition des valeurs propres et son utilisation va
bien au dela des cas ou elle est démontrée.

Elle apparait ensuite dans le contexte des asymptotiques en haute énergie dans
les contributions de Colin de Verdiere [Cdv73], Chazarain [Chaz77] et Duistermaat-
Guillemin [DuGu95]. C’est une généralisation naturelle de la formule de Poisson.
Dans le contexte semi-classique, la premiere référence est sans doute Chazarain
[Chaz76] et ensuite Helffer-Robert [HelRob81], [HelRob82a] and [HelRob86].
Quelques années plus tard, nous arrivons progressivement a 1’énoncé donné ici
avec des contributions de Guillemin-Uribe [GuiUr87], Meinrencken [Mein92],
Paul-Uribe [PaUr91], Dozias [Doz94c|. Des contributions plus récentes corres-
pondent au cas d’une énergie critique

Pour une valeur non-critique E, nous introduisons la surface d’énergie

Wg ={w e T"R"|po(w) = E} (2.12)
et nous introduisons

T = {(t,w) € R x Wg|®!, (w) = w} . (2.13)

7. Notons que S. Zelditch a travaillé tout récemment ta justification mathématique
compléte de ces travaux.
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Théoréme 2.6.1 :
Soit P(h) un opérateur h-pseudodifferentiel dont le spectre est discret au voisi-
nage de E. Nous supposons que

(Cl) La restriction du flot ngf?O a Wg est propre® .

Alors il existe une suite de distributions v; € D'(R), telle que, pour tout ¢ €
S(R) telle que ¢ € C§°(R), nous avons

S e () — B) = S (4 4+ O(h) as h— 0.
Xj(h)e[E—F B+ 7=0

(2.14)
De plus, les supports de ces distributions sont contenus dans [’ensemble des
périodes des trajectoires périodiques contenues dans Wg.

Donner Pexpression de 7o (¢) = ¢(0) fWE dpp . Donner la formule de Combescure-
Ralston-Robert [ComRaRo099].

2.7 Bas du spectre et écart entre la premiere et la deuxieme
valeur propre

L’étude du bas du spectre pour un opérateur de Schrodinger —h2A + V est
a la frontiere de beaucoup de disciplines (probabilités, physique mathématique,
mécanique statistique). Une fois déterminé sous quelle condition le probléeme
spectral est bien posé (caractere essentiellement autoadjoint), il est intéressant
de connaitre la premiere valeur propre, mais sans doute plus crucial de déterminer
I’écart entre la deuxiéme valeur propre et la premiere.

2.7.1 Approximation harmonique

Meéme si cette approximation est treés ancienne sa justification compléte sans
condition sur la dimension apparait par exemple dans [HelSj84] et [Sim83b] (ceci
est ultérieurement présenté de maniere pédagogique dans [HE2] ou [CFKS]). Une
premiere étude correspond a ce qui est appelé le cas a un puits. Le potentiel a
un unique minimum, qui est de plus supposé non-dégénéré. Le premier résultat
est de démontrer la validité de I’approximation harmonique, qui dit que, pour
tout N fixé, le comportement des N premieres valeurs propres de —h2A+V est
donné, pour h assez petit, par celui des N premieres valeurs propres de —h?A, +

8. Un flot ¢!, associé & un champ de vecteurs C* X sur une variété W, est appelé propre
si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
— L’ensemble I' = {(t,w) € R x W | ¢*(w) = w} est une sous-variété de R x W.
— En tout point v = (¢, w) de T, 'espace tangent & I" est donné par

o7 = {(1,v) € R X TuW | 7X (w) + (D¢')(w) - v = v} .
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3
Vinin + 3 (HessV (2yin)yly) avec une erreur de 'ordre de O(h2). On rappelle
que le spectre de lopérateur de référence (qui est un oscillateur harmonique)
est explicitement connu.

2.7.2 Estimation de 1’écart

Si ce résultat est relativement satisfaisant pour la compréhension du bas du
spectre dans le cas d’un simple puits. Il est insuffisant pour comprendre ce qui
se passe dans le cas d’un double puits, tout particulierement dans la situation
ou le puits est symétrique.

Expliquons juste le début de I’étude. Si u; désigne la premiere fonction propre,
dont on sait qu’elle peut-étre choisie strictement positive [RESI], le principe du
maximum pour la deuxiéme valeur propre peut s’écrire

Vo|?|ui|?d
Ay — A\ = inf W
$€CE(RY) , fcbufdz:() f‘fﬁ\ |uy|2de

Dans le cadre semi-classique, on montre que la premiere fonction propre est
exponentiellement localisée pres du minimum de V. Dans le cas d’un double
puits symétrique (V(—z) = V(z) ou V(—z1,2") = V(z1,2')), la premiere fonc-
tion propre est symétrique. En choisissant un ¢ impair égal a 1 au voisinage
d’un des minimas et & —1 au voisinage de 'autre, on obtient facilement que
Ao—A1 = O(exp —%) L’obtention de I’équivalent est une autre paire de manche.
Bien siir, on peut signaler que c’est un exercice de Landau-Lifschitz [LALI] et
que cela remonte aux débuts de la mécanique quantique, mais les premiers essais
de démonstration rigoureuse remontent & Kac [Ka62, Ka66b], en liaison avec le
calcul d’un autre écart. Dans le cas de la dimension 1, je réfererai a Harrell
[Har78] pour une estimation. En dimension > 1, B. Simon donne le compor-
tement asymptotique du logarithme [Sim83b] et Helffer-Sjostrand donnent un
développement complet dans [HelSj84]. Dans les mémes dates, il faut signaler
les travaux de Maslov [Mas84] dont la rigueur n’est pas uniforme et ceux de
Pankratova [Pank84].

Un peu plus tard on peut citer [Hard88] la these d’Askell Hardarson donnat une
démonstration plus proche de la méthode probabiliste.

On peut renvoyer au Chapitre 8 de [KOK] pour une présentation plus détaillée
de T'histoire “mathématique” de I'histoire du calcul du splitting.

Cette histoire est loin d’étre terminée et on peut citer une vingtaine d’articles
traitant du controle de ’écart (voir les problémes en grande dimension).

Des résultats plus pointus, mais dont la démonstration mathématique est
difficile & vérifier sont obtenus par les physiciens. Nous renvoyons a Witten
[Wit82], au livre de J. Zinn-Justin [ZJ] et & Coleman [Cole77] pour en particulier
la méthode des instantons (cf Sordoni, Robert-Sordoni pour une analyse plus
mathématique).
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2.8 Systemes intégrables et systemes ergodiques

Comme cela apparait clairement dans la these de Voros [Vor77], il y a deux
cas extrémes importants a considérer : le cas des systemes intégrables et le cas
ergodique, le cas de la dimension 1 étant un cas que I’on peut considérer comme
a l'intersection, et qui peut-étre traité par des méthodes spécifiques.

2.8.1 Spectre conjoint et systémes intégrables

Dans ces travaux sur les variétés compactes, Y. Colin de Verdiere suit la
méme voie [Cdv79a, Cdv80] avec ses travaux sur le spectre conjoint (développés
dans le cadre semi-classique par D. Zoma [Zom84], A.M. Charbonnel [Char83a,
Char83b, Char86, Char88, Char92], J. Toth [Tot98] , A.M. Charbonnel-Popov
[CharPo99], C. Anne-A.M. Charbonnel [AnCha00], San Vu Ngoc [Vu98, Vu99,
Vu00a, Vu00b, VuOla, Vu01b], Toth-Zelditch [TotZel02]...).

Notons que l'effet tunnel pour les systeémes intégrables est plutot mal compris
[Tot98, Mart92, Mart94b, Mart97], lorsqu’on ne peut pas séparer les variables
pour se ramener a des problémes en dimension 1.

2.8.2 Systémes ergodiques

Il s’agit d’un probleme typiquement semi-classique en ce sens qu’il essaye de
voir quelle est U'influence sur le spectre (objet quantique) de la propriété que le
flot est ergodique (hypothese “classique”).

Nous présentons ici les résultats de [HelMarRob87] qui correspondent & une
transcription semi-classique de résultats obtenus par Shnirelman [Schni74] puis
développés par S. Zelditch [Zel87] et Y. Colin de Verdiere [Cdv85]. D’autres ex-
tensions ont ensuite été développées par P. Gérard et E. Leichtnam [GerLei93] et
par S. Zelditch et M. Zworski [ZelZw96] pour des billards ergodiques. La preuve
a été formalisée dans un contexte plus abstrait par S. Zelditch [Zel96]. Mention-
nons aussi les résultats obtenus par M. Combescure et D. Robert [ComRo094]
en liaison avec la propriété de mélange. Ce sujet a été ces dernieres années
extrémement populaire, sous le vocable “chaos”, mais il se caractérise par un
trés grand nombre de simulations numériques, dont il est impossible de faire un
survey, et de finalement assez peu de résultats mathématiques (en comparaison
avec le nombre de publications sur le sujet) (voir toutefois [Deb95]). Nous nous
contentons ici de la présentation d’un résultat de base.

On prend des hypotheses standards assurant que le probleme spectrale est bien
posé pour "'Hamiltonien Op 1, (p). On introduit de plus que, pour une certaine
valeur non critique F, on a

(H10) op({(z,€) € Wg | 3t #0,6'(2,€) = (,§)}) =0. (2.15)

Ici o est la mesure de Liouville sur Wg. Le premier résultat est une amélioration
du résultat sur la fonction de comptage (lorsque I est petit).
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Théoréme 2.8.1 :

Sous les hypotheses ci-dessus, il existe une constante C' > 0 dépendant unique-
ment de py et E telle que Ve > 0, dn > 0 and AC. > 0 tel que pour tout intervalle
I CJE —n, E + 7| et pour tout h €]0, hq|

#{o(P)N I} — (2rh)~" / do-de| < €CRI=" + C.h2" . (2.16)

po (D)

Ce théoréme est essentiellement établi dans [PetRob85], utilisant des idées de
Duistermaat-Guillemin [DuGu95] et Ivrii [IV]. En particulier, nous obtenons
que, lorsque I = [E — Ah, E 4+ Bh] avec B+ A > 0, nous avons

4o(P) NI} = (Zﬂh)‘"/ da - dé (14 o(1)) . (2.17)

po (D)

Lorsque E est critique nous renvoyons & Brummelhuis-Paul-Uribe [BruPaUr95],
[Kh96], [Cam02], Colin de Verdiere-Parisse [CdvPa94a], [CdvPa94b] en relation
avec les résultats d’Helffer-Sjostrand [HelSj86a] sur 'opérateur de Harper.

Si Er est le projecteur orthogonal sur I’espace propre de P associé a I, on peut
microlocaliser de la mmaniere suivante

Théoréme 2.8.2 :

On garde les hypothéses standard et (2.15). Soit a € S°, alors il existe une
constante C' > 0 qui dépend uniquement de py et E telle que Ve > 0, In > 0 and
3AC, > 0 tels que pour tout intervalle I C|E — n, E + 0| et pour tout h €]0, hy)

|Tr (% (z,hD,)E;) — (%h)—”/ a(x,€) do - dé| < eCh' ™™ + Ch?™™ .
Py (D)
(2.18)

Soit (A;(h));>1 la suite de valeurs propres contenue dans [E —¢q, £ +¢o] et ¢ 1)
la suite correspondante de vecteurs propres normalisée. Soit I(h) un intervalle
[a(h), B(h)] tel que |B(h) — a(h)| > 0h avec § > 0, B(h) et a(h) tendant vers E
lorsque A — 0. Soit enfin

AL, h) ={j | Aj(h) €1} .
Si on remarque que, par définition de la mesure de Liouville,

9 dx - d = d .
o </V§pg(x,f)§u a(x,§)dx 5) /W ado,, , (2.19)

"

nous obtenons que

S (0¥ (e D) sy b5.0) = (27h) " (B()—a(h) ( /|

adop + 0(1)> .
JEA(I,h) E

(2.20)
On obtient alors que :
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Théoréme 2.8.3 :
Sous les mémes hypotheses avec en particulier (2.15), nous avons , pour tout

aeSO,
) a” (x,hDz)d; (n) » Pj,(h))
<Z]€AM< (25215 - 5.0 ) :/ adog . (2.21)
Wg

Him ERNeRY
Nous ajoutons maintenant I’hypothese plus spécifique d’ergodicité sur Wg,

h—0

T
lim %/o a(¢'(x,€)) dt = /WE adog , (2.22)

T—o0

pour presque tout (z,€) de Wg (par rapport & la mesure de Liouville) et pour
tout a dans C°(Wg). Cette hypothese implique en fait (2.15).

Nous considérons la mesure définie par

a— /adu? = (a*™ (2, hD2) ;. (ny » Djn)) (2.23)

Nous observons ici que nous avons remplacé (a"(x, hDz)d; ) , ¢j,(n)) Par
<aAW(x,th)¢j7(h) , Gj(n))» Ol aW correspond & la quantification antiWick
[BeRe71] qui a comme vertu principale de respecter la positivité. Ceci conduit &
une erreur en O(h) qui ne pose pas de probléme pour ( 2.21) mais est essentiel
pour que a > [ adu? définisse une mesure. Il est alors facile de montrer la
derniere assertion en observant qu’on a affaire a une distribution positive.

On a maintenant les deux théoremes :

Théoréme 2.8.4 :
Sous les mémes hypothéses dont (2.15), on a :

: dp’}
lim (ZJEA“““) = dog (2.24)

h—0 LINOND)
ot la convergence est la convergence vague pour les mesures de Radon.

Théoréme 2.8.5 :
Sous les mémes hypothéses avec de plus (2.22) et sin > 2, on a Ve > 0 et
Va € S°,

. tH{ieA,h) || [ adpl— [ adog|<e}
}13%( {A(”;) J ) =1. (2.25)

La preuve utilise en particulier la version semi-classique du théoreme d’Egorov
(cf [HelMarRob87] pour les détails).

Apres un peu d’analyse et des extractions de sous-suites, le dernier théoreme
donne :
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Théoreme 2.8.6 :
Sous les mémes hypothéses et si I(h) est un intervalle tel que |I(h)| > dh et
I(h) — E alors

IM(h) < {5 | A;(h) € o(P) N I(h)} (2.26)
tel que
EM(h .
W—}l as h—)O, (227)

et, pour tout a € SO et toute application j :
10, ho] > b= j(h) € M(h)

nous avons
(@ i), (hys Pichy,(n)) — / adog lorsque h — 0, (2.28)
Wg

uniformément par rapport a Uapplication j.
Le corollaire suivant est sans doute plus facile a visualiser :

Corollaire 2.8.6.1 :
Pour tout ouvert régulier 2, nous avons

‘|¢j(h),(h)||L2(Q) — / dog ash—0. (2.29)
T~ Q)NWEg

Ici 7 est la projection de T*IR™ sur sa base R".

Bien siir, nous n’avons raconté ici que le début de I'histoire. Il est intéressant de
noter ici qu’il y a un aspect “mesure” qui apparait et qui va étre une motivation
pour le développement de la notion de mesure semi-classique par P. Gérard (cf
par exemple l'exposé & Bourbaki de N. Burq [Burq99S].

2.9 Résonances et Scattering

La théorie des résonances correspond a l’étude des poles d’une extension
méromorphe convenable de la résolvante. Ces pdles ne sont plus nécéssairement
des valeurs propres mais peuvent étre complexes. Une des premieres manieres
de définir les résonances est d’utiliser la méthode de dilatation analytique due &
Aguilar-Combes [AgCoT71] et Balslev-Combes [BalCom?71]. On introduit 'opérateur
de dilatation analytique Uy défini par (Upf)(xz) = expnbf(expfz). Pour 6
réel, U, LPUy est unitairement équivalent & P mais quand on complexifie 6,
et sous certaine condition sur P, on peut montrer que dans certains secteurs
du plan complexe l'opérateur Py admet, en plus des valeurs propres réelles
éventuellement plongées dans le spectre continu de 'opérateur, de nouvelles va-
leurs propres (essentiellement indépendantes de #) qui sont appelées résonances.
Cette théorie a été développée par beaucoup d’auteurs Herbst-Simon [HerbSim],
Cycon [?]. Le point de vue semi-classique n’apparait en mathématiques qu’en
1980 avec le travail de Harrell-Simon [HarSim80] qui correspond & une étude en
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dimension 1. C’est a partir de 1984 que se développent les études semi-classiques
des résonances avec les travaux de Combes-Duclos-Klein-Seiler [CoDuKISe87],
Helffer-Sjostrand [HelSj86¢] qui s’appuient sur une définition plus microlocale
des résonances (déformation de variétés I-lagrangiennes) et Hislop-Sigal [HisSig89].
Une supériorité de [HelSj86¢] est 'obtention d’un équivalent de la partie imagi-
naire de la résonance dans le cas de la situation du puits dans une isle (résonance
de forme) avec comme conséquence la démonstration de la formule de Bender-
Wu pour leffet Zeeman pour 'atome d’hydrogene [Av82, Av81]. Tous ces tra-
vaux sont le point de départ de nombreuses contributions en liaison avec la
théorie du scattering, ou en combinaison avec la théorie de Born-Oppenheimer
([AveSe75, ?, 7, ?], Klein-Martinez-Seiler-Wang [KMSW92], ou des perturba-
tions d’un Schrodinger périodiques [Klo91, Klo97], 'opérateur de Dirac [Par91]
et de nombreux éleves de J. Sjostrand, A. Grigis, D. Robert et A. Martinez.
Mes références sont trés incompletes (en particulier par ce que je ne cite pas les
résultats en grande énergie). Je voudrais aussi mentionner dans les années qui
ont suivi les travaux de Gérard et Sjostrand [GerSj87, GerSj88] ou de Sjostrand
seul [Sj87]sur les résonances engendrées par une trajectoire hyperbolique, tous
les travaux consacrés au comptage semi-classique des résonances (Sjostrand,
Vodev, Zworski, J.F. Bony, V. Petkov), les résultats sur la formule de Breit-
Wigner (D. Robert, C. Gérard, A. Martinez, V. Petkov, Bruneau .....). Je vou-
drais aussi mentionner les contributions de N. Burq [Burq02b] sur la résolvante
et qui débouchent dans le cadre semi-classique sur des minorations des parties
imaginaires des résonances. Comme on le voit, ce domaine reste extrémement
actif.

2.10 Méthodes WKB en dimension 1

La dimension 1 tient une place a part. D’une part, elle releve de la théorie
des équations différentielles qui a une histoire beaucoup plus ancienne, d’autre
part on peut espérer des propriétés beaucoup plus fines des solutions. Je suis ici
incapable de donner une liste raisonable et consistante de toutes les références.
Mentionnons toutefois deux courants qui ont été développés en France. D’ une
part, il nous faut mentionner tout ce qui tourne autour des méthodes semi-
classiques exactes et des propriétés de résurgence ou A. Voros, J. Ecalle puis
F. Pham et ses collaborateurs ou éleves ont contribué. Nous renvoyons au livre
[CAPH] pour des références sur ce sujet. Il me semble que toutefois ce courant
s’est peu mélangé avec les autres courants semi-classiques et a plutot développé
des liens avec d’autres secteurs des mathématiques comme ’analyse complexe.

En interaction beaucoup plus forte avec les autres courants, je mentionnerai
V. Buslaev (et son école de St-Petersburg), A. Grigis, T. Ramond et d’autres
étudiants de Paris-Nord qui, en profitant des techniques WKB en dimension
1, ont obtenu des résultats tres fins sur les sujets abordés dans les autres pa-
ragraphes (résonances, écart, largeur des bandes,....). L’originalité est ici un
bon mariage entre les techniques équations différentielles (déja anciennes) et les
techniques plus microlocales. On doit mentionner aussi dans cet esprit les tra-
vaux de Buslaev-Fedotov sur Harper, Buslaev-Grigis sur Wannier-Stark et plus
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récemment de Fedotov-Klopp. Ces calculs en dimension 1 fournissent également
un bon laboratoire d’étude avant de se lancer dans le cas de la dimension > 1.

2.11 Meéthodes WKB générales

La aussi la construction de solutions WKB a une longue histoire commune
avec I'histoire de 'optique géométrique. Les physiciens utilisent sans aucune re-
tenue des solutions de ce type a(z, h) expi@ ou des versions plus élaborées
traitant le passage de points tournants (fonction d’Airy). Nous avons déja parlé
de Maslov et de Leray avec la construction de solutions Lagrangiennes. Il y
a deux points qu’il faut ici mentionner. Il n’est pas toujours vrai (contraire-
ment & la dimension 1) que les fonctions propres soient toujours approchées par
de telles solutions, c’est essentielllement le cas pour les systémes intégrables et
pas du tout le cas pour le cas ergodique. La construction WKB des fonctions
propres ne saurait étre considérée commme la panacée universelle pour les fonc-
tions propres. Par ailleurs, chercher des objets “oscillants” n’est intéressant que
lorsque la zbéne classiquement permise n’est pas réduite a un point, ou a une
réunion de points. Dans le cas du fond de puits (un seul puits), ce sont souvent
des solutions de la forme a(x, h)exp —@ avec ¢ réel positif qui vont consti-
tuer une bonne approximation (pas partout! mais dans les zones importantes).
L’analyse microlocale qui apparait ici est plutot celle correspondnat au symbole
(x,€) = p(x,i€). Cela marche bien pour Schrodinger (p(z, €) = €24V (x)) moins
bien pour Schrédinger avec champ magnétique (p(z, &) = (€ — A(x))? + V(x)).
Un autre aspect de 'approximation WKB, comme nous I'avons déja expliqué,
est 'approximation du noyau distribution K (¢, z,y; h) de exp it% par des objets
de la forme [expi(S(t,x,n) —yn)/ha(t, x,n; h)dn. Les ingrédients sont alors la
résolution d’une équation eiconale, d’équations de transport avec des contraintes
du type “temps petit” ou du type : possible uniquement localement, microlocale-
ment ou apres localisation en énergie (utilisation du calcul fonctionnel). Selon les
problémes, il reste alors & montrer comment ces objets formels approchent des
objets bien définis par la théorie spectrale : estimations des restes et comment
on peut déterminer & partir des objets formels les développements principaux.
Nous renvoyons aux travaux fondateurs de J. Chazarain [Chaz79b]- [Chaz80b] et
aux livres de D. Robert [ROB], V. Ivrii [IV] et M. Dimassi et J. Sjostrand [DISJ]
et pour I’école de Maslov au livre rigoureux de Fedoryuk-Maslov [FEMAS] pour
ces questions désormais classiques. Les questions les plus récentes abordées (cf
D. Robert, S. Debiévre ..) concernent ’approximation en temps treés longs par
rapport & h oll on atteint des régimes chaotiques (pour des systémes quantiques
génériques).

2.12 Du fond de puits aux états excités

... Théorie KAM...
Autant 1’étude du fond de puits est relativement aisée grace a I’approximation
harmonique autant cela devient plus difficile quand on s’éloigne du fonds du
puits. La théorie KAM et plus généralement la mécanique classique joue un réle
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important. Il est impossible de citer raisonablement ce sujet, nous renvoyons a
(Référence a trouver!!) pour les aspects classiques et au travail de J. Sjostrand
[Sj92a] pour la théorie KAM quantique (voir aussi du c6té des travaux de J. Bel-
lissard).

Points critiques...
Si I’étude des minimas est maintenant bien comprise, le role des autres points cri-
tiques laisse encore beaucoup de points mal connus. Nous renvoyons a Sjostrand,
Briet-Combes-Duclos, Brummelhuis-Paul-Uribe, B. Camus.. pour différentes études.
Voir aussi Helffer-Sjostrand (Harper 3), Mérz, Ramond, Colin de Verdiere-
Parisse, ... pour ’étude du point selle en dimension 1 d’ewspace....

Des questions semi-globales se posent pour le probléme dit du chameau (avec
analyse des résonances, cf These de E. Amar-Servat, Fujie-Ramond, Bony-Fujie-
Ramond-Zerzeri).

Citons Kaidi-Kerdelhue [KaiKe00].

2.13 Des résonances aux probléemes non auto-adjoints

2.14 Schrodinger périodique et perturbations

A compléter : voir le livre de Dimassi-Sjostrand.
Outassourt [Out87], Simon [Sim84b]
Perturbations : Outassourt, Klopp [Klo91, Klo97], Carlsson [Car90], [Kar02] ....

2.15 Mesures semi-classiques
A compléter : Voir P. Gérard [GerP91] et ....

C’est ’analogue dans le cadre semi-classique de la mesure de défaut micro-
locale introduite par P. Gérard et L. Tartar.

Exposé a Bourbaki de N. Burq ([Burq97S]).

Quelques noms : Mauser, Markovich, Golse, Fermanjan-Gérard,....

2.16 Nonlinear semi-classical analysis

Jona-Lassinio-Pricilla- Sjostrand [JoPrSj95].
Buslaev-Perelman, Perelman [Per01].
Grecchi-Martinez.

Grecchi-Martinez-Sachetti.
Oh [Oh90, Oh98]... Floer-Weinstein [F1We86]
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2.17 Et encore...

Techniques de déformation d’algebres (écoles de Dijon ? Lyon,....).
Références : M.A. Rieffel [Rie99S].

3 Analyse semi-classique étendue : méthodes semi-
classiques

Si I’analyse semi-classique était au départ ’étude de la limite lorsque la
constante de Planck tend vers 0, la théorie a montré sa puissance d’application
dans beaucoup d’autres problemes. Nous parlerons alors de méthodes semi-
classiques. Ceci n’est nullement une découverte des mathématiciens car cette
idée apparait dans tous les autres ouvrages de physique. La notion d’Hamiltonien
“effectif” ou de constante de Planck “effective” est présente. Par extension nous
nous réfererons a ’analyse semi-classique (pour un certain parametre h) chaque
fois que les mémes méthodes s’appliqueront. Ce parametre pourra-t-étre h =

N -3 (o N est un nombre de particules), un flux (dans les problémes avec
champ magnétique) ou l'inverse d’un flux, ou un rapport entre deux masses
(Approximation de Born-Oppenheimer) ou la température , ou encore 'inverse
d’un nombre de spin ou celui du temps..... Cela pourra aussi étre un parametre
introduit artificiellement, comme dans ’approche de Witten.

3.1 Asymptotique haute fréquence

C’est une théorie en elle-méme!! Notons juste, pour donner un exemple tres
simple, que I’étude de —A + ¢(2)9?, conduit quand on cherche des solutions
de la forme expiyt u(x) a I’étude de solutions nulles de —A — v2¢(x). Dans le
régime grand -, on tombe immédiatement sur des problemes semi-classiques.
J’avoue ici ne pas savoir comment établir une liste de références significatives.

3.2 Semi-classique et comportement des grandes valeurs
propres

3.2.1 La réduction générale

Lorsque typiquement on veut étudier un probleme spectral en grande énergie
relatif au Laplacien, on peut se ramener au probléme semiclassique en considérant
—h2A. On tombe ainsi sur un probleme semi-classique “homogene”. De ce point
de vue, 'analyse grande-énergie apparait comme un cas particulier de ’analyse
semi-clasique, ol on ajoute une hypothese d’homogénéité en h.

Ce point de vue est devenu de plus en plus utilisé dans ’Ecole de Sjostrand-
Zvorski.... en théorie du Scattering et par Ivrii [TV] en théorie spectrale classique.
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3.2.2 Equations de Hill

L’étude du spectre de 'opérateur — j—;+V(sc) avec V périodique non constant
montre que celui-ci est constitué de bandes séparés par des trous dont la taille
tend vers 0 quand on tend vers 0. L’estimation de la taille de ces trous est
en fait une estimation d’effet tunnel microlocal. Apres s’étre ramené & une fa-
mille de problemes sur le tore, on peut en effet artificiellement le regarder comme
lopérateur semi-classique fhz(% —i60)?+h2V (z) dont on examine quand h — 0
le spectre proche de 1. La premere localisation se trouve dans | — 0|> = 1 qui
a deux composantes connexes.

Références : Grigis [Gri87], Ramond [Ram93]|, Méarz [Marz92], Horn [Hor91],
Keller-Weinstein [KeWe85] ... en connexion avec les résultats semi-classiques
[Out84, Out85, Out86], [Sim84b).

3.3 Approximation de Born-Oppenheimer

C’est un probleme qui remonte au tous débuts de la mécanique quantique
[BoOp27]. Expliquons de quoi il s’agit sur un modele. On considére

— LA, — LA, 4+ V(z,y).

Il y a deux particules : la premiere est lourde par rapport a ’autre. Le parametre
semi-classique est ici h = |/ 7;. Le début du traitement est alors essentiellement
le suivant. Supposons m = 1 et regardons donc

—h*A, — Ay + V(z,y) .

Pour comprendre le bas du spectre, on commence par regarder 1’opérateur
—Ay,+V(z,y) dépendant du parametre x et on désigne par A;(z) la plus petite
valeur propre (dont l'existence est démontrée sous des hypothéses convenables).
1l s’agit alors de montrer que la compréhension du bas du spectre (effet tunnel
inclus) est obtenue a partir de la compréhension du spectre de ’hamiltonien
“réduit” :

—h2A, + M (z) .
Dire un mot sur la méthode de Feschbach, la méthode de Grushin et sur le
caractere microlocal de la réduction.
Lorsqu’on regarde des niveaux excités, le croisement éventuel des valeurs propres
conduit a I’étude de systemes posant de nombresuses questions intéressantes.

Références : Aventini-Seiler [AveSe75], Combes [ComT75], Combes-Seiler [ComSei78,
Com$Sei80], Martinez [Mart91], [MartMes94], [MartSord02], Klein-Martinez-Wang
[KMW93, KMW97], Klein-Martinez-Seiler-Wang [KMSW92], Jecko-Klein-Wang....
Dire quelque chose sur Landau-Zener et I’adiabatique.

Tout ceci est repris plus récemment avec un point de vue un peu différent
dans ’école de Grenoble (Colin de Verdiére, Joye (parfois en collaboration avec
Hagedorn). Faure), dans ’Ecole de Munich (Spohn, Teufel) ou & Paris avec les
techniques de mesures semi-classiques (P. Gérard, C. Fermanjan).
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3.4 Stabilité de la matiere
3.4.1 Conjecture de Scott
On considere le modele sous la forme (Cf [LieSim77a], [Hux88])

Z

H(Z) =) (—Azi + Ziwzém) +ad mia 3:1)

i=1 i#]

ou V est le potentiel de Coulomb = — _|71\' On a donc supposé que le nombre

de particules N est égal & la charge Z (cas Neutre).
Dans le cas o a > 0, une théorie de Thomas-Fermi permet de déduire ’analyse
(modulo le controle d’un terme d’erreur) a ’étude de

Z

HZ) =Y (—Am +7Z

i=1

4
3

Wz%m>7 (3.2)

ot V est le potentiel de Thomas-Fermi. ~
On a alors & compter la somme des Z premieres valeurs propres de H(Z) sur
R
1
Mais si nous faisons un changement d’échelle z — Z 3z et si nous posons h =

1
Z~ 3, nous nous retrouvons avec 'opérateur

4 -
Z3(=h*A+V).

Nous avons par conséquent a étudier la somme des h~3 premiéres valeurs propres
de lopérateur —h2A + V.

C’est un probleme semi-classique qui peut étre traité par des techniquesh-
pseudo-différentielles si le potentiel est régulier et sous une hyptheése de valeur
non critique [HelRob90a]. Le cas physique n’est malheureusement pas régulier.
D’autres méthodes ont été utilisées par [Hug90], [SieWe89a, SieWe89b] pour
résoudre ce probleme qui s’appuient sur le caractere radial du potentiel dans le
cas d’'un atome. Pour le cas d’une molécule, Ivrii-Sigal ([IvSig95]) ont montré
comment I’analyse multi-échelle développée par V. Ivrii [IV] permettait 1'usge
de techniques h-pseudo-différentielles dans le cas singulier. Une autre méthode
(mais qui n’a pas abouti jusqu’a maintenant) est de voir comment on peut
éliminer la singularité par une procédure de désingularisation (cf [HKSW92],
[HelSie96]).

La aussi, il y a une énorme littérature dont il est impossible de dresser une liste
complete. Signalons que le cas avec champ magnétique a donné aussi lieu a des
études semi-classiques récentes avec de nombreuses contributions (avec com-
binaison variée de collaborations) de (Erdos, Lieb, Solovej, Yngason, Sobolev,
Tvrii, Graf, Fefferman, Fournais ...) [Erd95, Sob94, LySoYn94a, LySoYn94b],
[Iv96, Iv98, Iv99] et [Fou9§]-[Foul3].
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3.4.2 Les inégalités de Lieb-Thirring

Dans le cas des potentiels réguliers, nous avons vu que la quantité h" Nj(E)
n
tendait lorsque h — 0 vers L, x (fV(a:)<E(E —V(x))*t2 dx). Pour d’autres

s,n
questions comme la stabilité de la matiere, on est plus intéressé par I’existence
de constantes M, ,, telles que

h*NP(E) < My (/V( )<E(E — V(x))H% dm) (3.3)

pour tout V et tout h.
La meilleure constante Mj , est notée L, ,. Le résultat semi-classique donne
I’inégalité

Leyw>L%, .
Une question ouverte est la conjecture de Lieb-Thrring :
Avons-nous Ly 3 = L3 ?
Il y a eu beaucoup d’activités et de beaux résultats depuis 25 ans mais tout
particulierement ces dernieres années :
Aizenman-Lieb [AiLi78], Cwickel [Cw], L.Erdés [Erd95], Glaser-Grosse-Martin
[GGMT8], Grosse [Gro77], Helffer-Parisse [HelPa90], Helffer-Robert [HelRob90a],
[HelRob90b], E. Lieb [Lie80]-[Lie92], Lieb-Thirring [LieTh76], [LieTh76], Li-Yau
[LiYa83], Martin [Mar72], [Mar90], Rozenbljum [Roz72]-[Roz77], A. Sobolev
[Sob95], T. Weidl [Weid96], de la Breteche [DeBr], Laptev-Weidl [LapWe00],
Benguria-Loss [BeLo00], Hundertmark-Laptev-Weidl [HLWO00], .... Méme si la
question n’est pas semi-classique, ’analyse semi-classique pourrait étre efficace
dans la recherche de contre-exemples a la conjecture, par recherche d’un second
terme invalidant cette conjecture. Des travaux récents dans cette direction de
Butler [But02b] et de Bruneau [Brun99a] n’ont pas permis de conclure.

3.5 La théorie de Witten

Si f est une fonction de Morse sur une variété compacte, les inégalités de
Morse disent que le nombre de points critiques d’indice ¢ m; doit majorer le i-eme
nombre de Betti b; de la varieté. La démonstration semi-classique proposée par
E. Witten dans [Wit82] est d’introduire le complexe dyj, = exp —%(hd) exp%
(ot h est un parametre artificiel et son Laplacien associé (dy , + d}’h)Q. L’ana-
lyse semi-classique (approximation harmonique) donne alors le résultat. Une
étude beaucoup plus fine de 'effet tunnel permet de mettre en évidence le role du
complexe d’orientation. Nous renvoyons & [Wit82, HelSj85c, Hel88a, HelSj88a,
ElsWa86, CFKS, HE2, Bis86, BisLeb91, Burg97, ZH] pour de la littérature sur
ce sujet.

Voir aussi plus récemment autour de Mathai, Shubin ...
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3.6 Physique du Solide
3.6.1 La conjecture des 10 Martinis

Si on considere deux opérateurs unitaires S et T' sur un Hilbert H tel que :
TS =expi®ST
on s’intéresse au spectre de 'opérateur :
P=S+S5"+T+T".

Ce spectre dépend crucialement des proprietés de %. La conjecture des 10
Martinis est due a M. Kac et prédit que le spectre est un Cantor si % est
irrationnel.

L’analyse semi-classique a permis une résolution partielle de cette conjecture.
Basée sur un schéma heuristique de Wilkinson, qui nous avait été communiqué
par J. Bellissard, la preuve due a B. Helffer et J. Sjostrand [HelSj88b, HelSj88c,
HelSj88d, HelSj89, HelSj90a, HelKerSj90]a permis de démontrer ce résultat pour
une large famille de ®. Plus précisément, nous avons montré qu’il existait une

constante C' tellle que si

1
Q2+q3_‘_”_

avec g; > C, alors le spectre de P est un Cantor. La remarque cruciale est qu’ici,
on peut prendre T' = expiz, S = expi®PD,, et qu’on a a faire une analyse semi-
classique de 'opérateur :

cos(®D,) + cosz .

Dans I'application de la physique des solides, le parameétre semi-classique représente
un Flux.

3.6.2 Approximation de Peierls

L’opérateur précédent apparait dans un tres grand nombre de contextes
différents en physique solide. Esquissons comment il est apparu dans le régine
appelé champ magnétique faible. On considere 'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique constant et potentiel pérriodique (dans ]RQ) :

Pa(h) = (hDy, — A1)? + (hDy, — A2)* + V (21, 22) . (3.4)

Lorsque A = 0, la théorie de Floquet montre que le spectre est une réunion de
bandes B; chacune étant décrite par une valeur propre de Floquet A;(6, h) qui
est une fonction périodique de 6.

On peut montrer (substitution de Peierls) que si h est assez petit, que le
spectre pres de la premiere bande est déterminée par le spectre d’un B-opérteur
pseudo-différentiel dont le symbole principal est A;.

De plus, sous des hypotheses de symétrie additionnelle, plus des hypotheses
génériques sur les minimas de V', A1 () est proche, & un facteur multiplicatif pres
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mesurant 'effet tunnel, de cos#; + cosfy. Autrement dit, on retombe sur une
perturbation du modele de Harper. Notons qu’en dimension 3, 'effet de Haas-
Van Halphen a été mathématiquement justifié. Les principales références sont
[Bel87, HelSj89, HelSjo0b, Ko59, Lan30, Lut51, Nen88, Ons52, Pei33, SonWi51,
Wil87]. On notera qu’un calcul de type Weyl apparait dans les travaux de Peierls
[Pei33] (1933).

3.6.3 Approximation champ magnétique fort

Esquissons maintenant comment il apparait dans le régime appelé champ
magnétique fort. On suit ici des idées de J. Bellissard et de [HelSj89] (cf aussi
[BelNa90]). Le point de départ est 'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique
constant B, dont on sait que le spectre est discret constitué de niveaux de landau
(2n+1)|B|. On perturbe maintenant 'opérateur par un potentiel V' semi-borné.
Alors le spectre prés du premier niveau de landau est décrit modulo O(|B|™1)
par 'opérateur h-pseudodifférentiel : |B| + V (¢, hD;) avec h = |B|~!.

3.6.4 Approximation du tight binding (=liaison forte)

On regarde ici des opérateurs de la forme :
—A+V(z— Rey)+V(x+ Rey) ,

pour ce qui concerne le double puits et

—A+ Z V(z+ Ro)
acZ”

pour le cas périodique. Une référence co6té mathématique est la these de Daumer
[Da92, Da96] (voir aussi Bellissard et une abondante littérature physique).

3.7 Supraconductivité

La théorie de la supraconductivité a récemment stimulé the nouvelles re-
cherches en analyse semi-classique sur le niveau fondamental (= plus petite
valeur propre) de la réalisation de Neumann de opérateur de Schrodinger
avec champ magnétique et la localisation quand h — 0 d’une fonction propre
correspondante. Comme dans ’analyse de l'effet tunnel pour l'opérateur de
Schrédinger un réle important est joué par des estimations d’Agmon, per-
mettant de déterminer a priori la décroissance des fonctions propres. Ceci ap-
parait de manieére diffuse dans les travaux de Bernoff-Sternberg [BeSt98], Lu-
Pan [LuPa99a, LuPa99b] et Del Pino-Felmer-Sternberg [DeFeSt] mais apparait
plus systématiquement dans Helffer-Morame [HelMo01, HelMo02a, HelMo02b].
Il se trouve que ces techniques avaient déja été mises en place dans des travaux
antérieurs de ces auteurs motivés par ceux du géometre Montgomery [Mont95]
qui posait la question, en écho a la question célebre de M. Kac “Can we hear
the form of a drum”, “Can we hear the zero locus of a magnetic field”. Ce qui
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est sans doute le plus intéressant est la spécificité du probléme de Neumann en
comparaison avec le probleme de Dirichlet. On peut en effet montrer que dans
le cas d’'un champ magnétique constant les phénomenes les plus intéressants
apparaissent a la frontiere. Une analyse semi-classique va permettre de com-
prendre dans un certain régime de parametres le mécanisme appelé : nucléation
de surface, correspondant & ’apparition de la supraconductivité. L’étude semi-
classique met en évidence le role de la géométrie (courbure, coins) qui interagit
avec le champ magnétique. Disons quelques mots sur cette théorie. On considere
a priori des domaines dans IR*, mais dans le cas de domaines cylindriques il est
naturel de considérer une fonctionnelle associée & un domaine de Q € R?, ot Q
est une section du cylindre. Le comportement de I’échantillon se lit dans celui
des minimiseurs globaux ou locaux de la fonctionnelle, dite de Ginzburg-Landau,
(1, A) dans HY(Q;C) x HY(;R") G -

G, A :/Q{\(V—MA)Q/J|2+”—;(|¢|2—1)2}dx+/<;2/ﬂ\rotA—a’H|2dm. (3.5)

Ici 2 est un domaine régulier, simplement connexe. La fonction ¢ est appelée le
parameétre d’ordre. Le vecteur A est un potentiel magnétique défini sur R". H =
curl A18Y est le vecteur champ magnétique lorsque n = 3 et est appelé le champ
magnétique externe ou appliqué. Dans le cas n = 2, nous identifions plutét ce
champ magnétique & une fonction (en ayant en téte qu’il s’agit de I'intensité du
champ magnétique supposé parallele a 1’axe du cylindre). Le parametre k est une
caractéristique de I’échantillon. Traditionnellement, on fait la distinction entre
les matériaux de type 1 correspondant a x petit et ceux de type 2 correspondant
a k grand. Sur le plan mathématique, on est conduit a différentes analyses
asymptotiques selon la taille de k. Le cas semi-classique correspond au cas ou
k est grand et ou l'intensité du champ magnétique externe est du méme ordre
que K.

On est ainsi amené a étudier la limite semi-classique de la réalisation de
Neumann de 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique :

> (hD, — A5y
J
1

dans un ouvert borné €2, ou h = .

3.8 Meécanique statistique ou analyse semi-classique en
grande dimension.

3.8.1 Introduction

Dans les années 60, M. Kac et différents coauteurs ([Ka62], [KaTh66]) suggererent
que l'analyse semi-classique pourrait permettre de comprendre le mécanique de
transition de phase en statistique mécanique. Ceci donna a ce moment I'impul-
sion pour une étude mathématique de ’écart entre les deux plus petites valeurs
propres de 'opérateur de Schrédinger ou pour celui entre les deux plus grandes
valeurs propres de 'opérateur de transfert.
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Il était donc naturel apres le développement de I'analyse semi-classique des

années 80 sur Schrodinger de regarder si les nouveaux outils allaient permettre
le traitement des questions posées par M. Kac. 1l s’agissait donc d’implémenter
ces techniques dans la mécanique statistique. Ceci apparait au départ comme
un probleme de controle par rapport a la dimension des développements semi-
classiques des valeurs propres et de la décroissance des fonctions propres corres-
pondantes.
Une partie de I’analyse apparait en fait tout a fait similaire pour trois problemes
connexes : les intégrales de Laplace, les constructions WKB pour l'opérateur de
Schrédinger et les constructions WKB pour 'opérateur de transfert. Si le chan-
tier ouvert il y a une dizaine d’année par J. Sjostrand [Sj93b] est loin d’étre
fermé, cette approche a mis en évidence de beaux problemes mathématiques.

3.8.2 Motivations

Comme modele de base considérons la phase ® qui généralise certains modeles
de Kac et des modeles plus standards apparaissant dans I’approximation réseau
en théorie des champs :

Ox)= Y Vig)+ D, Wlrpz), (3.6)

JEZ/m-Z JEZ/m-Z
pour z € R™, = = (21, -, Tm), ; = (xj1, -+, %jp) € RP, et nous supposons
que
O(—z) = 0(x) . (3.7

V est un potentiel défini sur IRP et nous essaierons de suivre la plupart des

arguments par rapport & p pour pouvoir ensuite considérer la limite p — oo,

apres avoir d’abor pris la limite m — oco. Nous nous intéressons au comporte-
mp

ment asymptotique de la mesure (wh)™ 2 exp—%dx(mp) lorsque m, p et 1/h

tendent vers +oo. Plus précisément, nous sommes principalement intéressé dans
le comportement asymptotique de

mp
Vol(R™P) := (7h)™ 2 / exp — 2 dz(™m) (3.8)
R™P
ou de m\/'?}l# . Comme souvent en mécanique statistique, 'ordre dans lequel

nous prenons les limites peut étre trés important.

La situation est typique de ce qui apparait pour des modeles associés a des sous-
ensembles A du réseau Z? (ici A = [0,m[x [0, p[NZ?). En suivant une méthode
de r{eeduction générale appelée ”transfer matrix method”, nous introduisons
I'opérateur de transfert K/ = Ky dont le noyau distribution est donné par

Ky (2,y) = (th) "2 exp— (& - (V(z) + V(1)) - exp—h " W(z,y) .

Il est alors facile d’établir, par exemple si V' tend vers 4+oco a 1'co, la relation
suivante entre la plus grande valeur propre p; de cet opérateur et le volume
total :
lim
m——+00

I VOIR™) _y )y, (3.9)
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Cette valeur propre u; dépend de deux parametres h et p et la question est de
donner un développement semi-classique pour lim,_, nm e programme
n’est pas achevé. Une étape est d’établir un contréle uniforme par rapport a p

des coefficients du développement semi-classique de
In pq

p
Contrairement a d’autres techniques de la mécanique statistique, ’approche est
assez générale mais Pexemple le plus typique est celui ot W(z,y) = 4|o — y|?,
avec a > 0. Comme typique V nous pouvons prendre

P P
V@ (y) = Z o(y;) + bZ lvi — i | (3.10)
i=1 i=1
et nous supposons que b > 0 et que v est un potentiel C'*° & un puits ou a un
double puits symétrique v(—t) = v(t), avec un bon comportement & linfini et
une hypothese de minimum non dégénéré. Ceci implique en particulier que V@)
définit également un simple ou un double puits.
Pour résumer, la méthode de transfert a permis de remplacer le probléme intial
pour une intégrale de Laplace associée a des (sous-ensembles de) réseaux de
dimension 2 & un probleme spectral attaché a un réseau de dimension 1.

3.8.3 Quelques résultats

L’étude principale ici a été d’analyser l’existence de solutions WKB for-
melles permettant d’approcher dans des régions convenables la premiere fonc-
tion propre de ces opérateurs. Simultanément, ceci donnera un développement
semi-classique de la premiere (c’est & dire la plus grande) valeur propre. L’autre
point important, pour la mécanique classique est que nous pouvons analyser
le comportement par rapport a la dimension des coefficients du développement.
C’est une étape dans la compréhension de ’analyse semi-classique de la premiere
valeur propre par rapport a la dimension.

La classe des potentiels V' = V(®) est trop compliquée & décrire (la plus générale
semble étre la classe des fonctions 0-standards introduite par J. Sjostrand dans
[Sj94] qui permet d’éliminer les hypotheses d’analyticité apparaissant dans les
premiers travaux de Sjostrand [Sj93b, Sj93c]) et indiquons simplement qu’elle
contient les modeles vérifiant (3.10).

Le principaux résultats ont été obtenus successivement pour I’équation de Schrédin-
ger par J. Sjostrand [Sj93b], [HelSj92a], [HelSj92b], [Sj94]et [Hel96¢]. Ils étendent
dans le contexte de la grande dimension les résultats antérieurs de [HelSj84] et
[Sim83b] (voir [HE2] ou [DISJ] et les références dans ces ouvrages). Dans ce cas
on considere 'opérateur de Schrodinger sur RP

(8) PY) =-h*A+V® (3.11)

et on démontre 'existence du développement suivant pour la plus petite valeur
propre )\gp)(h)

RO j
D L (3.12)
=0
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avec la propriété que, pour tout j dans IN, «;(p) tend exponentiellement vite
vers une limite o}° lorsque p — +00. Un controle soigneux des restes donne
aussi

p—+oo P

—+oo
(») .
lim 20 S a%nd (3.13)
=0

En étroite connexion avec ces résultats sur Schrodinger, ’analyse des intégrales
de Laplace

(L) L¥), = ((wh)—’é( / expv(p]i(z)dx)> , (3.14)
RP
est développée dans [Sj91S], [Hel94a] et [Sj92al. I est démontré que

(p)
Ly

+o00o
Lh N Bi(p)h (3.15)
j=0

avec la propriété que, pour tout j dans IN, §;(p) tend exponentiellement rapi-
dement vers la limite 37° quand p — +00 et que la limite thermodynamique a
un développement semi-classique donné par

. Lg«)h, « 00,7
Jlim =y B (3.16)
§=0
L’opérateur de Kac
ac ®) (g P) (g
(K) K‘k,;h’(p) = exp—w -exthA-exp—% (3.17)

peut-étre v comme un opérateur h-pseudodifferentiel (cf [BrunHel91]) sur L?(IRP),

avec des propriétés voisines de exp —P‘(}?;ﬁ et il est donc naturel d’espérer des

développements semi-classiques pour la plus grande valeur propre l/fp )(h), qui

correspond a exp f/\gp )(h) dans cette comparaison. C’est ce qui est fait pour p
fixé dans [BrunHel91] et [Hel92] et plus récemment il est montré dans [Hel97b,

HelRam] that
—+oo

—Inv®(n i
=) Sy o)k (3.18)
§=0

avec la propriété qu’il existe, pour tout j € IN, C; telle que

() < Cj, Vp. (3.19)

L’analyse de la limite thermodynamique est abordée dans [HelRam]| mais il reste
un “trou” pour avoir le résultat analogue a [HelSj92a]. L’opérateur de transfert
a été introduit au paragraphe précédent par

(T) Kf/f;’,gp) = exp —7‘/(;;@) - exp %A - exp —7‘/(;)}5%) (3.20)
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et nous obtenons pour la plus grande valeur propre Mﬁp )(h) de cet opérateur

borné sur L?(IR?), qui peut étre considéré comme un opérateur h-pseudodifférentiel
[Hel96e, Hel97D],

+oo

—1ln (») h .

O NS () (3.21)
=0

avec la propriété qu'il existe, pour tout j € IN, C; tel que
0;(p)| < Cy . Vp. (3:22)

De nouveau I’analyse de la limite thermodynamique devrait pouvoir étre abordée
mais reste ouverte (voir cependant des travaux récents de J. Moeller [Mol01b]).

3.8.4 WKB constructions en grande dimension

Dans chacun des cas considérés dans les paragraphes précédents, une solu-
tion W K B solution apparait. Dans les cas (S), (K) et (T), nous cherchons une
approximation de I’état fondamental de la forme

kb (.. 3P (:h)
u"™ (x5 h) ~ exp — 7=

¢ (@ih) ~ > o (@)h7
JjEN
avec ¢; O-standard au sens de Sjéstrand [Sj94]. Lorsque nous résolvons succes-
sivement les équations obtenues en annulant les coefficients des puissances de h
, nous rencontrons d’abord 1’équation eiconale qui dans les cas (S) et (K) prend

la forme
|Vo(x)?| = VP (z) —minV®

Comme initié dans [HelSj84] puis d éveloppé dans le cadre de la grande dimen-
sion par J. Sjostrand [Sj93b] et [Sj94], on peut trouver une unique solution locale
¢o de cette équation eiconale telle que ¢o(Xmin) = 0 et ¢ > 0, qui peut-étre
caractérisée comme la fonction génératrice de la variété lagrangienne invariante
stable pour le flot hamiltonien H, associé a q(z,£) = £2 —V sur R* contenant
le point fixe pour le flot : (2min, 0).

Dans le cas (T), ¢p peut-étre caractérisé (cf [Hel96e], [Hel97b], voir aussi des
développements ultérieurs de J.S. Moeller [Mol01a, Mol01b]]) comme la fonction
génératrice de la variété lagrangienne invariante stable pour le symplectomor-
phisme « sur R?” dont le graphe est défini par

graph(r) := {(z,&,y,1) | £ = §VV(2)+ V. W (z,y) , n = —3VV(y) =V, W (z,9)} .

(3.23)
Nous observons alors que (Zmin, 0, Zmin, 0) est un point hyperbolique pour « et
qu’on peut utiliser le théoreme de la variété stable pour un difféomorphisme.
Comme ce théoreme admet une version Banach, il n’est pas trop étonnant de
pouvoir controler la construction par rapport a la dimension p.
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Dans le cas (L), la phase P (z; h) apparait lorsqu’on essaie par un chan-
gement de variable de la forme y = V,¢®) (x;h) de transformer I'intégrale de

(p) N
Laplace (penser au lemme de Morse) pr exp —VT dx en, & une constante mul-

. . . \ 2
tiplicative pres, pr exp —¥- dy.

3.8.5 LogSobolev et Poincaré

Le point de départ est ’étude d’une mesure sur R” de la forme exp —®(X)dX
ou [ est I'inverse de la température et ® est associée a N particules identiques.
Typiquement, ® a la structure suivante :

oMX) =g+ D -l

JEA j~k ,j OU kEA

ol z; =xj,8ij € Aet z; =w; sij & A, west un parametre dans Z%etouj~k
signifie que j et k sont proches voisins dans Z°. J est supposé positive et mesure
I'intensité de I'interaction. A est un sous-ensemble de zz% typiquement une boite.

é est une phase sur RY avec une croissance disons au moins quadratique §
I’infini.
Our main problem will be to analyze the properties of the measure

djin o = oxp —BOM(X) dX/ ( /(

exp — PN (X) dX) : (3.24)
RN)/\

Nous nous demandons en particulier si la covariance qui associe a deux fonctions
frg € Ce (RYV)M) Pexpression

cova,r(f,9) = ((f = (a9 —{(@as))as (3.25)

ou (- )a,s désigne la moyenne par rapport dua s et ffmp((RN)A) est l'espace
des fonctions C'*° a croissance polynomiale.

Les questions quis se posent sont alors l’existence, et le controle par rapport

a tous les prametres de I'inégalité de Poicaré (voir de I'inégalité de LogSobolev).

C Ces questions sont liées étroitement a ’analyse du comportement pour ¢ et j
dans A de

Cor™/ (i, 5) := cova p(x,25) - (3.26)

lorsque d(i, ) est grand (cela a un sens lorsque A “tend” vers Zd, par exemple
si A =[-L,---,L]% et L est assez grand par rapport a d(i,5)). Il est clair que
quand il n’y a pas d’interaction, c’est a dire si J = 0, alors nous avons

cova f(zi, ;) =0, (3.27)

pour i # j, c’est a dire
(i - xj) = (i) (x;) - (3.28)
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Il est alors naturel si cette propriété subsiste, sous une forme plus faible, par
exemple dedécroissance exponentielle,

|Cor® (i, §)| < Cexp—rda(i,j) , (3.29)

pour J assez petit indépendamment de tous les parametres en jeu. Ce sera
typiquement le cas (sans condition sur 7 > 0) lorsque ¢ est strictement convexe :

¢'(x)>p>0. (3.30)

Dans ce cas on a Poincaré et LogSobolev uniforme. C’est plutot le cas non-
convexe qui conduit & des questions délicates (en particulier par rapport au
parametre semi-classique L.
A compléter
Références : Sjostrand, Helffer-Sjostrand, Helffer, Bodineau, Helffer-
Martinez, Sordoni, Sjostrand-Wang, Bach-Jecko-Sjostrand ... Nourrigat et co-
auteurs....

3.8.6 Conclusion

Nous avons seulement analysé la construction formelle du probléme en grande
dimension et concentré ’exposition sur le probleme le plus simple apparaissant
en mécanique statistique : la limite thermodynamique. Dans toutes ces construc-
tions, nous rencontrons lorsque nous essayons de justifier les développements des
conditions de la forme p < C'- A~ ou p < exp 7+ Ces conditions ne sont pas
présentes dans les résultats finaux sur la limite thermodynamique (principale-
ment car nous divisons par p avant de prendre la limite) mais réapparaissent
lorsque nous analysons des problemes plus délicats comme 1’écart entre les deux
plus grandes valeurs propres (cas (K) ou (T)) ou les deux plus petites (cas (S)
) ou pour les fonctions de corrélation dans le cas (L). Méme si des résultats
partiels ont éeté obtenus dans cette direction ( [HelSj92b], [Hel96c]), il reste
encore a établir un lien plus profond entre les techniques semi-classiques et les
techniques efficaces développées en mécanique statistique & partir des années
60 (argument de Peierls, estimations infrarouges, développement en cluster). Il
nous semble qu’a 'heure actuelle 1’'étude de 'effet tunnel en grande dimension
reste largement ouvert.

3.9 Et encore...

Il faudrait parler de la théorie adiabatique (Buslaev, Martinez,...) en liai-
son avec Born-Oppenheimer, de leffet tunnel géométrique [Cdv877] [CDV],
[BroHisMart93]-[BroHisMart95], de Iinstabilité de Rayleigh-Taylor [HelLaf02]
(qui reléve des problémes haute fréquence), d’applications plus marginales & la
construction de solutions a support compact pour des équations paraboliques
dégénérées [BelHelVer01] et de beaucoup de problémes non-linéaires ... de I’ho-
mogénéisation (exposé de G. Allaire au séminaire edp a 1'X)
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3.10 Et encore..problemes non-autoadjoints

Davies [Da96], Dencker-Sjéstrand-Zworski ..

4 Conclusion

4.1 Quelques succes

Dans les grandes réussites des méthodes semi-classiques, outre le point qu’elle
est devenue une discipline reconnue, il me semble? qu’il faut mentionner, sur le
plan interne :

— L’analyse mathématique de I’effet tunnel (qui faisait partie du programme

initial), avec 'application au splitting et aux résonances

— les résultats en Scattering,
et sur le plan “interface” :

— les applications a 'opérateur de Harper en Physique du solide,

— la justification de 'approche de Witten pour la théorie de Morse,

— la détermination du terme de Scott en théorie de Thomas-Fermi (Hughes-

Siedentop-Ivrii-Sigal-Fefferman-Secco).

4.2 Quelques conjectures en suspens

Nous avons déja mentionné la conjecture de Lieb-Thirring, celle des 10 Mar-
tinis (A # 1, pour coshD, + Acosx). Nous pouvons ajouter la conjecture de
Thouless [HelKer95] sur le comportement asymptotique dans le cas rationnel de
la longueur totale du spectre de 'opérateur de Harper.

Dans les programmes qui sont loin d’étre achevés, je mentionnerai 1’effet tun-
nel en grande dimension et 1’ effet tunnel dans le cas avec champ magnétique
[HelSj87b, Mart97] pour lequel nous n’avons que des majorations.

4.3 Evolution actuelle

C’est encore dans la théorie des résonances en liaison avec le scattering, que
la théorie semi-classique “interne” est la plus active. On mentionnera ici, les tra-
vaux de Sjostrand-Zworski, ceux de Burq (dans la suite des travaux de Lebeau)
et ceux de chercheurs ou étudiants de Bordeaux, de I'’X, de Nantes ou Paris 13
(V. Petkov, Vodev, D. Robert ... V. Bruneau, L. Michel, J.F. Bony... ).

On notera aussi une énorme activité autour de la stabilité de la matiere avec
Ivrii, Sigal ou les écoles de Lieb, Fefferman, Frohlich... travaillant ensemble ou
en concurrence.

[’analyse semi-classique en grande dimension, apres avoir laissé entrevoir
de belles perspectives, butte sur de grosses difficultés dans son approche de
Peffet tunnel. Notons toutefois que les études autour du Laplacien de Witten

9. Mais je ne fais qu’exprimer un gout personnel.
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connaissent de nouveaux développements.

De nouveaux travaux d’Ivrii (prolongeant des travaux de Zielinski) concernent
le traitement d’opérateurs a coefficients peu réguliers mais souffrent d’un certain
manque d’application.

Enfin, la théorie des mesures semi-classiques s’est développée sur une trajec-
toire indépendante (P. Gérard, F. Poupaud, N. Mauser, Markovich....).

L’usage des états cohérents réapparait pour obtenir des résultats plus fins
(Robert, Combescure, Debievre...) (en liaison avec I’étude de la dynamique
quantique en temps long)ou pour obtenir, apres raffinement des démonstrations
plus accessibles (Solovej-Spitzer [SolSpi02a, SolSpi02b]) pour par exemple la
conjecture de Scott qui date de 1952.

La théorie de la supraconductivité me semble ouvrir un nouveau terrain d’in-
vestigation. Plus généralement, I'implémentation des idées semi-classiques dans
les problémes non-linéaires est encore balbutiante.

Comme toutes les disciplines ayant une expansion rapide, il me semble que
le développement de ’analyse semi-classique ne se poursuivra que si, au dela
de la résolution de ses problemes “internes”, elle est & méme de répondre aux
nombreux problemes de nature semi-classique pouvant apparaitre dans toutes
sortes de problemes apparaissant dans différents secteurs de la physique et de
la mécanique.

5 Ouvrages de référence ou a forte composante
semi-classique

En dehors de quelques ouvrages de référence mentionnés dans le texte, nous
n’avons listé que des ouvrages a forte composante semiclassique. On notera en
particulier la collection : Encyclopedia of Mathematical Sciences qui publie 10
volumes sur les équations aux dérivées partielles [EMS], avec la participation
des meilleurs spécialistes russes. On notera en particulier le volume V avec des
contributions de Babich, Fedoryuk, Lazutkin, Vainberg et le volume VII avec
des contributions de Rozenblum, Shubin et Solomyak.
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